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Prof. Antonio Joaquim R. Feitosa
Sistema de Numeracao.

Todos os numeros sdo formados com alguns dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Portanto dizemos que estes 10
algarismos s&o basicos para gerar todos os nimeros. E uma linguagem como a usual, que para se comunicar usamos
todas as letras do alfabeto, neste caso, utilizamos os 10 algarismos. Esta linguagem passou a se chamar de sistema de
numeracdo na base 10. Por exemplo, dizemos que o numero 234 esta representado na base 10. Mas, seja por
necessidade técnica ou por outras razdes, nem sempre € necessario utilizar estes 10 algarismos para se comunicar
nesta linguagem numérica, podemos usar somente 0 0 e 1 para representar um nimeros na base 2, podemos usar
somente 0 0, 1 e 2, para representar numeros na base 3, podemos usar somente o0 0, 1, 2 e 3 para representar um
numeros na e base 4, podemos usar somente 00, 1,2, 3, ... b, 0 < b < ¢ < 9 para representar um numeros na base
b. Por exemplo, (11)2 representa um numero na base 2, (102)s representa um numero na base 3, (132)4 representa um
nimero na base 4 e assim por diante. O sistema de numeracdo é uma das grandes invences do ser humano. E
certamente igual a invengéo do alfabeto que permitir levar o conhecimento de uma geragao para as proximas. No que
se segue vamos estabelecer conceitos e técnicas para construir estes conhecimentos.

Sistema de Numeracdo Posicional

No sistema decimal de numeragdo que usamos, todo numero natural é representado como uma soma de unidades,
dezenas, centenas, milhares, etc. ..., ou seja, como soma de diferentes potencias de 10 com coeficientes variando entre
0 e 9. Este sistema é chamado de sistema posicional, porque o valor de cada algarismo em um nimero dependendo da
posicao do algarismo no nimero, e portanto representando um numero diferente. Por exemplo, considere o numero 454,
o primeiro algarismo 4 a direita representa 4 unidades, o segundo algarismo 5 da direita para a esquerdo representa 5
dezenas (50) e o terceiro algarismo quatro (da direita para esquerda) representa 4 centenas (400), isto pode ser
representado por, 400 + 50 + 4 = 4x102 + 5x101 + 4x100. De modo geral, 0 numero, 3.458, significa um nimero com 3
milhares (3.000), 4 centenas (400), 5 dezenas (50) e 8 unidades, que pode ser representado abreviadamente pela
expressao,

3-10% +4-10%+5-10* +8-10°

Consequentemente podemos representar qualquer nimero natural como soma de potencias de qualquer outro nimero
diferente de 0 (zero) e de 1 (hum), por exemplo,

1:2240:-224+1-2140-2°

Representa o numero (1010),, neste caso as sucessivas ordens séo, 22, 21, 2° esto no lugar das ordens, das
unidades (109), dezenas (10"), centenas (102) e milhares (103) potencias de base 10.
De um modo geral, em um sistema de numeragdo de base b qualquer, um nimero positivo N é representado pelo
polinémio,
n—1
Nepy = @uo1h™™1 + @ush™ 2 + @y_gh™3 + - + asb* + agh? = Z abt (1)
i=0

Onde:

b = é base do sistema de numerac&o (inteiro maior que 1);
a = sao os digitos do numero, 0 < a; < b — 1;
n = numero de digitos da parte inteira do numero.



Podemos provar que um inteiro positivo qualquer poder ser representado de modo unico como no polinémio acima para
bi um inteiro qualquer diferente de 0 e de 1.

Considere p um numero inteiro positivo qualquer, dividindo p por b obtemos, p| b
do Qo

Onde qo é 0 quociente e ap é o resto da divisdo de p por b, 0 <ap < b, qo < p, isto é, p = bqo + ao. Dividindo qo por b,
obtemos de maneira semelhante, a1 e g1, tal que qo = bg1 + a1, com 0 < a1 <b e g1 < go. Observamos que se repetimos
este processo indefinidamente obteremos quocientes g cada vez menores e, como o quociente ndo pode ser negativo
entdo o menor quociente gn = 0 e neste caso o resto seré na. Resumidamente obtemos as seguintes equagdes,

p=bqo +ag, com0<ap<b, (1)
Qo=Dbgs +as,com0<ar<b, (2
q1=bgz+az com0<az<b,(3)

On-2 = bQn1 + @1, com 0 <na. <b, (n-2)
g1 =b.0+ay, com0<na<b, (n-1)

Substituindo o qo na equagéo (1) e, em seguido o g1, depois 0 g2 e assim sucessivamente, obtemos,
p =bqo + ao = b(bg1 + a1) +aop = b2q1 + bas +ap = b2(bgo + az) + bas +ap = b3q2 +b2ay + baq +ap = ...
............ b1(bQn1 + an4) + b™2an2 + ... + b2az +b'as +b%g = bgn-1 + b™1an4

+b2anp + .. + b2ay +b'ar +h0ag = bngn + b™an.g + b2ano + ... + b2ap +b'ar +b0%ap=p

A Ultima expressdo mostra, que de fato, qualquer numero inteiro positivo pode ser representado como o polindmio (1).
Em seguida vamos mostra que esta representacao € Unica, isto é necessario porque se néo poderia ser que tivéssemos
dois numeros diferentes representando a mesma quantidade, ja imaginou 34 e 124 representando a mesma quantidade.
Para isto suponha que o nimero p possa ser representado por duas expressdes diferentes numa mesma base b, isto é,

p = anbn + an1bn! + ... +aib! + ag = cmb™ + Cnab™ 1 + L.+ cib! + Co

Comm >n, na# 0em,ninteiros positivos. Neste caso como ap e co sao 0s restos da divisdo de p por b, ab™! + an.ob™
2+ .. +b'e cm1b™! + crob™2 + ... + ¢q 0S respectivos quocientes, pela unicidade do resto e do quociente temos que ag
=Co e anb™! + anob™2 + .. +b! = cub™ + cmab™ ! + ... + ¢1bT, pelo mesmo principio da unicidade do resto e do quociente,
temos, a1 = ¢4, repetindo 0 mesmo processo obtemos az = ¢z, as = Cs, ... na = ¢y € m = n. Concluimos que a representagao
de um numero numa determinada base b dada pelo polindmio (1) é Unica. Provando que qualquer nimero inteiro positivo
diferente de 0 e de 1 pode ser adotado como base para um sistema de numeragéo.

Existem outros sistemas de numeragao baseados em outros principios que nao € o posicional, 0 exemplo mais conhecido
é sistema de numeragéo Romana, I, V, X, L, C, D, M, unidade (1), cinco (V), dez (X), cinquenta (L), centena NA, quinhentos
(D), mil (M), este sistema tem sete digitos enquanto o sistema decimal tem 10 digitos.

Sistema de numeragdo Romano: O sistema de numeragdo Romana é usado em toda Europa desde o século dezoito,
e ainda hoje é utilizado para numeracgao de paginas de alguns livros e para certas datas de direitos autorais. O sistema
de numeragéo Romana usa certas letras do alfabeto como mostrado na figura 1.

O sistema de numeragdo Romana € repetitivo como outros sistemas, especialmente o Egipcio, mas tem trés
propriedades adicionais, chamadas de principio aditivo, principio subtrativo e principio multiplicativo, estes principios
foram usados com o objetivo de repetir menos simbolos.



Numerac¢ao romana antiga Numerag¢do romana moderna

Principio aditivo Principio subtrativo

1+1+1+1=4 5-1=4
VIl I X
5+1+1+1+1=9 10-1=9

Principio Principio
aditivo subtrativo e
aditivo

Principio Principio
aditivo subtrativo e
aditivo

1 | | 16 XVl XVi
A Il Il 17 XVII XVl
3 1] ]l 18 XV Xviil
4 1] v 19 XV XIX
5 \Y V 20 XX XX
6 Vi Vi 40 XXXX XL
7 Al VI 50 L L

8 Vil Vil a0 XXX XC
9 Vi IX 100 C C
10 X X 400 CCcC CcD
11 Xl Xl 500 D D
12 Xl Xl 1000 M M

FIGURA 1 OBTIDA EM, HTTP://PRODUCAO.VIRTUAL.UFPB.BR, OBTIDA EM 14/03/2016

Regras do sistema de numeragdo Romana:

e Os simbolos I, X, C, M podem ser repetidos no maximo trés vezes;

e Ossimbolos V, L, D ndo podem ser repetidos;

e Um simbolo de menor valor a esquerda é subtraido e a direita € adcionado.
e Um numero fica mil vezes maior quando colocamos uma barra sobre ele.

Sistema de Numeragdo Egipcio
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Sistema de numeragéo Indu
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FIGURA 3, OBTIDO EM HTTP://PRODUCAO.VIRTUAL.UFPB.BR, OBTIDA EM 03/2016

O sistema posicional, em qualquer base, principalmente o sistema decimal, traz uma enorme vantagem, porque com 0s
dez digitos do sistema decimal podemos representar qualquer. A outra grande vantagem do sistema posicional é a
facilidade de realizar célculos, porque nos permite estipular regras para realizacéo de célculos com extrema facilidade,
como podemos constatar posteriormente.

2) Operagdes Aritméticas Num Sistema de Numeragao Posicional.
Operacéo Soma
Considere 0s nUmeros

p=anb"+anibn!+ . +ab'+ag e
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q = Cmb™ + Cmab™' + ... + c1b? + ¢y,

Ambos representados na mesma base b. Comnan # 0, cm # 0 € m > n. Entao

p+q=(anb" + an1b™ + ... +aib? +ag) + (Cmb™ + Cmab™! + ...+ cib? + Co)

Associando as parcelas com as bases de mesmo indice temos,

P+ Q= Cmb™+ Cmab™1+ ... + b(an + Cn) + bM1(@n1 + Cn1) + ... + b2(a2+ C2) + b'(a1+ ¢1) + (a0 + Co).

Concluimos que para somar dois nimeros num sistema de base basta somar os coeficientes na representagao polinomial
(1). Se por ventura alguns dos coeficientes a; + bi = 0 da soma for maior que a base b, consideramos a; + ¢i=b + z, onde
0 <z < b, substituimos no respectivo coeficiente e realizamos as respectivas associagdes, por exemplo, considere pe q
na base 5 representados por,

p = 4x53 + 4x52 + 4x51 + 4 e q =3%x54 4x53 + 4x52 + 4x51 + 4, somando temos,

P+ Q= (4x53 +4x52 + 4x51 + 4) + (3x54 4x53 + 4x52 + 4x51 + 4) = 3x54 + §x53 + §x52 +8x51 + 8,
Consideremos;

8x53% = (5 + 3) x53 = 54 +3x53;

8x52= (5 + 3) x52= 53 +3x52;

8x51= (5 + 3) x51= 52 +3x51;

8=5+3;

Substituindo temos;

p+q=3%x5%+ 54 +3x53 + 53 +3x52 + 52 +3x51 + 51 + 3 = (3 + 1)x54 +(3 +1)x53 + (3+1)x52 + (3+1)x51 + 3 = 4x54 + 4x53
+4x52 + 4x51 + 3,

Operacéo subtracdo

De maneira semelhante ao que fizemos com a operagdo soma considere dois nimeros p e g representados numa mesma
base,

p=anb" + naqb™ + ... +aib'+ap e

q = CmbM + Cmab™1 + ... + c1b! + ¢y,

Entdo p — g é obtido da seguinte maneira;

P—q=(anbn+an4b™+ .. +aib' +ag) - (Cmb™+ Cmab™t + ...+ cib! + ¢o) =

anb" + anqb™! + ... +aib! + ag— Cmb™ - Cmab™! - ... - c1bT = Co=

-Cmb™— Cm-tb™1 + ... +b" (na— cn) + b™'(na.1— cn1) + ... b2(a2 —C2) + b1(a1 — ¢1) + a0 — Co.

Como os coeficientes da base de maior expoente, na expressdo da subtracdo, sdo todos negativos, todos os outros
coeficientes devem ser negativos, porque os coeficientes sao digitos de um numero, logo ndo faz sentido um niimero
com digitos de sinais diferentes. Caso isto ndo ocorra, isto &, o coeficiente ai— ¢i = ri seja positivo devemos somar 1 — 1
a (-ri) de modo a tornar todos os coeficientes negativos. Caso os expoentes da base sejam todos iguais € 0s coeficientes
da expressdo da subtragdo tenham sinais contrarios, devemos proceder de forma semelhante para que todos os
coeficientes tenham os mesmos sinais. Observe que esta operagao néo altera o resultado uma vez que 1 -1=0.

Suponha que no nosso caso somente o coeficiente a1— ¢1 = r1 seja positivo. Considere;

-Cmb™ —CmbM1 + ...+ b0(-ry ) + ... + b2(-r2) + b'(r1) — ro, com a1—c1 = r1. Entdo temos,



-Cmb™ —Cmab™ 1+ L+ b0 ) + .+ D2(-r2 +1 = 1) + bY(r1) —ro = - Cb™ —Crmtb™ T+ L+ DO(-r ) + .+ Da(-r2 + 1) - b2 +
b(r1) = ro = - Cmb™ —Cmab™ 1 + ... + b(-ry ) + ... + b(-r2 + 1) + b'(as - ¢1 — b) — ro, como a1 e ¢1 sdo menores que b, entdo
sua diferenca ndo podo ser maior que b, por isto a1 — ¢1 — b é negativo. Veja que —r2+ 1 < 0. Entéo p — q = - Cmb™ —Cn-
ibmt+ L+ bn(-ry ) + ... + bo(-r2 + 1) + b'(a1 — ¢1 — b) — ro representa um nimero na base b em que negativo.

Exemplo: Considere p = 3x53 + 2x52 +4x51+ 1 e q = 3x55 + 3x54 + 4x53 +4x52 + 2x51 + 3, entdo;

D— Q= (3x58 + 2x52 +4x51+ 1) — (3x55 + 3x54 + 4x53 +4x52 + 2x51 + 3) = -3x55 — 3x54 + (3 — 4)x 53 + (2 — 4) X52 + (4 -
2) x51 +1 - 3 = -3x55 — 3x54 — 1x 53 — 2x52 + 2x51 — 2,

Somando 1 - 1 ao coeficiente -2 de 52 temos, (-2 +1 -1)x52 = (-2 +1)x 52 -1x 52 = -1x52 -5x51  substituindo temos,

p—q=-3x55—3x54 — 1x 53 + (-2 +1)x 52 -1x 52 + 2x51 — 2 = - 3x55 — 3x54 — 1x 53 — 1x52 -5x51 + 2x51 - 2 = - 3x55 —
3x5% — 1x 53 — 1x52 + (-5 +2)x51 -2 =-3x55 - Ix54 — 1x 53 — 1x52 — 3x51- 2 correspondendo ao ndmero - (331132)s

Exercicios: Efetue as seguintes subtragdes:
a) (110110)2 - (101110)2

b) (3214)s — (1003)s

c) (1231)4 - (3320)4

Operacéo Multiplicacdo

Considere:
p =anb" + naqbn! + ... +ab'+a e
q = Cmb™ + Cmab™1 + ...+ c1b! + Cp,

A multiplicagéo de p por g, pxq, resulta numa soma de termos do tipo;

Se algum dos coeficientes aic; das poténcias de b, resultar um numero maior que b, procede-se de maneira semelhante
ao que fizemos no caso da soma, neste caso considera-se aic; = zb + t onde z é o0 quociente da divisao de aicjpor b e, t
é resto, neste caso temos, aicb™ = zbii*! + thi*i, sendo z e t inteiros positivos menores que b.

Exemplo: Considere: p = 2x 32 +1x3" +2x30 e q = 2x33 + 3x 32 +1x31 +2x30, entéo,

pxq = 2x 32x2x33 +2x 32 x 3x 32 + 2x 32 x 1x31 + 2x 32x 2x30 + 1x31x 2x33 + 1x31x 3x 32 + 1x31 x 1x31 + 1x31 x
2x30 + 1x30x 2x33 + 2x30x 2x 32 + 2x30 x 2x30 + 2x30 x 2x30 =11x35 + 22x34 + 100x3% + 111x32+ 2x 31+ 11 x 30 =
(1122100111211)s

Exercicios: Efetue as seguintes multiplicagdes;
a) (11)2x(110)

b) (12)3 % (2)3

C) (4)s x (43)s

d) (3)4 x (23)a

Operacéo Divisdo

A operacao diviséo resulta de uma combinagdo das operagdes multiplicagdo e subtragéo, e segue a mesma regra da
divisdo na base 10, para ilustra 0 método vamos desenvolver um exemplo de divisdo na base trés. Exemplo, dividir o
(11012)3 por (12)s.

Procedimentos de Calculo:



Observe que (12)3 ndo cabe em (11)s, entéo cabe em (110)3 mais de uma vez, porque multiplicando (12)3 por (2)3 obtemos
(101)3 e, subtraindo (101)s de (110)s obtemos resto (2)3, em seguida escrevemos ao lado do (2)3 o quarto digito da
esquerda para a direita do numero (11012)3, obtendo (21)3, de maneira semelhante observamos que (12)3 cabe uma vez
em (21)3, porque multiplicando (1)3 por (12)3 obtemos (12)3 e subtraindo (12)3 de (21)3 obtemos resto (2)3, escrevendo o
quinto digito da esquerda para a direita do numero (11012)3 ao lado do resto (2); obtemos (22)s, procedendo de maneira
semelhante ao que fizemos anteriormente, obtemos da diviséo de (11012)3 por (12)3 0 quociente (211)3 e resto (10)a.

(11012)3] (12)s
-(101)s (2113

(110)3 = (101)5 = 1x32 + 1x31 +0x30 — 1x3 2 — 0x31 — 1x30 = 1x31 + (-1)x30 = (2 + 1)x30 + (-1)x30 = 2x30
(21)3 = (12)3 = 2x31 +1x30 — 1x3142x30 = 1x31 +(-1)x30 = (2 + 1)x30 + (1) x30 = 2x30
(22)3 — (12)3 = 2x31 +2x30 — 1x31 - 2x30 = 1x31 +0x30,

Verificagdo: Vamos examinar se a operagéo realizada na base 3 é equivalente a realizada na base 10, para isto vamos
representar o dividendo, divisor, quociente e o resto na base 10 e realizar as mesmas nesta base.

(11012)3 = 1x3¢ + 1x33 + 0x32+ 1x31 + 2x30 = (113)(g
(12)s = 1x31 +2x30 = (5)qg

(211)s = 2x32 +1x31 + 1x30 = (22)10

(10)s = 1x31+0x30 = (3)a

Realizando a divisdo de 113 por 5 obtemos quociente 22 e resto 3.

(3)
Pois 113 = 5x22 + 3, confirmando os procedimentos realizados
Exercicios: Efetue as seguintes divisdes:

a) (11014)s: (14)s
b) (12012)3: (12)3
c) (1011)2: (11)2
(4325)s : (15)s

Conversiao de Bases

Frequentemente é necessario converter um nimero representado num determinado sistema de numerag&o, para o seu
equivalente em outro sistema de numeracao. Esta operacdo é denominada converséo de base.

Método dos Polindmios

Para converter um numero representado numa base b para um numero representado numa base p, escreve-se 0
polindmio (1) na base b (de origem) e, efetua-se os calculos na aritmética da base p. Por exemplo: Para converter um
numero representado numa base b <10 para a base 10. Represente o nimero na base b pelo polindmio (1) e efetue as
operagdes na base 10, 0 nimero obtido esta no sistema decimal, por exemplo, converter o (4.738)s para a base 10.

(4.737)s = 4x83+7x82 + 3x81 + 7x80=2048 +448 +24 +7 = (2527 )10
7



2. Converter o numero (637)s para um numero na base 5, o procedimento é semelhante, considerando, neste caso, as
operacdes (multiplicagdo, potencia¢do, soma) séo realizadas na base 5.

(637)s = 6x82 + 3x8! + 7x80 = (2343)s + (44)5 +(7)s5 = (2394)s
Exercicios: efetue as conversdes dos numeros representados abaixo para a base10.
a) (3451)s
b) (5627)s
C) (3212)4
d) (23421)s

Observe que para converter um numero de uma base b1 diferente de 10 para uma base b diferente de 10, surge uma
dificuldade, que € a realizagdo de operagdes aritméticas em bases diferentes de 10, com as quais ndo estamos muito
habituados, para minimizar estas dificuldades vamos introduzir o método das divisGes sucessivas.

Método das Divisdes Sucessivas.

Este método consiste na seguinte estratégia: Seja Np um numero representado na base b o qual queremos representar
em outra base p, 0 método consiste em representar Ny pelo polindmio (1) na base p e dividir sucessivamente pela base
p até obter quociente zero. O numero a ser obtido sera formado pelos restos das divisdes dos sucessivas, dos quocientes
por p, a partir do resto obtido quando o quociente for zero. Este método sé € valido para nimeros inteiros.

Considere Np = an1p™! + anop™2 + ... + asp’ + aop?, dividindo ambos os lados desta igualdade por p, obtemos, Nv/p = an-
1Pp"2 + anop3 + ... + a1+ ao/p e fazendo Q1 = an-1p™2 + anp™3 + ... + a1, obtemos, apos reescrever, Nu/p = Q1 + aolp, ao
= Nb — pQ1, ao representa o primeiro digito da direita para esquerda do nimero na base p. Para obter o proximo digito, a1,
procedemos de maneira semelhante, efetuando as mesmas operagdes, iniciando com Q1 = an.1p™2 + anop™2 + ... + ay,
obtendo a1 = Q1 - pqz,

Q2 = an 4p™3 + an2p™ + ... + a2 €, assim por diante até obtermos o coeficiente an.1.

Exemplo: Passar o nimero 20 na representagéo decimal, para um numero N2, na representacéo binaria. Pelo processo
das divisdes sucessivas podemos proceder da seguinte maneira:

ZOL____1OL____

0

(20) 10 =(10100)2
Exemplo 2. Passar o numero 324 da representacdo na base 10 para um numero na representa¢ao na base 9.

324 5
24

@) 6al5
14 12

4) 205
(2) 2

215
(2) 0

(324)10 = (2244)s



Sistema Hexadecimal

O sistema hexadecimal € um sistema de numeragéo posicional para representar os numeros em base 16, portanto
empregando 16 simbolos, mas cada simbolo necessita ser representado por um unico digito, pois do contrario era
impossivel distinguir em que base um numero estaria representado. A solugao foi representar os simbolos de dois digitos
por letras maiUsculas do alfabeto. Os simbolos 10, 11, 12, 13, 14 e 15 da base hexadecimal foram substituidos pelas
letras A, B, C, D, E, F e a base hexadecimal é representada por:

0123456789ABCDEF Base | Base | Base | Base
10 |2 8 16
Observe que (13)10 = (A)16 = (1101)2 € que (20)10 = (14)16 = (10100)2 0 0000 | O 0
« . 1 0001 | 1 1
A tabela ao lado resuma uma comparagéo das representagdes em quatro bases; 5 0010 | 2 2
O numero (1213)10 pode ser representado por (CD)s. O nimero (2314)10 = (23D)1s, 0 | 3 00113 3
nimero (2118)10 = (2B8)1s. Para converter um niimero da base 10 para a base hexadecimal | 4 0100 | 4 4
usa-se 0 método das divisGes sucessivas e procede-se como nos casos de convengdes ja | ° 01015 5
examinados. Por exemplo converter (548)1o para a base hexadecimal. 3 81 1(1) 3 s
ggg % g [1000|10 |8
9 1001 |11 |9
@ 34l 10 [1010[12 |A
(2) 2 216 11 (1011113 | B
(2) 0 12 110014 |C
13 |1101 (15 |D
(548)10 = (224)16 14 [1110[16 |E
15 | 1M1 |17 |F
Tabela 1

N&o surge nenhuma novidade porque todos os restos séo menores (9)1o.
Exemplo: converter o numero (538)10 para a base hexadecimal. Procedendo-se de maneira semelhante temos,

538
(10) 33 | 16

1) 2 |16

2 0

(538)10 = (21816 — > Observe a diferenca! O digito A aparece na base hexadecimal, porque na divisao por
16 aparece um resto 10, que na base 16 corresponde ao digito A.

Para converter da base hexadecimal para a base 10 usa-se 0 método do polinémio. Por exemplo converter (38%)16 para
a base 10, procede-se da seguinte maneira,

(38%)16 = 3x162 + 8x16" + 10x160 = 3x256 + 8x16 + 10 = (906)10.

Conversao da base 2 para a base 8

O sistema Octal refere-se ao sistema de base 8, com os digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. O processo de conversao da base 2
para a base 8 e vice-versa, realiza-se da seguinte maneira: Agrupa-se, da direita para esquerda de 3 em 3 os digitos do
numero representado na base 2. Se o Ultimo grupo da direita para a esquerda nao tiver trés algarismos, completando-se
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com zeros a esquerda, em seguida faz-se as devidas correspondéncias com os digitos da base octal, de acordo com a
tabela (1).
Por exemplo, converta o nimero (101011000111)2 para a base octal. Separando de em trés algarismos, temos,101-011-
000-111. Fazendo as devidas correspondéncias obtemos,
(101)2 — )3)s (000)2 — (0)s
(011)2 — (3)e (111)2— (7)s
Portanto 0 niumero (101011000111)2 = (5307)g
Observagéo 1: Os zeros que aparecem a esquerda na representacao binaria, néo necessitam aparecerem na base octal,
por exemplo,

(001)2=(1)s
(000 001)2=(1)s
(000 000 101 111) = (57)s
Observacgéo 2: Ao separa os digitos da base binaria em grupos de trés, da direita para a esquerda, se sobra grupos que
nao tem trés algarismos completa-se com zeros a esquerda, por exemplo, considere o numero, (1001010),, separando-
se em grupos de trés da direita para a esquerda, temos, 1-001 — 010, neste caso, temos, 001 — 001 -010 fazendo as
devidas correspondéncias obtemos o numero (112)s

Exemplo: Converter para a base 8 o seguinte numero (1100111011)..
Agrupando de 3 em 3 temos, (--1-100-111-011 )2, observe que o ultimo grupo sé tem um algarismo, completando
este grupo com dois zeros, temos, (001) (100) (111) (011), obtemos,
(002)2 =0x22 + 0x2! +1x20=1,
(100)2 = 1x22 + 0x21 + 0x20=3
(1M11)2 =1%x22 + 1x21 + 1x20=7
(100)2 = 1x22 + 0x21 + 0x20 =4
Entdo, (1100111011)2 = (1374)s

Conversao da base 2 para a base 16 (Hexadecimal)
Para converter um numero da base 2 para a base 16, procede-se da seguinte maneira, agrupa-se, da direita para a
esquerda de 4 em 4 os digitos do nimero representado na base 2, e converte-se para a base 10 e na mesma ordem do
agrupamento inicial. O nimero obtido esta representado na base 16. Caso a quantidade de digitos ndo seja um multiplo
de quatro complete-os com zeros, a partir do ultimo do grupo com menos de quatro digitos, até obter uma quantidade de
digitos multiplo de quatro. Por exemplo o numero (10111)2 tem cinco algarismos, para completar um numero com uma
quantidade de algarismos multipla de 4 sem alterar o nimero original, acrescentam-se trés zeros nos espagos vazios (-
--10111)2, separando de 4 em 4 temos 0001 - 0111.
Exemplo: Converter para a base 16 o seguinte nimero (1010011110011110)..
Reagrupando de 4 em 4 temos (1010 — 0111 — 1001 — 1110)2. Observe que neste caso a quantidade de digitos é um
multiplo de quatro.
(1010)2 = 1x23 + 0x22 + 1x21 +0x20 =10
(0111)2 = 0x23 + 1x22 + 1x21 +1x20=7
(1001) = 1x23 + 0x22 + 0x2! +1x20=9
(1110)2 = 1x23 + 1x22 + 1x21 + (0x20 = 14
Ent&o, (1010011110011110)2 = (A79E)1s

Exercicios:
1. Converter os nimeros indicados abaixo para a base binaria:
a) (167)s b) (624)s C) (7045)s d) (3062)s e) (04320)s

2. converter os nimeros indicados abaixo para a base octal
a) (000 000 111 111 101 000)2 b) (100 000 000 101 110 111)2 c) (111111011 101 010 001),

Conversao do sistema de numeracido Hexadecimal para a base Bindria.
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Procede-se de maneira inversa ao processo da base binaria para hexadecimal, convertendo-se cada digito hexadecimal
em grupos de quatro digitos binarios. Para isto basta examinar a tabela de converséo. Quando o(s) correspondente(s)
digito(s) da base hexadecimal néo for(em) representado(s) por quatro digitos da base binaria, completa-se com zeros a
esquerda.

Exemplo: converta o nimero (3DF5)16 para um numero representado na base binaria.

Examinando a tabela de conversdes concluimos,

O (3)s corresponde (11)2, neste caso completa-se com dois zeros a esquerda, 0011

(D)s = (1101)2 = (1101)2

(Fs=(1111)2= (1111)2

O (5)s corresponde a (101)2, neste caso completa-se com um zero a esquerda, 0101,

Conversao do sistema de numeragédo Octal para o Hexadecimal.

Converta para binério e em seguida converta para hexadecimal.

Exemplo: Converta o nimero (674)s para um nimero na base Hexadecimal.

(6)s = (110)2

(7)s = (111)2

(4 )s = (100)2

Entéo (674)s = (110111100), = (DEQ)16

EXERCICICOS
1) A figura representa uma colegéo de objetos, agrupe estes objetos numa representacédo de base:

HEEEEEER ' EEEORO0O00O00O00m.
ALAAAAAAALDA N DAL AAANA

Fonte: Autor

a) dois b) de base trés ¢) de base quatro d) de base cinco.
Em seguida escreva o numero que representa cada agrupamento na respectiva base

2) Construa uma figura que representando os agrupamentos dos numeros nas respectivas bases:
a) (1011)2 b) (102)3 d) (23)4 e) (21)s f) (16)e

3) Faca os agrupamentos dos elementos da figura de acordo com as tabelas de registros;
Gruposde 4 x4 x4 | Grupos de 4 x 4 | Grupos de 4 | resto

x k%

LB
L. & 1

L O x

Fonte autor
Qual o valor posicional do algarismo que forma o numero na tabela.
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4) efetue as operacoes:
a) (1354)s + (2543)s

b) (2102)s — (1220)3
¢) (1102)s - (3213)s
d) (3324)s x (43)s
e) (6452)7 x (34)7

f) (231)4: (3)a

) (15234)s : (14)s

CAPITULO Il
CONJUNTOS
Conjunto: Conjunto € uma nogao primitiva que nédo € susceptivel de defini¢do, isto €, um conceito primitivo que esta
associado a ideia de cole¢do. Entendemos por conjunto todo colegdo bem definida de objetos, isto €, que pode ser
identificada por uma propriedade comum a todos elementos, ndo importando a natureza.
Em matematica define-se varios tipos de conjuntos, por exemplos;
e Conjuntos dos alunos do ensino médio;
e Conjuntos dos livros de uma biblioteca
e Conjunto dos pontos de um plano;
e Conjunto dos professores do DM;
Notagdo: Os conjuntos s&o indicados pelas letras maiusculas do alfabeto, A, B, C, ... e seus elementos pelas letras
minusculas do alfabeto, a, b, ¢, ...

Representagao: Os conjuntos podem ser representados basicamente de trés maneiras diferentes, a saber:
Listando seus elementos A = {banana, laranja, magao, péssego, abacaxi}

Através de uma propriedade comum a todos elementos, A = {x/ x e uma fruta}, onde se |é a/ como tal, este
conjunto se & da seguinte maneira A é o conjunto dos x, tal que x é uma fruta.

Através de um diagrama de Venn: A fim de facilitar o entendimento de certas defini¢des, demonstragdes ou idealizagdo
de um conjunto de informagdes, é de muita utilidade a representacdo de um conjunto por meio de um recinto fechado
limitado por uma linha n&o tracejada no plano. Tal representagao é denominada de diagrama de Venn. No diagrama de
Venn os pontos que pertencem ao conjunto estao representados dentro do recinto e os que ndo pertencem ao conjunto
estdo representados fora do recinto limitado pela linha fachada.
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Fonte: autor
A={a,b,c d e fg,hi1,2 3}

B={g,h,i,1,2,3,m,p,q,r,s}

Existe um conjunto C ={g, h, i, 1, 2, 3} tem elementos do conjunto A e elementos do conjunto B

LINGUAGEM DE CONJUNTO: A linguagem dos conjuntos € composta por uma série de simbolos que servem para
expressar a ideia que queremos comunicar.

Relagao de Pertinéncia: A relagéo entre elementos e o conjunto é representada pelo simbolo, € que significa pertence
a.

Por exemplo, Se A={a, b, c, d, e, f}, entdo c € A, se Ié apertence a A, e g A |é —se g ndo pertence a A.

Igualdade de conjuntos: Dois conjuntos s&o iguais se, e somente se possuem 0s mesmos elementos. Considere A e B
dois conjuntos, A é igual a B, representado por A = B, se qualquer elemento xe A implicar que x<B e reciprocamente,
qualquer elemento yeB implique que yeA, isto é, A = B implica que para qualquer x, xeA se e somente se xeB. Este
conceito é valido mesmo que representemos os conjuntos de modo diferente, a ordem n&o interessa, por exemplo {y, 3,
t,5}=1{3, 3,3, 5,1 y}. Observe que o conjunto {5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5} = {5}, que é denominado de conjunto unitario. Quando
dois conjuntos A e B nédo s&o iguais indica-se pelo simbolo A # B, ou se existe pelo menos um elemento de B que néo
pertence ao conjunto A e vice-versa, simbolicamente, 3x, xeA tal que x¢B ou 3y, yeB tal que ygA

Propriedades da igualdade de conjuntos:

(P1) Reflexiva: A = A, pois (V x) (x €A <> x €A), isto é A= A;

(P2) Simétrica: Se A = B implica que B = A, pois se A = B temos que, para qualquer x €A implica que x € B e reciprocamente, para
qualquer x € B implica que x € A, por definicao, entdo B = A.

(P3) Transitiva: Se A=B e B =C, entdo A = C, pois se (Vx), x €A se, e somente se xe B e, se somente se x € C, logo A=C,

Relagdo de incluséo: Expressa um ideia de comparagéo entre dois conjuntos e é indicada pelos simbolos, — (esta
contido), < (esta contido ou é igual), & (ndo esta contido). Dizer que um conjunta A & B significa que existe elementos
de A que ndo esta em B. Dizer que A c B significa que todos elementos de A estdo em B e reciprocamente, todos de
elementos de B estdo em A. A — B significa que pelo menos um dos elementos de B ndo estdo em A, porém, todos
elementos de A estdo em B. Quando se representa A — B, diz-se que A é um subconjunto préprio de B, isto permite
concluir que conjunto € subconjunto de se mesmo, isto é, A C A

Simbolicamente podemos representar estas ideias pelos seguintes diagramas,

A A o D

BcA AcA CgD
Fonte: Autor
Propriedades da relagéo de inclusao:
Reflexiva: A < A, pois para (¥ x), x eAimplica que x €A, isto é A < A.
Transitiva: Se A — B e se B — C entdo A — C Veja o diagrama,
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AcBcC
Em qualquer situagéo, temos, se A < B implica (v x) x € A implica que x € B, como B < C implica que x € C logo A
cC
Anti-simétrica: Se A Be B < Aentdo A =B, pois, (V x) x €A implica que x eB e comoB c A, vx, x eBimplica
que x €A, entdo A = B. Reciprocamente, Se A=Btem-seque AcBeBcA.
Esta propriedade € um método especializado de demonstragao de igualdade de dois conjuntos, conhecido como
método da dupla inclusdo. Para demonstrar que um conjunto A = B basta mostrarque Ac Be BcA.
Conjunto Vazio. E uma nogdo valida de conjunto sem nenhum elemento. Por exemplo, conjunto dos professores de
alfabetizagédo que ndo sabem escrever seu nome. Conjunto dos advogados que séo analfabetos. Podemos representar
o0 conjunto vazio pelo simbolo { } ou @. Todo conjunto @ é 0 mesmo conjunto. Nao podemos falar, um conjunto vazio, o
correto é declarar “o conjunto vazio”. O @ é um objeto definido. Ainda podemos especificar o conjunto vazio através de
uma propriedade que néo existe, por exemplo, @ = {x/ x+3=x}, @ = {x/ x2 < 0}. A maneira correta de definir um conjunto
vazio é declarando @ = {x/ x # x }. Como todo conjunto é subconjunto de si mesmo, além do mais o conjunto vazio @ é
subconjunto de todo conjunto C, pois do contrario deveria haver um elemento no conjunto @ que ndo estava em C, mas
nao ha elemento no vazio. Em geral se estabelece a igualdade entre dois conjuntos A e B dizendo que A =B se e
somente se A — B e B < A. Exemplos:

Conjunto Unitario: Chama-se conjunto unitario todo conjunto A constituido de um Unico elemento. Por exemplo, A =
{5,B={7,7,7,7,7,C={x e RIx2-10x+25=0},D={x e N/ 5<x < 7}.

Conjunto Universo: Quando realizamos um estudo sob determinadas hipdtese encontramos as solugdes que satisfaz as
exigéncias imposta num conjunto de solugdes possiveis, por exemplo, quando realizamos um estudo para identificar as
frutas de sabor adocicado, observamos que as bananas, mangas, abacaxis, ndo tem sabor adocicado. Entao o conjunto
de todas as frutas € o ambiente possivel para se obter a solugao, é claro que num ambiente que sé tivesse minério era
improvavel obter frutas doces. Neste caso chamamos o conjunto de todas as frutas de conjunto universo da situagao
problema, “obter frutas de sabor adocicadas”. Neste sentido o conjunto universo é conjunto de todas as possiveis
condigdes para satisfazer uma determinada situagéo. O universo onde se obtém uma quantidade inteira é conjunto dos
numeros naturais. O universo onde identifica uma crianga de olhos azuis é o conjunto dos seres humanos. O universo
onde se encontra um gato da raga Siamés é o conjunto de todos os gatos.

Numero de elementos de um conjunto:

E quantidade de elementos que o conjunto tem. Se A representa um conjunto, denominamos o niimero de elementos do
conjunto pelo simbolo n(A). Por exemplo se, se A= {2, 3, 5, 6, 5}, entdon(A) =4, Se B={3, 3, 3, 3,} N(B) =1.
Subconjuntos: Dado o conjunto A=1{2, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11}, podemos considera varias partes de A, como por exemplo
B={256},C={6,7, 89 10}, D = {5, 8, 9, 11}, E = {5, 6, 10, 11}, todas contidas em A. As partes B, C, D, E s&o
chamados subconjuntos de A, mas, precisamente todos conjuntos que estao contidos em A séo chamados subconjuntos
de A. Observe que o proprio A é subconjunto de si mesmo, também ja vimos que o conjunto vazio (@) é subconjunto de
A. No caso em que um conjunto tem uma quantidade finita de elementos € possivel listar todos os subconjuntos, por
exemplo, considere o conjunto M = {1, 2, 3} todos os subconjuntos de M s&o: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2, 3}.
Entdo o conjunto M com 3 elementos tem exatamente 8 = 23. Vamos mostra que esta é uma maneira de contar quantos
subconjuntos tem um conjunto com um numero finito de elementos.

Teorema: Todo conjunto finito com n elementos tem 2" subconjuntos.
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Demonstragdo: Considere o subconjunto finito A = {a1, az, as, ..., an}. Neste conjunto ha um subconjunto com zero
elementos que é o conjunto vazio, @, isto é,1=20 = (g) ha n subconjuntos com um elemento {a}i=1, 2, 3, ..., n, isto

é,n=(7),ha(7) subconjuntos com dois elementos, {ai a;},ij=1,2,3, ..., n, e assim por diante. Concluimos que o
nimero total de subconjuntos &, () + (7) + (1) + -+ + (7)) = 22, como obtido a partir da analise combinatoria.
Conjunto das partes: Um conjunto pode ser elemento de outros conjuntos,( imagine um conjunto de criangas dentro
do conjunto de adultos). Considere o conjunto A = {3, {§}, {&}, {a, b, c} }, temos que {§} € A, mas § ndo é um elemento

de A, isto § ¢ A, como também, {&} € A, mas & ¢ A, da mesma forma, {a,b,c} € A,masa ¢ A,b ¢ A,c ¢ A. Os
conjuntos {§}, {&}, {a, b, c} sdo chamadas partes do conjunto B ={3, §, &, a, b, c}.

Defini¢do: chama-se conjuntos das partes, P(A), de um conjunto A, o conjunto cujos elementos s&o todos partes de A
€ P(A), inclusive A, 0 @ € P(A).

O conjunto das partes de um conjunto A é formado por todos subconjuntos X — A. Representamos este conjunto por:
P(A) = {X/ X c A}

O numero de elementos de P(A) é igual ao nimero de subconjuntos de A, isto é, se € um conjunto com n elementos
entdo, N(P(A) = 2n.

Propriedade: Se A — B entdo P(A) — P(B).

Demonstragéo. Suponha que A — B, entdo se X € P(A) implica X — A < B que implica que X — B entéo X € P(B).

A
Complementar de um Conjunto: Seja B um subconjunto de A. O diagrama

mostra um subconjunto B de A, isto é, B — A. A parte colorida de azul é o que

falta em B para completar A, e esta parte é chamada o complementar de B em o
A.

Definicdo: Chamamos o complementar de um conjunto B em relagdo a um
conjunto A, ao conjunto de todos os elementos de A que néo estdo em B.

Representagéo: O complemento de B em relagdo a A é representado por C2, A ou A e |8-se complementar de B com
relacdo a A,

Quando se tratar do complementar de um conjunto A com relagédo a um universo,
referimos somente como complementar de A e representa-se por A’ = C(A),

No diagrama ao lado o complementar do conjunto B com relagéo ao conjunto A é a
parte destacada em cor amarela, representamos o complementar de B em A (B B
subconjunto de A) da seguinte forma;

Cf ={xeA/x ¢ B}
Exemplos: SejaA={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},B={2,7,8},C={1,3,4,5,6,9, 10}, entdo CZ = C.
Propriedades do complementar:
Sejam A e B partes de um conjunto E.
P:C2=E
De fato 0 @ é a parte de E que néo contém elementos, logo se x Cg entdo xe E, logo C,? c E. Reciprocamente se x
e E,entdox e C2. Logo C2 =E.
P2 CE = o.

Defato CE = {xcE:x¢E}=0
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Ps: Ce(CE)=A
Ce(Cf)={xe E,xg Cf}={xeEexeA}=A
Ps: Se Ac B, entdo CE = CZ, o diagrama representa esta ideia,

E

Fonte: Autor

Veja que a parte em cor amarela é o complementar C# e a parte em verde é complementar de CZ, entéo veja que se x
eClentiox cEex ¢ Blogox ¢ A x € CZ.

Exercicio: Seja A = {{@}, @}. Verifique quais das sentencas abaixo s&o verdadeiras ou falsas,
a) {{9}} € A b)d A c) {0} € A d) {o}} c A e)pcA f) (P} A

Unido de conjuntos: A unido de dois conjuntos é um conjunto C formado pelos elementos que estdo em A ou estdo em
B, indicado por C = A U B = {x €A ou xeB} isto pode ocorrer da seguinte maneira,

Sexe AuUBentdoxe Aex ¢ B, x ¢ Ae xeB ou xeA e xeB. Graficamente,
A B A B A-
s uE AuB
Fonte: Autor
Propriedades:
P1: Ac AuB e B — AUB,
Se x € Aou x € B se e somente se x € AUB, entdo A — AUB
Se x e Bou x € A se e somente se x € AUB, entdo B = AUB
Em resumo, a reuniao de dois conjuntos contém cada um dos dois conjuntos.

P2: Se A — B entdo AUB =B e reciprocamente, se AUB = B entdo A — B.

Pois, supondo que A — B, temos que xe A U B se e somente se x €A ou xe B mas como A — B implica x € B, entao
AUBcB

Observagao: O numero de elementos de um conjunto A finito € igual a quantidade de elementos distintos do conjunto e
é denotado por N(A). Por exemplo, se

A={3,6,G,G,U, 2 M, C} entdo N(A) =7

Pela propriedade P1 temos:
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N(AUB) = N(A) + N(B) - N(ANB)
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CAPITULO | CAPITULO Il
CARACTERIZAGAO DE FUNGOES ELEMENTARES

Observamos que o estudo de fungdes praticados nas escolas, ao nivel fundamental e médio se limita a explorar os
aspectos conceituais, representagdes algébricas e graficas, deixando ausente a identificacdo dos modelos algébricos a
partir da exploragdo numérica padronizada. Estes aspectos séo relevantes no ensino aprendizagem porque, contempla
0s aspectos da representacao semiotica conforme Durval, além de permitir analisar o comportamento qualitativo de uma
quantidade infinita de dados a partir do comportamento quantitativo finito de dados.

Vamos partir do pressuposto que se conhega as representagdes algébricas das fungdes elementares do ensino
fundamental e médio e, vamos explorar métodos para se identificar uma fungéo a partir de uma lista numérica, vamos
nos limitar aos numeros inteiros positivos por questdes didaticas. Considere uma fungéo representada pory = f(x) e Ar =
Xi+1 — Xi a primeira diferenga, Az = Xi+2 — Xi+1 — (Xi+1 - Xi ), @ segunda diferenga, Az = Xi+3 — X2 — [Xi+2 — Xi+1 — (Xi+1 - Xi )] €
assim por diante, até obtermos uma constante em toda as diferencas, por exemplo, considere a tabela abaixo
Considere a seguinte tabela em que os elementos da primeira linha estdo em Progressao Aritmética,

Xi 1123 |45 |6 [ 7]8]9 1 11/12[13[14]15] 19
yi S |71 9 [M[ 1316 [17[19] 21 |23 |25]27[29 31|33 #1
A1 = yin-yi 212 |22 |2 2|22 |2 |2|2]|]2|2|2] 2

Observe que a primeira diferenga € constante. Isto significa dizer que os elementos da segundo linha formam uma
progressao aritmética.

Quando a primeira diferenga é constante caracteriza uma fungéo de primeiro grau do tipo y = ax + b, ou seja uma fungao
afim, pois yi+1 — yi = axi1 + b — axi — b = a.(xi+1 - X)) = a, pois xi+1 — X; = 1, entdo temos, neste caso que a = 2, para
determinar b substituimos nos valores da primeira linha da tabela, 5 =2.1 + b, de onde obtemos que b = 3, e portanto a
funcdo éy=2x+ 3.

Caso a segunda diferenga seja constante caracteriza uma fungéo de segundo grau, ou seja, uma fungdo quadratica,
(SILVA, TCC/PROFMAT/2013)

Exemplo: considere a seguinte tabela. Os elementos da primeira linha forma uma progressao aritmética.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
yi 9 11 19 29 41 55 " 89 109
A 6 8 10 12 14 16 18 20
Y 2 2 2 2 2 2 2

Como a segunda diferenga é constante, entdo os valores da segunda linha sdo imagens de uma fungao quadratica do
tipo, y = ax2 + bx + ¢, obtidos pelos valores da primeira linha, ent&o para obter os coeficientes a, b e c, substituimos x em
trés valores quaisquer da primeira linha e, obtemos
d=atb+c
1M=4a+2b+c
19=9a+3b+c
Que € um sistema de trés equacdes e trés variaveis, cujo determinante dos coeficientes das variaveis €& 1 1
1
4 2 11 =2+9+12-(18+3+4)=23-25=-2#0

9 3 1
logo o sistema tem uma Unica solugéo, e a = Ad/(- 2), b = Av/(- 2), ¢ = Ad/(- 2), onde,
5 1 1
Aa= 11 2 1 =10+33+19-(38 +11+15)=-2, entdo a = 1.
19 3 1
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1 5 1
D= 4 11 1 =11+45+76-(99 +20 + 19) = 132 - 138 = 6, logo b = 3

9 19 1
1 15

Ac= | 4 2 11 =38+99+60-(90+76+33)=197-199="-2, logo ¢ =1.
9 3 19

Entéo, y = x2 + 3x + 1. Esta mesma conclus&o teriamos obtidos se os valores de x; na primeira linha da tabela formassem
uma progressao aritmética de qualquer raz&o. O fato curioso é que no caso, dos valores x; (na primeira linha) formar uma
progressao aritmética de qualquer razéo e uma diferenga qualquer A; formar também uma progressao aritmética, entao
os valores yi (na segunda linha) estdo associados a um polinémio de grau, i + 1, ou seja, toda vez que o Ai+ for constante
0 A é uma progressé&o aritmética. Estamos considerando o Ag como sendo os valores yi.

Observacdo: Uma fungdo quadratica também fica caracterizada por trés pontos quaisquer, (x1, y1), (X2, y2) € (X3, y3) que
nao estao em linha reta, porque o sistema,

y, = ax?+bx; +c

y, = ax? + bx, +c

ys = ax? + bx; + ¢
Tem uma Unica solugao, logo os parametros a, b, e ¢ s&o Unicos.
Exemplo: Determine e expresséao algébrica da fungao quadratica que passa pelos pontos (-1, 3), (2, 2) e (5,3).
Veja que,

a—b+c=3
4a+2b+c=2
25a+5b+c=3

Resolvendo o sistema, multiplique a primeira equacao por dois e some com a segundo para obter, 6a + 3¢ = 8. Em
seguida multiplique a primeira equagao por 5 e some com a ultima para obter, 30a + 6¢ = 18. Resolva o sistema,
{ 6a+3c=8
30a + 6¢c =18

Resolvendo obtemos a = 1/9, b=-4/9,c=22/9ey = éxz - %x + %

Estes procedimentos podem serem analisados no grafico abaixo com a respectiva tabela de valores aplicada a uma a
uma sequéncia de razao 2, representada na coluna 1.
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0.89 | (—4.6)
0.89 | (—2,3.78)
0.89 | (0.2.44)
0.89 | (2.2)

0.89 | (4.2.44)
0.89 | (6.3.78)
0.89 | (8.6)

0.89 | (10,9.11)
12 | 1311|489 | 089 | (12.13.11)
14 |18 |578 |089](14,18)

16 | 2378 | 667 | 0.98 | (16.23.78)

fonte : Autor

Os procedimentos que realizamos para a equagao do segundo grau podem ser aplicados para qualquer equagéo
polinomial.

CARACTERIZAGAO DAS FUNGOES EXPONENCIAIS.

Consideramos fungdes exponenciais representadas pelas expressoes do tipo y = a.b¥, onde a € um numero real diferente
de zero (a # 0) e b € um numero positivo diferente de 1, (b > 0, b # 1). Quando a fungéo esta representada por esta
expressao os procedimentos para analise dos valores numéricos e graficos sdo realizados de maneira usual, 0 problema
que vamos investigar é quando uma tabela de valores numéricos pode ser representado por uma fungéo deste tipo. Isto
se torna relevante, porque a partir de um quantidade finita de valores podemos obter um modelo que represente uma
quantidade muito grande ou mesmo infinita de valores com 0 mesmo padrao da quantidade finita e além do mais
representar graficamente. Este tipo de procedimento pode fornecer muitos beneficios em anélise de aplicagbes
financeiras. Quando em uma tabela s@o representados dados relativos a variavel independente x e dados
correspondentes as respectivos variaveis dependentes y em intervalos constantes da variavel independente. Dividir a
variavel dependente pela variavel dependente anterior, como representado abaixo;

Variavel independente (x) | X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | Xe | X7 | Xs | Xo
Varidvel dependente (y) | Y1 | Y2 |Ys | Ya|Ys|Ye|Y7|VYs| Yo

, Y3 Y, Y5 Y ¥V Y Y
Y, Y, Y, VYV, Y. Y, YV, Y
Se estes quocientes forem todos iguais temos um fendmeno que pode ser representado por uma fungéo exponencial,
poisse,y; = a-b*tey, = a-b*2, entdo,

Y2

22 = p¥e™x1

V1
Mas como x2 — x1 € constante, temos que, b*27*1 é a base da fungdo exponencial.
Exemplo: Considere a seguinte tabela:
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Variavel independente (x) |12 |3 |4 |5 |6 7 (8 |9
Variavel dependente (y) |6 [ 12|24 |48 |96 | 192 | 384 | 768 | 1536

Agora observe que:

12_24 _48_96 192 384 768 1536

6 12 24 48 96 192 384 768
Concluimos que as variaveis independentes (y), nesta tabela, representam valores de uma fungé@o exponencial do y =
a.bx, correspondentes as varidveis independentes (x), cujo valor de b = 2, para obter o valor de substituimos
correspondentes valores da tabela na fungao, para isto, podemos considerar qualquer dois valores correspondentes.

Tome por exemplo, 12 = a.22 = 4a, obtendo-se a = 3, entdo os valores da variavel independentes sao obtidos pela fungao
exponencial,

y=3-2%
Se a variavel dependente tiver este mesmo padrao de comportamento para qualquer valor da variavel independente

podemos encontrar seu valor para qualquer valor de x, por exemplo se x =+/2 , temos y = 3 - 2V2 = 3 x
2.66514 = 7.99542.

Observe que a fungdo y = 3 - 2* transforma um P.A. de razéo r = 1 em uma P.G. de razdo 2. De maneira geral, as
fungdes exponenciais do tipo y=a.b* transformam Progressdes Aritméticas em Progressées Geométricas.

Exemplo: Considere a seguinte tabela;

Variavel independente (x) | 2 | 4 6 8 10
Variavel dependente (y) | 0.4 | 0.56 | 0.784 | 1.0976 | 1.53664

A divisdo de um valor da variavel independente pelo valor de uma variavel independente imediatamente inferior, como
indicado abaixo € sempre constante e igual a 1.4

056 0784 1.0976 1.53664

04 056 0.784  1.0976

Entdo os valores das variaveis dependentes correspondem aos valores de uma fungéo do tipo y = a - b*, onde b? =

1.4, de onde obtemos que b = /1.4 = 1.183216, portanto estes valores podem ser obtidos por uma fungao do tipo

y =a-(1.183216)*, onde a ¢ obtido substituindo quaisquer dos valores das respectivas varidveis da tabela acima,
0.784 = a - (1.183216)°, de onde obtemos que;

0.784 0.784

&= (1.183216)6 _ 2.744

= 0.285714

Logo,
y = 0.285714 - (1.183216)*

Veja a representagao grafica desta situagéo.
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04 [(2.04)
0.56 | (4.0.56)
0.78 | (6.0.78)
11 [ (8.11)

0| 1.54 | (10,1.54)

0.4
0.56
0.78
1.1
0]1.54

[ d =R ]

= ol o | w

—~| ==

Fonte: Autor

Exemplo: Considere uma divida R$ 10.000,00, contratada em instituigao financeira, cujo montante no decorrer de
meses € informado ao contratante, como na tabela abaixo, (A informagé&o esta sendo fornecido de 10 em 10 meses),

Meses (x) 0 10 20 30 40 50
Montante (y) | 10.000 | 16.289 | 26.533 | 43.219 | 70.400 | 114.674
Quando o devedor devera desembolsar para pagar esta divida em 55 meses?

Observe que;

16289 26533 43219 70400 _ 114674

10000 ~ 16289 ~ 26533 ~ 43219 ~ 70400
Entdo os montantes da divida podem ser obtidos por uma fungao exponencial do tipo y =a.b*, onde b0 = 1.6289, de
onde obtemos b = '3/1.6289 = 1.05. Para obter o valor de a substitua respectivos valores da tabela na fungéo,

y =a- (1.05)*

= 1.6289
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CEntéo, 16289 = a - (1.05)1° = 1.62889 - q,
temos que a = 10.000, entdo 0 montante é obtido
pela fungéo

y = 10000 - (1.05)*

Para calcular o valor a pagar em 55 meses basta
substituir o x por 55, fazendo isto obtemos,

0 10000 1
y = 10000 - (1.05)%5 = 10000 x 14.63563 10 | 16288.95 | (1
— 20 | 26532.98
= 146356.3 T s
40 | 70399.89 | (4 99 .59
50 | 114674

Fonte: Autor

Exercicio: Apos estudos verificou-se, que é exponencial o consumo de energia elétrica numa zona industrial de uma
cidade. Foram computados os numeros do consumo em relagdo ao numero de anos transcorridos ap6s o inicio do estudo,
e dois desses valores sdo dados na tabela seguinte.

Tempo ap6s o inicio do estudo (x) | 3 7
Valores computados () 192000 | 468750

a) Obtenha o consumo de energia y como fun¢ao dos anos apés o inicio dos estudos, isto &, y = f(x);

b) Qual era o consumo de energia no inicio da contagem?

c) Sabe-se que o limite para o fornecimento de energia antes do colapso do sistema era de 1.000.000 GWh para
aregido industrial. Se o consumo continuar com as mesmas caracteristicas, apos quanto tempo havera colapso
no sistema de energia?

CARACTERISTICAS DAS FUNCOES LOGARITMICAS

A histéria da matematica registra que as fungdes Logaritmicas foram investigadas por muitos matematicos, o precursor
da ideia de associar as progressoes aritméticas as progressdes geométricas foi Michael Stifel, mais informagdes podem
ser obtidas em https://pt.wikipedia.org/Michael_stifel. Ele deixou claro que esta associagdo era muito Util na realizagao
de célculos envolvendo valores muito grande. Os motivos para se fazer estas associagdes era transforma contas de
multiplicagdes e divisdo em contas de adigao e subtragdes (Romulo, M, pp 12, 2014). Johannes Werner, autor do método
prosetaférese, que estabelecia através das fungdes seno e cossenos, tais transformagdes, mostrou que estes
procedimentos eram muito Uteis para obter velocidade nos calculos realizados pelos astrénomos da época.
Posteriormente, Napier, conhecedor do método prosetaférese, realizou contas que associavam valores relacionados com
uma progressdo geométrica, que resultou na publicagao de trabalhos sobre logaritmos. A interagéo entre Napier e Henry
Briggs levou-os a uma conclusédo de que a tabua apresentada por Napier era mais util se tivesse a forma decimal, o que
levou Briggs a publicar mais tarde a tAbua de Logaritmos adotada até hoje em todos textos didaticos. As ideias de Napier
estdo baseadas no fato de que o produto de termos de uma progressdo geométrica do tipo, a? - a4, estd associado a
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soma p + q dos correspondentes termos da progresséo Aritméticas. Por exemplo, considere a P.A e P.G. representadas
abaixo,

PA[1/2|3[4 |5 |6 |7 |8 |9 [10 |11 12 |13 |14 15 16 17
PG|2]4]8]16]32|64]128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072

Para realizar a multiplicagéo 128 x 1024 observe o seguinte,

O termo 128 da P.G. corresponde ao termo 7 da P.A., o termo 1024 da P.G. corresponde ao termo 10 da P.A. e 128 x
1024 € 131072 que corresponde ao termo 17 =7 + 10 da P. A. Entdo o valor da multiplicacdo dos termos 128 por 1024
da P.G., esta associado soma dos correspondentes termos 7 e 10 da P.A. De maneira semelhante, o termo 32 da P. G.
estd associado ao termo 5 da P. A. e o termo 2048 da P.G. esta associado ao termo 11 da P.A. e a multiplicagéo de 32
x 2048 = 65536, que esta associado ao termo 16 de P.A. Por outro lado também observamos que que o termo 1024 da
P.G. associado ao termo 10 da P.A. dividido pelo termo 128 associado ao termo 7 da P.A. é igual a 8 que corresponde
ao termo 3 =10 — 7 da P.A. entéo a divisdo do termo 1024 da P.G. dividido pelo termo 128, esta associado a subtragéo
de dos correspondentes termos da P.A. Baseados nestes fatos Briggs e Napier elaboraram os fundamentos gerais para
0 estabelecimento do conceito de fungdo logaritmica que conhecemos atualmente, denomina-se de logaritmo de um
numero a na base 0 < b # 1 como sendo o numero ¢ tal be = a e representa-se porlog,a=c < b =a. A
contribuicdo fundamental de Napier e Briggs foi a elaboracdo de uma extensa tabela contendo os valores do logaritmo
de numeros inteiros.

Nesta defini¢do, se quisermos saber que numero devemos elevar 2 para obter 8, devemos escrever 8 como poténcia de
2,28=8.

As seguintes propriedades podem ser estabelecidas a partir da defini¢ao.

Propriedades: Suponha 0 < a +# 1,A > 0,B > 0 eB € R, entéo:
1. O logaritmo de 1 em qualquer na base a ¢ zero, isto é, log,1 = 0, pois 1 =a0.
2. Logaritmo do Produto: log,(A - B) = log,A + log,B

3. Logaritmo de uma poténcia: log,A”? = blog,A
A
E) = log,A — logaB, B0

log,
5. Sejama > 0,b > 0,a # 1,b # lec > 0. Se tivermos log,A e pretendemos calcular o log, A, podemos

realizar esta operagdo da seguinte maneira:

4. Logaritmo de um quociente: (

log,a
A propriedade 5 € particularmente importante porque conhecendo-se o logaritmo de um ndmero numa base podemos
calcular este logaritmo em qualquer outra base conveniente.

Na tabela seguinte cada valor da primeira linha (a) € uma poténcia de base 2 cujos expoentes sdo os valores de ¢ na
segunda linha. Além do mais, a sequéncia de elementos da primeira linha é uma P.G. de razéo 2 e a sequéncia de
elementos da segunda linha é uma P.A. de raz&o 1, entdo a P.G foi transformada na P.A. pelo processo de encontram
0s numeros ¢ tal que 2¢ sejam os elementos da primeira linha, este processo é denominado de logz(a) = c.

a 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
O curioso neste processo é um P.G é transformada numa P.A. Vamos mostrar que uma fung&o logaritmica sempre
transforma uma P.G. em uma P.A.

Como sabemos, os valores de uma P.G. s&o representados pela expressdo, x = a - bt,t € N e os de uma P.A. pela
expressdaoy = c-t +d,t € N. Aplicando logaritmo, em qualquer base 0< b # 1, na expressao que representa a P.G.
e usando as propriedades convenientes de logaritmo, temos,

log, (x) = log,(a - b*) =log,(a) + tlog,(h) « log,(x) —log,(a) = tlog,(b)
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Isolando o valor de t nesta equagao, obtemos,

X
_loga)
log,(b)
Isolando t na equacgao que representa a P.A. temos,

Entao temos,

X
y—d loga(3)

c  logy(b)
De onde resulta que,
X
loga(g)
—c-——a
Y7 M logy ()

Que é a expressédo de uma P.A. O fato de ter considerado logaritmo na base 2 é puramente didatico, poderiamos ter
considerado qual quer base conveniente.

A figura abaixo representa o grafico de uma fungao logaritmica na base 3. A primeira coluna da tabela, representa uma
P.G. de razéo q = 2, e segunda coluna representa uma P.A. de razéo r = 0.63.

-1 P.G, logs(x) | gqfr
3 1 2] 0.63
6 1.63 | 2]0.63
21 12 226 [ 2]0.63
24 289 [2]0.63
48 352 [2]0.63
1 96 4.15 2[0.63
192 479 [2]0.63
384 542 [ 2]0.63
“1 768 6.056 | 2]0.63
1536 | 6.68 | 2]0.63
. 3072 | 731 2063
6144 7.94 210.63
12288 | 857 [2]0.63
24576 | 9.2 2] 0.63
° 49152 | 9.83 2 [0.63
98304 | 10.46 |2 | 0.63
1 196608 | 11.09 | 2] 0.63

B1

Fonte: autor

Os calculos para construir as tabelas de valores das fungées logaritmicas foram realizados utilizando-se a planilha do
software Geogebra.

25



1.

2.

Exercicios
Exemplo: Se um carro custa $ 35.000 e cuja depreciagdo é 12,5% ao ano. Determine em quanto tempo o valor do
carro € metade do valor inicial?
Expresse o fator multiplicativo que aplicado a uma quantia represente:
Aumento de 25%
Aumento de 13%
Aumento de 3%
Aumento de 1%
Diminuigéo de 35%
Diminuigéo de 18%
) Diminuicao de 4%
) Diminuigao de 6,1%
Diminui¢éo de 0,5%
O montante de uma aplicagéo financeira no decorrer de anos é dado por M(x) = 50.000.(108)x, onde x representa o
ano apos a aplicagdo e x =0 o montante em que foi realizada a aplicagéo.
a) Calcule o montante apds 1,5 e 10 anos da aplicagéo.
b) Qual o valor inicial da aplicagao;
c) Qual o percentual de aumento do montante em um ano;
)
)

SesecooTse

[—

d) Esboce o grafico de M(x);
e) Apos quanto tempo o montante sera de R$ 80.0007?

Um trator tem seu valor dado pela fungao V(x) = 125.000.(0,9)*, onde x representa o ano apds a compra e, x=0
0 ano em que foi comprado o trator.
a) Calcule o valor do trator apds 1,5 e 10 anos da compra;
b) Qual o valor do trator no ato da compra;
c) Esboce o grafico de V(x);
d) Apds quanto tempo o valor do trator é R$ 90.000,00?

Um automével apds a compra tem seu valor depreciado a uma taxa de 10% a. a. Sabendo que o valor pode ser
expresso por uma fungdo exponencial e que o valor da comprar é de R$ 45.000,00:
a) Obtenha o valor V como fungéo de x apds a compra do automaével, isto & V(x) = f(x)
b) Obtenha o valor do automével apés 1,5 e 10 anos da comprar;
c) Esboce o gréfico de V(x)
d) Utilize apenas a base da funcéo, e determine a deprecia¢éo percentual em 3 anos.

Uma maquina copiadora ap6s a comprar tem seu valor depreciado a uma taxa de 11,5% ao ano. Sabe-se que 0
valor pode ser expresso por uma fungéo exponencial € que o valor na compra é de R$ 68.500,00:
a) Obtenha o valor V como fungédo de x apés a compra do automével, isto é V(x) = f(x)
b) Obtenha o valor da Maquina copiadora 4 e 8 anos ap6s a compra,
Esboce o grafico de V(x)
Ap6s quanto tempo a valor da Maquina sera metade do valor
Em algum momento o valor da maquina pode ser zero?

o O
_—— — =

D

Uma pessoa faz um empréstimo de R$ 35.000,00, que sera corrigido a uma taxa de 3,5% ao més a juros compostos.
a) Obtenha o Montante M da divida como fungéo dos meses x ap6s a data de empréstimo, isto & M(x) = f(x);
b) Obtenha o montante da divida apés 12, 24, 36 meses do empréstimo,
c) Esboce o grafico de M9x)
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d) Utilizando apenas a base da fungao, determine o0 aumento percentual em um ano,
e) Apds quanto tempo o valor do montante sera de R$ 50.000,00

8. Os precos médios dos componentes eletrodomésticos aumentam conforme uma fungao exponencial. O pre¢co médio
inicial dos componentes é de R$ 28,50, e a taxa percentual de aumento é de 4% ao més.

a) Obtenha o pre¢o médio em fungdo dos més i apdés 0 momento em que foi calculado o pre¢o médio inicial,
isto &, P(x) = f(x).

b) Calcule o pre¢o médio dos componentes apds 1, 5 e 10 meses do momento em foi calculado o prego médio
inicial. Calcule o prego médio 15, 20, e 25 dias apds 0 momento inicial da compra

c) Esboce o gréfico de P(j)

d) Utilizando apenas a base da fungao, determine o aumento percentual em um ano,

e) Apos quanto tempo o prego médio dos componentes duplicara? Apds quanto tempo quadruplicara? Compare
os resultados.

9. Uma cidade no ano de 2000 tem 1.350.000 habitantes e, a partir de entdo, sua populagdo cresce de forma

exponencial a uma taxa de 1,26% ao ano.
a) Obtenha a populagao P como fungdo dos anos i, isto &, P(i) = f(i) (Considere i = 0 representando 0 ano 2000

e i =1 representando 0 ano 2001 e assim por diante )

b) Estime a populagédo da cidade para os anos de 2000, 2001, 2005 e 2010.

c) Esboce o grafico de P(i),

d) Qual o aumento percentual na primeira década?

e) Em que ano a populagéo sera de 15.000 pessoas.

10. Em uma jazida de minério, os técnicos com aparelhos fazem estimativas da quantidade de estanho que pode ser
extraida apds a descoberta da jazida. Tais quantidades foram computadas, e duas dessas estimativas estédo na
tabela a seguir,

Tempo ap6s a descoberta da jazida 1 2

Quantidade estimada de estanho na 917.504 602.484

jazida (toneladas)

Sabe-se ainda que, com a extragdo mineral, a quantidade estimada de estanho restante diminui de forma
exponencial.
a) Obtenha a quantidade de estanho restante y como fungdo dos anos x ap6s a descoberta da jazida, isto &, y =
f(x).
b) Qual a diminuig&o percentual anual do estanho?
c) Qual era a quantidade de estanho presente na jazida quando ela foi descoberta?
d) Apos quantos anos a jazida tera a metade da quantidade inicial de estanho?

11. Os montantes de uma aplicacdo financeira é os da tabela seguinte

Meses ap6s aplicagao 7 8 9 10
inicial X
Montante M 154.728 157.823 165.714 178.970

Verifique se a populagdo pode ser expressa como uma fungdo exponencial, apds os anos t em relagdo ao inicio de sua
contagem. Justifique sua resposta e, em caso de ser possivel expressar a populagdo como fungao exponencial obtenha
a funcao.

12. Uma organizacao sindical analisou as ofertas de empregos em uma cidade no decorrer dos meses e organizou alguns
dos dados analisados conforme a tabela a seguir:
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Meses 3 4 5 6
Umero de oferta de 1.500 1.425 1.324 1.284
emprego

Verifique se 0 numero de ofertas de empregos pode ser expresso como uma fungéo exponencial em relagdo aos meses
apoés o inicio da analise (t = 0). Justifique sua resposta e, caso seja possivel expresse 0 numero de ofertas como uma
funcdo exponencial. Obtenha tal fungéo

13. As reservas mundiais de petréleo sdo estimadas atualmente em 600 bilhdes de unidades. Se essa quantidade for
reduzida em 8% ao ano, apds quantos anos a reservas de petréleo caira abaixo de 100 bilhdes de unidades?

14. O consumo de energia anual atual é de 78 bilhdes de unidades e é esperado que 0 aumente a uma taxa fixa de 5,8%
ao ano. A capacidade atual de oferta de energia da industria € de 104 bilhdes de unidades.

a) assumindo que a oferta permanega constante, ap6s quantos anos a demanda excedera a oferta?

b) qual a taxa constante de crescimento de produgéo de energia que sera necessario para satisfazer a demanda para o0s
primeiros préximos 50 anos?

Bibliografia

[1] IFRAH, George, Historia Universal dos Algarismos, Nova Fronteira, Rio de Janeiro, 1997.

[2] 1 IFRAH, George, Os Numeros: a historia de uma grande invengéo, Tradugéo, Stella M. de Freitas Senra, 92 edicéo,
editora Globo, 1998.

[3] LEITE, Claudécio Gongalves, A Construcao Historica dos Sistemas de Numeragao com Recursos Didatico
para o Ensino Fundamental, Dissertacdo de Mestrado, UFC, Juazeiro do Norte, Ce. 2014

[4] Lima, E. L., Logaritmos, Colecao Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, 4 ed., Rio de
Janeiro, 2010

[5] QUEIROZ, Amélia M, N. Pessoa de, Matematica Transparente ao alcance de todos, editora Livraria da Fisica,
SP, 2011.

28



