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UFBA), pela sincera amizade desde os tempos de mestrado no IMPA e pelo aux́ılio na

ferramenta Latex.

A minha amiga Thays Mendonça (DMAT-UFMS) que me acompanha desde os tempos

da graduação em Matemática na UFBA.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre algumas classes de equações de Schrödinger

não lineares com potenciais que podem, eventualmente, se anular no infinito e com

não linearidade subcŕıtica. Provamos a existência de pelo menos uma solução do tipo

passo da Montanha para cada uma destas classes de EDP’s usando métodos puramente

variacionais, a saber, o Teorema do passo da Montanha, o método de penalização e o

esquema de iteração de Moser.

Palavras-chave: p-Laplaciano. Crescimento subcŕıtico. Métodos Variacionais. Teorema

do Passo da Montanha. Funções p-harmônicas



Abstract

This paper presents a study of some classes of nonlinear Schrödinger equations with

potential that can eventually vanish at infinity and subcritical nonlinearity. We prove the

existence of at least one Mountain-Pass type solution for each step of of these classes of

PDE’s using purely variational methods, namely the Mountain Pass Theorem, the method

of penalization and Moser iteration scheme.

Keywords: p-Laplacian. Subcritical growth. Variational Methods. Mountain Pass

Theorem. Functions p-harmonic.



Lista de Śımbolos

Neste trabalho usaremos as seguintes notações:

• c, C, C0, C1, · · · denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em R
N , N ≥ 1;

• supp(f) denota o suporte da função f ;

• BR(x) denota a bola aberta de centro x e o raio R;

• A(x; r, R) denota o anel {y ∈ R
N : r ≤ |x− y| ≤ R};

• ⇀ e → denotam convergência fraca e forte, respectivamente, num espaço normado

X;

• 〈· , ·〉 denota o par dualidade entre o espaço X e o seu dual X ′;

• u+ = max{u, 0} e u− = max{−u, 0};

• χΩ denota a função caracteŕıstica do conjunto Ω;

• ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, · · · , ∂u

∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2i
e ∆pu =

N∑

i=1

∂u

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
denotam respectivamente o

laplaciano de u e o p−laplaciano de u, para 1 < p <∞;

• Lp(Ω) =

{
u : Ω → R mensurável:

∫

Ω

|u|p dx <∞
}
, onde 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊆ R

N

conjunto aberto, com norma dada por

||u||p =
(∫

Ω

|u|p dx
)1/p

;



• L∞(Ω) =

{
u : Ω → Rmensurável: sup

x∈Ω
|u(x)| <∞

}
com norma dada por

||u||∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• C0(Ω) denota o espaço das funções cont́ınuas em Ω e Cc(Ω) são funções cont́ınuas

de suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≤ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente

diferenciáveis sobre Ω e C∞(Ω) = ∩k≥1C
k(Ω);

• Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω) e C∞

c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω);

• C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α <∞

}
com 0 < α < 1, e Ck,α(Ω) são as

funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais de ordem k estão em C0,α(Ω);

• C0,α
loc (Ω) são as funções que pertencem a C0,α(K) para todo compacto K de Ω, onde

α depende de K;

• Ck,α
loc (Ω) são as funções Ck,α(Ω) tais que as derivadas de ordem k estão em C0,α

loc (Ω);

• Para 1 ≤ p <∞

W 1,p(Ω) =




u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣
∃g1, g2, · · · , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

giϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) e i = 1, · · · , N





com norma dada por

||u||1,p =
[∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx
]1/p

e W 1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞

c (Ω) com respeito à norma acima. Quando p = 2,

W 1,2(Ω) = H1(Ω) e W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω). Se u ∈ W 1,p(Ω) denota-se gi = ∂u/∂xi;

• Para m ≥ 2 inteiro e 1 ≤ p <∞,

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω) :

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω), para todo i = 1, · · · , N

}
;

• Para 1 ≤ p <∞, W−1, p′(Ω) denota o dual de W 1,p(Ω) onde
1

p
+

1

p′
= 1;



• O exponente cŕıtico de Sobolev é dado por

p∗ =





Np

N − p
, se 1 ≤ p < N

∞, se p ≥ N
;

• D′(Ω) denota os espaços das distribuições;

• Se E é um espaço de Banach e A ⊂ E denotamos Aδ = {x ∈ E : dist(x,A) ≤ δ} e

Aδ = {x ∈ E : δx ∈ A} para qualquer δ > 0.

• D1,2(RN) := {u ∈ L2∗(R) : ∇u ∈ L2(RN)}, munido do produto interno

∫

RN

∇u∇v dx.

e da sua norma usual correspondente

||u||D1,2(RN ) =

(∫

RN

|∇u|2 dx
)1/2

.

• D1,p(RN) := {u ∈ Lp
∗

(R) : ∇u ∈ Lp(RN)}, sua norma usual

||u||D1,p(RN ) =

(∫

RN

|∇u|p dx
)1/p

.

• D1,p
r (RN) := {u ∈ D1,p(RN) : existe v ∈ D1,p(RN) tal que u(x) = v(|x|) q.t.p x ∈

R
N}, sua norma usual

||u||D1,p
r (RN ) = ||u||D1,p(RN ) =

(∫

RN

|∇u|p dx
)1/p

.
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Introdução

Neste trabalho estudamos questões relacionadas à existência de soluções para as seguintes

classes de equações eĺıpticas não lineares

−∆pu+ V (x) | u |p−2 u = f(u) em R
N , (1)

−∆pu−∆u+ V (x)u = f(u) em R
N , (2)

−∆u+ V (x)u− [∆(u2)]u = h(u) em R
N , (3)





−∆u+ V (x)u = K(x)Fu(u, v) em R
N ,

−∆v + V (x)v = K(x)Fv(u, v) em R
N ,

(4)

onde N ≥ 3, V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa, f, h,K : RN → R

funções cont́ınuas e F : ([0,∞) × [0,∞)) → R função p-homogênea de classe C1 que

satisfazem determinadas condições a serem descritas em cada caṕıtulo. Tais equações

estão relacionadas com a seguinte equação diferencial parcial, proposta em 1925 pelo

f́ısico Erwin Schrödinger,

iε
∂ψ

∂t
= −∆ψ +W (x)ψ − η(|ψ2|)ψ − κ[∆ρ(|ψ2|)]ρ′

(|ψ2|)ψ, (5)

onde ψ : R× R
N → C, W : RN → R é uma função potencial dada e η, ρ : R+ → R são

funções suaves. Tais equações modelam diversos fenômenos f́ısicos a depender da função

ρ adotada como, por exemplo, na f́ısica do plasma estuda-se a equação (5) com ρ(s) = s e

é denominada equação da membrana de superflúıdo. Equações de Schrödinger aparecem

também na mecânica dos flúıdos, na teoria de ferromagneto de Heisenberg, bem como, na
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mecânica quântica dissipativa e na teoria da matéria condensada. Para motivação f́ısica e

saber mais detalhes sobre o desenvolvimento de tais equações sob o aspecto f́ısico citamos

os seguintes artigos [18, 32, 44] e as referências lá contidas.

Do ponto de vista matemático, estes problemas estão relacionados a busca por soluções

do tipo ondas solitárias para a equações de Schrödinger e em geral, supõe-se que o potencial

W (x) seja ser coercivo ou que tenha ı́nfimo postivo, ou seja, inf
RN

W (x) > 0. Citamos alguns

trabalhos relevantes que foram desenvolvidos sob estas hipóteses: Berestycki & Lions

[12], Costa [21] e suas referências. Alguns recentes trabalhos buscaram enfraquecer a

hipótese de que o potencial W (x) tenha ı́nfimo positivo. Destacamos os seguintes artigos:

Ambrosetti, Felli & Malchiodi [5]; Ambrosetti, Malchiodi & Ruiz [6]; Benci, Grisanti &

Micheletti [10] e Alves & Souto [4]. Usando métodos puramente variacionais, a saber o

Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti, Felli & Malchiodi [5] estudaram a seguinte

classe de equações de Schrödinger não-lineares com potenciais que podem se anular no

infinito

−ε2∆u+ V (x)u = K(x)up x ∈ R
N , (6)

onde N ≥ 3, 1 < p < (N + 2)/(N − 2) e os potenciais V (x), K(x) são limitados,

C∞, e podem decair a zero quando |x| → ∞. Mostraram que para cada ε > 0

dado existe uma solução vε de energia mı́nima e que tais soluções se concentram

em torno do ponto de máximo global da função A(x) := [V (x)]θ [K(x)]−2/(p−1) onde

θ = ((p+ 1)/(p− 1))−(N/2) quando ε→ 0. Neste trabalho pioneiro, os autores modelam

o problema (6) no seguinte espaço de Hilbert

Hε =

{
u ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

[
|∇u|2 + V (x)u2

]
dx <∞

}
.

e mostram que o mergulho Hε →֒ Lp+1
K (RN) é compacto para σ < p < (N + 2)/(N − 2),

onde σ é uma constante que depende de N e dos graus de decaimento dos potenciais V

e K. O caso em que V (x) é não negativo, podendo se anular no infinito e satisfazendo a

condição |{x ∈ RN : V (x) > 0}| > 0 foi analisado por Benci, Grisanti & Micheletti em

[10]. Neste caso, os autores mostraram que a seguinte equação de Schrödinger não-linear

com potencial podendo se anular no infinito





−∆u+ V (x)u = f
′

(u) x ∈ R
N , N ≥ 3,

u(x) > 0 em R
N

(7)
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onde f tem crescimento subcŕıtico, não tem solução de energia mı́nima. No caso

do potencial V (x) ser não-positivo, se anulando no infinito e satisfazendo a condição

|{x ∈ RN : V (x) < 0}| > 0 então a equação (7) tem solução de energia mı́nima. Neste

artigo, os autores modelaram o problema em um subespaço de D1,2(RN). O espaço

D1,2(RN), neste caso, é visto como subespaço do espaço de Orlicz Lp(RN) + Lq(RN),

observando que o espaço D1,2(RN) pode ser imerso continuamente no espaço de Orlicz

Lp(RN) + Lq(RN) onde 2 < p < 2∗ < q , fato que segue da imersão de Sobolev e da

propriedade de interpolação, ou seja, D1,2(RN) →֒ L2∗(RN) →֒ Lp(RN) + Lq(RN). Além

disso, utilizaram métodos variacionais de minimização na variedade de Nehari de Classe

C1

N
V =

{
u ∈ D1,2(RN) \ {0} :

∫
R
N |∇u|2 + V (x)u2 − f

′

(u) dx = 0

}
.

Alves & Souto [4], resolveram o problema de existência para a seguinte classe de EDP’s

com potencial podendo se anular no infinito





−∆u+ V (x)u = f(u) x ∈ R
N , N ≥ 3,

u(x) > 0 em R
N

(8)

onde f tem crescimento subcŕıtico e o potencial V (x) é cont́ınuo, não negativo e satisfaz

a seguinte condição

(V1) Existem números reais µ > 0 e R > 1 tais que

1

R4
inf

|x|≥R
|x|4V (x) ≥ µ.

Nesta tese provaremos a existência de soluções para as classe de equações (1), (2),(3), (4).

Aqui consideramos o caso onde ρ(s) = s, κ = 0, 1 e estamos interessados principalmente

na existência de ondas solitárias, isto é, soluções do tipo ψ(t, x) = exp(−iEt)u(x), onde
E ∈ R e u é uma função real positiva. É fato conhecido que ψ satisfaz (5) se, e somente se,

a função u(x) é solução da equação eĺıptica do tipo (9), a seguir, onde V (x) = W (x)−E

é o novo potencial.

−∆u+W (x)u− κ[∆(|u2|)]u = η(u), (9)

Os nossos argumentos seguem a estratégia adotada por Alves & Souto em [4],

primeiramente usamos a técnica do truncamento e nos concentramos a estudar um

problema auxiliar para o qual podemos garantir que o funcional associado satisfaz a
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condição de Palais-Smale. Para garantir que soluções do tipo minimax para este problema

auxiliar sejam de fato positivas, precisamos mostrar que tais soluções pertencem a

L∞(RN). Portanto, para conseguir este resultado usamos o método de iteração de Moser.

A condição (V1) serve para podermos mostrar que soluções do problema auxiliar são

também soluções do problema original. Notemos que a condição (V1) acima permite que

o potencial seja coercivo ou constante, e assim generaliza outros problemas já tratados na

literatura. Citaremos alguns deles: Miyagaki [39] e Assunção, Carrião & Miyagaki [8].

Alves & Souto [4] modelaram o problema no subespaço de D1,2(RN)

E :=

{
u ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

V (x)u2 dx < +∞
}
.

já que o potencial V é não negativo. Neste artigo, os autores usaram métodos variacionais,

a saber o Teorema do Passo da Montanha e o método de iteração de Moser para obter

a existência de solução para o problema (8). No caso em que o potencial V é coercivo,

citamos o trabalho de Costa [20], Omana & Willem [45]. Neste artigo, foi mostrado que

a imersão do espaço de Hilbert E = {u ∈ W 1,2(RN) :

∫ (
|∇u|2 + b(x)u2

)
dx} em Ls(RN)

é compacta onde 1 < p < (N + 2)/(N − 2), N ≥ 3, 2 ≤ s < p + 1 e o potencial b(x) é

C1(RN ,R) e coercivo.

Neste trabalho, buscamos solucionar EDP’s estendendo o resuldado obtido em [4] para o

operador p-laplaciano, operadores quase lineares e sistemas de equações não-linares, tendo

como foco o fato do potencial poder se anular no infinito. Os nossos principais problemas

foram encontrar uma estrutura variacional adequada para tratar tais problemas, obter

soluções harmônias para operadores mais gerais do que o p-laplaciano e o método de

iteração de Moser, que não pode ser aplicado, por exemplo, para estudar a existência de

soluções EDP’s de operadores biharmônicos ou poliharmônicos. Nos restrigimos a estudar

o caso subcŕıtico, pois existem exemplos de EDP’s, (cf. Pohozaev [41]), com potenciais

constantes que não possuem solução não-trivial para o caso onde a não-linearidade tem

crescimento cŕıtico. Notemos que foi mostrado por Berestycki & Lions [13], usando a

identidade de Pohozaev (cf. [41]), que se o potencial V é a função identicamente nula, a

seguinte classe de equação eĺıptica

−∆u+ V (x)u = f(u) x ∈ R
N , (10)

não tem solução positiva de energia finita em H1(RN) onde N ≥ 3, f(u) = |u|p−1u com

p ≥ (N + 2)/(N − 2). Provaram ainda que se V (x) ≡ 0 q.t.p em R
N , uma condição
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necessária para a existência de soluções é que f se comporte como |u|q para u próximo de

0 e como |u|p para u suficientemente grande onde p < 2∗ < q. Contudo, com pertubações

do termo cŕıtico por uma não-lineriadade subcŕıtica é posśıvel reverter a situação de

não-existência de soluções não-triviais abordada por Pohozaev em domı́nios estrelados.

No artigo clássico de Brézis & Nirenberg [17] foi estudada a seguinte classe de EDP’s:

−δu + up = f(x, u), Ω ⊂ R
N limitado com N ≥ 3, p = (N + 2)/(N − 2) e f(x, t)

com crescimento subcŕıtico. os autores obtiveram condições de existência de soluções e

unicidade de soluções para casos particulares da não-linearidade f(x, t). Em Miyagaki

[39], obteve-se solução positiva para a classe de EDP’s onde o potencial V é cont́ınuo, não

negativo e tem ı́nfimo positivo e a não-linearidade f(z) ≡ λz|z|q−1 + z|z|p−1 onde z ∈ R,

λ é uma constante positiva e 1 < q < p ≤ (N + 2)/(N − 2). Assim, talvez, ainda reste

esperanças de encontramos soluções para algumas classes de EDP’s com V (x) potencial

se anulando no infinito e a não-lineariade f(x) com crescimento cŕıtico, mas ainda há uma

escassez de ferramentas para atacarmos tais problemas. Este trabalho está dividido em

quatro caṕıtulos:

No caṕıtulo 1, estudamos a existência de soluções fracas positivas para a seguinte

classe de equações eĺıpticas

−∆pu+ V (x) | u |p−2 u = f(u) em R
N , (P1)

onde f tem crescimento subcŕıtico e o potencial V é não negativo e, que pode,

eventualmente se anular no infinito, isto é, V (x) → 0 quando | x |→ ∞, ou simplismente

denotamos, V (∞) = 0. O estudo de tais classes de problemas tem sido motivado em parte

pela busca das soluções, ondas solitárias, para a equação de Schrödinger não-linear:

iε
∂ψ

∂t
= − ε2

2m
∆ψ + V (y)ψ − γ|ψ|r−1ψ em R

N , (11)

Ou seja, soluções da forma ψ(x, t) = exp(−iEt/ε)v(x), onde ε, m, γ e p são constantes

positivas, r > 1, E ∈ R e v é real. De fato, ψ satistaz (11) se, e somente se, a função v(x)

satisfaz a equação eĺıptica semilinear:

− ε2

2m
∆ψ + (V (x)− E)v = γ|v|r−1v em R

N . (12)

O caso semilinear, corresponde a p = 2, já foi bastante estudado por muitos matemáticos

nos últimos anos, veja por exemplo Berestycki & Lions [13], Jeanjean & Tanaka [34],

Rabinowitz [43], Strauss [47] e algumas de suas referências. Mais precisamente, supomos
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as seguintes hipóteses sobre o potencial V (x):

V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa que satisfaz a seguinte condição:

(V1) Existem números reais µ > 0 e R > 1 tais que

1

Rp2/(p−1)
inf

|x|≥R
|x|p2/(p−1)V (x) ≥ µ.

e supomos que a não-linearidade f : R → R é uma função cont́ınua que satisfaz as

seguintes condições:

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

sp∗
<∞,

(f2) Existe γ ∈ (p, p∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)

sγ
= 0,

(f3) Existe θ > p tal que 0 < θF (s) ≡ θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s) para todo s > 0.

Temos como resultado principal deste caṕıtulo o seguinte teorema:

Teorema 0.1. Suponhamos que V satisfaça a hipótese (V1) e a não-linearidade f , as

hipóteses (f1) − (f3). Então, existe uma constante µ∗ > 0 tal que o problema (P1) tem

pelo menos uma solução fraca positiva para todo µ ≥ µ∗.

Devido ao fato de não termos a condição inf
RN

V (x) > 0 ou a hipótese que o potencial

V (x) é coercivo, temos incialmente a dificuldade de encontrar um espaço de Banach,

o mais abrangente posśıvel, que possa ser mergulhado continuamente em W 1,p(RN) ou

D1,p(RN) e onde possamos estabelecer uma estrutura variacional para o problema (P1).

Desta forma, apenas com a hipótese que o potencial V (x) é cont́ınuo e não negativo, o

espaço D1,p(RN) (cf. Ben-Naoum, C. Troestler & M. Willem [11]) é o ambiente natural

no qual podemos tratar o problema (P1). O subespaço vetorial de D1,p(RN), ambiente

natural e mais abrangente posśıvel, no qual buscamos encontrar pelo menos uma solução

positiva será o espaço E definido a seguir

E :=

{
u ∈ D1,p(RN) :

∫

RN

V (x)|u|p dx < +∞
}
.
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No caṕıtulo 2, generalizamos o problema estudado no caṕıtulo 2, trabalhamos com

uma perturbação linear do p-laplaciano, ou seja, nos dedicamos a estudar a existência de

soluções fracas positivas para o problema subcŕıtico quasilinear da forma





−∆pu−∆u+ V (x)u = f(u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN),

(P2)

onde 2 < p < N , ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano, p∗ = Np/(N − p)

é o expoente cŕıtico de Sobolev e V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa que

satisfaz as seguintes condições:

(V1) Existem números reais µ > 0 e R > 1 tais que

1

R
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

inf
|x|≥R

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p V (x) ≥ µ.

(V2) V é radial, ou seja, V (x) = V (|x|), x ∈ R
N .

Supomos ainda que a não linearidade f : R → R é uma função cont́ınua que satisfaz as

seguintes condições:

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

sp∗
<∞,

(f2) Existe γ ∈ (p, p∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)

sγ
= 0,

(f3) Existe θ > p tal que 0 < θF (s) ≡ θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s) para todo s > 0.

Nossos argumentos concentram-se nas técnicas de penalização, métodos variacionais e

esquema de iteração de Moser usadas no caṕıtulo 2. A principal dificuldade deste

caṕıtulo foi encontar funções radiais harmônicas em D1,2(RN) ∩D1,p(RN). Para superar

tal problema trabalhamos no seguinte subespaço de D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN)

E :=

{
u ∈ D1,2

r (RN) ∩D1,p
r (RN) :

∫

RN

V (x)|u|2 dx < +∞
}
.

O principal resultado deste caṕıtulo é enunciado a seguir:
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Teorema 0.2. Suponhamos que as hipóteses (V1) − (V2) e (f1) − (f3) sejam satisfeitas.

Então, existe uma constante µ∗ > 0 tal que o problema (P2) tem pelo menos uma solução

fraca positiva para todo µ ≥ µ∗.

No caṕıtulo 3, estudamos a existência de soluções fracas positivas para a seguinte

classe de equações eĺıpticas

−∆u+ V (x)u− [∆(u2)]u = h(u) em R
N , (P3)

onde h satisfaz algumas condições do tipo ”passo da montanha”e V é uma função cont́ınua

não negativa. Estamos interessados especialmente quando o potencial V não tem ı́nfimo

positivo nem é limitado. Nós damos uma atenção especial ao caso em que o potencial de

V pode eventualmente anular-se no infinito. Nossos argumentos são baseados em técnicas

de penalização, métodos variacionais e esquema de iteração de Moser.

Assumimos que N ≥ 3, e o potencial V e a função h são tais que:

(V1) Existem µ > 0 e R > 1 tais que

1

RN+2
inf

|x|≥R
|x|N+2V (x) ≥ µ.

h : [0,+∞) → [0,+∞) é uma função cont́ınua que satisfaz as seguintes condições:

(h1) lim
s→0+

sh(s)

s4N/(N−2)
= 0.

(h2) Exite p ∈ (4, 4N/(N − 2)) tal que

lim sup
s→+∞

sh(s)

sp−1
<∞.

(h3) Existe θ > 2 tal que

0 < 2θH(s) := 2θ

∫ s

0

h(t)dt ≤ sh(s), ∀ s > 0.

O problema (P3) surge em vários ramos da F́ısica-Matemática e tem sido objeto de

estudo aprofundado nos últimos anos. Uma parte do interesse é devido ao fato de que tais
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soluções de (P3) estarem relacionadas com a existência de ondas solitárias para equações

de Schrödinger quase linear da forma

i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + V (y)ψ − h(|ψ|2)ψ − κ[∆ρ(|ψ|2)]ρ′

(|ψ|2)ψ em R
N ,

onde V é um potencial dado, κ é uma constante real e h, ρ são funções reais. O caso

semilinear correspondente a κ = 0 tem sido estudado amplamente nos últimos anos, ver

por exemplo [5, 6, 12, 37, 43] e referências lá contidas. Para equações quase lineares da

forma (P3), ou seja, κ = 1, nos referimos o leitor aos artigos recentes [19, 27, 28, 30, 38] e

suas referências para uma discussão sobre o assunto. Todas as obras mencionadas acima

são constrúıdas no pressuposto de que o potencial de V é limitado a partir de zero. O

problema (P) foi modelado no espaço de Orlicz

E =

{
v ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

V (x)f 2(v) dx <∞
}
.

O principal objetivo deste caṕıtulo é estudar equações de Schrödinger quase lineares da

forma (P) com potenciais ilimitados ou se anulando no infinito. Estabelecemos a seguir o

principal resultado deste caṕıtulo:

Teorema 0.3. Suponhamos que (V1) e (h1) − (h3) são satisfeitas. Então, existe µ∗ > 0

tal que o problema (P3) tem, pelo menos, uma solução positiva para todo µ ≥ µ∗.

No caṕıtulo 4, estudamos a existência de soluções para sistemas de equações de

Schrödinger acopladas não-lineares da forma




−∆u+ V (x)u = K(x)Fu(u, v) em R
N ,

−∆v + V (x)v = K(x)Fv(u, v) em R
N ,

u > 0, v > 0 em R
N ,

u, v ∈ H1(RN),

(S)

onde N ≥ 3 e F : ([0,∞) × [0,∞)) → R é uma função p-homogênea de classe C1 com

2 < p < 2∗, e 2∗ = 2N/(N − 2) o expoente cŕıtico de Sobolev. Assumiremos, neste

caṕıtulo que V : RN → R é uma função cont́ınua, limitada e não negativa que satisfaz as

seguintes condições:

(V0)

λ1 := inf
{(u,v)∈H,||(u,v)||L=1}

||(u, v)||2H > 0,
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Para o potencial V e a função K, primeiramente, assumimos que

(V1) Existem λ > 0 e R > 0, tais que




K(x) 6= 0 para algum x ∈ BR(0) e

0 < µ ≤ K(x) ≤ V (x) ≤ λ, ∀ |x| ≥ R,

onde BR(0) denota uma bola unitária em R
N com raio R centrada na origem. Impomos

também para a função K, uma hipótese similar usada em [4], denominada,

(V2) Existem γ > µ e R > 0, tais que sup
|x|≥R

K(x)
R2(N−2)

|x|2(N−2)
≤ γ .

E para a não linearidade F supomos que:

(F0) F : ([0,∞)× [0,∞)) → R é uma função p-homogênea de classe C1 com 2 < p < 2∗,

e que existe uma constante real 0 < c0 < µp/2 tal que

| Fu(u, v) | + | Fv(u, v) | ≤ c0 (u
p−1 + vp−1), ∀u, v ≥ 0.

(F1) Fu(0, 1) = Fv(1, 0) = 0.

(F2) Fu(1, 0) = Fv(0, 1) = 0.

(F3) Fuv(u, v) > 0, ∀u, v > 0.

Esta classe de sistemas surge em vários ramos da f́ısica-matemática e têm sido objecto

de estudo aprofundado nos últimos anos. Parte do interesse se deve ao fato de que as

soluções de (S) estão relacionadas com a existência de soluções de ondas solitárias para

equações Schr ödinger e Klein-Gordon não lineares (para uma discussão ver, por exemplo

[12]). De fato, (u, v) é uma solução de (S) se, e somente se,




ψ(x, t) = exp(iλt)u(x),

ϕ(x, t) = exp(iλt)v(x),

soluciona o sistema de Schrödinger não linear




i
∂ψ

∂t
= −∆ψ + V̂ (y)ψ − ψ

|ψ|Fψ(|ψ|, |ϕ|) em R
N ,

i
∂ϕ

∂t
= −∆ψ + V̂ (y)ϕ− ϕ

|ϕ|Fϕ(|ψ|, |ϕ|) em R
N ,

onde V̂ (y) = V (y) + λ. Procuramos por soluções u, v ∈ H1(RN) pois ondas solitárias

u, v que tem norma L2 finita são mais relevantes do ponto de vista f́ısico devido a sua
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correpondência com soluções de energia limitada. A seguir, estabelecemos o resultado

principal deste caṕıtulo, que irá garantir, sob certas condições, a existência de soluções

para o sistema (S).

Teorema 0.4. Suponhamos que (V0) − (V2) e (F0) − (F3) são satisfeitas. Então, existe

γ∗ > 0 tal que (S) possue pelo menos uma solução fraca positiva (u, v) para todo

0 < γ ≤ γ∗.

Nosso trabalho foi motivado por alguns artigos que surgiram nos últimos anos

sobre o estudo de equações de Schrödinger não lineares usando abordagem puramente

variacional desde o trabalho seminal de Rabinowitz [43]. Remetemos o leitor para

[2, 3, 5, 6, 7, 21, 26, 46] e sua bibliografia para maiores estudos. A fim de aplicar os

argumentos variacionais e para superar a falta de compacidade dos funcionais de energia

associados alguns autores supõem que o potencial é coercivo e limitado a partir de zero.

Aqui, neste artigo, o nosso objetivo principal é ampliar e complementar os resultados em

[4] para sistemas (S) com potencial decaindo e se anulando possivelmente no infinito.

Esta classe de problemas tratada aqui tem várias dificuldades. Em primeiro lugar, há a

habitual falta de compacidade da imersão de Sobolev, já que o nosso domı́nio é o conjunto

espaço R
N . Em segundo lugar, uma vez que estamos interessados em potenciais que se

anulam no infinito, é um desafio encontrar uma estrutura adequada variacional com uma

energia funcional associado que pontos cŕıticos correspondem a soluções fracas do sistema

(S).



Caṕıtulo 1

Equação do tipo p-Laplaciano com

potencial que pode se anular no

infinito

O principal objetivo deste caṕıtulo é estudar a existência de soluções fracas positivas

para o problema subcŕıtico quase linear onde o potencial V (x) é uma função cont́ınua

não negativa que satisfaz certas condições de decaimento no infinito. Nossos argumentos

baseiam-se no método de penalização o que nos permite estudar um problema auxiliar

que satisfaz a condição de Palais-Smale. Passado o estudo a este problema auxiliar, nos

preocupamos em garantir a existência de pelo menos uma solução fraca usando o Teorema

Clássico do passo da Montanha. Mostramos ainda que tais soluções são L∞(RN) e assim

garantimos que as soluções do tipo passo da Montanha do problema auxiliar são positivas

via o Prinćıpio do máximo fraco. A condição (V1) é usada apenas para mostramos que

soluções do problema auxiliar (AP1) são, de fato, soluções do problema original (P1).

Precisamente, estudamos o seguinte problema subcŕıtico quase linear





−∆pu+ V (x)|u|p−2u = f(u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,p(RN),

(P1)

onde 1 < p < N , ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) é o p-Laplaciano, p∗ = Np/(N − p) é o

expoente cŕıtico de Sobolev e V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa que

satisfaz a seguinte condição:
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(V1) Existem números reais µ > 0 e R > 1 tais que

1

Rp2/(p−1)
inf

|x|≥R
|x|p2/(p−1)V (x) ≥ µ.

Assumimos que a não linearidade f : R → R é uma função cont́ınua que satisfaz as

seguintes condições:

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

sp∗
<∞,

(f2) Existe γ ∈ (p, p∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)

sγ
= 0,

(f3) Existe θ > p tal que 0 < θF (s) ≡ θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s) para todo s > 0.

O resultado principal deste caṕıtulo é estabelecido a seguir:

Teorema 1.1. Suponhamos que V satisfaça a hipótese (V1) e a não linearidade f , as

hipóteses (f1) − (f3). Então, existe uma constante µ∗ > 0 tal que o problema (P1) tem

pelo menos uma solução fraca positiva para todo µ ≥ µ∗.

Apresentamos, a seguir, um exemplo de não linearidade que satisfaz as hipóteses

(f1)− (f3).

Exemplo 1.2.

f(s) =





sα−1, se 0 ≤ s ≤ 1,

γ−2∑

i=0

1

γ − 1
si, se s ≥ 1,

com α ≥ p∗ e a constante γ ∈ (p, p∗).

Exemplo 1.3. Sejam µ e R números reais positivos. Observemos que se V (x) é uma

função cont́ınua não negativa em R
N e além disso, é tal que V (x) ≥ µ para todo |x| ≥ R,

então V (x) satisfaz a condição (V1). Desta forma, temos dois casos a considerar:

(i) se V (x) é uma função limitada tal que V (x) ≥ µ para todo |x| ≥ R.

(ii) se V (x) é coercivo, isto é,

V (x) → +∞, quando |x| → ∞,
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então, em ambos os casos, V (x) satisfaz a condição (V1). De fato, dado µ > 0,

existe R > 0 suficientemente grande tal que V (x) > µ para todo |x| > R. Portanto,

podemos escolher µ > 0 satisfazendo

1

Rp2/(p−1)
inf

|x|≥R
|x|p2/(p−1)V (x) ≥ inf

|x|≥R
V (x) ≥ µ.

Isto, portanto, completa a prova.

Exemplo 1.4. Sejam µ > 0, R > 0 e α ≥ 0 tais que α ≤ p2/(p − 1). Considere

η ∈ C∞(RN) tal que 0 ≤ η ≤ 1, η = 0 em BR/2(0) e η = 1 em Bc
R(0). Definimos a seguir

mais alguns tipos de potenciais V (x)

V (x) = 4µη(x)
Rp2/(p−1)

1 + |x|α/2 se x ∈ R
N ,

V (x) =





µη(x) se |x| < R,

µRp2/(p−1)

|x|p2/(p−1)
se |x| ≥ R,

V (x) =





µ
|x|
R

se |x| < R,

µRp2/(p−1)

|x|p2/(p−1)
se |x| ≥ R.

Observação 1.5. 1. As condições (f1) e (f2) garantem que f(u) ∈ Lp
∗/(p∗−1)(RN) se

u ∈ Lp
∗

(RN).

2. Usando as hipóteses (f1) e (f2) conclúımos que existe uma constante c0 > 0 tal que

|sf(s)| ≤ co|s|p
∗

e |sf(s)| ≤ co|s|γ para todo s ∈ R.

3. A hipótese (V1) assegura que Z =
{
x ∈ R

N : V (x) = 0
}
⊂ BR(0), isto é, Z é um

conjunto compacto.
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1.1 Preliminares

Nosso objetivo é provar a existência de soluções positivas para o problema principal (P1).

Observemos que pelas condições (f1)−(f2) e pelo fato de f ser cont́ınua, podemos concluir

que f(0) = 0. Desta forma, podemos redefinir, de forma cont́ınua, a não linearidade f da

seguinte maneira

f(t) = 0, para todo t ≤ 0.

Neste caṕıtulo, estudamos a equação (P1) supondo a não linearidade f(t) satisfazendo

apenas as condições (f1) − (f2) que garantem crescimento subcŕıtico e a hipótese, (f3),

a famosa condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Apenas com a hipótese que o potencial

V (x) é cont́ınuo e não negativo, o espaço D1,p(RN) é o ambiente natural no qual podemos

tratar o problema (P1). Modelamos nosso problema no seguinte subespaço vetorial de

D1,p(RN), ou seja, buscamos encontrar pelo menos uma solução positiva no espaço E

definido a seguir

E :=

{
u ∈ D1,p(RN) :

∫

RN

V (x)|u|p dx < +∞
}
.

Lema 1.6. O espaço E é um espaço vetorial sobre R.

Prova: De fato, sejam u, v ∈ E e λ uma escalar real. Temos que

∫

RN

V (x)|u+ λv|p dx =

∫

RN

(
V (x)1/p|u+ λv|

)p
dx.

Uma vez que, V (x)1/pu, λV (x)1/pv ∈ Lp(RN) segue pela desigualdade de Minkowski que

||V (x)1/p (u+ λv) ||p =
(∫

RN

(
V (x)1/p|u+ λv|

)p
dx

)1/p

≤ ||V (x)1/pu||p + |λ|||V (x)1/pv||p.

Logo, podemos concluir que

∫

RN

V (x)|u + λv|p dx < +∞ e portanto, segue que E é um

subespaço vetorial de D1,p(RN) sobre o corpo de escalares R.

Com o intuito de tornar o espaço vetorial E um espaço de Banach, consideremos a

seguinte função

|| · ||E :E → R

u 7−→ ||u||E =
(
||∇u||pp + ||V (x)1/pu||pp

)1/p
.
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Lema 1.7. A função || · ||E definida acima é uma norma para o espaço vetorial E.

Prova: De fato, observemos que

1. ||λu||E = |λ|||u||E para todo u ∈ E e λ ∈ R.

2. ||u||E ≥ 0. Suponhamos que ||u||E = 0 então ||∇u||p = ||u||D1,p(RN ) = 0 e, neste

caso, temos que u é a função identicamente nula em D1,p(RN).

3.

||u+ v||E =
(
||∇ (u+ v) ||pp + ||V (x)1/p (u+ v) ||pp

)1/p

≤
(
(||∇u||p + ||∇v||p)p +

(
||V (x)1/pu||p + ||V (x)1/pv||p

)p)1/p

Usando a desigualdade de Minkowski para somas finitas (cf. [29]) temos

||u+ v||E ≤
(
||∇u||pp + ||V (x)1/pu||pp

)1/p
+
(
||∇v||pp + ||V (x)1/pv||pp

)1/p
.

Então, podemos concluir que ||u+v||E ≤ ||u||E+ ||v||E, ou seja, vale a desigualdade

triangular.

Lema 1.8. O espaço vetorial E com a norma ||·||E definida acima é um espaço de Banach

reflexivo.

Prova: De fato, seja (vn) uma sequência de Cauchy em E. Usando o mergulho cont́ınuo

E →֒ D1,p(RN) →֒ Lp
∗

(RN), N ≥ 3, (2.1)

segue que (vn) é uma sequência de Cauchy em D1,p(RN). Dáı existe v ∈ D1,p(RN) tal que

vn → v em D1,p(RN) e vn(x) → v(x) q.t.p em R
N . Além disso, como

(
V (x)1/pvn

)
é uma

sequência de Cauchy em Lp(RN) temos
∫

RN

V (x)|vn|p dx ≤ C

e portanto, pelo Lema de Fatou segue que
∫

RN

V (x)|v|p dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)|vn|p dx ≤ C

para alguma constante C > 0. Consequentemente v ∈ E. Usando, novamente, o fato de
(
V (x)1/pvn

)
ser uma sequência de Cauchy em Lp(RN), temos que para todo ε ≥ 0, existe

n0 ∈ N tal que
∫

RN

V (x)|vn − vm|p dx ≤ ε para todo n,m ≥ n0.
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Fixando m > n0 e aplicando o Lema de Fatou temos

∫

RN

V (x)|vm − v|p dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)|vn − vm|p dx ≤ ε,

o que implica em

lim
m→∞

∫

RN

V (x)|vm − v|p dx = 0.

e consequentemente vn → v em E, ou seja, E é um espaço de Banach em D1,p(RN).

Para mostrar que E é um espaço de Banach reflexivo, consideremos a seguinte isometria

E → Lp(RN)× LP (RN)

v 7→ (∇v, V (x)v)

Desta forma, como E é subespaço fechado em Lp(RN)×LP (RN) que é um espaço reflexivo,

conclúımos que E é também reflexivo.

A equação de Euler-Lagrange (P1) está associada ao funcional energia

I(u) =
1

p
||u||pE −

∫

RN

F (u) dx, u ∈ E.

É fato conhecido que I ∈ C1(E,R) com derivada de Gâteaux dada por

〈I ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2uv) dx−
∫

RN

f(u)v dx para todo u, v ∈ E,

e, além disso, os pontos cŕıticos de I são soluções fracas do problema (P1).

Observação 1.9. 1. As hipóteses (f1) e (f2) asseguram que o funcional I dado acima

está bem definido.

2. A hipótese (f3), a famosa condição de Ambrosetti-Rabinowitz, é usada para garantir

a geometria do Passo da Montanha do funcional I, bem como a limitação da

sequência (P.–S.).
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1.2 O problema auxiliar

A fim de obter uma solução do problema (P1) utilizaremos o método introduzido por del

Pino e Felmer (cf. [25]) que consiste em truncar a não linearidade f com o intuito de

garantir que o funcional energia associado ao problema auxiliar obtido com esta nova não

linearidade satisfaça a condição de Palais-Smale. Desta forma faremos, a seguir, algumas

considerações:

Sejam Λ = BR(0) ⊂ R
N e a constante real k = pθ/(θ − p) > p. Considere a seguinte

função f̂ : (RN \ Λ)× R → R definida por

f̂(x, t) =





f(t), se kf(t) ≤ V (x)tp−1 e t ≥ 0,

V (x)

k
tp−1, se kf(t) > V (x)tp−1 e t ≥ 0,

0, se t < 0.

(2.2)

Podemos reescrever a função f̂ da seguinte maneira: f̂ :
(
R
N \ Λ

)
× R → R,

f̂(x, t) := min{f(t), (V (x)/k)|t|p−1}.

Observemos que f̂ está bem definida e é uma função cont́ınua não negativa pois é o

mı́nimo de funções cont́ınuas não negativas. Definimos a função g : RN × R → R dada

por

g(x, t) = χΛ(x)f(t) + (1− χΛ(x)) f̂(x, t) (2.3)

onde χΛ é a função caracteŕıstica do conjunto Λ. Convém, observar que g é uma função

de Carathéodory, g(x, t) não negativa e g(x, t) = 0 para t ≤ 0.

Reformulamos o problema (P1) e passamos a estudar o seguinte problema auxiliar





−∆pu+ V (x)|u|p−2u = g(x, u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,p(RN).

(AP1)

Sejam F̂ (x, s) =

∫ s

0

f̂(x, t)dt e

G(x, s) =

∫ s

0

ĝ(x, t)dt = χΛ(x)F (s) + (1− χΛ(x)) F̂ (x, s).
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Lema 1.10. As funções g e G satisfazem as seguintes estimativas:

1. g(x, t) = f(t) eG(x, t) = F (t) para todo x ∈ Λ.

2. 0 ≤ G(x, t) ≤ V (x)

pk
|t|p para todo x ∈ R

N \ Λ.

3. g(x, t) ≤ f(t) eG(x, t) ≤ F (x, t) para todo x ∈ R
N e t ∈ R.

4. 0 ≤ |t|g(x, t) ≤ V (x)

k
|t|p para todo x ∈ R

N \ Λ.

Prova: É suficiente usar a definição de f̂ e g.

1.3 O funcional modificado

Nesta seção definiremos o funcional de energia associado ao problema auxiliar e

mostraremos que J é de classe C1. O funcional de energia associado ao problema auxiliar

(AP1) é dado por

J(u) =
1

p
||u||pE −

∫

RN

G(x, u) dx, u ∈ E.

Observemos ainda que os pontos cŕıticos do funcional J correspondem as soluções fracas

do problema auxiliar (AP1).

Lema 1.11. O funcional J possui as seguintes propriedades:

1. J está bem definido.

2. J é cont́ınuo em E.

3. J é classe C1 com derivada de Gâteaux dada por

〈J ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2uv) dx−
∫

RN

g(x, u)v dx

para todo u, v ∈ E.

Prova: Para provar o Item 1, notemos que pelas hipóteses (f1)− (f3), para cada u ∈ E

obtemos ∫

RN

G(x, u) dx ≤
∫

RN

|uf(u)| dx ≤ co

∫

RN

|u|p∗ dx.

Logo, o funcional J está bem definido.
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A seguir, provaremos o Item 2. Seja un → u em E. Pela continuidade do mergulho

(2.1) temos un → u em D1,p(RN). Usando o Item 2 da Observação 1.5 e o teorema da

Convergência dominada de Lebesgue temos
∫

RN

G(x, un) dx→
∫

RN

G(x, u) dx.

Consequentemente, J(un) → J(u), ou seja, o funcional J é cont́ınuo em E.

Para provar o Item 3, notemos que para u, v ∈ E fixados, temos pelo teorema do valor

médio que
G(x, u+ tv)−G(x, u)

t
= g(x, ξ)v

onde

min{u(x), u(x) + tv(x)} ≤ ξ(x) ≤ max{u(x), u(x) + tv(x)}, para 0 < |t| < 1.

Observemos que g(x, ξ) → g(x, u(x)) q.t.p x ∈ R
N quando t→ 0. Além disso,

|g(x, ξ)v| ≤ f(ξ)|v| ≤ |ξ|p∗−1|v| ≤ max(|u(x)|, |u(x) + tv(x)|)p∗−1|v(x)|

≤ (|u|+ |v|)p∗−1|v|.

Notemos ainda que (|u|+ |v|)p∗−1|v| ∈ L1(RN), de fato,
∫

RN

(|u|+ |v|)p∗−1|v| dx ≤ ||max(u(x), v(x))||p∗/(p∗−1)||v||p∗ + ||v||p∗ .

Considere q = p/(p − 1). Usando as hipóteses (f1) − (f2) e o teorema da Convergência

dominada de Lebesgue conclúımos que

lim
t→0

∫

RN

G(x, u+ tv)−G(x, u)

t
dx =

∫

RN

g(x, u)v dx.

Resta mostrar a continuidade do funcional J ′ em E. Vamos definir h1(u) := |∇u|p−2∇u
e h2(u) := V (x)(p−1)/p|u|p−2u. Suponhamos que un → u em E, consequentemente,

|∇un|p−2∇un → |∇u|p−2∇u e V (x)(p−1)/p|un|p−2un → V (x)(p−1)/p|u|p−2u emLq(RN),

ou seja, h1(un) → h1(u) e h2(un) → h2(u) em Lq(RN). Observemos ainda que

g(x, un) → g(x, u) em Lp
∗/(p∗−1)(RN). Consideremos q1 = p∗/(p∗ − 1). Desta forma,

obtemos pela desigualdade de Hölder, a seguinte estimativa

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤ ||h1(un)− h1(u)||q||∇v||p + ||h2(un)− h2(u)||q||V (x)1/pv||p

+ ||g(x, un)− g(x, u)||q1 ||v||p∗
e portanto,

||J ′(un)− J ′(u)||E′ ≤ ||h1(un)− h1(u)||q + ||h2(un)− h2(u)||q

+ C||g(x, un)− g(x, u)||q1 → 0, quando n→ ∞,

para alguma constante real C positiva.
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1.4 Condições de compacidade

Nesta seção provaremos que o funcional do J associado ao problema auxiliar (AP1) possui

a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostraremos que uma sequência (P.–S.)

de J , a menos de uma subsequência, converge fortemente em E, ou seja, mostraremos

que o funcional J satisfaz a condição de Palais-Smale. Deste modo, poderemos utilizar

a versão clássica do Teorema do Passo da Montanha para encontrar uma solução do

problema auxiliar (AP1).

Lema 1.12. (Geometria-Passo da Montanha) O funcional J tem a geometria do Passo

da Montanha, isto é, J satisfaz as seguintes condições:

1. Existem ρ, α > 0, tal que J(u) ≥ α se ||u||E = ρ,

2. Para u ∈ C∞
0 (Λ,R) \ {0} com u não negativa temos J(tu) → −∞ quando t→ +∞.

Prova: Provaremos o Item 1. Em virtude da definição da função G e da Observação

(1.5) temos

G(x, u) ≤ F (u) ≤ c0 |u|p
∗

para todo x ∈ R
N ,

e, então pelo mergulho de Sobolev conclúımos

∫

RN

G(x, u) dx ≤
∫

RN

F (u) dx ≤ C1||∇u||p
∗

p ≤ C1||u||p
∗

E ,

onde C1 é uma constante positiva. Portanto, obtemos

J(u) =
1

p
||u||pE −

∫

RN

G(x, u) dx

=
1

p
||u||pE −

∫

RN

F (u) dx ≥ 1

p
||u||pE − C1||u||p

∗

E

≥
(
1

p
− C1||u||p

∗−p
E

)
||u||pE.

Escolha ρ > 0 tal que D =

(
1

p
− C1ρ

p∗−p

)
> 0 e considere α = Dρp. Dáı, existem

ρ, α > 0 tal que J(u) ≥ α, para todo u ∈ ∂Bρ := {u ∈ E : ||u||E = ρ}.
Agora, provaremos o Item (2). Segue da definição de G, que G(x, u) = F (u) para

x ∈ Λ. Pela hipótese (f3) temos

F (s) ≥ C2s
θ − C3, s > 0,
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onde C2, C3 são constantes positivas. Já que θ > p, para u ∈ C∞
0 (Λ,R) com u ≥ 0, temos

J(tu) =
tp

p
||u||pE −

∫

Λ

F (tu) dx

≤ tp

p
||u||pE − C2t

θ

∫

Λ

|u|θ dx+ C3

∫

Λ

1 dx

−→ −∞ quando t→ +∞.

E portanto, completamos a prova.

Lema 1.13. Suponhamos que as hipóteses (f1) − (f3) sejam satisfeitas. Se (un) ⊂ E é

uma sequência arbitrária que satisfaz a condição de Palais-Smale, i.e.,

|J(un)| ≤ c e J ′(un) → 0 em E ′, quando n→ ∞

onde c é uma constante real positiva, então (un) é limitada em E.

Prova: Seja (un) ∈ E uma sequência que satisfaz a condição de Palais-Smale. Buscamos

estabelecer uma estimativa para

J(un)−
1

θ
〈J ′(un), un〉 =

(
1

p
− 1

θ

)
||u||pE −

∫

RN

G(x, un) dx+
1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx (2.4)

De acordo com o Lema 1.10 obtemos a seguinte desigualdade

1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx−
∫

RN

G(x, un) dx =

∫

Λ

(
1

θ
f(un)un − F (un)

)
dx

+

∫

RN\Λ

(
1

θ
g(x, un)un −G(x, un)

)
dx.

que associada a hipótese (f3) e o Lema 1.10 nos permite concluir que

1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx−
∫

RN

G(x, un) dx ≥ 1

θ

∫

RN\Λ

g(x, un)un dx−
∫

RN\Λ

G(x, un) dx

−
∫

RN\Λ

G(x, un) dx ≥ − 1

pk
||u||pE.

Utilizando esta última desigualdade temos a seguinte estimativa

J(un)−
1

θ
〈J ′

(un), un〉 ≥
(
1

p
− 1

θ

)
||u||pE − 1

pk
||u||pE =

(p− 1)

pk
||un||pE. (2.5)

Isto é,

J(un)−
1

θ
J

′

(un) · un ≥
(
p− 1

pk

)
||un||pE. (2.6)

Como (un) é uma sequência de Palais-Smale, existe n0 ∈ N tal que

J(un)−
1

θ
J

′

(un) · un ≤ c+ ||un||E para todo n ≥ n0. (2.7)
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Combinando as propriedades (2.6) e (2.7), obtemos a seguinte desigualdade

(
p− 1

pk

)
||u||pE ≤ c+ ||un||E para todo n ≥ n0. (2.8)

Como a desigualdade acima não é válida se ||un||E → ∞ quando n→ ∞. Temos que (un)

é uma sequência limitada em E.

Para encontrar uma solução do problema auxiliar (AP1), precisamos garantir a

existência de um ponto cŕıtico positivo ϕ ∈ E associado ao funcional J , e para

isto utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha-versão clássica. Primeiramente,

mostraremos que uma sequência (P.–S.) de J , a menos de uma subsequência, converge

fortemente em E, ou seja, mostraremos que o funcional J satisfaz a condição de Palais-

Smale.

Enunciaremos, a seguir, um importante resultado devido a Boccardo e Murat (cf. [14])

que garante a convergência q.t.p do gradiente para sequências fracamente convergentes

em W 1,p(Ω), onde Ω ⊂ R
N é subconjunto limitado. Este resultado é relevante em nossos

argumentos.

Lema 1.14. Sejam E e J respectivamente o espaço e o funcional definidos nas Seções

2.1 e 2.3. Seja (un) ⊂ E uma sequência (P.–S.) para o funcional J . Então, a menos de

subsequência, ∇un → ∇u q.t.p x ∈ RN .

Para consultar a prova deste Lema citamos como referência [14] e [8].

Lema 1.15. Sob as hipóteses do Lema 1.13, temos que o funcional J satisfaz a condição

de Palais-Smale.

Prova: O Lema 1.13 assegura que existe u ∈ E tal que

un ⇀ u em D1,p(RN), un ⇀ u em Lp
∗

(RN), e un(x) → u(x) q.t.p x ∈ R
N .

Notemos que vale a seguinte identidade

||un||pE − ||u||pE = 〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉+
∫

RN

(g(x, un) + g(x, u)) (un − u) dx

+

∫

RN

V (x)|un|p−2unu dx−
∫

RN

V (x)|u|p−2unu dx+

∫

RN

(
|∇un|p−2 − |∇u|p−2

)
∇un∇u dx.

Temos como objetivo mostrar que lim
n→∞

||un||pE = ||u||pE para tal dividiremos a prova em

quatro etapas:
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Afirmação (1) lim
n→∞

〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉 = 0.

Afirmação (2)

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇un dx→
∫

RN

|∇u|p dx e

∫

RN

|∇u|p−2∇un∇u dx→
∫

RN

|∇u|p dx

quando n→ ∞.

Afirmação (3)

∫

RN

V (x)|un|p−2unu dx→
∫

RN

V (x)|u|p dx e

∫

RN

V (x)|u|p−2unu dx→
∫

RN

V (x)|u|p dx

quando n→ ∞.

Afirmação (4)

lim
n→∞

∫
ung(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx e lim

n→∞

∫
ug(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx.

Observemos que é suficiente provarmos estas quatro afirmações.

Prova: Afirmação (1)

〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉 ≤ ||J ′

(un)||E′ ||un − u||E + 〈J ′

(u), un − u〉 ≤ C||J ′

(un)||E′

+ 〈J ′

(u), un − u〉

onde C é uma constante real positiva. Usando que un ⇀ u conclúımos

lim
n→∞

〈J ′

(u), un−u〉 = 0 e, como ||J ′

(un)||E′ → 0 temos que lim
n→∞

〈J ′

(un)+J
′

(u), un−u〉 = 0

como queŕıamos.

Prova: Afirmação (2) Notemos que wn = |∇un|p−2∇un ∈ Lp/(p−1)(RN) e que

||wn||p/(p−1) é limitada. Usando o Lemma 2.11 temos que ∇un → ∇u q.t.p x ∈ R
N .

Notemos que wn → w, w = |∇u|p−2∇u q.t.p x ∈ RN , segue de [cf. [33], Teorema 13.44]

que wn ⇀ w em Lp/(p−1)(RN). Assim,

∫

RN

|∇un|p−2∇un∇u dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞.

Agora, usando que un ⇀ u temos

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇un dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞.

Logo, a prova desta Afirmação está completa.
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Para cada ε > 0, seja r > R tal que

2C

(
1− 1

k

)−1

ω
1/N
N

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p∗ dx
)1/p∗

< ε (2.9)

max
((

||u||(p∗−1)
p∗ + ||un||(p

∗−1)
p∗

)
||u||Lp∗ (RN\Br), ||u||

(p∗−1)

Lp∗ (RN\Br)
||un||p∗

)
< ε (2.10)

e

max
(
||V (x)1/pun||p−1

p ||V (x)1/pu||Lp(RN\Br), ||V (x)1/pun||p||V (x)1/pu||p−1
Lp(RN\Br)

)
< ε (2.11)

onde ωN é o volume da bola unitária em R
N e a constante real positiva C é tal que

C ≥ ||un||p−1
E para todo n ∈ N.

Prova: Afirmação (3)

lim sup
n→∞

∫

RN\Br

∣∣V (x)|un|p−2unu− V (x)|u|p−2unu
∣∣ dx

≤ ||V (x)1/pun||p−1
p ||V (x)1/pu||Lp(RN\Br) + ||V (x)1/pun||p||V (x)1/pu||p−1

Lp(RN\Br)
< 2ε

(2.12)

Mais ainda segue do Teorema de Rellich-Kondrachov que |un|p−2un → |u|p−2u em

Lp/(p−1)(B2r). Dáı, V (x)(p−1)/p|un|p−2un → V (x)(p−1)/p|u|p−2u em Lp/(p−1)(B2r). E

portanto,

lim
n→∞

∫

RN

V (x)
(
|un|p−2unu− |u|p

)
dx = 0.

Notemos que de un ⇀ u temos

lim
n→∞

∫

RN

V (x)
(
|u|p−2unu− |u|p

)
dx = 0

.

Prova: Afirmação (4) Seja η(x) = ηr(x) ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]), uma função que satisfaz as

seguintes propriedades supp η ⊆ Bc
r(0), η(x) ≡ 1 em Bc

2r(0), 0 < η(x) < 1 se r < |x| < 2r

e

|∇η(x)| ≤ 1

r
, para todo x ∈ R

N .

Como (un) é uma sequência limitada em E e a função η é uma função limitada em R,

temos que a sequência (ηun) também é limitada em E, e portanto J
′

(un) · (ηun) = on(1),

isto é,
∫

RN

(
|∇un|p−2∇un∇(ηun) + V (x)|un|p−2un(ηun)

)
dx =

∫

RN

g(x, un)(ηun) dx

+ on(1).

(2.13)
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Usando que η ≡ 0 in Br(0), combinando a última equação com o Lema 1.10 segue que

∫

|x|≥r

(|∇un|p + V (x)|un|p) dx ≤ 1

k

∫

|x|≥r

V (x)|un|p dx−
∫

|x|≥r

un|∇un|p−2∇un∇η dx

+ on(1),

e portanto, (
1− 1

k

)∫

|x|≥r

(|∇un|p + V (x)|un|p) dx

≤ 1

r

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−1 dx+ on(1).

(2.14)

Pela desigualdade de Hölder, asseguramos que

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−1 dx ≤ ||∇un||p−1
p

(∫

r≤|x|≤2r

|un|p dx
)1/p

.

Como estamos num anel (domı́nio limitado) podemos utilizar o Teorema de Compacidade

de Rellich-Kondrachov e concluir que un → u em Lp(B2r \Br), dáı

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−1 dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p dx
)1/p

. (2.15)

Por outro lado, usando novamente a desigualdade de Hölder, conclúımos que

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p dx
)1/p

≤
(∫

r≤|x|≤2r

|u|p∗ dx
)1/p∗

|B2r \Br|1/N . (2.16)

Observando que |B2r \Br| ≤ |B2r| = ωN2
NrN , de (2.15) e (2.16) segue que

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−2|∇un| dx ≤ 2ω
1/N
N r

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p∗ dx
)1/p∗

. (2.17)

Escolhendo r > 0 em (2.9), (2.14) e (2.17), implicam que

lim sup
n

∫

|x|≥r

(|∇un|p + V (x)|un|p) dx < ε.

Usando (2.13), temos

∫

|x|≥2r

ung(x, un) dx ≤
∫

RN

ung(x, un)η dx

=

∫

RN

(
|∇un|p−2∇un∇(ηun) + V (x)|un|p−2un(ηun)

)
dx+ on(1)

≤
∫

|x|≥r

(|∇un|p + V (x)|un|p) dx+
1

r

∫

B2r\Br

|un||∇un|p−2|∇un| dx

(2.18)
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e pelo que já vimos segue que lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

ung(x, un) dx < 2ε. Por outro lado, (2.10) nos

permite concluir

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ung(x, u) dx ≤ ||u||p∗−1

Lp∗ (RN\Br)
||un||p∗ ≤ ε

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ug(x, un) dx ≤ ||u||Lp∗ (RN\Br)||un||
p∗−1
p∗ ≤ ε

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ug(x, u) dx ≤ ||u||Lp∗ (RN\Br)||u||
p∗−1
p∗ ≤ ε.

(2.19)

Ainda, pela escolha de r, obtemos

lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, un)un − g(x, u)u| dx

≤ lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, un)||un| dx+ lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, u)||u| dx < 3ε.

(2.20)

Agora, usando o Item 2 da Observação 1.5, o teorema da Convergência dominada de

Lebesgue e o mergulho compacto de Rellich-Kondrachov conclúımos que

g(x, un) → g(x, u) em Lγ/(γ−1)(B2r),

onde γ é dado em (f2). Consequentemente,

lim
n→∞

∫

|x|≤2r

(g(x, un)un − g(x, u)u) dx ≤ ||g(x, un)||Lγ/(γ−1)(B2r)||un − u||Lγ(B2r)

+ ||g(x, un)− g(x, u)||Lγ/(γ−1)(B2r)||u||Lγ(B2r) → 0.

(2.21)

Assim, (2.20) e (2.21) resultam em

lim
n→∞

∫
ung(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx (2.22)

Analogamente,

lim
n→∞

∫
ug(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx (2.23)

As Afirmações (1)–(4) nos permitem concluir que ||un||pE → ||u||pE e, portanto

||un||E → ||u||E como queŕıamos demonstrar.

Definiremos a seguir o ńıvel minimax, d, do funcional I0 que será importante para

controlar a norma das soluções do tipo ”passo da montanha” para o problema (AP1) e

as estimativas desenvolvidas adiante. Denotaremos por B a bola unitária em R
N , isto é,

B = B1(0) e por I0 : W
1,p
0 (B) → R o funcional

I0(u) =
1

p

∫

B

(|∇u|p +max (V (x), 1) |u|p) dx−
∫

B

F (u) dx.
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Denotaremos, também por d o ńıvel do Passo da Montanha associado ao funcional I0, isto

é,

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t))

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1],W 1,p

0 (B)
)
: γ(0) = 0 e γ(1) = e},

com e ∈ W 1,p
0 (B) \ {0} verificando I0(e) < 0. Nosso resultado de existência será obtido

aplicando-se a seguinte versão clássica do Teorema do Passo da Montanha (cf. [22], [50]).

Proposição 1.16. (Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973)

Sejam X um espaço de Banach, Φ ∈ C1(E,R), e ∈ X e r > 0 tais que ||e|| > r e

b := inf
||u||=r

Φ(u) > Φ(0) ≥ Φ(e).

Se Φ satisfaz a condição (PS)c com

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Então c é um valor cŕıtico de Φ.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em (cf.[50]).

Observação 1.17. Notemos que J(u) ≤ I0(u) para todo u ∈ W 1,p
0 (B). Em particular,

J(e) ≤ I0(e) < 0. Denotamos por mJ o ńıvel do passo da montanha associado a J , isto

é,

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], D1,2(RN)

)
: γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Mais ainda, temos que mJ ≤ d.

Enunciaremos abaixo uma proposição que estabelece uma estimativa para normas das

soluções do tipo ”Passo da Montanha” do problema auxiliar independentemente do raio

R > 1 dado. Notemos que controlamos as normas de tais soluções a partir do ńıvel

minimax do funcional fixado I0.
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Lema 1.18. Seja R > 1, qualquer ponto cŕıtico positivo u associado ao funcional J no

ńıvel cŕıtico minimax mJ satisfaz a seguinte estimativa

||u||pE ≤
(

p

p− 1

)
kd.

Prova: Segue da desigualdade obtida em (2.5) e da definição do ńıvel minimax d.

Notemos que, até o momento, mostramos o seguinte resultado:

Proposição 1.19. Existe um ponto cŕıtico ϕ ∈ E associado ao funcional

J(ϕ) =
1

p
||ϕ||pE −

∫

RN

G(x, ϕ) dx, ϕ ∈ E.

no ńıvel cŕıtico

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

1.5 Estimativas a priori

Nesta seção, estabeleceremos uma importante estimativa envolvendo a norma L∞(RN)

da solução u de (AP1) que será fundamental para garantirmos a regularidade C1,α
loc (Ω),

onde α ∈ (0, 1) e Ω ⊂ R
N domı́nio limitado, das soluções do problema auxiliar (AP1).

Notemos que como consequência do Teorema do Máximo, teremos que tais soluções são

positivas. Vamos, agora, adaptar nosso problema, com o objetivo de usar algumas ideias

encontradas em Brézis & Kato (cf. [16]).

Proposição 1.20. Seja h ∈ Lq(RN), pq > N, e v ∈ E ⊂ D1,p(RN) uma solução fraca do

problema

−∆pv + b(x)|v|p−2v = H(x, v) em R
N , (2.24)

Onde H : RN × R → R é uma função Carathéodory que satisfaz a seguinte condição

|H(x, s)| ≤ |h(x)||s|p−1, para todo s ∈ R

e b é uma função cont́ınua não negativa em R
N . Então existe uma constante M =

M(q, ||h||q) > 0 tal que

||v||∞ ≤ M ||v||p∗ . (2.25)
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Prova: Para cada m ∈ N e β > 1, seja

Am : = {x ∈ R
N : |v|β−1 ≤ m},

e

vm =





v|v|p(β−1) em Am

mpv em Bm = R
N \ Am.

Segue da definição de vm, que

∫

RN

V (x)|v|pm(x) dx <∞, vm|∂Bm = vm|∂Am .

Calculando a derivada fraca ∇vm, temos

∇vm =





(pβ − (p− 1))|v|p(β−1)∇v em Am

mp∇v em Bm = R
N \ Am.

Desta forma usando a definição de vm segue que vm ∈ E. Portanto,

∫

RN

|∇v|p−2∇v∇vm dx = (pβ − (p− 1))

∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx

+mp

∫

Bm

|∇v|p dx.
(2.26)

Aplicando esta função teste vm em (2.24), temos

∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm + b(x)|v|p−2vvm

)
dx =

∫

RN

H(x, v)vm dx.

Agora, definimos

ωm =





v|v|β−1 em Am

mv em Bm = R
N \ Am.

Desta forma, temos que

∇ωm =





β|v|β−1∇v em Am

m∇v em Bm.

Segue da definição de ωm, que

∫

RN

V (x)ωpm(x) dx <∞, ωm|∂Bm = ωm|∂Am ,

e, portanto segue que ωm ∈ E. Observemos que

∫

RN

|∇ωm|p dx = βp
∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx+mp

∫

Bm

|∇v|p dx. (2.27)
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Devido a (2.26) e (2.27) temos

∫

RN

(|∇ωm|p + b(x)ωpm dx) −
∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm + b(x)|v|p−2vvm

)
dx =

=

∫

Am

(βp − pβ + (p− 1)) |v|p(β−1)|∇v|p dx.

Notemos que βp − pβ + (p− 1) > 0. Usando (2.26), obtemos a seguinte desigualdade

(
pβ − (p− 1)

)∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx ≤
∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm + b(x)|v|p−2vvm

)
dx,

à qual implica em

∫

RN

(|∇ωm|p + b(x)ωpm dx) ≤

≤
[
(βp − pβ + (p− 1))

(pβ − (p− 1))
+ 1

] ∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm + b(x)|v|p−2vvm

)
dx.

Como estamos supondo que v é solução de (2.24), segue que
∫

RN

(|∇ωm|p + b(x)ωpm dx) ≤ βp

(pβ − (p− 1))

∫

RN

H(x, v)vm dx.

≤ βp
∫

RN

H(x, v)vm dx.

Considere S a constante de Sobolev, a qual satisfaz

‖ u ‖pp∗ ≤ S

∫

RN

|∇u|p dx para todo u ∈ D1,p(RN).

Usando a definição de ωm e a estimativa |H(x, s)| ≤ |h(x)||s|p−1, para todo s > 0,

conclúımos que

[∫

Am

|ωm|p
∗

](N−p)/N

≤ Sβp
∫

RN

|h(x)|ωpm dx.

Se
1

q1
+

1

q
= 1, então pela desigualdade de Hölder

[∫

Am

|ωm|p
∗

](N−p)/N

≤ Sβp||h||Lq(RN )

[∫

RN

|ωm|pq1 dx
]1/q1

.

Como |ωm| ≤ |v|β em R
N e |ωm| = |v|βemAm, obtemos

[∫

Am

|v|p∗β
](N−p)/N

≤ Sβp||h||q
[∫

RN

|v|pβq1 dx
]1/q1

.

Fazendo m→ ∞, temos pelo Teorema da Convergência Monótona que

||v||pβp∗β ≤ Sβp||h||q||v||pβpβq1 ,
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ou seja,

||v||p∗β ≤ β1/β (S||h||q)1/(pβ) ||v||pβq1 . (2.28)

Como q > N/p implica
N

N − p
> q1, podemos considerar σ =

N

q1(N − p)
> 1. E iniciamos

o processo de iteração considerando β = σ em (2.28), temos: pq1β = p∗ e

||v||p∗σ ≤ σ1/σ (S||h||q)1/(pσ) ||v||p∗ . (2.29)

Agora, fazendo β = σ2 em (2.28) obtemos pq1β = p∗σ e

||v||p∗σ2 ≤ σ2/σ2

(S||h||q)1/(pσ
2) ||v||p∗σ. (2.30)

Observemos que desigualdades (2.29) e (2.30) implicam que

||v||p∗σ2 ≤ σ
1
σ
+ 2

σ2 (S||h||q)
1
p(

1
σ
+ 1

σ2 ) ||v||p∗ . (2.31)

Continuando o processo de iteração, tomando β em (2.28) igual σj, podemos concluir que

||v||p∗σj ≤ σ
1
σ
+ 2

σ2+
3
σ3+···+ j

σj
(
S||h||Lq(RN )

) 1
p(

1
σ
+ 1

σ2+
1
σ3+···+ 1

σj ) ||v||p∗ . (2.32)

Sabemos que

∞∑

j=1

j

σj
=

σ

(σ − 1)2

segue portanto de (2.32) que

||v||p∗σj ≤ σσ/(σ−1)2 (S||h||q)1/(p(σ−1)) ||v||p∗ ,

para todo j ≥ N. Além disso, temos que

||v||∞ = lim
i→∞

||v||i,

então mostramos que a proposição 1.20 é válida para

M = σσ/(σ−1)2 (S||h||q)1/(p(σ−1))

com

σ =
N(q − 1)

q(N − p)
.
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Lema 1.21. Se v ∈ E é um ponto cŕıtico do funcional J , então v > 0.

Prova: Como v ∈ E é um ponto cŕıtico para J temos

0 = 〈J ′(v), v−〉=
∫

RN

(|∇v|p−2∇v∇v− + V (x)|v|p−2vv−) dx−
∫

RN

g(x, v)v− dx ≥
∫

RN

|∇v−|pdx,

E conclúımos que, ||v−||D1,p = 0 e consequentemente, v ≥ 0. Pelo lema anterior sabemos

que v ∈ L∞(RN), usando os argumentos de regularidade desenvolvidos em (cf. [24], [49])

temos que v ∈ H2
loc(B) ∩H1

loc(B) mais ainda, v ∈ C1,α
loc (B) e o resultado segue da Versão

fraca do Prinćıpio do Máximo.

Lema 1.22. Seja R > 1, toda solução de energia finita u de (AP1) tal que J(u) = mJ

satisfaz

||u||∞ ≤ M̃ :=M (S (p/(p− 1)) kd)1/p .

Prova: Considere as funções

H(x, t) := g(x, t) e b(x) := V (x),

Onde a função g é a função considerada em (2.3). Observemos que se u é uma solução

positiva para o problema auxiliar (AP1), então u satisfaz a seguinte igualdade

−∆pu+ b(x)|u|p−2u = H(x, u) in R
N ,

Das hipóteses (f1) e (f3), conclúımos |H(x, t)| ≤ |f(t)| ≤ c0|t|γ−1, e portanto,

|H(x, u)| ≤ h(x)|u|p−1 em R
N

onde a função h é descrita por

h(x) = c0|u(x)|γ−p.

Notemos que como γ < p∗ segue que 1/(γ − p) ≥ (N − p)/p2 dai, p∗/(γ − p) ≥ N/p. Por

cálculos diretos temos que h ∈ Lq(RN) para q =
p∗

γ − p
com

||h||q ≤ c0

((
p

p− 1

)
Skd

) γ−p
p

.
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O resultado segue da Proposição (1.20) com

M = σσ/(σ−1)2

(
Sc0

((
p

p− 1

)
Skd

) γ−p
p

)1/(p(σ−1))

com

σ =
N(q − 1)

q(N − p)
.

Para obtermos o decaimento para R suficientemente grande das soluções do problema

auxiliar (AP1), precisaremos caracterizar as funções harmônicas radiais. O caso p = 2 do

seguinte Lema pode ser encontrado em [29].

Lema 1.23. Seja 1 < p < N . A função v :
(
R
N \BR(0)

)
−→ R dada por

v(x) =
1

|x|
N−p
p−1

é p-harmônica, isto é , satisfaz −∆pv = 0.

Prova: Buscamos soluções radiais u(x) = v(r) para obter soluções da equação do p-

Laplaciano. Isto é,

u(x) = v(r) onde r =
√
x21 + · · ·+ x2n.

Para i = 1, · · · , n temos

∂r

∂xi
=

1

2
(x21 + · · ·+ x2n)

−1/2 · 2xi =
xi
r

(x 6= 0).

Portanto
∂u

∂xi
= v′(r) · ∂r

xi
= v′(r) · xi

r
.

Ou seja,

∇u =

(
∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂xn

)
= v′(r)

(x1
r
, · · · , xn

r

)
=
v′(r)

r
(x1, · · · , xn).

Desta forma, podemos concluir que

|∇u|p−2 =
|v′(r)|p−2

rp−2

(√
x21 + · · ·+ x2n

)p−2

=
|v′(r)|p−2

rp−2
· rp−2 = |v′(r)|p−2.

Observemos que

div(|∇u|p−2∇u) =
n∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2∇u ei

)

=
n∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2

)
∇uei+

n∑

i=1

|∇u|p−2 ∂

∂xi
(∇uei) .



49

Por cálculos diretos, temos

∂

∂xi
(|∇u|p−2) =

∂

∂xi

(
|v′(r)|p−2

)
= (p− 2)|v′(r)|p−4v′(r) · v′′(r) · xi

r
.

Portanto, podemos dizer que

∂

∂xi
(|∇u|p−2) · ∇uei = (p− 2)|v′(r)|p−2 · v′′(r) · x

2
i

r2
.

Dáı, temos
n∑

i=1

∂

∂xi
(|∇u|p−2) · ∇u ei = (p− 2)|v′(r)|p−2 · v′′(r).

Além disso, observemos que

∂

∂xi
(∇u ei) =

∂

∂xi
(v′(r)) · xi

r
+ v′(r) · ∂

∂xi

(xi
r

)
= v′′(r) · x

2
i

r2
+ v′(r) ·

(
1

r
− x2i
r3

)
.

E portanto,

n∑

i=1

|∇u|p−2 ∂

∂xi
(∇u ei) =

n∑

i=1

|v′(r)|p−2

[
v′′(r) · x

2
i

r2
+ v′(r)

(
1

r
− x2i
r3

)]

= |v′(r)|p−2v′′(r) +

(
n− 1

r

)
|v′(r)|p−2v′(r).

Desta forma,

div(|∇u|p−2∇u) = 0 ⇔ (p− 1)|v′(r)|p−2v′′(r) +

(
n− 1

r

)
|v′(r)|p−2v′(r) = 0.

Suponhamos que v′(r) 6= 0, então

div(|∇u|p−2∇u) = 0 ⇔ v′′(r)

|v′(r)| =
1− n

p− 1
· 1
r

log
(
v′(r)

)
=

(
1− n

p− 1

)
log r.

Assim, conclúımos que

v(r) =





b

r
n−p
p−1

+ c, para n 6= p

b log r + c, para n = p

é a solução fundamental da equação −△p ψ = 0.

Observação 1.24. Para 1 < p < N . Temos que ∇
(

1

r(N−p)/(p−1)

)
∈ Lp(RN \BR(0)).

De fato, ∫

RN\BR(0)

1

(r(N−p)/(p−1)+1)
p r

N−1dr =
1

R(N−p)/(p−1)
.
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Lema 1.25. Para qualquer R0 ≥ R, seja u uma solução de energia limitada para o

problema (AP1) onde o potencial V é uma função que satisfaz a condição (V1). Então u

satisfaz a seguinte estimativa de decaimento:

u(x) ≤ R
N−p
p−1 ‖ u ‖∞
|x|

N−p
p−1

≤
R

N−p
p−1

(
M̃ (p/(p− 1))Skd

) 1
p

|x|
N−p
p−1

para todo |x| ≥ R0.

Prova: Observemos que

−∆pu+

(
1− 1

k

)
V (x)up−1 = g(x, u)− 1

k
V (x)up−1 ≤ 0, para todo |x| ≥ R.

Considere a função p-harmônica v :
(
R
N \BR(0)

)
−→ R dada por

v(x) =
R

N−p
p−1 ‖ u ‖∞
|x|

N−p
p−1

.

Segue do Lema 1.23 que a função v satisfaz

−∆pv = 0.

Portanto,

−∆pv +

(
1− 1

k

)
V (x)vp−1 ≥ 0 para todo |x| ≥ R.

Sendo p > 1, temos que a função ζ : RN → R, ζ(x) = |x|p é convexa e satisfaz a seguinte

desigualdade (cf. [40])

(
|x|p−2x− |y|p−2y

)
(x− y) ≥





Cp|x− y|p, se p ≥ 2

Cp
|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
, se 1 < p < 2

para alguma constante real positiva Cp e para quaisquer x, y em R
N .

Considere, agora, a função teste definida a seguir

η =





(u− v)+, se |x| ≥ R

0, se |x| ≤ R

Observemos que u ≤ v em ∂BR e pela Observação 1.24 podemos concluir que

η ∈ D1,p(RN). Como u é solução do problema auxiliar (AP1), temos a seguinte estimativa

0 ≥
∫

RN

(
|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v

)
∇η +

(
1− 1

k

)
V (x)(up−1 − vp−1)η dx

≥
∫

{x∈RN :u>v}

(
1− 1

k

)
V (x)

(
up−1 − vp−1

)
(u− v) dx ≥ 0 para todo |x| ≥ R.
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Portanto, o conjunto {x ∈ R
N : |x| ≥ R e u > v} é vazio. E, conclúımos a prova.

1.6 Prova do Teorema 1.1

Prova: Pelos Lemas 1.13 e 1.15, o problema (AP1) tem pelo menos uma solução

positiva de energia limitada u ∈ D1,p(RN). Portanto devido a definição de g dada em

(2.3), é suficiente mostrar que u satisfaz a desigualdade

f(u) ≤ V (x)

k
up−1 em |x| ≥ R.

Segue do item 2 da Observação 1.5 que existe uma constante c0 > 0 tal que

|sf(s)| ≤ co|s|p
∗

para todo s ∈ R.

Em virtude do Lema 1.25 temos que

f(u)

up−1
≤ c0|u|

p2

N−p ≤ c0

(
M̃(

(
p

p− 1

)
Skd)

1
p

) p2

N−p R
p2

p−1

|x|
p2

p−1

para todo |x| ≥ R.

Considere µ∗ = kc0

(
M̃

((
p

p− 1

)
Skd

) 1
p

) p2

N−p

e µ ≥ µ∗. O resultado segue da hipótese

(V1).



Caṕıtulo 2

Equação quase linear com potencial

que pode se anular no infinito

Neste caṕıtulo estudamos a existência de soluções fracas positivas para o problema

subcŕıtico quase linear da forma

−∆pu−∆u+ V (x)u = f(u) em R
N .

com o potencial V sendo uma função cont́ınua não negativa. Ressaltamos que continuamos

com as mesmas hipóteses do caṕıtulo 2 sobre o potencial V e sobre a não linearidade

f , contudo trabalhamos com uma perturbação linear do operador p-laplaciano, ou seja,

estudamos a seguinte classe de operadores −∆pu − ∆u. Aqui, a temos uma dificuldade

a mais em relação ao caṕıtulo 2, que é encontrar caracterização de funções harmônicas

radiais que pertença ao espaço D1,2(RN \ BR(0)) ∩ D1,p(RN \ BR(0)), superamos este

empecilho trabalhando em D1,2
r (RN \ BR(0)) ∩ D1,p

r (RN \ BR(0)), desta forma podemos

usar o Lema radial (cf.[12]) para substituir o Lema 1.25 obtido no caṕıtulo 2 e desta forma

garantimos que as soluções, u, do tipo ”Passo da Montanha”do problema auxiliar (AP2)

satisfazem uma estimativa de decaimento a zero no infinito mais precisamente:

u(x) ≤ CN |x|(2−N)/2 (2kd)1/2 , q.t.p x ∈ R
N , |x| ≥ 1.

Nossos argumentos fundamentais baseiam-se no método de penalização ou truncamento

e interação de Moser.

Dedicaremos nos a estudar a existência de soluções fracas positivas para o problema
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subcŕıtico quase linear da forma





−∆pu−∆u+ V (x)u = f(u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN),

(P2)

onde 2 < p < N , ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano, p∗ = Np/(N − p)

é o expoente cŕıtico de Sobolev e V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa que

satisfaz as seguintes condições:

(V1) Existem números reais µ > 0 e R > 1 tais que

1

R
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

inf
|x|≥R

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p V (x) ≥ µ.

(V2) V é radial, ou seja, V (x) = V (|x|), x ∈ R
N .

Assumimos que a não linearidade f : R → R é uma função cont́ınua que satisfaz as

seguintes condições:

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)

sp∗
<∞,

(f2) Existe γ ∈ (p, p∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)

sγ
= 0,

(f3) Existe θ > p tal que 0 < θF (s) ≡ θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s) para todo s > 0.

O resultado principal deste caṕıtulo é enunciado a seguir:

Teorema 2.1. Suponhamos que as hipóteses (V1) − (V2) e (f1) − (f3) sejam satisfeitas.

Então, existe uma constante µ∗ > 0 tal que o problema (P2) tem pelo menos uma solução

fraca positiva para todo µ ≥ µ∗.

Vejamos alguns exemplos de potenciais satisfazendo nossas hipóteses.

Exemplo 2.2. Sejam µ e R números reais positivos. Observemos que se V (x) é uma

função radial, cont́ınua em R
N e além disso, V (x) ≥ µ para todo |x| ≥ R, então V (x)

satisfaz a condição (V1). Desta forma, temos dois casos a considerar:
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(i) se V (x) é uma função limitada tal que V (x) ≥ µ para todo |x| ≥ R então satisfaz a

condição (V1).

(ii) se V (x) é coercivo, isto é,

V (x) → +∞, quando |x| → ∞,

então, em ambos os casos, V (x) satisfaz a condição (V1). De fato, dado µ > 0, existe

R > 0 suficientemente grande tal que V (x) > µ para todo |x| > R. Portanto,

1

R
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

inf
|x|≥R

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p V (x) ≥ inf

|x|≥R
V (x) ≥ µ.

Exemplo 2.3. Sejam µ > 0, R > 0 e α ≥ 0 tais que α ≤ N − 2

2

N(p− 2) + 2p

N − p
.

Considere η ∈ C∞
0 (RN) tal que 0 ≤ η ≤ 1, η = 0 em BR/2(0) e η = 1 em Bc

R(0).

Definimos a seguir outros exemplos de potenciais que satisfazem nossas hipóteses:

V (x) = 4µη(x)
R

N−2
2

N(p−2)+2p
N−p

1 + |x|α/2 se x ∈ R
N ,

V (x) =





µη(x) se |x| < R,

µR
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p

se |x| ≥ R,

V (x) =





µ
|x|
R

se |x| < R,

µR
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p

se |x| ≥ R.

Observação 2.4. Notemos que as considerações feitas em Observação 1.5 no caṕıtulo 2

continuam válidas para a não linearidade f .
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2.1 Preliminares

Temos o intuito de provar a existência de soluções positivas para o problema principal

(P2). Observemos que pela condição (f1) e pelo fato de f ser cont́ınua, podemos concluir

que f(0) = 0. Desta forma é conveniente redefinir, de forma cont́ınua, a não lineridade f

da seguinte maneira

f(t) = 0, para todo t ≤ 0.

Analogamente ao caṕıtulo 2, notemos que apenas com a hipótese que o potencial V (x) é

cont́ınuo e não negativo, o espaço D1,2(RN) ∩ D1,p(RN) (cf. [11]) é o ambiente natural

no qual podemos tratar o problema (P2). Contudo, já mencionamos que nos nossos

argumentos, é necessário estabelecermos certas estimativas de decaimento no infinito para

soluções do problema auxiliar (AP2) e com base nestas estimativas a priori e a condição

(V1) podemos garantir a existência de pelo menos uma solução fraca para o problema

(P2). Assim, restringimos o problema (P2) ao subespaço das funções radias (cf. [47],

[12], [23]). Enfim, neste trabalho, consideraremos como espaço ambiente o subespaço

E ⊂ D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN) definido a seguir

E :=

{
u ∈ D1,2

r (RN) ∩D1,p
r (RN) :

∫

RN

V (x)|u|2 dx < +∞
}
.

Considere o seguinte subespaço de D1,2
r (RN)

E1 :=

{
u ∈ D1,2

r (RN) :

∫

RN

V (x)|u|2 dx < +∞
}
.

Notemos E1 um espaço de Hilbert, consideremos a seguinte norma

|| · ||E1 :E1 → R

u 7−→ ||u||E1 =

(∫

RN

(|∇u|2 + V (x)|u|2) dx
)1/2

.

Além disso, se considerarmos em E a seguinte função

|| · ||E :E → R

u 7−→ ||u||E =

(∫

RN

(|∇u|2 + V (x)|u|2) dx
)1/2

+

(∫

RN

|∇u|p dx
)1/p

= ||u||E1 + ||u||D1,p
r (RN ).

Temos que é E é um espaço normado.
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Observação 2.5. Notemos que valem os seguintes mergulhos cont́ınuos:

i1 : E →֒ D1,p
r (RN) →֒ Lp

∗

(RN) i2 : E →֒ D1,2
r (RN) →֒ L2∗(RN), N ≥ 3. (3.1)

Com relação ao espaço normado E podemos afirmar que:

Lema 2.6. O espaço E é um espaço de Banach reflexivo.

Como a prova do Lema anterior é análoga a prova feita no caṕıtulo 2 com apenas

poucos detalhes a acrescentar, a prova será omitida.

A equação de Euler-Lagrange (P2) está associada ao funcional de energia

I(u) =
1

2

∫

RN

(
|∇u|2 + V (x)|u|2 dx

)
+

1

p

∫

RN

|∇u|p dx−
∫

RN

F (u) dx, u ∈ E.

É fato conhecido que I ∈ C1(E,R) com derivada de Gâteaux dada por

〈I ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v +∇u∇v + V (x)uv) dx−
∫

RN

f(u)v dx para todo u, v ∈ E.

além disso, os pontos cŕıticos de I são soluções fracas do problema (P2).

2.2 O problema auxiliar

Com o intuito de utilizar o método introduzido por del Pino e Felmer [25], faremos a

seguir, algumas considerações: Sejam Λ = BR(0) ⊂ R
N e a constante k =

pθ

θ − p
> p.

Considere a seguinte função f̂ : (RN \ Λ)× R → R definida por

f̂(x, t) =





f(t), se kf(t) ≤ V (x)t e t ≥ 0,

V (x)

k
t, se kf(t) > V (x)t e t ≥ 0,

0, se t < 0.

Podemos reescrever a função f̂ da seguinte maneira: f̂ :
(
R
N \ Λ

)
× R → R,

f̂(x, t) := min{f(t), (V (x)/k)|t|}.
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Observemos que f̂ está bem definida e é uma função cont́ınua não negativa pois é o

mı́nimo de funções cont́ınuas não negativas. Definimos a função g : RN × R → R dada

por

g(x, t) = χΛ(x)f(t) + (1− χΛ(x)) f̂(x, t) (3.2)

onde χΛ é a função caracteŕıstica do conjunto Λ. Convém, observar que g é uma função

de Carathéodory, não negativa e g(x, t) = 0 para t ≤ 0.

Reformulamos o problema (P2), considerando o seguinte problema auxiliar





−∆pu−∆u+ V (x)u = g(x, u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN).

(AP2)

Sejam F̂ (x, s) =

∫ s

0

f̂(x, t)dt e

G(x, s) =

∫ s

0

ĝ(x, t)dt = χΛ(x)F (s) + (1− χΛ(x)) F̂ (x, s).

Lema 2.7. As funções g e G satisfazem as seguintes estimativas:

1. g(x, t) = f(t) e G(x, t) = F (t) para todo x ∈ Λ.

2. g(x, t) ≤ f(t) e G(x, t) ≤ F (t) para todo x ∈ R
N e t ∈ R.

3. 0 ≤ G(x, t) ≤ V (x)

2k
|t|2 para todo x ∈ R

N \ Λ e t ∈ R.

4. 0 ≤ |t|g(x, t) ≤ V (x)

k
|t|2 para todo x ∈ R

N \ Λ e t ∈ R.

Prova: É suficiente usar as definições de f̂ e g.

2.3 O funcional modificado

Como almejamos usar a versão mais geral (forte) do teorema do passo da montanha vamos

mostrar que o funcional de energia associado ao problema de Euler-Lagrange auxiliar

(AP2) tem os pré-requisitos que são exigidos por tal teorema. Nesta seção mostraremos
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que J ∈ C1(E,R). O funcional de energia associado ao problema de Euler-Lagrange

auxiliar (AP2) é dado por

J(u) =
1

2

∫

RN

(
|∇u|2 + V (x)|u|2 dx

)
+

1

p

∫

RN

|∇u|p dx−
∫

RN

G(x, u) dx, u ∈ E.

Notemos que os pontos cŕıticos do funcional J correspondem as soluções fracas do

problema auxiliar (AP2).

Lema 2.8. O funcional J possui as seguintes propriedades:

1. J está bem definido.

2. J é cont́ınuo em E.

3. J é de classe C1 com derivada de Gâteaux dada por

〈J ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v +∇u∇v + V (x)uv) dx−
∫

RN

g(x, u)v dx

para todo u, v ∈ E.

Prova: Para provar o Item 1, notemos que pelas hipóteses (f1) − (f3) e pelo Lema 2.7,

para cada u ∈ E obtemos
∫

RN

G(x, u) dx ≤
∫

Λ

F (u) dx+

∫

RN\Λ

V (x)

2k
|u|2 dx

≤ co

∫

Λ

|u|p∗ dx+
∫

RN\Λ

V (x)

2k
|u|2 dx ≤ c0||u||p∗ +

1

2k
||u||2E1

.

Logo, o funcional J está bem definido.

A seguir, provaremos o Item 2. Seja un → u em E pela continuidade do mergulho

(3.1) temos un → u em D1,2
r (RN). Usando a Observação 2.4 e o teorema da Convergência

dominada de Lebesgue temos

∫

RN

G(x, un) dx→
∫

RN

G(x, u) dx.

Consequentemente, J(un) → J(u), ou seja, o funcional J é cont́ınuo em E.

Para provar o Item 3, notemos que para u, v ∈ E fixados, temos pelo teorema do valor

médio que
G(x, u+ tv)−G(x, u)

t
= g(x, ξ)v

onde

min{u(x), u(x) + tv(x)} ≤ ξ(x) ≤ max{u(x), u(x) + tv(x)}, para 0 < |t| < 1.
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Observemos que g(x, ξ) → g(x, u(x)) q.t.p x ∈ R
N quando t→ 0. Além disso,

|g(x, ξ)v| ≤ f(ξ)|v| ≤ |ξ|p∗−1|v| ≤ max(|u(x)|, |u(x) + tv(x)|)p∗−1|v(x)|

≤ (|u|+ |v|)p∗−1|v|.

Notemos ainda que (|u|+ |v|)p∗−1|v| ∈ L1(RN), de fato,

∫

RN

(|u|+ |v|)p∗−1|v| dx ≤ ||max(u(x), v(x))||p∗/(p∗−1)||v||p∗ + ||v||p∗ .

Usando o teorema da convergência dominada de Lebesgue conclúımos que

lim
t→0

∫

RN

G(x, u+ tv)−G(x, u)

t
dx =

∫

RN

g(x, u)v dx.

Resta mostrar a continuidade do funcional J ′ em E. Considere q = p/(p − 1). Vamos

definir h1(w) := |∇w|p−2∇w, w ∈ E. Suponhamos que un → u em E. Consequentemente,

un → u em D1,p
r (RN) e dáı |∇un|p−2∇un → |∇u|p−2∇u emLq(RN), ou seja, h1(un) →

h1(u) em Lq(RN). Observemos ainda que g(x, un) → g(x, u) em Lp
∗/(p∗−1)(RN).

Consideremos q1 = p∗/(p∗ − 1). Desta forma, obtemos pela desigualdade de Hölder,

a seguinte estimativa

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤ ||h1(un)− h1(u)||q||∇v||p + ||∇un −∇u||2||∇v||2

+ ||V (x)1/2(un − u)||2||V (x)1/2v||2 + ||g(x, un)− g(x, u)||q1||v||p∗

e portanto, graças à imersão E →֒ L2∗(RN) obtemos

||J ′(un)− J ′(u)||E′ ≤ ||h1(un)− h1(u)||q + ||∇un −∇u||2 + ||V (x)1/2(un − u)||2

+ C||g(x, un)− g(x, u)||q1 → 0, quando n→ ∞.

para alguma constante real C não negativa.

2.4 Condições de compacidade

Nesta seção provaremos que o funcional do J associado ao problema auxiliar (AP2) possui

a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostraremos que uma sequência (P.–S.)

de J , a menos de uma subsequência, converge fortemente em E, ou seja, mostraremos

que o funcional J satisfaz a condição de Palais-Smale. Deste modo, poderemos utilizar o

Teorema do Passo da Montanha forte para encontrar uma solução do problema auxiliar

(AP2).
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Lema 2.9. (Geometria-Passo da Montanha) O funcional J tem a geometria do Passo da

Montanha, isto é, J satisfaz as seguintes condições:

1. Existem ρ, α > 0, tal que J(u) ≥ α se ||u||D1,p
r (RN ) = ρ,

2. Para qualquer u não negativa, u ∈ C∞
0 (Λ,R) \ {0}, temos J(tu) → −∞ quando

t→ +∞.

Prova: Provaremos o Item 1. Em virtude da definição da função G e da Observação 2.4

temos que

G(x, u) ≤ F (u) ≤ c0 |u|p
∗

para todo x ∈ R
N ,

e, então pelo mergulho cont́ınuo (3.1) conclúımos

∫

RN

G(x, u) ≤
∫

RN

F (u) ≤ c0||u||p
∗

p∗ ≤ C1||∇u||p
∗

p ,

onde C1 é uma constante real positiva. Portanto, obtemos

J(u) =
1

2

∫

RN

(
|∇u|2 + V (x)|u|2

)
dx+

1

p

∫

RN

|∇u|p dx−
∫

RN

G(x, u) dx

≥ 1

2
||u||2E1

+
1

p
||∇u||pp − C1||∇u||p

∗

p ≥
(
1

p
− C1||∇u||p

∗−p
p

)
||∇u||pp.

Escolha ρ > 0 tal que D =

(
1

p
− C1ρ

p∗−p

)
> 0 e considere α = Dρp. Dáı, existem

ρ, α > 0 tal que J(u) ≥ α, para todo u ∈ E tal que ||u||D1,p
r (RN ) = ||∇u||p = ρ.

Agora, provaremos o Item 2. Segue da definição de G, que G(x, u) = F (u) para

x ∈ Λ. Pela hipótese (f3) temos

F (s) ≥ C2s
θ − C3, s > 0,

onde C2, C3 são constantes reais positivas. Já que θ > p, para u ∈ C∞
0 (Λ,R) \ {0} com

u ≥ 0, temos

J(tu) =
tp

p
||∇u||pp +

t2

2
||u||2E1

−
∫

Λ

F (tu) dx

≤ tp

p
||∇u||pp +

t2

2
||u||2E1

− C2t
θ

∫

Λ

|u|θ dx+ C3

∫

Λ

1 dx

−→ −∞ quando t→ +∞.

Isto completa a prova.
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Lema 2.10. Suponhamos que as hipóteses (f1) − (f3) sejam satisfeitas. Se (un) ⊂ E é

uma sequência arbitrária que satisfaz a condição de Palais-Smale, i.e.,

|J(un)| ≤ c e J ′(un) → 0 em E ′,

onde c é uma constante real positiva, então (un) é limitada em E.

Prova: Seja (un) ∈ E uma sequência que satisfaz a condição de Palais-Smale. Buscamos

estabelecer uma estimativa para

J(un)− 〈1
θ
J ′(un), un〉 =

(
1

p
− 1

θ

)
||∇un||pp +

(
1

2
− 1

θ

)
||un||2E1

−
∫

RN

G(x, un) dx+
1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx

(3.3)

De acordo com o Lema 2.7 obtemos a seguinte igualdade

1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx−
∫

RN

G(x, un) dx =

∫

Λ

(
1

θ
f(un)un − F (un)

)
dx

+
1

θ

∫

RN\Λ

g(x, un)un dx−
∫

RN\Λ

G(x, un) dx.

que associada a hipótese (f3) e o Lema 2.7 nos permite concluir que

1

θ

∫

RN

g(x, un)un dx−
∫

RN

G(x, un) dx ≥ 1

θ

∫

RN\Λ

g(x, un)un dx−
∫

RN\Λ

G(x, un) dx

≥ −
∫

RN

G(x, un) dx.

Utilizando esta última desigualdade temos a seguinte estimativa

J(un)− 〈1
θ
J

′

(un), un〉 ≥
(
1

p
− 1

θ

)
||∇un||pp +

(
1

2
− 1

θ

)
||un||2E1

− 1

2

∫

RN

V (x)

k
u2n dx

≥
(
1

p
− 1

θ

)
||∇un||pp +

(
1

2
− 1

θ
− 1

2k

)
||un||2E1

.

Notemos k = θp/(θ − p) > θ2/(θ − 2) ⇔ p > 2. Desta forma, concluimos que

J(un)− 〈1
θ
J

′

(un), un〉 ≥
1

2k

(
||un||2E1

+ ||∇un||pp
)
. (3.4)

Como (un) é uma sequência de Palais-Smale, existe n0 ∈ N tal que

J(un)−
1

θ
J

′

(un) · un ≤ c+ ||un||E para todo n ≥ n0. (3.5)

Combinando as propriedades (3.4) e (3.5), obtemos a seguinte desigualdade

1

2k

(
||un||2E1

+ ||∇un||pp
)

≤ c+ ||un||E1 + ||∇un||p para todo n ≥ n0. (3.6)
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Como a desigualdade acima, não é válida se ||un||E → ∞ quando n→ ∞, temos que (un)

é uma sequência limitada em E.

Para encontrar uma solução do problema auxiliar (AP2), precisamos garantir a

existência de um ponto cŕıtico positivo ϕ ∈ E associado ao funcional J , e para

isto utilizaremos a versão forte do Teorema do Passo da Montanha. Primeiramente,

mostraremos que uma sequência (P.–S.) de J , a menos de uma subsequência, converge

fortemente em E, ou seja, mostraremos que o funcional J satisfaz a condição de Palais-

Smale. Enunciaremos um importante resultado devido a Boccardo e Murat (cf. [14]) que

garante a convergência q.t.p do gradiente para sequências (P.–S.).

Lema 2.11. Sejam E e J respectivamente o espaço de Banach e funcional definidos nas

Seções 3.1 e 3.3. Seja (un) ⊂ E uma sequência (P.–S.) para o funcional J . Então, a

menos de subsequência, ∇un → ∇u q.t.p x ∈ RN .

Para consultar a prova deste Lema citamos como referência [14] e [8].

Lema 2.12. Sob as hipóteses do Lema 2.10, temos que o funcional J satisfaz a condição

de Palais-Smale.

Prova: O Lema 2.10 assegura que existe u ∈ E tal que un ⇀ u em E, passando a uma

subsequência se necessário. Notemos que vale a seguinte identidade

(||un||E1 − ||u||E1) +
(
||un||D1,p(RN ) − ||u||D1,p(RN )

)
= 〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉

+

∫

RN

(g(x, un) + g(x, u)) (un − u) dx+

∫

RN

|∇un|p−2∇un∇u dx−
∫

RN

|∇u|p−2∇u∇un dx.

Temos como objetivo mostrar que lim
n→∞

||un||E = ||u||E para tal dividiremos a prova em

três etapas:

Afirmação (1) lim
n→∞

〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉 = 0.

Afirmação (2)

∫

RN

|∇un|p−2∇un∇u dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞
∫

RN

|∇u|p−2∇u∇un dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞.
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Afirmação (3)

lim
n→∞

∫
ung(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx

lim
n→∞

∫
ug(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx.

Notemos que é suficiente provar as Afirmações (1)–(3) já que un ⇀ u em E implica

un ⇀ u em E1 e un ⇀ u em D1,2
r (RN) ∩ D1,p

r (RN) e portanto ||u||E1 ≤ ||un||E1 e

||u||D1,p
r (RN ) ≤ ||un||D1,p

r (RN ). Assim, das Afirmações (1)–(3) temos que ||un||E1 → ||un||E1

e ||u||D1,p
r (RN ) → ||un||D1,p

r (RN ).

Prova: Afirmação (1) Notemos que

〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉 ≤ ||J ′

(un)||E′ ||un − u||E + 〈J ′

(u), un − u〉 ≤ C||J ′

(un)||E′

+ 〈J ′

(u), un − u〉

onde C é uma constante real positiva. Notemos ainda que un ⇀ u implica diretamente

que lim
n→∞

〈J ′

(u), un − u〉 = 0 e, como ||J ′

(un)||E′ → 0 temos que

lim
n→∞

〈J ′

(un) + J
′

(u), un − u〉 = 0

como queŕıamos.

Agora, mostraremos a Afirmação (2)

Prova: Afirmação (2) Notemos que wn = |∇un|p−2∇un ∈ Lp/(p−1)(RN) e que

||wn||p/(p−1) é limitada. Usando o Lema 2.11 temos que ∇un → ∇u q.t.p x ∈ R
N .

Notemos que wn → w, w = |∇u|p−2∇u q.t.p x ∈ RN , segue de [33, Teorema 13.44] que

wn ⇀ w em Lp/(p−1)(RN). Assim,

∫

RN

|∇un|p−2∇un∇u dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞.

Por outro lado, usando que un ⇀ u

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇un dx→
∫

RN

|∇u|p dx quando n→ ∞.

Para cada ε > 0, seja r > R tal que

2C

(
1− 1

k

)−1

ω
1/N
N max

{
||u||L2∗ (RN\Br), ||u||Lp∗ (RN\Br)

}
<
ε

2
, (3.7)
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max
{(

||u||p∗−1
p∗ + ||un||p

∗−1
p∗

)
||u||Lp∗ (RN\Br), ||u||

p∗−1

Lp∗ (RN\Br)
||un||p∗

}
< ε, (3.8)

onde ωN é o volume da bola unitária em R
N e a constante real positiva C, é tal que

C ≥ max(||un||E1 , ||∇un||p−1
p ) para todo n ∈ N.

Enfim, provaremos a Afirmação (3)

Prova: Afirmação (3) Seja η(x) = ηr(x) ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]), uma função que satisfaz as

seguintes propriedades supp η ⊆ Bc
r(0), η(x) ≡ 1 em Bc

2r(0), 0 < η(x) < 1 se r < |x| < 2r

e

|∇η(x)| ≤ 1

r
, para todox ∈ R

N .

Como (un) é uma sequência limitada em E e a função η é uma função limitada em R,

temos que a sequência (ηun) também é limitada em E, e portanto J
′

(un) · (ηun) = on(1),

isto é, ∫

RN

(
|∇un|p−2∇un∇(ηun) +∇un∇(ηun) + V (x)un(ηun)

)
dx

=

∫

RN

g(x, un)(ηun) dx+ on(1).

(3.9)

Usando que η ≡ 0 in Br(0), combinando a última equação com o Lema 2.7 segue que

∫

|x|≥r

(|∇un|p + |∇un|2 + V (x)|un|2) dx

≤ 1

k

∫

|x|≥r

V (x)|un|2 dx−
∫

|x|≥r

un∇un∇η dx−
∫

|x|≥r

un|∇un|p−2∇un∇η dx+ on(1).

e portanto,

(
1− 1

k

)∫

|x|≥r

(
|∇un|p + |∇un|2 + V (x)|un|2

)
dx

≤ 1

r

(∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx+
∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−2|∇un| dx
)
+ on(1).

(3.10)

Pela desigualdade de Hölder, asseguramos que

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ ||∇un||2
(∫

r≤|x|≤2r

|un|2 dx
)1/2

,

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−1 dx ≤ ||∇un||p−1
p

(∫

r≤|x|≤2r

|un|p dx
)1/p

.
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Como estamos num anel (domı́nio limitado) podemos utilizar o Teorema de Compacidade

de Rellich-Kondrachov e concluir que un → u em Lp(B2r \Br) e em L2(B2r \Br), dáı

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

|u|2 dx
)1/2

,

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−1 dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p dx
)1/p

,

(3.11)

para C escolhido anteriormente limitando as normas de (un). Por outro lado, usando

novamente a desigualdade de Hölder, conclúımos que

(∫

r≤|x|≤2r

|u|2 dx
)1/2

≤
(∫

r≤|x|≤2r

|u|2∗ dx
)1/2∗

|B2r \Br|1/N

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p dx
)1/p

≤
(∫

r≤|x|≤2r

|u|p∗ dx
)1/p∗

|B2r \Br|1/N .
(3.12)

Observando que |B2r \Br| ≤ |B2r| = ωN2
NrN , de (3.11) e (3.12) segue que

lim sup
n→∞

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ 2Cω
1/N
N r

(∫

r≤|x|≤2r

|u|2∗ dx
)1/2∗

lim sup
n→∞

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un|p−2|∇un| dx ≤ 2Cω
1/N
N r

(∫

r≤|x|≤2r

|u|p∗ dx
)1/p∗

.

(3.13)

Pela escolha de r > 0 em (3.7), segue de (3.10) e (3.13) que

lim sup
n→∞

∫

|x|≥r

(|∇un|p + |∇un|2 + V (x)|un|2) dx < ε. (3.14)

Usando (3.9), temos
∫

|x|≥2r

ung(x, un) dx ≤
∫

RN

ung(x, un)η dx

=

∫

RN

(
|∇un|p−2∇un∇(ηun) +∇un∇(ηun) + V (x)un(ηun)

)
dx+ on(1)

≤
∫

|x|≥r

(|∇un|p + |∇un|2 + V (x)|un|2) dx+
1

r

∫

B2r\Br

(
|un||∇un|p−1 + |un||∇un|

)
dx

(3.15)

e pelo que já vimos segue que lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

ung(x, un) dx < 2ε.

Por outro lado, (3.8) nos permite concluir

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ung(x, u) dx ≤ ||u||p∗−1

Lp∗ (RN\Br)
||un||p∗ ≤ ε,

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ug(x, un) dx ≤ ||u||Lp∗ (RN\Br)||un||
p∗−1
p∗ ≤ ε,

lim
n→∞

∫

|x|≥r

ug(x, u) dx ≤ ||u||Lp∗ (RN\Br)||u||
p∗−1
p∗ ≤ ε.

(3.16)
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Ainda, pela escolha de r, obtemos

lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, un)un − g(x, u)u| dx

≤ lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, un)||un| dx+ lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

|g(x, u)||u| dx < 3ε.

(3.17)

Agora, usando a Observação 2.4, o teorema da Convergência dominada de Lebesgue e o

mergulho compacto de Rellich-Kondrachov conclúımos que

g(x, un) → g(x, u) em Lγ/(γ−1)(B2r),

onde γ é dado em (f2). Consequentemente,

lim
n→∞

∫

|x|≤2r

(g(x, un)un − g(x, u)u) dx ≤ ||g(x, un)||Lγ/(γ−1)(B2r)||un − u||Lγ(B2r)

+ ||g(x, un)− g(x, u)||Lγ/(γ−1)(B2r)||u||Lγ(B2r) → 0.

(3.18)

Assim, (3.17) e (3.18) resultam em

lim
n→∞

∫
ung(x, un) dx =

∫
ug(x, u) dx (3.19)

Logo, provamos as Afirmações (1)–(3) e ||un||E → ||u||E como queŕıamos demonstrar.

Denotaremos por B a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0) e por I0 : W

1,p
0,r (B) → R

o funcional

I0(u) =
1

p

∫

B

|∇u|p dx+ 1

2

∫

B

(|∇u|2 +max (V (x), 1) u2) dx−
∫

B

F (u) dx.

Notemos que o funcional I0 tem a geometria do Passo da Montanha. Denotaremos,

também por d o ńıvel do Passo da Montanha associado ao funcional I0, isto é,

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t))

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1],W 1,p

0,r (B)
)
: γ(0) = 0 e γ(1) = e},

com e ∈ W 1,p
0,r (B) \ {0} verificando I0(e) < 0.
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Observação 2.13. Notemos que J(u) ≤ I0(u) para todo u ∈ W 1,p
0,r (B). Em particular,

J(e) ≤ I0(e) < 0. Denotamos por mJ o ńıvel do Passo da Montanha associado a J , that

is,

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], D1,2

r (RN) ∩D1,p
r (RN)

)
: γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Mais ainda, temos que mJ ≤ d.

Notemos que mostramos na Proposição 2.9 que existem ρ, α > 0, tais que

J(u) ≥ α se ||u||D1,p
r (RN ) = ρ.

Como ||u||D1,p
r (RN ) = ρ é um bola fechada emD1,p

r (RN) segue que ||u||D1,2
r (RN )∩D1,p

r (RN ) = ρ é

um subconjunto fechado em D1,2
r (RN)∩D1,p

r (RN). Usando o Teorema da Alfândega temos

que ||u||D1,2
r (RN )∩D1,p

r (RN ) = ρ separa o espaço D1,2
r (RN) ∩D1,p

r (RN) em duas componentes

conexas disjuntas. Assim, precisaremos usar a versão mais forte do Teorema do Passo

da Montanha. Segue a seguinte versão do Teorema do Passo da Montanha, a qual é

uma consequência do Prinćıpio Variacional de Ekeland como abordado em (cf.[9]) (veja

também [22], [36] e [48] para resultados relacionados).

Proposição 2.14 (Teorema do Passo da Montanha-(versão forte)). Seja E um espaço de

Banach e Φ ∈ C(E,R), Gateaux-diferencial em E, com a derivada de Gateaux Φ′(v) ∈ E
′

para todo v ∈ E e cont́ınua da topologia da norma de E para a topologia fraca ∗ de E ′.

Suponha que Φ satisfaça a condição (P.–S.) e Φ(0) = 0. Seja S um subconjunto fechado

de E que desconecta por caminhos E. Sejam v0 = 0 e v1 ∈ E pontos pertencentes a

componentes conexas distintas de E\S. Suponhamos que

inf
S
Φ ≥ α > 0 e Φ(v1) ≤ 0.

Então, Φ possui um valor cŕıtico c o qual pode ser caracterizado por

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ≥ α,

onde

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = v1}.



68

Lema 2.15. Seja R > 1, qualquer ponto cŕıtico positivo u associado ao funcional J no

ńıvel cŕıtico minimax mJ satisfaz a seguinte estimativa

||u||E ≤ (2kd)1/2 + (2kd)1/p .

Prova: Segue da desigualdade obtida em (3.4) e da definição do ńıvel minimax d.

Notemos que, até o momento, mostramos o seguinte resultado:

Proposição 2.16. Existe um ponto cŕıtico ϕ1 ∈ E associado ao funcional

J(ϕ) =
1

2
||ϕ||2E1

+
1

p
||ϕ||p

D1,p
r (RN )

−
∫

RN

G(x, ϕ) dx, ϕ ∈ E

no ńıvel cŕıtico

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

2.5 Estimativas a priori

Nesta seção, estabeleceremos uma importante estimativa envolvendo a norma L∞(RN)

da solução u de (AP2) que será fundamental para garantirmos a regularidade C1,α
loc (Ω),

onde α ∈ (0, 1) e Ω ⊂ R
N domı́nio limitado, das soluções do problema auxiliar (AP2).

Notemos que como consequência do Teorema do Máximo, teremos que tais soluções são

positivas. Vamos, agora, adaptar nosso problema, com o objetivo de usar algumas ideias

encontradas em Brézis e Kato (cf. [16]).

Proposição 2.17. Seja h ∈ Lq(RN), pq > N, e v ∈ E ⊂ D1,2
r (RN) ∩ D1,p

r (RN) uma

solução fraca do problema

−∆pv −∆v + b(x)v = H(x, v) em R
N , (3.20)

Onde H : RN × R → R é uma função Carathéodory que satisfaz a seguinte condição

|H(x, s)| ≤ |h(x)||s|p−1, para todo s ∈ R

e b é uma função cont́ınua não negativa em R
N . Então existe uma constante

M =M(q, ||h||q) > 0 tal que

||v||∞ ≤ M ||v||p∗ . (3.21)
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Prova: Para cada m ∈ N e β > 1, seja

Am : = {x ∈ R
N : |v(x)|β−1 ≤ m},

e

vm =





v|v|p(β−1) em Am

mpv em Bm = R
N \ Am.

Segue da definição de vm, que

∫

RN

V (x)|vm|2(x) dx <∞, vm|∂Bm = vm|∂Am .

Calculando a derivada fraca ∇vm, temos

∇vm =





(pβ − (p− 1))|v|p(β−1)∇v em Am

mp∇v em Bm = R
N \ Am.

Desta forma usando a definição de vm segue que vm ∈ E. Portanto,

∫

RN

|∇v|p−2∇v∇vm dx = (pβ − (p− 1))

∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx

+mp

∫

Bm

|∇v|p dx.
(3.22)

Aplicando esta função teste vm em (3.20), temos

∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm +∇v∇vm + b(x)vvm

)
dx =

∫

RN

H(x, v)vm dx.

Agora, definimos

ωm =





v|v|β−1 em Am

mv em Bm = R
N \ Am.

Desta forma, temos que

∇ωm =





β|v|β−1∇v em Am

m∇v em Bm.

Segue da definição de ωm, que

∫

RN

V (x)ω2
m(x) dx <∞, ωm|∂Bm = ωm|∂Am ,

e, portanto segue que ωm ∈ E. Observemos que

∫

RN

|∇ωm|p dx = βp
∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx+mp

∫

Bm

|∇v|p dx. (3.23)
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Devido a (3.22) e (3.23) temos

∫

RN

|∇ωm|p dx−
∫

RN

|∇v|p−2∇v∇vm dx =

∫

Am

(βp − pβ + (p− 1)) |v|p(β−1)|∇v|p dx.

Notemos que βp − pβ + (p− 1) > 0. Usando (3.22), o fato de que ∇vm∇v ≥ 0 e

b(x)vvm ≥ 0, obtemos a seguinte desigualdade

(pβ − (p− 1))

∫

Am

|v|p(β−1)|∇v|p dx ≤
∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm +∇v∇vm + b(x)vvm

)
dx,

à qual implica em

∫

RN

|∇ωm|p dx ≤
[
(βp − pβ + (p− 1))

(pβ − (p− 1))
+ 1

]∫

RN

(
|∇v|p−2∇v∇vm +∇v∇vm + b(x)vvm

)
dx.

Como estamos supondo que v é solução de (3.20), segue que

∫

RN

|∇ωm|p dx ≤ βp

(pβ − (p− 1))

∫

RN

H(x, v)vm dx ≤ βp
∫

RN

H(x, v)vm dx.

Considere S a constante de Sobolev, a qual satisfaz

‖ u ‖pp∗ ≤ S

∫

RN

|∇u|p dx para todo u ∈ D1,p
r (RN).

Usando a definição de ωm e a estimativa |H(x, s)| ≤ |h(x)||s|p−1, para todo s ∈ R,

conclúımos que

[∫

Am

|ωm|p
∗

](N−p)/N

≤ Sβp
∫

RN

h(x)ωpm dx.

Se
1

q1
+

1

q
= 1, então pela desigualdade de Hölder

[∫

Am

|ωm|p
∗

](N−p)/N

≤ Sβp||h||Lq

[∫

RN

|ωm|pq1 dx
]1/q1

.

Como |ωm| ≤ |v|β em R
N e |ωm| = |v|βemAm, obtemos

[∫

Am

|v|p∗β
](N−p)/N

≤ Sβp||h||q
[∫

RN

|v|pβq1 dx
]1/q1

.

Fazendo m→ ∞, temos pelo Teorema da Convergência Monótona que

||v||pβp∗β ≤ Sβp||h||q||v||pβpβq1 ,

ou seja,

||v||p∗β ≤ β1/β (S||h||q)1/(pβ) ||v||pβq1 . (3.24)
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Como pq > N implica em N/(N − p) > q1, tomando σ = N/(q1(N − p)), temos σ > 1.

Vamos iniciar o processo de iteração, considerando β = σ em (3.24), temos: pq1β = p∗ e

||v||p∗σ ≤ σ1/σ (S||h||q)1/(pσ) ||v||p∗ . (3.25)

Agora, fazendo β = σ2 em (3.24) obtemos pq1β = p∗σ e

||v||p∗σ2 ≤ σ2/σ2

(S||h||q)1/(pσ
2) ||v||p∗σ. (3.26)

Observemos que as desigualdades (3.25) e (3.26) implicam que

||v||p∗σ2 ≤ σ
1
σ
+ 2

σ2 (S||h||q)
1
p(

1
σ
+ 1

σ2 ) ||v||p∗ . (3.27)

Continuando o processo de iteração, tomando β em (3.24) igual σj, podemos concluir que

||v||p∗σj ≤ σ
1
σ
+ 2

σ2+
3
σ3+···+ j

σj (S||h||Lq)
1
p(

1
σ
+ 1

σ2+
1
σ3+···+ 1

σj ) ||v||p∗ . (3.28)

Sabemos que

∞∑

j=1

1

σj
=

σ

(σ − 1)2
.

Portanto de (3.28) que

||v||p∗σj ≤ σσ/(σ−1)2 (S||h||q)1/(p(σ−1)) ||v||p∗ ,

para todo j ∈ N, dáı usando interpolação podemos concluir que

||v||i ≤ σσ/(σ−1)2 (S||h||q)1/(p(σ−1)) ||v||p∗ ,

para todo i ≥ p∗. Além disso, temos que

||v||∞ = lim
i→∞

||v||i,

então mostramos que a Proposição 2.17 é válida para

M = σσ/(σ−1)2 (S||h||q)1/(p(σ−1))

com

σ =
N(q − 1)

q(N − p)
,

independente da solução v, como desejado.
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Lema 2.18. Seja R > 1, toda solução de energia finita u de (AP2) tal que J(u) = mJ

satisfaz

||u||∞ ≤
(
S
pkd

p− 1

)1/p

.

Prova: Considere as funções

H(x, t) := g(x, t) e b(x) := V (x),

onde a função g é a função considerada em (3.2). Observemos que se u é uma solução

positiva para o problema auxiliar (AP2), então u satisfaz a seguinte igualdade

−∆pu−∆u+ b(x)u = H(x, u) emR
N ,

Das hipóteses (f1) e (f2), conclúımos |H(x, t)| ≤ |f(t)| ≤ c0|t|γ−1, e portanto,

|H(x, u)| ≤ h(x)|u|p−1 em R
N

onde a função h é descrita por

|h(x)| = c0|u(x)|γ−p.

Notemos que como γ < p∗ segue que 1/(γ − p) ≥ (N − p)/p2 dai, p∗/(γ − p) ≥ N/p. Por

cálculos diretos temos que h ∈ Lq(RN) para q =
p∗

γ − p
> N/p com

||h||q ≤ c0 (S2kd)
(γ−p)/p .

O resultado segue da Proposição 2.17.

Lema 2.19. Se v ∈ E é um ponto cŕıtico do funcional J , então v > 0.

Prova: Como v ∈ E é um ponto cŕıtico para J temos

0 = 〈J ′(v), v−〉 =
∫

RN

(|∇v|p−2∇v∇v− +∇v∇v− + V (x)|v|p−2vv−) dx−
∫

RN

g(x, v)v− dx

≥
∫

RN

|∇v−|pdx.

Logo, ||v−||D1,p
r

= 0 e consequentemente, v ≥ 0. Pelo lema anterior sabemos que

v ∈ L∞(RN), usando os argumentos de regularidade desenvolvidos em [49] temos que

v ∈ H2
loc(B) ∩ H1

loc(B) mais ainda, v ∈ C1,α
loc (B) e o resultado segue da Versão fraca do

Prinćıpio do Máximo.
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Para obter a estimativa de decaimento para R suficientemente grande de soluções

do tipo ”Passo da Montanha”do problema auxiliar (AP2), vamos usar uma versão

generalizada do lema radial para o espaço D1,2
r (RN)(cf.[12]):

Lema 2.20. (Lema Radial) Seja N ≥ 3. Toda função radial u ∈ D1,2(RN) é quase

sempre igual a uma função U(x), cont́ınua, para x 6= 0 e tal que

|U(x)| ≤ CN |x|(2−N)/2||u||D1,2
r (RN ), |x| ≥ 1, (3.29)

onde CN depende apenas da dimensão N .

Lema 2.21. Para qualquer R0 ≥ R, seja u uma solução positiva de energia limitada para

o problema (AP2) onde o potencial V é uma função que satisfaz a condição (V1). Então

u satisfaz

u(x) ≤ CN |x|(2−N)/2 (2kd)1/2 , q.t.p x ∈ R
N , |x| ≥ 1.

Prova: Segue do Lema radial 2.20 que

|u(x)| ≤ CN |x|(2−N)/2||u||D1,2
r (RN ), q.t.p x ∈ R

N , |x| ≥ 1. (3.30)

Além disso, sabemos que para R > 1, qualquer ponto cŕıtico positivo u associado ao

funcional J no ńıvel cŕıtico minimax mJ satisfaz a seguinte estimativa

||u||E1 ≤ (2kd)1/2 .

Assim,

|u(x)| ≤ CN |x|(2−N)/2 (2kd)1/2 , q.t.p x ∈ R
N , |x| ≥ 1.

2.6 Prova do Teorema 2.1

Prova: Pelos Lemas 2.10 e 2.12, o problema (AP2) tem pelo menos uma solução positiva

de energia limitada u ∈ D1,2
r (RN)∩D1,p

r (RN). Portanto, é suficiente mostrar que u satisfaz

a desigualdade

f(u) ≤ V (x)

k
u em q.t.p x ∈ R

N , |x| ≥ R.
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Segue da Observação 2.4 que existe uma constante c0 > 0 tal que

|sf(s)| ≤ co|s|p
∗

para todo s ∈ R.

Em virtude do Lema 2.21 temos que

f(u)

u
≤ c0|u|

N(p−2)+2p
N−p ≤ c0

(
(2kd)1/2

R
N−2

2

)N(p−2)+2p
N−p

R
N−2

2
N(p−2)+2p

N−p

|x|N−2
2

N(p−2)+2p
N−p

q.t.p x ∈ Bc
R(0).

Considere µ∗
R = kc0

(
(2kd)1/2

R
N−2

2

)N(p−2)+2p
N−p

. Notemos que R > 1 implica que µ∗
R < µ∗

1.

Considerando µ ≥ µ∗
1. O resultado segue da hipótese (V1).



Caṕıtulo 3

Ondas solitárias para uma classe de

equações de Schrödinger quase

lineares envolvendo potenciais que

podem se anular no infinito

O principal objetivo deste caṕıtulo é mostrar a existência de soluções fracas positivas para

a seguinte classe de equações de Schrödinger quase lineares da forma

−∆u+ V (x)u− [∆(u2)]u = h(u) em R
N , (P)

onde N ≥ 3, h satisfaz algumas suposições para garantir a geometria do ”passo da

montanha”e V é uma função cont́ınua não negativa. Aplicamos o método do truncamento,

e obtemos uma classe de equações onde em prinćıpio o funcional associado Î(u) não está

bem definido. Sendo assim, do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que

tivemos de lidar foi encontrar um espaço ambiente adequado com o objetivo de aplicar

métodos variacionais do tipo minimax a fim de estudar a existência de soluções não triviais

de (AP ). Seguimos as ideias desenvolvidas por Liu, Wang e Wang em [38] fazemos uma

mudança de variáveis, v = f−1(u) (cf. 3.2) e passamos a estudar o problema (MP) o qual

está bem definido no espaço Orlicz-Sobolev (cf. [1])

E =

{
v ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

V (x)f 2(v) dx <∞
}
.

Mais precisamente, assumiremos que V : RN → R é uma função cont́ınua não negativa

satisfazendo
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(V1) Existem µ > 0 e R > 1 tais que

1

RN+2
inf

|x|≥R
|x|N+2V (x) ≥ µ.

Seja 2∗ = 2N/(N − 2) o expoente cŕıtico de Sobolev. Foi provado num trabalho

recente de J. Liu et al. [38] que 2(2∗) = 4N/(N − 2) comporta-se como o expoente cŕıtico

para as equações de Schrödinger modificadas da forma ∆u + V (x)u − u∆(u2) = |u|p−2u

em R
N no sentido de que esta equação não tem solução positiva em H1(RN) com∫

RN

u2|∇u|2 dx < ∞ desde que x · ∇V (x) ≥ 0 e p ≥ 2(2∗). Em virtude deste resultado,

é natural assumir que h : [0,+∞) → [0,+∞) é uma função cont́ınua que satisfaz as

seguintes condições:

(h1) lim
s→0+

sh(s)

s4N/(N−2)
= 0.

(h2) Existe p ∈ (4, 4N/(N − 2)) tal que

lim sup
s→+∞

sh(s)

sp−1
<∞.

(h3) Existe θ > 2 tal que

0 < 2θH(s) := 2θ

∫ s

0

h(t)dt ≤ sh(s), ∀ s > 0.

O principal resultado deste caṕıtulo é estabelecido a seguir:

Teorema 3.1. Suponhamos que (V1) e (h1) − (h3) são satisfeitas. Então, existe µ∗ > 0

tal que o problema (P) tem, pelo menos, uma solução positiva para todo µ ≥ µ∗.

Observação 3.2. Apresentaremos a seguir um exemplo de função que satisfaz nossas

hipóteses. De forma análoga, aos caṕıtulos anteriores consideremos como exemplo uma

função h(s) com crescimento ”cŕıtico”na origem e ”subcŕıtico”para valores s ≥ 1. Mais

precisamente, para α > 2(2∗) e p dado em (h2), a função

h(s) =




sα−1, se 0 ≤ s ≤ 1

sp−2, se s ≥ 1

é um exemplo de não linearidade satisfazendo as hipóteses (h1)−(h3). Vimos nos caṕıtulos

anteriores que se V : RN → R é uma função cont́ınua tal que

lim inf
|x|→∞

V (x) > 0,
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então a hipótese (V1) é satisfeita. Em particular, isto ocorre quando V é

coercivo. Acrescentamos neste caṕıtulo outro exemplo, consideramos V (x) =

µη(x)min{1, (R/|x|)N+2} para alguns µ > 0, R > 1 e η ∈ C∞(RN , [0, 1]) tal que η ≡ 1

em R
N\B(0, R).

Observação 3.3. 1. Conclúımos das hipóteses (h1) e (h2) que existe uma constante

real c0 > 0 tal que

|sh(s)| ≤ c0|s|2(2
∗) e |sh(s)| ≤ c0|s|p−1 para todo s ∈ R.

2. A condição (V1) garante que Z =
{
x ∈ R

N : V (x) = 0
}
⊂ BR(0). Portanto, Z é um

subconjunto compacto de R
N .

Usamos métodos variacionais, a fim de provar a existência de solução de (P) e dividimos

nosso argumento em várias etapas.

Passo 1: Método de Penalização: O funcional modificado.

Passo 2: Mudança de Variável.

Passo 3: Geometria do passo da Montanha.

Passo 4: Condições de compacidade de Palais-Smale.

Passo 5: Existência de ponto cŕıtico via Teorema do Passo da Montanha.

Passo 6: Estimativa L∞−.

3.1 Método de Penalização

Uma vez que nosso objetivo é provar a existência de soluções positivas para (P), definimos

h(t) = 0 para todo t ≤ 0. Observamos que pela hipótese (h1) a função h é cont́ınua em

R. Considerando H(s) =

∫ s

0

h(t) dt, notemos que formalmente (P) é a equação de Euler-

Lagrange associada ao funcional de energia

I(u) =
1

2

∫

RN

(
1 + 2|u|2

)
| ∇u |2 dx+

1

2

∫

RN

V (x) | u |2 dx−
∫

RN

H(u) dx,

mas o funcional I não está bem definido em H1(RN) devido ao termo |u|2|∇u|2. Mais

ainda, temos as seguintes dificuldades: perda de compacidade, pois nossa equação (P)
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está definida em R
N e o fato do nosso potencial V (x) poder se anular numa vizinhança

próxima da origem ou no infinito. Assim, faremos algumas modificações apropriadas para

obter uma nova classe de problemas aos quais poderemos aplicar o argumento do passo da

montanha. Para isso, vamos primeiro considerar uma reformulação do problema depois

de uma discussão introduzida por del Pino e Felmer [25]. A partir de agora, consideramos

Λ = BR(0) com a constante real R > 1 dada pela condição (V1). Denotamos por χΛ

a função caracteŕıstica do conjunto Λ ⊂ R
N . Para k > 2θ/(θ − 2) > 2 consideremos a

seguinte função de Carathéodory não negativa ĥ :
(
R
N \ Λ

)
× R → R,

ĥ(x, t) := min{h(t), (V (x)/k)|t|},

e g : RN × R → R,

g(x, t) := χΛ(x)h(t) + (1− χΛ(x)) ĥ(x, t).

Em seguida, considere o seguinte problema auxiliar




−∆u+ V (x)u− [∆(u2)]u = g(x, u) em R
N ,

u > 0 em R
N ,

u ∈ D1,2(RN).

(AP )

Definindo Ĥ(x, s) =

∫ s

0

ĥ(x, t) dt e G(x, t) =

∫ s

0

g(x, t) dt, obtemos

G(x, t) = χΛ(x)H(t) + (1− χΛ(x)) Ĥ(x, t).

Notemos que formalmente (AP ) é a equação de a equação de Euler-Lagrange associada

ao funcional

Î(u) =
1

2

∫

RN

(
1 + 2|u|2

)
| ∇u |2 dx+

1

2

∫

RN

V (x) | u |2 dx−
∫

RN

G(x, u) dx.

Como o funcional Î não está bem definido no espaço H1(RN) temos que realizar uma

mudança de variáveis adequada para obter uma nova classe de problemas livres do termo

|u|2|∇u|2 e os funcionais associados estão bem definidos numa nova classe de espaços de

funções a ser definida na próxima secção.

Observação 3.4. Propriedades básicas da função auxiliar g são listadas abaixo:

1. 0 ≤ g(x, t) ≤ h(t) para todo x ∈ R
N e t ∈ R.

2. g(x, t) = h(t) e G(x, t) = H(t) para todo x ∈ Λ e t ∈ R.
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3. 0 ≤ g(x, t) ≤ (V (x)/k)|t| para todo x ∈ R
N \ Λ e t ∈ R.

4. 0 ≤ G(x, t) ≤ (V (x)/2k)t2 para todo x ∈ R
N \ Λ e t ∈ R.

3.2 Mudança de Variável

Os nossos argumentos baseiam-se nos métodos variacionais, no entanto, deve ser salientado

que não podemos aplicar diretamente tais métodos, já que, o funcional natural associado

Î não está bem definido nos espaços de Sobolev usuais. Para superar esta dificuldade,

seguimos a ideia desenvolvida por Liu, Wang e Wang em [38], isto é, fizemos a mudança

de variáveis v = f−1(u), onde f é definida por

f
′

(t) =
1

(1 + 2f 2(t))1/2
em [0,∞),

f(t) = −f(−t) em (−∞, 0].

Assim, após a mudança de variáveis, a partir de Î(u) obtemos o seguinte funcional

J(v) : = Î(f(v)) =
1

2

∫

RN

(
|∇v|2 + V (x)f 2(v)

)
dx−

∫

RN

G(x, f(v)) dx,

o qual está bem definido no espaço Orlicz-Sobolev (cf. [1])

E =

{
v ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

V (x)f 2(v) dx <∞
}
.

Mais ainda, E é um espaço de Banach (cf. Proposição 3.7) quando munido da norma (cf.

Proposição 3.6)

‖ v ‖E = ‖ ∇v ‖2 + inf
ε>0

1

ε

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(εv) dx

]
. (4.1)

Além disso, os pontos cŕıticos não triviais de J correspondem precisamente com as soluções

fracas positivas das equações

−∆v = f ′(v) [g(x, f(v))− V (x)f(v)] em R
N . (MP)

Como em [30, Proposicão 2.4] vemos que se v é uma solução fraca para (MP) então

u = f(v) é uma solução fraca para (AP ). Nosso objetivo aqui é provar a existência de

um ponto cŕıtico v de J satisfazendo g(x, f(v)) = h(v).

Proposição 3.5. Propriedades básicas da mudança de variáveis f(t) são listadas abaixo:
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(1) f é C∞, invert́ıvel e unicamente definida.

(2) |f ′(t)| ≤ 1 para todo t ∈ R.

(3) |f(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R.

(4) f(t)/t→ 1 quando t→ 0.

(5) f(t)/
√
t→ 21/4 quando t→ +∞.

(6) f(t)/2 ≤ tf ′(t) ≤ f(t) para todo t ≥ 0.

(7) |f(t)| ≤ 21/4|t|1/2 para todo t ∈ R.

(8) a função f 2(t) é estritamente convexa.

(9) existe uma constante positiva C tal que

|f(t)| ≥





C|t|, |t| ≤ 1

C|t|1/2, |t| ≥ 1.

(10) existem constantes positivas C1 e C2 satisfazendo

|t| ≤ C1|f(t)|+ C2|f(t)|2 para todo t ∈ R.

(11) |f(t)f ′(t)| ≤ 1/
√
2 para todo t ∈ R.

(12) f 2(λs) ≤ λ2f 2(s), para todo s ∈ R e λ ≥ 1.

(13) A função f(t)f ′(t)t−1 é decrescente para t > 0.

(14) A função f 3(t)f ′(t)t−1 é crescente para t > 0.

Prova: A prova dos itens (1)–(11) e (13)–(14) pode ser vista [27, Proposition 2.2,

Corollary 2.3] (veja também [19, 38]). No caso do item (12), uma prova pode ser

encontrada em [30, Lemma 2.1].

3.2.1 Propriedades do espaço de Orlicz-Sobolev E

Nesta seção, recordamos alguns fatos já demonstrados em artigos sobre o espaço de Orlicz-

Sobolev E, ver por exemplo Liu, Wang & Wang [38], do ó & Severo [27], que são cruciais

para o nosso argumento cuja finalidade é provar a existência de pontos cŕıticos para o

funcional J . Os próximos resultados são essenciais para a estrutura do nosso trabalho.
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Proposição 3.6. (1) E dotado da função definida em (2.1) é um espaço normado;

(2) Existe uma constante positiva C tal que para todos v ∈ E,

∫

RN

V (x)f 2(v) dx

1 +

[∫

RN

V (x)f 2(v) dx

]1/2 ≤ C||v||E; (4.2)

(3) Se vn → v em E, então

∫

RN

V (x)|f 2(vn)− f 2(v)| dx→ 0

e ∫

RN

V (x)|f(vn)− f(v)|2 dx→ 0;

(4) Se vn(x) → v(x) q.t.p x ∈ RN e

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx→
∫

RN

V (x)f 2(v) dx,

então

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(ξ(vn − v)) dx

]
→ 0.

Prova: Os itens (1)-(3) podem ser provados usando os mesmos argumentos que em [27,

Proposition 3.2].

Precisamos provar o item (4). Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente para provar

que ∫

RN

V (x)f 2(vn − v) dx→ 0. (4.3)

De fato, se ocorrer essa convergência, para todo λ > 1 dado decorre da Proposição 3.5,

Item (12), que

λ−1

{
1 +

∫

RN

V (x)f 2 (ξ(vn − v)) dx

}
≤ 1

λ
+
λ2

λ

∫

RN

V (x)f 2 (vn − v) dx ≤ 2

λ

para n ≥ n0(λ) suficientemente grande. Então

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(ξ(vn − v)) dx

]
≤ 2

λ
para todo n ≥ n0.

Isto implica que,

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(ξ(vn − v)) dx

]
→ 0.
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Agora, provaremos (4.3). Do mesmo modo que em [38, Proposition 2.1], temos que

V (x)f 2(vn) é assintoticamente equi-cont́ınuo na integração, isto é, para cada ε > 0,

existem δ > 0, n0 ∈ N tal que se U ⊂ R
N , |U | ≤ δ e n ≥ n0, então

∫

U

V (x)f 2(vn − v) dx ≤ ε.

Seja ε > 0. Considere r > 0 e A = B[0, r] ⊂ R
N tal que

∫

RN\A

V (x)f 2(v) dx ≤ ε/2.

Temos que ∫

RN\A

V (x)f 2(vn) dx→
∫

RN\A

V (x)f 2(v) dx

e então ∫

RN\A

V (x)f 2(vn) dx < ε para n suficientemente grande.

Usando a convexidade da função f 2 e o Item (12) da Proposição 3.5, obtemos

∫

RN\A

V (x)f 2(vn − v) dx ≤ 1

2

∫

RN\A

[
V (x)f 2(2vn) + V (x)f 2(2v)

]
dx

≤ 4

2

∫

RN\A

[
V (x)f 2(vn) + V (x)f 2(v)

]
dx ≤ 4ε para n

suficientemente grande. Por outro lado, pela equi-continuidade da integral, existe uma

constante δ > 0 tal que se U ⊂ R
N com |U | ≤ δ então

∫

U

V (x)f 2(vn − v) dx ≤ ε para n suficientemente grande.

Para o conjunto Z = V −1(0), definido na Observação 3.3, existe um número real α > 0

suficientemente pequeno

Zα = {x ∈ R
N : dist(x,Z) < α} ⊂ B(0, R) e |Zα − Z| < δ/2.

Como V (x) > 0 no conjunto compacto A \ Zα = A ∩ Z
c
α, temos ζ = min

A\Zα

V (x) > 0.

Considere os conjuntos An,1 = {x ∈ A : |vn(x) − v(x)| > a} e An,2 = {x ∈ A :

|vn(x)− v(x)| ≤ a}, com a > 0 a ser escolhido apropriadamente. Notemos que

∫

An,1

V (x)f 2(vn − v) dx ≤
∫

Zα∩An,1

V (x)f 2(vn − v) dx+

∫

Zc
α∩An,1

V (x)f 2(vn − v) dx

e, pelo fato de f 2 ser uma função par e crescente para t ≥ 0, obtemos

C ≥
∫

RN

V (x)f 2(vn − v) dx ≥
∫

Zc
α∩An,1

V (x)f 2(vn − v) dx ≥ ζf 2(a)|Zcα ∩ An,1|.
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Usando que f 2(t) ≥ c|t| para todo |t| > 1, podemos escolher a > 0 tal que C
(
ζf 2(a)

)−1
<

δ/2. Deste modo,

|Zc ∩ An,1| = |Zcα ∩ An,1|+ | (Zα\Z) ∩ An,1| < δ.

Portanto, conclúımos que

∫

An,1

V (x)f 2(vn−v) dx =

∫

Zc∩An,1

V (x)f 2(vn−v) dx ≤ ε para n suficientemente grande.

Por outro lado, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos

∫

An,2

V (x)f 2(vn − v) dx→ 0.

Assim,

∫

RN

V (x)f 2(vn − v) dx =

∫

A

V (x)f 2(vn − v) dx+

∫

RN\A

V (x)f 2(vn − v) dx

≤
∫

An,1

V (x)f 2(vn − v) dx+

∫

An,2

V (x)f 2(vn − v) dx+ 4ε ≤ 6ε

para n ∈ N suficientemente grande. Este resultado implica (4.3) e, desta forma,

completamos a prova desta proposição.

Proposição 3.7. E é um espaço de Banach.

Prova: Notemos primeiramente que a aplicação: v 7→ f(v) de E em L2(2∗)(RN) é

cont́ınua. De fato, como |f(t)| ≤ c
√
|t| para todo t ∈ R e |∇(f 2(v))| = 2|f(v)f ′(v)||∇v| ≤

c|∇v| para todo v ∈ E, obtemos f 2(v) ∈ D1,2(RN). Então, pela desigualdade de Sobolev-

Gagliardo-Nirenberg, obtemos

||f(v)||2(2∗) = ||f 2(v)||1/22∗ ≤ C||∇(f 2(v))||1/22 ≤ C||∇v||1/22 ≤ C||v||1/2E para todo v ∈ E.

(4.4)

Seja (vn) uma sequência de Cauchy em E. Usando o mergulho cont́ınuo

E →֒ D1,2(RN) →֒ L2∗(RN), (4.5)

e a completude de D1,2(RN), temos que existe v ∈ D1,2(RN) tal que vn → v em D1,2(RN)

e vn → v q.t.p x ∈ R
N . Pela desigualdade (4.2) da Proposição 3.6 obtemos

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx ≤ C
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a qual juntamente com Lema de Fatou implicam
∫

RN

V (x)f 2(v) dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx ≤ C,

e consequentemente v ∈ E. Pela desigualdade (4.2), dado ε ≥ 0, existe n0 ∈ N tal que
∫

RN

V (x)f 2(vn − vm) dx ≤ ε para todo n,m ≥ n0.

Fixando m > n0 e aplicando o Lema de Fatou temos
∫

RN

V (x)f 2(vm − v) dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vm − vn) dx ≤ ε,

a qual implica que

lim
m→∞

∫

RN

V (x)f 2(vm − v) dx = 0.

Por conseguinte, de forma análoga ao estabelecido na prova do Item (4) na Proposição

3.6, obtemos

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(ξ(vn − v)) dz

]
→ 0,

e consequentemente vn → v em E, e portanto E é um espaço de Banach.

3.3 Estrutura do tipo Passo da Montanha para o

funcional J

Resultados de Regularidade

Proposição 3.8. O funcional Euler-Lagrange J associado a (MP) satisfaz as seguintes

condições:

1. J está bem definido e é um funcional cont́ınuo em E.

2. J é Gateaux-diferenciável em E e sua derivada é dada por

J ′(v)(w) =

∫

RN

(
∇v∇w + V (x)f(v)f ′(v)w

)
dx−

∫

RN

g(x, f(v))f ′(v)w dx

para todo v, w ∈ E.

3. Para v ∈ E, J ′(v) ∈ E ′ e se vn → v em E então J ′(vn) → J ′(v) na topologia fraca-∗
de E ′, isto é, para cada w ∈ E temos

〈J ′(vn), w〉 → 〈J ′(v), w〉.
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Prova: A prova desta Proposição é essencialmente a mesma feita em [27, Proposition

2.5].

Geometria Passo da Montanha

É padrão para provar que J satisfaz as condições geométricas do tipo passo da montanha.

Inclúımos a prova aqui para referência. Para o próximo resultado que consideramos o

funcional Q : E → R definido por

Q(v) =

∫

RN

(
|∇v|2 + V (x)f 2(v)

)
dx

e o conjunto

S(ρ) := {v ∈ E : Q(v) = ρ2}.

Lema 3.9. O funcional J tem a geometria do Passo da Montanha, ou seja, J satisfaz:

1. Existem ρ, α > 0, tais que J(v) ≥ α se v ∈ S(ρ).

2. Existe ϕ ∈ E tal que J(tϕ) → −∞ quando t→ +∞.

Prova: Uma vez que G(x, t) ≤ H(t) para tdo x ∈ R
N e t ∈ R, para v ∈ S(ρ) temos

J(v) =
1

2
Q(v)−

∫

RN

G(x, f(v)) dx =
1

2
ρ2 −

∫

RN

H(f(v)) dx.

Pela Observação 3.3 e Item (7) da Proposição 3.5 temos que

H(f(t)) ≤ c̃0|f(t)|2(2
∗) ≤ C|t|2∗ para todo t ∈ R.

Então, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos

J(v) ≥ 1

2
ρ2 − C

∫

RN

|v|2∗dx ≥ 1

2
ρ2 − CQ(v)2

∗/2 = ρ2
(
1

2
− Cρ2

∗−2

)
.

Escolhendo ρ > 0 tal que (1/2) − Cρ2
∗−2 > 0, conclúımos a primeira parte da prova.

Agora, provaremos o Item 2. Segue da hipótese (h3), a famosa condição de Ambrosetti-

Rabinowitz, que existem constantes reais positivas C1, C2 tais que

H(s) ≥ C1s
2θ − C2 para todo s ≥ 0. (4.6)

Escolhendo uma função não nula ϕ ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]) tal que supp(ϕ) ⊂ Λ, temos que

(4.6) implica

J(tϕ) ≤ t2

2

∫

Λ

(
| ∇ϕ |2 +V (x) | ϕ |2

)
dx− C1

∫

Λ

|f(tϕ)|2θ dx+ C2|Λ|,
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onde |Λ| denota a medida de Lebesgue de Λ. Usando a propriedade (6) da Proposição

3.5, segue que f(s)/s é decrescente para s > 0. Desde que 0 ≤ tϕ(x) ≤ t para x ∈ Λ e

t ≥ 0, obtemos f(tϕ(x)) ≥ f(t)ϕ(x), e então

J(tϕ) ≤ t2

2

[∫

Λ

(
| ∇ϕ |2 +V (x) | ϕ |2

)
dx− C1

f(t)2θ

t2

∫

Λ

ϕ2θ dx+
C2

t2
|Λ|
]
.

Uma vez que θ > 2 e f(t) ≥ C
√
t para alguma constante real positiva e todo t > 1,

conclúımos

lim
t→+∞

f(t)2θ

t2
≥ C lim

t→+∞
tθ−2 = +∞.

Assim, obtemos lim
t→∞

J(tϕ) = −∞, como desejado.

3.4 Condição de Palais-Smale para o funcional J

Lema 3.10. Suponhamos que (h1)− (h3) valem. Então qualquer sequência Palais-Smale

para J é limitada em E.

Prova: Seja (vn) ⊂ E uma sequência (P.–S.) para J , assim dado δ > 0 para n

suficientemente grande temos

J(vn)−
1

θ
〈J ′(vn), vn〉 ≤ δ ‖ vn ‖E +c. (4.7)

Usando o Item (6) da Proposição 3.5 obtemos 0 ≤ f(t)f ′(t)t ≤ f 2(t), para todo t ∈ R.

Segue da Observação 3.4 que

J(vn)−
1

θ
〈J ′(vn), vn〉 ≥

(
1

2
− 1

θ

)∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx

− 1

2θ

∫

Λ

[2θH(f(vn))− 2h(f(vn))f
′(vn)vn] dx

− 1

2k

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx.

Como k ≥ 2θ/(θ − 2), usando a hipótese (h3) vemos que

J(vn)−
1

θ
〈J ′(vn), vn〉 ≥

1

2k

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx. (4.8)

Usando a desigualdade elementar s1/2 < 1+ s2 para s ≥ 0, obtemos a seguinte estimativa

‖ vn ‖E ≤
(∫

RN

|∇vn|2 dx
)1/2

+ 1 +

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx

≤ 2 +

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx.

(4.9)
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Escolhendo δ > 0 tal que C(θ, δ) := 1/(2k)− δ > 0 e usando (4.7)-(4.9), conclúımos que

2δ + c ≥ C(θ, δ)

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx,

a qual implica que
∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx ≤ C = C(θ, c).

Da estimativa (4.9) obtemos que (vn) é limitada em E.

Lema 3.11. Suponha que (h1) − (h3) valem. Então J satisfaz a condição de Palais-

Smale, isto é, se (vn) ⊂ E é uma sequência Palais-Smale arbitrária para J então existe

uma subsequência de (vn) que converge em E.

Prova: Seja (vn) ⊂ E uma sequência (P.–S.) para J . Devido ao Lemma 3.10 sabemos

que (vn) é limitada em E, e portanto em D1,2(RN). Desta forma podemos assumir que

existe v ∈ D1,2(RN) tal que

vn ⇀ v em D1,2(RN), vn ⇀ v em L2∗(RN), e vn(x) → v(x) q.t.p. em R
N .

Dáı, pela desigualdade (4.2) e pelo Lema de Fatou podemos concluir que
∫

RN

V (x)f 2(v) dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx ≤ C,

a qual implica que v ∈ E. Agora, como f 2 é convexa vemos que o funcional Q(u) é

convexo e então, por [36, Lemma 15.3], temos

1

2
Q(v)− 1

2
Q(vn) ≥

1

2
〈Q′(vn), v − vn〉

=

∫

RN

∇vn(∇v −∇vn) dx+
∫

RN

V (x)f(vn)f
′(vn)(v − vn) dx.

Assim,

1

2

∫

RN

(
|∇v|2 + V (x)f 2(v)

)
dx− 1

2

∫

RN

(
|∇vn|2 + V (x)f 2(vn)

)
dx

≥
∫

RN

g(x, f(vn))f
′(vn)(v − vn) dx+ 〈J ′(vn), v − vn〉.

(4.10)

Necessitamos estimar a sequência de integrais

∫

RN

g(x, f(vn))f
′(vn)(v − vn) dx. Em

prinćıpio, observamos que g(x, f(vn))f
′(vn) é limitada em L2N/(N+2)(RN). De fato, usando

a Observação 3.3 e 3.4 e a Proposição 3.5 vemos que para todo t ∈ R,

0 ≤ g(x, f(t))f ′(t) ≤ h(f(t))f ′(t) ≤ c0|f(t)|2(2
∗)−1f ′(t) ≤ c|f(t)|2(2∗−1) ≤ C|t|2∗−1.



88

Como (2∗ − 1)2N/(N + 2) = 2∗, usando a desigualdade de Sobolev obtemos
∫

RN

|g(x, f(vn))f ′(vn)|2N/(N+2) dx ≤ C

∫

RN

|vn|2
∗

dx ≤ C||∇vn||2
∗

2 ≤ C||vn||2
∗

E ≤ C ′.

Para cada ε > 0, seja r > R tal que

max
{
[2k/(k − 1)]ω

1/N
N C, C ′

}(∫

|x|≥r

| v(x) |2∗ dx

)1/2∗

<
ε

4
(4.11)

onde C é uma constante positiva tal que C ≥‖ vn ‖E para todo n e ωN é o volume da

bola unitária em R
N . Para este r temos

∫

|x|≥2r

|g(x, f(vn))f ′(vn)v|dx ≤ ||g(x, f(vn))f ′(vn)||L2N/(N+2)(RN )||v||L2∗ (RN\Br) <
ε

4
.

Seja η = ηr ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]) uma função que verifica supp(η) ⊆ Bc

r(0), η ≡ 1 in Bc
2r(0)

e | ∇η(x) |≤ 1/r para todo x ∈ R
N . Como (vn) é limitado em E, a sequência (ηvn) é

também limitada em E e então 〈J ′(vn), (ηvn)〉 = on(1), isto é,

∫

RN

[∇vn∇(ηvn) + V (x)f(vn)f
′(vn)(ηvn)] dx =

∫

RN

(ηvn)g(x, f(vn))f
′(vn) dx+ on(1).

Uma vez que η ≡ 0 em Br(0) e Λ = BR(0) ⊂ Br(0), a última desigualdade combinada

com a propriedade dada no item (3) da Observação 3.4 obtemos
∫

|x|≥r

η
[
| ∇vn |2 + V (x)f(vn)f

′(vn)vn] dx

≤ 1

k

∫

|x|≥r

ηV (x)f(vn)f
′(vn)vn dx−

∫

|x|≥r

vn∇vn∇η dx+ on(1)

assim,
(
1− 1

k

)∫

|x|≥r

η
[
| ∇vn |2 +V (x)f(vn)f

′(vn)vn
]
dx

≤ 1

r

∫

r≤|x|≤2r

| vn || ∇vn | dx+ on(1).

(4.12)

Notemos que H1(B2r(0)) = D1,2(B2r(0)), portanto vn ∈ L2(B2r(0)) e pela desigualdade

de Hölder conclúımos
∫

r≤|x|≤2r

| vn || ∇vn | dx ≤ ‖ ∇vn ‖2
(∫

r≤|x|≤2r

| vn |2 dx

)1/2

.

Como vn ⇀ v em H1(B2r\Br) devido ao Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov

temos vn → v em Ls(B2r \ Br), passando a uma subsequência, se necessário, para todo

1 ≤ s < 2∗. Usando que ||∇vn||2 ≤ C, conclúımos

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

| vn || ∇vn | dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

| v |2 dx

)1/2

. (4.13)



89

Por outro lado, usando novamente a desigualdade de Hölder

(∫

r≤|x|≤2r

| v |2 dx

)1/2

≤
(∫

r≤|x|≤2r

| v |2∗ dx

)1/2∗

| B2r \Br |1/N . (4.14)

Lembrando que | B2r \Br | ≤ | B2r |= ωN2
NrN , das estimativas (4.13) e (4.14) obtemos

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

| vn || ∇vn | dx ≤ 2Crω
1/N
N

(∫

r≤|x|≤2r

| v |2∗ dx

)1/2∗

. (4.15)

De (4.11), (4.12) and (4.15), segue que

lim sup
n

∫

|x|≥r

η
(
| ∇vn |2 +V (x)f(vn)f

′(vn)vn
)
dx <

ε

4
.

Como g(x, t) ≤ (V (x)|t|)/k em R
N\Br, η ≡ 1 em R

N\B2r e k > 1 obtemos

0 ≤ lim sup
n

∫

|x|≥2r

g(x, f(vn))f
′(vn)vn dx <

ε

4
. (4.16)

Agora, usando (h1)− (h2), o mergulho compacto H1(B2r) →֒ L
p−2
2

2N
N+2 (B2r) e o Teorema

da Convergência Dominada, conclúımos que

g(x, f(vn))f
′(vn) → g(x, f(v))f ′(v) em L2N/(N+2)(B2r).

Pela desigualdade de Hölder e ||v − vn||2∗ ≤ C1, segue que

lim
n→∞

∫

|x|≤2r

[g(x, f(vn))f
′(vn)− g(x, f(v))f ′(v)] (v − vn) dx = 0. (4.17)

Finalmente, (4.16) and (4.17) resultam em

lim
n→∞

∫

RN

[g(x, f(vn))f
′(vn)− g(x, f(v))f ′(v)] (v − vn) dx = 0. (4.18)

Desta forma, passando o limite em (4.10),

lim inf
n→∞

∫

RN

|∇vn|2 dx + lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx ≤
∫

RN

|∇v|2 dx+
∫

RN

V (x)f 2(v) dx.

Por outro lado, pela semicontinuidade fraca inferior da norma e pelo Lema de Fatou temos
∫

RN

|∇v|2 dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

|∇vn|2 dx
∫

RN

V (x)f 2(v) dx ≤ lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx.

Portanto, devemos ter

lim inf
n→∞

∫

RN

|∇vn|2 dx =

∫

RN

|∇v|2 dx

lim inf
n→∞

∫

RN

V (x)f 2(vn) dx =

∫

RN

V (x)f 2(v) dx.
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Usando o Item (4) da Proposição 3.6, a menos de subsequência, obtemos

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫

RN

V (x)f 2(ξ(vn − v)) dx

]
→ 0

a qual implica que vn → v in E.

A seguir, denotaremos por B a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0), e por

I0 : H
1
0 (B) → R o funcional

I0(v) =
1

2

∫

B

(
| ∇v |2 +max

B
(V (x), 1) f 2(v)

)
dx−

∫

B

H(f(v)) dx.

Usando argumentos análogos aos da Proposição 3.9 vemos que I0 tem a geometria do passo

da montanha e então, o ńıvel do passo a montanha associado a I0 está bem definido, isto

é,

d = inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

I0(γ(t)),

onde

Γ0 = {γ ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (B)
)
: γ(0) = 0 e γ(1) = e},

com e ∈ H1
0 (B) \ {0} verificando I0(e) < 0.

Observação 3.12. Notemos que J(u) ≤ I0(u) para todo u ∈ H1
0 (B). Em particular,

temos que J(e) ≤ I0(e) < 0. Denotamos por mJ o ńıvel do passo da montanha associado

com J , isto é,

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], E)) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Observemos que 0 < mJ ≤ d.

A fim de provar a existência de um ponto cŕıtico para J usamos a versão mais geral do

Teorema do passo da montanha (cf. Proposição 2.14, caṕıtulo 3), que é uma consequência

do Prinćıpio Variacional Ekeland desenvolvido em [9] (cf. [22], [36], [48]). Enunciamos,

portanto, o seguinte resultado de existência:

Proposição 3.13. Existe φ ∈ E\{0} um ponto cŕıtico para J tal que J(φ) = mJ .

Prova: Este fato segue diretamente da Proposição 2.14, caṕıtulo 3.
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3.5 Estimativas a priori

Lema 3.14. Seja v ∈ E um ponto cŕıtico do funcional J no ńıvel minimax mJ . Então v

satisfaz a estimativa

‖ v ‖E ≤ 2 + 2kd.

Prova: É suficiente combinar (4.8), (4.9) e o fato que mJ ≤ d.

A próxima proposição é crucial para nossos argumentos porque estabelece uma

importante estimativa envolvendo a norma L∞(RN) da solução v do problema auxiliar

(AP ). A seguinte proposição é uma versão adaptada ao nosso problema do resultado

devido a Brézis e Kato (c.f. [16]).

Proposição 3.15. Seja a ∈ Lq(RN), 2q > N, e v ∈ E uma solução fraca do problema

−∆v + V (x)f(v)f ′(v) = g(x, f(v))f ′(v) em R
N . (4.19)

Suponha que

|g(x, f(v))| ≤ a(x)|v|, q.t.p x ∈ R
N .

Então existe M =M(N, q, ||a||q) > 0 tal que

‖ v ‖∞ ≤M ‖ v ‖2∗ . (4.20)

Prova: Para cada m ∈ N e β > 1, seja

Am = {x ∈ R
N : | v(x) |β−1≤ m},

and

vm =





v | v |2(β−1) em Am

m2v em Bm = R
N \ Am.

Pela definição de vm temos vm|∂Bm
= vm|∂Am

, e, então vm ∈ D1,2(RN). Mais ainda, como

|vm| ≤ m2|v|, para cada m ∈ N obtemos

∫

RN

V (x)f 2(vm) dx ≤ m4

∫

RN

V (x)f 2(v) dx < ∞
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a qual implica que vm ∈ E. Calculando ∇vm, temos

∇vm =





(2β − 1) | v |2(β−1) ∇v em Am

m2∇v em Bm.

e portanto

∫

RN

∇v∇vm dx = (2β − 1)

∫

Am

| v |2(β−1)| ∇v |2 dx+m2

∫

Bm

| ∇v |2 dx. (4.21)

Aplicando esta função vm em (4.19), conclúımos que

∫

RN

(∇v∇vm + V (x)f(v)f ′(v)vm) dx =

∫

RN

g(x, f(v))f ′(v)vm dx.

Além disso, definindo

ωm =





v | v |β−1 em Am

mv em Bm = R
N \ Am,

segue que ωm ∈ E e

∇ωm =





β | v |β−1 ∇v em Am

m∇v em Bm.

Observemos que

∫

RN

| ∇ωm |2 dx = β2

∫

Am

| v |2(β−1)| ∇v |2 dx+m2

∫

Bm

| ∇v |2 dx. (4.22)

De (4.21) e (4.22) conclúımos

∫

RN

| ∇ωm |2 dx−
∫

RN

∇v∇vm dx =

∫

Am

(
β2 − 2β + 1

)
| v |2(β−1)| ∇v |2 dx.

Usando (4.21), obtemos a desigualdade

(
2β − 1

)∫

Am

| v |2(β−1)| ∇v |2 dx ≤
∫

RN

(∇v∇vm + V (x)f(v)f ′(v)vm) dx,

a qual implica em

∫

RN

| ∇ωm |2 dx ≤
[
(β2 − 2β + 1)

(2β − 1)
+ 1

] ∫

RN

(∇v∇vm + V (x)f(v)f ′(v)vm) dx.

Como (4.19) vale para v, segue que

∫

RN

| ∇ωm |2 dx ≤ β2

(2β − 1)

∫

RN

g(x, f(v))f ′(v)vm dx ≤ β2

∫

RN

g(x, f(v))f ′(v)vm dx.
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Seja S a melhor constante que verifica

‖ v ‖22∗ ≤ S

∫

RN

| ∇v |2 dx para todo v ∈ D1,2(RN).

Pela definição de vm obtemos |vm| ≤ |v|2β−1 in R
N e então |g(x, f(v))f ′(v)vm| ≤ a(x)|v|2β.

Dáı, para q1 > 1 tal que (1/q1) + (1/q) = 1, σ = 2∗/(2q1) > 1 e β = σ, da desigualdade

de Hölder obtemos
[∫

Am

| ωm |2∗ dx
](N−2)/N

≤ Sβ2

∫

RN

a(x) | v |2β dx

≤ Sβ2 ‖ a ‖q
[∫

RN

| v |2βq1 dx

]1/q1
.

Como |ωm| ≤ |v|β in R
N e |ωm| = |v|β em Am, segue que

[∫

Am

|v|β2∗dx
](N−2)/N

≤ Sβ2 ‖ a ‖q
[∫

RN

| v |2βq1 dx

]1/q1
.

Fazendo m→ ∞, temos pelo Teorema da Convergência Monótona que

‖ v ‖2ββ2∗ ≤ Sβ2 ‖ a ‖q‖ v ‖2β2βq1 ,

e portanto

‖ v ‖β2∗ ≤ β1/β (S ‖ a ‖q)1/(2β) ‖ v ‖2βq1 . (4.23)

Em outras palavras, v ∈ Lσ2
∗

(RN) e

‖ v ‖2∗σ ≤ σ1/σ (S ‖ a ‖q)1/(2σ) ‖ v ‖2∗ . (4.24)

Supondo β = σ2 em (4.23) obtemos 2q1β = 2∗σ and

‖ v ‖2∗σ2 ≤ σ2/σ2

(S ‖ a ‖q)1/(2σ
2) ‖ v ‖2∗σ . (4.25)

As desigualdades (4.24) e (4.25) implicam que

‖ v ‖2∗σ2≤ σ
1
σ
+ 2

σ2 (S ‖ a ‖q)
1
2(

1
σ
+ 1

σ2 ) ‖ v ‖2∗ . (4.26)

Pelo argumento de iteração, substituindo β por σj em (4.23), conclúımos que

‖ v ‖2∗σj≤ σ
∑j

l=1(1/σ
l) (S ‖ a ‖q)

1
2(

∑j
l=1(1/σ

l)) ‖ v ‖2∗ . (4.27)

Uma vez que

∞∑

l=1

l

σl
=

σ

(σ − 1)2
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segue da estimativa obtida em (4.27) que

‖ v ‖2∗σj ≤ σσ/(σ−1)2 (S ‖ a ‖q)1/(2(σ−1)) ‖ v ‖2∗ ,

para todo j ∈ N. Lembrando que

‖ v ‖∞ = lim
i→∞

‖ v ‖i,

e σ = 2∗/(2q1) > 1, podemos concluir que a Proposição 3.15 é válida com

M = σσ/(σ−1)2 (S ‖ a ‖q)1/(2(σ−1))

notemos que M =M(N, q, ||a||q).

Lema 3.16. Se v ∈ E é um ponto cŕıtico do funcional J , então v > 0.

Prova: Como v ∈ E é um ponto cŕıtico para J obtemos

0 = 〈J ′(v), v−〉 =
∫

RN

(
|∇v−|2 + V (x)f(v−)f ′(v−)v−

)
dx ≥

∫

RN

|∇v−|2dx,

a qual implica ||v−||D1,2(RN ) = 0 e então v ≥ 0. Como v ∈ L∞(RN) o resultado segue do

Prinćıpio do Máximo.

Lema 3.17. Existe M̃ > 0 tal que

‖ v ‖∞ ≤ M̃

para qualquer R > 1 e qualquer solução v de (MP ) tal que J(v) = mJ .

Prova: Como 0 ≤ g(x, t) ≤ h(t) ≤ c0|t|p−2 para todo t ∈ R, obtemos

|g(x, f(v))| ≤ c0|f(v)|p−2 ≤ 21/4c0|v|(p−2)/2 ≤ a(x)|v|

onde

a(x) = 21/4c0|v(x)|(p−4)/2.

Cálculos diretos mostram que a ∈ Lq(RN) para q = 2(2∗)/(p− 4) > N/2. Então, usando

a desigualdade de Sobolev e o Lema 3.14 obtemos

‖ a ‖q ≤ 2c0 ‖ v ‖(p−4)/4
2∗ ≤ 2c0

(
S1/2(2 + 2kd)

)(p−4)/4
.
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Agora, para M dado na Proposição 3.15 conclúımos

M ‖ v ‖2∗ = σσ/(σ−1)2 (S ‖ a ‖q)1/(2(σ−1)) ‖ v ‖2∗

≤ σσ/(σ−1)2
(
2Sc0(S

1/2(2 + 2kd))(p−4)/4)
)1/(2(σ−1)) (

S1/2(2 + 2kd)
)
:= M̃

com σ = 2∗/(2q1). Observemos que M̃ não depende de R > 1 ou v e satisfaz as condições

desta proposição. Desta forma, o resultado segue da Proposição 3.15.

Lema 3.18. Seja v ∈ E uma solução positiva para (MP) com J(v) = mJ . Então v

satisfaz

v(x) ≤ RN−2 ‖ v ‖∞
| x |N−2

≤ RN−2M̃

| x |N−2
para todo x ∈ R

N \ {0}.

Prova: Considere a função harmônica ψ :
(
R
N \BR(0)

)
−→ R dada por

ψ(x) =
RN−2 ‖ v ‖∞

| x |N−2
.

Como ψ ≥ 0 obtemos

−∆ψ +

(
1− 1

k

)
V (x)f(ψ)f ′(ψ) ≥ 0.

Agora, tomando como função teste

φ =





(v − ψ)+ se x ∈ R
N \BR(0),

0 se x ∈ BR(0).

Observemos que v ≤ ψ em ∂BR(0) então podemos concluir que φ ∈ D1,2(RN). Além disso

J ′(v)(φ)−
∫

RN\BR(0)

1

k
V (x)f(v)f ′(v)φ ≤ 0.

Considere Ω := {x ∈ R
N \BR(0) : v > ψ}. Dáı, combinando estas estimativas, obtemos

0 ≥
∫

Ω

(∇v −∇ψ)∇φ+

(
1− 1

k

)
V (x)(f(v)f ′(v)− f(ψ)f ′(ψ))φ dx

≥
∫

Ω

(
1− 1

k

)
V (x)(f(v)f ′(v)− f(ψ)f ′(ψ))φ dx.

Usando que f 2(t) é estritamente convexa, temos que ff ′ é uma função decrescente e então

a última integral é não negativa. Assim o conjunto Ω = {x ∈ R
N \ BR(0) : v > ψ} é

vazio. E portanto, a prova está completa.
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3.6 Prova do Teorema 3.1

Da Proposição 3.13, o problema (MP) tem uma solução de energia limitada v ∈ D1,2(RN)

a qual é uma função positiva. Portanto, pela definição de g, para mostrar que f(v) = u

é solução do problema (P), é suficiente provar que f(v) satisfaz a desigualdade

h(f(v)) ≤ V (x)

k
f(v) em R

N\BR(0).

Das hipóteses (h1) e (h2), existe uma constante real c0 > 0 tal que

| sh(s) |≤ c0 | s |2(2
∗) para tdo s ∈ R.

Segue do Lema 3.18 que

h(f(v))

f(v)
≤ c0 | f(v) |

2N+4
N−2 ≤ 2c0 | v |N+2

N−2 ≤ 2c0M̃
N+2
N−2

RN+2

| x |N+2
para todo | x |≥ R.

Agora, sejam µ∗ = k2c0M̃
N+2
N−2 e µ ≥ µ∗. A hipótese (V1) completa a prova.



Caṕıtulo 4

Ondas estacionárias para um sistema

de equações de Schrödinger não

lineares com potencial não negativo

Neste trabalho, estudamos a existência de soluções para equações de Schrödinger

acopladas não lineares da forma




−∆u+ V (x)u = K(x)Fu(u, v) em R
N ,

−∆v + V (x)v = K(x)Fv(u, v) em R
N ,

u > 0, v > 0 em R
N ,

u, v ∈ H1(RN),

(S)

onde N ≥ 3 e F : ([0,∞) × [0,∞)) → R é uma função p-homogênea de classe C1 com

2 < p < 2∗, e 2∗ = 2N/(N − 2) o expoente cŕıtico de Sobolev.

Neste caṕıtulo, assumiremos que V,K : RN → R são funções cont́ınuas, limitadas e

não negativas que satisfazem as seguintes condições:

(V0)

λ1 := inf
{(u,v)∈H,||(u,v)||L=1}

||(u, v)||2H > 0,

onde

H :=

{
(u, v) ∈ H1(RN)×H1(RN) :

∫

RN

V (x)
(
u2 + v2

)
dx < +∞

}

é um espaço de Hilbert quando dotado do seguinte produto interno

〈(u, v), (φ, ϕ)〉H :=

∫

RN

(∇u∇φ+ V (x)uφ+∇v∇ϕ+ V (x)vϕ) dx, ∀ (u, v), (φ, ϕ) ∈ H
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e da norma proveniente deste produto interno

||(u, v)||2H :=

∫

RN

(| ∇u |2 +V (x)u2+ | ∇v |2 +V (x)v2) dx, ∀ (u, v) ∈ H

e L = L2(RN)× L2(RN) equipado com a norma proveniente do produto interno usual

||(u, v)||2L := ||u||2L2(RN ) + ||v||2L2(RN ). (cf. [46])

Para o potencial V e a função K, primeiramente, assumimos que

(V1) Existem λ > 0 e R > 0, tais que




K(x) 6= 0 para algum x ∈ BR(0) e

0 < µ ≤ K(x) ≤ V (x) ≤ λ, ∀ |x| ≥ R,

onde BR(0) denota uma bola unitária em R
N com raio R centrada na origem. Impomos

também para a função K, uma hipótese similar usada em [4], denominada,

(V2) Existem γ > µ e R > 0, tais que sup
|x|≥R

K(x)
R2(N−2)

|x|2(N−2)
≤ γ .

A fim de obter o nosso principal resultado, vamos apresentar as hipóteses sobre a não

linearidade F (u, v) que assumimos ao longo deste caṕıtulo:

(F0) F : ([0,∞)× [0,∞)) → R é uma função p-homogênea de classe C1 com 2 < p < 2∗,

e que existe uma constante real 0 < c0 ≤ µp/2 tal que

| Fu(u, v) | + | Fv(u, v) | ≤ c0 (u
p−1 + vp−1), ∀u, v ≥ 0.

(F1) Fu(0, 1) = Fv(1, 0) = 0.

(F2) Fu(1, 0) = Fv(0, 1) = 0.

(F3) Fuv(u, v) > 0, ∀u, v > 0.

Assumimos também neste caṕıtulo que uma solução positiva (u, v) de (S) significa

u > 0 e v > 0 em R
N . A seguir, estabelecemos o resultado principal deste caṕıtulo, que

irá garantir, sob certas condições, a existência de soluções para o sistema (S).

Teorema 4.1. Suponhamos que (V0) − (V2) e (F0) − (F3) são satisfeitas. Então, existe

γ∗ > 0 tal que (S) possue pelo menos uma solução fraca positiva (u, v) para todo

0 < γ ≤ γ∗.
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Observação 4.2. (a) Um t́ıpico exemplo de uma função p−homogênea F (u, v)

satisfazendo nossas hipóteses é dada por

F (u, v) = Q(u, v)p/l com p/l ≥ 1 e Q(u, v) uma função l-homogênea satisfazendo

Q(u, v) =
∑

αi+βi=l

aiu
αivβi , u, v ≥ 0,

onde i ∈ I (#I <∞), αi ≥ 2, βi ≥ 2, 4 ≤ l ≤ p < 6, N = 3 e ai > 0 .

(b) A seguir, apresentamos um exemplo de potencial admisśıvel satisfazendo nossas

hipóteses (V0)− (V2):

Seja R > 1. Considere V,K funções constantes tais que 0 < µ ≤ K(x) ≤ V (x) ≤ λ

para todo x ∈ R
N para alguns µ > 0 e λ > 0.

Este caṕıtulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secção 4.1, damos algumas

preliminares e introduzimos um sistema auxiliar (AS) apropriado para aplicar o método

minimax. Nas Secções 4.2 e 4.3, usando a condição (V1), provamos a condição de

compacidade Palais-Smale para o funcional relacionado com o sistema auxiliar (AS) e

com a ajuda do teorema do passo da montanha obtemos a existência de pontos cŕıticos.

Na Secção 4.4, estudamos algumas propriedades qualitativas das soluções de (AS), mais

precisamente, provamos que as soluções de (AS) pertencem a L∞(RN) e também obtemos

a taxa de decaimento a zero no infinito destas soluções. Na Secção 4.5, usando a condição

(V2), mostraremos a existência de pelo menos uma solução positiva para o sistema auxiliar

(AS), que é também uma solução para o sistema (S) e, portanto, podemos concluir a prova

do Teorema 4.1.

4.1 Estrutura Variacional

4.1.1 O sistema auxiliar

Buscamos soluções para (S) definidas em R
N . Para superar a perda de compacidade,

utilizaremos o método introduzido no artigo de del Pino and Felmer [25]. Assim,

ambientamos nosso problema no espaço de Sobolev com peso H e introduzimos um

sistema auxiliar modificando o sistema gradiente (Fu(u, v), Fv(u, v)) para um outro

sistema gradiente de classe C1, para o qual possamos garantir que o funcional associado a

este sistema auxiliar satisfaça a condição (P.–S.). Como estamos interessados na existência
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de soluções positivas de (S), no sentido de que cada coordenada é uma função positiva,

redefinimos: F (t, s) = 0 se t ≤ 0 ou s ≤ 0. Notemos que pelas condições em F ainda

temos uma função C1.

Observação 4.3. 1. Usando a hipótese (F0), temos

|pF (u, v)| ≤ 3c0 (u
p + vp) , ∀u, v ≥ 0. (2.1)

Mais ainda, Fu(u, v), Fv(u, v) ∈ Lp/(p−1)(RN) para todo u, v ∈ Lp(RN).

2. Pelas condições (F1) − (F2), deduzimos que Fu(u, v) = Fv(u, v) = 0 se u = 0 ou

v = 0. Além disso, segue da homogeneidade de F que

pF (u, v) = uFu(u, v) + vFv(u, v), para todo u, v ≥ 0,

e dáı, F (u, 0) = F (0, v) = 0 para todo u, v ≥ 0.

3. Das hipóteses (F2)− (F3), obtemos que Fu(u, v), Fv(u, v) são funções cont́ınuas não

negativas, e graças a propriedade da homegeneidade, F (u, v) também é uma função

cont́ınua não negativa.

4. Devido a hipótese (V1), Z =
{
x ∈ R

N : V (x) = 0
}

⊂ BR(0) é um conjunto

compacto. Além disso, o conjunto Z pode ser vazio.

Usando a definição do espaço de Sobolev com peso, H, e o teorema de Sobolev,

garantimos que os seguintes mergulhos são cont́ınuos:

H →֒ H1(RN)×H1(RN) →֒ Lp(RN)× Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗, N ≥ 3.

Seja I o funcional de energia associado ao sistema (S) dado por

I(u, v) = ||(u, v)||2H −
∫

RN

K(x)F (u, v) dx

definido no espaço de Hilbert H. É fato conhecido que I ∈ C1(H,R) com derivada de

Gateaux da por

I ′(u, v)(w, z) = 〈(u, v), (w, z)〉H −
∫

RN

K(x)(Fu(u, v)w + Fv(u, v)z) dx.

Observemos ainda que os pontos cŕıticos de I correspondem a soluções fracas de (S)

(cf.[42]).
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Sejam R > 1 dada pela condição (V1), Λ = B2R(0) ⊂ R
N e k = 2p/(p − 2), a > 0,

constante real a ser escolhida apropriadamente. Seja





η : R → R deccrescente e C1,

η(t) = 1, ∀t ∈ (−∞, a],

η(t) = 0, ∀t ∈ [5a,+∞),

|η′(t)| ≤ 1/(5a), ∀t ∈ R

(2.2)

Agora, considere F̂ :
(
R
N \ Λ

)
× R× R → R definida por

F̂ (x, t, s) := η(
∣∣(K(x))1/2(t, s)

∣∣)F (t, s) +
(
1− η

(∣∣(K(x))1/2(t, s)
∣∣))A(x)K(x)

2k

(
t2 + s2

)
,

onde

A(x) := max

{
2kF (t, s)

K(x)(t2 + s2)
: (s, t) ∈ R

2 and a ≤
√
K(x)(t2 + s2) ≤ 5a

}
.

Assim, da desigualdade (2.1), A(x) → 0 uniformemente quando a → 0. Notemos que a

função F̂ está bem definida, é não negativa e de classe C1 em (t, s) ∈ R
2 (cf. item 3,

Remark 4.3). Podemos então definir a não linearidade G : RN × R× R → R da seguinte

maneira

G(x, t, s) := χΛ(x)F (t, s) + (1− χΛ(x)) F̂ (x, t, s)

onde χΛ denota a função caracteŕıstica do conjunto Λ. Assim, G é uma função p-

homogênea em Λ e que satisfaz 0 ≤ G(x, t, s) ≤ F (t, s), para todo (x, t, s) ∈ R
N×R×R.

Mais ainda, para cada x ∈ R
N fixado, a função (t, s) 7→ G(x, t, s) é de classe C1 e para cada

(t, s) ∈ R
2 fixado, a função x 7→ G(x, s, t) é mensurável à Lebesgue em R

N . Introduzimos

o sistema auxiliar




−∆u+ V (x)u = K(x)Gu(x, u, v) em R
N ,

−∆v + V (x)v = K(x)Gv(x, u, v) em R
N ,

u > 0, v > 0 em R
N ,

u, v ∈ H1(RN).

(AS)

O funcional Euler-Lagrange associado ao sistema auxiliar (AS) é dado por

J(u, v) =
1

2
||(u, v)||2H −

∫

RN

K(x)G(x, u, v) dx, ∀ (u, v) ∈ H.
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Pelas condições sobre a não linearidade G, o functional J é de classe C1(H,R) (cf. [42])

e sua derivada de Gateaux é dada por

J ′(u, v)(w, z) = 〈(u, v), (w, z)〉H −
∫

RN

K(x)
(
Gu(x, u, v)w +Gv(x, u, v)z

)
dx,

para todo (u, v), (w, z) ∈ H. Observemos que os pontos cŕıticos de J correspondem a

soluções fracas para (AS) e reciprocamente.

Lema 4.4. A função G satisfaz as seguintes propriedades:

pG(x, u, v) = uGu(x, u, v) + vGv(x, u, v), ∀ x ∈ Λ, (2.3)

Para k = 2p/(p− 2) , podemos escolher a constante a suficientemente pequena tal que

2G(x, u, v) ≤ uGu(x, u, v) + vGv(x, u, v) ≤
K(x)

k

(
u2 + v2

)
∀ x ∈ R

N \ Λ. (2.4)

Prova: Usando de definição de G, temos que G(x, u, v) = F (u, v) para todo x ∈ Λ, e

consequentemente a estimativa (2.3) vale.

Observemos que G(x, u, v) = F̂ (x, u, v) para todo x ∈ R
N \ Λ, além disso, segue da

definição da funcão F̂ , que para todo x ∈ R
N \ Λ

F̂u = η
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣)Fu(u, v) +
K

k
uA(x)

(
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

+ η
′
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) (K1/2u(u2 + v2)−1/2
) [
F (u, v)− A(x)

(
K(x)

2k
(u2 + v2)

)]
(2.5)

e

F̂v = η
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣)Fv(u, v) +
K

k
vA(x)

(
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

+ η
′
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) (K1/2v(u2 + v2)−1/2
) [
F (u, v)− A(x)

(
K

2k
(u2 + v2)

)]
.

(2.6)

Usando as igualdades acima, temos

uF̂u + vF̂v = pη
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣)F (u, v) + A(x)

[
K

k
(u2 + v2)

] (
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

+ η
′
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) (K1/2(u2 + v2)1/2
) [
F (u, v)− A(x)

(
K

2k
(u2 + v2)

)]
.

(2.7)

Portanto,

uF̂u + vF̂v ≥ pη
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣)F (u, v) + A(x)

[
K

k
(u2 + v2)

] (
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

≥ 2F̂ (x, u, v) for all x ∈ R
N \ Λ.
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Observemos que

pF (u, v)
K
2k
(u2 + v2)

≤ 3c0
|u|p + |v|p
K
2k
(u2 + v2)

≤ 5p−212kc0a
p−2

µp/2
≤ Cap−2.

onde (u, v) ∈ R
2 tais que a ≤

√
K(x)(u2 + v2) ≤ 5a e onde C > 0 é uma constante real.

Notemos que, A(x) → 0 uniformemente quando a→ 0. Logo,

2k
uF̂u + vF̂v
K(u2 + v2)

= pη
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) 2kF (u, v)

K(u2 + v2)
+ 2A(x)

(
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

+ η
′
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) (u2 + v2)1/2
[
2k

F (u, v)

K(u2 + v2)
− A(x)

]
≤ 2,

(2.8)

para a suficientemente pequena. Ou seja,

uF̂u + vF̂v ≤
K(x)

k

(
u2 + v2

)
para todo x ∈ R

N \ Λ.

4.2 Geometria–Passo da Montanha

É padrão provar que J satisfaz a geometria do passo da montanha, inclúımos a prova para

facilitar a leitura. Sugerimos [42, 43] para mais detalhes.

Lema 4.5. (Geometria–Passo da Montanha) O funcional J tem a Geometria do Passo

da Montanha, isto é, J satisfaz as seguintes condições

1. Existem ρ, α > 0, tais que J(u, v) ≥ α se ||(u, v)||H = ρ,

2. Para qualquer (u, v) ∈ H, u, v > 0 com suporte compacto em Λ \ B̄R(0), existe

0 < θ < 1 tal que J(tθu, tθv) → −∞ quando t→ +∞.

Prova: Segue da Observação 4.3 que

|pG(x, u, v)| = |pF (u, v)| ≤ 3c0 (|u|p + |v|p) para todo x ∈ Λ.

Além disso, pelo fato de V (x) ser limitado e do mergulho de Sobolev, conclúımos

∫

Λ

K(x)G(x, u, v) ≤
∫

RN

K(x)F (u, v) ≤ C1||(u, v)||pH ,
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onde C1 é uma constante real positiva. Usando a estimativa acima, temos

J(u, v) =
1

2
||(u, v)||pH −

∫

Λ

K(x)G(x, u, v) dx−
∫

RN\Λ

K(x)G(x, u, v) dx

≥ 1

2
||(u, v)||2H − C1||(u, v)||pH −

∫

RN\Λ

V (x)

2k

(
u2 + v2

)
dx

≥
((

1

2
− 1

2k

)
− C1||(u, v)||p−2

H

)
||(u, v)||2H .

Escolha ρ > 0 tal que D =

(
1

2
− 1

2k
− C1||(u, v)||p−2

H

)
> 0. Seja α = Dρ2. Então,

existeρ, α > 0 tal que J(u, v) ≥ α, para todo (u, v) ∈ ∂B(0, ρ).

A seguir, provaremos o item (2). Considere θ > 0 tal que 1/p < θ < 1/2. Da definição

de G, G(x, u, v) = F (u, v) para x ∈ Λ. Assim,

pG(x, u, v) = uGu(x, u, v) + vGv(x, u, v) para x ∈ Λ,

portanto temos

d

dt

{
G(x, tθu, tθv)

}
= pθ

1

t
G(x, tθu, tθv)

≥ 1

t
G(x, tθu, tθv). (2.9)

Observemos que pθ > 1. Assim, podemos concluir das hipóteses (F2)− (F3) e da definição

de G, que G(x, u, v) = F (u, v) > 0 onde x ∈ Λ (cf. Observação 4.3, item (3)).

A desigualdade (2.9) implica que G(x, tθu, tθv) ≥ tQ(x, u, v) para alguma função Q. Logo,

J(tθu, tθv) ≤ 1

2
t2θ|| (u, v) ||2H −

∫

Λ

tK(x)Q(x, u, v).

Como 2θ < 1, conclúımos que para qualquer (u, v) ∈ H \ (0, 0) fixado, u, v > 0 com

suporte compacto em Λ \ B̄R(0),

J(tθu, tθv) → −∞ quando t→ +∞.

E isto completa a prova.

4.3 Condição de Compacidade

A fim de aplicar a teoria dos pontos cŕıticos para provar a existência de soluções

fracas para o sistema auxiliar(AS), primeiro precisamos estudar algumas propriedades

de compacidade do funcional J .
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Lema 4.6. Suponhamos que as hipóteses (F0) − (F3) sejam satisfeitas. Então, qualquer

sequência Palais-Smale do funcional J é limitada em H.

Prova: Seja (un, vn) ⊂ H uma sequência de Palais-Smale para o funcional J , isto é,

|J(un, vn)| ≤ c e J ′(un, vn) → 0 em H ′.

Temos

||(un, vn)||2H =

∫

RN

K(x) (Gu(un, vn)un +Gv(un, vn)vn) dx+ o(||(un, vn)||H)

e
1

2
||(un, vn)||2H =

∫

RN

K(x)G(x, un, vn) dx+O(1).

Considere Ω = R
N \ Λ. Como k = 2p/(p− 2), temos

(
1

2
− 1

p

)
||(un, vn)||2H ≤

∫

Λ

K(x)

(
G(x, un, vn)−

1

p
[unGu(x, un, vn) + vnGv(x, un, vn)]

)
dx

+

∫

Ω

K(x)

(
G(x, un, vn)−

1

p
[unGu(x, un, vn) + vnGv(x, un, vn)]

)
dx

+O(1) + o(||(un, vn)||H).

Usando as estimativas (2.3) e (2.4), conclúımos que

(
1

2
− 1

p

)
||(un, vn)||2H ≤

(
1

2
− 1

p

)∫

Ω

V (x)

k
u2n +

V (x)

k
v2n dx+O(1) + o(||(un, vn)||H),

a qual implica em
1

2k
||(un, vn)||2H ≤ O(1) + o(||(un, vn)||H). (2.10)

Portanto, (un, vn) é limitada em H.

Lema 4.7. Suponhamos que as hipóteses (F0)− (F3) sejam satisfeitas. Seja (un, vn) ⊂ H

uma seguência (P.–S.) de J . Então, existe uma (unm , vnm) ⊂ H subsequência de (un, vn)

tal que (unm , vnm) → (u, v) em H.

Prova: Do Lema 4.6, passando a uma subsequência se necessário, podemos assumir que

existe (u, v) ∈ H tal que (un, vn) ⇀ (u, v) in H. Notemos que Gu(x, u, v), Gv(x, u, v) ∈
Lp/(p−1)(RN), e portanto,

∫

RN

Gu(x, u, v)(un − u) dx→ 0 e

∫

RN

Gv(x, u, v)(vn − v) dx→ 0. (2.11)



106

Notemos que

||(un, vn)− (u, v)||2H = 〈J ′(un, vn)− J ′(u, v), (un − u, vn − v)〉

+

∫

RN

K(x) (Gu(x, un, vn)−Gu(x, u, v)) (un − u) dx

+

∫

RN

K(x) (Gv(x, un, vn)−Gv(x, u, v)) (vn − v) dx.

Vamos mostrar que lim
n→∞

||(un, vn)− (u, v)||2H = 0. Consideremos as afirmações a seguir:

Afirmação (1) 〈J ′(un, vn)− J ′(u, v), (un − u, vn − v)〉 → 0 quando n→ ∞.

Afirmação (2)

∫

RN

(Gu(x, un, vn)−Gu(x, u, v)) (un − u) dx→ 0 quando n→ ∞.

Afirmação (3)

∫

RN

(Gv(x, un, vn)−Gv(x, u, v)) (vn − v) dx→ 0 quando n→ ∞.

Prova: Afirmação (1) Notemos que

∣∣〈J ′(un, vn)− J ′(u, v), (un − u, vn − v)〉
∣∣ ≤ ||J ′

(un, vn)||H′ ||(un − u, vn − v)||H

+ 〈J ′

(u, v), (un − u, vn − v)〉 ≤ C||J ′

(un)||H′ + 〈J ′

(u, v), (un − u, vn − v)〉

onde C é uma constante real positiva. Notemos ainda que un ⇀ u implica diretamente

que lim
n→∞

〈J ′

(u, v), (un − u, vn − v)〉 = 0 e, como ||J ′

(un, vn)||H′ → 0 temos que

lim
n→∞

〈J ′(un, vn)− J ′(u, v), (un − u, vn − v)〉 → 0

como queŕıamos.

Para cada ε > 0 dado, seja r > 2R tal que

∫

RN\Br

Gu(x, un, vn)u dx <
ε

3
e

∫

RN\Br

Gv(x, un, vn)v dx <
ε

3
(2.12)

2

(
1− 1

k

)−1

ω
1/N
N C

(∫

r≤|x|≤2r

max (|u(x)|, |v(x)|)2∗ dx

)1/2∗

<
ε

6
(2.13)

onde C ≥ ||(un, vn)||H é uma constante real positiva e ωN é o volume da bola unitária

em R
N . Seja η = ηr ∈ C∞

0 (RN , [0, 1]), uma função satisfazendo as seguntes condições

supp η ⊆ Bc
r(0), η ≡ 1 em Bc

2r(0), 0 < η < 1 se r < |x| < 2r e

|η′

(x)| ≤ 1

r
, para todox ∈ R

N .
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Desde que (un, vn) é limitada em H e |η(x)| ≤ 1, a sequência (η(un, vn)) é também

limitada, dáı J ′(un, vn) · (η(un, vn)) = on(1), isto é,
∫

RN

[∇un∇(ηun) +∇vn∇(ηvn)] dx+

∫

RN

V (x) [un(ηun) + vn(ηvn)] dx =

=

∫

RN

K(x) [(ηun)Gu(x, un, vn) + (ηvn)Gv(x, un, vn)] dx+ on(1).

(2.14)

Como η ≡ 0 em Br(0) e Λ = B2R(0), a última igualdade combinada com a propriedade

(2.4) resultam em
∫

|x|≥r

(|∇un|2 + V (x)u2n + |∇vn|2 + V (x)v2n)η dx

≤ 1

k

∫

|x|≥r

(
ηV (x)u2n + ηV (x)v2n

)
dx−

∫

|x|≥r

(un∇un∇η + vn∇vn∇η) dx+ on(1).

Assim,
(
1− 1

k

)∫

|x|≥2r

(
|∇un|2 + V (x)u2n + |∇vn|2 + V (x)v2n

)
dx ≤

≤ 1

r

∫

r≤|x|≤2r

(|un||∇un|+ |vn||∇vn|) dx+ on(1).

(2.15)

Pela desigualdade de Hölder, temos




∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ ||∇un||L2(RN )

(∫

r≤|x|≤2r

|un|2 dx
)1/2

,

∫

r≤|x|≤2r

|vn||∇vn| dx ≤ ||∇vn||L2(RN )

(∫

r≤|x|≤2r

|vn|2 dx
)1/2

.

Devido ao Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov, conclúımos (un, vn) → (u, v)

em L2(B2r \Br) e usando que (un, vn) é limitado, segue-se que





lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

|u|2 dx
)1/2

,

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|vn||∇vn| dx ≤ C

(∫

r≤|x|≤2r

|v|2 dx
)1/2

.

(2.16)

Por outro lado, utilizando novamente a desigualdade de Hölder




(∫

r≤|x|≤2r

|u|2 dx
)1/2

≤
(∫

r≤|x|≤2r

|u|2∗ dx
)1/2∗

|B2r \Br|1/N ,

(∫

r≤|x|≤2r

|v|2 dx
)1/2

≤
(∫

r≤|x|≤2r

|v|2∗ dx
)1/2∗

|B2r \Br|1/N .

(2.17)
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Lembrando que |B2r \ Br| ≤ |B2r| = ωN2
NrN , segue de (2.16) e (2.17), a seguinte

estimativa




lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|un||∇un| dx ≤ 2ω
1/N
N rC

(∫

r≤|x|≤2r

|u|2∗ dx
)1/2∗

,

lim sup
n

∫

r≤|x|≤2r

|vn||∇vn| dx ≤ 2ω
1/N
N rC

(∫

r≤|x|≤2r

|v|2∗ dx
)1/2∗

.

(2.18)

Escolhendo r > 0 satisfazendo (2.13) e (2.12), (2.15) e (2.18) implicam em

0 ≤ lim sup
n

∫

|x|≥2r

( |∇un|2 + V (x)u2n + |∇vn|2 + V (x)v2n) dx <
ε

3
. (2.19)

Usando (2.14) temos a seguinte estimativa
∫

|x|≥2r

K(x) [unGu(x, un, vn) + vnGv(x, un, vn)] dx ≤
∫

RN

K(x) [(ηun)Gu(x, un, vn) + (ηvn)Gv(x, un, vn)] dx

=

∫

RN

[∇un∇(ηun) +∇vn∇(ηvn)] dx+

∫

RN

V (x) [un(ηun) + vn(ηvn)] dx+ on(1) ≤
∫

|x|≥r

( |∇un|2 + V (x)u2n + |∇vn|2 + V (x)v2n)η dx+
1

r

∫

B2r\Br

(|un||∇un|+ |vn||∇vn|) dx ≤ ε.

(2.20)

Segue da desigualdade (2.20) que

lim sup
n→∞

∫

|x|≥2r

K(x) [unGu(x, un, vn) + vnGv(x, un, vn)] dx ≤ ε.

Desta forma,
∫

|x|≥2r

K(x) [unGu(x, un, vn) + vnGv(x, un, vn)] dx→
∫

|x|≥2r

K(x) [uGu(x, u, v) + vnGv(x, u, v)] dx

quando n→ ∞.

Agora, usando a hipótese (F0), o teorema da Convergência dominada de Lebesgue e o

mergulho compacto de Rellich-Kondrachov conclúımos que

Gu(x, un, vn) → Gu(x, u, v) em Lp/(p−1)(B2r),

Gv(x, un, vn) → Gv(x, u, v) em Lp/(p−1)(B2r).
(2.21)

Consequentemente,
∫

|x|≤2r

(Gu(x, un, vn)−Gu(x, u, v)(un − u)) dx ≤

||Gu(x, un, vn)−Gu(x, u, v)||Lp/(p−1)(B2r)||un − u||Lp(B2r).

(2.22)
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Dáı, usando (2.21) temos lim
n→∞

∫

|x|≤2r

(Gu(x, un, vn)−Gu(x, u, v)(un − u)) dx = 0.

Analogamente,
∫

|x|≤2r

(Gv(x, un, vn)−Gv(x, u, v)(vn − v)) dx ≤

||Gv(x, un, vn)−Gv(x, u, v)||Lp/(p−1)(B2r)||vn − v||Lp(B2r).

(2.23)

E portanto, lim
n→∞

(Gv(x, un, vn)−Gv(x, u, v)(vn − v)) dx = 0. Como provamos as três

afirmações temos que ||(un, vn)||H → ||(u, v)||H e, portanto a prova está conclúıda.

A partir de agora, denotamos por B a bola unitária em R
N , isto é, B = B1(0), o

conjunto Λ = BR(0) e por I0 : H
1
0 (B)×H1

0 (B) → R o funcional

I0(u, v) =
1

2

∫

B

(
|∇u|2 +max

B
(V (x), 1) u2

)
dx

+
1

2

∫

B

(
|∇v|2 +max

B
(V (x), 1) v2

)
dx−

∫

B

K(x)F (u, v) dx

Notemos que I0 tem a geometria do Passo da Montanha. Além disso, denotamos por d o

ńıvel do Passo da Montanha associado a I0, isto é,

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (B)×H1
0 (B)

)
: γ(0) = (0, 0) e γ(1) = e},

com e ∈ H1
0 (B)×H1

0 (B) \ {(0, 0)} satisfazendo I0(e) < 0.

Observação 4.8. Notemos que J(u, v) ≤ I0(u, v) para todo u, v ∈ H1
0 (B). Em

particular, temos J(e) ≤ I0(e) < 0. Denotamos por mJ o ńıvel do Passo da Montanha

associado a J , isto é,

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (B)×H1
0 (B)

)
: γ(0) = (0, 0) e γ(1) = e}.

Observemos que mJ ≤ d.

A fim de provar a existência de um ponto cŕıtico para J vamos usar a seguinte versão

do teorema do Passo de Montanha, que é uma conseqüência do Prinćıpio Variacional

Ekeland desenvolvido em [50] (cf. [9], [36]).
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Proposição 4.9. (Teorema–Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973) Seja X

um espaço de Banach e Φ ∈ C1(X,R), e ∈ X e r > 0 tal que ||e|| > r e

b := inf
||u||=r

Φ(u) > Φ(0) ≥ Φ(e).

Se Φ satisfaz a condição (PS)c com

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Então c é um valor cŕıtico de Φ.

Temos provado até este momento o seguinte resultado:

Proposição 4.10. Existe um ponto cŕıtico (ϕ, φ) ∈ H com ϕ, φ funções positivas

associadas ao funcional

J(u, v) =
1

p
||(u, v)||pH −

∫

RN

K(x)G(x, u, v) dx, (u, v) ∈ H.

no ńıvel cŕıtico

mJ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t))

onde

Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (B)×H1
0 (B)

)
: γ(0) = (0, 0) e γ(1) = e},

com e ∈ H1
0 (B)×H1

0 (B) \ {(0, 0)} satisfazendo, I0(e) < 0.

Prova: A prova segue diretamente da Proposição 4.9.

Lema 4.11. Seja (u, v) ∈ H um ponto cŕıtico do funcional J no ńıvel minimax mJ .

Então (u, v) satisfaz a seguinte estimativa

‖ (u, v) ‖2H ≤ 2kd.

Prova: É suficiente combinar (2.10) com a definição do ńıvel minimax d e com o fato

que mJ ≤ d. De fato, observemos que J(u, v) = lim
n→∞

J(un, vn) = d e lim
n→∞

o(un, vn) =

lim
n→∞

〈J ′(un, vn), (un, vn)〉 = 0.
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4.4 Propriedades Qualitativas das soluções do tipo

Passo da Montanha para o funcional auxiliar

A próxima proposição é crucial para os nossos argumentos, pois estabelece uma estimativa

importante que envolve o a norma L∞(RN) da solução (u, v) do sistema (AS). Aqui,

usamos o esquema de iteração Moser, que foi adaptado para o nosso problema. (cf. [16]).

Proposição 4.12. Sejam h ∈ Lq(RN), 2q > N, e (u, v) ∈ H ⊂ H1(RN) uma solução

fraca do problema 



−∆u+ a(x)u = Hu(x, u, v) em R
N ,

−∆v + b(x)v = Hv(x, u, v) em R
N ,

(2.24)

onde Hu, Hv : R
N × R× R → R são funções cont́ınuas não negativas que satisfazem

|Hu(x, t, s)|+ |Hv(x, t, s)| ≤ |h(x)| (|t|+ |s|) , para todo t, s > 0.

e a, b são funções limitadas e não negativas em R
N . Então, existe uma constante real

M =M(q, ||h||q) > 0 tal que

||(u, v)||∞ = max (||u||∞, ||v||∞)

≤M ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||L2∗ (RN ).
(2.25)

Prova: Para cada m ∈ N and β > 1, sejam

Am = {x ∈ R
N : |v|β−1 ≤ m},

e

vm =





v|v|2(β−1) em Am

m2v em Bm = R
N \ Am.

Notemos que pela definição de vm, temos

vm|∂Bm = vm|∂Am .

Desta forma, podemos concluir que vm ∈ H1(RN). Observemos ainda que

∫

RN

V (x)v2m(x) dx < ∞.
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Então, temos que vm ∈ H. Calculando a derivada fraca ∇vm, obtemos

∇vm =





(2β − 1)|v|2(β−1)∇v em Am

m2∇v em Bm

(2.26)

Agora, aplicando a função teste vm na equação (2.24), conclúımos

∫

RN

(∇v∇vm + b(x)vvm) dx =

∫

RN

Hv(x, u, v)vm dx.

Pela equação (2.26),

∫

RN

∇v∇vm dx = (2β − 1)

∫

Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx+m2

∫

Bm

|∇v|2 dx. (2.27)

Consideremos a seguinte função,

ωm =





v|v|β−1 em Am

mv em Bm = R
N \ Am.

Segue, portanto, que

∇ωm =





β|v|β−1∇v em Am

m∇v em Bm

(2.28)

Pelas mesmas razões que usamos para garantir que vm ∈ H, podemos afirmar que ωm ∈ H.

Notemos que

∫

RN

|∇ωm|2 dx = β2

∫

Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx+m2

∫

Bm

|∇v|2 dx. (2.29)

Das estimativas (2.27), (2.28) e (2.29) obtemos

∫

RN

(
|∇ωm|2 + b(x)ω2

m

)
dx −

∫

RN

(∇v∇vm + b(x)vvm) dx

=

∫

Am

(
β2 − 2β + 1

)
|v|2(β−1)|∇v|2 dx.

Usando a estimativa (2.27), obtemos a seguinte desigualdade

(
2β − 1

)∫

Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx ≤
∫

RN

(∇v∇vm + b(x)vvm) dx.

À qual implica em

∫

RN

(
|∇ωm|2 + b(x)ω2

m dx
)
≤
[
(β2 − 2β + 1)

(2β − 1)
+ 1

] ∫

RN

(∇v∇vm + b(x)vvm) dx.



113

Como v é solução da equação (2.24), segue que

∫

RN

(
|∇ωm|2 + b(x)ω2

m dx
)

≤ β2

(2β − 1)

∫

RN

Hv(x, u, v)vm dx.

≤ β2

∫

RN

Hv(x, u, v)vm dx.

Seja S a constante de Sobolev que satisfaz a seguinte relação

||v||2L2∗ (RN ) ≤ S

∫

RN

|∇v|2 dx para todo v ∈ H1(RN).

Pela definição de vm resulta que |vm| ≤ |v|2β−1. Desta forma, conclúımos a estimativa

|Hv(x, u, v)vm| ≤ 2|h(x)|max (|u(x)|, |v(x)|)2β e portanto, temos

[∫

Am

|ωm|2
∗

](N−2)/N

≤ Sβ2

∫

RN

2h(x)max (|u(x)|, |v(x)|)2β dx.

Fazendo
1

q1
+

1

q
= 1, pela desiguladade de Hölder, temos

[∫

Am

|ωm|2
∗

](N−2)/N

≤ 2Sβ2||h||q
[∫

RN

|max (|u(x)|, |v(x)|) |2βq1 dx
]1/q1

.

Como |ωm| ≤ |v|β em R
N e |ωm| = |v|β em Am, estimamos a seguinte relação

[∫

Am

(
|v|β
)2∗
](N−2)/N

≤ 2Sβ2||h||q
[∫

RN

|max (|u(x)|, |v(x)|) |2βq1 dx
]1/q1

.

Fazendo m→ ∞, segue do Teorema da Convergência Monótona que

||v||2β2∗β ≤ 2Sβ2||h||q||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2β2βq1 .

e

||v||2∗β ≤ β1/β (2S||h||q)1/(2β) ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2βq1 . (2.30)

Notemos que N/(N − 2) > q1, desta forma temos σ = N/(q1(N − 2) > 1. Vamos inciar o

processo de iteração, consideremos inicialmente β = σ em (2.30) de modo que: 2q1β = 2∗

e

||v||2∗σ ≤ σ1/σ (2S||h||q)1/(2σ) ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗ . (2.31)
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Quando β = σ2 em (2.30) obtemos 2q1β = 2∗σ e

||v||2∗σ2 ≤ σ2/σ2

(2S||h||q)1/(2σ
2) ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗σ. (2.32)

As desigualdades obtidas em (2.31) e (2.32) implicam que

||v||2∗σ2 ≤ σ
1
σ
+ 2

σ2 (2S||h||q)
1
2(

1
σ
+ 1

σ2 ) ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗ . (2.33)

Pelo processo de iteração, substituindo β por σj em (2.30), conclúımos que

||v||2∗σj ≤ σ
∑j

l=1
l

σl
(
2S||h||Lq(RN )

) 1
2(

∑j
l=1

1

σl ) ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗ . (2.34)

Sabemos que

∞∑

j=1

j

σj
=

σ

(σ − 1)2

e usando a desigualdade de interpolação e a estimativa (2.34), temos

||v||i ≤ max
(
1, σσ/(σ−1)2 (2S||h||q)1/(2(σ−1))

)
||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗ ,

para todo i ≥ 2∗. Notemos que

||v||∞ = lim
i→∞

||v||i,

assim, conclúımos que a Proposição 4.12 é válida para

M = max
(
1, σσ/(σ−1)2 (2S||h||q)1/(2(σ−1))

)

com

σ =
N(q − 1)

q(N − 2)
.

Por analogia, temos que ||u||∞ ≤M ||max (|u(x)|, |v(x)|) ||2∗ .

Lema 4.13. Se (u, v) ∈ H é um ponto cŕıtico do funcional J , então u, v ≥ 0.

Prova: Observemos que devido à (2.5) e (2.6) conclúımos

u−F̂u + v−F̂v
K
2k
((u−)2 + (v−)2)

= pη
(∣∣(K1/2(u, v)

∣∣) F (u−, v−)
K(x)
2k

((u−)2 + (v−)2)
+ 2A

(
1− η

(∣∣(K1/2(u, v)
∣∣))+

η
′
(∣∣(K1/2(u, v)

∣∣) (K1/2((u−)2 + (v−)2)(u2 + v2)−1/2

[
F (u−, v−)

K(x)
2k

((u−)2 + (v−)2)
− A(x)

]
.



115

Notemos que, A(x) → 0 uniformemente quando a→ 0. Dáı,

2k
uF̂u + vF̂v
K(u2 + v2)

= pη
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) 2kF (u, v)

K(u2 + v2)
+ 2A(x)

(
1− η

(∣∣K1/2(u, v)
∣∣))

+ η
′
(∣∣K1/2(u, v)

∣∣) (u2 + v2)1/2
[
2k

F (u, v)

K(u2 + v2)
− A(x)

]
≤ 2,

(2.35)

para a suficientemente pequena. Considere Ω = R
N \Λ. Usando esta última desigualdade

e o item 2 da Observação 4.3, obtemos a seguinte estimativa
∫

RN

(|∇u−|2 + V (x)((u−)2 + (v−)2) + |∇v−|2) dx

≤
∫

Λ

K(x)
(
u−Fu(u, v) + v−Fv(u, v)

)
dx+

∫

Ω

K(x)
(
u−F̂u + v−F̂v

)
dx

≤
∫

Ω

(
K

k
((u−)2 + (v−)2)

)
dx.

Portanto, temos
∫

RN

(|∇u−|2 + V (x)(u−)2 + |∇v−|2 + V (x)(v−)2) dx ≤
∫

RN

(
V (x)

k
(u−)2 +

V (x)

k
(v−)2

)
dx.

Assim, conclúımos que ||(u−, v−)||H = 0.

Lema 4.14. Se (u, v) ∈ H é um ponto cŕıtico do funcional J então u, v > 0.

Prova: Como (u, v) ∈ H é um ponto cŕıtico para J segue do Lema 4.13 que u, v ≥ 0. Da

Proposição 4.12 podemos concluir que u, v ∈ L∞(RN), usando resultado de regularidade

obtido em [24] segue que u ∈ C1,α
loc (Ω) onde Ω ⊂ R

N e portanto o resultado segue do

Prinćıpio do Máximo fraco (cf. [31]).

Lema 4.15. Para qualquer R > 1, e qualquer solução de energia finita (u, v) com u, v > 0

do sistema auxiliar (AS) satisfaz

||(u, v)||∞ ≤ M (2Skd)1/2 .

Prova: Notemos que se u, v é solução do sistema auxiliar (AS) com u, v > 0, então

satisfazem o seguinte sistema




−∆u+ b(x)u = Hu(x, u, v) em R
N ,

−∆v + b(x)v = Hv(x, u, v) em R
N ,

u > 0, v > 0 em R
N ,

u, v ∈ H1(RN).
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Considere Hu, Hv : R
N × R× R → R e bRN → R definidas por

Hu(x, t, s) = χΛ(x)K(x)Fu(t, s) + (1− χΛ(x)) η
(∣∣K(x)1/2(u, v)

∣∣)K(x)Fu(u, v)

+ (1− χΛ(x)) η
′
(∣∣K(x)1/2(u, v)

∣∣) u

(u2 + v2)1/2
K(x)1/2F (u, v),

Hv(x, t, s) = χΛ(x)K(x)Fv(t, s) + (1− χΛ(x)) η
(∣∣K(x)1/2(u, v)

∣∣)K(x)1/2Fv(u, v)

+ (1− χΛ(x)) η
′
(∣∣K(x)1/2(u, v)

∣∣) v

(u2 + v2)1/2
K(x)1/2F (u, v),

b(x) = V (x)− (1− χΛ(x))
1

k
K(x)A(x)

(
1− η

(∣∣K(x)1/2(u, v)
∣∣))

+(1− χΛ(x)) η
′
(∣∣K(x)1/2(u, v)

∣∣) K(x)1/2

(u2 + v2)1/2

[
A(x)K(x)

1

2k

(
u2 + v2

)]
.

onde χΛ é a função caracteŕıstica do conjunto Λ. Devido a continuidade das funções

η, η
′

temos que Hu e Hv definidas acima são funções cont́ınuas. Tomando a constante a

suficientemente pequena, podemos concluir que b(x) é uma função cont́ınua não negativa,

tal que, ∫

RN

b(x)
(
u2 + v2

)
dx < +∞.

Além disso, usando que V (x) é limtado segue da Observação 4.3 as seguintes desigualdades

|Hu(x, t, s)| = |χΛ(x)K(x)Fu(t, s)|+
∣∣(1− χΛ(x)) η

(∣∣(K(x))1/2(t, s)
∣∣)K(x)Fu(t, s)

∣∣

+
∣∣∣(1− χΛ(x)) η

′
(∣∣(K(x))1/2(t, s)

∣∣) t(t2 + s2)−1/2(K(x))1/2F (t, s)
∣∣∣

≤ C1

(
|t|(p−2) + |s|(p−2)

)
(|t|+ |s|) + C2

5a2
(|t|p + |s|p) t

≤ C3

(
|t|(p−2) + |s|(p−2)

)
(|t|+ |s|) ,

e

|Hv(x, t, s)| = |χΛ(x)K(x)Fv(t, s)|+
∣∣(1− χΛ(x)) η

(∣∣(K(x))1/2(t, s)
∣∣)K(x)Fv(t, s)

∣∣

+
∣∣∣(1− χΛ(x)) η

′
(∣∣(K(x))1/2(t, s)

∣∣) s(t2 + s2)−1/2(K(x))1/2F (t, s)
∣∣∣

≤ C1

(
|t|(p−2) + |s|(p−2)

)
(|t|+ |s|) + C2

5a2
(|t|p + |s|p) s

≤ C3

(
|t|(p−2) + |s|(p−2)

)
(|t|+ |s|) ,

onde C1, C2 são constantes reais positivas. Portanto,

|Hu(x, u, v)|+ |Hv(x, u, v)| ≤ |h(x)| (|u|+ |v|) em R
N

com h dada por

h(x) = C (max(u(x), v(x)))(p−2) .
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onde C é uma constante real positiva. Observemos ainda que h ∈ Lq(RN) para q =
2∗

p− 2
com

||h||q ≤ CM (2Skd)(p−2)/2

Desta forma, o resultado segue diretamente da Proposição (4.12).

Lema 4.16. Sejam (u, v) ∈ H soluções de energia finita para o sistema auxiliar (AS)

com u, v funções positivas e o potencial V uma função cont́ınua limitada satisfazendo

(V0)− (V1). Então u e v satistsfazem a seguinte desigualdade

max(u(x), v(x)) ≤ RN−2||(u, v)||∞
|x|N−2

≤ RN−2M (2Skd)1/2

|x|N−2

para todo x ∈ R
N \BR(0).

Prova: Considere a função harmônica ψ :
(
R
N \BR(0)

)
−→ R tal que

ψ(x) =
RN−2||(u, v)||∞

|x|N−2

Isto é, a função ψ satisfaz

−∆ψ = 0.

Portanto,

−∆ψ +

(
1− 1

k

)
V (x)ψ ≥ 0.

Agora, considere a seguinte função teste

φ =





(u− ψ)+ se x ∈ R
N \BR(0),

0 se x ∈ BR(0),
e ϕ =





(v − ψ)+ se x ∈ R
N \BR(0),

0 se x ∈ BR(0).

Notemos que

u ≤ ψ em ∂BR e v ≤ ψ em ∂BR(0)

então podemos concluir que φ, ϕ ∈ H1(RN). Além disso,

J ′(u, v)(φ, 0)−
∫

RN\BR(0)

1

k
V (x)uφ ≤ 0,

J ′(u, v)(0, ϕ)−
∫

RN\BR(0)

1

k
V (x)vϕ ≤ 0.
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Considere Ω1 := {x ∈ R
N \ BR(0) : u > ψ} e Ω2 := {x ∈ R

N \ BR(0) : v > ψ}. Assim,

combinando estas estimativas, obtemos

0 ≥
∫

Ω1

(∇u−∇ψ)∇φ+

(
1− 1

k

)
V (x)(u− ψ)φ dx

+

∫

Ω2

(∇v −∇ψ)∇ϕ+

(
1− 1

k

)
V (x)(v − ψ)ϕ dx

≥
∫

Ω1

(
1− 1

k

)
[V (x) (u− ψ) (u− ψ)] dx+

∫

Ω2

(
1− 1

k

)
[V (x) (v − ψ) (v − ψ)] dx.

Portanto, o conjunto Ω1 e Ω2 são conjuntos vazios. E, a prova está conclúıda.

4.5 Prova do Teorema 4.1

Prova: Dos Lemas 4.6 e 4.7, temos que o sistema auxiliar (AS) tem pelo menos uma

solução do tipo Passo da Montanha (u, v) ∈ H1(RN)×H1(RN) com u, v funções positivas.

Portanto, é suficiente mostrar que (u, v) satisfaz a desigualdade |K(x)1/2(u, v)| ≤ a.

Usando a hipótese (V2), verificamos que

K(x)
(
|u|2 + |v|2

)
≤ 2K(x)

R2(N−2)M2 (2Skd)

|x|2(N−2)
≤ γM24Skd para todo |x| ≥ R.

Considere γ∗ = a2/
(
M24Skd

)
. Então, para todo γ ≤ γ∗, a solução (u, v) do sistema

auxiliar (AS) é também solução do sistema (S), já que, η(|K(x)1/2(u, v)|) ≡ 1 para todo

|x| ≥ R e portanto, completamos a prova.
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