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Resumo

Neste trabalho, estudamos certas propriedades qualitativas de solugoes de alguns
problemas elipticos semi-lineares em dominios limitados, tais como unicidade,
simetria, nao-degenerescéncia, entre outras. Para isto, estudamos um principio do
maximo para operadores elipticos de segunda ordem, e provamos que sua validade é
equivalente a positividade do autovalor principal associado a estes operadores, com
a condicao de fronteira de Dirichlet homogénea.
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Abstract

In this work, we study certain qualitative properties of solutions for some
semilinear elliptic problems in bounded domains, such as uniqueness, symmetry,
nondegeneracy, among others. For this, study a maximum principle for elliptic
operators of second order and we proved that its validity is equivalent to the
positivity of the principal eigenvalue associated to those operators, with homogenous
Dirichlet boundary condition.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos certas propriedades qualitativas de solugoes de
algumas equagoes semi-lineares. Para isto, estudamos um principio de maximo
refinado para operadores elipticos de segunda ordem em dominios limitados onde a
fronteira nao é necessariamente suave.

No Capitulo 1, consideramos um operador eliptico de segunda ordem L em um
dominio limitado €2 C R", do tipo

n

Lu = Z ij (T)Uga; + Z bi(2)uy, + c(x)u,
i=1

ij=1

onde os coeficientes a;;, b;, ¢ sao fungoes reais definidas em 2. Quando esses
coeficientes e a fronteira 0f) sao suficientemente regulares, é bem conhecido que
o problema de autovalor

Lu+Xu = 0 em
(PA) { u = 0 sobre 0f),

possui um autovalor principal A\, o qual é simples e para qualquer outro outro
autovalor A associado ao Problema (PA) temos que Re\ > \; e A1 é o inico autovalor
que possui uma autofuncao com sinaql definido.

Um fato muito interessante é que a condicao A\; > 0 é equivalente a validade do
principio do méximo:

Lw >0em Qe limsupw < 0 implicam em w < 0 em §2.
x—08)

Em nosso trabalho, investigamos o caso nao-suave. Apresentamos o principio do
maximo refinado e definimos:

A1 =M (L, Q) =sup{) € R: 3¢p > 0 em Q satisfazendo (L + \)¢ < 0}

e mostramos a existéncia de uma autofuncao positiva associada a Ap, satisfazendo
as propriedades citadas acima.
No Capitulo 2, estudamos propriedades qualitativas de solugoes positivas do

problema
—Au = f(u) em Q
(P) { u = 0 sobre 0f),



onde 2 C R™ é um dominio limitado, com alguma tipo de simetria e com fronteira
suave. Usando o principio do maximo refinado, provamos a simetria de qualquer
solugao do problema linearizado associado:

—Av+Iv = f(u)v em Q
v o= 0 sobre  Of).

Com isto, deduzimos varias propriedades de v e u, em particular, se n = 2, f é
convexa, ) é simétrico e convexo em relacao aos eixos coordenados, entao nao existe
duas solucoes de (P) tendo o mesmo maximo, e para f(u) = v, 1 < p < 2* — 1,
existe uma tnica solugao de (P).

Consideramos ainda o problema:

—Au = u’+pu? em Q
(Q) u 0 em Q
u 0 sobre 012,

V

onde g é um parametro real, 0 < ¢ < 1 <p < 2*—1, com 2* = (n+2)/(n — 2)
sen > 2e 2" =o0sen =2 Um resultado de Ambrosetti-Brezis-Cerami (veja
[1]) garante que o problema (Q) possui pelo menos duas solugoes. Nosso principal
resultado afirma que para certos dominios e p préximo de 0, o problema (Q) possui
apenas estas duas solucoes.

No Capitulo 3, investigamos propriedades de simetria para solugoes do problema:

—Au = f(zr,u) em Q
u = g(x) sobre 09,

onde Q C R™ (n > 2) é um dominio limitado, com algum tipo de simetria, e
f: QxR — R éuma funcio continua e de classe C!' em relacao a segunda varidvel,
g é continua e f e g possuem alguma simetria em x.



Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados conhecidos e que foram usados
ao longo desta dissertacao, facilitando com isso, a compreensao do trabalho.

0.1 Resultados Basicos

Em varias partes deste trabalho iremos recorrer aos seguintes resultados:

Teorema 0.1 ([9], Teorema 15.1) Sejam X,Y e Z espagos de Banach.
Suponhamos que U € uma vizinhaga de xg em X eV € uma vizinhancga de yo em
Y, e F : UxV — Z € de classe C*. Suponhamos ainda que F(xq,y9) = 0
e DyF(xo,y0) : Y — Z € um isomorfismo. Entio F(z,y) define uma unica
aplicagao G : W — Y continua, onde W €é uma vizinhanca de xq em X tal que

F(z,G(x)) = 0 para todo x € W.

Teorema 0.2 ([14], Teorema da Divergéncia) Seja Q0 um aberto de classe C*.
Se F € C}(R™",R"), entdo

/div(F(x))dx —/ F(o)-v(o)do. (1)
Q o0
Notemos que em particular para F' = Vu temos que

@
an 81/

/ div(Vu(z))dz = (o). (2)
Q

Como consequéncia deste resultado, temos as férmulas de Green, a saber:

Corolario 0.1 ([14], Férmulas de Green) Sejam Q um aberto de classe C' e
u,v duas fungoes de classe C3(RY). Entao,

/Q (@) Au(z) — u(z) Av(z)|dz = /0 ) [%(O—)U(U) - %(a)u(a)] o, (3)
—/Qv(x)Au(:c)dm:/QVU(JJ)VU(:L’)OZ:L’—/89%(0)1}(0)610. (4)



Muitas vezes nesta dissertacao, usaremos um fato muito importante da Analise
Funcional, que em espacos reflexivos toda sequéncia limitada possui subsequéncia
convergente.

Teorema 0.3 ([5], Teorema II1.27) Sejam E um espaco de Banach reflexivo
e (z,) uma seqiéncia limitada em E; entdo eriste uma subseqiéncia (z,,) que
converge na topologia fraca de E.

Comentamos que os espagos de Sobolev H}(Q) e W?P(Q), com 1 < p < oo sao
espagos reflexivos.

Teorema 0.4 ([5], Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja © C R" um
dominio de classe C*'. Entao:

(a) Se kp < n, o espago W*P(Q) estd imerso continuamente em L4() para todo
q € [Lp;

(b) Se0<m <k—2<m+1, o espago WHkP(Q) estd imerso continuamente em

C™(Q), onde o = k — » —m, e imerso compactamente em C™A(Q) para
qualquer B < a.

Em particular, para k =2 e p > n, W?P(Q) estd imerso compactamente em C1P(Q)

(
para todo § <1 — 2. Além disso, W2n(Q) estd imerso continuamente em C%'(£2).

0.2 Principio do Maximo

Seja © C R™ um dominio limitado e consideremos uma fungao u € C2(Q)NC(Q).
Como sabemos, o méaximo da funcao u é atingido em um ponto de 2. Suponhamos
também que u satisfaca a desigualdade estrita

Au>0 em €.

Entao o méximo de u nao pode ser atingido em um ponto interior. De fato, se
existisse um ponto xy € € tal que u(zy) = maxgu, entao

9%*u 0%u
= — <0,.. = <
VU(:B()) O € am% (550) = 07 ) ax% (xo) — O’

donde Awu(zy) < 0, contrariando a desigualdade estrita acima. Neste caso,
escrevemos

maxu = maxu.
Q 0



Esta secao tem por objetivo apresentar resultados do tipo acima para operadores
diferenciais tendo a forma geral

n

Lu = Z ij (T)Uga, + Zb T Uy, + c(z)u,  a;; = aj, (5)

ij=1

onde os coeficientes a;; sao funcoes continuas sobre 2 e os coeficientes b;, ¢ sao funcoes
limitadas em ().

Definicao 0.1 Fizemos as sequintes nogoes para operadores L do tipo (5)

1. O operador L é chamado eliptico sobre Q0 se para todo x € Q) existe A(z) > 0
tal que

n

> ay(@)&& = A@)I¢f’, Ve ER™
ij=1
2. O operador L é chamado estritamente eliptico sobre €2 se existe A > 0 tal que

n

Z a;j(2)&& > NP, VEER" e e

ij=1

3. O operador L € chamado uniformemente eliptico sobre € se existem A, \ > 0
tal que

Ag? < Z a;(2)&E < MNP, VEER™ e zeQ

i,j=1
Observacao 1 FEstas definicoes nao sao uniformes na literatura cientifica.

Quando tomamos os coeficientes em L como sendo

- )1 se 1= o
aij—éu—{o se Z%j, bl—C—O,

obtemos o operador Laplaciano L = A, onde A = XA = 1, que é uniformemente
eliptico em qualquer dominio.

Teorema 0.5 (Principio do maximo fraco para ¢ =0) Seja L um operador
estritamente eliptico em um dominio limitado Q@ C R", u € C2?(Q) N C(Q)
satisfazendo

Lu>0 em e c=0.

Entdo o mdzimo de u em € € atingido sobre OS2, isto €,

maxu = maxu.
o) o0



Se considerarmos a fungao u apenas em C?(2), entao a conclusao deste Teorema
deve ser substituida por
sup u = lim sup u(zx).
Q z—00
Prova. Esta demonstracao pode ser encontrada em [10] ou [13]. [
O préximo resultado, imediato deste teorema, abrange o caso mais geral em que
temos ¢ < 0 em ).

Corolério 0.2 (Principio do méximo fraco para ¢ < 0) Seja L um operador
estritamente eliptico em um dominio limitado Q C R", u € C?(Q) N C(Q)
satisfazendo

Lu>0 em e c<0.

Entao

max u < max ut.

Q oN
No caso em que u pertence apenas a C*(Q), a conclusdo deste coroldrio fica

supu = limsupu™(z).
Q x—00Q

Prova. Consideremos V = {x € Q; wu(x) > 0}. Se V = 0 entdo maxgu < 0 =
maxgo ut, donde segue o resultado. Vamos supor que V' # (). Dai, em V temos que
—cu > 0, e assim

n

Mu := Z i (T) Uz, + Z bi(2)ug, > —cu > 0.
i=1

ij=1

Aplicando o Teorema 0.5 e o fato que u = 0 sobre 9V N €2, obtemos que o maximo
é atingido sobre 0€2. Assim,

maxu = maxu = I%%XU+,

vV ov

o que conclui o corolario. [

Observacao 2 Um fato importante é que a condicao ¢ < 0 nao pode ser relaxada.
Como contra-ezemplo, consideremos a fun¢ao u(x,y) = sen(x)sen(y) definida sobre
Q={(r,y) eR*:0<z <7, 0<y<mn}. Cdlculos simples mostram que

Au+2u = 0 em Q
u > 0 em Q
u = 0 sobre 0.

Logo a conclusao do Coroldrio 0.2 nao se aplica ao operador L = A+ 2 em Q.



Lema 0.1 ([13], Lema 3.4, Lema de Hopf) Suponhamos que o operador L ¢é
uniformemente eliptico em 2, c =0 e Lu > 0 em Q. Seja xg € 0S) tal que,

(1) w é continua em xo;
(ii) u(zo) > u(x) para todo x € S);

(iii) 09 satisfaz a condi¢ao da bola interior em xq, isto é, existe uma bola B C €
com g € 0B.

Entao, a derivada normal exterior de u em xg, caso exista, satisfaz
ou
—(ZE()) > 0.
v

Se ¢ <0, entdo o resultado continua valendo desde que u(xg) > 0. Se u(xg) =0 a
mesma conclusao vale independentemente do sinal da fungao c.

Teorema 0.6 ([10], Teorema 6.4.4, Principio do Méximo Forte)
Suponhamos que Q € conexo, que u € C*(Q) NCH Q) e Lu <0 em Q.

(1) Sec =0 ewu atinge seu mdzimo em §2 em um ponto interior, entdo u € constante
em €.

(i) Se u tem mdzximo global zero em ), entao u € identicamente nula em €.

Lema 0.2 ([10], Lema de Hopf Refinado) Suponhamos que @ C RN ¢ aberto,
ue C%*Q), e ce L®(Q). Suponhamos além disso que,

—Au+cu > 0 em f
u > 0 em £,

com u nao identicamente nula.

1. Se para algum xy € 0N2, temos u(xg) = 0 e Q satisfaz a condigao da bola
mnterior em xg, entao

ou
-V = — <0
v(xo) - Vu(zg) 5 (x0) ,
onde v denota a normal unitdria exterior.
2. Além disso,
u>0 em (2.

Teorema 0.7 ([13], Teorema 8.20 , Desigualdade de Harnack)
Suponha que o operador L é uniformemente eliptico em Q). Se u € C*(), u >0 e
Lu =0 em Q entao para cada subdominio ) CC 2 temos

supu < C'inf u,
Q/ Q

onde a constante C' > 0 e depende apenas de Q) e dos coeficientes do operador L.

9



Os proximos teoremas estabelecem resultados de principio do méaximo para
fungoes em u € W2P(2) e as demonstragoes podem ser encontradas no Capitulo
9 de [13]. A desigualdade de Harnack também ¢ vélida para fungoes em W?2™(Q), e
a prova deste fato pode ser encontrada no Coroldrio 9.25 de [13].

Teorema 0.8 (Principio do Maximo Fraco para Fungoes u € W??(Q)) Seja
L um operador eliptico em um dominio limitado @ C R". Considere u € W2P(Q)
com p > n, satisfazendo Lu >0 em §2. Se ¢ <0 em €1, entdo

supu < limsupu™(z).
Q z—00

Teorema 0.9 (Principio do Maximo Forte para Fungdes u € W2 (Q2))

loc

Seja L um operador eliptico em um dominio limitado Q@ C R™. Se u € W;2'(Q)
satisfaz Lu > 0 em Q e ¢ = 0 (¢ < 0), entdo u ndo pode atingir seu mdxrimo
(mdzimo nao-negativo) em ) a menos que seja constante.

0.3 Regularidade

Os préximos resultados foram tirados de [13] e valem para operadores elipticos
L mais gerais, porém para esta dissertacao é suficiente considerar o caso L = A.

Teorema 0.10 ([13], Teorema 8.24) Sejam Q um dominio limitado em R, f €
C(Q) e suponha que v € Wh2(Q) € uma solugdo fraca de Au = f. Entdo para todo
subdominio Q) CC Q temos a estimativa

lullgegy < Clullzzoy + 1fllo):
onde as constantes positivas C' e o nao dependem de u e f.

Teorema 0.11 ([13], Teorema 6.14) Sejam Q um dominio limitado de classe
C?, feC¥N) epeC*N). Entio o problema de Dirichlet

{Au:f em  Q ©)

u = ¢ sobre O0f),
possui uma tnica solugio u € C*%(Q).

Teorema 0.12 ([13], Teorema 4.6) Sejam 2 um dominio limitado em R", f €
C*(Q) e suponha que u € C*%(Q) é uma solugdo cldssica de Au = f. Entdo para
todo Q¥ CC ()

[ullgz.a@y < Cllulle@ + 1/ lca@)

onde a constante positiva C' independe de u e de f.

Teorema 0.13 ([13], Lema 6.16) Sejam Q2 um dominio limitado de classe C**,
feC*Q) eue C*Q) uma solucao cldssica de Au = f. Entao u € C*°.

10



Teorema 0.14 ([13], Coroldrio 8.29) Seja Q um dominio limitado em R" de
classe C* e f € C(Q). Se u é uma solugao cldssica de

Au = f em Q
{ u = 0 sobre 01, (7)

entao
[ullca@) < Clllullc@ + I fllem):

onde a constante C' independe de f e u.

Teorema 0.15 ([13], Teorema 6.6) Sejam Q@ um dominio limitado em R" de
classe C**, f € C*(Q) eu € C**(Q) solugdo de

Au = f em
{ u = 0 sobre OS). (8)

Entao
[ullcza@ < Clllullca@ + 1 fllca@)

onde a constante positiva C' independe de u e f.

0.4 Teoremas de Existéncia de Solucgoes

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados de existéncia de solugoes, mais
antes precisamos de algumas defini¢oes do que entendemos por solucao de problemas
do tipo Lu = f, onde L é um operador do tipo (5), com seus coeficientes conhecidos,
e a funcao f é dada. Uma solucao cléssica de Lu = f é uma funcao u duas vezes
diferenciavel em €2 que satifaz esta equacao pontualmente. Uma solucao forte de
Lu = f é uma solucao duas vezes fracamente diferenciavel que satisfaz esta equacao
em quase todo ponto de 2.

Iremos agora definir dominios de classe C*®. Muitas vezes usamos os termos
dominio suave ou regular para dominios de classe C*, para k e o convenientes.

Definigao 0.2 ([13], secao 6.2) Um dominio limitado Q2 em R™ € dito ser de
classe C**, 0 < a < 1, se para cada ponto o € 99, existe uma bola B = B(x) e
uma bijecao 1 de B em D C R" tal que:

(i) ¥(BNQ) C R} ={z = (21,...,2,) € R" 1 7, > 0},
(ii) (B NoQ) C ORY;
(iii) € C*(B), ¥~ € C*(D).

Teorema 0.16 ([13], Capitulo 9, Teorema de Calderén-Zigmund) Seja
L um operador elipitico da forma (5) e suponhamos que os coeficientes a;; € C(£2),
eb,c e L®(Q). Se Q é um aberto limitado de classe C'', ¢ <0 em Q e f € LP(Q)

11



para algum p € (1,00), entao existe uma tnica fun¢io u € WP(2) N Wol’p(Q) tal

que
Lu = f em Q (9)
u = 0 sobre 0f),

e ainda, para alguma constante C' independente de [ e u, temos
[ullwzr@) < CllfllLe0)- (10)

Além disso, se p>n/2 e p € C(Q) existe uma nica solugio u € C(Q) NW2P(Q)
do problema de Dirichlet

Lu = f em €
{ u = @ sobre Of. (11)

Teorema 0.17 ([10], Teorema 6.5.3) Seja Q um dominio de classe CU'.

Considere um operador L uniformemente eliptico, tendo coeficientes a;; € C(£2),
bi,c € L>®(Q). Entao

(1) Eziste um autovalor real Ny para o operador L, sobre as condi¢oes de Dirichlet.
Além disso, se A € C € outro autovalor de L entdo Re(\) > \i;

(ii) FEziste uma autofuncdo correspondente ¢q, que € positiva em €);
(iii) O autovalor Ay é simples, isto €, se ¢ satisfaz

Ly = \v em
v = 0 sobre 0f,

entao 1 é maultipla de ).

(iv) O autovalor \y € caracterizado por

A = —inf Sl;p [;:z(;)),

onde o infimo € tomado sobre todas as fungoes ¢ € C*()), com ¢ >0 em Q
e ¢ =0 sobre 0N e o supremo € tomado sobre todos os pontos x € ).

Em [8] podemos encontrar uma abordagem sobre o problema de autovalor com peso
e no Capitulo 8 de [13] também é tratado o problema de autovalor.

Teorema 0.18 Seja L um operador estritamente elipitico em um dominio ) de
classe C™', tendo coeficientes a;; € C(Q), by, c € L®(Q) e tome p € (1,00). Entao
uma, e somente uma, das duas alternativas deve ocorrer:
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(a) Para cada f € LP(Q) existe uma unica solugio forte u € WP N W, P(Q) de

Lu = f em €
u = 0 sobre 0,

(b) Eziste uma solucio forte u € W2P(Q) N W,P(Q) ndo-trivial do problema
homogéneo.

Lu = 0 em
u = 0 sobre 0%,

Prova. Em [10] este teorema é estabelecido para solugoes fracas. Usando a teoria
de regularidade e o Teorema de Calderén-Zigmund concluimos que isto também é
valido para solucoes fortes. Para o caso de solucoes cléssicas veja o Teorema 6.15

de [13]. [

Teorema 0.19 ([20], Teorema 1.19) Sejam Q0 C R™ um dominio com medida
finita, p € (1,2 — 1) e A € R. Entdo existe uma solu¢ao fraca u € H (), ndo-
trivial, do problema

—Au+Iu = uf em €}
u > 0 em € (12)
u = 0 sobre 0,

se, e somente se A > =\ (A, Q).

Observacao 3 Quando 052 € suave, usando a teoria de regularidade (veja [10] no
Capitulo 6) concluimos que as solugdes de (12) sao de fato classicas. A positividade
das solugoes é obtida diretamente pelo principio do maximo forte.

Teorema 0.20 ([12]) Sejam p € (1,2*—1) e u € C*(R") solugdo de

—Au
U

uP em R"
0 em R".

(VAN

Entao v = 0.

Teorema 0.21 ([12]) Denotemos por R} = {x € R";x, > 0} e sejap € (1,2*—1)
eu € C2R?)NCORY) solucio de

—Au = uP em R?
u > 0 em R7
u = 0 sobre {zxeR":z,=0}

Entao uw = 0.
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Teorema 0.22 ([12]) Seja u € C*(Q) N C(Q) uma solugdo de

—Au = u? em Q,
u > 0 em Q,
u = 0 sobre 09,

onde Q2 € um dominio limitado em R™ com 09 de classe C*, 1 < p < 2* — 1. Entdo
u(z) < C para todo x € 2, onde a constante C' depende somente de p e de §2, mas
nao de u.

Teorema 0.23 ([11], Teorema de Simetria de Gidas-Ni-Nirenberg)

Seja Q@ C R™ um dominio limitado, simétrico em relagdo ao hiperplano Ty = {x €
R™ : 21 = 0} e convexo na dire¢io do eizo x1. Seja ainda f : R — R localmente
lipschitz e u € C%(Q) N C(Q) uma solugdo de

—Au = f(u) em Q,
u > 0 em Q,
u = 0 sobre  0f),

Entao,

(1) u € simétrica em relagao a xy, isto €, u(xq,...,x,) = u(—x1,...,x,) para todo
r=(x1,...,2,) €Q;

(ii) 88—;1(36) < 0 para todo x € {x € Q;z1 > 0}.

Teorema 0.24 ([11]) Seja Q@ C R™ um dominio limitado com fronteira suave,
simétrico em relagao ao hiperplano {x = (1, 2s,...,7,) € R" : 71 = 0} e convero
na diregdo do eiro x1. Suponha que u € C*(Q) € uma solugao de

—Au = f(z,u) em Q,
u > 0 em Q,
u = 0 sobre  0f),

onde f e f, sao funcgoes continuas para todo x € ), f é simétrica em relagao a x,

e decrescente em relagao a x1 para todo x € {x = (x1,29,...,2,) € Q: 21 > 0}.
Entao u € simétrica em relagdo a xy e uy, < 0 para todo v € {x = (x1,22,...,2,) €
Q: xr1 > O}
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Capitulo 1

Um Principio do Maximo Refinado
para Dominios nao-suaves

1.1 Introducao e Preliminares

Neste capitulo apresentaremos um principio do maximo para operadores elipticos
uniformemente elipticos de segunda ordem em dominios nao-suaves. Estudamos
também um problema de autovalor e provamos que a validade deste principio
do maximo é equivalente a positividade do primeiro autovalor. Os principais
resultados deste capitulo sdo devidos a Berestycki-Nirenberg-Varadhan ([4]) e
Stroock-Varadhan ([19]).

Neste capitulo, L denotarda um operador eliptico em um dominio limitado
Q C R", da forma

Lu= Mu+ c(x)u = Zam umzx]+2b T)uy, + c()u, (1.1)

i,j=1

e iremos considerar somente operadores uniformemente elipticos, tais que existam
constantes positivas ¢,, C, satisfazendo

colé? < Z aij(2)&E; < ClE7, VE € R™x € Q. (1.2)

i,j=1
Além disso, assumiremos que

a;; € C(Q), b, c € LOO(Q) (13)
O )2 el <o, (1.4)
para alguma constante positiva b.

O objetivo deste capitulo é estudar o principio do maximo e a existéncia do
autovalor e da autofuncao principais para tais operadores. Sabe-se que se a fronteira
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0f) e os coeficientes do operador L sao suficientemente regulares, entao existe um
autovalor principal A\; e uma autofuncao associada ¢; tal que

(L + )\1>¢1 =0 em Q,
¢1 =0 sobre 08

A1 é um autovalor simples, ¢; > 0 em (), e somente para o autovalor A\; existe uma
autofuncao positiva associada (veja Teorema 0.17). Veremos também que a condi¢ao
A1 > 0 é equivalente a validade do principio do maximo enunciado a seguir.

Neste capitulo, investigamos o caso em que 0f) é nao-suave e para tanto, usaremos
um método de aproximacao por solugoes em subdominios com fronteira regular e
em todas as nossas estimativas, as constantes que aparecerao dependem somente
das constantes c,, C,, b, e é claro, do dominio ).

Ao longo deste capitulo, consideraremos o operador L agindo em funcoes
pertencentes ao espago de Sobolev VV;:(Q), tendo em vista que as solucoes que
trataremos em todo este capitulo sao solugoes fortes da equacao Lu = f, isto é, uma
funcao duas vezes fracamente diferencidvel em ) satisfazendo Lu = f em quase
todo ponto de €. Veremos na maior parte dos casos que tais fungoes pertencerao a
VVIQOCP(Q) para todo p, tal que n < p < oo. _

O conhecido principio do méximo fraco para fungoes w € C?*(Q2) N C(Q) (veja
Corolario 0.2), afirma que dado um operador L com ¢ < 0 em §2, se Lw > 0, entdo

maxu < maxu’.

Q o0

Logo se tivermos w < 0 sobre 00, entao w < 0 em ). Motivados pelo exposto
acima, usa-se atualmente a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1 Dizemos que o principio do mdxrimo é vdlido para o
operador L em (2, se

Lw>0 em Q (1.5)
e

limsupw(z) <0 (1.6)

x—082

implicam em w < 0 em §2.

Observacao 4 A condicao (1.6) abrange os casos onde as fung¢oes ndao sao
necessariamente continuas até o bordo de €). Note que nesta condi¢ao esta implicito
o fato de w € limitada superiormente.

Apresentamos a seguir, trés condigoes suficientes para o principio do maximo ser
valido em um dominio €.

Proposicao 1.1 Seja L um operador eliptico do tipo (1.1). Cada uma das trés

condigoes a sequir € suficiente para o principio do mdzrimo ser vdlido para L em um
dominio €):
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(i) c(z) <0 em Q (veja Corolério 0.2).

(ii) Existe g € C(Q), g > 0 em Q tal que Lg < 0 em Q.

A prova deste fato recai na condicao anterior. Para ver isto, suponha w
satisfazendo (1.5) e (1.6). Considere entdo a funcao z = w/g. Apds alguns
calculos diretos obtemos:

(M + &(x))z >0,
onde Mz = Mz + 23 01 @ij(2)ge, (P)us, € € = Lg/g < 0 e desta
forma estamos na suficiéncia da condi¢ao (i), concluindo assim que z, e
imediatamente w é nao-positiva em (2.

(iii) O dominio 2 estd contido em uma faixa suficientemente estreita, mais
precisamente, existe um nuimero real d positivo e um vetor unitario e tais
que |(y — z).e| < d para todo z,y € €. Entao existe d, > 0, dependendo
somente de ¢, e b tal que o principio do maximo vale se d < d,.

A prova deste fato recai no item anterior. Provaremos que existe uma funcao
g satisfazendo (ii). Uma vez que o nosso operador L é invariante por rotagoes
e translagoes, podemos supor sem perda de generalidade que e = (1,0, ...,0)
eque QC{r €R":0 < z; <d}. Temos que g := e — e >0em Qe g
satisfaz

Lg = —(a110*+ bja)e™™ + (e — e2™1)
< —(co0® = bat) + be*?.

Escolha «a suficientemente grande de modo que c,a® — bar > 2b, para obtermos
Lg < —2b + be™® = (e*? — 2)b,

desde que d seja suficientemente pequeno de forma que se tenha e*? < 2, entéo
Lg <0.

Um teorema de grande importancia para este capitulo é o Teorema de
Alexandroff-Bakelman-Pucci e por esta razao o enunciamos aqui na seguinte versao:

Teorema 1.1 (Alexandroff-Bakelman-Pucci) Suponha que ¢ < 0 em £,
f e L"(Q) e quew satisfaga Lw > f em Q e a condigdo (1.6). Entdo

supw < B|fll v, (1.7

onde a constante B depende somente de n,c,,b e diam(2).

Prova. Veja Teorema 9.1 em [13]. [

De posse deste Teorema, vamos provar que o principio do maximo vale para
dominios de medida pequena.
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Proposicao 1.2 FEriste § > 0, dependendo somente de diam(§2),n,c, e b, tal que o
principio do mdximo € vdlido para o operador L em qualquer dominio Q) C €, com
Y] < 0.

Prova. Seja w satisfazendo

Lw>0 em Q e limsupw(z) <0
.Y

com || < 0, onde 6 > 0 serd escolhido posteriormente. Podemos deduzir da
primeira desigualdade que

(M —cHw>—ctw=—ctw" +ctw” > —-ctw™ em Q.
Aplicando o Teorema 1.1, obtemos

supw < Bl w || pnory < BbSY " supw™.
Y o

Fazendo 2Bb5'/" = 1, conclufmos que supw™ = 0, pois do contréario terfamos
Q/

+ oL +
supw =supw' < —supw,
QO Q 2 QO

0 que € impossivel. n

1.2 O Principio do Maximo Refinado

Nesta secao, apresentaremos um principio do maximo semelhante ao da Defini¢ao
1.1 com ligeira modificagao na condigao (1.6). Para dominios nao-suaves, uma forma
de se obter solugoes fortes é pelo método de aproximagao por solugoes em dominios
com fronteira regular. Para este tipo de solugao a condi¢ao (1.6) é uma hipdtese
muito forte, visto que em geral nao podemos preescrever valores na fronteira, ou nao
conhecemos o comportamento das solugoes em todo ponto de 0€2. Por esta razao,
apresentaremos aqui o principio do maximo refinado, que requer uma condicao mais
fraca do que (1.6). Esta versao é devida a Stroock e Varadhan ([19]). Ela faz uso
de uma solugao u, > 0 em €2 de Mu, = —1, que se anula, em certo sentido sobre
0. No lugar de (1.6), iremos requerer que para toda sequéncia z; — 0f tal que
uo(xj) — 0, tenhamos

limsup w(z;) <0

No que segue, usaremos as seguintes notagoes:
1 . Dada u € C(2), para uma sequéncia x; — 0f2 usaremos a notagao
z; — 09
para significar que u(z;) — 0.
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2 . Escreveremos

u =20 sobre 00

se x; —= 08 implicar que u(z;) — 0.

Definicao 1.2 Dizemos que L satisfaz o principio do mdxrimo refinado em ()
se para toda funcao w € I/Vlicn tal que

Lw>0 em Q, w limitada superiormente (1.8)
e
limsupw(z;) <0 se x; —= 09, (1.9)

implicar que w < 0 em €.

Observacao 5 A hipdtese de w ser limitada superiormente nao pode ser omitida.
Para exzemplificar isto, suponhamos que L = A e Q = B1(0)\{0} C R3. A fungdo u,
¢ dada por u,(z) = (1/6)(1 —|x|?). Temos que 0 € IR, mas para qualquer sequéncia
x; — 0, temos que u,(x;) — 1/6. Logo, na defini¢io do principio do mdzimo
refinado, nenhuma dessas sequéncias serve de teste e portanto w(x) = 1/|x| — 1
satisfaz as condigoes (1.8) e (1.9), exceto pela limitag¢ao superior e € positiva.

Observagao 6 A condi¢ao (1.9) equivale a dizer que dado € > 0, existe § > 0 tal
que
se €0 e u(r)<d entio w(x)<e.

Supondo também w < N, entdo para cada € > 0 fixado temos

N
w(z) <e+ guo(x), Vo € Q. (1.10)
De fato, basta observar que, para x € ) tem-se que

se U (r) <6 entdo w(x) <e,

e dessa forma, se uy(x) > 0, obtemos

Donde, w(z) < max{Zu,(z), e} < Zuy(z) +e.

1.3 Construcao de u,, € seu comportamento na
fronteira

Vamos agora construir a funcao u,, que é usada na Defini¢ao 1.2 do principio
do maximo refinado. Como ja comentamos, a funcao u, é a solucao positiva do
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problema Mu, = —1 em {2, que se anula em certo sentido sobre 0. A funcao u,
serd obtida por limite de funcoes que sao solugoes de

Mu = -1 em Q
u = 0 sobre 0,

onde ' C Qe 0 é suave. Por conveniéncia, iremos sempre supor que inf{z; : x =
(x1,29...,2,) € Q} = 0.

Consideremos €2, uma sequéncia de conjuntos abertos, todos tendo fronteira
suave, com

Q. C ﬁk C Qk+1; UrQ = Q.

Destas consideracoes, temos que a;; € C () e assim, pelo Teorema de Calderén-
Zigmund, para cada k, o problema

{Muk = -1 em Qk (1 11)

ur, = 0 sobre 0

possui uma tinica solugdo uy, € W2P(Q) N C(Q), para todo p € (1,00).

Como M satisfaz o principio do maximo usual, concluimos que u; > 0 em €.
Agora pelo principio do maximo forte, ux > 0 em ;. As fungoes uy sao crescentes
em k. De fato, desde que

M(uk—ukﬂ) = 0 em Qk
Up — U1 = —uUppr < 0 sobre 0€,

segue do principio do méximo que uy < ugyq em €. Além disso, as fungoes uy sao
limitadas superiormente por uma mesma constante. Para verificar isto, consideremos
o > 0 tal que

c,o? —bo—b=1.

Entao, em cada €2,
Me™ = 7 (ay(z)0” + by(7)0)

7 (c,0? — bo)

e’ > 1= —Muk,

IV 1V

ou seja,
M (7"t + uy) > 0.

Denotando d = diam(£2), pelo principio do méaximo fraco, segue que

7™ 4y, < sup(e”™ + ) = supe” < e’ em
O o

obtendo assim,
up < 7% — e <% em  Qy, Vk. (1.12)
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Consideremos agora um compacto K C ). Por estimativas interiores (veja (10)
em preliminares), temos

lukllweri) < CllLl|zrey < C1QYY"

Como W?2P é reflexivo, passando para uma subsequéncia, concluimos que u; — u,
fracamente em W*P(K), com ug(x) / u,(z) para todo x € Q e tomando p > n
obtemos a imersao compacta W??(K) cC C'(K), implicando que uy — u, em
Cl(K). Estes fatos nos permitem concluir que Mu, = —1 em €2, como solucao forte,
bem como a limitacao 0 < u, < €’® em €.

Doravante passaremos a prescrever o comportamento de u, na fronteira, mas
antes precisaremos da seguinte definicao:

Definicao 1.3 Dizemos que um ponto y € X2 admite uma barreira forte, se
para alguma bola B,(y) existe em U = QN B,(y) uma fungio positiva h € W2P(U),
satisfazendo Mh < —1, e que pode ser extendida continuamente ao ponto y com
h(y) = 0.

Proposicao 1.3 A func¢do u, anula-se sobre a fronteira no sequinte sentido: u,
pode ser extendida continuamente a todo o ponto y € IS que admite uma barreira
forte, colocando u,(y) = 0.

Prova. De fato, supondo que y € 02 admite uma barreira forte, seja U = B,(y)N<Y,
h € W2P(U) tal que

h>0, Mh<-1 em U, h(y) = 0.

Denotemos V' =, N B, /»(y), onde k é fixado de forma que V' # ). Fixemos € > 0,
dependendo somente de n,C,,b e r, de forma que

1
6M|a:—y|2§§ em U.

Entdo h(z) := h(z) + €|z — y|? satisfaz em U,

~ 1 1
Mh = Mh + eM|z — y|* < —1—}—52—5.
Além disso, se |z —y| =71/2 e x € O
~ 7’2
h=h+ez—y?>e—:=6. (1.13)

4

Podemos supor sem perda de generalidade que § < 1/2. Desta forma, obtemos por
(1.12) e (1.13)
od _
up(z) < 7t < 6—h(ac) sobre OV,
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isto é,
od

((x) = %ﬁ(w) —ug(z) >0 sobre OV

com ( satisfazendo em V' a desigualdade

ead od

M¢(x) = - Mh(x) — Muy(x) < —62—5 +1<0.

Pelo principio do maximo segue que ¢ > 0 em V| ou seja,

Fixando x € V fazendo k tender ao infinito obtemos

od _
uo() < e—h(m) em V=N B, sy,

o que implica em
ead

—h(z) em QN B,(y)

IN

Uo ()

e a afirmacao segue.

Observacao 7 A funcao u, definida acima independe da escolha dos subconjuntos
Qx. De fato, considere a fungao u, obtida da mesma forma que u,, pela escolha

dos subconjuntos 2. Fize k e €. Desde que 2 = USQ;, podemos tomar j

suficientemente grande de maneira que
Qk C Qj.

Usando o principio do maximo fraco, concluimos que

De forma andloga obtém-se u, < u, em €2, decorrendo a igualdade.

Proposicao 1.4 Dada f € L*>®(Q), eziste uma unica solucdo z de Mz

satisfazendo
|z(x)| <[ flle@uo(x) em £

2l 2= (@) < Bl flln@)-
Além disso, se f <0 entdo z > 0 em )
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Prova. Para verificar a existéncia, procede-se de forma andloga a construcao da
funcao u,. Considerando () uma sequéncia de conjuntos como antes, e observando
que f € LP(Q), para todo k, concluimos pelo Teorema de Calderén-Zigmund que
existe uma tinica solucio z, € W2P(Q) N C(Q), para todo 1 < p < oo, de

{Mzk = f em

zr = 0 sobre 0. (1.14)

Pelas estimativas interiores do Teorema 0.16 concluimos que z;, — z fracamente
em W?P(K) e z;, — z em C'(K), para cada compacto K C Q. Assim, obtemos com
auxilio de alguns calculos que Mz = f em ().

Para provar a primeira desigualdade, podemos supor que || f|| g () = 1. Dai, em
Q

Mz, = f <1=—Mu,,
isto é,
0 em,

M (uy + 2x)
u, > 0 sobre 0€).

Uy + 2

I IA

Pelo principio do maximo segue que
Zr > —Uu, em .

De forma anéloga
Mz, =f>—-1=Mu, em €,

e assim

0 em
—u, < 0 sobre 0.

{ M (2 — u,)

2 — Uo

1V

o que implica em z, < u, em €, e portanto |zx| < u, em €. Tomando o limite
obtemos o resultado desejado.

Demonstremos agora a outra desigualdade. Aplicando o Teorema 1.1 em (1.14)
obtemos

|z (z)] < Bl|fllzr) Yk
Fazendo k — oo tem-se
|z2(x)] < Bl fllzn@) em £,
e portanto

122 ) < Bl fllzn@)-

A unicidade segue diretamente desta segunda desigualdade. Agora supondo que
f <0 em 2, temos pelo principio do maximo fraco que zp > 0 em €2, e fazendo k
tender ao infinito, obtemos que z > 0 em (). [ ]

o o~ u .« .
Veremos agora que a condigao z; — €2 depende somente de uma vizinhanca

de 012.
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Lema 1.1 Seja U um conjunto aberto com fronteira suave, com U C €, onde ()
€ um dos conjuntos usado na construcao de u,. Seja t, uma fung¢do construida do
mesmo modo que u,, porém tendo como dominio Q\ U. Entao

Uy <, <Cl, em Q\Q
onde C depende somente de U, €, ¢,, C, eb.

Prova. Considere u; " 1,, solucao de
M ﬂk = -1 em Qk \U
ar, = 0 sobre 0(Q%\U)
com k suficientemente grande, de forma que U CC 2. Agora observe que:

ﬂk—ukg—ukg() c1m an\U,

o que implica em @y, < u em i\ U de acordo com o principio do maximo. Tomando
o limite com k tendendo ao infinito, concluimos que @, < u, em Q\ U.
Para provar a outra desigualdade usaremos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1 Sew >0 e Mw < —1 em B,(y) C Q, entao w(y) > o > 0, onde «
depende somente de r, C, e b.

De fato, para n > 0 a fungao ((z) = n(r? — |z — y|?) satisfaz em B,(y),
M¢ = =20 (i +bi(; — y5))

—2n(nC, + br)
—1> Mw,

IV v

se 2n(nC,+br) < 1. Logo M ((—w) > 0 em B,(y), e para |z—y| =r, (—w = —w < 0,
donde podemos concluir pelo principio do méximo que ¢ < w em B,.(y). Em
particular w(y) > ((y) = nr?.

Voltando & prova do lema, fixemos r > 0 satisfazendo r < d(9Q;,U) e
r < d(0%,082). Como €U é crescente em k, existe k, tal que, para todo k > k,,
contém uma r-vizinhanca de 0€2;. Pela afirmagao, concluimos que

ur > >0 sobre 09.

Lembrando que u, < e°? = (', vemos que em 9

c'
Euk Z C,ZUOZUIC?

onde esta tltima desigualdade ocorre pois uy " u,. Podemos supor C’ > «. Assim
M(Ea,—u) = =S 41 < 0 em U\

!

Ll —up > 0 sobre  9(€, \ ),
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e segundo o principio do méximo C'ty, > aug em €y \ €, para todo k > k,, o que

implica em
!

—q, > u, em Q\Q.
a

Lema 1.2 M satisfaz o principio do mdzimo refinado em 2.

Prova. Suponhamos que Mw > 0 em Q, w < N e limsupw(z;) <0 se z; o5 90,
Conforme a desigualdade (1.10), dado € > 0, existe § > 0 tal que

w(z) < e+ %uo(x) Vo € L.

Em particular esta 1ltima desigualdade é valida se = € 0€2.

Desde que Mug = —1 = Muy em Qe u, — up = u, > 0 em 0€), obtemos que
M(w—e— F(uy—wy)) = Mw >0 em )
w—e—%(uo—uk) = w—e—%uogo sobre 0.

Pelo principio do maximo usual temos que

N

w<e— g(uo —uy) em (.
Fixando x € €, e fazendo k tender a infinito, desde que uy(z) — u,(z), obtemos
w(z) <e em Q.
Agora fazendo € tender a zero, segue que w < 0 em ). ]

Proposicao 1.5 Dada f € L"(R2), existe uma unica solucao z € L>(Q) do
problema

Mz = f em
u 1.1
{ z = 0 sobre ON. (1.15)
e que satisfaz a estimativa
2] @) < Bl fllzn@)- (1.16)

Além disso se f < 0 entao z > 0 em €.

Prova. A unicidade segue do lema anterior. Para provar a existéncia, seja f; uma
sequéncia de fungoes limitadas convergindo a f em L™(). Isto é possivel, visto que
C.(Q2) é denso em L™(2). Pela Proposigao 1.4, para cada i, existe uma tnica solu¢ao
2 € W2 N L®(Q), para todo p € (1,00), de

IS
o

Mz = f; em
zi = 0 sobre 09
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com |||y < Bl fillLr(e). Para cada compacto K C €, fixado p > n, temos pela
estimativa interior do Teorema 0.16, que

lillwari) < Cllfillny < C.

Assim, temos que existe uma subsequéncia z; — z em W?P(K) e z; — z em C'(K).
Estes fatos nos permitem concluir que Mz = f como solugao forte, bem como (1.16).
Ainda pela Proposicao 1.4, temos que

12i = il < Bllfi = fillr)

o que mostra que z; converge uniformemente para z em ). Dessa forma concluimos
que z 2 0 sobre 99).

Supondo f < 0em €, temos que Mz < 0 em Q e z 2 0 sobre 052, e pelo principio
do méximo refinado concluimos que z > 0 em €. ]

1.4 O Autovalor Principal

Nesta secao passamos a estudar o problema de autovalor

(L+XN)Y=0 em
Y 20 sobre 05,

onde ¢ # 0 é dita ser uma autofuncao de —L, com autovalor A (ambos possivelmente
complexos), com a condi¢do adicional de || ser limitado.

Quando os coeficientes de L e 0€) sao regulares, sabe-se que existe um autovalor
principal e uma autofunc¢ao (principal) ¢; que s@o reais e possuem as seguintes
propriedades:

(a) ¢1 é uma autofuncao simples, isto é, ¢; gera ker(L + A1) sobre a condigao de
Dirichlet homogénea na fronteira; além disso ¢; > 0 em ;

(b) Se ¢ é uma autofuncao positiva com autovalor A, entdo A = \y;

(c) Para qualquer autovalor A, ReA > ;.

Nosso objetivo é garantir a existéncia de um par (A1, ¢1), satisfazendo as trés
condigoes acima, para operadores L do tipo (1.1), como considerados na segao
anterior, em dominios limitados. Para isso definimos:

A1 =M (L, Q) =sup{\ € R: 3¢ > 0 em 2 satisfazendo (L + N\)¢p <0}  (1.17)

e construiremos uma autofungao principal ¢, correspondente.

Notemos que se Q' C € entao A\ () > A(2). De fato, escrevendo A(Q2) =
{A e R : 3¢ > 0 em Q satisfazendo (L + N\)¢ < 0}, se A € A(Q2) temos que existe
e W2™(Q) tal que ¢ > 0em Qe (L+N)¢ < 0 em Q e assim, é imediato que ¢ > 0

loc
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em 2 e (L+ A)¢ <0 em , donde segue que A € A(£Y), ou seja, provamos que
A(Q) € A(SY) e portanto concluimos a afirmagao. Na verdade, se Q' S Q entdo a
desigualdade em questao é estrita (veja [4], Teorema 2.4).

Quando os coeficientes de L e 952 sao suaves, A\, definido por (1.17) é realmente
o autovalor principal de L. Para ver isto, vamos mostrar que (1.17) equivale a uma
conhecida caracterizacao de min-max de A{, desde que seja finito. Note que se ¢ > 0
e (L+ Mo <0, entao

Consequentemente,
Lo

A = Sup igf(—%) = Sip(_ Sup ?) (1.18)

onde em sup,, o supremo ¢ tomado sobre todas as fungoes positivas ¢ em I/Vlicn (Q).
Assim, (1.18) pode ser escrito como

Lo
A1 = —inf — 1.19
1= —infsup = (1.19)

Usando (1.19), vamos obter uma limitagao superior para A;(2).

Lema 1.3 Suponhamos que Br(0) C €2, com R < 1. Entao

C
M) < 7

onde C' depende somente de n,c,,C, e b.

Prova. Pondo r = R/2, consideremos a fun¢ao o = 1(r? — [z[*)%. Mostremos
inicialmente que

Lo C
)< = 1.20
SUp(=~=) < 75 (1.20)
De fato, temos
Oz, = —ZL'Z'(T’2 - |I|2>a Oziz; = _5%;3' (T2 - |[E‘2) + 2Iixj

e assim, em B, (0)

Lo
RS S
2]
=S banle® —Jaf) 50 ol
1 Z 22 Qi T35 Z bzl'l C
- Q5 — 2 _ 12 4
2 af? (2 —[aP2)? " A= a4

27



- +b. (1.21)

Na regiao onde
|z|?(2C, + nC, + br) > r*(nC, + br)

o segundo termo do lado direito de (1.21) domina o primeiro e assim — Lo /40 < b.
Na regiao em B,.(0) onde ocorre a desigualdade oposta temos

P2 gt > 2 g2 nCo+br 20,12
2C, + nC, +br 2C,+nC,+ br

e assim

Lo  nC,+br 1
-0 < 7"20——4@2 +b< W(n(}o +0r)(2C, + nC, + br)
o que implica em (1.20).

Para provarmos o lema, é suficiente mostrarmos que para qualquer funcao
positiva ¢ e qualquer A, com (L + \)¢ < 0, temos A < sup(—Lo /o). Consideremos
tal par ¢, A e suponhamos A > sup(—Lo/o) = 7. Entdo (L + 7)o > 0 em B,
enquanto (L +7)¢ < (L + A)¢ < 0. Pela condigao suficiente (ii) do Proposigao 1.1,
o principio do méximo é valido para (L + 7) em B,. Mas entao desde que 0 = 0
sobre 0B,., isto implica ¢ < 0 em B,. Isto é impossivel e o lema estd provado. m

O Teorema a seguir estabelece a existéncia de uma autofungao associada a ;.
Teorema 1.2 (i) Eziste uma fungdo positiva ¢, em W?P(Q), Vp € (1,00),

satisfazendo

(L+A)o1 = 0;

(ii) Se normalizarmos ¢; de forma que ¢1(xo) = 1 em um ponto xy € Q fizado,
entio ¢1 < k em €, onde k depende somente de xg,§2 c,,C, e b.

(iii) ¢1 < Ciu, para alguma constante positiva C.

Prova. Suponhamos que B, C Q. Seja C a constante do lema 1.3 e B a constante
do Teorema 1.1. Fixe § > 0 tal que

C 1
b+ —)BsY" < =
(b+ RQ) -2

Seja K C € um conjunto fechado, tal que U = Q \ K satisfaga |U| < 0, e
suponha também que K contém z, e B,. Considere {2; uma sequéncia crescente de
subdominios de €2 com 0€); suave e

KCQjCﬁjCQj_H € Uij:Q.
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Agora a;; € C(£);), e assim em €, pela teoria de existéncia cldssica (veja 0.17),
existe um autovalor principal p; e uma autofungao ¢; € W??(;), Vp € (1, 00), com
¢; > 0em Q;, ¢;(z,) =1 e satisfazendo

(L—i-,uj')qu = 0 em Qj
»; = 0 sobre 0f);

Desde que ¢;11 > 0 sobre ﬁj temos pelo principio do maximo usual, que
pj > pjg1 > A Para ver isso, suponha que p; < pji1. Logo (L + pj)¢; =
(pj—pi+1) P41 < 0 em ;. Pela condicao suficiente (ii) da Proposi¢ao 1.2, o principio
do méximo vale para L + p; em 2;, donde ¢; = 0 em €}, absurdo. Consideremos
entao p = lim p1; > Ay. Pela desigualdade de Harnack aplicada em €2}, inferimos que

¢; < C; sobre K Vj.
Em Uj = Qj \ K, V= ¢j - Ol satisfaz

(L4u)) = —eCr— pCy
(M —c )9 = —ctd— p9 —cCy — p;Cy
= "¢ — o +c C
> —boj — ;05

limsup ¥(z) < 0.

x—0U;

Segundo o Lema 1.3, u; < C/R?, e daf, pelo Teorema de 1.1,

C n
maxd < Bl(b+ )¢5l < Bl +0)8"/" max g,
1
max¢; —Cp < 5 1axX ¢,

J Uj
HLanﬁj S 201 = CQ

J

Pela estimativa do Teorema 0.16 temos

oxllwzr) < CG), VE>j+1

Consequentemente, existe uma subsequéncia de ¢; que converge para uma funcao
oy 2 1 . ,
positiva ¢, em €, com ¢; = ¢; em W P() e ¢p; — ¢ em W, °(), isto é,

loc loc
em todo subconjunto compacto S C 2. Logo ¢; é uma solucao de

(L+p)gr=0 em Q, ¢i(z,) =1,

com ¢; < Cy em (). Pela definicao de A\ vemos que p = ;. Dessa forma, as
afirmagoes (i) e (ii) estdo provadas.
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Para provar (iii) mostraremos que
¢1 S CQ()\{F + b)uo.
Sabemos que ¢ = lim¢;, ¢; < ke

M¢; = —pjp;—ch; em
o; = 0 sobre 012,

e notemos ainda que
M¢; > —=1(p) +b)k = M((1] + b)kug) em Q.
Pelo principio do maximo obtemos
¢; < k(pf +b)u, em Q.
Fazendo j tender ao infinito, concluimos que
o1 < k(AT +bu, em Q.
|

Lema 1.4 Sobre as consideragoes do Teorema 1.2, sendo B a constante do Teorema
1.1, temos

1
s +
AL > B\Q\l/n supc’.

Isto mostra em particular que A\ (L) > 0 para qualquer operador L com ¢ < 0.

Prova. Na demonstracao do Teorema 1.2, vimos que ¢; = lim ¢;, com

(L+ps)d; = 0 em
¢; = 0 sobre 09,

e f1; \, A\1. Denotemos por v = sup ¢ Dai
(M —c)gj = —(c" + )05 > = (v + p15) " ¢y
Pelo Teorema 1.1, temos

max ¢; < B(y + ;)| max ;.
J J

Assim,
1< Bly+ )0

Fazendo j tender ao infinito obtemos

1< B(y+ M) QM
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o que implica que (y+ ;)" > 0, logo (y+ A1)t = 7+ Ay, resultando na desigualdade
desejada. ]

Faremos agora algumas proposi¢oes auxiliares, supondo que A; > 0, que serao
usadas na demonstracao do Teorema 1.4. Quando tivermos A;(€2) > 0, entdo, para
qualquer subdominio U CC 2, o principio do maximo é valido para L em U.

De fato, tomando ¢; a autofuncao principal, temos que

¢1EC(U), ¢1>0 em U € L¢1:—)\1(b1§0 em U,

e esta é, como ja dissemos, uma condicao suficiente para validade do principio
do méximo, de acordo com o item (ii) da Proposi¢ao 1.1. Usaremos este fato
repetidamente nesta secao.

Proposicao 1.6 Assumamos que A\i(2) > 0. Entao eziste uma fun¢do ¢ em Q
satisfazendo

Lyp <0 e 1<y <C,
onde a constante C' depende somente de c,, C,, b, e \;.
Prova. Escolhamos um conjunto fechado K C Q tal que |2\ K| < § = (2Bb)™".

Aqui B ¢ a constante do Teorema 1.1. Pela Proposicao 1.5, existe uma tinica solugao
w € L*(Q) de

IS

w = 0 sobre 0f),

onde denotamos x como sendo a funcao caracteristica.
Além disso, segundo o Teorema 1.1, sabemos que 0 < w < 2Bb6*/™ = 1 em Q.
Em Q\ K temos

{Mw = —2bXQ\K,

L(14+w)=c(x)(14+w)—2b<0.

Usando a desigualdade de Harnack, concluimos que existe 6 > 0 tal que ¢; > d em
K. Escolhendo A tal que \{0 A = 2b e definindo ¢ = 1 + w + A¢y, obtemos

Ll4+w)<0 em Q\K

Ly = L1+ w) = Addn < { %W — ANG=0 em K

isto é, LYy < 0em e

2b
1<y=14w+Ap; <2+ —sup¢; .=C
MO @

Com a ajuda da Proposicao 1.6, apresentaremos um teorema de existéncia.

Proposicao 1.7 Suponhamos que A\i(2) > 0. FEntdo existe uma constante C,
dependendo somente de c,, C,, b, Q e Ay, tal que para cada f € L>®(Q), existe
uma unica solucao w de

IS
o

Lw = f em €,
w = 0 sobre 01,
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satisfazendo
[w][L@) < Cill fllLe@)-
Além disso, se f <0 entao w >0 em €.

Prova. Tomando a sequéncia de subdominios €25 que foi usada na construcao de
U,, considere wy, a solugao em €2 de

{ka = f em ()

wp = 0 sobre 0%, (1.22)

que existe em virtude do Teorema 0.18 e do problema homogéneo ter somente a
solucao trivial, pois vale o principio do méximo usual em €2;. O principio do maximo
também garante que wy > 0 se f < 0. Novamente usando a estimativa do Teorema
0.16 concluimos como na construcao de u, que existe uma subsequéncia wy — w
fracamente em W?2P(K) e w;, — w em C*(K), para cada conjunto compacto K C 2,
donde segue que Lw = f em €2 como solugao forte, bem como w > 0 se f < 0. Para
estabelecer as demais afirmacoes, podemos supor que || f||L=(q) = 1, pois o operador
L é linear. Aplicando a Proposigao 1.6 ao operador L + \;/2, temos que existe uma
funcao ¥ em (2 satisfazendo

L¢+%¢§O em () e 1<y <C.

Consequentemente em (), com k fixado, as fungoes

2 2
Wy = A_1w+wk e w_ = A_1¢_wk
satisfazem
Lwi S 0 em Qk
wy > 0 sobre 0.
Logo w4 > 0 em (), implicando em
2 2
< —¢yp < —C
il Alw A
Além disso em (2,
2 2
(M| =1 = (@)unl < | flliwie + - Cb=1++5Cb
1 1
Lembrando que Mu, = —1, segue do principio do méaximo fraco aplicado a M que
2
lwe] < (14 /\—C'b)uo em (. (1.23)
1

Fazendo k tender ao infinito, inferimos que
2
lw| < (1+ —Cb)u, em €,
A1
concluindo a demonstragao. ]
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Teorema 1.3 Suponhamos que A\(L,Q) > 0. Entdo existe uma solu¢ao w, em
de
Lwg=-1 em €,

satisfazendo
C1_1uo S Wo S Cuoa

onde C' depende somente de 2, c,, C,, b e M.

Prova. Seja w, a solucao construida na Proposicao 1.7 para f = —1. Como vimos,
ela foi obtida como limite de solugoes wy de (1.22) e foi provado que |w,| < C e
portanto |Mw,| < 1+ bCy. A desigualdade a direita de (1.23) segue da Proposicao
1.4. Para provar a desigualdade a esquerda, lembremos que u, foi obtida como limite
de solugoes uy, de

Mu, = —1 em
ur, = 0 sobre 0.
Entao,
| Lug| < 1+ bug < 1+ bsup u,,
donde

L(bwy sup u, + wy, — ug) < 0.

Pelo principio do maximo fraco, obtemos em €2, que
up < (1 + bsup u,)wy.
Agora fazendo k tender ao infinito, concluimos que
Uy < (14 bsup u,)w,
|

Corolario 1.1 Seja H wm conjunto aberto com fronteira suave e H C S
Suponhamos que A\ (L,Q\ H) > 0. Considere W, a func¢io do teorema anterior
para a regigo Q\ H. Seja ainda u, a solu¢do de Mu, = —1 construida em Q, e
i, a solugcdo correspondente em Q\ H. Entdo para qualquer sequéncia x; — 08 as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

uo(x;) — 0, Uo(xj) — 0, Wo(z;) — 0.

A demonstracao segue diretamente do Lema 1.1 e do Teorema 1.3.

Nosso proximo resultado relaciona o principio do méaximo refinado com o
autovalor principal.

Teorema 1.4 O principio do mdximo refinado € vdlido para L em ) se, e somente
se, A\ (L, ) > 0.
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Prova. Para verificar que a validade do principio do maximo refinado implica em
A1 > 0, faremos a demonstracao por contrapositividade. Suponhamos que \; < 0.
Como ja estudamos, associado a \; existe uma autofungao positiva ¢; € W2"(Q)
tal que

IS

Ly = =M1 =20 em Q)
P = 0 sobre 012,

o que mostra que o principio do maximo refinado nao vale para L em (2.

Agora vamos supor que \; > 0 e verifiquemos que o principio do maximo é valido.
Consideremos v uma fungao satisfazendo (1.8) e (1.9). Devemos mostrar que v < 0
em (2. Se supgv < 0 o resultado segue. Vamos entao supor por contradicao que
N = supgv > 0. Como ja vimos na observacao sobre a condi¢do (1.9), para cada
e > 0, existe 6 > 0 tal que

N N
v Se—i—guo < e—l—gClwo em £,
onde na tultima desigualdade usamos o Teorema 1.3, e w, é a funcao que w, foi
obtida como limite de fungoes w;, satisfazendo

Lw, = -1 em §,
w, = 0 sobre 0.

Em €, consideremos a funcao auxiliar v :=v — € — Cl%(wo — wy). Como 09, C Q,
temos que u < 0, enquanto que em 2y,

Lu = Lv—c(x)e > —c(x)e > —be.

Aplicando o principio do maximo usual para L em (), e usando a desigualdade
(1.23), obtemos

IS
IN

bewy,

< be(1+ /\%C’b) Sup .
Assim, u < e(Cy. Logo para cada x € ) temos
v(z) <e+ Clg(wo(x) — wi(z)) + €Cs.
Fazendo k tender ao infinito, segue que
v(x) < €1+ Cy),
e fazendo € tender a zero, obtemos
v(z) <0.

Isto é uma contradicao, pois supomos que N = supyv > 0, e desta forma a prova
esta concluida.
[ ]
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Teorema 1.5 Suponhamos que \; > 0. Entdo, dada f € L™(Q2), existe uma tnica
solugdo u € L>(R2), de

IS

Lu = f em Q,
u = 0 sobre Of).

Além disso, existe uma constante A dependendo somente de €, c,, C,, b e A\
satisfazendo
[ul| o) < Allf || n()-

Prova. A unicidade segue do teorema anterior. Para provar a existéncia,
consideremos z € L>(f2), solugao de

IS

Mz = f em Q
z = 0 sobre 01,
que ¢é garantida pela Proposicao 1.5, juntamente com a estimativa

12l < Bl fllzn@)-

Agora, desde que cz € L*>(0), existe, segundo a Proposigao 1.7, v € L*>*(Q) solugao
de

IS
Qo

Lv = —cz em
v = 0 sobre 09,

satisfazendo
[Vl 2o (@) < C1b]|2]| @) < CibB|f||Ln(o)-

Escrevendo u = v + 2z temos que

IS

Lu = Lv+Lz=f em
u = 0 sobre 012,

com ||U”Loo(Q) S A||fHL"(Q)7 onde A =B + Cle
|

Teorema 1.6 Suponhamos que exista uma funcdo v > 0 em € com Lu < 0.
Suponha também que o principio do mdximo refinado nao € vdlido, isto €, existe
uma fungao v satisfazendo as condigoes (1.8) e (1.9), sendo positiva em algum ponto
ntertor. Entao

Lu=0, e u=0 sobre OS.

Além disso, v = Cu para alguma constante C'.

Prova. Seja K C 2 o fecho de um conjunto aberto H com fronteira suave, tal que

1
BbQ\ K|V < 5
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Para t > 0 suficientemente grande, z = v — tu < 0 sobre K. Além disso, Lz >0
em Q\ K. Vamos provar que z < 0 em todo 2. Pelo Lema 1.4, \;(L,Q\ K) > 0.
Seja w, a fungao do Corolario 1.1, que satisfaz

limsupov(z;) <0 se x; e, 990
Desde que z < 0 sobre K, concluimos que
limsupz(z;) <0 se z; e, J(Q2\ K).

Mas A\ (L, 2\ K) > 0 implica pelo Teorema 1.4 que o principio do méximo vale para
L em Q\ K. Consequentemente z < 0 em Q2 \ K, e assim em todo €.

Denotemos 7 = inf{t € R; v—tu <0 em Q}. Certamentev—7u <0 em 2,
e desde que v > 0 em algum ponto interior, 7 deve ser positivo. Se v —7u = 0 entao
o teorema estd provado. Vamos provar que somente esta iltima assertativa ocorre,
e para isto suponha que v — 7u Z 0. Pelo principio do méaximo forte, v — 7u < 0 em
(). Mas entao, para alguma constante positiva s < 7, £ = v — (T — s)u < 0 sobre
K. Desde que LE > 0, teremos como antes que £ < 0 em 2\ K e assim em Q. Isto
contradiz a definicao de 7. ]

Corolario 1.2 Suponhamos que exista uma fun¢ao v > 0, com Lu < 0 em ).
Entao ou \y > 0 ou \;y = 0 e u = C¢y para alguma constante C, onde ¢y € a
autofuncao principal associada a Ai.

Prova. Certamente Ay > 0. Se A\; = 0 entao aplicamos o teorema anterior com
V= ¢1. |

Os préximos dois corolarios afirmam que a autofuncao ¢; é algebricamente
simples.

Corolario 1.3 Se v é limitada superiormente e satifaz

(L+X)v>0 em Q

limsupv(r;) <0 se z; —= 0.

entdao v € multipla da autofuncao principal ¢;.

Prova. Podemos supor que A\; = 0, pois do contrario trabalhariamos com
L' = L + \. Suponhamos por contradicao que v nao é igual a uma constante
vezes ¢1. Aplicando o Teorema 1.6 com u = ¢, concluimos que v < 0 em Q.
Desde que v # 0, segue do principio do maximo forte que v < 0. Porém, aplicando
novamente o Teorema 1.6 com —v no lugar de u, e ¢; no lugar de v, segue que ¢, é
igual a uma constante vezes —v, contrariando a hipdtese . ]
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Corolario 1.4 Nao existe uma funcao v, limitada superiormente, satisfazendo

LM = 6 em 9
limsup¢(z;) < 0 se  x; —= 0.

Prova. Se uma tal funcao v existisse, pelo corolario anterior, 1 seria igual a uma
constante vezes a func¢ao ¢, acarretando que (L 4+ A\)® = 0, que é um absurdo. =

Corolario 1.5 O principio do mdximo ¢é valido se existe uma funcao positiva ¢
(nao necessariamente limitada) satisfazendo

Los 0, ou
Lo= 0 e ¢(x;) >8>0 para alguma sequéncia z; —= 0.

Prova. E a contrapositividade do Teorema 1.6. [ |
Este ultimo teorema acrescenta duas importantes propriedades de A\; e ¢; e sua
demonstragao pode ser encontrada em [4].

Teorema 1.7 Suponha que 1 é uma autofungcao do operador L com autovalor

A # M. Entao: (i) ReA > Ay (ii) Se ¢ é uma funcgao real, entao deve mudar
de sinal em ).
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Capitulo 2

Propriedades Qualitativas de
Solucoes Positivas de Equacoes
Elipticas Semi-lineares

2.1 Introducao

Neste capitulo, através do principio do méximo refinado, desenvolvido no
Capitulo 1, estudamos algumas propriedades qualitativas de solugoes positivas de
equacoes elipticas semi-lineares em dominios com simetria do tipo

—Au+ I = f(u) em Q
u > 0 em Q (2.1)
u = 0 sobre O0f),

onde Q C R” ¢ um dominio limitado, n > 2, f : R — R ¢ uma funcio de classe C* e

A é um parametro real. Os resultados deste capitulo sao devidos a Lucio Damascelli,

Massimo Grossi e Filomena Pacella e foram publicados originalmente em [7].
Associado a este problema temos o operador linearizado em u, dado por

Li=A—X+ f(u) (2.2)

e estuda-lo nos ajuda a compreender melhor algumas propriedades das solugoes do
Problema (2.1).

Consideraremos na maior parte deste capitulo que €2 é simétrico em relacao aos
hiperplanos T; = {z € R"; x; = 0} e convexo na dire¢ao de cada eixo coordenado.
Note que tais dominios nao precisam ser convexos.

Na Sec¢ao 2.2 mostraremos que o principio do méximo é valido para operadores
do tipo (2.2) em dominios da forma

Q  ={r=(x1,...,24...,2,) €Q: 2; <0} i€ {l,...,n},
e com isso, deduziremos a simetria de qualquer solu¢ao do problema

Lv = 0 em Q,
{ v = 0 sobre 0f), (2.3)
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que em outras palavras significa a simetria de qualquer autofuncao do operador (2.2)
correspondendo ao autovalor zero.

Outras importantes consequéncias da validade do principio do méaximo para
o operador L em () sao algumas propriedades do conjunto nodal para qualquer
solucdo de (2.3), que serdo estabelecidas na Secao 2.3, assim como algumas
propriedades do conjunto coincidente de duas possiveis solugoes de (2.1) com a
hipdtese adicional da funcao f ser também convexa.

Na Secao 2.4 tratamos do caso f(u) = uP, e demonstramos resultados de
unicidade, e também concluimos que em alguns casos as solugdes de (2.1) sao nao-
degeneradas, como por exemplo, quando n =2 e A = 0.

Na Sec@o 2.5 consideramos a nao-linearidade f(u) = u? 4+ pu?, onde 0 < ¢ <
1 < p < 2*—1. No artigo [1], os autores Ambrosetti, Brezis e Cerami obteram duas
solugoes classicas para o problema

—Au = v+ pu?! em Q
u > 0 em Q
u = 0 sobre 012,

onde € é um dominio limitado com fronteira suave e u € (0, A). Nosso objetivo é
mostrar que em certos dominios tal problema possui somente estas duas solugoes
para todo p € (0, u*), onde p* < A.

2.2 Resultado de Simetria para Equacao
Linearizada

Nesta secao assumiremos que €2 é um dominio limitado do R", n > 2.
E importante observar que a seguinte condigao:

(G) Existe g € W2"(Q)NC(Q), g>0em Q tal que Lg <0 em Q, mas g # 0 em

loc

alguma parte regular de 0f),

implica na validade do principio do méaximo refinado para o operador L em {2, de
acordo com o Coroldrio 1.5 do Capitulo 1.
Considere u € C*(Q) N C'(Q), solugao do problema

—Au+Iu = f(u) em  Q
u > 0 em Q (2.4)
u = 0 sobre 0f2

com 9f) suave, f € C*(R) e f(0) > 0. Associado a este problema temos o problema
linearizado.

{—Av—{—)\v = f(w)v em Q (2.5)

v o= 0 sobre  0f).

Usando (2.2), podemos escrever o Problema (2.5) como
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2.
v = 0 sobre 0f), (2.6)
e a existéncia de uma solugdo nao-trivial para o Problema (2.6) significa a existéncia
de uma autofuncao correspondendo ao autovalor zero.

Nosso primeiro resultado deste capitulo estabelece a simetria para qualquer
solugao do problema linearizado (2.6).

{Lv:() em Q

Teorema 2.1 Seja u uma solugcdo de (2.4) e suponhamos que ) é convero na
dire¢io x1 e simétrico em rela¢io ao hiperplano Ty = {x € R™; x; = 0}. FEntdo
qualquer solugao v de (2.5) € simétrica em rela¢io a x1, isto €, v(xy,xa,...,T,) =
(=21, Tay ey Ty).

Prova. Denotemos = € R™ por (z1,y), onde 7; € R e y € R"!. Sendo Q simétrico
em relagao a z1, sabemos pelo Teorema de Simetria de Gidas-Ni -Nirenbeg (Teorema
0.23), que u é simétrico em relagdo a x;, bem como u,, > 0 em Q7. Vamos
agora provar que o principio do méximo vale para L em €2;. Como comentamos, é
suficiente verificar a existéncia de uma fungao g satisfazendo a condicao (G). Para
isto, consideremos g := u,, . J4 vimos que g > 0 em €], e como u € C3(Q)NC*(Q),

é evidente que g € W2 (Q7) N C(Q,). Além disso

loc

Lg Au — du+ f(u)) = 0.

= 7

Verifiquemos agora que g = u,, # 0 sobre 92 N 9. De fato, pelo Teorema do
Valor Médio temos que f(u(z)) — f(0) = f'(&(z))u(z), onde £(z) € (0,u(zx)) para
cada = € Q. Denotando c¢(x) = XA — f'(£(z)), temos que ¢ é uma fungao limitada, e
além disso, observando que assumimos f(0) > 0, temos que a func¢ao u satisfaz

—Au+ c(x)u > 0.

Pelo Lema de Hopf (Lema 0.2), temos que du/dv < 0 sobre 0%, logo u,, < 0 em
alguma parte regular de 9€2; . Portanto o principio do maximo refinado se verifica.
Definamos a funcao

U(x) :=v(x1,y) —v(—2x1,y) com x€ Q.
Como u é simétrico em relagao a xp, temos que

Liy(x) = Lv(z1,y) — Lv(—z1,y) =0 em

¥ =0 sobre 0€,

donde ¥ = 0 em €2}, como decorréncia do principio do maximo, e obtemos com isso
o resultado desejado. ]

Usando os mesmos argumentos, obtemos o seguinte resultado:
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Corolario 2.1 Suponhamos que ) € convexo na direcao x; e simétrico em rela¢ao
ao hiperplano T; = {x € R™ : x; = 0}, para algum i e seja u é uma solug¢do do
Problema (2.1). Entao o principio do mdzimo refinado vale para L em € .

Observacao 8 Como consequéncia do Teorema 2.1, se € uma bola no R™, entao
v € radialmente simétrica. De fato, basta observar que o operador laplaciano €
mvariante pela rotacao dos eizos coordenados.

2.3 Algumas propriedades do conjunto
coincidente de duas solucoes e um resultado
de unicidade.

Nesta se¢ao, suponhamos que €2 é um dominio limitado em R", com fronteira
suave, sendo ainda convexo na direcao de cada eixo coordenado e simétrico em
relagdo aos hiperplanos 7; = {x € R™ : z; = 0}, para todo i € {1,...,n}.
Considere uma solucao u do Problema (2.4), onde f é uma funcio de classe C'* com
f£(0) > 0, e uma solugao nao-trivial v do problema linearizado correspondente (2.5).
Apresentaremos agora, algumas importantes propriedades do conjunto nodal de
v, isto é,

N ={z € Q:v(x)=0}
Denotemos ainda Q = {z € Q;v(z) # 0}.

Teorema 2.2 As sequintes propriedades sao vdlidas,
(i) Nenhuma componente conexa de Q pode estar contida em qualquer Q7 ;
(ii) Se n =2 entdo a origem nao pertence a N;

(iii) Sen =2 entao N N O = (.

Prova. (i) Suponhamos que exista uma componente conexa D de Q, com D C Q;
ev > 0em D. Como v = 0 sobre 02, temos que v = 0 sobre 0D. Além
disso, desde que Lv = 0, temos pela definicao de A\ vista no capitulo anterior, que
M (L, D) = 0. Por outro lado, vimos no Corolario 2.1 que o principio do méximo
¢ vélido para L em Q;, o que implica que A\;(L,§;) > 0. Dessa forma, obtemos
M(L, D) > M (L,§;7) > 0, resultando em uma contradigao.

(ii) Iremos mostrar que se v(0) = 0 entdo v = 0. Suponhamos por contradi¢ao
que v(0) = 0 e v nao é identicamente nula e denotemos Uy = 2. De acordo com o
principio do maximo forte nao podemos ter v < 0 em {2, pois senao obteriamos v < 0
em , o que nio é possivel visto que v(0) = 0. Assim Uf = {z € Uy : v(z) > 0} é
aberto e nao vazio. Escolha uma componente A; de U;". Seja S;,i = 1,2, o operador
que associa um ponto ao seu simétrico em relagao ao eixo x;, isto é,

51($1,$2) = ($17 —1‘2) € 52@1,952) = (—$1,902)-
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Figura 2.1:

Temos que S;(A;) é uma componente de U, pois S; é continua e v(S;(x)) = v(x) > 0
para todo z € A, devido a simetria de v. Nao podemos ter A; N S1(A;) = 0 ou
A; N Sy(Ay) = 0, pois do contrdrio A; ou Si(A;) estaria contida em 7, o que é
impossivel por (i). Assim A; = S1(A;) = S2(A;) é simétrico em relagao aos eixos
coordenados, conexo e aberto, é desta forma conexo por caminhos.

Escolhemos quatro pontos simétricos P, P», P3 e P, em A; e ligando-os com
curvas simétricas simples aos pares, podemos construir uma curva poligonal simples
fechada C; C A; que é simétrica em relagao aos eixos coordenados. A Figura 2.1
nos da uma idéia geométrica desta construcao.

Pelo Teorema da Curva de Jordan U, \ C; tem duas componentes conexas e,
devido a (' ser simétrica, a origem pertence a componente que nao possui OU,
como parte da fronteira. Denotemos por U; a componente que contém a origem
e a chamemos de interior de C4, e por exterior de C; a outra componente. Sobre
oU; = C temos v > 0, bem como v Z 0 em U;. Pelo principio do maximo forte nao
é possivel ter v > 0 em Uy, desde que v(0) =0, e assim U; = {z € Uy : v(z) <0} é
aberto e nao-vazio.

Tomando uma componente A, de U; , observamos que v = 0 sobre 0A, porque
v > 0 sobre dU;, também A, é uma componente de 2. Como antes, podemos
construir uma curva simples simétrica fechada Cy C Ay e concluir que Uy \ Cy possui
duas componentes, do qual a interior de C5 chamaremos de U; e escolhemos uma
componente Az de Uy = {z € Uy : v(z) > 0} que é também uma componente de
Q). Temos que A; é disjunto de As, porque A; contém C; que pertence ao exterior
de C5. Prosseguindo por este caminho, obteremos uma infinidade de componentes
disjuntas de Q. Por outro lado, segundo a Proposicdo 1.2 existe § > 0 tal que
|A,,| > § para todo n, pois do contrério o principio do méximo seria vélido para L
em algum A,, acarretando v = 0 em A, (visto que Lv = 0 em A,, e v = 0 sobre
0A,), o que é impossivel. Como Q 6 limitado, ndo podemos ter uma quantidade
infinita de componente disjuntas com medida positiva, gerando desta forma uma
contradicao.

(iii) Mostraremos agora que em uma vizinhaga de 92 devemos ter v > 0 ou v < 0.
Suponhamos o contrario, isto é, que em toda vizinhanga de 0€) tenhamos pontos onde
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v > 0 e pontos onde v < 0. Pondo Uy = Q, temos que Uy = {x € Uy : v(z) > 0} ¢
nao-vazio e aberto. Escolhamos A; uma componente de Uy . Desde que v = 0 sobre
0Uy, segue que v = 0 sobre A; e como na demonstragao de (ii), podemos construir
uma curva simples fechada C; C A;, simétrica em relacao aos eixos. Chamemos
de U; a componente de Uy \ €7 que contém a fronteira 92. Pelo que assumimos,
o conjunto Uy = {z € U; : v(z) < 0} é ndo-vazio e aberto, e assim podemos
escolher uma componente A; de U; . Entao construimos uma curva simples fechada
Cy C Ay tal que Cy é simétrica em relagao aos eixos. Logo U; \ Cy possui duas
componentes. Tomemos U, a exterior de Cy que contém a fronteira 9. Daf U, é
nao-vazio e aberto, e escolhemos Az como sendo uma componente de U, . Temos
que A; e A; sdo componentes disjuntas de €2, pois C; C A; e C) pertence ao
interior de (5. Prosseguindo desta forma obteremos uma quantidade infinita de
componentes conexas {A,} de Q) com medida positiva, o que é um absurdo, como
ja vimos anteriormente. ]

Observagao 9 Se Q ¢ uma bola em R", entao as propriedades (i)-(4i3) decorrem
imediatamente da simetria radial de v.

De fato, tomando 2 = Bg(0), concluimos pelo Teorema 2.1 que v é radialmente
simétrica, e assim, temos que uma componente conexa de () é uma bola centrada
na origem ou um anel centrado na origem. Dessa forma, o item (i) é imediato.
Ja sabemos que Q possui apenas uma quantidade finita de componentes conexas.
Vamos provar (ii), supondo por contradigao, como no teorema, que v(0) = 0. Seja
r > 0 tal que, digamos, v > 0 em B,(0). Pelo principio do méximo forte segue
que v = 0 em B,(0). Se v nao fosse identicamente nula, entao existiria r; > r tal
que, digamos, v > 0 em B, (0), com v > 0 em algum ponto de B,,(0). Mas isso
contradiz o principio do maximo forte e portanto v é identicamente nula em 2. Com
raciocinio andlogo vemos que (iii) se verifica.

Consideremos agora duas solugbes uy,us do Problema (2.1) e denotemos por
M = {z € Q:uy(x) = us(x)} o conjunto coincidente, e Q@ = {z € Q : uy(x) #

us()}.

Teorema 2.3 Suponhamos que f é convera. Entdo temos:

(i) Nenhuma componente conexa D de O pode ser contida em (), qualquer que seja
ie{l,..,n};

(ii) Sen =2 entao M NN = 0;
(iii) Se n =2 e maxgu; = maxgus entdo u; = uy.

Prova. Consideremos w(z) = ui(x) — us(x),x € Q. Sendo f convexa concluimos
que:

se u; < ug entao f(ug) — flur) < f/(ug)(ug — uy) = —f'(ug)w
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e se up > ug entdo f(ur) — f(ug) > f'(ug)(ur — ug) = f'(uz)w.
Em resumo, dado = € €2 temos

flug) — flur) < —f'(ug)w

e assim,
Aw—Aw+ fllug)w < 0 em (2.7)
w = 0 sobre 0f2. '
De forma analoga obtemos
Aw— w+ f'(lu)w > 0 em Q, (2.8)
w = 0 sobre 0f2. '

Notemos inicialmente que se w > 0 por (2.7) e pelo principio do méximo forte
w > 0 em €, donde Q = . Podemos entao supor que w muda de sinal em 2.

Para provar (i), argumentamos por contradigdo, supondo que existe uma
componente conexa D de ) contida em algum ., i € {1,...,n} eque w > 0 em D.
Segundo o Corolério 2.1, o principio do maximo é valido para L; = A—A+ f'(u;) em
Q7,7 =1,2, e portanto A\ (L1, ) > 0. Porém, sendo D um subconjunto de ;,
temos que A1 (L1, D) > A\ (L1,9;) > 0, ou seja, o principio do maximo vale para L,
em D. Este tltimo fato, juntamente com (2.8) implicam que w < 0, contrariando a
hipdtese. Se tivessemos assumido que w < 0 em D entao usando o operador L, e
(2.7) junto com o argumento acima chegariamos na contradi¢cao w > 0 em D.

Para provar (ii), observemos que de acordo com o Teorema de Simetria de Gidas-
Ni-Nirenberg, u; e us sao simétricos em x; e portanto w também o é. Suponhamos
por contradigdo que M N 9N # (. Usando (2.7) e (2.8) e com 0s mesmos passos
usados na demonstragao do item (iii) do Teorema 2.2, obteremos uma quantidade
infinita de componentes conexas de Q) com medida positiva, o que nao é possivel,
conforme ja comentamos.

Finalmente, para provar (iii), observemos que pelo Teorema de Simetria de
Gidas-Ni-Nirenberg, maxgu; = u;(0), j = 1,2. Dessa forma se os maximos
coincidem entao a origem pertence a M e portanto u; = wuy. Para confirmar
esta afirmagao, suponhamos por contradicao que 0 € M e que w # 0. Com o
auxilio de (2.7) e (2.8) e seguindo os mesmos passos como em (ii) do Teorema 2.2,
poderemos construir uma quantidade infinita de componentes conexas de Q) com
medida positiva, o que é um absurdo. ]

Vamos agora provar uma generalizacdo do item (iii) do Teorema anterior que
nao faz nenhuma hipdtese sobre o sinal de u.

Seja 2 como antes e n = 2. Diremos que uma funcio u € C*(Q) é simétrica e
monotona se ¢ simétrica em relacao a 1 e uy, >0 em Q,,1 =1,2.

Teorema 2.4 Suponhamos que n = 2, f é convera e uy,uy € C3(Q) N CHQ) sdo
funcoes simétricas e mondtonas que satisfazem a equacao
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—Au+u= f(u) em Q.

Se u1(0) = ug(0) e up < ug sobre O entao uy = us.

Prova. Vamos supor por contradi¢ao que u; nao ¢ identicamente igual a uy. Como
na prova do Teorema 2.1, deduzimos que os operadores L; = A — X+ f'(u;),j = 1,2,
satisfazem o principio do méximo em €2, = 1,2. Pelo Teorema do Valor Médio,
temos que

flur(2)) = flua(z)) = f/(E(2))(ur(x) — ua(x)),

onde &(z) € [ui(z),us(z)] para cada x € 2. Denotando c(z) = —f'({(x)), segue
que w = uj — uy satisfaz a equagdo linear Aw — A\w + ¢(x)w = 0, e ¢ € L®(Q).
Dessa forma, a Proposicao 1.2 e o principio do maximo forte se aplicam a w.
Assim, podemos proceder como na prova do Teorema 2.2, desde que w nao é
identicamente nula, para concluir que nao existe uma componente conexa D de
Q:{xEQ:ul # ug} tal que uy = wuy sobre 0D e D C ) para i = 1
ou 2. Dali, continuando a argumentacao, escolhemos uma componente A; de
Uf = {r € Q: w(x) > 0}. Notemos que w = 0 sobre JA;, pois por hipdtese
w < 0 sobre 89, e também A; é uma componente de ). Prosseguindo como no
Teorema 2.2 obteremos uma quantidade infinita de componentes conexas disjuntas
A, de Q, todas tendo medida positiva, o que é impossivel, como ja comentamos. m

Observagao 10 Se Q € uma bola entao qualquer solugao de (2.4) € radial, sequndo
o Teorema de Gidas-Ni-Nirenberg, e o problema de unicidade se reduz a teoria de
equagoes diferenciais ordindrias. Contudo, podemos provar o teorema anterior para
uma bola usando somente principios do mdximo.

De fato, suponhamos que 2 = Br(0) C R uy,uy € C?() satisfazem a equagdo
—Au = f(u) em Q e u;(0) = uz(0). Como no teorema anterior, temos que
w = uy — uy é radial e satisfaz a equagao linear Aw + ¢(z)w = 0, com ¢ € L*(Q).
Pela Proposicao 1.2, existe 6 > 0 tal que se 0 < ry < 113 < Rery —1r; <0,
entdo o principio do méximo vale para A + ¢ em B,, \ B,,. Afirmamos que u; e uy
coincidem sobre 0B, para qualquer r < §. De fato, se fosse u; > us sobre 0B, entao
pelo principio do maximo u; > uy em B,., o que nao é possivel, conforme assumimos.
Também nao é possivel termos u; < uy sobre 0B, pois usando novamente o principio
do méximo terfamos u; < up em B,, o que é uma contradi¢do, pois u1(0) = uy(0).
Assim u; = ug sobre Bs;. Fazendo o mesmo raciocinio em B 3 \ B s obteremos que
u; = ug em B 55 € ap6s um numero finito de passos obteremos u; = uy em Bp.

45



2.4 O caso de f(u) = u’.

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados de unicidade para o problema
(2.9) e provamos que em certas situagoes tais solugoes sdo nao-degeneradas.
Assumiremos 2 C R"™ como na segdo anterior e consideraremos o caso f(u) = u? |
l<p<2*—1,onde 2" =2n/(n—2)sen >2e2"=oc0sen =2 entdo (2.4) e
(2.5) tornam-se respectivamente

—Au + Au u?  em Q
u > 0 em Q (2.9)
u = 0 sobre 01,

(2.10)

~Av+X v = puP~lv em Q
vo= 0 sobre  0f2.

Dizemos que uma solucdo u de (2.9) é ndo-degenerada se (2.10) admite apenas
a solucao trivial.

Teorema 2.5 Suponhamos que A = 0. Sen =2 ou Q ¢ uma bola em R", entdo o
Problema (2.9) tem apenas uma solugao.

Prova. Sejam u, v solugoes do Problema (2.9) com A = 0 e suponhamos, sem perda
de generalidade que u(0) < v(0). Para cada t € (0,1] a fungao v(z) = tr—71v(tz)
satisfaz, para todo x € ),

03y~ = P )
ou seja,
p Q r
—Avtzvt em ?:{?ZL’EQ}

Além disso, desde que u e v sao fungoes simétricas e mondtonas, segue que vy
também é uma fungdo simétrica e mondtona para cada t € [0,1]. Escolhendo

= (u(0)/v(0))"= € (0,1] temos que
u(0) = vg(0), u =0 < vz sobre 012,
u € v sao solucoes da equacao
—Au = u” em ().
Dessa forma, segundo o Teorema 2.4, temos que v = v; em €. Se fosse t < 1, desde

que 2 C Q/t propriamente, segue que 0 = u < v sobre 92, o que nao é possivel.
Logo t = 1, e obtemos u = v; = v em (. [

Mostraremos agora que nos casos particulares em que A = 0 e n = 2, ou quando
Q2 é uma bola do R", qualquer solugao de (2.9) é nao-degenerada.
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Teorema 2.6 Suponhamos que A = 0. Sen = 2 ou ) € uma bola do R™, entao
qualquer solugdo de (2.9) € nao-degenerada.

Prova. Antes de provar o teorema, precisamos deduzir uma identidade integral que
serd muito 1util. Multiplicando (2.9) por v e (2.10) por u, integrando e usando a
Primeira Férmula de Green, obtemos

/ uPvdr = 0. (2.11)
Q

Agora, considerando a fungao auxiliar ((x) = z.Vu(z), onde x.y indica o produto
interno usual de z por y em R", vemos que

ou o*u 0
AC = DA = 3 (g0 + g, (Au)

= —2uP —puP (.

Multiplicando esta iltima igualdade por —v, integrando usando (2.9) e (2.10) temos

—/Ag“vda:—Z/upvdx +p/upv(dx—p/upCda:—/—Av(dw,
Q Q Q Q Q

ou seja,
/(AUC — Alv)dz = 0.
Q
Pela segunda férmula de Green obtemos

v ¢ ov
= = —dSsS =0. 2.12
/39(C8V vay)dS ., Cade 0 (2.12)

Desde que u = 0 sobre 012, temos que Vu = (Vu.v)v, dai

(=z.Vu=2x.(Vur)yv = (zv)(Vur) = (xu)?
v
Consequentemente
Ou Ov

Por outro lado, sendo n = 2, vimos que para solugoes nao-triviais do Problema
(2.10), o Teorema 2.2 garante que o conjunto nodal de v ndo intercepta 9. Assim,
proximo a df, a funcao v tem sempre o mesmo sinal, digamos v > 0. Segundo o
Lema de Hopf temos que dv/0v < 0 sobre 90X a menos que v = 0, e Ju/Iv < 0
sobre 0f). Pelas hipdteses que fizemos para 2 temos z.v > 0 e x.v Z 0 sobre 052,
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contrariando (2.13), a ndo ser que v seja identicamente nula. Quando 2 é uma bola
em R", basta observar que o Teorema 2.4 se aplica, conforme observamos apods a
demonstracao. Dessa forma, o mesmo argumento usado para n = 2 é valido também
neste caso. [ |

O préximo resultado d& um resultado de unicidade para p proximo de 1.

Teorema 2.7 Ezxiste p, € (1,2* — 1) tal que o Problema (2.9) tem somente uma
solugao para qualquer p € (1,p,) e A > =X\ (A, Q).

Prova. Observemos primeiramente que se u; e us sao duas solugoes distintas de
(2.9) entao a fungdo w = u; —us deve mudar de sinal, pois do contrério a identidade

0= /[ul(—AUQ + Aug) — ug(—Auy + \ug)]|de = / u1u2(u723_1 — up_l)dx,
Q Q

oriunda de (2.9) e da Primeira Férmula de Green implicaria em u; = us.
Tomemos uy uma solucdo de (2.9) com p = py, onde p, \, 1 quando k tende ao
infinito. Como ja comentamos, pelo Teorema de Gidas-Ni-Nirenberg

M), = max = u(0).

Q

Afirmamos que
MP™  —— M\ + XA com k— oo. (2.14)

o o e -1 5, q- . o~
Mostremos inicialmente que M¢* ~ é limitado. Suponhamos por contradi¢do que
pE—1
—1 =5— ~
MP*" — oo e definamos em €, = M, * Q a funcéo

- 1 x
Uk(ﬂf) = muk’< P —1 >7

que satisfaz ||ig||,~ = 1 para todo inteiro k. Notemos que 2, tende a R™ quando
pE—1

k tende ao infinito e para cada y € €2, temos que y € M, > z, onde z € (2. Além
disso,

- 1 1
—Atg(y) = m(—WAuk(x)>
1
- i (e () = Dy () )
~Pk A ~
= 4" (y) - Wuk@);
k
isto é,
_ A
— Aty = uik — M}fkfluk em (.
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Afirmamos que para k tendendo ao infinito, 4, converge uniformemente, em cada
compacto K C R", para uma fungao @ € C?(R") que satisfaz

—Au = 4 em R",
{ u > 0 em R™ (2.15)
De fato, fixemos uma bola B = B,(0) de raio r e centrada na origem, e tomemos
k suficientemente grande de modo que se tenha B C €. Pelo Teorema 0.10 e o
Teorema (.12 temos

k| o) < C,

para alguma constante positiva que ndo depende de k. Por outro lado C%*(B)
esta imerso compactamente em C2(B). Dessa forma, uma subsequéncia de i
converge para uma funcio @, em C?(B). Aumentando-se o raio r progressivamente,
encontramos para cada r uma solucao de —Au = u. Fazendo r tender ao infinito,
obtemos pelo argumento da diagonal de Cantor uma subsequéncia de @y, que converge
sobre compactos para uma funcao @ de classe C? e que satisfaz (2.15).

Sejam A\r o primeiro autovalor e ¢r a autofuncao positiva associada ao problema

—A¢r = Ardr em  Bg(0),
{ ¢or = 0 sobre 0Bg(0). (2.16)

Usando a Primeira Férmula de Green, o fato de que d¢r/0v < 0 sobre 0Br(0) e
tomando R suficientemente grande obtemos

0> / ﬁ%dS = (1 — )\R)/ ﬂqudx > 0,
0BR(0)

v Br(0)

, . . -1 , 1 . .
o que ¢ um absurdo. Isto nos permite concluir que M* " ¢é limitado. Assim,
N -1 . -
passando para uma subsequéncia, Mp*~ — p. Consideremos agora a fungao
Uy, = ug/ My, que é solugao do problema

=AUy + My = Mgk_lﬂpk em Q
Up > 0 em Q, (2.17)
up = 0 sobre  0f2.

Pelas estimativas elipticas dos Teoremas 0.14 e (.15, H’&kHCz,a@) < C para todo k,

logo, existe uma subsequéncia @ que converge para @ em C2(Q)NC(Q). Além disso,
u >0 e u(0) =limug(0) = 1. Desta forma, passando o limite em (2.17) e usando o
principio do méximo forte, temos que u satisfaz

—Au+Au = pu em Q,
u 0 em € (2.18)
0 sobre 011,

I~
IV

e portanto, 4 = A\ + X e u = ¢, é a autofuncao associada ao autovalor principal de
A em €, concluindo que (2.14) vale.
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Agora, vamos supor que o teorema é falso, isto é, vamos supor que u; € v Sa0
duas solugoes distintas de (2.9) com p = pr e pr \, 1. De (2.14), desde que ug
converge a ¢ uniformemente, obtemos que ﬂﬁ’fl — 1 e dai

-1 -
upr T = ul T MR = A+ A

uniformemente em qualquer conjunto compacto em €2. E claro que o mesmo ocorre

com a sequéncia 7', onde 7, = U/ ||Vl o). As fungoes

U — Uk

w =
’ | — Uk||Loo(Q)

satisfazem A 0
—Awy + Ay, = grw,  em ;

{ wy = 0 sobre 012, (2.19)

onde g = (uf* — vi*)/(ug — vg). Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

gk = Pkﬁ;fk_la onde uy < B < vy, (ou v, < By < uy), donde segue que g, — A + A
uniformemente sobre compactos. Desde que wj é uniformemente limitado com

|lwi|| ey = 1, de (2.19) e estimativas elipiticas comentadas acima, temos que
wr — ¢1 uniformemente. Isto é um absurdo, pois ¢; nao muda de sinal, enquanto
que wy muda de sinal, como foi concluido no inicio. [

Da nao-degenerescéncia das solugoes de (2.9) segue a unicidade da solugao.

Teorema 2.8 Suponhamos que para qualquer p € (1,2* — 1), a solugao de (2.9) €
ndao-degenerada. Entdo, para todo p, a solu¢iao do Problema (2.9) ¢ unica.

Prova. Vamos considerar o caso n > 3. Para n = 2 o argumento é o mesmo.
Do Teorema 2.7 sabemos que existe p, > 1 tal que o Problema (2.9) tem uma
unica solucao para p € (1,p,). Seja (1,p) o intervalo maximal com esta propriedade
de unicidade. Para provar o teorema, vamos concluir que p = (n + 2)/(n — 2).
Supondo por contradicdo que p < (n + 2)/(n — 2), afirmamos inicialmente que
vale a unicidade para o Problema (2.9) quando p = p. De fato, tomando a
aplicagio F' : X x (1,2* — 1) — C(Q), onde X = {u € C*(Q) : u,, = 0} e
F(p,u) = Au— Au+uP, temos por hip6tese que F,(p,u) = A — X+ puP~! é injetivo
e F(u,p) = 0 para todo par (u,p) tal que u € X é solucao de (2.9). Seja (uz,p) um
par satisfazendo F'(ug,p). Pelo Teorema da Aplicacao Implicita existe uma unica
aplicacdo G : (p — €,p + €) — X continua, tal que F(G(p),p) = 0 para todo
p € (p—e,p+¢). Nestas condigbes, vemos que nao ¢ possivel existir outro par (4, p)
tal que F'(4,p) = 0, pois em (1,p) vale a unicidade para o Problema 2.9.

Sendo p < (n + 2)/(n — 2), podemos encontrar uma sequéncia py \, p tal que
existem duas solugoes distintas ug, v, de (2.9) com p = pi. Pelo Teorema 0.22
temos que uy, vg sao uniformemente limitadas por uma constante, e dessa forma, por
estimativas elipticas (veja Teoremas 0.14 e 0.15) temos que uy e vy, ambas convergem
em C2(Q) para a tinica solucio  de (2.9) para p = p. Comentamos que no Teorema
0.22, devido a Gidas-Spruck, a constante depende de p, porém, na demonstracao
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deste teorema, feita por contradicao e usando argumento de blow-up, podemos ver
que se p é substituido por uma sequéncia p, — ¢ € (1,2* — 1), o teorema ainda é
valido. Definamos

Wy

Temos que w;, satisfaz

(2.20)

—Aw, + M0, = opw em Q
w, = 0 sobre 0N

onde
ar(z) = /0 pk(tug(x) + (1 — t)v(z))Prdt.

Além disso Wy, — w fracamente em HJ () e w), — w em L?(2), devido a imersao

compacta H}(Q) cC L*(2). Note ainda que ay(z) — puP~!(z) uniformemente,

pois uy, e vy converge uniformemente para @, e também [, cpwpde — [, puP ' w?,

tendo em vista que

‘/akwkdx—/ﬁﬂﬁ_IZDde‘ < / ak|w,§—w2|dx+/ oy, — puP ™ widz,
Q Q Q Q

e com isso, obtemos

1= / |V, 2de = / apwide :p/ " wrdr + o(1),
Q Q Q

o implica que w # 0. Passando o limite em (2.20) obtemos

A+ v = pi’'fw em  Q
W # 0 em () (2.21)
wo = 0 sobre 02

o que é uma contradicao, desde que assumimos que % é uma solucao nao-degenerada.
|

Corolario 2.2 Sen =2 e A =0 entdo o Problema (2.9) tem uma dnica solugao.

Prova. De fato, segundo o Teorema 2.6, qualquer solugao de (2.9) com n = 2 e
A = 0 é nao-degenerada, e assim, pelo Teorema 2.7 temos a unicidade. [

Corolario 2.3 Se n =2 entdo eziste um intervalo (N, N") com = \; <X <0 <\’
tal que tem somente uma solu¢ao para qualquer \ € (N, \").

Prova. Consideremos a aplicacao F'(u,A) := Au— Au+ u? onde u € X = {v €
C2(Q) : v,0 = 0} e A € R. Denotemos por ug a tinica solugdo de (2.9) para A = 0,
ou seja F(up,0) = 0. Sendo uy nado-degenerada, ou equivalentemente, F,(ug,0) é
um isomorfismo sobre C(£2), temos pelo Teorema da Aplicacao Implicita que existe
d > 0 e uma tnica aplicagdo G : (—0,9) — X continua, tal que F(G(\),\) = 0
para todo A € (—9,0). Para cada A € (—0,9) denote G(\) = uy, e o coroldrio segue.
[
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2.5 O caso f(u) =ul+ pu?
Seja 2 um dominio suave em R™ (n > 2) e considere o problema

—Au = v+ pu? em Q
u > 0 em Q (2.22)
u = 0 sobre 012,

onde p é um parametroreal, 0 < ¢ <1 <p <2*—1, com 2* = (n+2)/(n —2) se
n>2e2"=o00sen=2.

O Problema (2.22) foi extensivamente estudado por A. Ambrosetti, H. Brezis e
G. Cerami em [1] e, entre outros resultados, obtiveram o seguinte Teorema:

Teorema 2.9 (Ambrosetti-Brezis-Cerami) Para todo p,q nas condigées acima,
existe A > 0 tal que para qualquer p € (0, A), o Problema (2.22) possui duas solugoes
Uty Uny. Além disso uy, € solugdo minimal, isto €, se v € outra solugdo de (2.22)
entao uy, < v. Temos ainda que u, < uz, € u1, € crescente em relagio ao
parametro .

A pergunta natural que surge quando nos deparamos com este teorema, é se
existem outras solucgoes além destas duas. Como uma resposta parcial a esta questao,
nesta se¢ao provaremos que para certos dominios e alguns valores de i, o problema
acima possui exatamente duas solugoes.

Lema 2.1 Eziste uma constante C' = C(p,n, i) tal que, para qualquer solugao u,
de (2.22) temos
uullc2@y < C.

Prova. Primeiramente observemos para qualquer solu¢ao do Problema (2.22) vale
a estimativa

[ull 2@y < Cllullem),
onde C' depende somente de p, n e u, e sua demonstragao pode ser encontrada
em [13], na demonstracdo do Teorema 6.6. Desta forma, é suficiente provar que

||Uu||0(§) < C. Fixados p e p, vamos argumentar por contradicao supondo que
existe uma sequéncia de solugoes uy, e uma sequéncia de pontos x; em €2 tal que

My, = ||Uk:||c(§) = up(xy) — 00 com n — 0.

Vamos considerar a fungao

p—1
que estéd definida no conjunto €, = M, ? (2 — x;). Por célculos diretos temos que

vy, satisfaz

M’:_qug em Q. (2.23)
k

—Avk = UZ +

52



Denotemos por D o limite dos dominios €. Desde que 0 < v, < 1 e vy resolve
(2.23), pelas estimativas elipticas dos Teoremas 0.10 e 0.12, passando para uma
subsequéncia, v, converge uniformemente para uma fungao v sobre cada subconjunto
compacto de D.

Conforme podemos encontrar no artigo [12], temos que D = R" ou, apds rotagoes
e translagoes, D = R} = {x € R" : 2, > 0}. Além disso, desde que

|M/§_q| — 0 quando k — o0,
concluimos que v satisfaz
—Av = 9P em D
v > 0 em D (2.24)
v = 0 sobre 0D (se D=R%}),

porém a tnica solugao de (2.24) é v = 0, de acordo com o Teorema de Gidas-Spruck,
o que nos dd uma contradi¢ao, pois v(0) = limy_ vx(0) = 1. [

Observacgao 11 Podemos concluir facilmente da demonstragcao deste lema que a
constante C' comporta-se bem quando variamos p ou p (respeitando suas devidas
restri¢oes), no sentido de ser limitada.

No que segue faremos alguns resultados auxiliares que serao tteis para a
conclusao do nosso resultado principal.

Lema 2.2 Seja Q0 um dominio limitado com fronteira 02 suave. Suponha que
f(t) € uma fungdo continua tal que t'f(t) € decrescente para t > 0. Sejam
w,v € C*(Q) N C(Q) satisfazendo

—Av < f(v) em Q
v > 0 em (2.25)
v = 0 sobre 0f),
e
—Aw > f(w) em
w > 0 em € (2.26)
w = 0  sobre 0S.

Entao w > v. Em particular, se u € uma solucao de

—Au = f(u) em  Q
u > 0 em Q
u = 0 sobre 09,

entao ela € unica.
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Prova. De (2.25) e (2.26) inferimos que

—vAw +wAv > f(w)v — f(v)w
o) 10,

” . (2.27)

Seja 0(t) uma fungao real, suave e nao-decrescente satisfazendo 6(t) = 1 para t > 1
e 6(t) = 0 para t < 0. Para cada € > 0 definamos

Com isso, temos que 0(t) > 0 para todo ¢t € R. Multiplicando (2.27) por 6.(v — w)
e integrando sobre ) obtemos

/Q [—vAw + wAv]6, (v — w)dz > /

Q

Jw) _ f)

w (%

]Qe(v —w)dr  (2.28)

o

Denotemos por [ = / [—vAw + wAv]f(v — w)dz. Usando a Primeira Férmula de
Q
Green, temos

I = /QVU).V(U@E<U —w))dx—/QVU.V(wHE(U —w))dx
= /QVw. [6c(v — w) Vv + 08 (v — w)(Vv — Vw)]dz

- /Q Vo[ (v = w)Vw + wl(w — w)(Vo = V) d

Agora, efetuando alguns calculos temos

I = / v (v — w)Vw.(Vv — Vw)dz — / ub. (v — w)Vo.(Vv — Vw)dx
= /QUQQ(U —w)(Vw — Vv).(Vv — Vw)dz
- /Q(w — )0 (v — w)Vu.(Vv — Vw)dz

= —/QUGQ(U —w).|Vv — Vw|*dz — /(w —0)0.(v — w)Vv.(Vv — Vw)dz

Q
Sendo # nao-decrescente, segue que #'(t) > 0 para todo ¢ € R. Consequentemente
I < /(v —w)f.(v —w)Vv.(Vv — Vw)dx

= ; VoV (v —w))dz

= —/75(v—w)Avdx,
Q
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onde 7.(t) = f; s0.(s)ds. Como 0.(t) = 0 quando t < 0 e t > € temos que
0 < ~.(t) <eparatodot € Re por (2.25), temos que —Aw é limitado superiormente,
portanto, obtemos que

/[—vAw + wAv]l. (v — w)dx < Ce,
Q

para alguma constante positiva C.
Usando a expressao (2.28), concluimos que

/ vw [M - M] 0. (v —w)dr <e.

w (%

Considerando E = {z € Q : v(z) > w(x)} e fazendo ¢ — 0, obtemos

/vw[m—m}dmgo.

w (Y

Por outro lado, f(v)/v < f(w)/w sobre E. Assim

/vw[m — f(v)} =0.

Esta tltima igualdade implica que |F| = 0. Portanto v < w em . A segunda
afirmagao é um fato imediato da primeira. ]

Proposicao 2.1 Ezxiste uma unica solucao cldssica z do problema

—Az = 27 em Q
z > 0 em Q (2.29)
z = 0 sobre 01,

onde 0 < q < 1. Além disso, tal solucdo € nao-degenerada, isto €, o problema
linearizado

— — q—1
{ Av qz v em (2.30)

vo= 0 sobre Of)

admite somente a solucao trivial.

Prova. A unicidade segue do Lema 2.2. E bem conhecido que tal solucao z é a
funcao que minimiza o funcional energia

1 1
I(u) = §/Q|Vu|2dx - m/ﬂ|u|q+1dx,

isto é, I(z) < I(u) para toda u € H}, (veja [2]). Como uma consequéncia, sabendo
que I é de classe C?, temos que

I'"(2)¢* = /Q(|w>|2 — @2 ¢Ydr >0 Vo € Hy. (2.31)
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Denotando por L = A+¢z%"!, o operador linearizado associado ao Problema (2.29),
concluimos pela defini¢ao de A; e por (2.31) que A\ (L,Q2) > 0. Para mostrar que
a solugdo z é nao-degenerada é suficiente mostrar que A(L,) > 0, ou seja, que
o principio do maximo é valido para L em (). Suponhamos por contradicao que
M (L, Q) = 0. Entao existe ¢ € H}(Q), ¢ > 0 em Q, tal que

Lp = Ap+qz7'¢ = 0 em Q
¢ = 0 sobre 01,

e assim

/ng.Vzdx:q/ 21¢dx.
Q Q

Por outro lado, usando (2.29), temos

Lv¢vmz:lfwm.

Fazendo a diferenca destas duas ultimas igualdades segue que

0< (1—q)/zq¢dm:(),
Q
o que ¢ um absurdo. ]

Proposicao 2.2 Seja u, uma solugdo de (2.22), para pn € (0,A) e considere

Bi=MA+ gz Q)= inf (/ |V’ dx — q/ 2|9 2 dr) > 0,
Q Q

vEHS(Q)
[loll 1 =1
Hy

onde z € a unica solugdo de (2.29). Se

1
Huthm)<(é>wa

. (2.32)

entdo u, € a solugdo minimal de (2.22).

Prova. Seja A > 0 tal que pAP~! < 3. Vamos mostrar que para todo pu € (0,A), o
Problema (2.22) tem no méximo uma solugao u satisfazendo

[ull () < A.

Suponhamos por contradigdo que (2.22), com pu e p fixados, possui uma segunda
solucao w tal que
[wl| 2o () < A.

Sendo u,, a solucao minimal de (2.22), podemos escrever w = u, + v, onde v > 0.
1
Tomando ((z) = pu™z(z) obtemos

-A( = —,ul%qu = ,ul%qzq = uc.
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Além disso, temos também
—Au, > ,uuz,

e dessa forma, usando o Lema 2.2 com f(t) = ut?, v = (, e w = u,, segue que
_1
u, > pitaz (2.33)
Desde que w = u, + v é uma solucao de (2.22) temos
—A(uy, +v) = p(u, + )7+ (u, +v)P.
Pela concavidade da funcao t — t9,
pu(uy +0)* < pud + pgud o,

e assim
—Av < pqul o+ (uy +0)P — b, (2.34)

Podemos deduzir facilmente de (2.33) que

ul ™t >ttt (2.35)

De (2.34) e (2.35) concluimos que

—Av < 2"+ (uy, +0)P — b

Por outro lado usando a convexidade de ¢ — t*, e a desigualdade w = u, +v < A,
temos
(up + v)P — ub, < pAP o,

e assim
—Av — gz v < pAPTIy,

Multiplicando esta desigualdade por v, integrando em sobre {2 obtemos

/|Vv|2dx—q/ ]z|q_102d$§pAp_1/v2dx.
0 Q Q

Sendo > 0, é imediato que

/|Vv|2dx—q/ 2|7 v da ZH/UQCZ:U,
Q 0 Q

e portanto concluimos que

ﬁ/dezgpAp_l/vzdx.
Q Q

Desde que pAP~! < 3 segue que v = 0. [ ]
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Para tratar do proximo resultado, vamos considerar o seguinte problema:

—Au = v’ em Q
u > 0 em (2.36)
u = 0 sobre 0f),

com 1 < p < 2* — 1. Provaremos a seguir que, para dominios onde o Problema
(2.36) possui uma tnica solugao e esta solugao é nao-degenerada, o Problema (2.22)
possui exatamente duas solugoes, para p proximo de zero.

Teorema 2.10 Suponhamos que 2 € um dominio reqular do R™, onde o Problema
(2.36) admite somente uma solugao que € também nao-degenerada. Entao existe
w* € (0,A) tal que o Problema (2.22) tem exatamente duas solugées para qualquer

e (0, p7).

Prova. Para qualquer p € (0,A) denotemos por u;, a solugdo minimal de (2.22)
e por up, a segunda solucdo, cuja existéncia é garantida pelo Teorema (2.9).

Argumentando por contradicdo, vamos supor que existam sequéncias pp \, 0 e
ur € C*(Q) N C(Q) tal que

—Au, = U} +upui  em Q
up > 0 em Q (2.37)
up, = 0 sobre 0f),

com uy, distinta de uy ,, € ug,,. Do Lema 2.1 e Observagao 11 deduzimos que existe
uma constante C' > 0, que nao depende de p, tal que

) 1/2
HukHH(}(Q) = (/Q | Vug| dﬂU) <, (2.38)

0 que mostra que a sequéncia wuy, é limitada em Hj(2). Sendo Hj(f2) reflexivo,
passando para uma subsequéncia, temos que wy converge fracamente em Hg ()
para uma funcao ¢ > 0 que é solucao fraca do problema

—Ap = ¢’ em Q
$ > 0 em Q (2.39)
¢ = 0 sobre 0f),

Por regularidade concluimos que ¢ € C?(2) e pelo principio do maximo forte e as
hipdteses sobre €2 temos duas possibilidades, a saber:

(i) ¢ =0 em &
(ii) ¢ =u > 0, onde u é a unica solu¢ao nao-degenerada de (2.36).

No primeiro caso temos que uy = u,,,, , para k suficientemente grande. De fato,
pelo Lema (2.1) e o comentdrio posterior temos que u; — 0 uniformemente em € e
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assim, para k suficientemente grande, uy satisfaz (2.32), o que nos permite concluir
com ajuda da Proposicao (2.2) que uy coincide com uy ,,, contrariando a hipdtese.

Vamos agora considerar o caso (ii). Inicialmente afirmamos que usy,, converge
fracamente para u em Hj (). De fato, se isto fosse falso, usando novamente o Lema
(2.1) e argumentando como para ug, temos que ug,, — 0 fracamente em Hj (L),
dai, como anteriormente, u; ,, = ua,,, 0 que ¢ um absurdo. Definamos

Wy = U, — Uy, (2.40)

e recordemos que estamos assumindo que wy nao é identicamente nula. Usando o
Teorema Fundamental do Célculo vemos que wy, satisfaz

{—Awk = &w, em Q (2.41)

wp, = 0 sobre S,

&) = /0 [p(tur(x) + (1 — t)ug,, (2)7 " + prg(tur (@) + (1 — t)ug,,, () dL.

Definindo wy, = wy/||wi || g1 (a), temos que

{_Aw’“ = & em () (2.42)

w, = 0 sobre Of).

Sendo [|@y || 3 ) = 1 e Hy () reflexivo, passando para uma subsequéncia, temos que
wy, — w fracamente em H; (). Além disso, como H(f2) esta imerso compactamente
em L*(Q), wy — w em L?*(2). Precisamos provar que @ nao é identicamente nula,
mas antes observemos que

/Q</01 qltug(x) + (1 — t)ugy, (x)]q_ldt> wi(x)dr < C V keN. (2.43)

De fato, do Lema 2.1 e sabendo que C?(Q) esta imerso compactamente em C*(€2),
passando para uma subsequéncia, temos que

Uk, U2y, — U €m CHQ). (2.44)

Deste fato decorre que

1
/ p(tuy, + (1 — t)ug,y, )dt — puP~*
0

uniformemente. Além disso, pelo Lema de Hopf temos que Ou/ov < 0 sobre 0fQ.
Pela continuidade de u em €2 e compacidade de 9f2 temos que 0u/0v < 0 em uma
vizinhanga de 0f). De (2.44) vemos que

aU,k 8u27l£k 10u

o o 200 (2.45)
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para k suficientemente grande e em uma vizinhanca de 0€2. Logo, é imediato que

10u

0
—(tUk + (1 — t)u27ﬂk) < 557

ov

para todo t € [0, 1]. Definamos a fung¢ao auxiliar

(2.46)

h(s) = tug(sxzo + (1 — s)x) + (1 — t)ug ,, (sxo + (1 — s)x) — %u(sxo + (1 —=3s)x),

com s € [0,1] e z em uma vizinhanca de 0. Por (2.46) temos que h'(s) < 0 para
todo s € [0, 1], ou seja, h é decrescente, dai
h(0) > h(1).
Consequentemente
tup + (1 = Dtn, > (2.47)

2

para k suficientemente grande e em uma vizinhanca de 0f). E claro que esta
desigualdade (2.47) vale para todo compacto em €2, logo é vélida em todo €2 para k
suficientemente grande.

Afirmamos que u(x) > Cd(x,00) para todo = € €, onde d(z, 0f2) é a distancia
entre z e J¥) e a constante C' ndo depende de x. De fato, pelo Lema de Hopf
temos que Ou/0n > 0 sobre 0f), onde 1 denota a normal unitdria interior. Por
continuidade e compacidade temos que du/0n > C > 0 em uma vizinhanga 2. C Q
tal que 0Q2 C 09Q,. Tome x € Q) e seja xy € I tal que d(z,00) = |x — zo|. Dessa
forma, obtemos

() = gZ( Yd(x,00) > Cd(z, 99).

Como u > C7 > 0 em Q\ €, concluimos a afirmacdo. Agora, usando este fato que

acabamos de provar, a desigualdade (2.47) e as desigualdades de Hardy e Cauchy,
temos

! [tug, + (1 — t)ug,, |?
t 1—t Lpddtde = // K 2kl 52 () dtd
[ it 0= sy it o T gy A
2Q||uk + U’Q,;,Lk”%oo(g) o de$
1/2 O 1/2
02d —kq
o [ wtar) ([ Lhar)
1/2 w02 1/2
< 02d S S—
= C(/Q“"f m) </ Pz, 00) )
2
< C’(/ ,%dx /|Vwk| dx <C

e portanto (2.43) segue. Estes célculos nos permitem concluir a convergéncia
uniforme

IN

IN

& — puP .
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Consequentemente,

1= / ]Vzﬂk|2dx:/§ku7idx:p/ﬂp_lw2—|—0(1) quando k — o0,
Q Q Q

donde segue que w nao é identicamente nula. Agora, usando (2.42), deduzimos que
para toda funcao ¢ € C°(2)

/Q ViV = /Q Eeipddz

e passando o limite, obtemos

/Vw.Vd):/paplex,
Q Q

ou seja, w satisfaz

~Aw = puwP~'w em Q
w # 0 em Q
wo o= 0 sobre 02,

como uma solucao fraca. Por regularidade concluimos que w ¢é de fato solugao
classica. Mas isso contradiz o fato de @ ser nao-degenerada. Portanto o teorema é
verdadeiro. ]

Corolario 2.4 Se Q) € uma bola em R™ ou Q2 € um dominio limitado suave em
R2, convezo nas direcoes dos eixos x1 e xo, e simétrico em relacdo aos hiperplanos
{xr € R?: 2y =0} e {x € R?: 25 = 0}, entdo existe ux € (0,A) tal que o Problema
(2.22) possui exatamente duas solugdes para todo p € (0, px).

Prova. Segue do Teorema 2.5, e o Teorema 2.10. ]
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Capitulo 3

Simetria para Solucoes de
Equacoes Elipticas Semi-lineares
com nao-linearidades Convexas

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos propriedades de simetria para solucoes classicas de
problemas elipticos do tipo

{—Au = f(x,u) em Q

u = g(z) sobre 09, (3.1)

onde (2 é um dominio simétrico limitado em R", n > 2, e f: Q2 xR — R é uma
funcao continua e de classe C!' em relacao a segunda varidvel, g é continua e f e ¢
possuem alguma simetria em x. Os resultados deste capitulo sao devidos a Pacella
e foram publicados originalmente em [16].

A ferramenta classica para se estudar esta questao é o método dos planos méveis,
usada inicialmente por Alexandrov e Serrin. Esse método aplica-se muito bem
quando g = 0, u > 0 em €2 e f possui alguma monotonicidade em relagao a .
De fato, sobre estas hipéteses (veja Teorema 0.24), o método dos planos méveis foi
usado com sucesso por Gidas, Ni e Nirenberg para provar, no famoso artigo [11],
a simetria de solugoes de (3.1) quando o dominio €2 é simétrico em relagdo a um
hiperplano Ty e convexo na direcao do vetor v, ortogonal a 7Tj.

Contudo, quando o dominio nao é convexo na dire¢ao vy ou alguma das outras
hipoteses nao se verificam, em particular, se f nao tem a mesma monotonicidade
em z, o método dos planos moveis nao pode ser aplicado para obter a simetria das
solugoes. De fato, se alguma dessas condigoes falham, existem exemplos de nao-
linearidades que nos dao solugdes nao-simétricas de (3.1), tal como é o caso em que
2 é um anel e f é uma nao-linearidade quase critica (veja [6]) ou quando € é uma
bola e f(x,u) = |z|*u?, a > 0, p > 1 (veja [18]).

Apesar disto, em algumas situagdes ou para uma certa classe de solucoes, é
natural esperar que tais solucoes herdem alguma de todas as simetrias do dominio,
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mesmo se {2 nao é convexo em qualquer direcao, v mude de sinal e f nao tenha
monotonicidade em relacao a x.

Usaremos uma nova idéia para estudar a simetria de solugoes de (3.1) que se
aplica eficientemente quando f(z, s) é convexa na varidvel s. A idéia é olhar para o
sinal do primeiro autovalor do operador linearizado, em subdominios de 2 descritos
a seguir, buscando condigoes em que é possivel aplicar a Proposicao 3.1.

Neste capitulo assumiremos que a envoltoria convexa de {2 contém a origem e
que  é simétrico em relagao ao hiperplano Ty = {z € R" : x; = 0}. Além disso,
denotamos por Q= e QT os subconjuntos de Q que estao do lado esquerdo e direito
de Tp, respectivamente, isto é,

Q" ={zxeQ:z <0} e O ={reQ:z >0}

Dada uma solugdo u de (3.1), associamos o operador linearizado em u, isto é
L = A+ fu(x,u). O indice de Morse da solugdo u ¢é definido como o nimero de
autovalores negativos do operador linearizado L, sobre a condi¢ao de Dirichlet na
fronteira. Como no Capitulo 2, vamos dizer que uma solucao u é nao-degenerada se
zero nao é um autovalor para L.

Nossos resultados de simetria estao baseados na seguinte proposicao:

Proposicao 3.1 Se f(x,s) e g(x) sao fungdes simétricas em relagio a x1, f €
estritamente convexa em s, A\{(L,Q27) e A\(L,QF) sao ambos nao-negativos, entao
u € simétrica em rela¢ao a 1, isto €, u(xy, Ta, ..., x,) = u(—x1, xe, ..., x,). O mesmo
resultado € vdlido se f é somente convexa, mas A\ (L,Q27) e A\ (L,QT) sao ambos
Ppositivos.

Prova. Denotemos por v~ e vt as funcoes reflexdes de u nos subdominios Q2= e Q7
mais precisamente:

v (x) = u(—x1, 29, oy ), TEQ,

vt (z) = u(—z1, 19, ..., 1), =€QF

Primeiramente vamos assumir que f é estritamente convexa. Neste caso, temos:
f@, o™ (@) = f(z,u(@)) 2 fulz,u(@) (v (z) —u(z)) em Q7
flav¥(2) = f(z,u(@)) = fulz,u(@)) (0" (z) —u(z)) em QT

e as desigualdades acima sdo estritas sempre que v~ () # u(x) ou v (x) # u(x).
Assim, por (3.1), usando a simetria de f e g na varidvel x; e considerando as fungoes
w-=v —uew" =0v" —u, temos

—Aw” — fy(z,u)w” >0 em Q, (3.2)

—Awt — f(r,u)wt >0 em QF, (3.3)
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com a desigualdade estrita sempre que w™(z) # 0 ou wt # 0, e

w™ =0 (resp. w" =0) sobre 9O (resp. INT). (3.4)
Afirmamos que se w~ e wt sao ambos nao-negativos nos respectivos dominios 9~
e Q7. entao w~ = wt = 0, e assim obtemos que u é simétrica em relacao a x;. De
fato, dado x = (x1, ..., z,) € Q7, temos que 2~ = (=1, ..., x,) € QF, daf

0<w (z)=u(z”) —ulx)=—-w(z7) <0,

mostrando dessa forma que w™(z) = w(z~) = 0 para todo = € Q. Analogamente
wt(x) =w (x7) =0 para todo z € QF, comprovando a afirmagao acima.

Vamos provar que esta ¢ a tunica possibilidade que ocorre. Suponhamos por
contradicao que uma entre as duas funcoes, digamos w™ é negativa em algum ponto
em QF. Entao, considerando uma componente conexa D de QF, onde w' < 0,
multiplicando (3.3) por w, integrando sobre D e usando (3.4) e a convexidade
estrita de f, obtemos

/D|Vw+|2da:— /l)fu(x,u)(w+)2dx <0, (3.5)

donde segue, pela definigdo de Ai, que A(L, D) < 0. Por outro lado, temos que
M(L, Q) < A\ (L, D) < 0, contrariando nossa hipétese. Portanto u é simétrica.
Agora suponhamos que f é somente convexa, mas A;(L,Q27) > 0e A\ (L, Q7) > 0.
Dessa forma, o principio do méximo refinado vale em Q~ e Q. Pelas equagoes (3.2)-
(3.4), obtemos imediatamente pelo principio do méximo que w~ > 0e wt > 0 o
que implica na simetria de v como vimos acima. [ |

Em particular, se f € linear em u, obtemos:

Corolario 3.1 Seja A um operador linear do tipo A = A + c(x), com ¢ € C(Q2),
Q2 como no teorema anterior e ¢ simétrica na varidvel x1. Entdo se \(A,Q7) >0,
toda autofuncdao de A em ) sobre a condi¢ao de Dirichlet homogénea na fronteira,
correspondendo a um autovalor negativo j de A € simétrica em relagao a x1. A
mesma conclusdo € vilida se assumirmos A\ (A,Q27) >0 e u <0.

Prova. Se considerarmos uma autofuncao ¢ relativa ao autovalor u, temos que ela
resolve a equagao

—Ap = f(z,90) = c(x)p + pp
e o operador linearizado em ¢ é

L=Ap+c(x)+ pe.

Em ambas as hipdteses, temos que \(L,Q7) > 0 e, desde que ¢(z) é simétrico em
relagdo a x1, também temos que A\;(L,Q7) > 0. Portanto, pela Proposi¢ao 3.1,
obtemos a simetria de . ]
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No que segue, apresentaremos um exemplo em que f é somente convexa, mas
nao estritamente convexa e A\ (L,Q7), A\ (L, Q") sdo ambos iguais a zero, e uma
solugao u de (3.1) que nao é simétrica.

Exemplo: Seja ) como na Proposigao 3.1 e denotemos por x; o primeiro autovalor
do operador laplaciano em 2~ com a condigao de Dirichlet homogénea na fronteira
e ¢1 a autofuncao associada. Consideremos a funcao

. €O,
B, = { () se x

—p(—x1,29,...,1,) se x QT

que satisfaz
—AQ51 = ,ufgél e1m Q
{ o1 = 0 sobre 09,
Com uma simples verificacdo, vemos que o primeiro autovalor do operador
linearizado em @; é zero em Q7, ou QF, todavia ¢; nao é simétrico em relacao
axry. ©

Agora vamos descrever algumas situacoes em que é facil provar a nao-
negatividade dos autovalores A1 (L, Q27) e A\; (L, Q7), para obter a simetria da solugao.
O primeiro caso que queremos tratar é quando a solugdo u de (3.1) é semi-estéavel,
isto é, A\ (L,Q) > 0. Neste caso, usando a monotonicidade do primeiro autovalor,
temos que \(L,Q7) > 0 e A\ (L,Q7) > 0. Dessa forma, se f é convexa, temos que
u é simétrica, em particular, se 2 é um anel ou uma bola, entao u é radialmente
simétrica.

Outra aplicagao da Proposicao 3.1 é obtida considerando dominios €2 que sao
também convexos na direcao x; e supondo g = 0, u positiva em €2 e f crescente
na variavel x; em €27. Sobre estas hipdteses e mantendo as mesmas notagoes da
Proposicao 3.1, temos:

Proposicao 3.2 Se f(x,s) é convera em relagio a sequnda varidvel e u é uma
solugao positiva de (3.1), entao A (L,Q27) e M\ (L,Q") sao ambos nao-negativos.
Em particular se f € estritamente convexa em relacao a sequnda varidvel, entdo u
€ simétrica em relacao a x;.

Prova. Vamos provar que A\ (L,27) é nado-negativo. = Argumentando por
contradigao, vamos assumir que A(L,27) < 0. Entao pela continuidade dos
autovalores em relagao aos dominios temos que para algum p < 0, no conjunto
Q, ={r € Q:x < p} C Q o primeiro autovalor A\;(L,§27) deve ser zero,
pois sabemos que para dominios com medida suficientemente pequena, o primeiro
primeiro autovalor é positivo.

Desde que €2 é convexo na direcao x;, podemos considerar a funcao

w, (r) = u(2p — 21, T3, ..., T,) — u(T) em Q.

que satisfaz

w, =0 sobre o\ 09, w, >0 sobre OS2, M oS (3.6)
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porque 4 < 0, u > 0 em 2 e u = 0 sobre 0f).
Pela convexidade de f em relacao a u e a monotonicidade de f em xy, obtemos,
(como em (3.2))

—Aw, — fu(z,w)w, >0 em Q. (3.7)

Afirmamos que w;, deve ser negativa em alguma parte de 2. De fato, se w, > 0
em €2, pelo principio do méximo forte e (3.6), deduzimos que w, > 0 em Q" e isto,
juntamente com (3.6) e (3.7) (veja a condigao (G) do Capitulo 2) implicam que o
principio do méximo vale para L em 2/, ou equivalentemente, A (L, Q;) > (0, o que
nos da uma contradicao.

Consideremos agora uma componente conexa D em €, onde w, < 0,
multiplicando (3.7) por w, e integrando, obtemos

/D Vo P /D fuler,u) (wy )2z < 0 (3.8)

o que implica em A\ (L, D) < 0. Desde que, por (3.6), D é um subconjunto préprio
de €, concluimos que A(L,Q,) < M(L,D) < 0, contradizendo a nulidade de
A1(L, €27). Portanto nao podemos ter Ay (L, 27) < 0. De forma inteiramente andloga
podemos provar que A (L, Q1) é também nao-negativo. (]

Observagao 12 No artigo cldssico de Gidas, Ni e Nirenberg (veja [11]), usando o
método dos planos mdveis, foi provado que Ou/0xy > 0 em Q~. Além disso, se OS2
¢ suave e f(0) > 0, pelo Lema de Hopf temos que Ou/0x, € também positiva sobre
00~ NON. Entao, se f nao depende de x, isto €, se f(x,u) = f(u), desde que a
fungdo Ou/dxy € uma solugao da equagao linearizada, ou seja,

ou

L<8_xl)

=0 em O,

seque que A\ (L,Q27) > 0 e o mesmo € vdlido para \(L,Q"). Por esta razao, a
Proposicao 3.1 pode ser vista como uma generalizacdo deste resultado quando OS2
nao € suave ou f(0) € nao positiva. E interessante notar que na Proposicao 3.2, nao-
negatividade do primeiro autovalor em Q~ ou QF foi deduzida sem o conhecimento
a priort de que a solucao era estritamente mondtona na direcao x;.

3.2 Simetria axial de solucoes de indice um.

Nesta se¢ao iremos considerar o problema semi-linear

{—Au = f(lzl,u) em A

u = 0 sobre 0A, (3.9)

onde A é uma anel ou uma bola centrada na origem O do R",n > 2, e f tem a
mesma regularidade como em (3.1).
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Seja u uma solugao de (3.9) que pode ser positiva ou mudar de sinal e seja P
um ponto de maximo contido no interior de A, devido a condicao da fronteira.

Denotemos por 7, o eixo ﬁ)’ que passa através da origem e do ponto P, por
T qualquer hiperplano de dimensao n — 1, passando pela origem e por vy o vetor
normal a 7', tendo a direcao do semi-espaco que contém P, neste caso 1" nao passa
através do eixo 7.

Nosso principal resultado é o seguinte.

Teorema 3.1 Seja f(|z|,s) estritamente convezo em s e u uma solugdao de (3.9) de
indice um. Entao,

i) u € azrialmente simétrica em relagao ao eixo r,, isto €, denotando R,(x) € 1 o
p P
ponto refletido de x € Q através do eixo 1y, temos que u(Ry(z)) = u(zx),

(ii) Se A é uma bola e P € a origem entao u € radialmente simétrico,

(iii) Se u nao € radialmente simétrica entdo ela nunca € simétrica em rela¢ao a
qualquer hiperplano T que nao passa através de 1,

(iv) Sew ndo € radialmente simétrica entdo todos os pontos criticos de u pertencem
ao eizo de simetria r,, em particular, todos os pontos de mdzximo estdo sobre
o semi-eixo para o qual P pertence e

%(x) S0 VreTNA (3.10)

para todo hiperplano T' que nao passa através de 1.

Prova. (i) Vamos denotar por T, qualquer hiperplano passando através de 7,.
Obviamente, T), divide A em duas regioes abertas disjuntas A, e A; , isto é,
AZUAFU(T,NnA) = A Para mostrar a simetria de u em relagao a T}, vamos
usar a Proposicdo 3.1. Para isto, precisamos provar que A(L, A7) e Ai(L, Af),
os primeiros autovalores do operador linearizado em u no subdominios A e A;r,
respectivamente, com a condi¢ao de Dirichlet homogenéa na fronteira, sao ambos
nao-negativos.

Argumentando por contradi¢cao, podemos assumir que um desses dois nimeros,
digamos A\1(L, A, ), é negativo. Consideremos o funcional

J(u) = / (Vuf? — fu(|e] w)u)de

e denotemos por ¢, p] e ] as autofuncoes positivas associadas respectivamente
a Ai(L,A), M (L, A}) e M (L, A)), todas unitarias em L. Sabendo que a fungao u
tem indice de Morse igual a um, concluimos que Ay(L, A) > 0. Dessa forma, pela
caracterizacao variacional de Ay, obtemos que J(u) > 0 para toda funcdo u tal que
(u,p1) =0, onde

(u, p1) = / Vu.V;.
A
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Em particular, tomando

up = (o1, p1)ef — (o1, 01)e™,

temos que (ug, 1) = 0. Por célculos diretos, obtemos:
J(uo) = (@1, 1)° M (L, AF) + (0f, 01)? M (L, A,) > 0.

Esta tltima desigualdade implica que A (L, Af) > 0.

Logo em A, o principio do méximo é vélido para o operador L = A+ f,(|z|, u).
Entdo, considerando em A a funcdo w; = v — u, onde v, ¢ a reflexdo de u em
relacao a 1), e usando a convexidade de f, temos, como em (3.3),

—Aw} — fu(|lz],w)w) >0 em AF. (3.11)

Desde que w = 0 sobre JAS, e de (3.11) obtemos, pelo principio do maximo, que
w; > 0 em AJ. Assim, pelo principio do maximo forte, ou w;r ¢ identicamente
nula ou w; > 0 em A;;. Se ocorresse o primeiro caso teriamos que a funcao wu
seria simétrica em relagao a T}, e assim, os autovalores \(L, A;) e Ai(L, A}). Mas
isto nao é possivel, desde que estes autovalores possuem sinais diferentes. Portanto
a tnica possibilidade ¢ w; > 0 em AY. Entdo, pelo Lema de Hopf obtemos que

aw;; /Ov < 0 sobre T, N A, onde v ¢é a normal exterior a aA; e consequentemente,

ou 1 0w

o que é impossivel, pois o ponto maximo P pertence a 7,NA. Esta contradicao mostra
que Ai(L, A¥) > 0 e com argumento andlogo, o mesmo ¢ valido para A;(L, AY).

(ii) Segue imediatamente de (i), desde que a origem pertence a todo hiperplano
simétrico.

(iii) Argumentando ainda por contradi¢cdo vamos supor que u é simétrica em
relacao a um certo hiperplano 77 que nao passa através de r,. Desde que u nao ¢
radialmente simétrica, por (ii) P ndo é a origem e assim P ¢ T}, digamos, P € A7 .
Entdo, por simetria, existe P’ € Af tal que u(P') = u(P) = max u.

Agora, vamos considerar um hiperplano T 7préximo”a T}, mais precisamente,
denotando por v; a normal unitaria a 77 que aponta na direcao do semi-espaco que
contém P, consideramos sobre a esfera unitaria uma vizinhanca I(v;) de v;. Dessa
forma, para cada v € I(v;) associamos o hiperplano T ortogonal a e que passa
pela origem. Diremos que T estd préximo de T; quando 7 esta préximo de vy.

Se I(v1) é suficientemente pequeno, ainda teremos P e P’ em diferentes
conjuntos, em relacio a T : P € A~ e P' € A", para todo v € I(1).

Afirmamos que u é simétrico em relacao a T. Para provar isto, usando ainda a
Proposicio 3.1 devemos mostrar que A (L, A=) e Ay (L, AT) sdo ambos ndo-negativos.

Se )\1(L,f1_) < 0, entao, desde que a solucao tem indice um, deduzimos como
em (i) que M\ (L, A*) > 0. Entdo, argumentando exatamente como na prova de
(i), temos que a funcio Wt = ot — u, onde o ¢ a funcéo refletida de u em A*, é

68



positiva em AT, em particular u(P’) < & (P'), o que nio é possivel desde que u(P’)
¢ o maximo de u. Esta contradigdo prova que A\ (L, fl_) > 0 e o mesmo vale para
A (L, AT). Por esta razdo, u é simétrica em relacao ao hiperplano T ortogonal a 7,
para toda direcao 7 em uma vizinhanca apropriada de v.

Agora podemos assumir, sem perda de generalidade, que todos os possiveis
hiperplanos de simetria de A (isto é, todos os hiperplanos passando pela origem)
correspondem aos vetores unitarios pertencentes a um hemisfério em R™ (isto é, a
metade da esfera unitdria), tendo como fronteira os vetores v, onde v, é ortogonal
ao hiperplano T),, que passa através do eixo 7,. Se removermos deste hemisfério
todos os vetores v, teremos um conjunto aberto conexo M de dire¢oes em R".

De fato, acabamos de provar que o conjunto S das direcoes v que sao ortogonais
aos hiperplanos de simetria para a solucao u é um conjunto aberto em M. Dada
uma direcao v € M, denotemos por T, o hiperplano ortogonal a v e que passa
pela origem, por A, e Al os subdominios de A determinados por T, e finalmente
para cada x € A', x, € A, é o ponto simétrico em relagao a T,. Feita estas
consideragoes, podemos escrever S = {v € M : u(x,) = u(x), Yo € Af}, donde
vemos que S também é um subconjunto fechado de M. Portanto, temos que S = M
e assim, u é simétrica em relacao a qualquer hiperplano passando pela origem, ou
seja, u ¢ uma funcao radial, contrariando nossa hipdtese.

(iv) Suponhamos que u nao é radialmente simétrica e consideremos qualquer
hiperplano T que nao passa através de 7,. Como antes, denotemos por A~ e AT
os subconjuntos de A separados por 1" e vamos supor que P pertence a A~. Entao
por (iii), u nao é simétrica em relacao a T' e assim, pela Proposigao 3.1, um entre
M(L, A7) e M (L, AT) deve ser negativo. Desde que P € A~ podemos verificar,
argumentando como em (i) ou (iii), que A\ (L, A7) < 0e A\ (L, AT) > 0. Logo, em
AT o principio do méximo é valido para o operador L. Disto e do fato que a fungao
wt = vt — u (mesma notagao de antes) satisfaz

wt = 0 sobre 0AT, (3.12)

{ —Awt = fu(|lz],w)wt em AT
implicam que wt > 0 em A". Na verdade w™ > 0 pelo principio do méximo forte.
Isto significa que u < v* em AT e assim u nao tem qualquer ponto de maximo em
AT, Fazendo T variar e, em particular, tomando 7' como o hiperplano ortogonal a
rp, deduzimos que todos os pontos de maximo pertencem ao segmento que liga a
origem com P. Além disso, aplicando como antes o Lema de Hopf para a funcao
wt em AT obtemos (3.10), implicando que todos os pontos criticos de u pertencem
ao eixo de simetria 7. (]

Finalmente, consideremos um dominio geral 2 C R"”, n > 2, contendo a origem
e simétrico em relagao ao hiperplano Ty = {z € R" : x; = 0}. Em , consiferamos
o problema

(3.13)

—Au = f(zr,u) em
u = 0 sobre 0f),
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onde f tem a mesma regularidade considerada na introducao e f é simétrica em
relacao a .
Encerramos este capitulo com o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Seja f estritamente convera na seqgunda variavel e uw uma solugao de
(3.13) com indice um. Se wm ponto de mdximo P de u pertence ao hiperplano de

simetria Ty, entdo u € simétrica em relacdo a xy.

Prova. E a mesma usada no item (i) do Teorema 3.1. [
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