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Aluno:

INSTRUCOES DA PROVA:

Horario de inicio da prova 08:00.

O tempo de duracao da prova é de seis horas.

A prova contém dez questoes, valento um ponto cada uma.

Escreva a resolucao de cada questao em uma pagina separadamente.
Escreva as resolucoes completas contendo todos os detalhes.

Tudo que vocé escrever serd levado em conta na avaliacao.

Questao 1 Defina os seguintes conceito:

1. Espacgo topolégico conexo por caminhos;

2. Espago topologico conexo;

3. Espaco topologico compacto;

4. Espaco topolégico de Hausdorff;

5. Espaco topoldgico completo;

6. Espaco topoldgico separdvel;




Questao 2 Seja S? = {(z,y,2) € R3 : 2% + 2 + 22 = 1}.

(a) Prove que S?>\ F é um subconjunto aberto de S* com a topologia relativa
para todo subconjunto finito F = {p1,...,pm} C S2.

(b) Um suconjunto M C RN chama-se uma superficie de dimensio m quando
para todo ponto x € M existem A aberto em M (com a topologia relativa)
contendo x, Ay aberto em R™ e um homemorfismo ¢ : Ag — A. Prove
que S? € uma superficie de dimensao 2.



Questao 3 (Teorema da Alfandega) Sejam C, X subconjuntos de um
espago métrico (M,d). Se C' € conexo e tem pontos em comum com X e com
M\ X, entdo C contém algum ponto da fronteira de X. Sugestdo: considere a
fungao auziliar f : C — R dada por f(z) = d(z,X) — d(z, M \ X) e note que
d(p, X) =d(z, M\ X) =0 se, e somente se, p € 0X.



Questao 4 Prove os sequintes itens:

(a) Prove que todo espago conexo por caminhos é conexo.

(b) Prove que aplicagdo continua aplica conexos em conexos.



Questao 5 Seja F : My — Ms aplicagdo continua, onde My e Ms sao espacgos
métricos e My é compacto. Prove que

(a) F(My) é um espago compacto com a topologia relativa.

(b) F € uniformemente continua.



Questao 6 Prove os sequintes itens:

(a) Num espago com base enumerdvel, toda colegao de abertos nao vazios, dois
a dois disjuntos, € enumerdvel.

(b) Num espaco topoldgico X com base enumerdvel existe um subconjunto
enumerdvel denso em X.



Questao 7 Prove os sequintes itens:

(a) Qualquer interse¢io de compactos é compacta;

(b) Todo espago métrico compacto € limitado;

(¢) Toda aplicio continua bijetora cujo dominio é um espago compacto é um
homeomorfismo.



Questao 8 Sejam S, T espacos topoldgicos e F : S — T.

(a) Prove que F € continua se, e somente se, para todo subconjunto B C T,
F-1(B) c F~1(B).

(b) Prove que F é continua e fechada se para todo subconjunto U de S,
F{U)=F({).




Questao 9 Prove os sequintes itens:

(a) Em um espago normado E duas bolas abertas quaisquer sdo homeomorfas;

(b) Toda bola aberta de um espago normado € homeomorfa ao espago inteiro.
Sugestdo: considere as aplicagoes f(z) = z/(1+||z||) e g(y) = y/(1—]yl)-

(c) A projecio estereogrifica.



Questao 10 (A projecao estereografica) Seja SN = {z € RN*L: (2:2) =
1} a esfera unitdria n-dimensional e p = (0,...,1) € SN o pélo norte. A
projecdo estereogrdfica m: SN\ {p} — RY estabelece um homeomorfismo entre a
esfera menos o polo norte e o espago euclidiano RN . Geometricamente, 7(x) € o
ponto em que a semi-reta ]ﬂ encontra o hiperplano xny1 = 0, que identificamos
com RN, Para v = (x1,...,2N,2N41), denote por 2’ = (z1,...7N). Prove que
m(x) =a'/(1—xN41). Prove também que m é um homeomorfismo, para isto veja
que a fungio ¢ : RN — SN\ {p} definida por ¢(y) = x onde 2’ = 2y/(||y||* +1)
exni1 = (|lyl?=1)/(|yl|* +1) € a inversa de x. Procedendo de forma andloga
para o polo sul ¢ = (0,...,—1) prova-se que S é uma superficie de dimensdo
N.
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ESPACO PARA RASCUNHO.
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ESPACO PARA RASCUNHO.
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