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RESUMO

Usando métodos variacionais estudamos existência e multiplicidade de soluções para

algumas classes de equações de Schrödinger com potenciais que podem mudar de sinal e

não linearidades que têm crescimento subcŕıtico Sobolev e crescimento cŕıtico no sentido

de Trudinger-Moser.

Palavras-chave: Métodos variacionais. Equações de Shrödinger. Crescimento cŕıtico.

Domı́nios não limitados. Condição de Palais-Smale.



ABSTRACT

Using variational methods we study the existence and multiplicity of solutions for some

classes of Schrödinger equations with potential that may change sign and nonlinearities

which have subcritical Sobolev growth and have critical growth in the sense of Trudinger-

Moser.

Keywords: Variational methods. Schrödinger equations. Critical growth. Unbounded

domains. Palais-Smale condition.



LISTA DE SÍMBOLOS

• C, C1, C2, . . . denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• Se Ω ⊂ Rn é um conjunto mensurável, então |Ω| denota sua medida de Lebesgue

em Rn;

• BR denota a bola aberta centrada na origem e de raio R > 0;

• B(x0, r) é a bola de raio r centrada em (x0);

• B(xk, r) é a bola de raio r centrada numa sequência (xk) ⊂ Rn tal que |xk| → ∞;

• X∗ é o dual topológico do espaço de Banach X munido com a norma ∥ · ∥∗;

• ⟨·, ·⟩ denota o par dual entre X∗ e X;

• Denotemos a convergência fraca em X por ′′ ⇀ ” e convergência forte por ′′ → ”;

• supp(f) representa o suporte da função f ;

• ∇u =

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
é o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
denota o Laplaciano de u;

• divf =
n∑

i=1

∂fi
∂xi

é o divergente de f , em que f : Ω ⊂ Rn → Rn;

• ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) denota o p− Laplaciano de u;

• Sejam Ω ⊂ Rn um aberto conexo e 1 ≤ p <∞, o conjunto

Lp(Ω) =

{
u : Ω → Rmensurável :

∫
Ω

|u|p dx <∞
}

denota o espaço de Lebesgue com norma dada por

∥u∥p =
(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

;

• L∞(Ω) representa o espaço das funções que são limitadas quase sempre em Ω com

norma dada por

∥u∥∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre emΩ};



• Ck(Ω) denota o conjunto das funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω,

em que k ∈ N;

• C∞
0 (Rn) denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto;

• Para 1 ≤ p <∞ e para toda φ ∈ C∞
0 (Ω),

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∃gi ∈ Lp(Ω);

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giφ dx, i ∈ {1, . . . , n}
}

munido com a norma

∥u∥1,p =
(∫

Ω

(|∇u|p + |u|p) dx
)1/p

;

• Para 1 ≤ p <∞, p∗ =
np

n− p
é o expoente cŕıtico de Sobolev, quando p→ n tem-se

p∗ → ∞;

• Sejam Ω ⊂ Rn um aberto conexo e 1 ≤ p <∞, o conjunto

Lp(Ω,Rm) =

{
U : Ω → Rmmensurável :

∫
Ω

|U |p dx <∞
}

denota o espaço de Lebesgue com norma dada por

∥U∥p =
m∑
i=1

∥ui∥p,

onde U = (u1, . . . , um) e cada ui ∈ Lp(Ω);

• O espaço de Sobolev W 1,p(Ω,Rm), 1 ≤ p <∞ é definido por

W 1,p(Ω,Rm) =

{
U ∈ Lp(Ω,Rm), cujas derivadas fracas

∂U

∂xi
existem e

∂U

∂xi
∈ Lp(Ω,Rm)

}
,

para todo i ∈ {1, . . . , n}. Munido com a norma

∥U∥1,p =
m∑
i=1

∥ui∥1,p.
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos a existência e a multiplicidade de soluções fracas para

algumas classes de equações eĺıpticas quase lineares. Problemas deste tipo são bastante

conhecidos e estudados na literatura. Consideremos a seguinte equação eĺıptica quase

linear:

−∆pu+ V (x)|u|p−2u = f(x, u), x ∈ Rn, (1)

onde ∆pu := div(|∇u|p−2∇u), p ∈ (1,∞) e n ≥ 1, e as funções V : Rn → R e

f : Rn × R → R são mensuráveis.

Equações desse tipo são importantes em muitos campos das ciências. Elas aparecem

com frequência nos campos eletromagnéticos, na astronomia e na dinâmica dos fluidos,

porque elas podem ser usadas para descrever com precisão o comportamento dos potenciais

elétricos, gravitacionais e de fluidos. Ver [1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15, 25, 33, 37, 40,

48, 49, 53]. Um exemplo padrão, no caso em que p = 2, é fornecido pela equação a seguir

−ε2∆u+ V (x)u = W (x)|u|q−2u, x ∈ Rn,

que surge quando se procuram soluções que estão relacionadas com a existência de ondas

estacionárias para as equações de Schrödinger não lineares da forma

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∆ψ + V (x)ψ −W (x)|ψ|q−2ψ, (x, t) ∈ Rn × R,

isto é, soluções do tipo

ψ(x, t) = exp

(
itE

~

)
u(x), E ∈ R,

em que i =
√
−1, ~ é a constante de Planck, m é um número real positivo, V (·) é um

potencial de valor real e q > 2. Essas soluções têm uma importante interpretação f́ısica,

uma vez que correspondem a estados quânticos estáveis com energia E.

11
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A equação (1) tem sido extensivamente estudada sob várias hipóteses sobre o potencial

V (x) e para comportamentos diferentes da não linearidade f(x, u). Alguns desses estudos

são motivados pelo trabalho pioneiro de Rabinowitz [48] quando p = 2, n ≥ 3 e a não

linearidade f(x, u) comporta-se no infinito como |u|q−1 para algum q ∈ [2, 2∗), isto é,

quando f(x, u) tem o crescimento subcŕıtico do tipo Sobolev. Para superar o problema

da “perda de compacidade”, t́ıpico em problemas eĺıpticos em domı́nio ilimitados,

Rabinowitz, em [48], considerou V (x) um potencial coercivo e limitado inferiormente

por uma constante positiva, isto é, V (x) → +∞ quando |x| → +∞ e V (x) ≥ V0 > 0 para

todo x ∈ Rn. Essa condição de coercividade foi melhorada por Bartsch e Wang, em [8], ao

se assumir que, para todo L > 0, a medida de Lebesgue do conjunto {x ∈ Rn ; V (x) ≤ L}

é finita. Bartsch e Wang usaram as mesmas hipóteses sobre a não linearidade f(x, u) que

em [48].

Ainda conseguindo preservar a compacidade do funcional, Sirakov, em [49], considerou

uma hipótese mais geral sobre o potencial V (x),

lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞ para algum t ∈ [2, 2∗),

em que

νt(Rn \BR) = inf
u∈H1

0 (Rn\BR)\{0}

∫
Rn\BR

(|∇u|2 + V (x)|u|2) dx(∫
Rn\BR

|u|t dx
)2/t .

Além disso, Sirakov [49] abordou a situação em que a não linearidade pode ser ilimitada

na variável x, situação que não foi abordada em [8, 48].

Existem muitos resultados para equações do tipo (1) quando o domı́nio é limitado

(veja, por exemplo, [13] e suas referências). No entanto, para quando o domı́nio é

ilimitado e 1 < p < n, não se encontram muitos artigos. Para o nosso conhecimento,

um dos primeiros resultados de existência de soluções para essas equações foi abordado

por Lyberopoulos em [37] na seguinte situação particular:

−∆pu+ V (x)|u|p−2u = Q1(x)|u|t−2u−Q2(x)|u|s−2u em Rn,

em que 1 < p < n, V , Q1 e Q2 são funções não negativas e tais que Q1 e Q2 são dominadas

por V quando |x| → +∞. Além disso, t, s ∈ (1, p∗).

No Caṕıtulo 1, estendemos os resultados de Sirakov [49], no caso em que 1 < p < n,

provando a existência e a multiplicidade de soluções para equação (1) da seguinte forma

−∆pu+ V (x)|u|p−2u = f(x, u) em Rn,
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com V (x) = a(x)−b(x), em que a e b são funções mensuráveis não negativas. Além disso,

analisamos a situação em que a não linearidade f(x, u) pode ser ilimitada na variável x e

possui o crescimento subcŕıtico do tipo Sobolev.

Neste caso, as imersões de Sobolev asseguram que W 1,p(Rn) ↪→ Lt(Rn) para qualquer

t ∈ (1, p∗], em que p∗ = np/(n − p) é chamado o expoente cŕıtico de Sobolev. Com isso,

o crescimento máximo de f é determinado pelo expoente cŕıtico de Sobolev.

Um outro caso no qual a equação (1) também tem sido bastante estudada é quando

p = n.

−∆nu+ V (x)|u|n−2u = f(x, u), x ∈ Rn, (2)

Nessa situação, p∗ → ∞ quando p → n e as imersões de Sobolev não são válidas

(W 1,p(Rn) ̸↪→ Lt(Rn)). Assim, o crescimento máximo é motivado por uma desigualdade

do tipo Trundiger-Moser que garante a imersão de W 1,n(Rn) em um espaço de Orlicz

gerado pela função f(x, u) ∼ eαn|u|n/(n−1)

quando |u| → ∞, com αn := nω
1/(n−1)
n−1 e ωn−1

sendo a medida da esfera unitária em Rn (cf. [2, 24, 19, 27, 39, 41, 50]).

Em busca desse crescimento máximo para a não linearidade f, Moser [39] mostrou a

seguinte desigualdade para domı́nios limitados em Rn,

sup
u∈W 1,n

0 (Ω),∥∇u∥n≤1

1

|Ω|

∫
Ω

eαn|u|n/(n−1)

dx <∞,

em que Ω ⊂ Rn, αn = nω
1/(n−1)
n−1 e ωn−1 é a medida da esfera unitária em Rn.

Essa conhecida desigualdade tem sido generalizada de muitas maneiras. Por exemplo,

do Ó [27], estendeu o resultado para todo o espaço euclidiano Rn para n ≥ 2, o que nos

permite encontrar soluções fracas não triviais do tipo passo da montanha para as equações

(1) com pertubação, por exemplo

−∆nu+ V (x)|u|n−2u = f(x, u) + εh(x), x ∈ Rn.

Um pouco antes, Cao [14], estudou o problema 2 quando n = 2 e o potencial V (x) = 1.

Ele mostrou, usando o prinćıpio de concentração e compacidade de Lions, que o funcional

associado ao problema satisfaz a condição de Palais-Smale.

Do Ó, Medeiros e Severo, [30], estudaram a existência e a multiplicidade de soluções

para o problema 2 considerando n ≥ 2, f(x, u) com crescimento exponencial e o potencial

V (x) cont́ınuo, positivo e satisfazendo uma das seguintes condições:

(a) V (x) → +∞ quando |x| → +∞;
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(b) [V (x)]−1 ∈ L1(Rn);

(c) Para todo L > 0 o conjunto {x ∈ Rn;V (x) ≤ L} tem medida de Lebesgue finita.

Esse resultado foi estendido por Lam e Lu em [34] quando a não linearidade tem uma

singularidade,
f(x, u)

|x|β
onde β ∈ [0, n).

Com isso, no Caṕıtulo 2, consideramos, sobre o potencial V (x), a mesma hipótese

considerada por Sirakov em [49], a qual permite que V (x) se anule ou mude de sinal.

Consideremos também que a não linearidade f(x, u) pode ser ilimitada na variável x e

que, na variável u, o crescimento é cŕıtico no sentido da desigualdade de Trudinger-Moser,

mais precisamente, que f(x, u) se comporta como eα0|u|n/(n−1)

quando |u| → +∞ para

algum α0 > 0. Usamos métodos variacionais do tipo minimax, para obter a existência e

a multiplicidade das soluções da equação (1) para o caso em que p = n. Este é o primeiro

resultado na literatura considerando o caso cŕıtico exponencial no qual a não linearidade

f(x, u) pode ser ilimitada na variável x. O caso subcŕıtico envolvendo um peso singular

foi estudado por de Souza [22] quando n = 2.

Ressaltamos que somente alguns resultados consideram o potencial V (x) mudando de

sinal, ver [17, 48, 49]. No entanto, nos artigos citados os autores consideram V (x) uma

função cont́ınua e limitada inferiormente. Nos Caṕıtulos 1 e 2, nos concentramos para

tratar o caso em que V (x) pode mudar de sinal e pode ser ilimitada inferiormente. Em

particular, não precisamos de limitação uniforme sobre o potencial que pode desenvolver

singularidades próximo de zero.

Nos Caṕıtulos 3 e 4 estudamos as equações do tipo (1) em forma de sistemas, isto é,

−∆pui + Vi(x)|ui|p−2ui = fi(x, U), x ∈ Rn e i ∈ {1, . . . ,m}, (3)

em que p ∈ (1,∞), n ≥ 1, U = (u1, . . . , um) ∈ Rm, as funções Vi : Rn → R e

fi : Rn × Rm → R são mensuráveis tais que fi(x, U) são as derivadas parciais com

relação a U na i-ésima coordenada, para alguma função F : Rn ×Rm → R de classe C1 e

∇F = (f1, . . . , fm).

O interesse em estudar sistemas decorre do grande número de aplicações, que além

das conhecidas para o caso escalar, envolvem outros fenômenos, como os modelos

de competição em dinâmica populacional. Os sistemas se comportam em um certo
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sentido como no caso escalar, porém, apresentando dificuldades adicionais provenientes

da ação das variáveis u1, u2, ..., um nas não linearidades f1(x, U), ..., e fm(x, U). Ver

[17, 43, 44, 45, 46].

Levando em consideração o comportamento dos potenciais Vi(x) e das não linearidades

fi(x, U) do mesmo modo como foram considerados no Caṕıtulo 1, obtemos, no Caṕıtulo 3,

alguns resultados relacionados à existência e à multiplicidade de soluções para o sistema

(3) para o caso em que 1 < p < n. Isso complementa os resultados obtidos por Rabelo em

[44, 45, 46]. Por fim, no Caṕıtulo 4, complementamos os resultados obtidos por Rabelo em

[43], estudamos também a existência e multiplicidade de soluções para o mesmo sistema

(3), no caso em que p = n e m = 2, considerando sobre os potenciais Vi(x) e sobre as não

linearidades fi(x, U) hipóteses semelhantes às que foram consideradas no Caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 1

Sobre uma classe de equações de

Schrödinger quase lineares em Rn

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos estudar a existência de soluções não triviais para uma classe

de problemas eĺıpticos não lineares, envolvendo o operador p-Laplaciano −∆pu =

div(|∇u|p−2∇u), com 1 < p < n e n ≥ 2,

−∆pu+ a(x)|u|p−2u = b(x)|u|p−2u+ f(x, u), x ∈ Rn. (1.1)

As principais caracteŕısticas dessa classe de problemas são permitir que os potenciais

a(x) se anule e b(x) seja ilimitado sob certas condições explicadas a seguir, e que a não

linearidade f(x, u) não seja necessariamente limitada em x. Esse problema foi motivado

pelo trabalho de Sirakov [49] que mostrou, para o caso semilinear, a existência de uma

solução não trivial quando o potencial mudar de sinal e a não linearidade puder ser

ilimitada na variável x.

Com o objetivo de facilitar futuras referências, descreveremos a seguir as hipóteses

que usaremos ao longo deste caṕıtulo:

(H1) A função a : Rn → [0,+∞) é mensurável e

λ1 := inf
u∈E\{0}

∫
Rn(|∇u|p + a(x)|u|p) dx∫

Rn |u|p dx
> 0,

16
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em que E é um subespaço de W 1,p(Rn) dado da seguinte forma:

E =

{
u ∈ W 1,p(Rn);

∫
Rn

a(x)|u|p dx <∞
}
. (1.2)

Definimos para qualquer subconjunto aberto Ω de Rn e para s ∈ [p, p∗), νs(Ω) por

νs(Ω) =


inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

∫
Ω
(|∇u|p + a(x)|u|p) dx(∫

Ω
|u|s dx

)p/s se Ω ̸= ∅,

∞ se Ω = ∅.

Inspirado pelo trabalho de Sirakov [49], consideramos a seguinte condição de compacidade:

(H2) Existe s ∈ [p, p∗) tal que lim
R→∞

νs(Rn\BR) = ∞, em que BR é a bola em Rn de raio

R centrada na origem.

(H3) Existem uma função A ∈ L∞
loc(Rn), com A(x) ≥ 1, e constantes β > 1, C0 > 0, R0 >

0 tais que

A(x) ≤ C0

(
1 + (a(x))1/β

)
para todo |x| ≥ R0.

(H4) A função b : Rn → [0,+∞) é mensurável e ∥b∥σ < Sp
t0 para algum σ > 1 onde

t0 := σp/(σ − 1) < p# + 1 e

p# := (p∗ − 1)− p2

β(n− p)
.

e St0 é a melhor constante para a imersão de Sobolev E ↪→ Lt0(Rn) (ver Proposição

1.6), isto é,

St0 := inf
u∈E\{0}

(∫
Rn(|∇u|p + a(x)|u|p) dx

)1/p(∫
Rn |u|t0 dx

)1/t0 .

(H5) A função f é cont́ınua e A− superlinear na origem, isto é,

lim
s→0

f(x, s)

A(x)|s|p−1
= 0 uniformemente em x ∈ Rn.

A função f não é necessariamente limitada em x, porém tem seu crescimento subcŕıtico

controlado por A(x), mais precisamente,

(H6) Existe q ∈ [p− 1, p#) tal que

|f(x, s)| ≤ C0A(x) (1 + |s|q) para todo (x, s) ∈ Rn × R.
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(H7) Existe µ > p tal que

0 < µF (x, t) = µ

∫ t

0

f(x, s)ds ≤ tf(x, t) para todo (x, t) ∈ Rn × R \ {0}.

Agora, enunciaremos os principais resultados deste caṕıtulo.

Teorema 1.1. Suponhamos que as condições (H1) - (H7) são satisfeitas. Então o

problema (1.1) tem uma solução não trivial. Além disso, se f(x, u) for ı́mpar em u,

então (1.1) tem infinitas soluções.

Teorema 1.2. Suponhamos que as condições (H1), (H3) - (H7) são satisfeitas. Além

disso, assumindo que

lim
k→∞

νs(B(xk, r)) = ∞ para algum s ∈ (2, p∗), (1.3)

em que B(xk, r) é a bola de raio r centrada numa sequência (xk) ⊂ Rn tal que |xk| → ∞.

Então o problema (1.1) tem uma solução não trivial. Se, além disso, f(x, u) é ı́mpar em

u, então o problema (1.1) tem infinitas soluções.

Observação 1.3. A existência de soluções para o problema (1.1) tem sido discutida

sob várias condições sobre o potencial a(x) e sobre a não linearidade f(x, s) (veja os

trabalhos de [8, 48, 53]). Vale a pena ressaltar que, nesses trabalhos, diferentes hipóteses

são assumidas em a(x), a fim de superar o problema da “perda de compacidade”, t́ıpico

para problemas eĺıpticos em domı́nios ilimitados. Mais precisamente, em muitos artigos, é

normalmente assumido que o potencial é uma função cont́ınua e uniformemente positiva,

isto é, que a(x) ≥ a0 > 0 para qualquer x ∈ Rn e satisfaz um das seguintes condições:

(a) [a(x)]−1 ∈ L1(Rn);

(b) a(x) → +∞ quando |x| → +∞;

(c) para cada L > 0 a medida de Lebesgue |{x ∈ Rn : a(x) ≤ L}| <∞.

Cada uma dessas condições garante que o espaço E esteja imerso compactamente no

espaço de Lebesgue Ls(Rn) para todo p ≤ s < p∗. Além disso, f(x, s) é limitado com

relação à variável x.
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Observação 1.4. Uma condição suficiente para a hipótese (H2) é que

lim
R→∞

|ΩL ∩ (Rn \BR)| = 0 para todo L > 0,

onde ΩL = {x ∈ Rn : a(x) < L} (veja Lema 1.23). Assim, o potencial que satisfaz

(a)− (c) também satisfaz a condição (H2). Consequentemente, a condição (H2) melhora

as condições (a)− (c). Além disso, a condição (H1) permite ao potencial se anular numa

região limitada de Rn e (H3) e (H7) permitem que a não linearidade seja ilimitada em x.

Exemplo 1.5. Um exemplo de uma função V (x) que satisfaz as hipóteses (H1)− (H4) é

dado por

a(x)− b(x) =


|x|2 − δ

|x| n
2σ

, for |x| < 1,

|x|2 , for |x| ≥ 1,

em que δ > 0 é suficientemente pequeno e σ > 1. Para f(x, s) consideramos o seguinte

f(x, s) = |x||s|q−1s,

em que q ∈ (p− 1, p#) e p# = (p∗ − 1)− p2

2(n− p)
.

1.2 Resultados Preliminares

Segue da condição (H1) que o espaço E munido com a norma

∥u∥ =

(∫
Rn

|∇u|p + a(x)|u|p dx
)1/p

é um espaço vetorial normado. Com isso, esta seção será dedicada a mostrar algumas

propriedades que envolvem esse espaço e os resultados de compacidade fundamentais

para encontrar as soluções do problema (1.1). Começaremos por um resultado, o qual

utilizaremos bastante, sobre a imersão cont́ınua de E em W 1,p(Rn).

Proposição 1.6. Se a condição (H1) for válida, então E estará imerso continuamente

em W 1,p(Rn).

Demonstração. Por (H1),

0 < λ1 ≤
∫
Rn (|∇u|p + a(x)|u|p) dx∫

Rn |u|pdx
,
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assim, ∫
Rn

|u|pdx ≤ 1

λ1

∫
Rn

(|∇u|p + a(x)|u|p) dx. (1.4)

Isso implica em

∥u∥p1,p =
∫
Rn

|∇u|p + |u|p dx ≤
∫
Rn

|∇u|p dx+ 1

λ1

∫
Rn

(|∇u|p + a(x)|u|p) dx.

Portanto,

∥u∥p1,p ≤
(

1

λ1
+ 1

)
∥u∥p.

Isso conclui a Proposição.

Proposição 1.7. Se a condição (H1) for válida, então E munido com a norma ∥ · ∥ será

um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (uk) uma sequência de Cauchy em E. Pela continuidade da imersão

de E em W 1,p(Rn), segue-se que (uk) é uma sequência de Cauchy em W 1,p(Rn), que,

por sua vez, é um espaço de Banach. Assim, (uk) converge para algum u ∈ W 1,p(Rn),

logo, (uk) converge para u ∈ Lp(Rn), e existe uma subsequência (ukj) que converge quase

sempre para u em Rn.

Vejamos que a sequência ((a(x))1/p(uki)) é uma sequência de Cauchy em Lp(Rn).

Notemos que, ∥∥(a(x))1/p(uki − ukj)
∥∥p
p
≤
∥∥uki − ukj

∥∥p . (1.5)

Como (uki) é uma sequência de Cauchy em E, então, por (1.5), a sequência ((a(x))1/p(uki))

é também de Cauchy em Lp(Rn).

Sendo assim, podemos extrair uma subsequência tal que, para cada r ≥ 1, com r ∈ N,

∥∥(a(x))1/p(ur+1 − ur)
∥∥
p
≤ 1

2r
.

Consideremos a sequência dada por

gk(x) =
k∑

r=1

∣∣(a(x))1/p(ur+1(x)− ur(x))
∣∣ .

Usamos a desigualdade de Minkowski para obter a seguinte estimativa,

∥gk∥p ≤
k∑

r=1

∥∥(a(x))1/p(ur+1 − ur)
∥∥
p
≤ 1

2r
≤ 1. (1.6)
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Seja g(x) = lim
k→∞

gk(x). Isso implica que |g(x)|p = lim
k→∞

|gk(x)|p. Conclúımos, pelo Teorema

da convergência monótona e por (1.6), que∫
Rn

|g(x)|p dx = lim
k→∞

∫
Rn

|gk(x)|p dx ≤ 1,

ou seja, g ∈ Lp(Rn).

Além disso, para cada l ∈ N,

∣∣(a(x))1/p(ur+l(x)− ur(x))
∣∣ ≤ gr+l−1(x)− gr−1(x) quase sempre em Rn.

Tomando o limite quando l → ∞, obtemos

∣∣(a(x))1/p(u(x)− ur(x))
∣∣ ≤ g(x)− gr−1(x) ≤ g(x) quase sempre em Rn.

Dessa forma,

∣∣(a(x))1/pu(x)∣∣ ≤ g(x) +
∣∣(a)1/p(x)ur(x)∣∣ quase sempre em Rn,

e, consequentemente, ((a(x))1/pu) ∈ Lp(Rn). Isso implica que u ∈ E.

A convergência uk → u em E segue-se da convergência∫
Rn

|∇uk(x)−∇u(x)|p dx→ 0

e do seguinte fato:

∥∥(a(x))1/p(uk − u)
∥∥
p
=

∫
Rn

a(x) |uk(x)− u(x)|p dx→ 0.

Mostraremos agora, que E é um espaço reflexivo.

Proposição 1.8. O espaço E é reflexivo para 1 < p <∞.

Demonstração. Consideremos o seguinte operador linear

T : E →W = (Lp(Rn))n × Lp(Rn)

definido por T (u) = (∇u, (a(x))1/pu). Além disso, W está munido com a norma

∥(U, v)∥W =

(
n∑

i=1

∥ui∥pp + ∥v∥pp

)1/p

, em que U = (u1, . . . , un) ∈ (Lp(Rn))n

Vejamos que T é uma isometria de E em W .
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Dado u ∈ E,

∥Tu∥W = ∥(∇u, (a(x))1/pu)∥W =

(
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
p

+ ∥(a(x))1/pu∥pp

)1/p

=
(
∥∇u∥pp + ∥(a(x))1/pu∥pp

)1/p
= ∥u∥.

Agora, vejamos que T (E) é um subespaço fechado de W . De fato, seja wk ∈ T (E) tal

que wk → w em T (E). Como T é uma isometria, logo wk = T (uk) com uk ∈ E. Assim,

T (wk) → T (u) = w.

Visto que T (E) é um subespaço fechado de W , e como W é um espaço reflexivo,

segue-se que T (E) é reflexivo e, consequentemente, E também o é.

Definimos o espaço

Lt
A(x)(Rn) =

{
u : Rn → R mensurável;

∫
Rn

A(x)|u|t dx <∞
}
,

munido com a norma ∥u∥Lt
A(x)

(Rn) =

(∫
Rn

A(x)|u|t dx
)1/t

.

Proposição 1.9. Se as condições (H1) - (H3) forem válidas, então a imersão E ↪→

Lt+1
A(x)(R

n) será cont́ınua para p− 1 ≤ t ≤ p#.

Demonstração. Sejam A = {x ∈ Rn; |x| > R0} e B = {x ∈ Rn; |x| ≤ R0}. Assim,∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx =

∫
A

A(x)|u|t+1 dx+

∫
B

A(x)|u|t+1 dx

Usando a condição (H3), obtemos∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx ≤ c0

∫
A

[1 + (a(x))1/β]|u|t+1 dx+ ∥A∥∞
∫
B

|u|t+1 dx

= c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx+ c0

∫
A

|u|t+1 dx+ ∥A∥∞
∫
B

|u|t+1 dx

≤ c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx+ (c0 + ∥A∥∞)

∫
Rn

|u|t+1 dx.

Assim, ∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx ≤ c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx+ (c0 + ∥A∥∞)∥u∥t+1
t+1. (1.7)

Agora, precisamos mostrar que existe C > 0 tal que

∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx ≤ C∥u∥t+1. Para

isso, analisaremos os termos de (1.7) separadamente.
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Para estimar o termo

∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx, usamos a desigualdade de Hölder,∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx =

∫
A

(a(x)|u|p)1/β |u|t+1−p/β dx

≤
(∫

A

a(x)|u|p dx
)1/β (∫

A

(
|u|t+1−p/β

)β/(β−1)
dx

)(β−1)/β

.

Portanto, ∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx ≤ ∥u∥p/β∥u∥((t+1)β−p)/β
((t+1)β−p)/(β−1). (1.8)

Substituindo (1.8) em (1.7),∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx ≤ c0∥u∥p/β∥u∥((t+1)β−p)/β
((t+1)β−p)/(β−1) + (c0 + ∥A∥∞)∥u∥t+1

t+1. (1.9)

Como p − 1 ≤ t ≤ p#, deduzimos que p ≤ ((t+ 1)β − p)/(β − 1) ≤ p∗. De fato, pela

definição de p#,

t ≤ (p∗ − 1)− p2

β(n− p)
,

logo,

t ≤ (p∗ − 1) +
−p2 + np− np

β(n− p)
= (p∗ − 1) +

np− p2

β(n− p)
− np

β(n− p)
,

assim,

t ≤ p∗ − 1 +
p

β
− p∗

β
= p∗

(
1− 1

β

)
− 1 +

p

β
,

portanto,

t+ 1− p

β
≤ p∗

(
β − 1

β

)
,

por conseguinte, (
t+ 1− p

β

)
β

β − 1
≤ p∗,

com isso, conclúımos que
(t+ 1)β − p

β − 1
≤ p∗.

Por outro lado, como p− 1 ≤ t, segue-se que p ≤ t+ 1 e assim,

p = p · β − 1

β − 1
=
pβ − p

β − 1
≤ (t+ 1)β − p

β − 1
. (1.10)

Provando que p ≤ ((t+ 1)β − p)/(β − 1) ≤ p∗.

Agora, usando as imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,p(Rn) e W 1,p(Rn) ↪→

L((t+1)β−p)/(β−1)(Rn) para todo p ≤ t+ 1 ≤ p# + 1, conclúımos que existe C > 0 tal

que

∥u∥((t+1)β−p)/β
((t+1)β−p)/(β−1) ≤ C∥u∥((t+1)β−p)/β. (1.11)
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Substituindo (1.11) em (1.8), resulta∫
A

(a(x))1/β|u|t+1 dx ≤ C∥u∥t+1. (1.12)

Já para estimar o termo ∥u∥t+1
t+1, usamos novamente as imersões cont́ınuas E ↪→

W 1,p(Rn) e W 1,p(Rn) ↪→ Lt+1(Rn) para todo t+ 1 ∈ [p, p∗] e conclúımos que existe C > 0

tal que

∥u∥t+1
t+1 ≤ C∥u∥t+1. (1.13)

Agora, substituindo (1.13) e (1.12) em (1.7),∫
Rn

A(x)|u|t+1 dx ≤ C∥u∥t+1. (1.14)

Isso conclui a Proposição.

O próximo Lema garante que a condição (H2) seja válida para todo s ∈ [p, p∗).

Lema 1.10. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn e p ≤ s < t < p∗. Então

νt(Ω) ≥ C(p, t, n, λ1) (νs(Ω))α1 , (1.15)

onde α1 é um número fixo em (0, 1). Se p < t < s < p∗, então

νt(Ω) ≥ C(p, t, n, λ1) (νs(Ω))α2 , (1.16)

onde α2 é um número fixo em (0, 1). Consequentemente, lim
R→∞

νs(Rn \ BR) = ∞ implica

que lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞ nos casos em que p ≤ s ≤ t e p < t ≤ s.

Demonstração. Ambas as desigualdades, (1.15) e (1.16), são consequências da Proposição

1.6, e da desigualdade de Gagliardo-Niremberg (Teorema A.5). De fato, primeiro,

usaremos a desigualdade de Hölder:

∥u∥t ≤ ∥u∥θs∥u∥1−θ
p∗ , com θ ∈ (0, 1).

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg para p ≤ s < t < p∗,

∥u∥t ≤ C(p, t, n)∥u∥θs∥∇u∥1−θ
p , com θ ∈ (0, 1),

Logo,

∥u∥pt ≤
[
C(p, t, n)∥u∥θs∥∇u∥1−θ

p

]p
≤ C(p, t, n)∥u∥θps ∥∇u∥(1−θ)p

p .
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Usando que ∥∇u∥p ≤ ∥u∥1,p, e pela Proposição 1.6 ∥u∥1,p ≤ C∥u∥, conclúımos que

∥u∥pt ≤ C(p, t, n)∥u∥θps ∥u∥(1−θ)p.

Essa desigualdade será usada da seguinte forma:

1

∥u∥pt
≥ 1

C(p, t, n)∥u∥θps ∥u∥(1−θ)p
, com u ̸= 0. (1.17)

Usando a definição de νt(Ω) e (1.17),

νt(Ω) = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Rn |∇u|p + a(x)|u|p

∥u∥pt

≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∥u∥p

C(p, t, n)∥u∥θps ∥u∥(1−θ)p

≥ 1

C(p, t, n)
inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

∥u∥p

∥u∥θps ∥u∥(1−θ)p

=
1

C(p, t, n)
inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

∥u∥θp

∥u∥θps

=
1

C(p, t, n)
inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

[
∥u∥p

∥u∥ps

]θ
=

1

C(p, t, n)
(νs(Ω))θ .

Isso conclui a desigualdade (1.15).

A desigualdade (1.16) conclui-se usando novamente a desigualdade de Hölder:

∥u∥t ≤ ∥u∥θp∥u∥1−θ
s , com θ ∈ (0, 1).

Como E está imerso continuamente em W 1,p(Rn) e W 1,p(Rn) está imerso

continuamente em Lp(Rn), temos que existe uma constante C > 0 tal que

∥u∥pt ≤ C∥u∥θp∥u∥(1−θ)p
s , com θ ∈ (0, 1).

Portanto,

1

∥u∥pt
≥ 1

C∥u∥θp∥u∥(1−θ)p
s

. (1.18)
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Pela definição de νt(Ω) e por (1.18),

νt(Ω) = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Rn |∇u|p + a(x)|u|p

∥u∥pt

≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∥u∥p

C∥u∥θp∥u∥(1−θ)p
s

=
1

C
inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

∥u∥(1−θ)p

∥u∥(1−θ)p
s

=
1

C
inf

u∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

[
∥u∥p

∥u∥ps

]1−θ

=
1

C
(νs(Ω))1−θ .

Isso conclui a desigualdade (1.16).

Por fim, (1.15) e (1.16) implicam que νt(Rn\BR) ≥ C(νs(Rn\BR))
θ para p ≤ s ≤ t e

p < t ≤ s. E, como lim
R→∞

νs(Rn\BR) = ∞, para toda bola BR ⊂ Rn de raio R centrada na

origem, segue-se que lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞ nos casos em que p ≤ s ≤ t e p < t ≤ s.

Proposição 1.11. Se as condições (H1) - (H3) forem válidas, então E estará imerso

compactamente em Lt+1(Rn), para p− 1 ≤ t ≤ p#, e em Lt+1
A(x)(R

n), para p− 1 ≤ t < p#.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que E está imerso compactamente em Lt+1(Rn).

Suponhamos que (uk) é uma sequência limitada em E. Como E é um espaço reflexivo,

podemos assumir, sem perda de generalidade, que (uk) converge fracamente para 0 em

E. Pela continuidade da imersão E ↪→ W 1,p(Rn) e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov

(Teorema A.4), a imersão W 1,p(BR) ↪→ Lt+1(BR) é compacta para p − 1 ≤ t ≤ p#, em

que BR é a bola em Rn de raio R centrada na origem.

Consideremos φ ∈ C∞(Rn, [0, 1]) definida por

φ =

 0 em BR;

1 em Rn\BR+1.

e |∇φ(x)| ≤ 1, para todo x ∈ Rn. Por conseguinte,

∥uk∥t+1 = ∥(1− φ)uk + φuk∥t+1

≤ ∥(1− φ)uk∥t+1 + ∥φuk∥t+1.

Logo,

∥uk∥t+1 ≤ ∥(1− φ)uk∥Lt+1(BR+1) + ∥φuk∥Lt+1(Rn\BR). (1.19)
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Notemos que, o Teorema da Convergência Dominada e o Teorema de Rellich-Kondrachov

(Teorema A.4) garantem que o primeiro termo de (1.19) convirja para 0 quando p ≤

t+ 1 < p# + 1. Vejamos, que o segundo termo de (1.19) também converge para 0.

De fato, notemos que∫
Rn

|∇(φuk)|p + a(x)|φuk|p dx ≤
∫
Rn

|(∇φ)uk|p + |φ(∇uk)|p + a(x)|φuk|p dx

≤
∫
Rn

|uk|p dx+
∫
Rn

|∇uk|p + a(x)|uk|p dx

≤ ∥uk∥p1,p + ∥uk∥p.

Usando a imersão cont́ınua E ↪→ W 1,p(Rn), segue-se que existe C > 0 tal que∫
Rn

|∇(φuk)|p + a(x)|φuk|p dx ≤ C∥uk∥p + ∥uk∥p

= C∥uk∥p.

Como (uk) é uma sequência limitada em E, então a sequência (φuk) também o é. Desse

fato, juntamente com a definição de νt+1(Rn\BR) e a condição (H2), conclúımos que

∥φuk∥Lt+1(Rn\BR) ≤

∫
Rn\BR

|∇(φuk)|p + a(x)|φuk|p dx
νt+1(Rn\BR)

→ 0.

Isso nos diz, que o segundo termo de (1.19) converge para 0. Portanto, uk → 0 em

Lt+1(Rn). Ou seja, a imersão E ↪→ Lt+1(Rn) é compacta para p ≤ t < p# + 1.

Agora, mostraremos que E está imerso compactamente em Lt+1
A(x)(R

n). Por (1.9),∫
Rn

A(x)|uk|t+1 dx ≤ c0∥uk∥p/β∥uk∥(β(t+1)−p)/β
(β(t+1)−p)/(β−1) + (c0 + ∥A∥∞)∥uk∥t+1

t+1.

Na primeira parte da demonstração, provamos que a imersão E ↪→ Lt+1(Rn) é compacta

para todo p ≤ t+ 1 < p# + 1. Assim, (uk) converge para zero em ambos os espaços

Lt+1(Rn) e L(β(t+1)−p)/(β−1)(Rn). Conclúımos que (uk) converge para zero em Lt+1
A(x)(R

n).

Portanto, a imersão E ↪→ Lt+1
A(x)(R

n) é compacta para todo p− 1 ≤ t < p#.

1.3 Formulação Variacional

Estamos interessados em encontrar soluções fracas para o problema (1.1), isto é,

encontrar funções u ∈ E que para todo v ∈ E satisfazem∫
Rn

(|∇u|p−2∇u∇v + a(x)|u|p−2uv) dx−
∫
Rn

b(x)|u|p−2uv dx−
∫
Rn

f(x, u)v dx = 0.
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Associamos ao problema (1.1) o funcional I : E → R definido por

I(u) :=
1

p
∥u∥p − 1

p

∫
Rn

b(x)|u|p dx−
∫
Rn

F (x, u) dx. (1.20)

Mostraremos nos próximos dois lemas que I está bem definido.

Lema 1.12. Se a condição (H4) for válida, então

∫
Rn

b(x)|u|p dx <∞. Além disso,

∫
Rn

b(x)|u|p ≤ S−p
t0 ∥b∥σ∥u∥p.

Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder,∫
Rn

b(x)|u|p ≤ ∥b∥σ∥u∥ppσ′ ,

em que 1/σ+1/σ′ = 1 tal que pσ′ < p#+1, consequentemente pela Proposição 1.9 e pela

condição (H4) conclúımos que∫
Rn

b(x)|u|p dx ≤ ∥b∥σS−p
t0 ∥u∥p.

Assim, ∫
Rn

b(x)|u|p dx <∞.

Lema 1.13. Se as condições (H4)− (H7) forem satisfeitas, então

∫
Rn

|F (x, u)| dx <∞.

Além disso, ∫
Rn

|F (x, u)| dx ≤ ϵ∥u∥p dx+ C∥u∥q+1. (1.21)

Demonstração. Afirmamos que, por (H5) e (H6), dados ϵ > 0 e q ∈ [p − 1, p#], existe

C > 0 tal que

|F (x, s)| ≤ ϵA(x)|s|p + CA(x)|s|q+1 para todo s ∈ R e x ∈ Rn. (1.22)

De fato, pela condição (H5), dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ ϵA(x)|s|p−1 sempre que |s| < δ e x ∈ Rn. (1.23)

Por outro lado, a condição (H6) garante que existe q ∈ [p− 1, p#] tal que

|f(x, s)| ≤ C0A(x) (1 + |s|q) para todo (x, s) ∈ Rn × R,
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logo,

|f(x, s)| ≤ CA(x)|s|q
(

1

|s|q
+ 1

)
para todo (x, s) ∈ Rn × R \ {0}.

Assim, para todo |s| ≥ δ e todo x ∈ Rn, vale

|f(x, s)| ≤ CA(x)

(
1

|δ|q
+ 1

)
|s|q,

ou seja, para todo |s| ≥ δ e todo x ∈ Rn,

|f(x, s)| ≤ CA(x)|s|q. (1.24)

Por (1.23) e (1.24),

|f(x, s)| ≤ ϵA(x)|s|p−1 + CA(x)|s|q para todo (x, s) ∈ Rn × R. (1.25)

Como, F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t) dt, então

|F (x, s)| ≤ ϵA(x)|s|p + CA(x)|s|q+1 para todo (x, s) ∈ Rn × R.

Isso conclui a Afirmação.

Logo, para todo (x, s) ∈ Rn × R∫
Rn

|F (x, s)| dx ≤ ϵ

∫
Rn

A(x)|s|p dx+ C

∫
Rn

A(x)|s|q+1 dx.

Por (1.14), ∫
Rn

|F (x, u)| dx ≤ ϵ∥u∥p + C∥u∥q+1.

Consequentemente, ∫
Rn

|F (x, u)| dx <∞, para todo u ∈ E.

Concluindo, assim, o Lema.

Pelos Lemas 1.12 e 1.13, e sabendo que ∥ · ∥ é uma norma em E, conclúımos que o

funcional I está bem definido.

Além disso, usando argumentos padrão é posśıvel mostrar que o funcional I : E → R

é de classe C1(E,R) e que

I ′(u)v =

∫
Rn

(|∇u|p−2∇u∇v + a(x)|u|p−2uv) dx−
∫
Rn

b(x)|u|p−2uv dx−
∫
Rn

f(x, u)v dx.

Consequentemente, os pontos cŕıticos do funcional I são soluções fracas do problema (1.1).

A geometria do Teorema do passo da montanha para o funcional I será estabelecida

pelos próximos dois lemas.
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Lema 1.14. Se as condições (H1) e (H3)−(H6) forem satisfeitas, então existirão δ, ρ > 0

tais que

I(u) ≥ δ se ∥u∥ = ρ.

Demonstração. De maneira análoga ao Lema 1.13, por (H5) e (H6), dados ϵ > 0 e δ > 0

de forma que p− 1 < q + δ < p#, existe C > 0 tal que

|F (x, s)| ≤ ϵA(x)|s|p + CA(x)|s|q+1+δ para todo s ∈ R e x ∈ Rn.

Como

I(u) =
1

p
∥u∥p − 1

p

∫
Rn

b(x)|u|p dx−
∫
Rn

F (x, u) dx,

então

I(u) ≥ 1

p
∥u∥p − 1

p

∫
Rn

b(x)|u|p dx− ϵ∥u∥p − C∥u∥q+1+δ.

Pelo Lema 1.12,

I(u) ≥ 1

p
∥u∥p − 1

p
∥b∥σ∥u∥pσ′p − ϵ∥u∥p − C∥u∥q+1+δ

= ∥u∥p
(
1

p
−
S−p
t0

p
∥b∥σ − ϵ− C∥u∥q+1+δ−p

)
,

Assim, existe ρ > 0 tal que I(u) > 0 sempre que ∥u∥ = ρ. De fato, para ϵ > 0

suficientemente pequeno e, como (1− S−p
t0 ∥b∥σ) > 0, podemos escolher ρ > 0 tal que(

1

p
−
S−p
t0

p
∥b∥σ − ϵ

)
− Cρq+1+δ−p > 0.

Portanto, para ϵ suficientemente pequeno, existe ρ > 0 tal que I(u) > 0 se ∥u∥ = ρ.

Lema 1.15. Se (H1) e (H3)− (H7) forem satisfeitas, então, existirá e ∈ E com ∥e∥ > ρ

tal que

I(e) < inf
∥u∥=ρ

I(u).

Demonstração. Seja φ ∈ C∞
0 (Rn)\{0} com suporte compacto, K = supp(φ) e φ ≥ 0. Por

(H7) existem c, d > 0 tais que

F (x, s) ≥ c|s|µ − d

para todo (x, s) ∈ K × [0,∞). De fato, a condição (H7) nos diz que existe µ > p tal que

0 < µF (x, z) ≤ zf(x, z) uniformente em x ∈ Rn e z ∈ (0,∞).
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Isso implica que

µF (x, z) ≤ z
∂F (x, z)

∂z
para todo (x, z) ∈ Rn × (0,∞),

ou, equivalentemente,

dz

z
≤ 1

µ

∂F (x, z)

F (x, z)
para todo (x, z) ∈ Rn × (0,∞),

fixado s0 > 0 próximo de 0 e tal que s > s0.∫ s

s0

dz

z
≤ 1

µ

∫ F (x,s)

F (x,s0)

∂F (x, z)

F (x, z)
para todo s > s0 e x ∈ Rn,

logo,

ln

(
s

s0

)µ

≤ ln

(
F (x, s)

F (x, s0)

)
para todo s > s0 e x ∈ Rn.

Dessa forma,

F (x, s) ≥ F (x, s0)

sµ0
sµ para todo s > s0 e x ∈ Rn.

Assim, ficamos com o seguinte fato

F (x, s) ≥
(
min
x∈K

F (x, s0)

sµ0

)
sµ para todo s > s0 e x ∈ Rn,

e, portanto, F (x, s) ≥ csµ para todo (x, s) ∈ Rn × [s0,∞).

Além disso, como F é cont́ınua, então F (x, z) ≥ −A para todo z ∈ [0, s0]. Podemos

tomar d ≥ A+ csµ0 , logo,

F (x, s) ≥ csµ − d para todo (x, s) ∈ K × [0,∞).

O que prova a afirmação.

Assim,

I(tφ) =
tp

p
∥φ∥p − tp

p

∫
Rn

b(x)|φ|p dx−
∫
Rn

F (x, tφ) dx

≤t
p

p
∥φ∥p − tp

p

∫
K

b(x)|φ|p dx−
∫
K

F (x, tφ) dx

≤t
p

p
∥φ∥p − tp

p
C1 − ctµ

∫
K

|φ|µ dx+ d

∫
K

dx

=

(
1

p
∥φ∥p − C1

)
tp − ctµ

∫
K

|φ|µ dx+ d|K|

para todo t > 0. Isso implica que I(tφ) → −∞ quando t → ∞. Considerando e = tφ no

qual t é suficientemente grande, a prova está terminada.
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1.4 Condição de Palais-Smale

Definição 1.16. Seja E um espaço de Banach real. Dizemos que o funcional I : E → R

satisfaz a condição de Palais-Smale se toda sequência (uk) em E tal que |I(uk)| ≤ C e

|I ′(uk)| → 0 em E∗, possui uma subsequência que converge fortemente em E.

Os próximos resultados mostram que I satisfaz a condição de Palais-Smale.

Lema 1.17. Suponhamos que as condições (H1) e (H3) − (H7) são válidas. Dada uma

sequência (uk) em E tal que

|I(uk)| ≤ C e I ′(uk) → 0 em E∗, (1.26)

então a sequência (uk) é limitada em E.

Demonstração. Consideremos uma sequência (uk) em E satisfazendo (1.26).

Notemos que

I(uk)−
1

µ
I ′(uk)uk =

(
1

p
− 1

µ

)
∥uk∥p +

(
1

µ
− 1

p

)∫
Rn

b(x)|uk|p dx+ J1,k, (1.27)

onde

J1,k =

∫
Rn

f(x, uk)uk − µF (x, uk)

µ
dx.

A condição (H7) nos diz que existe µ > p tal que 0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s) para todo s ̸= 0.

Assim, f(x, uk)uk − µF (x, uk) ≥ 0. Portanto,

J1,k =

∫
Rn

f(x, uk)uk − µF (x, uk)

µ
dx ≥ 0.

Consequentemente, em (1.27),

I(uk)−
1

µ
I ′(uk)uk ≥

(
1

p
− 1

µ

)
∥uk∥p +

(
1

µ
− 1

p

)∫
Rn

b(x)|uk|p dx.

Usando a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua Lpσ(Rn) → E, visto que

σp < p#(σ − 1), conclúımos

I(uk)−
1

µ
I ′(uk)uk ≥

(
1

p
− 1

µ

)
∥uk∥p −

(
1

p
− 1

µ

)
S−1
t0

∥b∥σ∥uk∥p

=

(
1

p
− 1

µ

)[
1− S−1

t0
∥b∥σ

]
∥uk∥p.

A condição (H4) nos diz que 1− S−1
t0

∥b∥σ > 0. Assim,

I(uk)−
1

µ
I ′(uk)uk ≥ C∥uk∥p.
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Logo,

C∥uk∥p ≤ I(uk)−
1

µ
I ′(uk)uk

≤
∣∣∣∣I(uk)− 1

µ
I ′(uk)uk

∣∣∣∣
≤ |I(uk)|+

1

µ
|I ′(uk)uk|

≤ |I(uk)|+
1

µ
∥I ′(uk)∥E∗∥uk∥.

Como (uk) satisfaz (1.26), então |I(uk)| ≤ C1 e ∥I ′(uk)∥E∗ ≤ C2. Desta maneira,

C∥uk∥p ≤ C1 + C2∥uk∥.

Por consequência, a sequência (uk) é limitada em E.

Agora, vamos mostrar que a sequência (uk) dada no Lema 1.17 satisfaz a condição de

Palais-Smale.

Lema 1.18. Seja uma sequência (uk) ⊂ E satisfazendo as hipóteses do Lema 1.17. Então

o funcional I : E → R satisfaz a condição de Palais-Smale.

Demonstração. Como E é um espaço reflexivo e, pelo Lema 1.17, a sequência (uk) é

limitada em E, então podemos extrair uma subsequência (uki) de (uk) tal que uki ⇀ u

em E. Vamos mostrar que, a menos de subsequência, (uki) converge fortemente em E.

Afirmação 1:

∫
Rn

|∇u|p−2∇u(∇uki −∇u) dx→ 0 e

∫
Rn

a(x)|u|p−2u(uki − u) dx→ 0.

De fato, são lineares e cont́ınuos os funcionais definidos por f̃(φ) =

∫
Rn

|∇u|p−2∇u∇φ dx

e f̂(φ) =

∫
Rn

a(x)|u|p−2uφ dx, em que φ ∈ E. Como uki ⇀ u em E, então f̃(uki) → f̃(u)

e f̂(uki) → f̂(u). Ou seja, ∫
Rn

|∇u|p−2∇u(∇uki −∇u) dx→ 0

e ∫
Rn

a(x)|u|p−2u(uki − u) dx→ 0.

Afirmação 2:

∫
Rn

|b(x)|uki|p−2uki(uki − u)| dx→ 0.
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De fato, pela desigualdade de Hölder,∫
Rn

|b(x)|uki|p−2uki(uki − u)| dx =

∫
Rn

|b(x)|(p−1)/p|uki|p−1|b(x)|1/p|uki − u| dx

≤
(∫

Rn

|b(x)||uki|p dx
)(p−1)/p(∫

Rn

|b(x)||uki − u|p dx
)1/p

≤∥b∥(p−1)/p
σ ∥uki∥

(p−1)/p
pσ′ ∥b∥1/pσ ∥uki − u∥1/ppσ′

=∥b∥σ∥uki∥
(p−1)/p
pσ′ ∥uki − u∥1/ppσ′ .

A condição (H4) e a imersão cont́ınua E ↪→ Lpσ′
(Rn) garantem que ∥uki∥pσ′ seja limitada.

Além disso, o Lema 1.17, junto com a Proposição 1.11, asseguram que ∥uki − u∥pσ′ → 0.

Isso conclui a Afirmação 2.

Afirmação 3:

∣∣∣∣∫
Rn

f(x, uki)(uki − u) dx

∣∣∣∣→ 0.

De fato, as condições (H5) e (H6) implicam que∣∣∣∣∫
Rn

f(x, uki)(uki − u)

∣∣∣∣ ≤ ϵ

∫
Rn

A(x)|uki |
p−1|uki − u| dx+ C

∫
Rn

A(x)|uki |
q|uki − u| dx. (1.28)

Vamos estimar as integrais de (1.28) separadamente.

Primeiro, usamos a desigualdade de Hölder:∫
Rn

A(x)|uki|p−1|uki − u| dx =

∫
Rn

(A(x))(p−1)/p|uki|p−1(A(x))1/p|uki − u| dx

≤
(∫

Rn

A(x)|uki|p dx
)(p−1)/p(∫

Rn

A(x)|uki − u|p dx
)1/p

= ∥uki∥
p−1
Lp
A(x)

∥uki − u∥Lp
A(x).

Pela Proposição 1.9, existe C > 0 tal que ∥uki∥
p−1
Lp
A(x)

≤ C∥uki∥p−1 e, pelo Lema 1.17,

∥uki∥p−1 ≤ C1, assim, ∥uki∥
p−1
Lp
A(x)

≤ C2. Já a Proposição 1.11 garante que ∥uki −u∥Lp
A(x)

→

0, uma vez que, uki ⇀ u em E. Assim,∫
Rn

A(x)|uki|p−1|uki − u| dx→ 0. (1.29)

De modo análogo, ∫
Rn

A(x)|uki|q|uki − u| dx→ 0. (1.30)

Substituindo (1.29) e (1.30) em (1.28), conclúımos a Afirmação 3.

Finalizadas essas afirmações, vamos mostrar que uki → u em E.

Por hipótese, I ′(uki) → 0, isto é, ∥I ′(uki)∥∗ → 0. Como

∥I ′(uki)∥∗ = sup
φ∈E\{0}

|I ′(uki)φ|
∥φ∥

,
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logo |I ′(uki)φ| ≤ ϵ∥φ∥ para todo φ ∈ E \ {0} e todo ϵ > 0. Em particular,

|I ′(uki)(uki − u)| < ϵ∥uki − u∥. Usando que (uki) é uma sequência limitada em E e

tomando ϵ suficientemente pequeno, segue-se que I ′(uki)(uki − u) → 0. Por outro lado,

I ′(uki)(uki − u) =

∫
Rn

|∇uki|p−2∇uki∇(uki − u) dx+

∫
Rn

a(x)|uki|p−2uki(uki − u) dx

+

∫
Rn

b(x)|uki|p−2uki(uki − u) dx+

∫
Rn

f(x, uki)(uki − u) dx.

Com as Afirmações 2 e 3, conclúımos que∫
Rn

|∇uki|p−2∇uki∇(uki − u) dx+

∫
Rn

a(x)|uki|p−2uki(uki − u) dx→ 0. (1.31)

Agora, vamos usar o Lema A.2. Para isso, analisamos dois casos, quando p ≥ 2 e

quando 1 < p < 2.

Quando p ≥ 2,

∥uki − u∥p =

∫
Rn

|∇uki −∇u|p dx+
∫
Rn

a(x)|uki − u|p dx

≤ 1

cp

∫
Rn

(|∇uki|p−2∇uki − |∇u|p−2∇u)(∇uki −∇u) dx

+
1

cp

∫
Rn

a(x)(|uki|p−2uki − |u|p−2u)(uki − u) dx

=
1

cp

∫
Rn

|∇uki|p−2∇uki(∇uki −∇u) + a(x)|uki|p−2uki(uki − u) dx

− 1

cp

(∫
Rn

|∇u|p−2∇u(∇uki −∇u) dx+
∫
Rn

a(x)|u|p−2u(uki − u) dx

)
.

Por (1.31) e pela Afirmação 1, conclúımos que

uki → u em E.

Quando 1 < p < 2, da mesma forma,

∥uki − u∥p =
∫
Rn

|∇uki −∇u|p dx+
∫
Rn

a(x)|uki − u|p dx.

Examinaremos os termos separadamente:

Pela desigualdade de Hölder,∫
Rn

|∇uki −∇u|p dx =

∫
Rn

|∇uki −∇u|p

(|∇uki|+ |∇u|)(2−p)p/2
(|∇uki|+ |∇u|)(2−p)p/2 dx.

=

∫
Rn

(
|∇uki −∇u|2

(|∇uki|+ |∇u|)2−p

)p/2

[(|∇uki|+ |∇u|)p](2−p)/2 dx.

≤
(∫

Rn

|∇uki −∇u|2

(|∇uki|+ |∇u|)2−p

)p/2(∫
Rn

(|∇uki|+ |∇u|)p
)(2−p)/2

.
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Extraindo a raiz (2/p)- ésima:(∫
Rn

|∇uki −∇u|p dx
)2/p

≤
∫
Rn

|∇uki −∇u|2

(|∇uki|+ |∇u|)2−p

(∫
Rn

(|∇uki|+ |∇u|)p
)(2−p)/p

.

Isso implica que,(∫
Rn |∇uki −∇u|p dx

)2/p(∫
Rn(|∇uki|+ |∇u|)p dx

)(2−p)/p
≤

∫
Rn

|∇uki −∇u|2

(|∇uki|+ |∇u|)2−p
dx.

Pelo Lema A.2,(∫
Rn |∇uki −∇u|p dx

)2/p(∫
Rn(|∇uki |+ |∇u|)p dx

)(2−p)/p
≤ 1

cp

∫
Rn

(|∇uki |p−2∇uki − |∇u|p−2∇u)(∇uki −∇u). (1.32)

De forma análoga, pela desigualdade de Hölder,∫
Rn

a(x)|uki − u|p dx =

∫
Rn

a(x)
|uki − u|p

(|uki|+ |u|)(2−p)p/2
(|uki|+ |u|)(2−p)p/2 dx

=

∫
Rn

(a(x))p/2
(

|uki − u|2

(|uki|+ |u|)2−p

)p/2

[a(x)(|uki|+ |u|)p](2−p)/2 dx

≤
(∫

Rn

a(x)
|uki − u|2

(|uki|+ |u|)2−p

)p/2(∫
Rn

a(x)(|uki|+ |u|)p
)(2−p)/2

.

Extraindo a raiz (2/p)- ésima:(∫
Rn

a(x)|uki − u|p dx
)2/p

≤
∫
Rn

a(x)
|uki − u|2

(|uki|+ |u|)2−p

(∫
Rn

a(x)(|uki|+ |u|)p
)(2−p)/p

,

o que, por sua vez, implica que(∫
Rn a(x)|uki − u|p dx

)2/p(∫
Rn a(x)(|uki|+ |u|)p dx

)(2−p)/p
≤

∫
Rn

a(x)
|uki − u|2

(|uki|+ |u|)2−p
dx.

Usando novamente o Lema A.2,(∫
Rn a(x)|uki − u|p dx

)2/p(∫
Rn a(x)(|uki |+ |u|)p dx

)(2−p)/p
≤ 1

cp

∫
Rn

a(x)(|uki |
p−2uki − |u|p−2u)(uki − u). (1.33)

Somando (1.32) e (1.33)

J0,k =

(∫
Rn |∇uki −∇u|p dx

)2/p(∫
Rn(|∇uki|+ |∇u|)p dx

)(2−p)/p
+

(∫
Rn a(x)|uki − u|p dx

)2/p(∫
Rn a(x)(|uki|+ |u|)p dx

)(2−p)/p
.

Conclúımos que,

J0,k ≤ J2,k + J3,k, (1.34)

onde,

J2,k =
1

cp

∫
Rn

(|∇uki|p−2∇uki − |∇u|p−2∇u)(∇uki −∇u) dx
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e

J3,k =
1

cp

∫
Rn

a(x)(|uki|p−2uki − |u|p−2u)(uki − u) dx.

Pela Afirmação 1 e por (1.31) resulta-se que J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞.

Agora, notemos que os termos

∫
Rn

(|∇uki| + |∇u|)p dx,
∫
Rn

a(x)(|uki| + |u|)p dx são

limitados, pois a sequência (uk) é limitada em E. Como J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞,

então(∫
Rn

|∇uki −∇u|p dx
)2/p

→ 0 e

(∫
Rn

a(x)|uki − u|p dx
)2/p

→ 0 quando k → ∞.

Para concluir que uk → u em E, analisaremos os dois casos posśıveis.

Caso 1: Suponhamos que

∫
Rn

(|∇uki|+ |∇u|)p dx→ 0 e

∫
Rn

a(x)(|uki|+ |u|)p dx→ 0.

Como ∫
Rn

|∇u|p dx ≤
∫
Rn

(|∇uki|+ |∇u|)p dx

e ∫
Rn

a(x)|u|p dx ≤
∫
Rn

a(x)(|uki|+ |u|)p dx,

conclúımos que u = 0. Substituindo u = 0 em (1.34),(∫
Rn |∇uki|p dx

)2/p(∫
Rn(|∇uki|)p dx

)(2−p)/p
+

(∫
Rn a(x)|uki|p dx

)2/p(∫
Rn a(x)(|uki|)p dx

)(2−p)/p
≤ J2,k + J3,k,

ou seja, ∫
Rn

|∇uki|p dx+
∫
Rn

a(x)|uki|p dx ≤ J2,k + J3,k.

Como J2,k + J3,k → 0, segue-se que uk → 0 em E.

Caso 2: Suponhamos que

∫
Rn

(|∇uki| + |∇u|)p dx ou

∫
Rn

a(x)(|uki| + |u|)p dx não

convergem para 0.

Sendo

min

{
1(∫

Rn(|∇uki |+ |∇u|)p dx
)(2−p)/p

,
1(∫

Rn a(x)(|uki |+ |u|)p dx
)(2−p)/p

}
22/p∥uki − u∥2 ≤ J0,k.

E, como I(uk) → c > 0, a menos de subsequência, existe um δ > 0 tal que os termos(∫
Rn

(|∇uki|+ |∇u|)p dx
)(2−p)/p

,

(∫
Rn

a(x)(|uki|+ |u|)p dx
)(2−p)/p

> δ. Isto, junto com

o fato de J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞, conclúımos que

uk → u em E.

Portanto, uki → u em E e o funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.
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1.5 Resultados Principais

Para demonstrar os teoremas principais, precisaremos de um resultado devido a

Ambrosetti-Rabinowitz, o famoso Teorema do passo da montanha (Teorema A.12). Para

o resultado de multiplicidade usaremos a versão do Teorema do passo da montanha

generalizado (Teorema A.13).

1.5.1 Demonstração do Teorema 1.1

Pelo Lema 1.18, o funcional I : E → R satisfaz a condição de Palais-Smale. Além disso,

o Lema 1.14 garante a existência de constantes ρ, γ > 0 tais que I|∂Bρ > γ e, pelo Lema

1.15, existe e ∈ E \ ∂Bρ tal que I(e) ≤ 0. Assim, usando o Teorema A.12, conclúımos que

I possui um valor cŕıtico c > γ, o qual é dado por

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u),

onde Γ = {g ∈ C1([0, 1], E) : g(0) = 0; g(1) = e}. Isso nos diz que o problema (1.1) tem

uma solução no ńıvel minimax.

Por fim, notemos que, se f(x, u) for ı́mpar em u, então o funcional I é par. Tomando

V = {0} e usando o Lema 1.15, conclúımos, pelo Teorema A.13, que I possui uma

sequência ilimitada de valores cŕıticos. Portanto, (1.1) tem infinitas soluções.

1.5.2 Demonstração do Teorema 1.2

A fim de demonstrar o Teorema 1.2, é suficiente mostrarmos que a hipótese (H2) é

equivalente a (1.3). Esse será o objetivo dos próximos resultados.

Lema 1.19. Se a condição (H2) for válida, então lim
k→∞

νs(B(xk, r)) = ∞.

Demonstração. Para quaisquer Ω1 ⊂ Ω2, temos νs(Ω2) ≤ νs(Ω1). Como B(xk, r) ⊂

Rn \BRk
, onde Rk = |xk|/2− r, segue-se que νs(Rn \BRk

) ≤ νs(B(xk, r)). Tomando, em

ambos os lados, o limite quando k → ∞, conclúımos que lim
k→∞

νs(B(xk, r)) = ∞.

Observação 1.20. Notemos que, pelo Lema 1.10, lim
R→∞

νs(Rn\BR) = ∞ para p ≤ s < p∗.

Proposição 1.21. Se νs(B(xk, r)) = ∞ para algum s ∈ (2, p∗), então lim
R→∞

νs(Rn \BR) =

∞ para p ≤ s < p∗.
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Demonstração. De fato, suponha que lim
R→∞

νs(Rn\BR) <∞ e (1.3) valem. Então podemos

encontrar sequências (uk) ⊂ E eRk → ∞, tais que uk ∈ W 1,p(Rn) com supp uk ⊂ Rn\BRk
,∫

Rn

|∇uk|p + a(x)|uk|p dx ≤ C. (1.35)

e ∫
Rn

|uk|s dx = 1. (1.36)

A imersão cont́ınua de E em W 1,p(Rn) junto com (1.35) nos diz que a sequência (uk) é

limitada em W 1,p(Rn) e, como W 1,p(Rn) é reflexivo, podemos extrair uma subsequência

(uki) de (uk) tal que uki ⇀ u emW 1,p(Rn). Por (1.36), a sequência (uki) não converge para

zero em Ls(Rn). Assim, pelo Lema de concentração de Lions, existem uma subsequência

(ukj) de (uki), uma sequência (xk) ⊂ Rn e r0 > 0 tais que∫
B(xk,r0)

|ukj |s dx ≥ c0 > 0, onde s ∈ (2, p∗).

Como supp ukj ⊂ Rn \BRk
, então |xk| → +∞, pois Rk → +∞.

Definimos

φk(x) =

 1 se x ∈ B(xk, r0);

0 se x ∈ Rn \B(xk, r0).

tal que φk ∈ C∞
0 (Rn), 0 ≤ φk ≤ 1 e |∇φk(x)| ≤ c/r0.

Consideremos vk = φkukj ∈ W 1,p
0 (B(xk, 2r0)). Logo, (vk) ⊂ E e

∫
B(xk,2r0)

|vk|s dx ≥ c0.

Além disso, usando o Lema A.1∫
Rn

|∇vk|p dx =

∫
Rn

|∇φkukj + φk∇ukj |p dx

≤ 2p−1

∫
Rn

|∇φk|p|ukj |p + |φk|p|∇ukj |p dx

≤ 2p−1

∫
Rn

(
c

r0

)p

|ukj |p dx+ 2p−1

∫
Rn

|∇ukj |p dx.

Logo, ∫
Rn

|∇vk|p dx ≤ c1∥ukj∥pp + 2p−1

∫
Rn

|∇ukj |p dx. (1.37)

Por (1.37),

∥vk∥p =

∫
Rn

|∇vk|p + a(x)|vk|p dx

≤ c1∥ukj∥pp + 2p−1

∫
Rn

|∇ukj |p dx+
∫
Rn

a(x)|φkukj |p dx

≤ c1∥ukj∥pp + 2p−1

∫
Rn

|∇ukj |p dx+
∫
Rn

a(x)|ukj |p dx.
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Assim,

∥vk∥p ≤ c1∥ukj∥pp + c2∥ukj∥p.

Por (H1),

∥vk∥p ≤
c1
λ1

∥ukj∥p + c2∥ukj∥p ≤ c3∥ukj∥p.

A desigualdade (1.35), nos diz que ∥ukj∥p ≤ C. Logo, ∥vk∥p ≤ C1 para algum C1. Por

fim,

νs(B(xk, 2r0)) ≤

∫
B(xk,2r0)

|∇vk|p + a(x)|vk|p dx∫
B(xk,2r0)

|vk|s dx

≤

∫
B(xk,2r0)

|∇vk|p + a(x)|vk|p dx
c0

≤ 1

c0

∫
Rn

|∇vk|p + a(x)|vk|p dx

≤ C1

c0
.

Isso nos leva a uma contradição. Portanto, lim
R→∞

νs(Rn \BR) = ∞ para 2 < s < p#.

Essa Proposição nos diz que a condição (H2) vale quando (1.3) é satisfeita, ou

seja, essas hipóteses são equivalentes. Assim, recáımos nas hipóteses do Teorema 1.1

e conclúımos que o problema (1.1) tem uma solução e, se f(x, u) for ı́mpar em u, então

(1.1) possui uma infinitas soluções, demonstrando assim o Teorema 1.2.

1.6 Algumas observações sobre a condição (H2).

Nesta seção, nosso objetivo é mostrar alguns fatos importantes sobre a condição (H2).

Mostraremos que lim
R→∞

|ΩL ∩ (Rn\BR)| = 0 é uma condição suficiente para que (H2) seja

válida. Isso faz com que essa condição englobe as condições (a) − (c) da Observação1.3,

bastante utilizada por outros autores. Para isso, precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 1.22. Seja ωk um conjunto aberto de Rn tal que

lim
k→∞

|ωk| = 0,

em que | · | é a medida de Lebesgue. Então para qualquer c > 0 e qualquer s ∈ [p, p∗),

lim
k→∞

(
sup

∥∇u∥pp≤c

∫
ωk

|u|s dx

)
= 0.
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Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder,∫
ωk

|u|s dx ≤
(∫

ωk

|u|p∗ dx
)s/p∗ (∫

ωk

|1|p∗/(p∗−s) dx

)p∗−s)/p∗

= ∥u∥sLp∗ (ωk)
|ωk|(p

∗−s)/p∗

≤ ∥u∥sLp∗ (Rn)|ωk|(p
∗−s)/p∗ .

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev,∫
ωk

|u|s dx ≤ C∥∇u∥sLp(Rn)|ωk|(p
∗−s)/p∗

Isso implica que

sup
∥∇u∥pp≤c

∫
ωk

|u|s dx ≤ c|ωk|(p
∗−s)/p∗ .

Portanto,

lim
k→∞

sup
∥∇u|pp≤c

∫
ωk

|u|s dx ≤ C lim
k→∞

|ωk|(p
∗−s)/p∗ = 0.

O que conclui o Lema.

Lema 1.23. Seja M > 0 tal que

lim
R→∞

|ΩM ∩ (Rn \BR)| = 0, (1.38)

em que ΩM = {x ∈ Rn; a(x) < M} e | · | é a medida de Lebesgue, então a condição (H2)

é válida para todo s ∈ [p, p∗).

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que lim
R→∞

νp(Rn \BR) <∞. Isto é, existem

duas sequências (uk) ⊂ E e Rk → ∞ tais que (uk) ⊂ W 1,p
0 (Rn \BRk

), supp uk ⊂ Rn \BRk

e ∫
Rn\BRk

|∇uk|p + a(x)|uk|p dx ≤ c com

∫
Rn\BRk

|uk|p dx = 1. (1.39)

Para todo M > 0 consideremos o conjunto ΩM,Rk
= ΩM ∩ (Rn \ BRk

). Por hipótese,

lim
Rk→∞

|ΩM,Rk
| = 0. Para um M fixado, segue-se que∫

(Rn\BRk
)\ΩM,Rk

a(x)|uk|p dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|p dx ≤ c.

Como a(x) ≥M em (Rn \BRk
)\ΩM,Rk

,

M

∫
(Rn\BRk

)\ΩM,Rk

|uk|p dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|p dx ≤ c.
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Assim,

M

∫
(Rn\BRk

)\ΩM,Rk

|uk|p dx+M
∫
ΩM,Rk

|uk|p dx−M
∫
ΩM,Rk

|uk|p dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|p dx ≤ c,

o que implica,

M

∫
(Rn\BRk

)

|uk|p dx−M

∫
ΩM,Rk

|uk|p dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|p dx ≤ c.

Por (1.39) e pelo Lema 1.22,

M ≤ c,

contradizendo o fato de M ser arbitrário. Assim, lim
R→∞

νp(Rn \BR) = ∞.

A Proposição 1.21 nos diz que

νs(Rn \BR) ≥ (νt(Rn \BR))
α1 para todo p ≤ t < s < p∗. (1.40)

Tomando t = p em (1.40),

νs(Rn \BR) ≥ (νp(Rn \BR))
α1 .

Como lim
R→∞

νp(Rn \BR) = ∞, então lim
R→∞

νs(Rn \BR) = ∞ para todo s ∈ [p, p∗).

Outro fato importante sobre a condição (H2), e que foi mostrado por Sirakov em [49]

para o caso semilinear e estendida para o caso quase linear, é que ela é uma condição

necessária e suficiente para a imersão E ↪→ Lt+1
A(x)(R

n) ser compacta. A suficiência foi

provada no Lema 1.11 e a necessidade é garantida pelo próximo resultado.

Lema 1.24. A condição (H2) é necessária para a imersão E ↪→ Lt+1
A(x)(R

n) ser compacta.

Demonstração. Suponha que a condição (H2) não é válida, então existe uma sequência

Rk → ∞ tal que

νs(Rn \BRk
) ≤ C.

Isso implica a existência de funções uk ∈ W 1,p(Rn) tais que

suppuk ⊂ Rn \BRk
, (1.41)

∫
Rn

|∇uk|p + a(x)|uk|p dx ≤ C + 1 (1.42)

e ∫
Rn

|uk|t+1 dx = 1. (1.43)
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Como E é um espaço reflexivo e a imersão E ↪→ Lt+1
A(x)(R

n) é compacta, então, por (1.42),

a sequência (uk) possui uma subsequência convergente em Lt+1
A(x)(R

n), isto é, uk → u em

Lt+1
A(x)(R

n). Por outro lado, pela Proposição 1.6, a sequência (uk) é limitada em W 1,p(Rn).

Como W 1,p(Rn) é um espaço reflexivo, a menos de subsequência, uk ⇀ u em W 1,p(Rn).

Isso implica que uk → u em quase toda parte Rn. Por (1.41), sup uk ⊂ Rn\BRk
, segue-se

que uk
∣∣
BRk

≡ 0. Fixado r0, então uk(x)
∣∣
BRk

→ u(x)
∣∣
BRk

para todo k > k0 e todo rk > r0.

Assim, u ≡ 0. Isso contradiz (1.43). Portanto, uk → 0 em Lt+1
A(x)(R

n). Além disso, uk → 0

em Lt+1(Rn).



Caṕıtulo 2

Sobre uma classe de equações de

Schrödinger quase lineares com

crescimento exponencial em Rn

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos estudar a existência e a multiplicidade de soluções para o problema

−∆n u+ a(x)|u|n−2u = b(x)|u|n−2u+ g(x)f(u) + εh em Rn, (2.1)

em que n ≥ 2, ∆n u ≡ div(|∇u|n−2∇u) é o n−Laplaciano, ε é um parâmetro positivo,

a, b, g : Rn → [0,+∞) e f : R → R são funções satisfazendo as condições descritas mais

adiantes e h pertence ao dual de um espaço de funções apropriado.

Aplicaremos os métodos de minimax, mais precisamente, o Teorema do passo da

montanha junto com o prinćıpio variacional de Ekeland, para obter a existência e a

multiplicidade de soluções fracas do problema (2.1) no mesmo ambiente variacional

estudado no Caṕıtulo 1, no caso em que p = n, ou seja, E ⊂ W 1,n(Rn) dado por

E =

{
u ∈ W 1,n(Rn) :

∫
Rn

a(x)|u|n dx <∞
}
.

Dizemos que u ∈ E é uma solução fraca do problema (2.1) se, para todo v ∈ E,∫
Rn

(|∇u|n−2∇u∇v+a(x)|u|n−2uv) dx−
∫
Rn

b(x)|u|n−2uv dx−
∫
Rn

g(x)f(u)v dx−ε⟨h, v⟩ = 0,

em que ⟨·, ·⟩ denota o par de dualidade entre E e seu dual E ′.

44



Caṕıtulo 2. Sobre uma classe de equações de Schrödinger quase lineares com crescimento exponencial em Rn 45

Sobre o potencial a(x), consideramos as condições:

(a1) a : Rn → [0,+∞) é uma função mensurável e a ∈ L∞
loc(Rn);

(a2) λ1 := inf

{∫
Rn

(|∇u|n + a(x)|u|n) dx : u ∈ E e ∥u∥n = 1

}
> 0;

Fazendo p = n, nas Proposições 1.6 e 1.7, segue-se que a imersão de E em W 1,n(Rn)

é cont́ınua e que E é um espaço de Banach quando munido da norma

∥u∥ =

(∫
Rn

(|∇u|n + a(x)|u|n) dx
)1/n

.

Além disso, pela Proposição 1.8, E é um espaço reflexivo.

Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e t ≥ n, definimos

νt(Ω) = inf
u∈W 1,n

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
(|∇u|n + a(x)|u|n) dx(∫

Ω
|u|t dx

)n/t ,

e νt(∅) = ∞. Para obter o resultado de compacidade, vamos considerar as seguintes

hipóteses:

(a3) lim
R→∞

νn(Rn\BR) = ∞.

(a4) Existe uma função A(x) ∈ L∞
loc(Rn), com A(x) ≥ 1, e constantes β > 1, c0, R0 > 0

tais que

A(x) ≤ c0

[
1 + (a(x))1/β

]
,

para todo |x| ≥ R0.

Provaremos no Lema 2.7 que as condições (a3) − (a4) implicam que a imersão de E em

Lt(Rn) é compacta para todo t ≥ n.

No que diz respeito à função g(x), assumimos que a mesma é estritamente positiva e

pode ser ilimitada em x, desde que seu crescimento seja controlado pelo potencial a(x).

Mais precisamente,

(g1) g : Rn → [0,+∞) é cont́ınua e existe λ0,Λ0 > 0 tal que

λ0 ≤ g(x) ≤ Λ0A(x) para todo x ∈ Rn.

Afim de simplificar os argumentos, vamos assumir f(s) = 0 para todo s ∈ (−∞, 0].

Além disso, suponhamos que f(s) satisfaz as seguintes condições:
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(f1) f : R → R é cont́ınua e lim
s→0+

f(s)

sn−1
= 0;

(f2) f tem crescimento exponencial cŕıtico em +∞, isto é, existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(s)e−αsn/(n−1)

=

 0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0.

(f3) Existe um número µ > n tal que

0 < µF (s) ≤ sf(s),

para todo s ≥ 0 e F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

(f4) Existem constantes S0,M0 > 0 tais que para todo s ≥ S0

0 < F (s) ≤M0f(s).

Em relação à função b(x), assumimos que

(b1) b : Rn → [0,+∞) é uma função mensurável tal que ∥b∥σ < Sn
t0
, em que σ > 1,

t0 := σn/(σ−1) e St0 é a melhor constante para a imersão de Sobolev E ↪→ Lt0(Rn),

isto é,

St0 := inf
u∈E\{0}

(∫
Rn(|∇u|n + a(x)|u|n) dx

)1/n(∫
Rn |u|t0 dx

)1/t0 .

Agora, vamos enunciar nossos principais resultados.

Teorema 2.1. Suponhamos que (a1)− (a4), (g1), (f1)− (f3) e (b1) são satisfeitas, então

existe ε1 > 0 tal que, se 0 < ε < ε1, então o problema (2.1) tem uma solução fraca com

energia negativa.

Teorema 2.2. Suponhamos que (a1)−(a4), (g1), (f1)−(f4) e (b1) são satisfeitas, e, além

disso, assumimos que

(f5) existem constantes p > n e Cp tais que

f(s) ≥ Cps
p−1, para todo s ≥ 0 ,
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em que

Cp >

[
Sp
p

λ0

(
βn

β − 1

)p−n(
p− n

p

)(p−n)/n(
α0

αn

)(n−1)(p−n)/n
]

e Sp é a melhor constante para a imersão de Sobolev E ↪→ Lp(Rn). Então existe ε2 > 0

tal que, se 0 < ε < ε2, o problema (2.1) tem uma segunda solução fraca.

Teorema 2.3. Suponhamos que (a1)− (a4), (g1), (f1)− (f5), (b1) são satisfeitas e h ≡ 0,

então o problema (2.1) tem uma solução fraca não trivial.

2.2 Alguns resultados preliminares

Nesta seção, provaremos alguns resultados técnicos que serão utilizados nas demonstrações

dos resultados principais. Para isso, precisaremos do seguinte resultado mostrado por do

Ó [27].

Lema 2.4. Se α > 0 e u ∈ W 1,n (Rn) , então∫
Rn

Φα(u) dx <∞, (2.2)

onde

Φα(s) := eα|s|
n/(n−1) −

n−2∑
j=0

αj|s|jn/(n−1)

j!
.

Além disso, se 0 < α < αn, ∥∇u∥n ≤ 1 e ∥u∥n ≤M , então existe uma constante positiva

C = C(α,M) tal que ∫
Rn

Φα(u) dx ≤ C(α,M), (2.3)

onde αn := nω
1/(n−1)
n−1 e ωn−1 é a medida da esfera unitária em Rn.

Proposição 2.5. Se as condições (a1), (a2) e (a4) forem válidas, então a imersão

E ↪→ Lt
A(x)(Rn) será cont́ınua para t ≥ n.

Demonstração. Sejam A = {x ∈ Rn; |x| > R0} e B = {x ∈ Rn; |x| ≤ R0}.

Usando a condição (a4), obtemos∫
Rn

A(x)|u|t dx =

∫
A

A(x)|u|t dx+
∫
B

A(x)|u|t dx

≤ c0

∫
A

[1 + (a(x))1/β]|u|t dx+ ∥A∥L∞(B)

∫
B

|u|t dx

= c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t dx+ c0

∫
A

|u|t dx+ ∥A∥L∞(B)

∫
B

|u|t dx

≤ c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t dx+ (c0 + ∥A∥L∞(B))

∫
Rn

|u|t dx.
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Assim, ∫
Rn

A(x)|u|t dx ≤ c0

∫
A

(a(x))1/β|u|t dx+ (c0 + ∥A∥L∞(B))∥u∥tt. (2.4)

Vamos analisar os termos de (2.4) separadamente.

Pela desigualdade de Hölder,∫
A

(a(x))1/β|u|t dx =

∫
A

(a(x)|u|n)1/β |u|t−n/β dx

≤
(∫

A

a(x)|u|n dx
)1/β (∫

A

(
|u|t−n/β

)β/(β−1)
dx

)(β−1)/β

.

Consequentemente, ∫
A

(a(x))1/β|u|t dx ≤ ∥u∥n/β∥u∥(tβ−n)/β
(tβ−n)/(β−1). (2.5)

Juntando (2.4) e (2.5), temos a seguinte desigualdade,∫
Rn

A(x)|u|t dx ≤ c1∥u∥n/β∥u∥(tβ−n)/β
(tβ−n)/(β−1) + c2∥u∥tt. (2.6)

Pelo fato de t ≥ n, de forma análoga a (1.10), deduzimos que (t− n/β)(β/(β − 1)) > n.

Usando novamente as imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,n(Rn) e W 1,n(Rn) ↪→ L(tβ−n)/(β−1)(Rn)

para todo t > n, conclúımos que existe C > 0 tal que

∥u∥(tβ−n)/β
(tβ−n)/(β−1) ≤ C∥u∥(tβ−n)/β. (2.7)

Substituindo (2.7) em (2.5), resulta∫
A

(a(x))1/β|u|t dx ≤ C∥u∥t. (2.8)

Por fim, as imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,n(Rn) e W 1,n(Rn) ↪→ Lt(Rn), para todo t ≥ n,

garantem que existe C > 0 tal que

∥u∥tt ≤ C∥u∥t. (2.9)

Agora, substituindo (2.9) e (2.8) em (2.4), conclúımos que

∥u∥Lt
A(x)

(Rn) ≤ C∥u∥.

Isso completa a demonstração da Proposição 2.5.
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O próximo Lema garante que a condição (a3) é válida para todo t ≥ n.

Lema 2.6. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn e t ≥ n, então

νt(Ω) ≥ C (νn(Ω))θ1 , (2.10)

onde θ1 é um número fixo em (0, 1).

Demonstração. Pelo Teorema A.6,

∥u∥t ≤ C∥u∥1−θ
n ∥∇u∥θn, com

1

t
=

1− θ

n
e θ ∈ (0, 1),

Logo,

∥u∥nt ≤ C∥u∥(1−θ)n
n ∥∇u∥θnn , com θ ∈ (0, 1),

Sabemos que ∥∇u∥n ≤ ∥u∥1,n e, pela imersão cont́ınua E ↪→ W 1,n(Rn), conclúımos que

∥u∥nt ≤ C∥u∥(1−θ)n
n ∥u∥θn.

Essa desigualdade será usada da seguinte forma:

1

∥u∥nt
≥ 1

C∥u∥(1−θ)n
n ∥u∥θn

, com u ̸= 0. (2.11)

Usando a definição de νt(Ω) e (2.11),

νt(Ω) = inf
u∈W 1,n

0 (Ω)\{0}

∫
Rn |∇u|n + a(x)|u|n

∥u∥nt

≥ inf
u∈W 1,n

0 (Ω)\{0}

∥u∥n

C∥u∥(1−θ)n
n ∥u∥θn

≥ 1

C
inf

u∈W 1,n
0 (Ω)\{0}

∥u∥n

∥u∥(1−θ)n
n ∥u∥θn

=
1

C
inf

u∈W 1,n
0 (Ω)\{0}

∥u∥(1−θ)n

∥u∥(1−θ)n
n

=
1

C
inf

u∈W 1,n
0 (Ω)\{0}

[
∥u∥n

∥u∥nn

](1−θ)

=
1

C
(νn(Ω))(1−θ) .

Isso conclui a desigualdade (2.10).

Proposição 2.7. Se as condições (a1) − (a4) forem válidas, então E estará imerso

compactamente em Lt(Rn) e em Lt
A(x)(Rn) para todo t ≥ n.



Caṕıtulo 2. Sobre uma classe de equações de Schrödinger quase lineares com crescimento exponencial em Rn 50

Demonstração. Suponhamos que (uk) é uma sequência limitada em E. Como E é um

espaço reflexivo, então, a menos de subsequência, a sequência (uk) converge fracamente

para u ∈ E. Primeiro, vejamos que uk → u em Lt(Rn) para todo t ≥ n.

Consideremos φ ∈ C∞(Rn, [0, 1]) definida por

φ =

 0 em BR;

1 em Rn\BR+1.

e |∇φ(x)| ≤ 1, para todo x ∈ Rn. Assim,

∥uk − u∥t = ∥(1− φ)(uk − u) + φ(uk − u)∥t

≤ ∥(1− φ)(uk − u)∥t + ∥φ(uk − u)∥t

Usando a definição de φ,

∥uk − u∥t ≤ ∥(1− φ)(uk − u)∥Lt(BR+1) + ∥φ(uk − u)∥Lt(Rn\BR). (2.12)

Como a imersão de E em W 1,n(Rn) é cont́ınua e a imersão de W 1,n(BR+1) em Lt(BR+1) é

compacta para todo t ≥ n, então, a menos de subsequência, uk → u em Lt(BR+1). Assim,

∥(1− φ)(uk − u)∥Lt(BR+1) → 0.

Vejamos, que o segundo termo de (2.12) também converge para 0.

De fato, usando a imersão cont́ınua E ↪→ W 1,n(Rn), segue-se que existe um C > 0 tal que

∥φ(uk − u)∥n =

∫
Rn

|(∇φ)(uk − u)|n + |φ(∇(uk − u))|n + a(x)|φ(uk − u)|n dx

≤
∫
Rn

|(uk − u)|n dx+
∫
Rn

|∇(uk − u)|n + a(x)|(uk − u)|n dx

≤ ∥(uk − u)∥n1,n + ∥(uk − u)∥n

≤ C∥(uk − u)∥n + ∥(uk − u)∥n

= C∥(uk − u)∥n.

Como uk ⇀ u em E, então ∥uk − u∥n é limitado. Assim,∫
Rn

|∇(φ(uk − u))|n + a(x)|φ(uk − u)|n dx é limitado.

Usando este fato, a definição de νt(Rn\BR) e (a3)

∥φ(uk − u)∥Lt(Rn\BR) ≤

∫
Rn\BR

|∇(φ(uk − u))|n + a(x)|φ(uk − u)|n dx
νt(Rn\BR)

−→ 0.
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Isso nos diz, que o segundo termo de (2.12) converge para 0. Portanto, uk → u em Lt(Rn).

Mostrando, assim, que a imersão E ↪→ Lt(Rn) é compacta.

Agora, mostraremos que uk → u em Lt
A(x)(Rn) para todo t ≥ n.

De fato, por (2.6), obtemos que∫
Rn

A(x)|uk − u|t dx ≤ c1∥uk − u∥n/β∥uk − u∥(tβ−n)/β
(tβ−n)/(β−1) + c2∥uk − u∥tt

Pela primeira parte da prova, vimos que a imersão E ↪→ Lt(Rn) é compacta para todo

t ≥ n. Assim, a menos de subsequência, a sequência (uk) converge para u em ambos os

espaços Lt(Rn) e L(tβ−n)/(β−1)(Rn). Portanto, a menos de subsequência, a sequência (uk)

converge para u em Lt
A(x)(Rn). Consequentemente, a imersão E ↪→ Lt

A(x)(Rn) é compacta

para todo t ≥ n.

Proposição 2.8. Suponhamos que as condições (a1)− (a2), (a4), (g1), (f1)− (f2) e (b1)

são satisfeitas, então para todo u ∈ E e t ≥ n,∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) dx <∞.

Além disso, se α (β/(β − 1))n/(n−1) ∥u∥n/(n−1) < αn, então, para todo t ≥ n,∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t.

Demonstração. De forma análoga ao que foi feito na demonstração da Proposição 2.5,

consideremos A = {x ∈ Rn; |x| > R0} e B = {x ∈ Rn; |x| ≤ R0}.

Usando a condição (a4), obtemos∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) =

∫
A

A(x)|u|tΦα(u) dx+

∫
B

A(x)|u|tΦα(u) dx

≤ c0

∫
A

[1 + (a(x))1/β]|u|tΦα(u) dx+ ∥A∥L∞(B)

∫
B

|u|tΦα(u) dx

= c0

∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) + c0

∫
A

|u|tΦα(u) + ∥A∥L∞(B)

∫
B

|u|tΦα(u).

Assim, ∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) dx ≤ c0

∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx+ C

∫
Rn

|u|tΦα(u) dx. (2.13)

Vamos estimar as integrais de (2.13) separadamente:

Sejam s, s′ > 1 tais que 1/s + 1/s′ = 1 e 1 < s′ < β/(β − 1), então pela desigualdade de

Hölder, ∫
Rn

|u|tΦα(u) dx ≤ ∥u∥tts
(∫

Rn

(Φα(u))
s′ dx

)1/s′

.
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Pelo Lema A.11, ∫
Rn

|u|tΦα(u) dx ≤ ∥u∥tts
(∫

Rn

Φα(us
′) dx

)1/s′

.

Como t ≥ n, então ts ≥ n. Portanto, pelas imersões cont́ınuas W 1,n(Rn) ↪→ Lts(Rn) e

E ↪→W 1,n(Rn) segue-se que∫
Rn

|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t
(∫

Rn

Φα(us
′) dx

)1/s′

. (2.14)

Por (2.2), ∫
Rn

|u|tΦα(u) dx <∞. (2.15)

Além disso, para todo u ∈ E tal que α(β/(β − 1))n/(n−1)∥u∥n/(n−1) < αn, o Lema 2.4

garante que existe uma constante C > 0 tal que(∫
Rn

Φα(us
′) dx

)1/s′

≤ C.

Conclúımos, por (2.14), que ∫
Rn

|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t. (2.16)

Para a outra integral de (2.13), novamente pela desigualdade de Hölder,∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx ≤
(∫

A

((a(x))1/β|u|t)τ dx
)1/τ (∫

A

(Φα(u))
τ ′ dx

)1/τ ′

,

em que τ ′ ∈ (1, β) com τ próximo de β de forma que τ/(β − τ) > 1. Podemos escrever a

última desigualdade por∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx ≤
(∫

A

(a(x)|u|n)τ/β|u|tτ−nτ/β) dx

)1/τ (∫
A

(Φα(u))
τ ′ dx

)1/τ ′

.

Mais uma vez pela desigualdade de Hölder,∫
A

(a(x))1/β |u|tΦα(u) ≤
(∫

A

(a(x)|u|n)
)1/β (∫

A

|u|(tβ−n)τ/(β−τ)

)(β−τ)/βτ (∫
A

(Φα(u))
τ ′
)1/τ ′

.

Agora, pelo Lema A.11,∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) ≤ ∥u∥n/β∥u∥(tβ−n)/β
(tβ−n)τ/(β−τ)

(∫
Rn

(Φα(τ
′u))

)1/τ ′

. (2.17)

Como τ/(β−τ) > 1, deduzimos que (tβ−n)τ/(β−τ) ≥ n, e, portanto, valem as imersões

cont́ınuas E ↪→W 1,n(Rn) e W 1,n(Rn) ↪→ L(tβ−n)τ/(β−τ)(Rn). Consequentemente,∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥n/β∥u∥t−n/β

(∫
Rn

(Φα(τ
′u)) dx

)1/τ ′

,
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ou seja, ∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t
(∫

Rn

(Φα(τ
′u)) dx

)1/τ ′

. (2.18)

Por (2.2), ∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx <∞. (2.19)

Por outro lado, o Lema 2.4 garante que a integral

∫
Rn

(Φα(τ
′u)) dx de (2.18) é

uniformemente limitada, uma vez que α|τ ′|n/(n−1)∥u∥n/(n−1) < αn. Assim, conclúımos

que ∫
A

(a(x))1/β|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t. (2.20)

Substituindo (2.15) e (2.19) em (2.13) conclúımos a primeira parte da Proposição, isto é,∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) dx <∞.

Agora, substituindo (2.16) e (2.20) em (2.13) segue-se∫
Rn

A(x)|u|tΦα(u) dx ≤ C∥u∥t.

Isso conclui a demonstração da Proposição 2.8.

2.3 Formulação variacional

O funcional I : E → R relacionado ao problema (2.1) dado por

I(u) =
1

n
∥u∥n − 1

n

∫
Rn

b(x)|u|n dx−
∫
Rn

g(x)F (u) dx− ε⟨h, u⟩. (2.21)

está bem definido pelos próximos dois lemas que demonstraremos a seguir.

Lema 2.9. Se a condição (b1) for válida, então

∫
Rn

b(x)|u|n dx <∞. Além disso,

∫
Rn

b(x)|u|n dx ≤ St0∥b∥σ∥u∥n.

Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder,∫
Rn

b(x)|u|n dx ≤
(∫

Rn

|b(x)|σ dx
)1/σ (∫

Rn

|u|nσ′
dx

)1/σ′

,
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em que 1/σ + 1/σ′ = 1 é tal que σ ≥ 1. Portanto, nσ′ ≥ n. Assim, podemos usar a

imersão E ↪→ Lnσ′
(Rn) e a condição (b1), e concluir que∫

Rn

b(x)|u|n dx ≤ St0∥b∥σ∥u∥n.

Lema 2.10. Se as condições (f1) − (f3), (b1) e (g1) forem satisfeitas, então para todo

u ∈ E tem-se

∫
Rn

g(x)F (u) dx <∞. Além disso, para todo q ≥ 1,

∫
Rn

g(x)F (u) dx ≤ ϵΛ0

∫
Rn

A(x)|u|n dx+ CΛ0

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx. (2.22)

Demonstração. Primeiro vamos mostrar uma desigualdade a qual é consequência das

condições (f1) e (f2).

Afirmação: Por (f1) e (f2), dado ϵ > 0 e q ≥ n para cada α > α0 existe C > 0 tal que

|f(s)| ≤ ϵ|s|n−1 + C|s|qΦα(s) para todo s ∈ R. (2.23)

De fato, pela condição (f1), dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

|f(s)| < ϵ|s|n−1 sempre que 0 < s < δ. (2.24)

A condição (f2) garante que, para cada α > α0,

lim
s→+∞

f(s)

Φα(s)
= 0,

ou seja, dado ϵ > 0, existe γ > 0 tal que

|f(s)| < ϵΦα(s) sempre que s > γ. (2.25)

No caso em que s ∈ [δ, γ], temos que Φα(δ) ≤ Φα(s), para todo s ∈ [δ, γ], pois Φα é uma

função crescente. Assim, 1 ≤ (Φα(δ))
−1Φα(s), para todo s ∈ [δ, γ]. Por outro lado, f(s) é

limitada para todo s ∈ [δ, γ]. Assim,

|f(s)| ≤ C0 para todo s ∈ [δ, γ]

≤ C0(Φα(δ))
−1Φα(s) para todo s ∈ [δ, γ]

≤ CΦα(s) para todo s ∈ [δ, γ]. (2.26)
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Por (2.24), (2.25) e (2.26),

|f(s)| ≤ ϵ|s|n−1 + ϵΦα(s) + CΦα(s)

= ϵ|s|n−1 + (ϵ+ C)Φα(s)

≤ ϵ|s|n−1 + C|s|qΦα(s).

Isso conclui a Afirmação.

Assim, a desigualdade

|f(s)| ≤ ϵ|s|n−1 + C|s|qΦα(s) para todo s ∈ R.

juntamente com (g1) e o fato da função Φα(s) ser crescente, implicam que

|g(x)F (u)| ≤
∫ u

0

|g(x)f(s)| ds

≤
∫ u

0

[
ϵΛ0A(x)|s|n−1 + CΛ0A(x)|s|qΦα(s)

]
ds

≤ ϵΛ0A(x)|u|n + CΛ0A(x)Φα(u)

∫ u

o

|s|q ds

≤ ϵΛ0A(x)|u|n + CΛ0A(x)Φα(u)|u|q+1 ds.

Integrando, ambos os lados, chegamos à desigualdade (2.22), ou seja,∫
Rn

|g(x)F (u)| dx ≤ ϵΛ0

∫
Rn

A(x)|u|n dx+ CΛ0

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx.

Dessa estimativa, junto com as Proposições 2.5 e 2.8, conclúımos que∫
Rn

|g(x)F (u)| dx <∞,

ou seja, g(x)F (u) ∈ L1(Rn). Isso é suficiente para concluir o Lema 2.10.

Os Lemas 2.9 e 2.10 garantem que o funcional I está bem definido.

Além disso, usando argumentos padrão, é posśıvel mostrar que os funcionais I1, I2 :

E → R definidos por

I1(u) = ∥u∥n e I2(u) =

∫
Rn

b(x)|u|n dx

são de classe C1(E,R) e

⟨I ′1(u), v⟩ = n

∫
Rn

(|∇u|n−2∇u∇v + a(x)|u|n−2uv) dx e ⟨I ′2(u), v⟩ = n

∫
Rn

b(x)|u|n−2uv dx,
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para todo v ∈ E. Assim,

⟨I ′(u), v⟩ =
∫
Rn

(|∇u|n−2∇u∇v + a(x)|u|n−2uv) dx−
∫
Rn

b(x)|u|n−2uv dx

−
∫
Rn

g(x)f(u)v dx− ε⟨h, v⟩
(2.27)

para todo v ∈ E. Por conseguinte, um ponto cŕıtico de I é uma solução fraca de (2.1).

A condição geométrica do Teorema do passo da montanha para o funcional I é

estabelecida pelos próximos dois lemas.

Lema 2.11. Suponhamos que as condições (a1)− (a2), (a4), (g1), (f1)− (f2) e (b1) sejam

satisfeitas, então existe ε1 > 0 tal que, para cada 0 < ε < ε1, existe ρε > 0 tal que

I(u) > 0 sempre que ∥u∥ = ρε.

Além disso, ρε pode ser escolhido de tal modo que ρε → 0 quando ε→ 0.

Demonstração. Como

I(u) =
1

n
∥u∥n − 1

n

∫
Rn

b(x)|u|n dx−
∫
Rn

g(x)F (u) dx− ε⟨h, u⟩,

pela desigualdade (2.22) e pela Proposição 2.5,

I(u) ≥ 1

n
∥u∥n − 1

n

∫
Rn

b(x)|u|n dx− ϵC1∥u∥n − C2

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx− ε⟨h, u⟩

=

(
1

n
− ϵC1

)
∥u∥n − 1

n

∫
Rn

b(x)|u|n dx− C2

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx− ε⟨h, u⟩.

Pelo Lema 2.9,

I(u) ≥
(
1

n
− ϵC1

)
∥u∥n −

S−1
t0

n
∥b∥σ∥u∥n − C2

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx− ε∥h∥∗∥u∥

=

(
1

n
− ϵC1 −

S−1
t0

n
∥b∥σ

)
∥u∥n − C2

∫
Rn

A(x)|u|q+1Φα(u) dx− ε∥h∥∗∥u∥.

Seja ρ > 0 tal que αρn/(n−1) < αn e ∥u∥ < ρ. Então, pela Proposição 2.8, obtemos

I(u) ≥
(
1

n
− ϵC1 −

S−1
t0

n
∥b∥σ

)
∥u∥n − C∥u∥q+1 − ε∥h∥∗∥u∥

=

{(
1

n
− ϵC1 −

S−1
t0

n
∥b∥σ

)
∥u∥n−1 − C∥u∥q − ε∥h∥∗

}
∥u∥.

Assim, existe ρε > 0 tal que I(u) > 0 sempre que ∥u∥ = ρε. De fato, para ϵ > 0

suficientemente pequeno e q > n, podemos escolher ρε > 0 tal que(
1

n
− ϵC1 −

S−1
t0

n
∥b∥σ

)
ρn−1
ε − Cρqε > 0.

Portanto, para ε suficientemente pequeno, existe ρε > 0 tal que I(u) > 0 se ∥u∥ = ρε.
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Lema 2.12. Suponhamos que as condições (a1) − (a2), (g1) e (f1), (f3) e (b1) sejam

satisfeitas, então existe e ∈ E com ∥e∥ > ρε tal que

I(e) < inf
∥u∥=ρε

I(u).

Demonstração. Seja u ∈ C∞
0 (Rn)\{0} com suporte compacto e u ≥ 0. A hipótese (f3)

implica que existem constantes positivas c e d tais que

F (s) ≥ c|s|µ − d, (2.28)

para todo s ≥ 0.

De fato, pela condição (f3), existe µ > n tal que, para todo s > 0, vale

0 < µF (s) ≤ sf(s).

Assim,
dt

t
≤ 1

µ
· dF (t)
F (t)

, para todo t ∈ A1.

onde A1 = {s ∈ R; s > s0} com s0 > 0. Integrando,∫ s

s0

dt

t
≤ 1

µ
·
∫ F (s)

F (s0)

dF (t)

F (t)
,

consequentemente, (
s

s0

)µ

≤ F (s)

F (s0)
para todo s ∈ A1.

Isso implica que,
F (s0)

sµ0
≤ F (s)

sµ
para todo s ∈ A1.

Assim, para c = F (s0)/s
µ
0 , segue-se que

F (s) ≥ csµ para todo s ∈ A1.

Logo,

F (s) ≥ csµ − d para todo s ∈ A1. (2.29)

Por outro lado, como B1 = R\A1 é compacto e F é cont́ınua, então existe k > 0 tal que

F (s) ≥ −k, para todo s ∈ B1. Temos que a desigualdade csµ ≤ csµ0 também é válida para

todo s ∈ B1. Assim, podemos escolher d > 0 suficientemente grande de forma que

csµ0 − d ≤ −k.
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Logo,

F (s) ≥ c|s|µ − d para todo s ∈ B1. (2.30)

A desigualdade (2.28) segue-se de (2.29) e (2.30).

Assim, denotando K = supp(u) e usando (g1) e (b1), temos que

I(tu) ≤t
n

n
∥u∥n − ctµ

∫
K

g(x)uµ dx+ d

∫
K

g(x) dx− tε⟨h, u⟩

≤t
n

n
∥u∥n − C1t

µ

∫
K

uµ dx+ C2|K| − t⟨h, u⟩,

para todo t > 0. Isso implica que I(tu) → −∞ quando t → ∞. Considerando e = tu

com t suficientemente grande, conclúımos a demonstração.

A fim de encontrar uma bola apropriada para usar argumento de minimização

precisamos do seguinte resultado.

Lema 2.13. Se as condições (a1)−(a2), (g1), (f1) e (b1) forem satisfeitas, então existirão

η > 0 e v ∈ E com ∥v∥ = 1 tais que I(tv) < 0 para todo 0 < t < η. Em particular,

−∞ < c0 = inf
∥u∥≤η

I(u) < 0. (2.31)

Demonstração. Seja v ∈ E a única solução do problema

−∆n v + a(x)|v|n−2v = h em Rn.

Assim, quando h ̸= 0, temos

⟨h, v⟩ = ∥v∥n > 0.

Para t > 0,

d

dt
I(tv) = tn−1∥v∥n − tn−1

∫
Rn

b(x)|v|n dx−
∫
Rn

g(x)f(tv)v dx− ε⟨h, v⟩.

Uma vez que f(0) = 0, por continuidade, segue-se que existe η > 0 tal que

d

dt
I(tv) < 0, para todo 0 < t < η.

Usando que I(0) = 0, temos que I(tv) < 0, para todo 0 < t < η.
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2.4 Nı́vel minimax

A fim de obter uma informação mais precisa sobre o ńıvel minimax obtido pelo Teorema

do passo da montanha, provaremos os seguintes lemas.

Lema 2.14. Para qualquer p > n, temos que Sp é atingida por uma função não negativa

up ∈ E \ {0}.

Demonstração. Dado qualquer p > n, escolhemos uma sequência de funções (uk) ⊂ E tal

que uk ≥ 0 e ∫
Rn

|uk|p dx = 1 e

(∫
Rn

(|∇uk|n + a(x)|uk|n) dx
)1/n

→ Sp.

Logo (uk) é limitada em E. Sem perda de generalidade, podemos supor que

uk ⇀ up fracamente em E,

uk → up fortemente em Ls(Rn) para todo s ∈ [n,+∞),

uk(x) → up(x) quase sempre em Rn.

Consequentemente, ∫
Rn

|uk|p dx→
∫
Rn

|up|p dx = 1

e

∥up∥ ≤ lim inf
k→+∞

∥uk∥ = Sp.

Por outro lado, como

Sp = inf
u∈E\{0}

∥u∥
∥u∥p

para p > n,

segue-se que Sp ≤ ∥up∥.

Portanto, Sp = ∥up∥.

Lema 2.15. Seja Ψ : [0,+∞) → R uma função definida por

Ψ(t) =
tn

n

∫
Rn

(|∇up|n + a(x)|up|n) dx−
∫
Rn

g(x)F (tup) dx.

Suponhamos que (g1) e (f5) são válidas. Então

max
t≥0

Ψ(t) <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1

.
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Demonstração. Pelo Lema 2.14,

Sp =

(∫
Rn

(|∇up|n + a(x)|up|n) dx
)1/n

com ∥up∥p = 1. (2.32)

Por (f5),

F (tup) =

∫ tup

0

f(s) ds ≥
∫ tup

0

cps
p−1 ds = tp

cp
p
|up|p.

Juntamente com (g1), conclúımos que

g(x)F (tup) ≥ tp
λ0cp
p

|up|p.

Assim,

Ψ(t) ≤ tn

n

∫
Rn

(|∇up|n + a(x)|up|n) dx− tp
λ0Cp

p

∫
Rn

|up|p dx.

Por (2.32),

Ψ(t) ≤ tn

n
Sn
p − tp

λ0Cp

p
≤ max

t≥0

[
tn

n
Sn
p − tp

λ0Cp

p

]
.

Observemos que a função

h(t) =
tn

n
Sn
p − tp

λ0Cp

p

atinge seu valor máximo em t =

(
Sn
p

λ0cp

)1/(p−n)

. Assim,

max
t≥0

[
tn

n
Sn
p − tp

λ0Cp

p

]
=

(
1

n
− 1

p

)(
Sp
p

Cpλ0

)n/(p−n)

.

Por outro lado, usando (f5), deduzimos que(
1

n
− 1

p

)(
Sp
p

Cpλ0

)n/(p−n)

<
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1

.

Logo,

max
t≥0

Ψ(t) <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1

.

Observação 2.16. Segue-se imediatamente que, se ε for suficientemente pequeno, então

max
t≥0

{I(tup)} <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1

.
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2.5 Sobre as sequências de Palais-Smale

Para provar que as sequências de Palais-Smale convergem para uma solução fraca do

problema (2.1) precisamos estabelecer o seguinte:

Lema 2.17. Se as condições (a1), (a2), (b1) e (f3) forem satisfeitas e (uk) ⊂ E for um

sequência tal que I(uk) → c e I ′(uk) → 0, então

∥uk∥ ≤ C,

∫
Rn

g(x)|f(uk)uk| dx ≤ C e

∫
Rn

g(x)F (uk) dx ≤ C.

Demonstração. Seja (uk) ⊂ E uma sequência tal que I(uk) → c e I ′(uk) → 0, isto é, para

algum φ ∈ E,

1

n
∥uk∥n −

1

n

∫
Rn

b(x)|uk|n dx−
∫
Rn

g(x)F (uk) dx− ε⟨h, uk⟩ = c+ δk (2.33)

e∣∣∣∣∫
Rn

[|∇uk|n−2∇uk∇φ+ a(x)|uk|n−2ukφ− b(x)|uk|n−2ukφ− g(x)f(uk)φ] dx− ε⟨h, uk⟩
∣∣∣∣ ≤ εk∥φ∥,

(2.34)

onde δk → 0 e εk → 0 quando k → ∞.

Observemos que, dado µ > n como em (f3), segue-se

µI(uk)− I ′(uk)uk =
(µ
n
− 1
)
∥uk∥n −

(µ
n
− 1
)∫

Rn

b(x)|uk|n dx

−
∫
Rn

g(x) [µF (uk)− f(uk)uk] dx− (µ− 1)ε⟨h, uk⟩.

Ou seja,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ =
(µ
n
− 1
)
∥uk∥n −

(µ
n
− 1
)∫

Rn

b(x)|uk|n dx

−
∫
Rn

g(x) [µF (uk)− f(uk)uk] dx.

Por (f3), µF (s)− f(s)s ≤ 0 para todo s ≥ 0. Assim,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ ≥
(µ
n
− 1
)
∥uk∥n −

(µ
n
− 1
)∫

Rn

b(x)|uk|n dx.

Pelo Lema 2.9,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ ≥
(µ
n
− 1
)
∥uk∥n −

(µ
n
− 1
)
S−n
t0

∥b∥σ∥uk∥n.

≥
(µ
n
− 1
)
(1− S−n

t0
∥b∥σ)∥uk∥n.



Caṕıtulo 2. Sobre uma classe de equações de Schrödinger quase lineares com crescimento exponencial em Rn 62

Assim,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ ≥
(µ
n
− 1
)
(1− S−n

t0
∥b∥σ)∥uk∥n. (2.35)

Notemos que µ/n− 1 > 0 e por (b1), 1− S−n
t0

∥b∥σ > 0. Além disso,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ ≤|µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩|

≤µ|I(uk)|+ |I ′(uk)uk|+ |(µ− 1)ε⟨h, uk⟩|.

Tomando φ = uk em (2.34), segue-se que |I ′(uk)uk| ≤ εk∥uk∥ e, por (2.33), |I(uk)| = c+δk.

Assim,

µI(uk)− I ′(uk)uk + (µ− 1)ε⟨h, uk⟩ ≤µ(c+ δk) + εk∥uk∥+ (µ− 1)ε∥h∥∗∥uk∥.

Substituindo em (2.35), conclúımos que

µ(c+ δk) + εk∥uk∥+ (µ− 1)ε∥h∥∗∥uk∥ ≥
(µ
n
− 1
)
(1− S−n

t0
∥b∥σ)∥uk∥n.

Consequentemente, ∥uk∥ ≤ C e, por (2.33) e (2.34), obtemos∫
Rn

g(x)F (uk) dx ≤ C e

∫
Rn

g(x)|f(uk)uk| dx ≤ C.

Para mostrar que o limite fraco de uma sequência de Palais-Smale em E é uma solução

fraca do problema (2.1), argumentamos como em [22, Lema 2.4]. Para isso, necessitaremos

do seguinte

Lema 2.18. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e f : R → R uma função cont́ınua.

Então, para qualquer sequência (uk) em L1(Ω) tal que uk → u em L1(Ω),

g(x)f(uk) ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

g(x)|f(uk)uk| dx ≤ C1,

temos, a menos de subsequência, que

g(x)f(uk) → g(x)f(u) em L1(Ω).

Corolário 2.19. Se as condições (a1), (a2), (b1) e (f3) forem satisfeitas e (uk) ⊂ E é

um sequência tal que I(uk) → c e I ′(uk) → 0, então (uk) possuirá uma subsequência, que

também será denotada por (uk), que converge fracamente para uma solução fraca u ∈ E

do problema (2.1). Além disso, se h ̸= 0, segue-se que u ̸= 0.
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Demonstração. Pelo Lema 2.17, a sequência (uk) é limitada em E. Como E é um

espaço reflexivo, então, a menos de subsequência, uk ⇀ u fracamente em E, assim, a

Proposição 2.7 garante que, uk → u em Lt(Rn) para todo t ≥ n e uk(x) → u(x) quase

sempre em Rn. Argumentando como em [26, Lema 4], conclúımos que

|∇uk|n−2∇uk ⇀ |∇u|n−2∇u fracamente em
(
Ln/(n−1)(BR)

)n
, para todo R > 0. (2.36)

Além disso, como a(x) ∈ C∞
0 (Rn), para todo φ ∈ C∞

0 (Rn),∫
Rn

a(x)|uk|n−2ukφ dx→
∫
Rn

a(x)|u|n−2uφ dx (2.37)

e ∫
Rn

b(x)|uk|n−2ukφ dx→
∫
Rn

b(x)|u|n−2uφ dx. (2.38)

De fato, usando (a1), (b1) e desigualdade de Hölder,∫
Rn

a(x)(|uk|n−2uk − |u|n−2u)φ dx ≤ ∥a∥L∞(suppφ)∥φ∥∞
∫
suppφ

||uk|n−2uk − |u|n−2u| dx

e∫
Rn

b(x)(|uk|n−2uk − |u|n−2u)φ dx ≤ ∥b∥σ∥φ∥∞
(∫

suppφ

||uk|n−2uk − |u|n−2u|σ′
dx

)1/σ′

.

Como uk ⇀ u em E, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema A.4), uk → u em

Lt(suppφ) para todo t ≥ 1. Pelo Teorema A.7, existe uma função h ∈ Lt(suppφ) tal

que |uk| ≤ h em suppφ. Assim, |uk|n−1 ≤ (h(x))n−1 em L1(suppφ). Pelo Teorema da

convergência dominada de Lebesgue,∫
suppφ

||uk|n−2uk − |u|n−2u| dx→ 0.

Isso conclui (2.37) e (2.38).

Agora, passando o limite em (2.34) e usando (2.36), (2.37), (2.38) e o Lema 2.18,∫
Rn

(
|∇u|n−2∇u∇φ+ a(x)|u|n−2uφ− b(x)|u|n−2φ− g(x)f(u)φ

)
dx− ε⟨h, φ⟩ = 0

para todo φ ∈ C∞
0 (Rn). Como C∞

0 (Rn) é denso em E então u é uma solução fraca para

o problema (2.1). Além disso, se h ̸= 0, então u ̸= 0.

Lema 2.20. Se as condições (a1), (a2), (b1) e (f3) forem satisfeitas e (uk) é uma sequência

de Palais-Smale para o funcional I em qualquer ńıvel, com

lim inf
k→∞

∥uk∥ <
β − 1

βn

(
αn

α0

)(n−1)/n

, (2.39)
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então (uk) possui uma subsequência que converge fortemente para uma solução u do

problema (2.1).

Demonstração. Extraindo uma subsequência de (uk) se necessário, podemos supor que

lim inf
k→∞

∥uk∥ = lim
k→∞

∥uk∥.

Pelo Lema 2.17 e pelo Corolário 2.19, segue-se que uk ⇀ u em E, em que u é uma solução

do problema (2.1). Escrevendo uk = u + wk, resulta que wk ⇀ 0 em E. Assim, wk → 0

em Lt(Rn) para todo t ≥ n e wk → 0 em Lt
loc(Rn) para todo s ≥ 1. Argumentando como

em [26, Lema 4], deduzimos que ∇uk(x) → ∇u(x) quase sempre em Rn. Portanto, pelo

Lema de Brezis-Lieb (ver Teorema A.9), obtemos

lim
k→∞

∥uk∥n = ∥u∥n + lim
k→∞

∥wk∥n. (2.40)

Afirmamos que ∫
Rn

g(x)f(uk)u dx→
∫
Rn

g(x)f(u)u dx quando k → ∞. (2.41)

De fato, como u ∈ E, dado τ > 0, existe φ ∈ C∞
0 (Rn) tal que ∥φ− u∥ < τ . Assim,∣∣∣∣ ∫

Rn

g(x)f(uk)u dx −
∫
Rn

g(x)f(u)u dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(uk)(u− φ) dx

∣∣∣∣
+ ∥φ∥∞

∫
suppφ

g(x)|f(uk)− f(u)| dx

+

∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(u)(u− φ) dx

∣∣∣∣ .

Por (2.27),∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(uk)(u− φ) dx

∣∣∣∣ ≤ |I ′(uk)(u− φ)|+
∣∣∣∣∫

Rn

|∇uk|n−2∇uk∇(u− φ) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Rn

a(x)|uk|n−2uk∇(u− φ) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Rn

b(x)|uk|n−2uk∇(u− φ) dx

∣∣∣∣+ |ε⟨h, u− φ⟩|.

Como ∥I ′(uk)∥∗ = sup
v∈E\{0}

|I ′(uk)v|
∥v∥

→ 0, então |I ′(uk)v| ≤ τk∥v∥ com τk → 0. Portanto,

|I ′(uk)(u− φ)| ≤ τk∥u− φ∥ com τk → 0. Além disso, usando a desigualdade de Hölder e
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as imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,n(Rn) e W 1,n(Rn) ↪→ Lt(Rn) para todo t ≥ n segue-se que∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(uk)(u− φ) dx

∣∣∣∣ ≤ τk∥u− φ∥+ ∥∇uk∥n−1∥u− φ∥

+

(∫
Rn

a(x)|uk|n dx
)(n−1)/n

∥u− φ∥

+ C∥b∥σ∥uk∥n−1∥u− φ∥+ ε∥h∥∗∥u− φ∥

≤ C∥u− φ∥ < Cτ,

onde C independe de k e τ . Similarmente, usando que I ′(u)(u− φ) = 0,∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(u)(u− φ) dx

∣∣∣∣ < Cτ.

Pelo Lema 2.18, g(x)f(uk) → g(x)f(u) em L1
loc(Rn) e, pela desigualdade anterior,

conclúımos

lim
k→∞

∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(uk)u dx−
∫
Rn

g(x)f(u)u dx

∣∣∣∣ < 2Cτ

e isso mostra a convergência (2.41) pois τ é arbitrário.

Agora, por (2.27),

lim
k→∞

I ′(uk)uk = lim
k→∞

∥uk∥n− lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|uk|n dx− lim
k→∞

∫
Rn

g(x)f(uk)uk dx−ε lim
k→∞

⟨h, uk⟩.

Por (2.40),

lim
k→∞

I ′(uk)uk = ∥u∥n+ lim
k→∞

∥wk∥n−
∫
Rn

b(x)|u|n dx− lim
k→∞

∫
Rn

g(x)f(uk)(u+wk) dx−ε⟨h, u⟩.

Por (2.41),

lim
k→∞

I ′(uk)uk = I ′(u)u+ lim
k→∞

∥wk∥n − lim
k→∞

∫
Rn

g(x)f(uk)wk dx.

Como (uk) é uma sequência de Palais Smale, segue-se que

lim
k→∞

∥wk∥n = lim
k→∞

∫
Rn

g(x)f(uk)wk dx.

Agora, mostraremos que

lim
k→∞

∫
Rn

g(x)f(uk)wk dx = 0.

De (2.23) com q = n, dado ϵ > 0, existe Cϵ > 0 tal que∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(uk)wk dx

∣∣∣∣ ≤ ϵΛ0

∫
Rn

A(x)|uk|n−1|wk| dx+ Cϵ Λ0

∫
Rn

A(x)|uk|nΦα0+ϵ (uk) |wk|dx.

Pela desigualdade de Hölder e pela Proposição 2.5,∫
Rn

A(x)|uk|n−1|wk| dx ≤ ∥uk∥n−1
Ln
A(x)

(Rn)∥wk∥Ln
A(x)

(Rn) ≤ C∥uk∥n−1∥wk∥Ln
A(x)

(Rn).
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e∫
Rn

A(x)|uk|nΦα0+ϵ (uk) |wk| dx ≤
(∫

Rn

A(x)|uk|
n2

n−1

)n−1
n
(∫

Rn

A(x)[Φα0+ϵ (uk)]
n|wk|n

) 1
n

≤ C∥uk∥n
(∫

Rn

A(x)Φα0+ϵ (nuk) |wk|n
) 1

n

.

Tomando ε > 0 suficientemente pequeno, por (2.39) segue-se que

(α0 + ε)

(
n(β − ε)

β − ε− 1

)n/(n−1)

∥uk∥n/(n−1) < αn,

como na Proposição 2.8, conclúımos, para todo s suficientemente grande, que∫
Rn

A(x)Φα0+ε (nuk) |wk|n dx ≤ C1∥wk∥nns + C2∥wk∥n/β
(∫

Rn

|wk|(βn−n)(β−ε)/ε

)ε/β(β−ε)

.

Para ε > 0 suficientemente pequeno, (βn − n)(β − ε)/ε > n. Portanto, pela imersão

compacta E ↪→ Lt(Rn) para t ≥ n e pela desigualdade anterior,∫
Rn

g(x)f(uk)wk dx→ 0.

Consequentemente, ∥wk∥ → 0 e segue-se o resultado.

2.6 Demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2

A prova da existência da primeira solução do problema (2.1) segue-se por um argumento

de minimização e pelo prinćıpio variacional de Ekeland.

Proposição 2.21. Suponhamos que as condições (a1)−(a4), (g1), (f1)−(f3) e (b1) sejam

válidas. Se existe ε1 > 0 tal que para cada ε em que 0 < ε < ε1, então o problema (2.1)

tem uma solução do tipo mı́nimo local u0 com I(u0) = c0 < 0, onde c0 foi definida em

(2.31).

Demonstração. Seja ρε como no Lema 2.11. Podemos escolher ε1 > 0 suficientemente

pequeno tal que

ρε <
β − 1

βn

(
αn

α0

)(n−1)/n

.

Como Bρε é um espaço métrico completo (com a métrica induzida pela norma de E),

convexo, e o funcional I é de classe C1 e limitado sobre Bρε , pelo prinćıpio variacional de

Ekeland, existe uma sequência (uk) em Bρε tal que

I(uk) → c0 = inf
∥u∥≤ρε

I(u) e ∥I ′(uk)∥∗ → 0.
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Observando que

∥uk∥ ≤ ρε <
β − 1

βn

(
αn

α0

)(n−1)/n

,

pelo Lema 2.20 segue-se que existe uma subsequência de (uk) que converge fortemente

para uma solução u0 de (2.1). Portanto, I(u0) = c0 < 0.

A prova da existência da segunda solução de (2.1) é uma consequência do Teorema do

passo da montanha sem a condição de Palais-Smale.

Proposição 2.22. Suponhamos que as condições (a1) − (a4), (g1), (f1) − (f5) e (b1)

sejam satisfeitas. Se 0 < ε < ε1, então o problema (2.1) terá uma solução do tipo passo

da montanha uM .

Demonstração. Pelos Lemas 2.11 e 2.12, I satisfaz as hipóteses do Teorema do passo da

montanha sem a condição de Palais-Smale. Assim, usando o Teorema A.14, existe uma

sequência (uk) em E satisfazendo

I(vk) → cM > 0 e ∥I ′(vk)∥∗ → 0,

onde cM é o ńıvel do passo da montanha, isto é,

cM = inf
γ∈Λ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde Λ = {γ : [0, 1] → E; γ é cont́ınua, γ(0) = 0 e γ(1) = e}. Agora, pelo Corolário 2.19,

a sequência (vk) converge fracamente para a solução uM de (2.1).

Como vk ⇀ uM em E e uk → u0 em E, não podemos concluir que uM e u0 são distintas

imediatamente. Esse será o objetivo dos próximos resultados. Para fazer isso, precisamos

de um refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser, provada em [29].

Lema 2.23. Seja (uk) uma sequência em W 1,n(Rn) tal que ∥uk∥1,n = 1 e uk ⇀ u ̸≡ 0 em

W 1,n(Rn). Se

0 < p < pn(u) =
αn(

1− ∥u∥n1,n
)1/(n−1)

então,

sup
k

∫
Rn

Φp(uk) dx <∞. (2.42)

Além disso, pn(u) é ótimo no sentido em que o supremo (2.42) é infinito para p ≥ pn(u).

Semelhantemente a N. Lam e G. Lu [34], temos a seguir:
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Lema 2.24. Suponhamos que as condições (a1)−(a4) e (f1)−(f4) sejam satisfeitas. Seja

(uk) ⊂ E uma sequência tal que uk ⇀ u0 em E, I(uk) → c e I ′(uk) → 0, então∫
Rn

g(x)F (uk) dx→
∫
Rn

g(x)F (u0) dx.

Demonstração. Pelo Lema 2.18, temos que, para todo R > 0∫
BR

g(x)f(uk) dx→
∫
BR

g(x)f(u0) dx.

Assim, existe p(x) ∈ L1(BR) tal que

g(x)f(uk(x)) ≤ p(x) quase sempre em BR.

Seja B = {x ∈ BR : uk(x) ∈ [0, S0] para todo k ∈ N}. Então, usando (f4), conclúımos

que

g(x)F (uk(x)) ≤ ∥g∥L∞(BR) sup
B
F (uk(x)) +M0g(x)f(uk(x))

quase sempre em BR. Pelo Teorema da convergência dominada generalizado de Lebesgue,

obtemos ∫
BR

g(x)F (uk) dx→
∫
BR

g(x)F (u0) dx.

Vamos mostrar que ∫
Rn

g(x)F (uk) →
∫
Rn

g(x)F (u0) dx.

É suficiente provar que, dado δ > 0, existe R > 0 tal que∫
Rn\BR

g(x)F (uk) dx < δ and

∫
Rn\BR

g(x)F (u0) dx < δ.

Para isso, lembremos alguns fatos sobre a não linearidade: existem C1, C2 > 0 tais que,

para (x, s) ∈ Rn × [0,+∞):

g(x)F (s) ≤ C1A(x)|s|n + C2g(x)f(s),

g(x)F (s) ≤ C1A(x)|s|n + C2A(x)|s|Φα(s),∫
Rn

g(x)f(uk)uk dx ≤ C e

∫
Rn

g(x)F (uk) dx ≤ C.

(2.43)

Agora, para cada K > 0 e sendo |s| ≤ K:

g(x)F (s) ≤ C1A(x)|s|n + C2A(x)|s|Φα(s)

= C1A(x)|s|n + C2A(x)
+∞∑

j=n−1

αj|s|
nj

n−1
+1

j!

≤ CA(x)|s|n
(
1 +

+∞∑
j=n−1

αj|K|
nj

n−1
+1−n

j!

)

≤ C(α,K)A(x)|s|n.
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Assim,∫
{x∈Rn\BR : |uk|≤K}

g(x)F (uk) dx ≤ C(α,K)

∫
{x∈Rn\BR : |uk|≤K}

A(x)|uk|n dx

≤ 2n−1C(α,K)

∫
{x∈Rn\BR : |uk|≤K}

A(x)|uk − u0|n dx

+ 2n−1C(α,K)

∫
{x∈Rn\BR : |uk|≤K}

A(x)|u0|n dx.

Usando a imersão compacta E ↪→ Lt
A(x)(Rn), t ≥ n e observando que uk ⇀ u0 fracamente

em E, podemos escolher R tal que∫
{x∈Rn\BR : |uk|≤K}

g(x)F (uk) dx < δ/3.

Logo,∫
{x∈Rn\BR : |uk|>K}

g(x)F (uk) dx ≤ C1

∫
Rn\BR

A(x)|uk|n + C2

∫
{x∈Rn\BR : |uk|>K}

g(x)f(uk)

≤ C1

K

∫
Rn\BR

A(x)|uk|n+1 +
C2

K

∫
Rn

g(x)f(uk)uk

≤ C1

K
∥uk∥n+1 +

C2

K

∫
Rn

g(x)f(uk)uk dx.

Como ∥uk∥ é limitado e, por (2.43), podemos escolher K tal que∫
{x∈Rn\BR : |uk|>K}

g(x)F (uk) dx ≤ C

K
< 2δ/3.

Combinando todas as estimativas acima, chegamos em∫
Rn

g(x)F (uk) dx→
∫
Rn

g(x)F (u0) dx.

Proposição 2.25. Existe ε2 > 0 tal que, para cada ε com 0 < ε < ε2, as soluções para o

problema (2.1) obtidas nas Proposições 2.21 e 2.22 são distintas.

Demonstração. Pelas Proposições 2.21 e 2.22, existem sequências limitadas (uk) e (vk) em

E tais que

uk → u0 em E, I(uk) → c0 < 0, I ′(uk) → 0 (2.44)

e

vk ⇀ uM em E, I(vk) → cM > 0, I ′(vk) → 0, (2.45)

onde u0 e uM são as soluções do problema 2.1. Suponhamos, por contradição, que

u0 = uM .
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Considere

wk =
vk

∥vk∥1,n
e w0 =

u0
limk→∞ ∥vk∥1,n

. (2.46)

Assim, obtemos que ∥wk∥1,n = 1 e que wk ⇀ w0 em W 1,n(Rn). De fato, para todo f̃ no

dual de W 1,n(Rn),

lim
n→∞

f̃(wk) = lim
k→∞

f̃

(
vk

∥vk∥1,n

)
= lim

k→∞

[
f̃(vk)

∥vk∥1,n

]

=
f̃(u0)

lim
k→∞

∥vk∥1,n
= f̃

 u0
lim
k→∞

∥vk∥1,n


= f̃(w0),

ou seja, wk ⇀ w0 em W 1,n(Rn).

Como vk ⇀ u0 em W 1,n(Rn), então pela semicontinuidade da norma, a menos de

subsequência, segue-se que lim
k→∞

∥vk∥1,n ≥ ∥u0∥1,n > 0. Assim, ∥w0∥1,n ≤ 1. Portanto,

temos duas possibilidades:

(i) ∥w0∥1,n = 1

ou

(ii) ∥w0∥1,n < 1.

Suponhamos que (i) valha, então, por (2.46), lim
k→∞

∥vk∥1,n = ∥u0∥1,n e,

consequentemente, vk → u0 em W 1,n(Rn). Assim, existe ℓ ∈ W 1,n(Rn) tal que

|vk(x)| ≤ ℓ(x) quase sempre em Rn (ver Teorema A.8). Por (2.23),

|g(x)f(vk)vk| ≤ C1A(x)|ℓ|n + C2A(x)|ℓ|q+1Φα(ℓ)

quase sempre em Rn, na qual é integrável pelo Lema 2.10. Então, pelo Teorema da

convergência dominada de Lebesgue, conclúımos que∫
Rn

g(x)f(vk)vkdx→
∫
Rn

g(x)f(u0)u0dx. (2.47)

Similarmente, como uk → u0 em E,∫
Rn

g(x)f(uk)ukdx→
∫
Rn

g(x)f(u0)u0dx. (2.48)
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Usando (2.44) e (2.45), segue-se que

⟨I ′(uk), uk⟩ = ∥uk∥n −
∫
Rn

g(x)f(uk)uk dx− ε⟨h, uk⟩ → 0 (2.49)

e

⟨I ′(vk), vk⟩ = ∥vk∥n −
∫
Rn

g(x)f(vk)vkdx− ε⟨h, vk⟩ → 0, (2.50)

Fazendo a diferença entre (2.49) e (2.50), e, por (2.44), (2.47) e (2.48). Conclúımos que

lim
k→∞

∥vk∥n = lim
k→∞

∥uk∥n = ∥u0∥n.

Portanto, vk → u0 em E. Consequentemente I(vk) → I(u0) = c0. Porém, isso contradiz

(2.44) e (2.45), pois, pela unicidade do limite, teŕıamos que cM = c0.

Consequentemente, (ii) é válido. Logo, desde que ρε → 0 quando ε→ 0, segue-se que

c0 → 0 quando ε→ 0. Assim, pela Observação 2.16, existe ε2 > 0 tal que, se 0 < ε < ε2,

max
t≥0

I(tup) < c0 +
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1

. (2.51)

Portanto,

α0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

<
αn

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)

e

α0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

∥vk∥n/(n−1)
1,n ≤ αn

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)
− δ (2.52)

para algum δ > 0 e para k suficientemente grande. De fato, por (2.51),

α0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

<
αn

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)
.

Assim, podemos escolher q > 1 suficientemente perto de 1 tal que

qα0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

<
αn

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)
.

Multiplicando ∥vk∥n/(n−1)
1,n em ambos os membros, podemos escolher δ > 0, de forma que

qα0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

∥vk∥n/(n−1)
1,n ≤ αn

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)
∥vk∥n/(n−1)

1,n − δ. (2.53)
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Observemos que por (2.45), temos que I(vk) → cM > 0, ou seja,

cM = lim
k→∞

[
1

n
∥vk∥n +

1

n

∫
Rn

a(x)|vk|n − 1

n

∫
Rn

b(x)|vk|n −
∫
Rn

g(x)F (vk) dx− ε

∫
Rn

⟨h, vk⟩dx
]

= lim
k→∞

[
1

n

∫
Rn

|∇vk|n dx+
1

n

∫
Rn

|vk|n dx+
1

n

∫
Rn

a(x)|vk|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|vk|n dx

]

− lim
k→∞

[∫
Rn

g(x)F (vk) dx− ε

∫
Rn

⟨h, vk⟩dx− 1

n

∫
Rn

|vk|n dx

]

= lim
k→∞

[
1

n
∥vk∥n1,n +

1

n

∫
Rn

a(x)|vk|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|vk|n dx

]

− lim
k→∞

[∫
Rn

g(x)F (vk) dx− ε

∫
Rn

⟨h, vk⟩dx− 1

n

∫
Rn

|vk|n dx

]
.

Logo,

cM = lim
k→∞

[
1

n
∥vk∥n1,n +

1

n

∫
Rn

a(x)|vk|n dx−
1

n

∫
Rn

b(x)|vk|n dx

]

− lim
k→∞

[∫
Rn

g(x)F (vk) dx− ε

∫
Rn

⟨h, vk⟩ dx−
1

n

∫
Rn

|vk|n dx

]
.

(2.54)

Como vk ⇀ u0 em E, pelo Lema 2.24, a menos de uma subsequência, temos que

g(x)F (vk) → g(x)F (u0) em L1(Rn). E mais: pela imersão compacta E ↪→ Lt(Rn) para

todo t ≥ n, vk → u0 em Lt(Rn) para todo t ≥ n. Assim, por (2.54), a menos de uma

subsequência, conclúımos que

cM =
1

n
lim
k→∞

∥vk∥n1,n +
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx−
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx

−
∫
Rn

[
g(x)F (u0) + ε⟨h, u0⟩+

1

n
|u0|n

]
dx,

(2.55)

o que implica,

1

n
lim
k→∞

∥vk∥n1,n = cM − 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx+
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx+G0(x),

em que,

G0(x) =

∫
Rn

[
g(x)F (u0) + ε⟨h, u0⟩+

1

n
|u0|n

]
dx.

Logo,

1

n
∥vk∥n1,n = cM − 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx+
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx+G0(x)+ok(1). (2.56)

Assim, substituindo (2.56) em (2.53), para k suficientemente grande, segue-se

qα0

(
nβ

β − 1

)n/(n−1)

∥vk∥n/(n−1)
1,n ≤ αn

L/n+ ok(1)

[n(cM − I(u0))]1/(n−1)
− δ, (2.57)
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em que,

L = cM − 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx+
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx+G0(x).

Agora, notemos que

L
(
1− ∥w0∥n1,n

)
= cM − cM∥w0∥n1,n − 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n +
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n +G0(x)

−
[
− 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n +
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n +G0(x)

]
∥w0∥n1,n.

(2.58)

Por (2.55), conclúımos que (2.58) fica da seguinte forma:

L
(
1− ∥w0∥n1,n

)
= cM − cM∥w0∥n1,n − 1

n
lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx+
1

n
lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx

+G0(x)−
[
1

n
lim
k→∞

∥vk∥n1,n − cM

]
∥w0∥n1,n.

(2.59)

Provaremos que

(a) G0(x) = −I(u0) +
1

n
∥u0∥n1,n +

1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n dx−
1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx;

(b)

∫
Rn

a(x)|u0|ndx ≤ lim
k→∞

∫
Rn

a(x)|vk|n dx;

(c) lim
k→∞

∫
Rn

b(x)|vk|n dx =

∫
Rn

b(x)|u0|n.

Com efeito,

(a) por (2.55), observamos que

G0(x) =

∫
Rn

g(x)F (u0) + ε

∫
Rn

⟨h, u0⟩dx+
1

n

∫
Rn

|u0|ndx− 1

n

∫
Rn

|∇u0|n dx− 1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n

+
1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx+
1

n

∫
Rn

|∇u0|n dx+
1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx

= −

[
1

n

∫
Rn

|∇u0|n +
1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n − 1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n −
∫
Rn

g(x)F (u0)− ε

∫
Rn

⟨h, u0⟩

]

+
1

n

∫
Rn

|u0|n dx+
1

n

∫
Rn

|∇u0|n dx+
1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx

= −I(u0) +
1

n
∥u0∥n1,n +

1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx;

(b) como (vk) é uma sequência em E limitada, pelo Lema de Fatou, a menos de

subsequência, segue-se o resultado;

(c) usando a desigualdade de Hölder e o Teorema da convergência dominada,∫
Rn

|b(x)|vk|n − b(x)|u0|n| dx =

∫
Rn

|b(x)|||vk|n − |u0|n| dx

≤
(∫

Rn

|b(x)|σ dx
)1/σ (∫

Rn

||vk|n − |u0|n|σ
′
dx

)1/σ′

.
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Como a imersão E ↪→ Ls(Rn) é compacta para todo s ≥ n, temos que, a menos de

subsequência, lim
k→∞

vk = u0 em Ls(Rn) para todo s ≥ n. Portanto,∫
Rn

||vk|n − |u0|n|σ
′
dx→ 0.

Isso conclui o item (c).

Voltando para (2.59), usando (a), (b) e (c), e a definição de w0 obtemos

L
(
1− ∥w0∥n1,n

)
≤ cM − cM∥w0∥n1,n − 1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n +
1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n − I(u0) +
1

n
∥u0∥n1,n

+
1

n

∫
Rn

a(x)|u0|n dx− 1

n

∫
Rn

b(x)|u0|n dx−
(
1

n
lim
k→∞

∥vk∥n1,n − cM

)
∥w0∥n1,n.

Ou seja,

L
(
1− ∥w0∥n1,n

)
≤ cM − cM∥w0∥n1,n − I(u0) +

1

n
∥u0∥n1,n − 1

n
∥w0∥n1,n lim

k→∞
∥vk∥n1,n − cM∥w0∥n1,n.

Dáı, pela definição de w0,

L
(
1− ∥w0∥n1,n

)
≤ cM − I(u0) +

1

n
∥w0∥n1,n lim

k→∞
∥vk∥n1,n −

1

n
∥w0∥n1,n lim

k→∞
∥vk∥n1,n

= cM − I(u0)

Dessa forma,
L

(cM − I(u0))
≤ 1

1− ∥w0∥n1,n
,

Logo, para k suficientemente grande, (2.57) implica (2.52).

Então tomando p = (q + ϵ)α0∥vk∥n1,n, segue-se de (2.52) e do Lema 2.4 que

(α0 + ϵ)

(
n(β − ϵ)

β − ϵ− 1

)n/(n−1)

∥vn∥n/(n−1)
1,n ≤ αn

(1− ∥w0∥n1,n)1/(n−1)
− δ

e ∫
Rn

Φαn,p(vk) dx ≤ C,

para ϵ, δ > 0 suficientemente pequenos. Logo, por (2.23), obtemos∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(vk)(vk − u0)dx

∣∣∣∣ ≤
∫
Rn

|g(x)f(vk)||vk − u0| dx

≤
∫
Rn

[
ϵΛ0A(x)|vk|n−1 + CΛ0A(x)|vk|qΦα(vk)

]
|vk − u0| dx.

Consequentemente,∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(vk)(vk − u0)

∣∣∣∣ ≤ ϵΛ0

∫
Rn

A(x)|vk|n−1|vk − u0|+ C

∫
Rn

A(x)|vk|qΦαn |vk − u0|. (2.60)
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Analisemos as integrais de (2.60) separadamente. Pela desigualdade de Hölder e pelo

Lema 2.5,∫
Rn

A(x)|vk|n−1|vk − u0| dx ≤
∫
Rn

A(x)(n−1)/n|vk|n−1A(x)1/n|vk − u0| dx

≤ ∥vk∥n−1
Ln
A(x)

(Rn)∥vk − u0∥Ln
A(x)

(Rn)

≤ C∥vk∥n−1∥vk − u0∥Ln
A(x)

(Rn).

Portanto, a imersão compacta E ↪→ Lt
A(x)(Rn) para todo t ≥ n, garante que∫

Rn

A(x)|vk|n−1|vk − u0| dx→ 0.

Agora, usando as desigualdades de Hölder e o Lema A.11,∫
Rn

A(x)|vk|qΦα0+ϵ (vk) |vk − u0| ≤
(∫

Rn

A(x)|vk|
qn
n−1

)n−1
n
(∫

Rn

A(x)[Φα0+ϵ (vk)]
n|vk − u0|n

) 1
n

≤ C∥vk∥q
(∫

Rn

A(x)Φα0+ϵ (nvk) |vk − u0|n
) 1

n

.

Como

(α0 + ϵ)

(
n(β − ϵ)

β − ϵ− 1

)n/(n−1)

∥vn∥n/(n−1)
1,n ≤ αn

(1− ∥w0∥n1,n)1/(n−1)
− δ

para algum δ > 0 e ϵ > 0 suficientemente pequeno, argumentando como no Lema 2.8 e

usando o Lema 2.23, obtemos, para s suficientemente grande, que∫
Rn

A(x)Φα0+ϵ (nvk) |vk − u0|n dx ≤ C1∥vk − u0∥nns

+ C2∥vk − u0∥
n
β

(∫
Rn

|vk − u0|(βn−n)(β−ϵ)/ϵ dx

) ϵ
β(β−ϵ)

.

Para ϵ > 0 suficientemente pequeno, deduzimos que (βn− n)(β − ϵ)/ϵ > n. Assim, pela

imersão compacta E ↪→ Lt(Rn) para todo t ≥ n e pelas desigualdades anteriores,∫
Rn

g(x)f(vk)(vk − u0) dx→ 0

e ∫
Rn

b(x)|vk|n−2vk(vk − u0) dx→ 0.

A partir dessas convergências, e, como ⟨I ′(vk), (vk − u0)⟩ → 0, podemos concluir que∫
Rn

|∇vk|n−2∇vk(∇vk −∇u0) dx+
∫
Rn

a(x)|vk|n−2vk(vk − u0) dx→ 0.

Além disso, como vk ⇀ u0 em E, segue-se que∫
Rn

|∇u0|n−2∇u0(∇vk −∇u0) dx→ 0 e

∫
Rn

a(x)|u0|n−2u0(vk − u0) dx→ 0.
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Usando a desigualdade do Lema A.2, conclúımos que∫
Rn

|∇vk −∇u0|n dx+

∫
Rn

a(x)|vk − u0|n dx

≤ C1

∫
Rn

(|∇vk|n−2∇vk − |∇u0|n−2∇u0)(∇vk −∇u0) dx

+ C2

∫
Rn

a(x)(|vk|n−2vk − |u0|n−2u0)(vk − u0) dx,

o que implica vk → u0 em E. Assim, I(vk) → I(u0) = c0, contradizendo (2.44)–(2.45).

Portanto, u0 ̸= uM .

2.7 Demonstração do Teorema 2.3

Pelos Lemas 2.11 e 2.12, I satisfaz as hipóteses do Teorema do passo da montanha sem a

condição de Palais-Smale. Assim, usando o Teorema A.14, existe uma sequência (vk) em

E satisfazendo

I(vk) → cM > 0 e ∥I ′(vk)∥∗ → 0,

em que cM é o ńıvel do passo da montanha, isto é,

cM = inf
γ∈Λ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde Λ = {γ : [0, 1] → E; γ é cont́ınua, γ(0) = 0 e γ(1) = e}. Agora, pelo Corolário 2.19,

a sequência (vk) converge fracamente para uma solução uM de (2.1).

Vamos mostrar que a solução uM não é a trivial. Assumimos, por contradição, que

uM ≡ 0. Pelo Lema 2.24,∫
Rn

g(x)F (vk) dx→ 0 quando k → +∞.

Isso, juntamente com (2.33), implica que

∥vk∥n → ncM quando k → +∞. (2.61)

Assim, dado ε > 0, ∥vk∥n ≤ ncM+ε, para k suficientemente grande. Usando a Observação

2.16,

cM <
1

n

(
β − 1

βn

)n(
αn

α0

)n−1

,

e escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, conclúımos que

(α0 + ε)

(
β − ε

β − ε− 1

)n/(n−1)

∥vk∥n/(n−1) < αn.
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Consequentemente, argumentando como na Proposição 2.8, para s suficientemente grande,∫
Rn

A(x)Φα0+ε (vk) |vk|n dx ≤ C1∥vk∥nns + C2∥vk∥n/β
(∫

Rn

|vk|(βn−n)(β−ε)/ε dx

)ε/β(β−ε)

.

Como∣∣∣∣∫
Rn

g(x)f(vk)vk dx

∣∣∣∣ ≤ εΛ0

∫
Rn

A(x)|vk|n dx+ Cε Λ0

∫
Rn

A(x)|vk|qΦα0+ε (vk) dx,

pela imersão compacta E ↪→ Lt(Rn) para todo t ≥ n e pelas desigualdades anteriores,∫
Rn

g(x)f(vk)vk dx→ 0 quando k → +∞.

Portanto, por (2.34) com φ = vk, conclúımos que ∥vk∥ → 0 quando k → +∞, isso

contradiz (2.61), pois cM > 0. Portanto, uM é uma solução não trivial do problema (2.1).

2.8 Algumas observações sobre a condição (a3).

Nesta seção, nosso objetivo é mostrar alguns fatos importantes sobre a condição (a3).

Mostraremos que lim
R→∞

|ΩL ∩ (Rn\BR)| = 0 é uma condição suficiente para que (a3) seja

válida.

Lema 2.26. Seja ωk um subconjunto aberto de Rn tal que

lim
k→∞

|ωk| = 0,

em que | · | é a medida de Lebesgue. Então para qualquer c > 0 e qualquer s ∈ [n,∞),

lim
k→∞

(
sup

∥u∥1,n≤c

∫
ωk

|u|s dx

)
= 0.

Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder,∫
ωk

|u|s dx ≤
(∫

ωk

|u|γ dx
)s/γ (∫

ωk

|1|γ/(γ−s) dx

)(γ−s)/γ

= ∥u∥sLγ(ωk)
|ωk|(γ−s)/γ

≤ ∥u∥sγ|ωk|(γ−s)/γ.

Agora, usando o Lema A.6,∫
ωk

|u|s dx ≤ C∥u∥(1−θ)s
n ∥∇u∥θsn |ωk|(γ−s)/γ com

1

γ
=

1− θ

n
.



Caṕıtulo 2. Sobre uma classe de equações de Schrödinger quase lineares com crescimento exponencial em Rn 78

Logo, ∫
ωk

|u|s dx ≤ C∥u∥ns/γn ∥∇u∥(γ−n)s/γ
n |ωk|(γ−s)/γ.

Isso implica que

sup
∥u∥1,n≤c

∫
ωk

|u|s dx ≤ C|ωk|(γ−s)/γ.

Portanto,

lim
k→∞

sup
∥u|n≤c

∫
ωk

|u|s dx ≤ C lim
k→∞

|ωk|(γ−s)/γ = 0.

Isto conclui o Lema.

Lema 2.27. Seja M > 0 tal que

lim
R→∞

|ΩM ∩ (Rn \BR)| = 0, (2.62)

onde o conjunto ΩM = {x ∈ Rn; a(x) < M} é limitado e | · | é a medida de Lebesgue.

Então, a condição (a3) é válida para todo s ∈ [n,∞).

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que lim
R→∞

νs(Rn \ BR) = L < ∞. Isto é,

existe uma sequência Rk → ∞ tal que para todo k ∈ N, existe Rk0 > 0 em que∣∣νs(Rn \BR)− L
∣∣ < 1

k
para todo Rk > Rk0 .

Como,

νs(Rn \BR) = inf
u∈W 1,n

0 (Rn\BR)\{0}

∫
Rn\BR

(|∇u|n + a(x)|u|n) dx em que ∥u∥n
Ln(Rn\BR)

= 1,

então existe uma sequência minimizante (uk) ⊂ W 1,p
0 (Rn \ BRk

), em que o ı́nfimo é

atingido. Assim,∫
Rn\BRk

(|∇uk|n + a(x)|uk|n) dx ≤ c e

∫
Rn\BRk

|uk|n dx = 1. (2.63)

Para todo M > 0 consideremos o conjunto ΩM,Rk
= ΩM ∩ (Rn \ BRk

). Por hipótese,

lim
Rk→∞

|ΩM,Rk
| = 0. Para um M fixado, segue-se que∫

(Rn\BRk
)\ΩM,Rk

a(x)|uk|n dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|n dx ≤ c.

Como a(x) ≥M em (Rn \BRk
)\ΩM,Rk

,

M

∫
(Rn\BRk

)\ΩM,Rk

|uk|n dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|n dx ≤ c.



Caṕıtulo 2. Sobre uma classe de equações de Schrödinger quase lineares com crescimento exponencial em Rn 79

Assim,

M

∫
(Rn\BRk

)\ΩM,Rk

|uk|n dx+M
∫
ΩM,Rk

|uk|n dx−M
∫
ΩM,Rk

|uk|n dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|n dx ≤ c.

O que implica,

M

∫
(Rn\BRk

)

|uk|n dx−M

∫
ΩM,Rk

|uk|n dx+
∫
ΩM,Rk

a(x)|uk|n dx ≤ c.

Por (2.63) e pelo Lema 2.26,

M ≤ c,

contradizendo o fato de M ser arbitrário. Assim, lim
R→∞

νn(Rn \ BR) = ∞. A Proposição

2.6 nos diz que

νt(Rn \BR) ≥ (νn(Rn \BR))
θ1 para todo t ∈ [n,∞).

Logo, como lim
R→∞

νn(Rn \ BR) = ∞, segue-se que lim
R→∞

νt(Rn \ BR) = ∞ para todo

t ∈ [n,∞).



Caṕıtulo 3

Sobre um sistema de equações de

Schrödinger quase lineares em Rn

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos estudar a existência de soluções não triviais para uma classe

de sistemas eĺıpticos não lineares, envolvendo o operador p-Laplaciano, com 1 < p < n e

n ≥ 2,

−∆pui + ai(x)|ui|p−2ui = bi(x)|ui|p−2ui + fi(x, U), x ∈ Rn e i ∈ {1, . . . ,m}. (3.1)

As funções ai, bi : Rn → [0,∞) são mensuráveis e as funções fi : Rn × Rm → R

são cont́ınuas com fi(x, 0, . . . , 0) = 0. Consideraremos a situação variacional em que

(f1, . . . , fm) = ∇F para alguma função F : Rn × Rm → R de classe C1. Denotamos

por ∇F o gradiente de F nas variáveis U = (u1, . . . , um) ∈ Rm. Além disso, sobre Rm

usaremos a norma euclideana, isto é,

|U | =

√√√√ m∑
i=1

|ui|2.

Consideremos o subespaço E = E1 × · · · × Em de W 1,p(Rn,Rm), com

Ei =

{
u ∈ W 1,p(Rn);

∫
Rn

ai(x)|u|p dx <∞
}

para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Os espaços Ei são como os espaços estudados no Caṕıtulo 1, denotaremos a norma de

cada espaço Ei por ∥ · ∥Ei
. Como consequência das Proposições 1.7 e 1.8, o espaço E

80



Caṕıtulo 3. Sobre um sistema de equações de Schrödinger quase lineares em Rn 81

munido com a norma

∥U∥ =

(
m∑
i=1

∥ui∥pEi

)1/p

é um espaço de Banach reflexivo.

Dizemos que U = (u1, . . . , um) ∈ E é uma solução fraca do problema (3.1), se para

todo V = (v1, . . . , vm) ∈ E,∫
Rn

(|∇ui|p−2∇ui∇vi + ai(x)|ui|p−2uivi) dx−
∫
Rn

bi(x)|ui|p−2uivi dx

−
∫
Rn

f(x, ui)vi dx− ε⟨hi, vi⟩ = 0 para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Para futuras referências consideraremos as seguintes condições:

(K1) As funções ai : Rn → [0,+∞) são mensuráveis e

λ1 := inf
U∈E\{0}

∥U∥p

∥U∥pp
> 0.

Definimos, para qualquer subconjunto aberto Ω de Rn e para s ∈ [p, p∗), νs(Ω) por

νs(Ω) =


inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

∑m
i=1

∫
Ω
(|∇ui|p + ai(x)|ui|p) dx

∥U∥pLs(Ω)

se Ω ̸= ∅,

∞ se Ω = ∅.

Inspirados pelo trabalho de Sirakov [49], consideramos a seguinte condição de

compacidade:

(K2) Existe s ∈ [p, p∗) tal que lim
R→∞

νs(Rn\BR) = ∞, em que BR é a bola em Rn de raio

R centrada na origem.

(K3) Existem uma função A ∈ L∞
loc(Rn), com A(x) ≥ 1, e constantes β > 1, C0 > 0, R0 >

0 tais que

A(x) ≤ C0

(
1 +

(
min

1≤i≤m
{ai(x)}

)1/β
)

para todo |x| ≥ R0.

(K4) As funções bi : Rn → [0,+∞) são mensuráveis e
m∑
i=1

∥bi∥σ < Sp
t0 para algum σ > 1

onde t0 := σp/(σ − 1) < p# + 1 e

p# := (p∗ − 1)− p2

β(n− p)

e St0 é a melhor constante para a imersão de Sobolev E ↪→ Lt0(Rn), isto é,

St0 := inf
U∈E\{0}

∥U∥
∥U∥t0

.
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(K5) A função F é de classe C1 e

lim
|U |→0

|∇F (x, U)|
A(x)|U |p−1

= 0 uniformemente em x ∈ Rn.

A funções fi não são necessariamente limitadas em x, porém têm seus crescimentos

subcŕıticos controlados por A(x), mais precisamente,

(K6) existe q ∈ [p− 1, p#) tal que

|∇F (x, U)| ≤ C0A(x) (1 + |U |q) para todo (x, U) ∈ Rn × Rm.

(K7) existe µ > p tal que

0 < µ|F (x, U)| ≤ U · ∇F (x, U) para todo (x, U) ∈ Rn × Rm \ {0}.

Agora, enunciaremos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1. Suponhamos que as condições (K1) - (K7) sejam satisfeitas, então o

problema (3.1) tem uma solução não trivial. Além disso, se F (x, U) for par em U , então

(3.1) tem infinitas soluções.

Observação 3.2. O argumento utilizado para provar que a condição (H2) e (1.3) são

equivalentes não funciona para o caso de sistemas. Por isso, não foi posśıvel estender o

Teorema 1.2 neste caṕıtulo.

3.2 Resultados Preliminares

Esta seção será dedicada a mostrar algumas propriedades que envolvem o espaço E

e os resultados de compacidade fundamentais para se encontrar as soluções do problema

(3.1). Começaremos por um resultado, o qual utilizaremos bastante, sobre a imersão

cont́ınua de E em W 1,p(Rn,Rm).

Proposição 3.3. Se a condição (K1) for válida, então E estará imerso continuamente

em W 1,p(Rn,Rm).

Demonstração. Por (K1),

0 < λ1 ≤
∥U∥p

∥U |pp
.
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Assim,

∥U∥pp ≤
1

λ1
∥U∥p. (3.2)

Isso implica que

∥U∥p1,p = ∥∇U∥pp + ∥U∥pp ≤ ∥∇U∥pp +
1

λ1
∥U∥p.

Portanto,

∥U∥p1,p ≤
(

1

λ1
+ 1

)
∥U∥p.

O que conclui a Proposição.

Definimos o espaço

Lt
A(x)(Rn,Rm) =

{
U : Rn → Rm mensurável;

∫
Rn

A(x)|U |t dx <∞
}
,

munido com a norma ∥U∥Lt
A(x)

(Rn,Rm) =

(∫
Rn

A(x)|U |t dx
)1/t

.

Proposição 3.4. Se as condições (K1) - (K3) forem válidas, então a imersão E ↪→

Lt+1
A(x)(R

n,Rm) será cont́ınua para p− 1 ≤ t ≤ p#.

Demonstração. Sejam A = {x ∈ Rn; |x| > R0} e B = {x ∈ Rn; |x| ≤ R0}. Assim,∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx =

∫
A

A(x)|U |t+1 dx+

∫
B

A(x)|U |t+1 dx

Usando a condição (K3), obtemos∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx ≤ c0

∫
A

[
1 +

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β
]
|U |t+1 dx+ ∥A∥L∞(B)

∫
B

|U |t+1 dx

= c0

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 + c0

∫
A

|U |t+1 dx+ ∥A∥L∞(B)

∫
B

|U |t+1 dx

≤ c0

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx+ (c0 + ∥A∥L∞(B))

∫
Rn

|U |t+1 dx

Assim, ∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx ≤ c0

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx+ C1∥U∥t+1
t+1. (3.3)

Agora, precisamos mostrar que existe C > 0 tal que

∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx ≤ C∥U∥t+1. Para

isso, analisaremos os termos de (3.3) separadamente.
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Para estimar o termo

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx, usamos que as normas em Rm são

equivalentes. Assim,∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx ≤ C

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β
(

m∑
i=1

|ui|

)t+1

dx

≤ C

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β m∑
i=1

|ui|t+1 dx

≤ C
m∑
i=1

∫
A

(ai(x))
1/β|ui|t+1 dx.

Pela desigualdade de Hölder,∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx = C

m∑
i=1

∫
A

(ai(x)|ui|p)1/β |ui|t+1−p/β dx

≤ C
m∑
i=1

(∫
A

ai(x)|ui|p dx
) 1

β
(∫

A

(
|ui|t+1− p

β

) β
β−1

dx

)β−1
β

.

Portanto, ∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx ≤ C
m∑
i=1

∥ui∥p/βEi
∥ui∥((t+1)β−p)/β

((t+1)β−p)/(β−1). (3.4)

Como p − 1 ≤ t ≤ p#, deduzimos que p ≤ ((t+ 1)β − p)/(β − 1) ≤ p∗.

Usando as imersões cont́ınuas Ei ↪→ W 1,p(Rn) para todo 1 ≤ i ≤ m, e W 1,p(Rn) ↪→

L((t+1)β−p)/(β−1)(Rn) para todo p− 1 ≤ t ≤ p#, conclúımos que existe C2 > 0 tal que

∥ui∥((t+1)β−p)/β
((t+1)β−p)/(β−1) ≤ C2∥ui∥((t+1)β−p)/β

Ei
. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), resulta∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx ≤ C

m∑
i=1

∥ui∥t+1
Ei
.

Usando novamente que as normas em Rm são equivalentes, existem constantes C3 e C4

tais que

∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx ≤ C3

(
m∑
i=1

∥ui∥Ei

)t+1

≤ C4

(
m∑
i=1

∥ui∥pEi

)(t+1)/p

.

Assim, ∫
A

(
min

1≤i≤m
ai(x)

)1/β

|U |t+1 dx ≤ C∥U∥t+1.
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Substituindo em (3.3), conclúımos que∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx ≤ C∥U∥t+1 + C1∥U∥t+1
t+1. (3.6)

Já para estimar o termo ∥U∥t+1
t+1, usamos as imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,p(Rn,Rm) e

W 1,p(Rn,Rm) ↪→ Lt+1(Rn,Rm) para todo t+ 1 ∈ [p, p∗], ou seja, existe C > 0 tal que

∥U∥t+1
t+1 ≤ C∥U∥t+1. (3.7)

Agora, substituindo (3.7) em (3.6), segue-se que∫
Rn

A(x)|U |t+1 dx ≤ C∥U∥t+1. (3.8)

Isso conclui a Proposição.

O próximo Lema garante que a condição (K2) seja válida para todo s ∈ [p, p∗).

Lema 3.5. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Se p ≤ s < t < p∗, então

νt(Ω) ≥ C(p, t, n, λ1) (νs(Ω))α1 , (3.9)

onde α1 é um número fixo em (0, 1). Se p < t < s < p∗, então

νt(Ω) ≥ C(p, t, n, λ1) (νs(Ω))α2 , (3.10)

em que α2 é um número fixo em (0, 1). Consequentemente, lim
R→∞

νs(Rn \BR) = ∞ implica

que lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞ nos casos em que p ≤ s ≤ t e p < t ≤ s.

Demonstração. Faremos como foi feito na Proposição 1.10. Primeiro, usamos a

desigualdade de Hölder. Isto é, para cada i ∈ {1, · · · ,m}, vale

∥ui∥t ≤ ∥ui∥θs∥ui∥1−θ
p∗ , com θ ∈ (0, 1).

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg (Teorema A.5) para p ≤ s < t < p∗

e para cada i ∈ {1, · · · ,m}, segue-se que

∥ui∥t ≤ C(p, t, n)∥ui∥θs∥∇ui∥1−θ
p , com θ ∈ (0, 1),

Logo,

∥ui∥pt ≤
[
C(p, t, n)∥ui∥θs∥∇ui∥1−θ

p

]p
≤ C(p, t, n)∥ui∥θps ∥∇ui∥(1−θ)p

p .
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Usando, para cada i ∈ {1, · · · ,m}, que ∥∇ui∥p ≤ ∥ui∥1,p, e pela Proposição 1.6

∥ui∥1,p ≤ C∥ui∥Ei
, conclúımos que

∥ui∥pt ≤ C(p, t, n)∥ui∥θps ∥ui∥(1−θ)p
Ei

para cada i ∈ {1, · · · ,m}. (3.11)

Notemos que,

∥ui∥θps ≤ ∥U∥θps e ∥ui∥(1−θ)p
Ei

≤ ∥U∥(1−θ)p para cada i ∈ {1, · · · ,m}.

Logo,

m∑
i=1

∥ui∥θps ≤ m∥U∥θps e
m∑
i=1

∥ui∥(1−θ)p
Ei

≤ m∥U∥(1−θ)p. (3.12)

Além disso, sendo as normas em Rn equivalentes, existem C1 e C2 tais que,

m∑
i=1

∥ui∥pt ≥ C1

(
m∑
i=1

∥ui∥t

)p

≥ C2

(
m∑
i=1

∥ui∥tt

)p/t

= C2∥U∥pt . (3.13)

Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11),

∥U∥pt ≤ C(p, t, n)∥U∥θps ∥U∥(1−θ)p.

Quando U for não nulo, usaremos essa desigualdade da seguinte forma:

1

∥U∥pt
≥ 1

C(p, t, n)∥U∥θps ∥U∥(1−θ)p
. (3.14)

Pela definição de νt(Ω) e (3.14),

νt(Ω) = inf
U∈W 1,p

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥p

∥U∥pt

≥ inf
U∈W 1,p

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥p

C(p, t, n)∥U∥θps ∥U∥(1−θ)p

≥ 1

C(p, t, n)
inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥p

∥U∥θps ∥U∥(1−θ)p

=
1

C(p, t, n)
inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥θp

∥U∥θps

=
1

C(p, t, n)
inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

[
∥U∥p

∥U∥ps

]θ
=

1

C(p, t, n)
(νs(Ω))θ .

Isso conclui a desigualdade (3.9).
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A desigualdade (3.10) decorre usando novamente a desigualdade de Hölder, isto é,

para cada i ∈ {1, · · · ,m},

∥ui∥t ≤ ∥ui∥θp∥ui∥1−θ
s , com θ ∈ (0, 1).

Pela Proposição 1.6, e como W 1,p(Rn) está imerso continuamente em Lp(Rn), existe

uma constante C > 0 tal que

∥ui∥pt ≤ C∥ui∥θp∥ui∥(1−θ)p
s , para cada i ∈ {1, · · · ,m}, com θ ∈ (0, 1).

De forma análoga à (3.12) e (3.13), dado o vetor U não nulo,

1

∥U∥pt
≥ 1

C∥U∥θp∥U∥(1−θ)p
s

. (3.15)

Pela definição de νt(Ω) e por (3.15),

νt(Ω) = inf
U∈W 1,p

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥p

∥U∥pt

≥ inf
U∈W 1,p

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥p

C∥U∥θp∥U∥(1−θ)p
s

=
1

C
inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥(1−θ)p

∥U∥(1−θ)p
s

=
1

C
inf

U∈W 1,p
0 (Ω,Rm)\{0}

[
∥U∥p

∥U∥ps

]1−θ

=
1

C
(νs(Ω))1−θ .

Isso conclui a desigualdade (3.10).

Por fim, (3.9) e (3.10) implicam que νt(Rn\BR) ≥ C(νs(Rn\BR))
θ para p ≤ s ≤ t e

p < t ≤ s. E, como lim
R→∞

νs(Rn\BR) = ∞, para toda bola BR ⊂ Rn de raio R centrada na

origem, segue-se que lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞ nos casos em que p ≤ s ≤ t e p < t ≤ s.

Proposição 3.6. Se as condições (K1) - (K3) forem válidas, então E estará imerso

compactamente em Lt+1(Rn,Rm) e em Lt+1
A(x)(R

n,Rm) para p− 1 ≤ t < p#.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que E está imerso compactamente em

Lt+1(Rn,Rm). Consideremos que (Uk) seja uma sequência limitada em E. Como E é

um espaço reflexivo, podemos assumir sem perda de generalidade, que (Uk) converge

fracamente para 0 em E.
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Consideremos φ ∈ C∞(Rn, [0, 1]) definida por

φ =

 0 em BR;

1 em Rn\BR+1;

tal que |∇φ(x)| ≤ 1, para todo x ∈ Rn. Por conseguinte,

∥Uk∥t+1 = ∥(1− φ)Uk + φUk∥t+1

≤ ∥(1− φ)Uk∥t+1 + ∥φUk∥t+1.

Logo,

∥Uk∥t+1 ≤ ∥(1− φ)Uk∥Lt+1(BR+1,Rm) + ∥φUk∥Lt+1(Rn\BR,Rm). (3.16)

Como a imersão de E emW 1,p(Rn,Rm) é cont́ınua, e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov

(Teorema A.4), a imersãoW 1,p(BR,Rm) ↪→ Lt+1(BR,Rm) é compacta para p−1 ≤ t ≤ p#.

Assim, Uk → U em Lt+1(BR,Rm). Portanto,

∥(1− φ)Uk∥Lt+1(BR+1,Rm) → 0.

Agora, vejamos, que o segundo termo de (3.16) também converge para 0.

De fato, notemos que

∥φUk∥p =
m∑
i=1

∥φu(k)i ∥pEi
. (3.17)

De maneira análoga à Proposição 1.11, para cada i ∈ {1, · · · ,m},

∥φuki ∥
p
Ei

=

∫
Rn

|∇(φu
(k)
i )|p + a(x)|φu(k)i |p dx

≤
∫
Rn

|(∇φ)u(k)i |p + |φ(∇u(k)i )|p + a(x)|φu(k)i |p dx

≤
∫
Rn

|u(k)i |p dx+
∫
Rn

|∇u(k)i |p + a(x)|u(k)i |p dx

≤ ∥u(k)i ∥p1,p + ∥u(k)i ∥pEi
.

Pela Proposição 1.6, existe C > 0 tal que

∥φu(k)i ∥pEi
≤ C∥u(k)i ∥pEi

.

Assim, podemos escrever (3.17) da seguinte forma:

∥φUk∥p ≤ C
m∑
i=1

∥u(k)i ∥pEi
.
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Consequentemente,

∥φUk∥p ≤ C∥Uk∥p.

Como (Uk) é uma sequência limitada em E, então a sequência (φUk) também o é.

Desse fato, juntamente com a definição de νt+1(Rn\BR) e a condição (K2), conclúımos

que

∥φUk∥Lt+1(Rn\BR,Rm) ≤
∥φUk∥p

νt+1(Rn\BR)
→ 0.

Isso nos diz, que o segundo termo de (3.16) converge para 0. Portanto, Uk → 0 em

Lt+1(Rn,Rm). Ou seja, a imersão E ↪→ Lt+1(Rn,Rm) é compacta para p− 1 ≤ t < p#.

Agora, mostraremos que E está imerso compactamente em Lt+1
A(x)(R

n,Rm). Por (3.3)

e (3.4),∫
Rn

A(x)|Uk|t+1 dx ≤ C

m∑
i=1

∥uki ∥
p/β
Ei

∥uki ∥
(β(t+1)−p)/β
(β(t+1)−p)/(β−1) + (c0 + ∥A∥∞)∥Uk∥t+1

t+1

Na primeira parte da demonstração, provamos que a imersão E ↪→ Lt+1(Rn,Rm) é

compacta para todo p − 1 ≤ t+ 1 < p#. Assim, (Uk) converge para zero nos espaços

Lt+1(Rn,Rm) e L(β(t+1)−p)/(β−1)(Rn,Rm). Por conseguinte, cada coordenada u
(k)
i de Uk

forma uma sequência que converge para zero em L(β(t+1)−p)/(β−1)(Rn). Além disso, cada

sequência (uki ) é limitada em Ei, pois (Uk) é limitada em E. Com isso, conclúımos que

(Uk) converge para zero em Lt+1
A(x)(R

n,Rm). Portanto, a imersão E ↪→ Lt+1
A(x)(R

n,Rm) é

compacta para todo p− 1 ≤ t < p#.

3.3 Formulação Variacional

Estamos interessados em encontrar soluções fracas para o sistema (3.1), isto é,

encontrar funções U ∈ E que, para todo V ∈ E, satisfazem∫
Rn

(|∇ui|p−2∇ui∇vi + ai(x)|ui|p−2uivi)−
∫
Rn

bi(x)|ui|p−2uivi dx−
∫
Rn

f(x, ui)vi dx = 0.

Associamos ao problema (3.1) o funcional I : E → R definido por

I(U) :=
1

p
∥U∥p − 1

p

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|p dx−
∫
Rn

F (x, U) dx. (3.18)

Visto que ∥ · ∥ é uma norma em E, e o Lema 1.12 garante que
m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|p dx <∞.

O próximo Lema completa a justificativa do funcional I estar bem definido.
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Lema 3.7. Se as condições (K4) − (K7) forem satisfeitas, então

∫
Rn

|F (x, U)| dx < ∞.

Além disso, para todo ϵ > 0, existe C > 0 tal que∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ ϵ∥U∥p dx+ Cϵ∥U∥q+1. (3.19)

Demonstração. Afirmamos que, por (K5) e (K6), dados ϵ > 0 e q ∈ [p − 1, p#], existe

Cϵ > 0 tal que

|F (x, U)| ≤ ϵA(x)|U |p + CA(x)|U |q+1 para todo U ∈ R e x ∈ Rn. (3.20)

De fato, pela condição (K5), dado ϵ > 0, existe δ(ϵ) > 0 tal que

|∇F (x, U)| ≤ ϵA(x)|U |p−1 sempre que |U | < δ e x ∈ Rn. (3.21)

Por outro lado, a condição (K6) garante que existe q ∈ [p− 1, p#] tal que

|∇F (x, U)| ≤ C0A(x) (1 + |U |q) para todo (x, U) ∈ Rn × Rm.

Logo,

|∇F (x, U)| ≤ C0A(x)|U |q
(

1

|U |q
+ 1

)
para todo (x, U) ∈ Rn × Rm \ {0}.

Assim, para todo |U | ≥ δ e todo x ∈ Rn, vale

|∇F (x, U)| ≤ C0A(x)|U |q
(

1

δq
+ 1

)
,

ou seja, para todo |U | ≥ δ e todo x ∈ Rn,

|∇F (x, U)| ≤ CA(x)|U |q. (3.22)

Por (3.21) e (3.22),

|∇F (x, U)| ≤ ϵA(x)|U |p−1 + CϵA(x)|U |q para todo (x, U) ∈ Rn × Rm. (3.23)

Como

|F (x, U)| ≤ 1

µ
|U ||∇F (x, U)| para todo (x, U) ∈ Rn × Rm,

então,

|F (x, U)| ≤ ϵA(x)|U |p + CϵA(x)|U |q+1 para todo (x, U) ∈ Rn × Rm.

Isso conclui a Afirmação.
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Logo, para todo (x, U) ∈ Rn × Rm,∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ ϵ

∫
Rn

A(x)|U |p dx+ C

∫
Rn

A(x)|U |q+1 dx.

Por (3.8), ∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ ϵ∥U∥p + C∥U∥q+1.

Consequentemente, ∫
Rn

|F (x, u)| dx <∞, para todo u ∈ E.

Isso conclui o Lema.

Por argumentos padrão, é posśıvel mostrar que I é de classe C1 sobre E com

⟨I ′(U), V ⟩ =
m∑
i=1

∫
Rn

(|∇ui|p−2∇ui∇vi + ai(x)|ui|p−2uivi) dx

−
m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|p−2uivi dx−
∫
Rn

∇F (x, U) · V dx

para todo V ∈ E. Portanto, os pontos cŕıticos do funcional I são soluções fracas do

problema (3.1).

A geometria do Teorema do passo da montanha para o funcional I será estabelecida

pelos próximos dois lemas.

Lema 3.8. Se as condições (K1) e (K3)− (K6) forem satisfeitas, então existirão δ, ρ > 0

tais que

I(U) ≥ δ se ∥U∥ = ρ.

Demonstração. De maneira análoga ao Lema 3.7, por (K5) e (K6), dados ϵ > 0 e δ > 0

de forma que p− 1 < q + δ < p#, existe C > 0 tal que

|F (x, U)| ≤ ϵA(x)|U |p + CA(x)|U |q+1+δ para todo U ∈ Rm e x ∈ Rn.

Como

I(U) =
1

p
∥U∥p − 1

p

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|p dx−
∫
Rn

F (x, U) dx.

Então,

I(U) ≥ 1

p
∥U∥p − 1

p

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|p dx− ϵ∥U∥p − C∥U∥q+1+δ.
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Pela desigualdade de Hölder,

I(U) ≥ 1

p
∥U∥p − 1

p

m∑
i=1

∥bi∥σ∥ui∥pσ′p − ϵ∥U∥p − C∥U∥q+1+δ.

Como ∥ui∥pσ′p ≤ ∥U∥pσ′p para cada i ∈ {1, · · · ,m}, então

I(U) ≥ 1

p
∥U∥p −

∥U∥pσ′p

p

m∑
i=1

∥bi∥σ − ϵ∥U∥p − C∥U∥q+1+δ.

Por (K4),

I(U) ≥ 1

p
∥U∥p −

∥U∥pS−p
t0

p

m∑
i=1

∥bi∥σ − ϵ∥U∥p − C∥U∥q+1+δ

= ∥U∥p
(
1

p
−
S−p
t0

p

m∑
i=1

∥bi∥σ − ϵ− C∥U∥q−p+1+δ

)
Assim, existe ρ > 0 tal que I(U) > 0 sempre que ∥U∥ = ρ. De fato, para ϵ > 0

suficientemente pequeno e, como 1 − S−p
t0

m∑
i=1

∥bi∥σ > 0, podemos escolher ρ > 0 tal

que (
1

p
−
S−p
t0

p

m∑
i=1

∥bi∥σ − ϵ

)
− Cρq−p+1+δ > 0.

Portanto, para ϵ suficientemente pequeno, existe ρ > 0 tal que I(U) > 0 se ∥U∥ = ρ.

Lema 3.9. Se as condições (K1) e (K3) − (K7) forem satisfeitas, então existirá e ∈ E

com ∥e∥ > ρ tal que

I(e) < inf
∥U∥=ρ

I(U).

Demonstração. Seja φ ∈ C∞
0 (Rn)\{0} com suporte compacto, K = supp(φ) e φ ≥ 0.

Suponhamos que |U | > 0. Fazendo uma mudança de coordenadas para coordenadas

esféricas, obtemos

U = (ρ, ϕ1, . . . , ϕm−1),

em que ρ ≥ 1, −π ≤ ϕ1 ≤ π, 0 ≤ ϕi ≤ π para i ∈ {2, . . . ,m− 1} e

u1 = ρ sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕm−1),

u2 = ρ cos(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕm−1),

u3 = ρ cos(ϕ2) · · · sin(ϕm−1),

...

um = ρ cos(ϕm−1).
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Notemos que

U · ∇F (x, U) = ρ
∂F

∂ρ
(x, U).

Por (K7),

µF (x, U) ≤ ρ
∂F

∂ρ
(x, U) para todo (x, U) ∈ Rn × Rm \ {0},

ou equivalentemente,

dρ

ρ
≤ 1

µ

∂F (x, U)

F (x, U)
para todo (x, U) ∈ Rn × Rm \ {0}.

Fixado s0 > 0 próximo de 0 e tal que s > s0.∫ s

s0

dρ

ρ
≤ 1

µ

∫ F (x,V )

F (x,V0)

∂F (x, U)

F (x, U)
para todo s > s0, x ∈ Rn e V ∈ Rm.

Logo,

ln

(
s

s0

)µ

≤ ln

(
F (x, V )

F (x, V0)

)
para todo s > s0, x ∈ Rn e V ∈ Rm,

Dessa forma,

F (x, V ) ≥ F (x, V0)

sµ0
sµ para todo s > s0, x ∈ Rn e V ∈ Rm.

Assim, ficamos com o seguinte fato.

F (x, V ) ≥
(
min
x∈K

F (x, V0)

|V0|µ

)
|V |µ para todo s > s0, x ∈ Rn e V ∈ Rm,

e, portanto, F (x, U) ≥ C|U |µ para todo (x, U) ∈ Rn × Rm \ {0}. Concluindo, assim, a

afirmação.

Assim,

I(tφ) =
tp

p
∥φ∥p − tp

p

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|φi|p dx−
∫
Rn

F (x, tφ) dx.

≤ tp

p
∥φ∥p − tp

p

m∑
i=1

∫
K

bi(x)|φi|p dx−
∫
K

F (x, tφ) dx.

≤ tp

p
∥φ∥p − tp

p
C1 − Ctµ

∫
K

|φ|µ dx

=

(
1

p
∥φ∥p − C1

)
tp − Ctµ

∫
K

|φ|µ dx,

para todo t > 0, isso implica que I(tφ) → −∞ quando t→ ∞. Considerando e = tφ com

t suficientemente grande, conclúımos a demonstração.
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3.4 Condição de Palais-Smale

Definição 3.10. Seja E um espaço de Banach real. Dizemos que o funcional I : E → R

satisfaz a condição de Palais-Smale se toda sequência (Uk) em E tal que |I(Uk)| ≤ C e

|I ′(Uk)| → 0 em E∗, possui uma subsequência que converge fortemente em E.

Os próximos resultados mostram que I satisfaz a condição de Palais-Smale.

Lema 3.11. Suponhamos que as condições (K1) e (K3)− (K7) sejam válidas. Dada uma

sequência (Uk) em E tal que

|I(Uk)| ≤ C e I ′(Uk) → 0 em E∗, (3.24)

então a sequência (Uk) é limitada em E.

Demonstração. Consideremos uma sequência (Uk) em E satisfazendo (3.24).

Notemos que

I(Uk)−
1

µ
I ′(Uk)Uk =

(
1

p
− 1

µ

)
∥Uk∥p +

(
1

µ
− 1

p

) m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|u(k)i |p dx+ J1,k, (3.25)

onde

J1,k =

∫
Rn

∇F (x, Uk) · Uk − µF (x, Uk)

µ
dx.

A condição (K7) nos diz que existe µ > p tal que 0 < µF (x, U) ≤ ∇F (x, U) ·U para todo

(x, U) ∈ Rn × Rm \ {0}. Assim, ∇F (x, U) · U − µF (x, U) ≥ 0. Portanto,

J1,k =

∫
Rn

∇F (x, Uk) · Uk − µF (x, Uk)

µ
dx ≥ 0.

Consequentemente, em (3.25),

I(Uk)−
1

µ
I ′(Uk)Uk ≥

(
1

p
− 1

µ

)
∥Uk∥p +

(
1

µ
− 1

p

) m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|u(k)i |p dx.

Usando a desigualdade de Hölder, a imersão cont́ınua Lpσ(Rn,Rm) ↪→ E, visto que

σp < (p# + 1)(σ − 1), e pela condição (K4), conclúımos

I(Uk)−
1

µ
I ′(Uk)Uk ≥

(
1

p
− 1

µ

)
∥Uk∥p −

(
1

p
− 1

µ

)
S−p
t0 ∥Uk∥p

m∑
i=1

∥bi∥σ

=

(
1

p
− 1

µ

)[
1− S−p

t0

m∑
i=1

∥bi∥σ

]
∥Uk∥p.
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Pelas condições (K4) e (K6),

1− S−p
t0

m∑
i=1

∥bi∥σ ≥ 0 e

(
1

p
− 1

µ

)
> 0.

Assim,

I(Uk)−
1

µ
I ′(Uk)Uk ≥ C∥Uk∥p.

Logo,

C∥Uk∥p ≤ I(Uk)−
1

µ
I ′(Uk)Uk

≤
∣∣∣∣I(Uk)−

1

µ
I ′(Uk)Uk

∣∣∣∣
≤ |I(Uk)|+

1

µ
|I ′(Uk)uk|

≤ |I(Uk)|+
1

µ
∥I ′(Uk)∥E∗∥Uk∥.

Como a sequência (Uk) satisfaz (3.24), então |I(Uk)| ≤ C1 e ∥I ′(Uk)∥E∗ ≤ C2. Dessa

maneira,

C∥Uk∥p ≤ C1 + C2∥Uk∥.

Por consequência, a sequência (Uk) é limitada em E.

Agora, vamos mostrar que a sequência (Uk) dada no Lema 3.11 satisfaz a condição de

Palais-Smale.

Lema 3.12. Seja uma sequência (Uk) ⊂ E satisfazendo as hipóteses do Lema 3.11. Então

o funcional I : E → R satisfaz a condição de Palais-Smale.

Demonstração. Como E é um espaço reflexivo e pelo Lema 3.11 a sequência (Uk) é

limitada em E. Então podemos extrair uma subsequência (Ukj) de (Uk) tal que Ukj ⇀ U

em E. Vamos mostrar que, a menos de subsequência, (Ukj) converge fortemente em E.

Afirmação 1:
m∑
i=1

∫
Rn

|∇ui|p−2∇ui
(
∇u(kj)i −∇u

)
dx→ 0

e
m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)|ui|p−2ui

(
u
(kj)
i − ui

)
dx→ 0.

De fato, sejam os funcionais f̃ , f̂ : E → R definidos por

f̃(φ) =
m∑
i=1

∫
Rn

|∇ui|p−2∇ui∇φi dx e f̂(φ) =
m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)|ui|p−2uiφi dx,
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em que φ = (φ1, · · · , φm) ∈ E. Como Ukj ⇀ U em E, então f̃(Ukj) → f̃(U) e

f̂(Ukj) → f̂(U). Assim,

m∑
i=1

∫
Rn

|∇ui|p−2∇ui
(
∇u(kj)i −∇u

)
dx→ 0

e
m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)|ui|p−2ui

(
u
(kj)
i − ui

)
dx→ 0.

Afirmação 2:

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|uki|p−2uki

(
u
(kj)
i − ui

)
dx

∣∣∣∣∣→ 0.

De fato, pela desigualdade de Hölder∣∣∣∣∫
Rn

bi(x)|uki|p−2uki

(
u
(kj)
i − ui

)∣∣∣∣ ≤∫
Rn

|bi(x)|
p−1
p

∣∣∣u(kj)i

∣∣∣p−1

|bi(x)|
1
p

∣∣∣u(kj)i − ui

∣∣∣ dx
≤
(∫

Rn

|bi(x)|
∣∣∣u(kj)i

∣∣∣p) p−1
p
(∫

Rn

|bi(x)|
∣∣∣u(kj)i − ui

∣∣∣p) 1
p

≤∥bi∥(p−1)/p
σ

∥∥∥u(kj)i

∥∥∥(p−1)/p

pσ′
∥bi∥1/pσ

∥∥∥u(kj)i − ui

∥∥∥1/p
pσ′

=∥bi∥σ
∥∥∥u(kj)i

∥∥∥(p−1)/p

pσ′

∥∥∥u(kj)i − ui

∥∥∥1/p
pσ′

.

Como,
∥∥∥u(kj)i

∥∥∥(p−1)/p

pσ′
≤
∥∥Ukj

∥∥(p−1)/p

pσ′ e
∥∥∥u(kj)i − ui

∥∥∥1/p
pσ′

≤
∥∥Ukj − U

∥∥1/p
pσ′ , segue-se que∣∣∣∣∣

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|uki|p−2uki

(
u
(kj)
i − ui

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥Ukj

∥∥(p−1)/p

pσ′

∥∥Ukj − U
∥∥1/p
pσ′

m∑
i=1

∥bi∥σ

A condição (K4) e a imersão cont́ınua E ↪→ Lpσ′
(Rn,Rm) garantem que ∥Ukj∥pσ′

seja limitada. Além disso, o Lema 3.11, junto com a Proposição 3.6 asseguram que

∥Ukj − U∥pσ′ → 0. Isso conclui a Afirmação 2.

Afirmação 3:

∣∣∣∣∫
Rn

∇F (x, Ukj) · (Ukj − U) dx

∣∣∣∣→ 0.

De fato, por (3.23)∣∣∣∣∫
Rn

∇F (x,Ukj ) · (Ukj − U)

∣∣∣∣ ≤ ϵ

∫
Rn

A(x)|Ukj |
p−1|Ukj − U |+ C

∫
Rn

A(x)|Ukj |
q|Ukj − U |.

(3.26)

Vamos estimar as integrais de (3.26) separadamente.

Primeiro, usamos a desigualdade de Hölder,∫
Rn

A(x)|Ukj |p−1|Ukj − U | dx =

∫
Rn

(A(x))(p−1)/p|Ukj |p−1(A(x))1/p|Ukj − U | dx

≤
(∫

Rn

A(x)|Ukj |p dx
)(p−1)/p(∫

Rn

A(x)|Ukj − U |p
)1/p

= ∥UkJ∥
p−1
Lp
A(x)

∥UkJ − U∥Lp
A(x).
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Pela Proposição 3.4, existe C > 0 tal que ∥Ukj∥
p−1
Lp
A(x)

≤ C∥Ukj∥p−1 e, pelo Lema

3.11, ∥Ukj∥p−1 ≤ C1. Assim, ∥Ukj∥
p−1
Lp
A(x)

≤ C2. Já a Proposição 3.6 garante que

∥Ukj − U∥Lp
A(x)

→ 0, uma vez que, Ukj ⇀ u em E. Assim,∫
Rn

A(x)|Ukj |p−1|Ukj − U | dx→ 0. (3.27)

De modo análogo, ∫
Rn

A(x)|Ukj |q|Ukj − U | dx→ 0. (3.28)

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), conclúımos a Afirmação 3.

Finalizadas essas afirmações, vamos mostrar que Ukj → U em E.

Por hipótese, I ′(Ukj) → 0, isto é, ∥I ′(Ukj)∥E∗ → 0. Como

∥I ′(Ukj)∥E∗ = sup
φ∈E\{0}

|I ′(Ukj)φ|
∥φ∥

,

logo |I ′(Ukj)φ| ≤ ϵ∥φ∥ para todo φ ∈ E \ {0} e todo ϵ > 0. Em particular,

|I ′(Ukj)(Ukj − U)| < ϵ∥Ukj − U∥. Usando que (Ukj) é uma sequência limitada em E e

tomando ϵ suficientemente pequeno, segue-se que I ′(Ukj)(Ukj − U) → 0. Por outro lado,

I ′(Ukj )(Uki − U) =

m∑
i=1

∫
Rn

|∇u
(kj)
i |p−2∇u

(kj)
i ∇(u

(kj)
i − ui) + ai(x)|u

(kj)
i |p−2u

(kj)
i (u

(kj)
i − ui) dx

+

m∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|u
(kj)
i |p−2u

(kj)
i (u

(kj)
i − ui) dx+

∫
Rn

∇F (x,Ukj ) · (Ukj − U) dx.

Com as Afirmações 2 e 3, conclúımos que

m∑
i=1

∫
Rn

|∇u(kj)i |p−2∇u(kj)i ∇(u
(kj)
i − ui) + ai(x)|u

(kj)
i |p−2u

(kj)
i (u

(kj)
i − ui) dx→ 0. (3.29)

Agora, vamos analisar dois casos: quando p ≥ 2 e quando 1 < p < 2.



Caṕıtulo 3. Sobre um sistema de equações de Schrödinger quase lineares em Rn 98

Quando p ≥ 2, pelo Lema A.2,

∥Ukj − U∥p =
m∑
i=1

∥∥∥u(kj)i − ui

∥∥∥p
Ei

=
m∑
i=1

∫
Rn

|∇u(kj)i −∇ui|p + ai(x)|u
(kj)
i − ui|p dx

≤ 1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

(|∇u(kj)i |p−2∇u(kj)i − |∇ui|p−2∇ui)(∇u
(kj)
i −∇ui) dx

+
1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |p−2u

(kj)
i − |ui|p−2ui)(u

(kj)
i − ui) dx

=
1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

|∇u(kj)i |p−2∇u(kj)i (∇u(kj)i −∇ui) + ai(x)|u
(kj)
i |p−2u

(kj)
i (u

(kj)
i − ui)

− 1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

|∇ui|p−2∇ui(∇u
(kj)
i −∇ui) + ai(x)|ui|p−2ui(u

(kj)
i − ui) dx.

Por (3.29) e pela Afirmação 1, conclúımos que

Ukj → U em E.

Quando 1 < p < 2, da mesma forma,

∥Ukj − U∥p =
m∑
i=1

∥u(kj)i − ui∥pEi

=
m∑
i=1

∫
Rn

|∇u(ki)i −∇ui|p + ai(x)|u
(kj)
i − ui|p dx.

Igual ao que foi feito na demonstração do Lema 1.17, segue-se que

m∑
i=1

(∫
Rn |∇u

(kj)
i −∇ui|p dx

)2/p
(∫

Rn(|∇u
(kj)
i |+ |∇ui|)p dx

)(2−p)/p
≤

m∑
i=1

∫
Rn

|∇u(kj)i −∇ui|2

(|∇ukji |+ |∇ui|)2−p
dx

e

m∑
i=1

(∫
Rn ai(x)|u

(kj)
i − ui|p dx

)2/p
(∫

Rn ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx

)(2−p)/p
≤

m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)
|u(kj)i − ui|2

(|u(kj)i |+ |ui|)2−p
dx.

Pelo Lema A.2,

m∑
i=1

(∫
Rn |∇u

(kj)
i −∇ui|p

)2/p
(∫

Rn(|∇u
(kj)
i |+ |∇ui|)p

)(2−p)/p
≤ 1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

(|∇u
(kj)
i |p−2∇u

(kj)
i − |∇ui|p−2∇ui)(∇u

(kj)
i −∇ui)

(3.30)
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e

m∑
i=1

(∫
Rn ai(x)|u

(kj)
i − ui|p

)2/p
(∫

Rn ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p

)(2−p)/p
≤ 1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |p−2u

(kj)
i − |ui|p−2ui)(u

(kj)
i − ui).

(3.31)

Somando (3.30) e (3.31),

J0,k =
m∑
i=1

(∫
Rn |∇u

(kj)
i −∇ui|p dx

)2/p
(∫

Rn(|∇u
(kj)
i |+ |∇ui|)p dx

)(2−p)/p
+

m∑
i=1

(∫
Rn ai(x)|u

(kj)
i − ui|p dx

)2/p
(∫

Rn ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx

)(2−p)/p
.

Conclúımos que,

J0,k ≤ J2,k + J3,k, (3.32)

onde,

J2,k =
1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

(|∇u(kj)i |p−2∇u(kj)i − |∇ui|p−2∇ui)(∇u
(kj)
i −∇ui) dx

e

J3,k =
1

cp

m∑
i=1

∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |p−2u

(kj)
i − |ui|p−2ui)(u

(kj)
i − ui) dx.

Da Afirmação 1 e de (3.29), resulta que J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞.

Agora, notemos que os termos

∫
Rn

(|∇u(kj)i |+ |∇ui|)p dx,
∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx são

limitados, pois a sequência (Uk) é limitada em E. Como J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞,

então(∫
Rn

|∇u(kj)i −∇ui|p
)2/p

→ 0 e

(∫
Rn

ai(x)|u
(kj)
i − ui|p

)2/p

→ 0 quando k → ∞.

Assim,

Ukj → U em E.

Suponha que

∫
Rn

(|∇u(kj)i |+ |∇ui|)p dx→ 0 e

∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx→ 0. Como∫

Rn

|∇ui|p dx ≤
∫
Rn

(|∇u(kj)i |+ |∇ui|)p dx

e ∫
Rn

ai(x)|ui|p dx ≤
∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx,

conclúımos que U = 0. Substituindo U = 0 em (3.32),

m∑
i=1

(∫
Rn |∇u

(kj)
i |p dx

)2/p
(∫

Rn(|∇u
(kj)
i |)p dx

)(2−p)/p
+

m∑
i=1

(∫
Rn ai(x)|u

(kj)
i |p dx

)2/p
(∫

Rn ai(x)(|u
(kj)
i |)p dx

)(2−p)/p
≤ J2,k + J3,k,
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e, como J2,k + J3,k → 0, segue-se que Uk → 0 em E.

Por outro lado, se

∫
Rn

(|∇u(kj)i |+|∇ui|)p dx ou
∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |+|ui|)p dx não convergem

para 0, como J2,k + J3,k → 0, então, por (3.32),(∫
Rn

|∇u(kj)i −∇ui|p dx
)2/p

+

(∫
Rn

ai(x)|u
(kj)
i − ui|p dx

)2/p

→ 0.

Sejam

L1,kj =
1(∫

Rn(|∇u
(kj)
i |+ |∇ui|)p dx

)(2−p)/p
e L2,kj =

1(∫
Rn ai(x)(|u

(kj)
i |+ |ui|)p dx

)(2−p)/p
,

assim,

min
{
L1,kj , L2,kj

}
22/p∥u(kj)i − ui∥2 ≤ J0,k.

Como I(uk) → c > 0, a menos de subsequência, existe um δ > 0 tal que os termos(∫
Rn

(|∇u(kj)i |+ |∇ui|)p dx
)(2−p)/p

,

(∫
Rn

ai(x)(|u
(kj)
i |+ |ui|)p dx

)(2−p)/p

> δ. Isso, junto

com o fato de que J2,k + J3,k → 0, quando k → ∞, permite-nos concluir que

Ukj → U em E.

Portanto, Ukj → U em E e o funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.

3.5 Demonstração do Teorema 3.1

Pelo Lema 3.12, o funcional I : E → R satisfaz a condição de Palais-Smale. Além

disso, o Lema 3.8 garante a existência de constantes ρ, γ > 0 tais que I|∂Bρ > γ, e, pelo

Lema 3.9, existe e ∈ E \∂Bρ tal que I(e) ≤ 0. Assim, usando o Teorema A.12, conclúımos

que I possui um valor cŕıtico c > γ, o qual é dado por

c = inf
g∈Γ

max
U∈g([0,1])

I(U),

onde Γ = {g ∈ C1([0, 1], E) : g(0) = 0; g(1) = e}. Isso nos diz que o problema (1.1) tem

uma solução no ńıvel minimax.

Por fim, notemos que, se F (x, U) for par em U , então o funcional I também o é.

Tomando V = {0} e usando o Lema 3.9, conclúımos, pelo Teorema A.13, que I possui

uma sequência ilimitada de valores cŕıticos. Portanto, (3.1) tem infintas soluções.



Caṕıtulo 4

Sobre um sistema de equações de

Schrödinger quase lineares com

crescimento exponencial em Rn

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos estudar a existência e a multiplicidade de soluções para o seguinte

sistema em Rn : −∆n u1 + a1(x)|u1|n−2u1 = b1(x)|u1|n−2u1 + g1(x)f1(U) + εh1;

−∆n u2 + a2(x)|u2|n−2u2 = b2(x)|u2|n−2u2 + g2(x)f2(U) + εh2;
(4.1)

em que n ≥ 2 e ε é positivo. Como no Caṕıtulo 2, as funções f1, f2 : Rn × R2 → R são

cont́ınuas com fi(x, 0, 0) = 0 para cada i ∈ {1, 2}. Consideraremos a situação variacional

em que

∇F (x, U) = (g1(x)f1(U), g2(x)f2(U))

para alguma função F : Rn × R2 → R de classe C1, cuja notação ∇F (x, U) denota o

gradiente de F nas variáveis U = (u1, u2) ∈ R2. Sobre R2 usaremos a norma euclideana,

isto é,

|U | =
√

|u1|2 + |u2|2.

Para obter a existência e a multiplicidade de soluções fracas do problema (4.1)

consideraremos o mesmo espaço variacional estudado no Caṕıtulo 3, no caso em que

101
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p = n, ou seja, o subespaço E = E1 × E2 de W 1,n(Rn,R2), em que

Ei =

{
u ∈ W 1,n(Rn);

∫
Rn

ai(x)|u|n dx <∞
}

para cada i ∈ {1, 2}.

Os espaços Ei são como os espaços estudados no Caṕıtulo 2. Denotaremos a norma de

cada espaço Ei por ∥ · ∥Ei
.

Como consequência das Proposições 1.7 e 1.8 o espaço E munido com a norma

∥U∥ =

(
2∑

i=1

∥ui∥nEi

)1/n

é um espaço de Banach reflexivo. Além disso, fazendo-se p = n na Proposição 3.3, segue-se

que a imersão de E em W 1,n(Rn,R2) é cont́ınua.

Dizemos que U ∈ E é uma solução fraca do problema (4.1) se, para todo V = (v1, v2) ∈

E e para cada i ∈ {1, 2}, vale∫
Rn

(|∇ui|n−2∇ui∇vi + ai(x)|ui|n−2uivi) dx−
∫
Rn

bi(x)|ui|n−2uivi dx

−
∫
Rn

∇gi(x)fi(U) · vi dx− ε⟨hi, vi⟩ = 0.

Sobre os potenciais ai(x), consideramos as condições:

(A1) ai : Rn → [0,+∞) é uma função mensurável e ai ∈ L∞
loc(Rn) para cada i ∈ {1, 2};

(A2) λ1 := inf
U∈E\{0}

∥U∥n

∥U∥nn
> 0.

Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e s ≥ n, definimos

νs(Ω) = inf
U∈W 1,n

0 (Ω,R2)\{0}

∥U∥n

∥U∥ns
,

e νs(∅) = ∞. Para obter um resultado de compacidade, vamos considerar as seguintes

hipóteses:

(A3) lim
R→∞

νn(Rn\BR) = ∞;

(A4) Existem uma função A(x) ∈ L∞
loc(Rn), com A(x) ≥ 1, e constantes β > 1, c0, R0 > 0

tais que

A(x) ≤ c0

[
1 +

(
min

1≤i≤m
{ai(x)}

)1/β
]
,

para todo |x| ≥ R0.
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No que diz respeito às funções gi(x), assumimos que as mesmas são estritamente

positivas e que podem ser ilimitadas em x, desde que seus crescimentos sejam controlados

pelos potenciais ai(x). Mais precisamente,

(G1) as funções gi : Rn → [0,+∞) são cont́ınuas para todo i ∈ {1, 2} e existem λ0,Λ0 > 0

tais que

λ0 ≤ gi(x) ≤ Λ0A(x) para todo x ∈ Rn.

Para simplificar algumas estimativas, vamos assumir fi(s) = 0 para todo s ∈ (−∞, 0]

e cada i ∈ {1, 2}. Além disso, suponhamos que F (x, U) satisfaça as seguintes condições:

(F1) F : Rn × Rm → R é de classe C1 e lim
|U |→0+

|∇F (x, U)|
A(x)|U |n−1

= 0;

(F2) cada fi tem crescimento exponencial cŕıtico em +∞, isto é, existe α0 > 0 tal que

lim
|U |→+∞

fi(U)e
−α|U |n/(n−1)

=

 0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0;

(F3) existe um número µ > n tal que

0 < µ|F (x, U)| ≤ U · ∇F (x, U),

para todo (x, U) ∈ Rn × R2 \ {0}.

(F4) existem constantes S0,M0 > 0 tais que para todo |U | ≥ S0

0 < |F (x, U)| ≤M0|∇F (x, U)|.

Em relação às funções bi(x), assumimos que

(B1) bi : Rn → [0,+∞) são funções mensuráveis tais que
2∑

i=1

∥bi∥σ < Sn
t0
, em que

t0 := σn/(σ−1) para algum σ e St0 é a melhor constante para a imersão de Sobolev

E ↪→ Lt0(Rn,R2), isto é,

St0 := inf
U∈E\{0}

∥U∥
∥U∥t0

.

Agora, vamos enunciar nossos principais resultados.

Teorema 4.1. Suponhamos que (A1)− (A4), (G1), (F1)− (F3) e (B1) sejam satisfeitas.

Então existe ε1 > 0 tal que se 0 < ε < ε1, o problema (4.1) tem uma solução fraca com

energia negativa.
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Teorema 4.2. Suponhamos que (A1)− (A4), (G1), (F1)− (F4) e (B1) são satisfeitas, e,

além disso, assumamos que

(F5) existem constantes p > n e Cp > 0 tais que

F (x, S1) ≥
Cp

p
|S1|p,

onde S1 = (s1, 0),

Cp >

[
Sp
p

(
βn

β − 1

)p−n(
p− n

p

)(p−n)/n(
α0

αn

)(n−1)(p−n)/n
1√
22n−1

]
e

Sp = inf
u∈E1

(∫
Rn |∇u|n + a1(x)|u|n dx

)1/n(∫
Rn |u|p dx

)1/p .

Então existe ε2 > 0 tal que, se 0 < ε < ε2, o problema (4.1) tem uma segunda solução

fraca.

Observação 4.3. A hipótese (F5) poderia ter sido considerada para a direção i = 2.

Teorema 4.4. Suponhamos que (A1)− (A4), (G1), (F1)− (F5), (B1) sejam satisfeitas e

h ≡ 0, então o problema (4.1) tem uma solução fraca não trivial.

4.2 Alguns resultados preliminares

Nesta seção, justificaremos alguns resultados técnicos que serão utilizados nas

demonstrações dos resultados principais.

Proposição 4.5. Se as condições (A1), (A2) e (A4) forem válidas, então a imersão

E ↪→ Lt
A(x)(Rn,R2) é cont́ınua para t ≥ n.

Demonstração. Daremos apenas a ideia, pois essa é análoga à demonstração da Proposição

3.4, trocando as imersões Ei ↪→ W 1,p(Rn) para todo i ∈ {1, . . . ,m}, W 1,p(Rn) ↪→

L(tβ−p)/(β−1)(Rn) para todo p − 1 ≤ t ≤ p#, E ↪→ W 1,p(Rn,Rm) e W 1,p(Rn,Rm) ↪→

Lt+1(Rn,Rm) para todo p − 1 ≤ t ≤ p#, por Ei ↪→ W 1,n(Rn) para todo i ∈ {1, . . . ,m},

W 1,n(Rn) ↪→ L(tβ−n)/(β−1)(Rn) para todo t ≥ n, E ↪→ W 1,n(Rn,R2) e W 1,n(Rn,R2) ↪→

Lt(Rn,R2) para todo t ≥ n, respectivamente.
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O próximo Lema garante que a condição (A3) é válida para todo t ≥ n.

Lema 4.6. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn e n ≤ t <∞. Então

νt(Ω) ≥ C (νn(Ω))θ1 , (4.2)

onde θ1 é um número fixo em (0, 1). Além disso, se lim
R→∞

νn(Rn \ BR) = ∞, então

lim
R→∞

νt(Rn \BR) = ∞, para todo t ≥ n.

Demonstração. Esta demonstração é análoga à demonstração do Lema 3.5, porém com

os argumentos que foram utilizados no Lema 2.6. De fato, pelo Teorema A.6, para cada

i ∈ {1, 2},

∥ui∥t ≤ C∥ui∥1−θ
n ∥∇ui∥θn, com

1

t
=

1− θ

n
.

Logo,

∥ui∥nt ≤ C∥ui∥(1−θ)n
n ∥∇ui∥θnn , com θ ∈ (0, 1).

Sabemos que, para cada i ∈ {1, 2}, ∥∇ui∥n ≤ ∥ui∥1,n, e, pelas imersões cont́ınuas

Ei ↪→W 1,n(Rn), obtemos,

∥ui∥nt ≤ C∥ui∥(1−θ)n
n ∥ui∥θnEi

para cada i ∈ {1, 2}. (4.3)

Como,

∥ui∥(1−θ)n
n ≤ ∥U∥(1−θ)n

n e ∥ui∥θnEi
≤ ∥U∥θn para cada i ∈ {1, 2},

então,

2∑
i=1

∥ui∥(1−θ)n
n ≤ 2∥U∥(1−θ)n

n e
2∑

i=1

∥ui∥θnEi
≤ 2∥U∥θn. (4.4)

Além disso, sabemos que as normas em R2 são equivalentes, então existem C1 e C2 tais

que,

2∑
i=1

∥ui∥nt ≥ C1

(
2∑

i=1

∥ui∥t

)n

≥ C2

(
2∑

i=1

∥ui∥tt

)n/t

= C2∥U∥nt . (4.5)

Substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3),

∥U∥nt ≤ C∥U∥(1−θ)n
n ∥U∥θn.

Quando U ̸= 0, usaremos esta desigualdade da seguinte forma:

1

∥U∥nt
≥ 1

C∥U∥(1−θ)n
s ∥U∥θn

. (4.6)
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Pela definição de νt(Ω) e (4.6),

νt(Ω) = inf
U∈W 1,n

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥n

∥U∥nt

≥ inf
U∈W 1,n

0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥n

C∥U∥(1−θ)n
n ∥U∥θn

≥ 1

C
inf

U∈W 1,n
0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥n

∥U∥(1−θ)n
n ∥U∥θn

=
1

C
inf

U∈W 1,n
0 (Ω,Rm)\{0}

∥U∥(1−θ)n

∥U∥(1−θ)n
n

=
1

C
inf

U∈W 1,n
0 (Ω,Rm)\{0}

[
∥U∥n

∥U∥nn

](1−θ)

=
1

C
(νn(Ω))(1−θ) .

Isso conclui a desigualdade (4.2).

Proposição 4.7. Se as condições (A1) − (A4) forem satisfeitas, então E estará imerso

compactamente em Lt(Rn,R2) e em Lt
A(x)(Rn,R2) para todo t ≥ n.

Demonstração. Essa demonstração é análoga à demonstração da Proposição 3.6, porém

usando as imersões cont́ınua de E em W 1,n(Rn,R2) e compacta de W 1,n(BR+1,R2) em

Lt(BR+1,R2) para todo t ≥ n, ao invés das imersões cont́ınua de E em W 1,p(Rn,Rm) e

compacta deW 1,n(BR+1,Rm) em Lt(BR+1,Rm) para todo p−1 ≤ t ≤ p∗, respectivamente.

Proposição 4.8. Se as condições (A1) − (A2), (A4), (G1), (F1) − (F2) e (B1) forem

satisfeitas, então, para todo U ∈ E e t ≥ n,∫
Rn

A(x)|U |tΦα(|U |) dx <∞. (4.7)

Além disso, se 2(2n−1)/2(n−1)α∥U∥n/(n−1) < αn, então, para todo t ≥ n.∫
Rn

A(x)|U |tΦα(|U |) dx ≤ C∥U∥t.

Demonstração. Primeiro, vamos encontrar uma estimativa conveniente para a função

Φα(|U |). Notemos que,

|U | 2n/(n−1) = (u21 + u22)
n/(n−1) ≤ 21/(n−1)(u

2n/(n−1)
1 + u

2n/(n−1)
2 ),

Assim,

|U |n/(n−1) ≤ 21/2(n−1)
[
(u

n/(n−1)
1 )2 + (u

n/(n−1)
2 )2

]1/2
.
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Usando que as normas em R2 são equivalentes,

|U |n/(n−1) ≤ 21/2(n−1)
[
u
n/(n−1)
1 + u

n/(n−1)
2

]
. (4.8)

Por outro lado, como |ui|nj/(n−1) ≤ |U |nj/(n−1) para todo i ∈ {1, 2}, então

|u1|nj/(n−1) + |u2|nj/(n−1) ≤ 2|U |nj/(n−1).

Portanto,

−|U |nj/(n−1) ≤ −1

2
(|u1|nj/(n−1) + |u2|nj/(n−1)). (4.9)

Como a função Φα(|U |) é crescente, segue-se, por (4.8) e (4.9), que

Φα(|U |) = eα|U |n/(n−1) −
n−2∑
j=0

αj|U |n/(n−1)

j!

≤ eα2
1/2(n−1)(u

n/(n−1)
1 +u

n/(n−1)
2 ) −

n−2∑
j=0

αj

j!

1

2
(|u1|nj/(n−1) + |u2|nj/(n−1)).

Pela desigualdade de Young,

Φα(|U |) ≤ 1

2
eα2

(2n−1)/2(n−1)u
n/(n−1)
1 +

1

2
eα2

(2n−1)/2(n−1)u
n/(n−1)
2 − 1

2

n−2∑
j=0

αj

j!
(|u1|nj/(n−1) + |u2|nj/(n−1))

≤ 1

2
[Φα2(2n−1)/2(n−1)(u1) + Φα2(2n−1)/2(n−1)(u2)] .

Assim, encontramos a seguinte estimativa para a função Φα(|U |):

Φα(|U |) ≤
1

2

2∑
i=1

Φα2(2n−1)/2(n−1)(ui).

Usando mais uma vez que as normas em R2 são equivalentes, obtemos que existe uma

constante C1 tal que,

|U |tΦα(|U |) ≤
C1

2
(|u1|t + |u2|t)

2∑
i=1

Φα2(2n−1)/2(n−1)(ui).

Isso implica que,∫
Rn

A(x)|U |tΦα(|U |) dx ≤ C1

2

∫
Rn

A(x)(|u1|t + |u2|t)
2∑

i=1

Φα2(2n−1)/2(n−1)(ui) dx. (4.10)

A Proposição 2.8 garante que∫
Rn

A(x)|ui|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(ui) dx <∞ para todo i ∈ {1, 2}.
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E, por argumentos análogos aos utilizados na mesma Proposição 2.8, obtemos∫
Rn

A(x)|u1|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(u2) dx <∞

e ∫
Rn

A(x)|u2|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(u1) dx <∞.

Isso, junto com (4.10) ,mostra (4.7). Para finalizar a demonstração, usamos mais uma

vez a Proposição 2.8. Como α2(2n−1)/2(n−1)∥U∥n/(n−1) < αn, segue-se que∫
Rn

A(x)|ui|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(ui) dx ≤ C∥ui∥tEi
para todo i ∈ {1, 2}. (4.11)

Usando argumentos análogos aos que foram utilizados na Proposição 2.8, é posśıvel

mostrar que ∫
Rn

A(x)|u1|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(u2) dx ≤ C∥u1∥tE1
(4.12)

e ∫
Rn

A(x)|u2|tΦα2(2n−1)/2(n−1)(u1) dx ≤ C∥u2∥tE2
. (4.13)

Substituindo (4.11), (4.12) e (4.13) em (4.10), conclúımos que∫
Rn

A(x)|U |tΦα(|U |) dx ≤ C∥u1∥tE1
+ C∥u2∥tE2

.

Portanto, ∫
Rn

A(x)|U |tΦα(|U |) dx ≤ C∥U∥t.

4.3 Formulação variacional

O funcional I : E → R relacionado ao problema (2.1) é dado por

I(U) =
1

n
∥U∥n − 1

n

2∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|n dx−
∫
Rn

F (x, U) dx− ε
2∑

i=1

⟨hi, ui⟩. (4.14)

Esse funcional está bem definido, uma vez que o Lema 2.9 garante que

2∑
i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|n dx <∞.

E
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Lema 4.9. Se (F1) − (F3), (B1) e (G1) forem satisfeitas, então

∫
Rn

|F (x, u)| dx < ∞.

Além disso, para q ≥ 1∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ ε

∫
Rn

A(x)|U |n dx+ C

∫
Rn

A(x)|U |q+1Φα(|U |) dx. (4.15)

Demonstração. Primeiro vamos mostrar uma desigualdade que é consequência das

condições (F1)− (F3) e (G1).

Pela condição (F1), dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|∇F (x, U)| < εA(x)|U |n−1 sempre que 0 < |U | < δ.

Usando a condição (F3) segue-se que

|F (x, U)| < εA(x)|U |n sempre que 0 < |U | < δ. (4.16)

Por outro lado, a condição (F2) garante que, para cada α > α0,

lim
|U |→+∞

fi(|U |)
Φα(|U |)

= 0,

ou seja, dado ε > 0, existe γ > 0 tal que

|fi(|U |)| < εΦα(|U |) sempre que |U | > γ.

Por (G1),

|gi(x)fi(|U |)| ≤ εΛ0A(x)Φα(|U |).

Assim,

|U · ∇F (x, U)| ≤
2∑

i=1

|gi(x)fi(U)||ui|

≤ εΛ0A(x)Φα(|U |)
2∑

i=1

|ui|.

Logo,

|U · ∇F (x, U)| ≤ mεΛ0A(x)Φα(|U |)|U | sempre que |U | > δ.

Substituindo na condição (F3), obtemos

|F (x, U)| ≤ m

µ
εΛ0A(x)Φα(|U |)|U |

≤ m

µ

1

|U |q
εΛ0A(x)Φα(|U |)|U |q+1.
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Como |U | > γ,

|F (x, U)| ≤ m

µ

1

γq
εΛ0A(x)Φα(|U |)|U |q+1.

Portanto,

|F (x, U)| ≤ CεA(x)Φα(|U |)|U |q+1 sempre que |U | > γ. (4.17)

Por fim, no caso em que |U | ∈ [δ, γ], segue-se que Φα(δ) ≤ Φα(|U |), para todo

|U | ∈ [δ, γ], pois Φα é uma função crescente. Assim, 1 ≤ (Φα(δ))
−1Φα(|U |), para todo

|U | ∈ [δ, γ]. Como fi(|U |) é limitada para todo |U | ∈ [δ, γ]. Assim,

|fi(|U |)| ≤ C0 para todo |U | ∈ [δ, γ]

≤ C0(Φα(δ))
−1Φα(|U |) para todo |U | ∈ [δ, γ],

ou seja,

|fi(|U |)| ≤ CΦα(|U |) para todo |U | ∈ [δ, γ].

Por (G1),

|gi(x)fi(|U |)| ≤ CΛ0A(x)Φα(|U |) para todo |U | ∈ [δ, γ]. (4.18)

A condição (F3) nos diz que

|F (x, U)| ≤ 1

µ
|U · ∇F (x, U)| ≤ 1

µ

2∑
i=1

|gi(x)fi(|U |)||ui|.

Assim, por (4.18), para todo |U | ∈ [δ, γ]

|F (x, U)| ≤ m

µ
Λ0A(x)Φα(|U |)|U |

≤ m

µ

1

|U |q
Λ0A(x)Φα(|U |)|U |q+1.

Como |U | > δ,

|F (x, U)| ≤ m

µ

1

δq
Λ0A(x)Φα(|U |)|U |q+1,

ou seja,

|F (x, U)| ≤ CA(x)Φα(|U |)|U |q+1 sempre que |U | ∈ [δ, γ]. (4.19)
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Por (4.16), (4.17) e (4.19), para todo |U | ∈ R e x ∈ R2,

|F (x, U)| ≤ εA(x)|U |n + CA(x)Φα(|U |)|U |q+1.

Assim,∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ ε

∫
Rn

A(x)|U |n dx+ Cε

∫
Rn

A(x)|U |q+1Φα(|U |) dx.

Consequentemente, pelas Proposições 4.5 e 4.8,∫
Rn

|F (x, U)| dx <∞.

e ∫
Rn

|F (x, U)| dx ≤ εC1∥U∥n + Cε∥U∥q+1Φα(|U |). (4.20)

Além disso, de forma análoga ao Caṕıtulo 2, é posśıvel mostrar que o funcional

I : E → R é de classe C1(E,R) e

⟨I ′(U), V ⟩ =
2∑

i=1

∫
Rn

(|∇ui|n−2∇ui∇vi + ai(x)|ui|n−2uivi) dx−
2∑

i=1

∫
Rn

bi(x)|ui|n−2uivi dx

−
∫
Rn

∇F (x, U) · V dx−
2∑

i=1

ε⟨hi, vi⟩,

para todo V ∈ E. Por conseguinte, pontos cŕıticos de I são soluções fracas de (2.1).

A condição geométrica do Teorema do passo da montanha para o funcional I é

estabelecida pelos próximos dois lemas.

Lema 4.10. Se (A1)− (A2), (A4), (G1), (F1)− (F2) e (B1) forem satisfeitas, então existe

ε1 > 0 tal que, para 0 < ε < ε1, existe ρε > 0 tal que

I(U) > 0 sempre que ∥U∥ = ρε.

Além disso, ρε pode ser escolhido de tal modo que ρε → 0 quando ε→ 0.

Demonstração. Seja ρ > 0 tal que 2(2n−1)/2(n−1)αρn/(n−1) < αn e ∥u∥ < ρ. Por (4.20),

pela desigualdade de Hölder e pela Proposição 4.6,

I(U) ≥ 1

n
∥U∥n − 1

n

2∑
i=1

∥bi∥σ∥ui∥nσ′n − εC1∥U∥n − Cε∥U∥q+1 − ε
2∑

i=1

∥hi∥∗∥ui∥.
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Como ∥ui∥nσ′n ≤ ∥U∥nσ′n para cada i ∈ {1, 2}, então

I(U) ≥ 1

n
∥U∥n − ∥U∥nσ′n

n

2∑
i=1

∥bi∥σ − ϵC1∥U∥n − Cϵ∥U∥q+1 − ε
2∑

i=1

∥hi∥∗∥ui∥.

Como ∥ui∥ ≤ ∥U∥ para cada i ∈ {1, 2}, segue-se de (B1) que

I(U) ≥ 1

n
∥U∥n −

∥U∥nS−n
t0

n

2∑
i=1

∥bi∥σ − εC1∥U∥n − Cε∥U∥q+1 − ε∥U∥
2∑

i=1

∥hi∥∗

=

(
1

n
− εC1 −

S−n
t0

n

2∑
i=1

∥bi∥σ

)
∥U∥n − Cε∥U∥q+1 − ε∥U∥

2∑
i=1

∥hi∥∗.

Logo,

I(U) ≥

{(
1

n
− εC1 −

S−n
t0

n

2∑
i=1

∥bi∥σ

)
∥U∥n−1 − Cε∥U∥q − ε

2∑
i=1

∥hi∥∗

}
∥U∥.

Assim, existe ρε > 0 tal que I(U) > 0 sempre que ∥U∥ = ρε. De fato, para ε > 0

suficientemente pequeno e q > n, podemos escolher ρε > 0 tal que(
1

n
− εC1 −

S−n
t0

n

2∑
i=1

∥bi∥σ

)
ρn−1
ε − Cρqε > 0.

Portanto, para ε suficientemente pequeno, existe ρε > 0 tal que I(U) > 0 se ∥U∥ = ρε.

Lema 4.11. Suponhamos que (A1) − (A2), (G1) e (F1), (F3) e (B1) sejam satisfeitas,

então existe e ∈ E com ∥e∥ > ρε tal que

I(e) < inf
∥U∥=ρε

I(U).

Demonstração. Seja φ ∈ C∞
0 (Rn)\{0} com suporte compacto, K = supp(φ) e φ ≥ 0.

Suponhamos que |U | > 0. Fazendo m = 2 na demonstração do Lema 3.9, deduzimos,

pela hipótese (F3), que existe uma constante positiva C tal que

F (x, U) ≥ C|U |µ, (4.21)

para todo (x, U) ∈ Rn × (R2 \ {0}). Assim, para todo tU = (tφ, 0), temos

I(tU) =
tn

n
∥φ∥n − tn

n

∫
Rn

b1(x)|φ|n dx−
∫
Rn

F (x, (tφ, 0)) dx− tε⟨h1, φ⟩

≤ tn

n
∥φ∥n − tn

n

∫
K

b1(x)|φ|n dx−
∫
K

F (x, (tφ, 0)) dx− tε⟨h1, φ⟩

≤ tn

n
∥φ∥n − tn

n
C1 − Ctµ

∫
K

|φ|µ dx− tε⟨h1, φ⟩

=

(
1

n
∥φ∥n − C1

)
tn − Ctµ

∫
K

|φ|µ dx− tε⟨h1, φ⟩,
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o qual implica que I(t(φ, 0)) → −∞ quando t → ∞. Considerando e = t(φ, 0), com t

suficientemente grande, conclúımos a demonstração.

A fim de encontrar uma bola apropriada para usar um argumento de minimização

precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.12. Suponhamos que as condições (A1) − (A2), (G1), (F1) e (B1) sejam

satisfeitas, então existem η > 0 e V ∈ E com ∥V ∥ = 1 tais que I(tV ) < 0 para todo

0 < t < η. Em particular,

c0 = inf
∥U∥≤η

I(U) < 0. (4.22)

Demonstração. Seja v1 ∈ E1 a única solução do problema

−∆n u+ a1(x)|u|n−2u = h1 in Rn.

Assim, para h1 ̸= 0, temos

⟨h1, v1⟩ = ∥v1∥nE1
> 0.

Para t > 0, seja V = (v1, 0). Então

d

dt
I(tV ) = tn−1∥v1∥nE1

− tn−1

∫
Rn

b1(x)|v1|n −
∫
Rn

g1(x)f1(tV )v1 dx− ε⟨h1, v1⟩.

Desde que f1(0) = 0, por continuidade, segue-se que existe η > 0 tal que

d

dt
I(tV ) < 0, para todo 0 < t < η.

Usando que I(0) = 0, temos que I(tV ) < 0, para todo 0 < t < η.

4.4 Nı́vel minimax

A fim de obtermos uma informação mais precisa sobre o ńıvel minimax obtido pelo

Teorema do passo da montanha, provaremos o seguinte lema.

Lema 4.13. Seja Ψ : [0,+∞) → R definido por

Ψ(t) =
tn

n
∥Up∥n −

∫
Rn

F (x, tUp) dx,

em que Up = (up, 0) ∈ E e up foi obtida no Lema 2.15. Suponhamos que (G1) e (F5)

sejam válidas. Então

max
t≥0

Ψ(t) <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1
1√
22n−1

. (4.23)
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Demonstração. Pelo Lema 2.14,

Sp = ∥up∥nE1
com ∥up∥p = 1. (4.24)

Por (F5), ∫
Rn

F (x, tUp) dx ≥
∫
Rn

Cp

p
|tUp|p dx =

Cpt
p

p

∫
Rn

|up|p dx.

Assim,

Ψ(t) ≤ tn

n
∥up∥nE1

− Cpt
p

p

∫
Rn

|up|p dx.

Por (4.24),

Ψ(t) ≤ tn

n
Sn
p − Cpt

p

p
≤ max

t≥0

[
tn

n
Sn
p − tp

Cp

p

]
.

Observemos que a função

h(t) =
tn

n
Sn
p − tp

Cp

p

atinge seu valor máximo em t =

(
Sn
p

Cp

)1/(p−n)

. Assim,

max
t≥0

[
tn

n
Sn
p − tp

Cp

p

]
=

(
1

n
− 1

p

)(
Sp
p

Cp

)n/(p−n)

.

Por outro lado, usando a condição sobre Cp em (F5), deduzimos que(
1

n
− 1

p

)(
Sp
p

Cp

)n/(p−n)

<
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1
1√
22n−1

.

Portanto,

max
t≥0

Ψ(t) <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1
1√
22n−1

.

Observação 4.14. Segue-se imediatamente que se ε for suficientemente pequeno, então

max
t≥0

{I(tUp)} <
1

n

(
β − 1

nβ

)n(
αn

α0

)n−1
1√
22n−1

.

4.5 Resultados principais

Diferentemente dos caṕıtulos anteriores, não faremos as demonstrações dos resultados

principais de forma detalhada, visto que a semelhança nos argumentos com caṕıtulos

anteriores poderia tornar a leitura cansativa. Por isso, faremos uma breve justificativa

sobre como são determinadas as soluções do problema (4.1).
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4.5.1 Demonstração do Teorema 4.1

Suponhamos que as hipóteses (A1) − (A4), (G1), (F1) − (F3) e (B1) sejam válidas. Seja

ρε como no Lema 4.10. Podemos escolher ε1 > 0 suficientemente pequeno tal que

ρε <
β − 1

βn

(
αn

α0

)(n−1)/n
1√
22n−1

, para todo ε ∈ (0, ε1).

Sendo Bρε um espaço métrico completo com a métrica dada pela norma de E, convexo,

e tal que o funcional I é de classe C1 e limitado sobre Bρε . Pelo prinćıpio variacional de

Ekeland (Teorema A.15) existe uma sequência (Uk) em Bρε tal que

I(Uk) → c0 = inf
∥U∥≤ρε

I(U) e ∥I ′(Uk)∥∗ → 0.

Observando que

∥Uk∥ ≤ ρε <
β − 1

βn

(
αn

α0

)(n−1)/n
1√
22n−1

,

a partir de argumentos análogos aos utilizados no Lema 2.20, é posśıvel deduzir que (Uk)

possui uma subsequência que converge fortemente para uma solução U0 do problema (4.1).

Portanto, I(U0) = c0 < 0.

4.5.2 Demonstração do Teorema 4.2

Para provar este teorema, assumimos as hipóteses (A1) − (A4), (G1), (F1) − (F5) e (B1)

e, mostramos através dos Lemas 4.10 e 4.11, que I satisfaz a geometria do passo da

montanha. Assim, aplicando uma versão do Teorema do passo da montanha sem a

condição de Palais-Smale (Teorema A.14), obtemos uma sequência (Vk) em E satisfazendo

I(Vk) → cM > 0 e ∥I ′(Vk)∥E∗ → 0,

onde cM é o ńıvel do passo da montanha. Agora, de forma análoga ao Corolário 2.19,

conclúımos que a sequência (Vk) converge fracamente para uma solução UM do problema

(4.1). Com isso, mostramos que Vk ⇀ UM em E e Uk → U0 em E. Para provar que

as soluções UM e U0 são distintas, usamos argumentos semelhantes aos utilizados na

demonstração do Lema 2.25, porém é fundamental a estimativa (4.23) do ńıvel minimax

obtida na Proposição 4.13.
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4.5.3 Demonstração do Teorema 4.3

Procedendo como na demonstração do Teorema 4.2, obtemos uma solução do tipo passo

da montanha UM para o problema (4.1). Para mostrar que essa solução é não trivial

argumentamos como na Seção 2.7.



Apêndice A

Resultados Auxiliares

Neste apêndice, apresentaremos alguns resultados que foram utilizados ao longo de toda

a tese.

Lema A.1. Se 1 ≤ p <∞, a ≥ 0 e b ≥ 0, então

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Lema A.2. [40, Lema A.05] Sejam x, y ∈ Rn e ⟨·, ·⟩ o produto interno canônico em Rn.

Então

⟨|x|p−2x− |y|p−2y, x− y⟩ ≥


cp|x− y|p se p ≥ 2,

cp
|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
se 1 < p < 2.

Teorema A.3. [12, Corolário 9.14] Seja Ω um subconjunto de Rn. Se 1 ≤ p ≤ ∞, então

as imersões a seguir são todas cont́ınuas:

(i) se p < n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lp∗(Ω), em que
1

p∗
=

1

p
− 1

n
;

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,+∞).

Teorema A.4. [12, Teorema 9.16] Seja Ω um subconjunto de Rn, limitado e de classe

C1. Então as imersões a seguir são todas compactas:

(i) se p < n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [1, p∗), onde
1

p∗
=

1

p
− 1

n
;

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,+∞).

117
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Teorema A.5. [12, Teorema 9.9] Seja 1 ≤ p < n. Então a imersão W 1,p(Rn) ↪→ Lp∗(Rn)

é cont́ınua e existe uma constante C = C(p, n) tal que

∥u∥p∗ ≤ C∥∇u∥p,

para todo u ∈ W 1,p(Rn), p∗ = pn/(n− p).

Teorema A.6. [32, Proposição 8.12] Sejam Ω um subconjunto de Rn, 1 ≤ p ≤ n e 1 ≤

r ≤ ∞. Então a imersão existe uma constante C = C(p, n, θ) tal que u ∈ W 1,p(Ω)∩Lr(Ω)

e

∥u∥q ≤ C∥u∥1−θ
r ∥∇u∥θp,

com θ > 0 se p = n ≥ 2,
1

q
= θ

(
1

p
− 1

n

)
+

1− θ

r
.

Teorema A.7. [12, Teorema 4.9] Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn, (fk) uma

sequência de funções em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tais que ∥fk − f∥p → 0. Então existe uma

subsequência (fki) e uma função h ∈ Lp(Ω) tais que

(i) fki(x) → f(x) quase sempre em Ω,

(ii) |fki(x)| ≤ h(x) quase sempre em Ω.

Uma versão desse resultado foi provado em [30] para os espaços W 1,n(Rn).

Teorema A.8. [30, Proposição 1] Seja (uk) uma sequência em W 1,n(Rn) que converge

fortemente. Então existe uma subsequência (uki) de (uk) e uma função v ∈ W 1,n(Rn) tais

que |uki(x)| ≤ v(x) quase sempre em Rn.

Teorema A.9. [16, Lema de Brezis-Lieb] Sejam Ω um subconjunto de Rn e (uk) uma

sequência em Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, satisfazendo:

(i) ∥uk∥p ≤ C, C ∈ Rn;

(ii) uk → u quase sempre em Ω.

Então

lim
k→∞

(∥uk∥pp − ∥uk − u∥pp) = ∥u∥pp.

Como consequência dos resultados apresentados por Lions em [35] e [36], temos o

seguinte resultado:



Apêndice A. Resultados Auxiliares 119

Teorema A.10. Sejam r > 0 e p ≤ s < p∗. Se (uk) é uma sequência limitada em

W 1,p(Rn) tal que

sup
x∈Rn

∫
B(x,r)

|uk|p dx→ 0 quando k → +∞,

então ∥uk∥s → 0 para todo p < s < p∗.

Lema A.11. [52, Lema 2.1] Sejam α > 0 e u ∈ W 1,n (Rn) definimos a função Φα por

Φα(s) := eα|s|
n/(n−1) −

n−2∑
j=0

αj|s|jn/(n−1)

j!
.

Se s ≥ 0, p ≥ 1 e n ≥ 2, então

[Φα(s)]
p ≤ Φα(ps).

Os próximos dois resultados são devidos a Ambrosetti-Rabinowitz e conhecidos como

Teorema do passo da montanha.

Teorema A.12. [47, Teorema 2.2] (Teorema do passo da montanha) Sejam E um espaço

de Banach real e I ∈ C1(E;R) satisfazendo a condição de Palais-Smale. Suponhamos que

I(0) = 0 e

(i) existem constantes ρ, γ > 0 tais que I|∂Bρ > γ,

(ii) existe e ∈ E \ ∂Bρ tal que I(e) ≤ 0.

Então I possui um valor cŕıtico c > γ, o qual é dado por

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u),

em que Γ = {g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0, g(1) = e}.

Uma versão mais geral é a seguinte:

Teorema A.13. [47, Teorema 9.12](Teorema do passo da montanha generalizado) Sejam

E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R) um funcional par que satisfaça a condição de

Palais-Smale com I(0) = 0. Se E = V ⊕X, onde V é um espaço de dimensão finita, e I

satisfaz

(i) existem constantes ρ, γ > 0 tais que I|∂Bρ∩X ≥ γ, e

(ii) para cada subespaço de dimensão finita Ẽ ⊂ E, existe R = R(Ẽ) tal que I ≤ 0 em

Ẽ\BR(Ẽ),
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então I possui uma sequência ilimitada de valores cŕıticos.

A seguir enunciamos uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem a condição

de Palais-Smale, o qual é uma consequência do Prinćıpio Variacional de Ekeland.

Teorema A.14. [20, Teorema 5.1] (Teorema do passo da montanha) Sejam E um espaço

de Banach real e I ∈ C1(E;R). Suponhamos que exista uma vizinhança U de 0 em E e

δ > 0 tais que I satisfaça as seguinte condições:

(i) I(0) = 0;

(ii) I(u) ≥ δ na fronteira de U;

(iii) existe e ̸= U tal que I(e) < δ.

Então, para o número c definido por:

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(g(t)) ≥ δ,

existe uma sequência (uk) em E tal que

I(uk) → c e I ′(uk) → 0 em E∗;

em que Γ = {g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0, g(1) = e}.

Outra consequência do Prinćıpio Variacional de Ekeland que utilizamos é dada no

seguinte Teorema:

Teorema A.15. [20, Teorema 4.4] (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Sejam E um

espaço de Banach real e I → R um funcional semicont́ınuo inferiormente de classe C1

que é limitado inferiormente. Então existe uma sequência (uk) em E tal que

I(uk) → inf
E
I e ∥I ′(uk)∥∗ → 0,

quando k → ∞.
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