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ABSTRACT

Our goal in this work is to present, in detail, an introduction to Sobolev spaces. Initially we
will briefly review on Lebesgue spaces and some classical results of functional analysis, as the
Riesz representation theorem and the theorem of Lax-Milgram, which will be crucial tools for the

application of the theory constructed in solving problems in differential equations.
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RESUMO

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar, de forma detalhada, uma introducao aos Espacos
de Sobolev. Inicialmente faremos uma breve revisao sobre espacos de Lebesgue e alguns resultados
classicos de Analise Funcional, como o Teorema da Representacao de Riesz e o Teorema de Lax-
Milgram, que serao ferramentas de fundamental importancia para a aplicacao da teoria construida

para a resolucao de problemas em equacoes diferenciais.
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INTRODUCAO

Para motivar o estudo de espagos de Sobolev, consideremos o seguinte problema

{ —u"=f em [ )

u=0 em Of

com [ limitado e f € C(I).

Uma solucdo classica da equacdo acima é uma funcao u € C?(I) N C(I) satisfazendo que se
anula sob fronteira de I. O problema acima com a mera hipotese de f nao ser continua, pode nao
admitir solugao classica. Portanto, se desejamos que tenha solucao é necessaria a imposicao
de mais condigoes sobre f. Uma condigao suficiente é que f seja Holder continua, por exemplo.
Podemos tratar o problema dentro do aparato das fungoes diferenciaveis com derivadas Holder
continuas e obter a solugao classica.

A partir da década de 1950, desemvolveu-se um outra forma de abordar tais problemas que é
mais vantajosa por se aplicar a muitos outros problemas lineares e nao lineares.

Neste novo método, formulamos um problema generalizado associado a , cuja caracteristica
desse novo problema é ge uma solugao classica de também ¢é solugao dele e a reciproca é
parcialmente verdadeira, isto é, uma solucao deste problema que possui prorpiedades adequadas
de regularidade sera solugao de ((I).

Para formular tal problema, necessitamos do conceito de espago de Sobolev, que sera o tema
central deste trabaho.

Especificamente no Capitulo 1 de resultados preliminares, estudamos diversos resultados de
Analise Funcional, e demos uma atencao principal como nao poderia deixar de ser aos espacos L.

No capitulo 2 estudamos os principais resultados no que se refere a teoria dos espacos de
Sobolev, no entanto vale desde ja salientar que trata-se de um trabalho de introdugao a essa
teoria, e sendo assim trabalhamos apenas com espagos de Sobolev cujo dominio do seu conjunto

de fungoes é a reta real ou um subconjunto dela.
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Por fim no ultimo capitulo apresentamos algumas aplicagoes em equagoes diferenciais, assunto
que, a principio, foi o principal motivador do estudo de tais espagos.
Para a leitura deste texto, consideramos requisitos indispenséveis apenas o conhecimento de

um pouco de Anélise Real e de Analise Funcional.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Faremos a seguir uma breve revisao sobre importantes topicos de teoria de medida e integracao
e analise funcional. Para maiores detalhes sobre teoria da medida indicaremos [4] e com respeito

a andlise funcional nos citamos os livros [I] e [3]

1.1  Espacos de Lebesgue
Sejam (2, M, ;1) um espago de medida, isto ¢, {2 é um conjunto e
1. M é uma o-algebra em () é uma cole¢ao de subconjuntos de 2 tal que:
(a) 0 e M;
(b) Ae M= A° e M,

(c) U A, € M, sempre que A, € M, para todo n

n=1

2. p é mensuravél, isto é, u : M — [0, 00), satisfazendo:

(a) u(0) =0;
(b) u( G Ap) = i 1(Ay,), sempre que A, for uma familia enumeravel disjunta de membros
denj__\}l. "
Os membros de M sao chamados de conjuntos mensuraveis.

(o]
3. Q0 é o-finito, isto é, existe uma familia enumeravavel (€2,,) em M tal que Q = U Q,, e
n=1

1(£2,) < oo, para todo n.
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Conjutos £ € M com a propriedade de u(E) = 0 s@o chamados conjuntos de medida nula.
Diremos que uma proriedade é q.t.p. se tal propriedade vale em () exceto em uma conjunto de
medida nula. Denotaremos por L'(, 1), ou simplemente L!(Q), o espaco das funcoes integréaveis

de w de  na R. Frequentemente utilizaremos [ f, em vez de [ fdu, e usaremos também a

I =151 = [ 171dn= [ 151

Identificaremos fungoes que coincidem q.t.p.

notacao

1.2 Resultados importantes sobre integracao

Nesta secao listaremos alguns dos resultados relevantes sobre espacos LP. Para mais detalhes
ver [4].

Teorema 1.1 (Convergéncia Monotona, Beppo Levi). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L

que satisfaz

1L i<fo<. < fi<for1 <. qgtpem(d

2. Sup/fn<oo

Entao f,(x) converge q.t.p. em §2 para um limite finito, que nds denotaremos por f(z); a fun¢do

f pertence a L' e ainda || f, — f|l1 — 0.

Teorema 1.2 (Convergéncia Dominada, Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L

satisfazendo

1. fu(x) — f(z) ¢.t.p. em Q

2. Eziste uma fun¢ao em g € L' tal que para todo n, |f,| < g(z) q.t.p.
Entio f € L' e ||fn — fl1 =0
Lema 1.1. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L' satisfazendo

1. Para todo n, f, >0 q.t.p.

2. sup / fn < 00.
Para quase todo x € Q definimos f(x) = lim glf fn(z) < +00
Entio fe Lt e [ f < nlgg(} inf/fn
Um exemplo basico de um espago de medida é o caso em que 2 = R", M consiste de um

conjunto mensuravel a Lebesgue, e p é a medida de Lebesgue em R™.

Denotaremos por C.(R") o espago das fungoes continuas de R™ com suporte compacto, isto é,

2
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C(R") ={f € C(R"); f(z) =0,Vz € (R*" — K), onde K ¢ compacto}
Teorema 1.3. O espaco C.(R") € denso em L'(R™), isto ¢,
Vfe LY(R") eVe >0, 3f; € C.(R™), tal que || f — fill1 < e.

Seja (Qq, My, 1) e (Qa, My, u12), dois espagos mensuraveis que sao o-finitos. Podemos definir

de uma forma natural uma estrutura de espago mensuravel (2, M, pu) no produto cartesiano

Q=0 x Q.
Teorema 1.4. Seja F(z,y) : Q1 x Qo — R uma fung¢ao mensurdvel satisfazendo

1. |F(z,y)|dps < 0o q.t.p. x € Oy
Qo

2. / duy [ |F(z,y)|dps < 0o
ol o
Entio F € L'(Q x Q).
Teorema 1.5. (Fubini) Assuma que F € L'(Qy x Q). Entao para quase todo v € Q1, F(x,y) €

Ly(Q) e /Q F(x,y)duy € LL(Q4). Analogamente para quase todo y € Qq, F(x,y) € LL() e
2

/ F(x,y)du, € L;(Qg).
951

1.3 Definicao e propriedades elementares dos espacos L’
Definicao 1.1. Sejap € R com 1 < p < oo, definiremos
LP(Q)={f:Q — R: f é mensurdvel e |f|P € L'(Q)}

com

I1e =171 = | [ 10|
Definicao 1.2. Definiremos
L>* ={f:Q—=R: [ é mensurdvel e AC tal que |f(z)| < C q.t.p. em Q}
com
[fllzee = [ flloc = Inf{C": | f(2)] < C q.t.p. em Q}
Observagao 1.1. Note que || - ||oo € uma norma para o espago L.

Seja 1 < p < oo, denotaremos por p’ o expoente conjugado de p, isto é, p’ é o numero real que

satisfaz a seguinte equagao
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1 1
Teorema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e p’ > 1 reais tais que — + — = 1. Dados
p P

/

a? P
a>0eb>0 entio vale ab < — + —-, valendo a igualdade se aP = bp'.
p

Demonstracao. Se a = 0 ou b = 0, a desigualdade é valida. Sejam a,b > 0, entao

ab — en(ab) ona+Ind

1 1 ,
—Ina? + - In bP
eP p

leln a? i l/eln W
b p

1 1.,
_ap+_/bp

b p

IA

IN

onde na pentultima desigualdade, estamos utilizando a convexidade da fungao exponencial. O
Teorema 1.7 (Desigualdade De Hélder). Sejam f € LP e g € L, comp e p' > 0 e tais que
1 1
-+ —==1,com1<p<oo. Entao f,ge L' e
p P

/ Fal < 1l llgl

Demonstragao. Dividiremos em 2 casos, no caso 1 (p=1,p' = o0) e caso 2 (1 < p < ).
Caso 1: Sem perda de generalidade suponhamos que f, g > 0, sabemos que g(z) < ||g/|s q.t.p-

assim

f(@)g(z) < f(2)llgllo
o que implica que

/f(x)g(:v) < ||g||oo/f(9f) < [lgllocl[f1]1-

Caso 2: Considere ||f]|, # 0 e ||g]l,; # 0 e definimos [f(2)] | lg(@)]

e .
11l gl
Para cada z € [a,b], pela deisgualdade de Young, temos

f@g@)] _ 1 (@, 1 (la@)]\”
1 Tllgl = 2 ( 17115 ) Ty ( lgll, )

Integrando, obtemos

1 b 1 b 1 b /
d vd : Yy
ity L, Vit < S [istardr s ot as
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donde segue que

1 1 1
[f@)lg(@)lde < —— I fIE+ ——=llgllt = =+ = =1
Hﬂmwm(/ HHW Pllgll? p 7
e portanto,

/ F@llg@lde < 11, gl

Teorema 1.8. L? é um espago vetorial e || - ||, € uma norma para todo p, 1 < p < oc.

Demonstragao. Os casos p =1 e p = 0o sao Obvios.

Sejam 1 <p<ooe f,g € LP assim teremos

[f (@) + g(2)] < (1f(2) + [g(@)])? < 2°(|f (@) + |g(2)]")

e consequentemente f + g € LP. De forma semelhante provamos que Af € LP, VA € R, ficando
demonstrado que LP é um espaco vetorial.
Provaremos que || - ||, ¢ uma norma. As primeiras propriedades s@o facilmente verificadas

portanto provaremos a seguir apenas a desigualdade triangular.

I£49l= [ 18491 +al< [1F 49 1f1+ [ 17+ Yl
mas |f + g|P~' € L? e, pela desigualdade de Hélder, obtemos

1+ gl < If + gy F s + llglly),

isto é

1F+ gl < 1F1e + llgllp-

Teorema 1.9 (Teorema de Riesz-Fischer). LP € um espago de Banach para todo 1 < p < oo.

Demonstracao. Dividiremos a prova em dois casos no caso 1 consideramos p = oo e no caso 2

1 <p<oo.

Caso 1: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em L*. Dado um inteiro k£ > 1 existe um numero
natural Ny tal que ||f,, — fu|| < ¢ para m,n < Nj.
Portanto existe um conjunto de medida nula Ex tal que

|M@—ﬁ@|%%ﬂ9 Eom,n > Ny (1.1)
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Considerando F = Ui E}, temos que E é de medida nula pois é a unao enumeravel de conjuntos de
medida nula. Assim para todo x € Q— F a sequéncia f,(x) é Cauchy na reta. Logo, f.(z) — f(x),

para todo xz € () — E. Tomando o limite em (|1.1)) com m — oo obtemos

Yz €Q— E,¥n> N,

x|

[f (@) = fulz)| <

Donde concluimos que f € L® e ||f — full < £, V0 > ng, ou seja, f, — f em L™,

Caso 2 : Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP. Para concluirmos a afirmacao é suficiente
mostrar que uma subsequéncia converge em LP.

Podemos extrair uma subsequéncia (f,, ) tal que

1
ank+1 - fnka < %,V 2 1.

Para isto procedemos da seguinte forma, escolha ny tal que || fm — full, < 5,m,n < ny, entéo
escolha ny > ny tal que || fi, — fullp < 2%, m,n < ny e assim sucessivamente.
Afirmamos que f,, converge em LP. A fim de simplificar a notagao escreveremos f;, em vez de

fn,., deste modo temos

fior = fll < o VR 1
Seja
gn(T) = Z | fer1(x) — fr(x)]|.
k=1

Assim,
[gnllp < 1.

Como consequéncia do teorema da convergéncia monotona, g,(z) tende a um limite, digamos

g(x), q.t.p. em Q com g € LP. Por outro lado, para m > n > 2 temos

(@) = fa(@)] < |fn(2) = fna (@) + o+ [fagr(2) = fu(2)] < g(2) = g (@)

para quase todo x € Q. f,(x) é de Cauchy e converge e converge para um limite, digamos f(z).

Temos assim que,
| f(x) = fu(2)]] < g(z) q.t.p. em Q, paran > 2 (1.2)

em particular, f € L”. Finalmente concluimos que, pelo teorema da convergéncia dominada que
Ifn — fll, = 0, desde que |f,(z) — f(z)[P = 0 q.t.p. e ainda |f, — f|P < g* € L. O]

Teorema 1.10. Seja (f,) uma sequéncia em LP e seja f € LP tal que || f, — f|| = 0. Entao existe

uma subsequéncia (fp,) e uma uma fungdo h € LP tal que
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1. fo, — f(x) ¢.t.p. em )
2. | fn. ()] < h(x), Yk q.t.p em S

Demonstragao. A conclusao é obvia quando p = co. Assim considere 1 < p < co. Desde que (f,,) é
uma sequéncia de Cauchy podemos voltar a prova do teorema anterior e considerar a subsequéncia
(fn.) que denotaremos por f, satisfazendo , tal que fr tende q.t.p. para um limite f*(z) com
f* e L. Além disso por (1.2) temos |f*(z) — fi] < g(x), Vk q.t.p. em Q com g € LP. Por
convergéncia dominada sabemos que f, — f em LP e assim f = f* q.t.p. Além disso temos que

|fel < |f(z)] + |g(z)], e o resultado segue. O

1.4 Reflexividade, Separabilidade e Dual de L?

Seja I/ uma espac¢o normado. Denotaremos por
(E/)/ — El/
o espago bidual de E. Definimos um operador linear limitado canonico
J:E—E"

da seguinte forma: para cada x € E, o funcional linear limitado J, : E' — R é dado por

Jo(f) = f(x), VfeF

Afirmagao 1.1. J, é um funcional linear limitado em E'.

De fato
| L(O) = 1f @) < Nzl = Nl ([l £1],

ou seja,
[Tl < lz|

Além disso, J é uma isometria de E sobre sua imagem J(E). Com efeito, pelo Teorema de

Hanh-Banach, para cada x € F existe um funcional fy € E’ tal que || fo| =1 e fo(z) = ||z||, logo

[Tl = i | J2(fo)l = |Ja(fo)| = fo(x) =[]

Portanto,
1 To] = |l=ll, Vz € E.

Em particular, J ¢é injetivo. Se J for também sobrejetivo, dizemos que E é reflexivo.

7
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Definigao 1.3. Dizemos que um espaco e Banach E € reflexivo se o operador J : E— E" for um

1somorfismo isometrico.

Nosso objetivo é demonstrar que L é reflexivo, para 1 < p < 0o, para isto necessitaremos de

alguns lemas cuja demonstracao foge aos objetivos do nosso trabalho.

Lema 1.2. Seja E espaco reflexivo. Se F' C E é uma subespaco vetorial fechado, entao F é

reflexivo.

Lema 1.3. Seja E espaco reflexivo e T : EE — F isometria, entao F é reflexivo.

Lema 1.4. Sejam E., Es, ..., E, reflexivos, entio Fy X Fy X ... X E, também ¢é reflexivo.
Teorema 1.11. L? ¢ reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstracao. A prova consiste em 3 passos:

Passo 1(Primeira desigualdade de Clarkson): Seja 2 < p < oo, afirmamos que

1
ExI < HF+ o). vger (13)

2

Para mostrar a desigualdade acima ¢é suficiente mostrar que

p

a—>b
2

a+blf

5 (lal” + |bF), Va,b € R.

1
2

Primeiro note que a seguinte desigualdade ¢é valida
of + 87 < (a® + )2, Va, > 0 (1.4)

De fato por homogenidade podemos assumir que § = 1 sendo suficiente, para verificar (|1.4)),

observar que a fungao

(224+1)2 —aP —1
cresce em [0, +00). Considerando a = ||%E2| e 8 = [|%2||, obtemos
a+0b|” |a—>bl" a+b]*> la—0b*\’
< +
2 2 - 2 2

I
=
| ],

+
| T
~__

< S(al’+1b/")

\)

onde a ultima desigualdade segue da convexidade da funcao x — |x|g, desde que p > 2.
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Passo 2 : LP é uniformemente convexo, e assim reflexivo para 2 < p < oo.

De fato, seja ¢ > 0 e seja f,g € LP com ||f|l, < 1,|lgll, < 1,||f — gll > . Deduzimos de (L.3)

que
P

EN\P
<1—(—>
2
p

e assim ||%H <l—0dcomd=1-— [1 — (%)p]% > (0. Portanto, LP é uniformemente convexo e

f+yg
2

assim, pelo teorema de Milmam-Pettis, segue a reflexividade. Para mais detalhes veja [3]|[Theorem
3.11].

Passo 8 : LP é reflevivo para 1 < p < 2.
Seja 1 < p < oco. Considere o operador 7' : LP — (LP)* definido da seguinte forma: Seja
u € LP fixada: a funcdo f € L¥ — Juf é um funcional linear continuo em L? e assim defindo um

elemento, digamos T'u, em (L?)* tal que

(Tu, f) = /uf,Vf crr.
Afirmamos que
[Tull(prye = llullp, Yu € LP

De fato, pela desigualdade de Holder, tem-se

[(Tu, )] < llullpllfll, Vf € L7

e portanto [|Tul| ). < [lull,- Por outro lado definimos

folz) = [u(@)"*u(z)  (folz) =0, se u(z) = 0)

Claramente temos
fo € L, |l folly = Ilully™"e(Tu, fo) = [[ull}

assim

<Tu7f0>
[Tull 1oy = = [lully

I follyr

Assim, mostramos que 7' é uma isometria de L? em (L?)* implicando que T'(LP) é um subespaco
fechado que (Lp/)*, pois LP é uma espaco de Banach. Assuma agora que 1 < p < 2. Desde que,
pelo passo 2, L¥' ¢ reflexivo, segue que (LP)* é também reflexivo. Nés concluimos, pelo lema ,

que T'(LP) é reflexivo, e consequentemente, LP é também reflexivo. O

Observagao 1.2. De fato, LP é também uniformemente convexo para 1 < p < oo. Isto € uma
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consequéncia da sequnda desigualdade de Clarkson,

pl 1 e
< SUIAIZ +llgllz) 7=, Vf. g € L.

p

pl

=g

p

Esta desigualdade é mais complicada de provar que a primeira. Claramente, implica que LP ¢é

uniformemente convexo quando 1 < p < 2.

Teorema 1.12 (Representagao de Riesz). Seja 1 < p < oo e seja ¢ € (LP)*. Entao existe uma
unica fung¢ao u € LP tal que

6. f) = / wf,vf € IP.
Além disso
lully = l|&]l ey~

Demonstragdo. Consideremos o operador T': LP' — (LP)* definido por (Tu, f) = [uf,Vu € L¥ e

Vf e LP. O argumento usado é o mesmo da prova do teorema anterior(passo 3), mostra que
[Tl ey = l[ullp, Yu € LP

Afirmamos que T é sobrejetiva. De fato, seja ' = T(Lp'). Desde que F é uma subespaco fechado,
¢ suficiente provar que E é denso em (LP)*. Seja h € (LP)** satisfazendo (h,Tu) = 0,Yu € L¥.
Como LP é reflexivo, h € LP, e satisfaz [uf = 0,Vu € L”. Escolhendo u = |h|P~2 vemos que
h=0. ]

Observagao 1.3. O teorema anterior € muito importante. Nos diz que para cada funcional
linear continuo em LP com 1 < p < oo pode ser representado "concretamente”como uma integral.
A funcao ¢ — u € uma isometria linear que € sobrejetiva, o que nos permite identificar o
"abstrato "espaco (LP)* com LP.

No que seque vamos sistematicamente fazer a identificacao
(L) = L¥.

Notagao: O operador truncamento 7}, : R — R é definicao por

r, se |r| <n
T,r =
2mose |r| >n

ma

Dado um conjunto E C €2 definimos a fun¢ao caracteristica Xp como

Xp(a) 1, se xeFk
xTr) =
o 0,se re€Q—F

10
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Teorema 1.13. O espago C.(R"™) € denso em LP para todo 1 < p < oc.

Demonstragao. Primeiramente afirmamos que dado f € LP(R™) e ¢ > 0 existe, uma funcao

g € L*(R™) e um conjunto K compacto em R" tal que g = 0 fora de K e

If =gl <e

De fato, seja X, a fungao caracteristica da B(0,n) e seja f, = X,T,f. Pelo Teorema da
Convergéncia Dominada vemos que ||f, — f||, = 0 e assim podemos escolher g = f,, com n
grande o suficiente. Em seguida, dado 6 > 0 existe, pelo teorema , uma fungao ¢; € C.(R") tal
que

lg = g1l <o

Podemos sempre assumir que ||g1lcc < ||g]lcc; caso contrario substituimos g; por T,¢; com

n = ||g|lco. Finalmente, temos
v -G 53 1-(2)
19— a91lly < llg = arllfllg — gille * < 37 (2lgll0) 77
Concluimos que por escolha de ¢ > 0 suficientemente pequeno temos que
57 (2lglloe)' ™ <.

[]

Definicao 1.4. O espaco de medida ) é chamado separdvel se existir uma familia enumerdvel
(E,) de membros de M tal que a o-algebra gerada por (E,) coencide com M (isso é M € a menor

o-algebra contendo E,s).

Exemplos 1.1. O espaco de medida Q@ = R™ € separdvel. De fato, podemos escolher de (E,)
alguma familia enumerdvel de conjuntos abertos tal que cada conjunto aberto de R™ pode ser
escrito como uniao de E,s. Mas geralmente, se ) é um espago métrico separdvel e M consistem
nos conjuntos de Borel isto é M é a o-algebra gerada pelos conjuntos abertos de €1, entao () € um

espaco de medida separdvel.

Teorema 1.14. Considere Q) um espago de medida separdvel. Entiao LP(2) € separavel para todo
p, 1 <p<oo.

Demonstrag¢ao. Considere 2 = R". Seja R uma familia de conjuntos de R" da forma R =
H(ak, br) com ag, b, € Q. Seja E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungoes (Xg)gren, ou

k=1
seja, E consiste de uma combinacao linear finita de fungoes com coeficientes racionais Xz de modo

que E e enumeréavel. Afirmamos que E é denso em LP(R). De fato, dado f € L?(R) ec e e > 0,

11
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existe alguma f; € C.(R) tal que ||f — fill, < €. Seja R € R um cubo contendo uma funcao
fi € E tal que ||f1 — fa]lo < & € fo anula-se fora de R basta dividir em pequenos cubos de fR,

onde a oscilacao, isto é, sup —inf de f; menor que . Portanto temos
1 1
[ = Folly < [/ = foll|RIP < O|R|?.

Concluimos que || f — f2||, < 2¢, desde que § > 0 seja escolhido de modo que 5|R|%. O

1.5 Convolucao e Regularizacao

Nosso objetivo nesta se¢ao é construir funcgoes suaves com propriedades especiais, propriedades
as quais torna possivel, dada uma fungdo f, nao necessariamente suave, criar uma sequéncia de

fungoes suaves que a aproximam via convolugao.

Teorema 1.15. Seja f € L'(R) e seja g € LP(R) com 1 < p < co. Entdo para quase todo v € R
a fungao y — f(x —y)g(y) € integrdavel em R e definimos

U*m@%=4f@—ymwﬂy

Além disso f*g € LP(R)) e
1 % gll < [ llllgllp-

Demonstrag¢ao. A conclusao é obvia onde p = co. Consideramos dois casos, no primeiro caso com

p = 1. Considere F(z,y) = f(x — y)g(y). Para quase todo y € R temos

Agﬂ%wwx=w@ﬂéﬁw—ywﬁ=M@NUM<mx

além disso,

/@/W@WM=Mmm<m.
R R

Deduzimos do Teorema de Tonelli que F' € L'R x R). Aplicando o Teorema de Fubini, vemos que

AMAW@M@=4@AWWMM=WMNL

Donde segue o resultado para p = 1.
Agora vamos considerar o caso em que 1 < p < oo sabemos que, para quase todo z fixado

z € R afuncao y — |f(x — y)||g(y)|P e integravel em R, que &

(@ = y)7|g(y)| € LE(R).

12
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Desde que |f(z —y)|?" € LF(R). Deduzimos da desigualdade de Hoder que

(@ = Dllg)| = 1@ =y)|7|f@— )7 |g(y)] € L,(R),

[ 15 = wltatuten <1717 ( [ rf<x—y>|rg<y>\pdy)’l’,

P

[(f > g)@)I” = 1T (1f ] * |gl”) (),

concluimos, pela primeira parte o caso onde p = 1 sabemos que f g € LP(R) e

que é

P
LF > gllp < LA 1A 1 g1,

logo,
1 gllp < [fllxllgll,

O
Notacao: Dado uma funcéo real f definimos f(z) = f(—z).
Teorema 1.16. Seja f € LY(R), g € LP(R) e f € LP(R). Entdo temos
[Gam= [ ati=n.
R R
Demonstragao. A fungao F(z,y) = f(x —y)g(y)h(x) pertence a LP(R x R) desde que
[ @z [ 176~ w)latwldy < o
pelo teorema e a desigualdade de Holder temos
[ ro@nie = [ [Py = [ay [ Fga
— [ o) (F <h)w)s
Donde segue o resultado [

Suporte e convolugao: A nogao de suporte de uma fungao (suppf) é o complemento do maior
conjunto aberto em que f se anula, em outras palavras suppf é o fecho do conjunto {z : f(x) # 0}

Esta notagao nao é adequada quando lidamos com classes de equivaléncia, tal como nos espacos
LP.

13
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Teorema 1.17. Seja f : R — R uma fungao. Considere a familia (w;);erl para todo conjunto

aberto em R tal que para cada i € I, f =0 q.t.p. em w;. Considere W = Uwi, entao f =0
iel

q.t.p. em W.

Demonstragao. Desde que o conjunto I nao seja enumeravel nao fica claro que f = 0 q.t.p. em W.

No entanto, podemos recuperar o caso enumeravel como segue. FExiste uma familia enumeravel

(O,,) de conjuntos abertos de R tal que todo conjunto aberto de R pode ser escrito como uniao de

O,s. Como w; € R é aberto temos

logo

iel iel \ nea;

A;CN
= U 0, = UO"’ ondeB:UAi
icl neB el
A;CN

Uma vez que f =0 q.t.p. em cada O,, com n € B, concluimos dai que f =0 q.t.p. em W. O

Teorema 1.18. Seja f € L'(R) e g € L*(R) com 1 < p < co. Entao

supp(f x g) C suppf + suppg.

Demonstragao. Fixado z € R tal que a fungdo y — f(z — y)g(y) é integravel pelo teorema [1.15]
Logo

(f*g)(x) = / f(x — ) (gy)dy = / £z - y)g(y)dy.

(z—suppf)Nsuppg

Se x ¢ suppf + suppg, entdao (xr — suppf) N suppg = 0 e assim (f x g)(z) = 0. Assim

(f*g)(x) =0 q.t.p. em (suppf + suppg)*.

Em particular,

(f*g)(x) =0 q.t.p. int[(suppf + suppg)€],

e portanto

supp(f x g) C suppf + suppg.

]

Observagao 1.4. Se tanto f quanto g tem suporte compacto, entao f x g também tem suporte
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compacto. Entretanto, f*g nao necessariamente terd suporte compacto, se apenas uma delas tem

suporte compacto.

Definigao 1.5. Seja I C R aberto e seja 1 < p < 0o. Diremos que a fungio f: I — R pertence
Ll

loc

(I) se fXk € LP(I) para cada compacto K contido em 1.

Note que se f € LV (I), entao f € L}, (I).

loc loc

Teorema 1.19. Seja f € C.(R) e g € L} ,-(R). Entao (f * g)(z) estd bem definida para cada
r €R, e além disso (f x g) € C(R).

Demonstragao. Note que para cada x € R a funcao y — (f(z—vy)g(y) é integravel em R e portanto
(f x g)(x) esta definida para cada = € R. Seja x,, — x e seja K um conjunto compacto fixado
em R tal que (z,, — suppf) C K,Vn. Portanto temos f(x, —y) =0, Vn,Vy ¢ K. Deduzimos da

continuidade uniforme da f que

|f(zn —y) — f(z —y)| < enXk(y),Vn,Vy € R

com &, — 0. Concluimos que

(% 9)(&) — (f %) ()] < & /K l9()ldy — 0.

Notagoes Importantes: Seja I C R um conjunto aberto.

C(I) = é o espaco das fungoes continuas em [
CF(I) = & o espago das fungoes k vezes continuamente diferencidveis em [

ce(I) =N, C*

C.(I) = ¢é o espago das fungdes continuas em / com suporte compacto
Cr(I) =CHI)NC.(I)
Ce(1) =C=(I) NCe().

Teorema 1.20. Seja f € CE(R)(k > 1) e seja g € LL,o(R). Entio f*g € CER) e
D(f > g) = (D*f) * g, Va.
Defini¢ao 1.6. Uma sequéncia reqularizante (p,)nen € uma sequéncia de fungoes nos R tal que
pn € CX(R), com suppp, C [—1,1] e /pn =1,

Utilizaremos a notagao (p,) para denotar uma sequéncia regqularizante.
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Exemplo 1.1. Vamos gerar uma sequéncia reqularizante comegando com uma unica fung¢ao

p € CX(R) tal que suppp C [—1,1],p >0 em R e p nao é identicamente nula.

1
er1 se |z| <1
Mﬂz{

Seja
0 selz|>1
. . 1
Obtemos uma sequencia regqularizante tomando p, = cnp(nx) com ¢ = f_
p
Teorema 1.21. Considere f € C(R). Entao (p,* f) — f uniformemente em um compacto de R.

Demonstracao. Seja K C R uma conjunto compacto fixado. Dado € > 0 existe § > 0 dependendo
de K e de ¢ tal que
|f(I - y) - f(ZE)‘ < €,VI € K7vy € <_17 ]-)7

temos para todo x € R

(o x () — f(2) = / [z —y) — F(@)]pudy.

Para n > % e r € K obtemos

(pn * () — F(2) Ss/pn .

O

Teorema 1.22. Considere f € LP(R) com 1 < p < co. Entao (p, * f) = f quando n — oo em
LP(R).

Demonstragao. Dado € > 0. Fixamos uma funcao f € C.(R) tal que ||f — fi||,¢. Pelo teorema
sabemos que (p, * f1) — f1 uniformemente em cada compacto de R. Pelo teorema temos

que
11 _
mwﬂm*ﬁ)C(—;E)+ﬂwwﬁC(—LD+ﬂwmﬁ,

que ¢ um conjunto compacto, dai resuta que

1(on * f1llp = 0.

Finalizando

[(on* ) = fllp < 201 = fullp + [1(on * f1) = Fillp,

e pelo teorema [1.18| concluimos que

lim sup || (pn + f) — fll, < 22, Ve,
n—oo

16



1. Resultados Preliminares

e portanto lim ||(pn * f) — fll, = 0. O
n—oo
Corolario 1.1. Seja I C R um conjunto aberto. Entao C°(I) é denso em LP(I) para cada

1<p< .

Demonstra¢ao. Dado f € LP(I) considere

Y

i f(z), sexel
10, sexeR—1

de modo que f € LP(R).

Seja (K,,) uma sequéncia de conjuntos compactos de R tais que

- 2
UEKi=1 e dis(K,,I°)> =vn.
n

n=1

Podemos escolher, por exemplo, K, = {z € R tal que |z| < n e dist(z,[¢) > 2}
Considere
Gn = Xan € fn = Pn * Gn,

deste modo
11
suppfn C (——, —) + K, C 1.
n'n

Segue que f,, € C°(I). Mas por outro lado temos que
1o = Flley = fn = Flleoay

1(pn % 9n) = (pn* Plle@) + 1(pn * ) = Fllvw
< gn = Flle@ + 1on * F) = fllzew)

IN

Finalizando, note que |g, — f]| rr®) — 0 por convergéncia dominada e [|(p, * =7l w®) — 0
pelo teorema Concluindo assim que || f, — f||r(r) = 0. O

Corolario 1.2. Seja I C R um conjunto aberto e seja u € L .(I) tal que

loc

/usz, VfeclCx(I).
Entaou=0 q.t.p. em I.

Demonstragao. Seja g € L*°(R) uma funcao tal que suppg é um compacto contido em /. Definimos

Gn = pn * g, deste modo g, € C°(I) desde que n seja suficientemente grande. Dai temos

/ugn =0,Vn (1.5)
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Como g, — g em L'(R) pelo teorema existe uma subsequéncia (gn, ) tal que g,, — g q.t.p.
em R. Além disso, temos ||gn | rem®) < ||g]|L=@®). Tomando o limite em (1.5 e pela convergéncia

/ ug = 0. (1.6)

Seja K C I um conjunto compacto. Definimos como func¢ao g a fungao

dominada, obtemos

) singu em K
10 emR-K

Deduzimos da equagao (L.6) que [, |u| = 0 e assim v = 0 q.t.p. em K. Uma vez que isto é

verdade para qualquer compacto K C I, concluimos que u = 0 q.t.p. em /. O]

1.6 Critério de Compacidade em L’

E importante ser capaz de identificar se uma familia de funcdes em LP(R) tem fecho compacto
em LP(R). Lembramos que o Teorema de Ascoli-Arzela respode a esta pergunta em C(K), o espago

das fungoes continuas ao longo de um espago métrico compacto K com valores em R.

Teorema 1.23 (Ascoli-Arzela). Seja K um espago métrico compacto e seja § um subconjunto

limitado de C(K). Considerando que $) é uniformemente equicontinuo, isto €,
Ve > 0,30 > 0 tal que d(x1,22) < § = |f(x1) — f(z2)] < &,Vf € 9.

Entao o fecho de $ em C(K) é compacto.

Teorema 1.24 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Seja F um subconjunto limitado de LP(R™) com

1 <p<oo. Assuma que
}llirr(l) |mnf — fll =0 unifomemente em f € F.
—

Entao o fecho de F |q em LP(S) é compacto para qualquer Q@ C R™ subconjunto mensurdvel

com medida finita.
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CAPITULO 2

ESPACOS DE SOBOLEV

Em muitos problemas da matemética em geral, em particular do célculo das variacoes, nao ¢é
suficiente trabalhar com a nocéo de solucdes classicas de equacoes diferenciais. E necessario assim,
estender o conceito de solugao. Para isto introduziremos a seguir a ideia de derivadas fracas e os
chamados espacos de Sobolev.

Para entender melhor a motivacao por tras da ideia de solugoes fracas, consideremos o seguinte

problema: Dada f € C([a,b]), queremos encontrar uma fungao u satisfazendo

{ —u"+u= f em [ = [aa b] (21)

u(a) = u(b) =0

Uma solugao cléssica de (2.1)) ¢ uma fungao de classe C? em |[a, b] satisfazendo (2.1]) no sentido
usual. Sabemos que uma soluc¢ao do problema acima pode ser obtida utilizando um calculo simples.
Ignoraremos tal fato e ilustraremos a seguir uma nova forma de atacar tal problema.

Multiplicando (2.1]) por ¢ € C*([a,b]) e utilizando integragao por partes obteremos

b b b
/ il + / up = / fo. ¥ € CH(ja,b), p(a) = p(b) = 0. (2.2)

Note que faz sentido apenas se u € C''([a, b]). De fato, é suficiente mostrar que u, v’ € L'(a,b),
onde o significado de u’ serd dado de forma precisa mais na frente. Diremos, provisoriamente, que
uma fungao u satisfazendo ¢ uma solugao fraca de (2.1]).

Os passos a seguir nos dao um esquema para a abordagem variacional da teoria de equagoes
diferenciais parciais:
Passo A : Definiremos de maneira precisa a no¢ao de derivada fraca, juntamente com os espagos

de Sobolev e demonstraremos algumas ferramentas bésicas.
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Passo B : Provaremos a existéncia e unicidade de solugoes fracas através do Teorema da
Representacao de Riesz e do Teorema de Lax-Milgram.

Passo C : Provaremos que na verdade as solucoes fracas sao de classe C?, o que é um resultado
de regularidade.

Passo D : Mostramos que na verdade a solucao fraca de classe C? ¢ uma solucao classica.

Uma vez motivado, introduziremos abaixo o conceito fundamental de espagos de Sobolev.

Definigao 2.1. Seja I = (a,b) um intervalo aberto, definimos por

WP(I) = {u € LP(I) : 3g € LP(I) tal que /ugo’: —/ggp,‘v’go e CHI)}.
T I

Denotaremos por H'(I) = W'%(I) para u € WP(I) denotaremos v’ = g.

Observacao 2.1. Na definicao acima ¢ € chamada funcao teste. Podemos supor que a classe
das fungoes teste serd a classe das fungoes C2°(I). Com efeito, suponhamos que ¢ € CH(I), deste

modo, sabemos que existem aplicagdes p, tais que p,*p € C°(I). Deste modo, se u € WP temos

/]u(pn*90>/ = —/[g(pnw)

lim [ u(p,*xp) = lim /g(pn*go).

n—o0 I

/w’ = —/g%\w e Co(I).
I I

Observagao 2.2. Se u € CH(I) N LP(I) e se ' € LP (onde u' denota a derivada usual) entdio

Assim temos

u € W'(I) e a derivada usual coincide com a derivada no sentido de Sobolev que de agora em

diante denotaremos por derivada fraca. Devemos mostrar que

/ugo’ :/u’go,VgOGCé’o(I).
I I

Denotaremos I = (a,b), e integrando por partes temos

/abw' - /abwso)’—/abu@o
b
— (wp)b) - (w)(a) ~ [

mas (up)(b) = (up)(a) =0, pois ¢ tem suporte compacto em I e portanto

b b
/ugp':/ ',V € C(I).
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Exemplo 2.1. Seja I = (—1, 1) mostraremos o sequinte:

A fungao u(z) = |z| pertence a WP(I) para todo 1 < p < oo e v’ = g onde

1 sel<zx<l
g(r) = :
—1 se —1l<z<0

De maneira geral uma fungdo continua em I que é C* por partes em I pertence a WHP(I) para

todo 1 < p < oo. Com efeito
1 0 1
/ wp'dr = / uy'dx +/ uy'du,
-1 -1 0

integrando o lado direito da igualdade por partes obtemos

1 0 1
/ up'de = up(0) —up(—1) — / u'odr + up(l) — up(0) — / u'pdx
1 -1 0

0

1
= u<p(0)—wp(0)—/ u’godx—/ v pdx
0

-1

Por outro lado

1 0 1
—/ gpdr = — (/ ggodx+/ ggodx)
-1 -1 0
0 1
= —/ —1<pdx—/ lodx
-1 0
0 1
= / goda:—/ wdx.
-1 0

Portanto u = |x| pertence a WYP(I) e g é sua derivada no sentido de Sobolev

Notagao: O espaco WP equipado com a norma
lullip = llull, + [[o[l,,
ou ainda se 1 < p < oo, com a norma equivalente
1
lullip = (ullp + [[a'[I7)7.
O espaco H' equipado com o produto interno
b
(u,v) = (u,v) 2 + (U, ") 2 = / (uv + u'v'),
a
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e com a norma associada

1
lull e = (llullZ2 + lu'llZ2)=.
Verifica-se que aa normas acima sao equivalentes.

Proposigao 2.1. O espago W'P(I) é uma espago de Banach para 1 < p < oo, € reflexivo para

1 <p < oo e ésepardvel para 1 < p < oo. Em particular H* é um espago de Hilbert separdvel.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em 3 etapas, na primeira parte mostraremos que
W1P(I) ¢ um espago de Banach, na segunta parte mostraremos que tal espago ¢ reflexivo para

1 < p < o0 e por fim mostraremos que é separavel se 1 < p < oo.

!/

/) sao sequéncias de Cauchy

1. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em W'? entao (u,) e (u

em LP. Deste modo

[tn = tml[wre = lltn = timllp = lluj, = [l = 0.

Como L é completo u,, — u e u, — g em LP. Assim teremos

/unsa’ = —/u;so,vso e C(I)
I

1

/wp’ = —/gso,VE C.(I)
I I

Portanto u € W'P(I) e v’ = g. Mais ainda

e tomando o limite

lun — ullwre = [lun — ully + llus, = gll, = 0

2. Para 1 < p < oo sabemos da proposicao que LP ¢é reflexivo e pelo lema [I.4] temos que
E = LP(I) x LP(I) é reflexivo. Defina o operador

T:WY" > E

u— (u,u)
Consequentemente, munindo £ com a norma do produto, temos
I TullLrxre = |lull, + 4]l = lullws

Uma vez que WP ¢ Banach e T é isometria segue que T'(W!?) é Banach e consequentemente
fechado em FE assim pelo lema do apéndice, T(W'?) é reflexivo e pelo lema do

apéndice, WP & reflexivo.
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3. Considere o operador anteriormente definido, sabemos que o produto carteziano de espacos
separaveis é separavel e pelo lema do apéndice temos que T(W'P) C E ¢é seraravel e

consequentemente WP é separavel.
O

Observagao 2.3. Vale salientar que na proposicao anterior ganhamos como coroldrio o fato de

/

se (u,) € uma sequencia em WP tal que u, — u em LP e (u),

) converge para algum limite em LP,
entio uw € WP e ||u, — ul|1, — 0 De fato, quando 1 < p < oo € suficiente que u, — u em LP e

|ul|l, seja limitada para concluirmos que u € WP,

Teorema 2.1. Seja u € WHP(I) com 1 < p < oo, com I limitado ou nao, entio existe i € C(I)

tal que

u(z) —uly) = /x u'(t)dt, Y,y € I.

Observagao 2.4. Vamos enfatizar o conteido do teorema anterior. Primeiramente note que
se uma funcao u € WP, entao toda funcao v tal que u = v q.t.p. em I pertence a Wi?. O
teorema afirma que cada funcio u € WP admite unico representante continuo em I, isto é,
existe uma funcio continua em I que pertence a classe de equivaléncia de u. Quando nos for
conviniente substituiremos u pelo seu representante continuo. Finalizamos observando que "u ter

um representante continuo"nao € o mesmo que "u ser continua q.t.p.".
Antes de demonstrarmos o teorema acima necessitaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.1. Seja f € L}, .(I) e tal que

loc

/Ifgo' =0,V ¢eCXI) (2.3)

Entao existe uma constante ¢ tal que f = c¢ q.t.p. em I.

Demonstragao. Fixemos a fungao o) € C}(I) e tal que [, 1 = 1. Para algum w € C.(I) e tal que

eu[fo

De fato a fungao h = ¢’ é continua e tem suporte compacto em I, e ainda
fir= [l (o) )= oo (o) o= froe foo fro=0
I I I I 1 \Jr1 I 1 JrI
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Portanto h tem tnica primitiva com suporte compacto em I. Deduzimos de ([2.3) que

/Ifwlz/lf[w— (/y)zb} = 0,Yw € Co(]).
/I[f— (/If¢)]w=0,VwECC(I),

e portanto pelo corolario|l.2[ f— [, fY =0q.t.p. em I,istoé f =cq.t.p. em [ comc= [, fyp O
I I

Lema 2.2. Seja g € L}, (I) para yo fizado em I

loc

isto é

o(z) = /mg(t)dt,a: el

Yo

entiov € C(I) e

/w’—/fg%vsoe(/’i(f)‘
I

Demonstrag¢ao. Sabemos que

/Iw’ = /{/y:g(t)dt} o(x)dx

— /ayo dzx y:g(t)cp’(:c)dH/y:da:/y:g(t)@’(x)dt

- — /ayo dx /:O g(t)¢' (x)dt + /y: dx /y: g(t)¢' (x)dt,

pelo Teorema de Fubini temos
Yo 3 b b
/U(p/ = —/ g(t)dt/ (p’(x)dx—i-/ g(t)dt/ Y'dz,
I a a Yo t

o(t), poisp € CL(I),

note que

9\:‘_
‘6\
&
IS
5]

I
AS)
—~
o

|
5
&S

I

logo

[oe = oo [" gt - et /y:gu)dt

- / g(t)p(t)dt.

1
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2. Espagos de Sobolev

Demostragao do Teorema: Fixado yo € I considere

loc

/’c‘up’ = —/u/so, Vo € Ci(I),

I I

/w’: —/U’so,\w € CL(I),
I I

/I(u — i) = 0, € CL(I).

como u'(t) € LP(I), entdo u’' € L}, (I). Desde modo, pelo lema[2.2] temos

assim
logo

E pelo lema [2.1] tem-se
u—1u=cq.t.p. em I, (2.4)

entao

u(r) = u(x) + c.

Deste modo, como @ é continua, segue que @ € C(I) e & = u q.t.p. em I e por (2.4), da definigao

de u, temos

u(y) —alr) = aly)+c—ulr)—c

]

Observagao 2.5. 0 lema mostra que a primitiva v de uma fun¢ao g € LP pertence a WP,

sabemos ainda que v € LP sempre I for limitado.

Observagao 2.6. Seque ainda do teorema que, se u € WP e se v’ € O(I), isto é, u' admite

um representante continuo em I, entdo u € C*(I), mais especificamente u € C1(I).
Teorema 2.2. Sejau € LP com 1 < p < 00, as sequintes propriedades sao equivalentes

1. ue whe

2. existe uma constante C' tal que

e
I

< Cllgll (1), ¥ € Co(I).
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Além disso, nos temos que C = ||u'||».

Demonstragdo. (1)=(2) Como u € WP, entdo existe u' € L tal que

/ugo':/u'w,VgOECcl(I).
I I

1
: 4
/\p P p’ P o /
|| ] = [l lpllelly,
I I

S
1

(2)=-(1) Considere o funcional linear

Deste modo

e
1

IA

tomando ||u'[|, = C tem-se

= Cllelly, Vo € Co(D).

G:C! - R
p G(s@)z/uso’,

1

o funcional esta definido em um subespago denso de LP (p’ < o) e G é continuo em relagao a

norma de L?'. De fato, dado ¢ > 0, tome § = € > 0, onde ¢ = ||u]|,, entdo sempre que || —v||; < §

for o
Juto—vy

< dle—9lly <e.

tem-se

Glp) =G| =

Portanto podemos estendé-lo a um funcional linear limitado F definido em todo L?', aplicando o

Teorema de Hanh-Banach. E pelo Teorema de Representacao de Riez, existe g € L tal que

(F, ) = /gso,vso cLr.
I

/w’ = /gso,vw ecC!
I I

e assim u € WP, m

Em particular

Observagao 2.7 (Fungoes absolutamente continuas e Fungbes de variagdo limitada). Quando
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p =1, a implicagio (1)=(2) permanece vdlida mas nao vale a reciproca. Para ilustrar este fato,
suponhamos I um intervalo limitado. As fungoes u satisfazendo (1) com p =1, isto €, as fung¢oes

em WYP(I), sio chamadas fungoes absolutamente continuas. Elas sao caracterizadas por

Ve > 0,3 > 0 tal que para cada sequéncia finita de intervalos disjuntos

(ax,br) C I tal que Y |bp — ax| < 0, tomemos > |u(by) — u(ag)| < e.

OMU{
Por outro lado, as fungdes u satisfazendo (2) com p = 1 sao chamadas fungdées podem ser

caracterizada de diferentes maneiras:

1. Elas sao a diferenca de duas fungoes limitadas nao-decrescentes (possibilitando

descontinuidade) em 1.

2. FElas sao funcgoes u satisfazendo a propriedade de

de tal que Zf;ol lu(tivr) — u(ty)| < e,
vtogtlggtk em I

(VU{

Note que fungoes de variagao limitada nao precisam ter um representante continuo.

Teorema 2.3. Uma fungdo u € L>®(I) pertence a W'P(I) se, e somente se, existe constante ¢ tal
que

lu(z) —u(y)| < clz —y|, para z,y q.t.p. em I.

Demonstracao. Suponha que u € W, sabemos do teorema que
lw) —uly) = [ w0t = futo) — at)] = [ o),
y y
como u' € L*(I) temos
u(z) — u(y)] < [[v]|oclz — yl, para 2,y q.t.p em I.

Reciprocamente, seja ¢ € C1(I). Para h € R com |h| suficientemente pequeno, temos

/ (e + h) — u(2)]p(x)de = / w(@)p(z — ) — p(z)]dz

I 1

(estas integrais fazem sentido para h pequeno pois ¢ tem suporte compacto em [). Utilizando a

hipotese sobre u temos

/ u(@)lp(z — ) — p(z)]dz

1

/I fu(z + 1) — u(@)p(@)dz| < el
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Dividindo por |A|

/]u(a:) {30(56 - 72’— @(l’)} dx

tomando limite quando h — 0 obtemos

< el

< cllelh, V € C:(D).

/u(:c)go’(x)dx

1

Aplicando o teorema anterior concluimos que u € WhH>(1)
Teorema 2.4. Seja u € LP(R) com 1 < p < 0o. As sequintes propriedades sao equivalentes

1. ue WH(R)

2. existe uma constante c tal que para todo h € R

[u(z + ) = u(z)l, < c[h]

Além disso, podemos tomar ¢ = ||u||,

Demonstracao. (1)= (2) Pelo teorema [2.1| temos que para todo z,h € R
z+h
w(x 4+ h) —u(z) = / o' (t)dt,
tomando a mudanga de variavel t = x 4+ sh = dt = hds, dai
1 1
u(z 4+ h) —u(z) = / hu'(xz + sh)ds = |u(z + h) —u(x)] < / |h||u'(z — sh)|ds.
0 0
Pela Desigualdade de Holder

(e + h) — u(z)] < (AWmmmx+gmm§;<Anwwgp

1
= |lu(z +h) —u(z)P < \h\p/ |u'(x + sh)|Pds,
0

=

dai segue que
1
/|u($+h) —u(z)|de < |h|p/dx/ |u'(x + sh)|Pds
R R 0

1
< mw/¢u/ﬁmx+ymm%
0 R

mas para 0 < s < 1

/ W (z + hs)Pda = / ol (y) P dy.
R R
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Logo,

[ a0 —ut@pas < iy [y

+ ([ -orar)” < wi(] lu’<y>|pdy);,

[u(z +h) —u(@)]l, < |Afffullp.

ou seja

(2)=(1) Seja ¢ € C:(R). Para todo h € R temos

/R[u(x +h) —u(z)]p(zr) = /Ru(x + h)o(z)de —

usando a Desigualdade de Hélder e a hipotese em (2)

¢ ([ o -siapar)’ ([ o)

clhlllelly

1
I

/R[u(x + h) —u(z)]p(z)de

IN

deste modo

/R w(@)ple + ) — p(z)]dz

< clhlllepll-

Dividindo por |h| e tomando o limite quando h — o obtemos

L
R

Aplicando o teorema concluimos que u € WP(R). O]

< cflelly-

Certas operagoes analiticas basicas tem um significado apenas para as fungoes definidas sobre
toda a reta real (por exemplo convolugoes e transformadas de Forier). Por esse motivo é conviniente
quando possivel extender a fun¢ao u € WP (I) para uma fungao u € W?(R). O seguinte resultado

trata deste ponto.

Teorema 2.5 (Operador extensao). Seja 1 < p < oo. FEziste um operado linear limitado

P :WY(I) — WIP(R), chamado operador extensdo, satisfazendo as sequintes propriedades:
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1. Pu|; =u,Yu e Wh(I);

2. ||Pull oy < cllull o), Yu € WH(I);

3. ||Pullwrem) < cllullwrey, Yu € WHP(T).
onde ¢ depende somente de |I| < oc.

Demonstra¢ao. Comegaremos com o caso em que I = (0,00) noés mostraremos que a extensao

dada pela reflexao
u(z), sex >0

u(—x), sex <0

(Pu)(a) = u*(x) = {

Pela forma como Pu esta definida temos claramente satisfeita a propriedade (1), e ainda

% 0 +oo %
||PU||LP(R) = </ |Pu|p> — (/ ’Pu|p—|—/ |Pu|p>
R —00 0

< 2l|ullze

Tomando

v(a:):{ u'(x)sex >0

—u(—z) se x <0

Note que v € LP, de fato

[r@rae= [ - uapas [,

mas 0 +oo —+o00
| =uapae= [ 1—uwpar= [ ers < .
ou seja,
/ lv(z)Pdz < 0.
R
Além disso

u*(z) —u*(0) = /:U(t)dt,‘v’x €R,

onde segue que u* € W'P(R) e

lulwrem = U |lo@) + 1™ ooy < 2(Jullzoy + |1l 2oy

< Jullwrey.

Agora considerando o caso onde I é um intervalo limitado. Sem perda de generalidade
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consideremos o intervalo I = (0,1). Fixada uma funcao n € C}(R), 0 < n < 1, tal que

U(I):{ lsex <

0sexz>

NIV

dado uma fungao f definida em (0, 1)

Precisaremos da seguinte afirmacao

Afirmagao 2.1. Seja u € WHP(I). Entao
ni € WH(0,400) e (ni) = n'a +nu'.

Seja ¢ € C1((0,400)), entao

“+00 1 1
/ nuy' = / nuy' = / ul(ne) —n'y
0 0 0

1 1
= —/ u'ne — / un' desde que ny € C:((0,1))
0 0

1
= —/ (u'n +un')e.
0

ficando assim demonstrada a afirmacgio. Voltando a prova do teorema, dado u € W'2([)
escrevemos

u=nu+ (1-nu.

A fungao nu é a primeira extensao para (0, +00) pela nt e em seguida extendendo a toda reta real

pela reflexao. Desta forma obtemos uma fungao v; € WH(R) que extende nu e tal que

vt ey < 2lulleey,  [villwre®) < cllullwem

onde ¢ depende de ||7||s. Procedendo do mesmo modo com (1 —n)u, ou seja, primeiro estendendo
para (—oo, 1) por 0 e entdo estendendo para toda a reta real por reflexdo(desta vez sobre o ponto
1, nao no ponto 0). Desta forma, obtemos uma fun¢ao v, € WHP(R), que extende (1 — n)u e

satisfaz

lvallze®y < 2[Jvallzory,  [lv2llwremy < cllvallwre

Entao definindo Pu = v + vq, tal aplicacao satisfaz as condigoes do teorema, ficando assim

demonstrado o resultado. O
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Certas propriedades de funcoes C!' permanecem verdadeiras para funcoes em WP, E
conviniente estabelecer estas propriedades por um argumento de densidade com base nos seguintes

resultados

Teorema 2.6 (Densidade). Seja u € W'P(I) com 1 < p < oo. Entao exite uma sequéncia
(un) € C*(R) tal que uy|r — u em WHP(I).

Observagao 2.8. Em geral, nio ha sequéncia (u,) € CX(I) tal que u, — uw em WHP(I). Isso
esta em contraste com os espagos LP onde para cada fung¢io u € LP(I) existe uma sequéncia
(un) € C2(I) tal que u, — u em LP(I).

Demonstrag¢ao. Podemos sempre supor I = R; caso contrario extenderemos u para uma fungao

pertecente a W?(R) pelo teorema . Usaremos um tecnica basica de convolucao e cut-off.

(a) Convolugao

Precisamos de seguinte lema

Lema 2.3. Seja p € LY(R) ev € WH(R) com 1 < p < co. Entdo
pxv € WHPR) e (pxv) =p*v

Demonstrag¢ao. Primeiramente suponhamos que p tenha suporte compacto. Sabemos pelo teorema

que pxv € LP(R). Seja p € C}(R); pelos teoremas e obtemos

Jesore = [wpee) = [oner = [ == [(rxe)e

Dai obtemos que

prxvE€WH e (pxv) =pxv.

Se p nao tem suporte compacto, pelo corolario[L.1] introduzimos uma sequéncia (p,,) de C.(R) tal

que p, — p em L'(R) . Donde segue que
pox €WIP(R) e (ppxv) = pu*v.

Mas p, xv — pxv em LP(R) e p,x — pxv' em LP(R) pelo teorema concluimos com a ajuda
da observagao 2.3 que
pxv € WPR) e (pxv) =pxv.

(b) Cut-off
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Fixada uma funcao ¢ € C°(R) tal que 0 < ( <1le

C(I):{ 1, se|z| <1

0, se |z| > 2

Defina a sequéncia
x

Gul(z) = ¢ (E) , paran=1,23..

Segue facilmente pelo Teorema da Convergéncia Dominada que se uma funcao f pertence LP(R)
com 1 < p < oo, entdo (,f — f em LP(R).
(c) Conclusao

Escolha uma sequéncia regularizante (p,,). Afirmamos que a sequéncia u,, = (,(p,*u) converge
para u € W'?(R). Primeiramente mostraremos que ||u, — ul|, — 0.

De fato,
Up — U = Gu(pn %) — U = Cu((pn *u) —u) + (Guu — u),

e assim

[t = ully < llpn*u = ullp + [[Guu = ull, =0,
em seguida pelo lema [2.3] obtemos

/

U, = C;z(pn *U) + <n(pn *u/>‘

Portanto,

!/
n

IA

16 (on * W) llp + 11Ga(on * ) — vl

C
—[lully + llpn v = @llp + |Gt = @', = 0,
n

[, = wllp

IN

onde ¢ = ||¢’|| -

O proximo resultado é um importante protétipo para as Desigualdades de Sobolev.
Teorema 2.7. FEriste uma constante ¢ dependendo de |I| < oo tal que

(1) \lullery < cllullwrey, Vu € WhP(I),V1 < p < oo.

Em outras palavras, WYP(I) estd imerso continuamente em L>(I) para todo 1 < p < oo.

mais ainda, se I for limitado entao
(2) A imersao WYP(I) C C(I) € compacta para todo 1 < p < co.

(3) A imersao WHH(I) C Li(I) é compacta para todo 1 < p < oo.
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Demonstrag¢ao. Comegaremos provando (1) para I = R pois o caso geral segue deste pelo teorema
2.5 Seja v e CLR) se 1 <p < oo tome G(s) = |s[Fs.
A funcdo w = G(v) pertence a C}(R) e

w = G'(v)v = plulP~ .

Assim, para x € R, obtemos

G(v(z)) = / " PP (),

—0o0

e pela Desigualdade de Holder

[o(@)P < pllolly 1[Iy,

dai podemos concluir que
[0l < ellvllwre, Yo € CH(R), (2.5)

onde ¢ é uma constante universal que independe de p. Utilizaremos a seguir alguns argumentos
de densidade. Seja u € WP(R), entdo existe uma sequéncia (u,) C C'¢(R) tal que u, — u
em W1P(R) pelo terorema [2.6] Aplicando (2.5) vemos que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em
L>®(R). Assim u, — u em L*(R) e obtemos (1).

Agora provaremos (2) Seja H uma bola unitaria em W!'?(I) com 1 < P < oco. Para u € H

temos

Ju(z) —uly)| =

T
/ U,(t)dt‘ S ||U/||p|ZL‘ - y|§ S |l’ - y|§7vx7y el
Y

Segue entdo do Teorama de Ascoli-Arzela que H tem fecho compacto em C(I).

Prova de (3): Seja H uma bola unitaria em W(I). Seja P o operador extensdo do teorema
e tome F = P(H) de modo que H = F|;. Provaremos que H tem fecho compacto em L?(I), para
todo 1 < ¢ < oo aplicando o teorema (4.26). Claramente F ¢ limitado em W'?(R), portanto F
¢ também limitado em L?(R), uma vez que é limitado tanto em L'(R) quanto em L>®(R). Vamos

agora verificar a hipotese do Teorema de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, isto é,
}Lirré |7nf — fll =0 unifomemente em f € F
—

Pela teorema [2.4] temos, para cada f € F,

ITnf = fllow < A @ < clhl,
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como F é uma subconjunto limitado de W' (RR). Temos

|70 f — fHLQ(]R ([ f]

pnse@)? TS — flle) < clhl

e consequentemente
1
|7 f — fllLam) < clh|a,
onde ¢ independe de f o resultado segue desde que ¢ # oo ]

Observagao 2.9. A imerio WHL(I) C C(I) é continua mas nunca compacta, mesmo que o
intervalo seja limitado. Entretanto se (u,) € uma sequéncia limitada de WY'(I), existe uma
subsequéncia (uy,,) tal que uy,, (x) converge para todo x € I. Quando I € ilimitado e 1 < p < oo,
sabemos que a 1mersao Wl’l(I) € continua porém essa imersao nunca € compacta. No entanto,
se (u,) € uma sequéncia limitada em W'P(I) com 1 < p < oo, existe um subsequéncia (u,,) €

alguma w € WHP(I) tal que u,, — u em L>®(J) para cada subconjunto J limitado de intervalo I.

Observagao 2.10. Sejam I um intervalo limitado, 1 <p < oo e 1 < g < oo. Pelo teorema(2.1 e

por (1) podemos ver facilmente que a norma
Hulll = ']l + llullq

¢ equivalente a norma de W'P(I).

Observagao 2.11. Seja I um intervalo ilimitado. Seja uw € W'P(I), entao u € LI(I) para todo
q € [p, 00| visto que

[ 1l < el
I
Mas geralmente u nao pertence a LP(I) para q € [1,p).

Corolario 2.1. Suponha que I é um intervalo ilimitado e u € WHP(I) com 1 < p < oo. Entdo

lim wu(z) = 0.
xzel
|z|—o00

Demonstragio. Pelo Teorema [2.6] existe uma sequéncia (u,,) em C1(R) tal que u,, — u em WH2(I).
Afirmamos de (1) que |t —ul[z(1) — 0. De fato, dado € > 0 escolhemos n suficientemente grande

tal que ||u, —ul| P < e. Para |z| grande u,(z) = 0 desde que u, € C}(R) e assim |u(z)| <e. O

Corolario 2.2 (Regra do Produto). Seja u,v € W'?(I) com 1 < p < co. entdo

uv € WHP(I)

(uwv) = u'v +uv'. (2.6)
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Além disso abtemos a formaila da integral por partes
/ w'v =u(x)v(z) —uly)v(y) — / w' Y,y € 1. (2.7)
y y

Demonstragao. Primeiramente lembremos que se u € L™ pelo Teorema 2.7 e ainda uv € LP. Para
mostrarmos que (uv) € LP, comegaremos com o caso 1 < p < co. Seja (u,) e (v,) sequéncias em
CL(R) tal que u,|; — u e v, — v em WHP(I). Assim u,|; — u e v, = v em L>(I) e, novamente

pelo teorema [2.7], segue que u,v, — uv em L*(I) e também em LP(I). Dai temos
(Unvn) = U, vy + upv), — v'v +uv em LP(I).

Aplicando a obsevacao para a sequéncia (u,v,), concluimos que uv € W1P(I)
Para o caso em que p = oo, seja u,v € W'P(I). Assim uwv € L®(I) e /v +uwv' € L*>(I).
Resta-nos mostrar que

/uw’ = — /(u'v + uv)p, Vo € CL(I).
I I

Para isso, fixemos um intervalo aberto J C I tal que suppy C J. Assim u,v € W'P(J) para todo

p < oo e pelo que acabamos de mostrar

/uvgp’ = —/(u’v + uv')p,

J J

/uvgp/ =— /(u’v + uv')p.
I I

Por fim integrando ([2.6)) obtemos ([2.7)). O

Corolario 2.3 (Derivada da composigao). Seja G € CL(R) tal que G(0) = 0, e sejau € W(I)
com 1 < p<oo. Entao

logo

Goue W' (I) e (Gou) = (G ou

Demonstragao. Seja M = ||ul|. onde G(0) = 0, existe uma constante ¢ tal que |G(s)| < c|s]
para todo s € [—M,+M]. Assim |G o u| < c|u| donde segue que G ou € LP(I). Analogamente

mostar-se que (G’ ou)u’ € LP(I). Resta-nos mostrar que

/I(Gou)gpl _ —/I(G'ou)ulcp. (2.8)

Primeiramente suponha o caso em que 1 < p < oo. Entao existe uma sequéncia (u,) de C}(R
tal que u,|; — u em WH(I) e também em L>(I). Assim (G o wu,)|; — Gou em L¥(I) e
(G’ o up)ul, = (G’ ou)u’ em LP(I). Pelas propriedades das fungoes C* obtemos ([2.8).
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Para o caso em que p = oo procedemos de maneira analoga ao que foi feito na prova do

corolario anterior. O

2.1 O Espaco de Sobolev WP

Definicao 2.2. Dado um inteiro m > 2 e um real 1 < p < oo definimos por indu¢dao o espaco
W™ (I) = {u € W™ tal que v’ € W™ 1P},

Definimos também
H™(I) =W™*(I).

E de facil verificacio que uw € W™P(I) se, e somente se, existir m fungoes gi, gz, ..., gm € LP(I)

tal que

/“Dj@ = (—1)j/9j90,vso €Cr(),¥j=1,23,...m,
1 1

onde Dy denota a j-ésima derivada de . Podemos assim considerar as derivadas sucessivas
de u. u' = g1, (W) = go,..., até ordem m. Vamos denota-las por Du, D*u, ..., D™u. O espaco

Wm™P(I) serd dotado com a norma

lallwmaey = lull, + D I1D%ull,,

e o espago H™(I) serd dotado com o produto por escalar

(u, V) gm = (u,v)r2 + Z(Do‘u, D%) = /uv + Z/DauD%
I iy

a=1

Podemos verificar que a norma ||||ym.» € equivalente a norma
Il = lully + D™ ull,-

Mais precisamente prova-se que para cada j, 1 < j < m—1 e para cada ¢ > 0 existe uma constante

¢ dependendo de € e de |I| < oo ¢ tal que
1D ully < ellD™ (I, + cllullp, Yu € W™(D).

Podemos estender para o espaco W™P todas as propriedade contruidas para WP,
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2. Espagos de Sobolev

2.2 O espago W,”

Definigao 2.3. Dado 1 < p < oo, denotaremos por Wy P(I) pelo fecho de CH(I) em W'P(I).
Denotaremos também

Hy (1) = Wy (1)

Podemos ainda introduzir ao espaco Wol’P a norma de W'?(I) e de maneira analoga
introduzimos ao espaco HE(I) o produto por escalar de H'(I). Observe que o espaco W7 é
uma espaco de Banach separavel. Mais ainda, ¢ reflexivo se 1 < p < oo. O espago de Hilbert H_

é separavel.

Observagao 2.12. Quando I = R sabemos que CL(R) € denso em W'P(R) ver Teorema e
portanto

Wy (R) = WP(R).
Observagao 2.13. Utilizando uma sequéncia reqularizante (p,) € facil verificar que
1. C=(I) € denso em WyP(I)
2. Seuw € Wh(I)NC.(I) entio u € Wy P(I)
O proéximo resultado caracteriza as funcoes em I/VO1 P(I).
Teorema 2.8. Seja u € W'P(I). Entio u € WyP(I) se, e somente se u=0 em OI.

Observagao 2.14. O teorema anterior explica o papel central desempenhado pelo espago Wol’p(f)
nas equagoes diferenciais parciais pois sao muitas vezes associados a estas equagoes condigoes de

contorno.

Demonstragio. Se u € Wy (I), existe uma sequéncia (u,) em C!(I) tal que u, — u em W'P(I).
Portanto u, — u uniformemente em I e em consequéncia disso u = 0 em 0I. Reciprocamente

seja u € WHP(I) tal que u = 0 em OI. Fixada uma fungao G € C'(R) tal que

G(t):{ 0se |t|] <1

t se|t] >2

|IG(t)| < |t],VeR

Consirede u,, = 2G(nu), pelo conrolario [2.3 temos que u,, € W'P(I). e ainda

1
suppu,, C {:1: € I tal que |u(x)| > —} ,
n
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2. Espagos de Sobolev

assim suppu,, é um subconjunto compacto de I e utilizando o fato que v = 0 em 01 e u(z) — 0
quando |z| — oo, x € I. Portanto u, € Wy”(I) pelo que vimos na observagio m Para

finalizar ¢ facil ver que u,, — u em W'P(I) pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Portanto

u € WyP(I). O
Observacao 2.15. Vamos mencionar duas outras caracterizag¢oes das fungoes em Wol’p.

1. Sejal <p< oo esejau € LP(I). Definimos u por

u(g:):{ u(z), sex el

0, sexeR—-1,

entio u € WyP(I) se, e somente se @ € WyP(I)

2. Sejal <p< oo eseauc LP(I). Entio u pertence a WyP(I) se, e somente se existe uma

constante ¢ tal que

\ / w" < cllgllyn. Ve € CA(R)

Teorema 2.9 (Desigualdade de Poincaré). Suponha I uma intervalo limitado. Entao existe

uma constante ¢ dependendo de |I| < oo tal que
Hunl,p(]) < CHUIHLP([),V’LL € Wol’p<[) (29)

Demonstragio. Seja u € WyP(I) com I = (a,b), onde u(a) = 0, temos

u(@)| = [u(z) - ula)| =

/ u’(t)dt‘ <l

Assim ||ul|peo(ry < ||[t/]| oy € (2.9) segue da desigualdade de Hoder. O

Observagao 2.16. Se I ¢ limitado a expressio (v',v") 2 = [, u'v" define um produto escalar em

Hy(I) e esta associada a norma, isto € ||| 12(r), € equivalente a norma em H'(I).

Observagao 2.17. Dado um inteiro m > 2 e um real 1 < p < 0o o espago W"P(I) é o fecho de
C™(I) em W™P(I). Dai vemos que

W P(I) = {u € W™P(I) tal que w = Du = D*u=..=D""'u=0 em 0}
€ essencial notar a distincao entre

WeP(I) = {u € W™P(I) tal que u = Du = D*u =0 em OI}

W2P (D) N WP (1) = {u € W*P(I) tal que u =0 em OI}
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2. Espagos de Sobolev

2.3 O Dual de W, ”(I)

O dual de espaco W, ?(I) com 1 < p < oo é donotado por W=2((I) e o espaco dual de H} ()
¢ denotado por H~1(T).
Sabemos que ¢ possivel identificar L? com o seu dual, mas nao é possivel identificarmos H_

com o seu dual. Obteremos, na verdade,
Hy Cc L*>C H',

onde estas imersoes sao continuas e densas.

Se I for um intervalo limitado temos
Wol’p CL?c W™ paratodo1l<p< oo

1mersoes continuas.

Se [ for um intervalo limitado temos apenas
Wy? c L> c W' para todo 1 < p <2

sao imersoes continuas.
/ o1 ~ ~ / .
Os elementos de W17 podem ser representados com a utilizacio das funcoes em LP. Mais

precisamente, obtemos o seguinte resultado

Teorema 2.10. Seja ' € W=YP(I). Entio existe duas funcoes fo, fi € LP' (I) tal que

(F,u}:/If0u+/lf1u’,Vu€W01’p(I)

[E fw=r(r) = max{|[ foll o 1y (11l 2o 1y -

Onde I ¢é limitado e podemos tomar fy = 0.

Demonstracao. Considere o espago produto £ = LP(I) x LP(I) com a norma
121l = Nlhollzery + 7l Le(ry onde b = [ho, ]

Definimos a aplicacao
T :WyP(I) = Eu— [u,u]

¢ uma isometria de W, ?(I) em E. O conjunto G = T(W,"(I)) dotado com a norma de E e

S=T":G = W,P(I). A aplicacio h € G — (F, Sh) é um funcional linear continuo em G.
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2. Espagos de Sobolev

Pelo Teorema de Hanh-Banach, podemos estendé-lo & um funcional continuo ® para todo E com

|®|lg= = ||F||. Pelo Teorema da Representacao de Riesz nos sabemos que exite duas fungoes
fo, f1 € LP(I) tal que

<(D7h'> = /]f0h0+/lf1hlav}l - [ho,hl] € E

E facil verificar que ||®||z- = max{|| foll . ry> | f1ll o ()} € temos também

(O, Tu) = (F,u) = /fou—i— /flu/,Vu e WyP(I)
I I
Quando T ¢ limitado o espago W;,*(I) pode ser equipado com a norma ||u/|| z»(s) como no teorema
2.9 O
Observagao 2.18. As funcoes fo e fi nao sao as unicas determinadas por F.

Observagao 2.19. O elemente ' € W=1(I) é usualmente identificado com a distribuicio fo— f;

que por definigio é um funcional linear v — [, fou+ [, fiu' em CZ(I).

Observacgao 2.20. A primeira afirmacao do teorema anterior também vale para o funcional linear
continuo em WP(I) para 1 < p < oo, isto €, cada funcional linear continuo F em WP pode ser

representado por

(Fu) = / fou + / o Vu € W,
I I

para algumas funcoes fy, fi € L' (I).
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CAPITULO 3

APLICACOES

Neste capitulo utilizaremos os passos descritos na motivacao do capitulo anterior como um
guia para a resulucao de problemas interessantes em equacoes diferenciais. A técnica utilizada a

seguir sera basicamente a mesma, com algumas diferencas sutis, porém bastante relevantes.

Aplicagao 3.1. Consideremos assim o problema

{ —u"+u=f em I=(0,1) (3.1)

uw(0)=u(l)=0

Definigao 3.1. Uma solugdo cldssica de (3.1]) € a fungao u € C*(I) satisfazendo (3.1) no sentido
usual. Uma solugdo fraca de (3.1)) € uma funcio uw € HY(I) satisfazendo

/u’v’—i—/uv:/fv,VvEHé(I).
I I I

FExisténcia e Unicidade

Considere o espago de Hilbert Hy(I) munido com o produto interno:

(u,v) g = /u’v’+/ulv,
I I

e seja ¢ : Hy(I) — R funcional linear dado por ¢(v) = [, fv. Como Hj(I) é Hilbert, aplicando

o Teorema da representagio de Riesz existe inico u € H}(I) tal que

p(v) = (u,v)m,
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3. Aplicagoes

ou seja,

/va = /Iu'v'—i—/luv, Yo € H(I), (3.2)

ou seja, u € solugio do problema fraca do problema (3.1). Note que, pela construgdo acima u €

unica solugao fraca do problema.

Regularidade
Note que se f € L? e u € H} € solugdo fraca entdo u € H%. De fato, observe que a igualdade
(3-2) € vdlida para toda v € H}(I) em paricular vale para toda v € C(I), ou seja,

/Iu'v' = /I(f—u)v, Vo e CHI).

e assim, como f —u € L%, seque u' € H', ou seja, u € H>.

Se, mais ainda, assumirmos que f € C(I), entdo a solucio fraca pertence a C*(I). De fato,
observe que (u') = f —u € C(I), portanto, pela observagio u' € C'(I) e, pelo mesmo
argumento, u € C*(I), ou seja a solugdo fraca e de classe C*(I). Precisamos agora mostrar que
u € solucao cldssica.

De fato, como u € C*(I) e u(0) = u(1) = 0 e satisfaz (3.1)), utilizando integra¢do por partes

obtemos
b
/ (—u" +u—flp=0,Vpe ).
Portanto, pelo coroldrio 1.3, seque que
—u" +u=feml,

e portanto u € solugdo cldssica do problema desde que u € C*(I).

Se f € H*(I), com k um inteiro maior igual a 1, é facil verificar por inducdo que a solucao da
equagao pertence a H*2(T).
O método descrito anteriormente é extremamente flexivel e pode ser adaptado para uma grande

diversidade de problemas, com faremos a seguir.
Aplicacao 3.2. Considere o sequinte problema nao homogéneo com condicoes de Dirichlet.

{ u(o—u”—i-u =f em [ =(0,1) (3.3)

com «, € R dadas e f uma fungao.

Fizando uma aplicagao ug tal que ug(0) = a e ug(1) = . Considerando a aplicagdo u = u—uy,
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3. Aplicagoes

entdo u satisfaz

ey ~ — " I — 0’ 1
Fla) = iL +u fj—uo ug em (0,1) (3.4)
u0)=1=u(l)=0
reduzimos o problema ao problema anterior que ja sabemos que possui solucao.
Aplicagao 3.3 (Problema de Sturm-Liouville). Considere o problema
u(0) =u(l) =0

onde p € CY(I), q € CY(I) e f € L*(I) sdo dados. Com p(z) > a >0,Vx € I,q> 0.

FEzxisténcia e Unicidade

Se u € uma solugao classica de (3.5). Temos

/pu/v/—i-/quv:/fv,VvEHg([).
I I I

Usaremos H}(I) como nosso espago de trabalho. Considere

a(u,v) = [ pu'v' + /quv.

7
uma forma bilinear simétrica continua em H}(I). Que a(u,v) € bilinear e simetrica é obvio,

mostraremos que € continuo. De fato,

a(u,v) = /Ipu’v’+/lquv

< lple / W+ Jlglle / w
< maprHoo< u'v'—i—/uv)
= C<U7U>Hé

<

cullull g vl -
ficando demonstrado que a forma bilinear simétrica € continua. Nosso objetivo é mostrar que
a(u,v), na verdade, é um produto interno em H}, restando assim demonstrar que

a(u,u) >0 e alu,u) =0 u=0.
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De fato,

v Y
o )
=
S S
o o

_|_
—
2
IS
[\

v
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&
—~
w
(@]
S~—

Deste modo, se a(u,u) =0 temos que
c
0 < —lullg < alu,u) =0
C1 0

assim, |[ullgz = 0, ou seja u = 0. Ficando demonstrado que a(u,v) € um produto interno para

Hi(I). Nosso objetivo € mostrar que, na verdade, o espago H}(I) munido com o produto interno
. P P . . 1 .

acima construido é um espago de Hilbert. Para tal considere ||ul|, = a(u,u)2 a norma proveniente

deste produto interno em H}(I). Como a(u,u) é continua, temos
el = alw,w) < e (llull g lullm ) = clluldy = lulla < ellul ;.

E como por a(u,v) € coersiva, obtemos que as normas || - ||a €| - HH; sao equivalentes, isto €,
(H,a(u,v)) € Hilbert. Pelo Teorema de representacao de Riesz aplicado ao produto interno a(u,v),

existe unica u tal que

a(u,v) = /va,Vv € Hy(I). (3.8)

ficando demonstrada a existéncia de solugao fraca.

Regularizacao
Agora, note que se f € L* e u € H} é solugio fraca entio w € H?. De fato, observe que a
desigualdade em (3.8)) € vdlida para todo v € H}(I) em particular vale para todo v € CH(I), ou

seja,

/Ipu’v’ = /(f —qu)v,Yv € CHI).

I

Portanto como f — qu € L?, seque que u' € H*, ou seja, u € H?. Se assumirmos que f € C(I)
entio a solugdo fraca pertence a C*(I). De fato, observe que (pu') = (f — qu) € C(I), portanto
u' € CYI). Como vemos na observagdo e pelo mesmo argumento, u € C*(I), ou seja, a

solugdo fraca € de classe C*(I). Precisamos agora mostrar que u € solugio cldssica.
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De fato, como u € C*(I) e u(0) = u(1) = 0 e u satisfaz|[3.5, utilizando integracio por partes

temos

/0 (—(pu) 4+ qu— f)e =0,V € C.(I).

Portanto pelo corolario|1.2, seque que
—(pu') +qu=f em I,

e portanto u € solucdo classica do problema desde que u € C*(I)

Aplicagao 3.4. Consideramos agora o caso geral

(s o1 ’

uw(0)=u(l)=0

assumindo que p,q e [ estao na mesmas condi¢oes do caso anterior, e r € C(I). Se u é uma

solugao cldssica de (3.9)) temos

/pu'v'—l—/ru’v—l—/quvz/fv,VvEH&.
I I I I
) e
a(u,v):/pu’v’+/ru’v+/quv,
I i I

uma forma bilinear continua. Em geral, esta forma nao € simétrica. Porém vamos recuperar sua

Considere o espago H} (I

simetria como Seque.

Considere R a primitiva de L esejal = exp(—R). Multiplicando a equagao (3.9) por  obtemos

—(pu” = '’ + (ru’ + Cqu = (f,
desde que ('p + (r = 0. Note que
—(Cpu') = —Cpug(p'u’ + pu”)
= —('pu’ = p'u’ — (pu”
= (ru’ — '’ — (pu”,
ou seja,

— (Cpu')" + Cqu =(f. (3.10)

Definimos em Hj a forma bilinear simétrica continua, como no exemplo anterior
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a(u,v) = /ICpu'v'—i—/ICquv.

De maneira andlogo ao que fizemos usando o Teorema de Representacdo de Riesz garantimos
existéncia e unicidade de solugao para o problema (3.10) e, consequentemente, para o problema

nicial.
Aplicagao 3.5. Considere o problema homogéneo com condicoes de Neumann.

{ —u"+u=f em I =(0,1) (3.11)

com a, 3 €R e f uma funcao dada.
Se u € uma solugao fraca de (3.11)) temos

/Iu’v’—i—/luv:/va—ow(O)—i—ﬁv(l),VvEHI(I).

Trabalharemos no espago H(I) pois, a priori, nao temos qualquer informagao sobre u(0) e u(1).
Considere ¢ : H'(I) = R definido por ¢(v) = [, fv. Como H' é Hilbert, aplicando o Teorema

da Representagdo de Riesz existe um tinico u € H'(I) tal que

p(v) = (w,v)m,

ou seja,

/fv—/u'v’—l—/uv,Vthl(I),
I I I

isto é, u € uma solugdo fraca de (3.11). De (3.11)) seque, como anteriormente, que u € H?*(I).
Usando a identidade (3.11]) novamente obtemos

—/u"v—ku’v}é—k/uv:/fvﬂveHl,

/(—u” +u' — flv 4+ (1)v(l) — ' (0)v(0) = 0,Yv € H'. (3.12)

ou seja,

De (3.12)) temos
/(—u” +u' — flv=0,Yv e Hy(I),

pelo coroldrio obtemos —u" +u = f, e retornando a (3.12)) seque que
o' (1)w(1) — /' (0)v(0) = 0,Vv € H'.
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e desde que v(0) e v(1) sao arbitrdrios, deduzimos que u'(0) = u/(1) = 0.

Proposigao 3.1. Suponha que I é um intervalo ndo limitado e uw € WHP(I) com 1 < p < oo.
Entao

lim u(x) = 0.
xzel
|z|—o00

Aplicagao 3.6 (O problema de valor de fronteira em R). Considere o problema

"
- = ]R
{ u' +u=f em R, (3.13)

u(x) =0 com |z| — oo,

com f € L*(R). Uma solugdo cldssica de (3.13) é uma fungio u € C*(R) satisfazendo (3.13) no

sentido usual. Uma solugao fraca de (3.13)) é uma fung¢io u € H*(R) satisfazendo

/u’v’+/uv:/fv,VU€Hl(R).
R R R

Temos primeiramente que provar que qualquer solucao classica uw € uma solugao fraca; vamos
verificar primeiro que u € HI(R). Tomemos uma sequéncia (¢,) de fungio cut-off como na prova

do teorama (2.6)). Multiplicando (3.13) por (,u, seque que

' (Vu)G, + | vl = [ foud,
R R R

e integrando por partes, obtemos

Awgy+g@+4@ﬁzégm,

AQWMw%:Agm+%Agﬁ. (3.14)

1 C
5/@%2 <= u? com C = 1€ )| oo )
R n n<|1‘|<2n

dai deduzimos que

e S fn<|m|<2n u? = 0 quando n — oo, desde que u(z) — 0 com |z| — oo.

Pela Desigualdade de Holder, obtemos ainda a desigualdade

[aruss [auss [ar

e assim substituindo-a em (3.14)) concluimos que / Co(u?+u?) permanece limitado quando n — oo
R
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e portanto u € H'(R). Assumindo que u é uma solugao cldssica de (3.13)), temos

/Ru/v/—i-/Ruvz /Rfv,Vv € C}(R). (3.15)

Por densidade (e desde que u € H*(R)) tal fato vale para todo v € H'(R). Portanto u é uma
solugao fraca para . Pra obtermos existéncia e unicidade da solugcao fraca € suficiente
aplicarmos o Teorema de Representacio de Riesz mo espago de Hilbert HY(R).  Verifica-se
facilmente que a solugio fraca u pertence a H*(R) e além disso se f € C(R) entio u € C*(R).
Concluimos assim, usando a proposi¢ao anterior, dado que f € L*(R) NC(R), o problema ([3.13)

tem tnica solugdo cldssica que, além disso, pertence a H?*(R).

3.1 O Principio do Maximo

Teorema 3.1. Seja f € L*(I) com I = (0,1) e sejau € H*(I) a solugdo do problema de Dirichlet

{ —u"+u=feml (3.16)

u(0) = a, u(l) = B.
Entao temos, para cada x € 1,
min{a,ﬁ,ir}f f} <u(x) < max{oz,ﬁ,sgp I}
Demonstragao. (Método de truncamento de Stampacchia)

/Iu'v’—l—/luv = /va,VU € Hy(I). (3.17)

Fixemos uma fun¢ao G € C*(R) tal que

Sabemos que

1. G estritamente crescente em (0, +00),
2. G(t) =0 parat € (—0o0,0].

Consideremos K = max{«, 5,sup; f} e suponhamos que K < oo. Mostraremos que u < K em /.

De fato, a fungao v = G(u — K) pertence a H'(I) e o mesmo para H}(I), desde que
u0)—K=a-K<0eu(l)—-K=—-K<NO0.
Aplicando v em ({3.17)), obtemos

/u’QG’(u—K)—l—/uG(u—K):/IfG(u—K),

1 I
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e somando — [, KG(u — K) a ambos os lados obtemos

/U'QG'(U _K)+ /(u —K)G(u—K) = /(f ~K)G(u— K),

I 1 1

Mas (f — K) <0 e G(u— K) > 0, donde segue que (f — K)G(u — K) <0, e portanto

/(u—K)G(u—K) <0.

Desde que tG(t) > 0,Vt € R a desigualdade anterior implica que (v — K)G(u — K) = 0 q.t.p.
donde segue que u < K q.t.p. em todo I, desde que u é continua.

Obtemos o outro lado da desigualdade aplicando —u, ficando assim demonstrado o
resultado. O

Corolario 3.1. Seja u uma solugao de
1. Seu>0emdl ese f >0 em I, entaou>0 em I.
2. Seu=0em0l esefe L), entao ||u|lrer) < || flLe(n)-
3. Se f=0emlI, entao ||ul ey < ||uflzear)-
Demonstragao. 1. Supondo a, 8 > 0 e f > 0, entdao pelo teorema anterior
min{a,,@’,ir}f f} <wu(z),Vzr em I.
Dai segue que u > 0.
2. Supondo o, 5 =0e f € L*(I), ouseja 3 C tal que |f(z)| < C. Mas

u(z) < max{a,ﬁ,swt}p [} <max{a, B, || fllzen}, Vo € 1

Dai segue que ||ul|zoo(ry < || fllzoor)-

3. Supondo f =0 em I, temos
u(x) < max{a, 3,0} = max{u(0),u(1),0} < max{|al,|B|} = ||u|lL=@n, V2 € I.

Dai segue que [[ull=(r) < [[ull=(on.
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