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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre as desigualdades do tipo Adams e algumas de
suas consequências no desenvolvimento da pesquisa em equações diferenciais parciais elípticas
não lineares de ordem superior. Apresentamos um resultado de concentração-compacidade para
a desigualdade de Adams e, utilizando este resultado, provamos a existência de uma solução
do tipo passo da montanha para uma equação diferencial parcial elíptica de ordem superior
não linear com crescimento crítico dado pela desigualdade de Adams. Além disso, mostramos
uma desigualdade do tipo Adams em domínios quaisquer e aplicamos esta desigualdade para
provar a existência de soluções para algumas classes equações diferenciais parciais elípticas
não lineares envolvendo o operador poliharmônico.

Palavras-chave: Desigualdade de Adams; Métodos Variacionais; Crescimento Crítico;
Princípio de Concentração-Compacidade; Desigualdade de Trudinger-Moser.
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Abstract

In this work we present a study on Adams-type inequalities and some consequences of these
inequalities on the development of the research on the nonlinear elliptic partial differential
equations of superior order. We present a concentration-compactness result for the Adams
inequality and we use this result to study the existence of Mountain Pass type solution for a
nonlinear elliptic equation of superior order involving nonlinearity with critical growth given
by the Adams inequality. Furthermore, we prove an Adams-type inequality for arbitrary domain
and we apply this inequality to prove the existence of solutions for a class of nonlinear elliptic
partial differential equations involving the polyharmonic operator.

Keywords: Adams Inequality; Variational Methods; Critical Growth; Concentration-
Compactness Principle; Trudinger-Moser Inequality.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos desigualdades do tipo Adams e algumas de suas consequências no
estudo de equações elípticas não lineares. Estas desigualdades são generalizações naturais
para espaços de Sobolev envolvendo derivadas de ordem superior da famosa desigualdade de
Trudinger-Moser.

Façamos uma descrição breve dos principais resultados envolvendo as desigualdades de
Trudinger-Moser para facilitar e motivar o estudo do tema.

Dado Ω um domínio suave e limitado de Rn, V. I. Judovič [26], S. I. Pohozhaev [36], N. S.
Trudinger [47] e J. Peetre [35] provaram que o espaço de Sobolev W 1,n

0 (Ω) está continuamente
imerso no espaço de Orlicz determinado pela função de Young φ = φα(t) = eα|t|n/(n−1) − 1,
α > 0, isto é,

W 1,n
0 (Ω) ↪→ Lφ (Ω).

Posteriormente, J. Moser [39] refinou este resultado mostrando a seguinte desigualdade:

sup
u∈W 1,n

0 (Ω)
‖∇u‖n≤1

∫
Ω

eα|u|n/(n−1)
dx <+∞, ∀ α ≤ αn, (1)

onde αn := nω
1/(n−1)
n−1 . Mais ainda, a constante αn é ótima, no sentido que o supremo acima

torna-se infinito para α > αn.
A desigualdade (1) possui ainda uma versão para domínios suaves quaisquer, a qual foi

provada por D. Cao em [10], para n = 2, e posteriormente por J.M. do Ó em [18] e S. Adachi e
K. Tanaka em [1], para n≥ 2 qualquer, que podemos enunciar do seguinte modo:
Para todo u ∈W 1,n(Rn) e α > 0 temos que

Φ(α|u|n/(n−1)) ∈ L1(Rn), onde Φ(t) := et−
n−2

∑
j=0

t j

j!
.

Mais ainda, se ‖∇u‖n ≤ 1, ‖u‖n ≤M e α < αn, então existe C =C(n,M,α) tal que∫
Ω

Φ(α|u|n/(n−1)) dx≤C.

Porém, nestes trabalhos, os autores não dão nenhuma informação sobre o caso em que α = αn.
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Introdução

Nesta direção, Li e B.Ruf em [31] substituiram a norma de Dirichlet pela norma de Sobolev e
mostraram que

sup
u∈W 1,n(Rn)
‖u‖nn+‖∇u‖nn≤1

∫
Rn

Φ(α|u|n/(n−1)) dx <+∞, ∀ α ≤ αn. (2)

Mais ainda, este supremo é atingido e αn é a constante ótima para a desigualdade (2).
Para o caso de derivada de ordem superior, D. Adams em [2] provou a seguinte

desigualdade: sejam Ω⊂ Rn um domínio suave e limitado e m um inteiro positivo com m < n.
Então

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω),
‖∇mu‖ n

m
≤1

∫
Ω

eβ |u|n/(n−m)
dx≤+∞, β ≤ β0, (3)

onde

β0 = β0(m,n) =


n

ωn−1

[
π

n
2 2mΓ(m+1

2 )
Γ( n−m+1

2 )

] n
n−m

, m ímpar;

n
ωn−1

[
π

n
2 2mΓ(m

2 )
Γ( n−m

2 )

] n
n−m

, m par,

e

∇
mu =

{
∆m/2u, m = 2,4,6, ...

∇∆(m−1)/2u, m = 1,3,5, ...

Mais ainda, a constante β0 é ótima.
Como consequência da desigualdade (3) temos que

W
m, n

m
0 (Ω) ↪→ Lφ (Ω), (4)

com φ = φβ (t) = eβ |t|n/(n−m)−1, qualquer que seja β > 0.
B. Ruf e F. Sani em [41] provaram uma versão da desigualdade (3), que denominamos de

desigualdade do tipo Adams, para domínios quaisquer não necessariamente limitados com m
par, a saber:
Sejam Ω⊂ Rn um domínio qualquer, m = 2k, para k ∈ N, com m < n e

Φ(t) := et−
jm,n−2

∑
j=0

t j

j!
,

onde jm,n := min{ j ∈ N : j ≥ n
m}. Então,

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω)

‖(−∆+I)ku‖ n
m
≤1

∫
Ω

Φ(β |u|m/(n−m)) dx <+∞, ∀ β ≤ β0. (5)

2



Introdução

Mais ainda, β0 é a constante ótima.
Posteriormente, N. Lam e G. Lu em [30] mostraram uma desigualdade do tipo Adams para m
ímpar e domínios quaisquer, cujo enunciado é o seguinte:
Sejam Ω⊂ Rn, um domínio qualquer, m = 2k+1, para k ∈ N, com m < n. Então,

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω)

‖∇(−∆+I)ku‖
n
m
n
m
+‖(−∆+I)ku‖

n
m
n
m
≤1

∫
Ω

Φ(β |u|n/(n−m)) dx <+∞, ∀ β ≤ β0. (6)

Mais ainda, para n = 2m mostraram as seguintes desigualdades:
Dado τ > 0 temos, para m = 2k, que

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω)

‖(−∆+τI)ku‖ n
m
≤1

∫
Ω

(
eβ |u|2−1

)
dx <+∞, ∀ β ≤ β0. (7)

e para m = 2k+1

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω)

‖∇(−∆+τI)ku‖
n
m
n
m
+τ‖(−∆+τI)ku‖

n
m
n
m
≤1

∫
Ω

(
eβ |u|2−1

)
dx <+∞, ∀ β ≤ β0. (8)

Agora, passaremos a apresentar os principais resultados contidos neste trabalho. No
Capítulo 1, mostramos que exceto por uma “pequena vizinhança fraca de 0” o mergulho em
(4) é compacto para β = β0, onde garantirmos que, em certos casos, esta constante pode ser
melhorada. Provamos o seguinte teorema:
Teorema 1.1.1. Sejam m um número positivo inteiro com m < n e p = n/m ≥ 2n/(n+ 2).
Sejam ui,u ∈W m,p

0 (Ω), µ uma medida em Ω, de modo que ‖∇mui‖p = 1, ui ⇀ u em W m,p
0 (Ω)

e |∇mui|p ⇀ µ em M (Ω). Então, um dos seguintes casos ocorre:

(i) se u≡ 0 e µ = δx0 , para algum x0 ∈Ω, então, a menos de subsequência,

eβ0 |ui|p/(p−1)
⇀ cδx0 +Ln em M (Ω), para algum c≥ 0;

onde Ln denota a medida de Lebesgue em Rn.

(ii) se u≡ 0 e µ não é uma concentração de massa de Dirac sobre um ponto, então existem
γ > 1 e C =C(γ,Ω)> 0 de modo que∫

Ω

eβ0 γ |ui|p/(p−1)
≤C;

3
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(iii) se u 6≡ 0, então para γ ∈ [1,η) existe uma constante C =C(γ,Ω)> 0 tal que∫
Ω

eβ0 γ |ui|p/(p−1)
≤C,

onde

ηm,n(u) :=

{(
1−‖∇(∆ku)∗‖p

p
)−1/(p−1) se m = 2k+1,(

1−‖∇mu‖p
p
)−1/(p−1) se m = 2k.

e (∆ku)∗ o rearranjamento esfericamente simétrico e decrescente de ∆ku.

Este teorema mostra um resultado de concentração-compacidade para o funcional de Adams de
modo que ou o funcional converge ao longo da sequência ou o funcional se concentra em um
ponto. Este resultado generaliza o Teorema I.6. de [33] onde P. -L. Lions prova a concentração-
compacidade para o funcional de Trudinger-Moser, dado pela desigualdade (1).

Resultados de concentração-compacidade são cruciais no estudo de existência de extremais
para desigualdades do tipo Trudinger-Moser. Os autores L. Carleson e A. Chang [11]
mostraram um resultado de concentração-compacidade para sequências de funções radiais
definidas em uma bola. Usando este resultado, juntamente com uma técnica de análise de blow-
up, eles provaram que a desigualdade (1) possui um extremal sempre que Ω é uma bola. Outros
trabalhos que utilizam argumentos envolvendo concentração-compacidade foram: M. Struwe
[43], onde o autor estendeu o estudo de existência de extremais para domínios não simétricos,
M. Flucher [23], onde o autor prova a existência de extremal para domínios suaves e limitados
quaisquer em R2, e por fim K. Lin [32], onde o autor mostra a existência de extremal para a
desigualdade (1). Citamos ainda D.G. De Figueiredo, J. M do Ó e B. Ruf [14] onde os autores
apresentam uma nova prova de existência de extremais para (1) baseados em concentração-
compacidade.

Relativo ao estudo de equações elípticas, o resultado de concentração-compacidade de P.-L.
Lions também possui um importante papel. Em [13], D. G. de Figueiredo, O. H. Miyagaki e
B. Ruf mostraram que o problema{

−∆u = f (x,u), em Ω

u = 0, em ∂Ω,

onde Ω⊂R2 é um domínio suave e limitado e f possui crescimento crítico, possui uma solução
no nível do passo da montanha. O estudo foi feito de modo variacional, mostrando que o
funcional associado ao problema,

J(u) =
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F(x,u) dx

onde F(x,s) =
∫ s

0 f (x, t) dt, satisfaz a condição de Palais-Smale. Na obtenção deste resultado,

4
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a concentração-compacidade de P.-L. Lions e a desigualdade (1) foram cruciais.
Seguindo esta linha, no Capítulo 2, aplicamos o princípio de concentração-compacidade

(Teorema 1.1.1) para provar a existência de pontos críticos para funcionais do tipo

J(u) =
1
p

∫
Ω

|∆ku|p dx−
∫

Ω

F(x,u)dx,

definidos em W 2k,p
0 (Ω), onde Ω ⊂ Rn é um domínio suave e limitado, n = 2kp e

F(x,s) =
∫ s

0 f (x, t) dt, sendo f superquadrática com crescimento crítico do tipo Adams, cuja
não linearidade modelo é dada por

F(x,s) = g(x)
(

1
p
|s|q + |s|qeα0|s|p/(p−1)

)
,

para algum q > p e g : Ω→ (1,+∞) contínua e limitada. O ponto mais delicado é a prova da
condição de Palais-Smale. Para tanto, utilizamos o Teorema 1.1.1 para mostrar que o funcional
J satisfaz a condição de compacidade de Palais-Smale para todo c ∈ (−∞, 1

p (β0/α0)
p−1).

Assim, usando o Teorema do Passo da Montanha, podemos garantir a existência de pontos
críticos no nível do passo da montanha.

No capítulo 3, iniciamos o estudo das desigualdades do tipo Adams em domínios quaisquer.
Em uma primeira direção, provamos a existência de uma sequência radial maximizante para as
desigualdades (5) e (6) no caso em que Ω = Rn. Mais precisamente provamos o seguinte
resultado:
Existe uma sequência (ui)⊂W m,n/m

rad (Rn) satisfazendo ‖ui‖n/m = 1, para todo i, e

lim
i→∞

∫
Rn

Φ(β0un/(n−m)
i ) dx = sup

u∈W m,p(Rn),

‖ui‖n/m≤1

∫
Rn

Φ(β0un/(n−m)) dx.

onde

‖u‖
n
m =


‖∇(−∆+ I)ku‖

n
m
n
m
+‖(−∆+ I)ku‖

n
m
n
m
, para m = 2k+1;

‖(−∆+ I)ku‖
n
m
n
m
, para m = 2k.

Como uma conseguência direta deste resultado temos, por exemplo, que

sup
u∈W m, n

m (Rn)
‖u‖≤1

∫
Rn

Φ(β0|u|n/(n−m)) dx = sup
u∈W

m, n
m

rad (Rn)
‖u‖≤1

∫
Rn

Φ(β0|u|n/(n−m)) dx.

Resultados como estes são importantes no estudo de existência de extremais para
desigualdades do tipo Trudinger-Moser com o domínio sendo todo o espaço. Citamos o
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trabalho de Y. Li e B. Ruf [31], onde os autores provaram a existência de extremal para a
desigualdade (2) quando α = αn e Ω =Rn. Neste caso especial, este resultado sobre as funções
radiais segue de forma imediata por argumento de simetrização, o que não acontece no caso
das desigualdades (5) e (6).

Em uma segunda direção, provamos a seguinte desigualdade do tipo Adams:
Sejam β < β0 =

n2nπn

ωn−1
e Ω⊂ Rn um domínio qualquer, onde n = 2m. Então

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβ |u|2−1

)
dx < ∞. (9)

Para provar este resultado, fizemos uso das desigualdades (7) e (8). A norma utilizada na
desigualdade (9) se mostrou bem mais apropriada em muitos aspectos.

O estudo de problemas elípticos relacionados com o poliharmônico envolvendo crescimento
crítico tem sido intenso nestes últimos anos. No caso em que n > 2m, o crescimento crítico
para os problemas

(−∆)mu = f (x,u), em Ω⊂ Rn, (10)

é dado pela imersão de Sobolev. Miyagaki [34], estendendo o estudo do célebre trabalho
de H. Brezis e L. Nirenberg [9], estudou a existência de solução não trivial para a equação
−∆u +V (x)u = f (x,u) em RN , N ≥ 3, envolvendo o expoente crítico de Sobolev, isto é,
f (x,u) = λ |u|q−1u+ |u|2∗−2u com λ > 0. P. Pucci e J. Serrin [38, 37] iniciaram o estudo para
o poliharmônico com a não linearidade envolvendo expoente crítico de Sobolev em domínios
limitados. Posteriormente, D. Edmunds, D. Fortunato e E. Jannelli [21, 22], adotando um
método semelhante ao desenvolvido por H. Brezis e L. Nirenberg [9], estudaram a existência
de solução não trivial para o biharmônico com não linearidade envolvendo o expoente crítico
de Sobolev , isto é, ∆2u = u|u|8/(N−4)+λu em Ω ⊂ RN , um domínio limitado. C. O. Alves,
J. M. do Ó e O. H. Miyagaki [7] estudaram ainda o problema ∆2u+ a(x)u = h(x)u|u|q−1 +

k(x)u|u|p−1 em RN com N ≥ 5, 1 < q < p≤ (N +4) = (N−4) e a,h,k : RN → R são funções
limitadas, não negativas e contínuas.

Para o caso em que n = 2m, o crescimento crítico é dado pelas desigualdades do tipo
Trudinger-Moser-Adams. Adimurthi, P.N. Srikanth, S.L. Yadava [6] estudaram o problema
−∆u = f (u) com f possuindo crescimento crítico dado pela desigualdade de Trudinger-Moser
(1). O. Lakkis [29] e N. Lam , G. Lu [27] estudaram o problema (10), em domínios limitados,
com f possuindo crescimento subcrítico e crítico dado pela desigualdade de Adams (3). Para
o caso especial do biharmônico, F. Sani [42], motivada pela desigualdade (3.1.1), estudou a
existência de soluções para o problema ∆2u+V (x)u = f (x,u) com f possuindo crescimento
crítico.

Seguindo esta linha e motivados pela desigualdade (9), no Capítulo 4, mostramos a
existência de solução radial de energia mínima, sobre o espaço W m,2

rad (R
2m), para o seguinte

6



Introdução

problema:
(−∆)mu(x)+u(x) = f (x,u), em R2m, (11)

sendo f superquadrática com crescimento crítico dado pela desigualdade do tipo Adams (9),
onde consideramos a não linearidade modelo

F(x,s) =Cg(x)
(

1
2

s4 + s4eα0s2
)
,

com g : Ω→ [1,+∞) contínua e limitada e C =C(m)> 0.
Note que a importância de trabalharmos com W m,2

rad (R
2m) advém da perca de compacidade

ao trabalharmos em domínios ilimitados, de modo que a seguinte imersão é compacta

W m,2
rad (R

2m) ↪→ Lq(R2m)

para todo 2 < q < ∞.
No Capítulo 5, mostramos as seguintes versões das desigualdades (6) e (8) para o caso

singular:
Sejam m > 0, um número inteiro, 0 ≤ α < 2m, um número real e Ω um domínio qualquer de
R2m. Suponha ainda que τ > 0 é uma constante positiva. Então, para todo 0 ≤ β ≤ βα,m =

(1− α

2m)
n2nπn

ωn−1
, existe uma constante Cα,m,τ > 0 tal que, se m = 2k+1, para algum k ∈ N,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖∇(−∆+τI)ku‖2+τ‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m,τ .

Se m = 2k, para algum k ∈ N,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m,τ .

Além disso, se β > βα,m os supremos são infinitos.
Fazendo uso destas desigualdades, provamos ainda uma versão da desigualdade (9) para o

caso singular, a saber:
Sejam m > 0 um numero inteiro, 0 ≤ α < 2m, um número real e Ω um domínio qualquer de
R2m. Então, para todo 0≤ β < βα,m = (1− α

2m)
n2nπn

ωn−1
, existe uma constante Cα,m > 0 tal que

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m. (12)

7



Introdução

Além disso, se β > βα,m o supremo acima se torna infinito.
Estudos de problemas elípticos e singulares envolvendo crescimento crítico exponencial

também tem sido alvo de intensivo estudo. Adimurthi e K. Sandeep [5] mostraram uma
desigualdade de tipo Trudinger-Moser com peso e, como aplicação, estudaram a existência
de soluções para um problema elíptico e singular com não linearidade possuindo crescimento
crítico dado por esta desigualdade. Motivados por estes trabalhos, J. M. do Ó e M. de Souza
[20] estudaram a multiplicidade de soluções para o problema elíptico

−∆u+V (x)u =
f (u)
|x|a

+h(x), em R2,

para a ∈ [0,2), h ∈ (W 1,2(R2))∗ uma pequena perturbação, V : R2→ R uma função contínua
positiva e f possuindo crescimento crítico exponencial . Citamos ainda [15, 16, 50].

Motivados por estes trabalhos e pela desigualdade (12), no Capítulo 6, mostramos a
multiplicidade de solução para o seguinte problema singular:

u(x)+(−∆)mu(x) =
f (u)
|x|a

+h(x), (13)

onde h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗

é uma pequena pertubação da equação, 0 ≤ a < 2m e f é
superquadrática com crescimento crítico do tipo Adams. Para isto, assumimos ainda que f
satisfaz condições semelhantes às assumidas no Capítulo 4. O estudo neste capítulo também
é via métodos variacionais, onde utilizamos o Princípio Variacional de Ekeland para garantir a
existência de uma solução de energia negativa e o Teorema do Passo da Montanha para garantir
a existência de uma segunda solução.

8



CAPÍTULO 1

Concentração-Compacidade para o Funcional de
Adams

1.1 Introdução

Neste capítulo, estudamos um refinamento das imersões de Sobolev relativas às conhecidas
desigualdades de N. Trudinger [47], J. Moser [39] e D. Adams [2] que garantem a imersão
do espaço de Sobolev no espaço de Orlicz sobre um domínio suave Ω em Rn(n ≥ 2), com
medida finita, isto é, |Ω|< ∞. Denotando por m um inteiro positivo qualquer e por W m,p

0 (Ω) o
completamento de C∞

0 (Ω) no espaço de Sobolev W m,p(Ω), onde 1 ≤ p < ∞. Sabemos que, se
p > 1 e mp = n, então temos a imersão

W m,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q≥ 1,

mas
W m,p

0 (Ω)* L∞(Ω),

como podemos ver tomando u(r) = ln(ln(4R/r)) com 0 < r < 4R, para algum R > 0 pequeno
de modo que B4R(0)⊂Ω, onde sem perda de generalidade assumimos que 0∈Ω (cf. [3]). Para
m = 1 and p = n, N. Trudinger [47] provou que

W 1,n
0 (Ω) ↪→ Lφ (Ω),

onde Lφ (Ω) é o espaço de Orlicz determinado pela função de Young φ = φα(t) = eα|t|n/(n−1)−1,
qualquer que seja α > 0, i.e,

Lφ (Ω) é o espaço vetorial gerado por Kφ (Ω)

onde Kφ (Ω) é o conjunto das funções mensuráveis definidas em Ω tais que
∫

Ω
φ(|u|) dx < ∞ e

Lφ (Ω) é dotado da norma de Luxemburgo

‖u‖Lφ
:= inf

{
t > 0 :

∫
Ω

φ

(
|u|
t

)
dx < 1

}
.

9



CAPÍTULO 1 Concentração-Compacidade para o Funcional de Adams

(Veja também S. I. Pohozaev [36] e V. I. Yudovich [49]). Este resultado possui várias
generalizações, extensões e aplicações em Análise Geométrica, Equações Diferenciais Parciais
e problemas físicos. Em uma primeira direção, o resultado foi melhorado por J. Moser [39],
que encontrou o melhor expoente α no seguinte sentido:

Teorema A (Moser, 1971). Sendo αn := nω
1/(n−1)
n−1 (onde ωn−1 é a medida da esfera unitária

em Rn), então existe uma constante C =Cn tal que

sup
u∈W 1,n

0 (Ω)
‖∇u‖n≤1

∫
Ω

eα|u|n/(n−1)
dx≤CnLn(Ω), ∀ α ≤ αn, (1.1.1)

onde Ln denota a medida de Lebesgue em Rn. Mais ainda, αn é a melhor constante, isto é, o
supremo em (1.1.1) torna-se infinito se α > αn.

Note que esta limitação garante a imerção contínua de W 1,n
0 (Ω) no espaço de Orlicz gerado

por φ(t) = eαtn′ −1, com n′ = n/(n−1). De fato, da desigualdade (1.1.1) temos que

‖u‖Lφ
≤ (CnLn(Ω)α)

1
n′

α

1
n′
n

‖∇u‖n.

Em [33], P. -L. Lions observou que a imersão W 1,n
0 (Ω) ↪→ Lφ (Ω) não é compacta, para

φ = φα(t) = eαn|t|n
′
− 1, mas provou que exceto por uma “pequena vizinhança fraca de 0” a

imersão é compacta, o qual enunciamos em sequência, onde denotamos por M (Ω) o espaço
das medidas de Radon em Rn.

Teorema B (P. -L. Lions, 1985). Seja (ui) ⊂W 1,n
0 (Ω) satisfazendo ‖∇ui‖n ≤ 1. Podemos

assumir, sem perda de generalidade, que ui ⇀ u em W 1,n
0 (Ω) e que ‖∇ui‖n

n ⇀ µ em M (Ω).
Então, um dos seguintes casos ocorre:

(i) se u≡ 0 e µ = δx0 , para algum x0 ∈Ω, então, a menos de subsequência,

eαn |ui|n
′
⇀ cδx0 +Ln em M (Ω), para algum c≥ 0;

(ii) se u≡ 0 e µ não é uma concentração de massa de Dirac sobre algum ponto, então existem
γ > 1 e C =C(γ,Ω)> 0 de modo que∫

Ω

eαn γ |ui|n
′
≤C;

(iii) se u 6≡ 0, então para γ ∈ [1,η) existe uma constante C =C(γ,Ω)> 0 tal que∫
Ω

eαn γ |ui|n
′
≤C,

10
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onde η = 1/(1−‖∇u∗‖n
n)

1/(n−1).

Citamos, também, o recente trabalho de R. Černý [12], onde os autores apresentaram uma
nova abordagem para este resultado. Eles estudaram este relevante princípio no caso padrão,
em que as função se anulam no bordo, e também em um caso mais geral, em que não há
restrições no bordo de um domínio suave limitado qualquer.

Em uma segunda direção, D. Adams (cf. [2]) obteve uma versão generalizada do resultado
de Trudinger para o espaço de Sobolev W m,p

0 (Ω):

Teorema C (D. Adams, 1988). Sejam m um inteiro positivo com m < n e p = n/m. Então,
existe uma constante Cm,n tal que

sup
u∈W m,p

0 (Ω),
‖∇mu‖p≤1

∫
Ω

eβ |u|p′ dx≤Cm,nLn(Ω), β ≤ β0, (1.1.2)

onde

β0 = β0(m,n) =


n

ωn−1

[
π

n
2 2mΓ(m+1

2 )
Γ( n−m+1

2 )

] n
n−m

, m ímpar,

n
ωn−1

[
π

n
2 2mΓ(m

2 )
Γ( n−m

2 )

] n
n−m

, m par,
(1.1.3)

e β0 é a melhor constante, isto é, o supremo em (1.1.2) torna-se infinito se β > β0.

Neste teorema, denotamos por ∇mu o m-ésimo gradiente de u ∈Cm(Ω) definido por

∇
mu =

{
∆m/2u, m = 2,4,6, ...

∇∆(m−1)/2u, m = 1,3,5, ...

Como consequência do Teorema C, semelhantemente ao caso Trudinger-Moser, temos a
seguinte imersão contínua

W m,p
0 (Ω) ↪→ Lφ (Ω), (1.1.4)

com φ = φα(t) = eβ |t|p′ −1, qualquer que seja β > 0, que é dada por

‖u‖Lφ
≤

(Cm,nLn(Ω)β )
1
p′

β

1
p′

0

‖∇mu‖p.

Mas novamente, como no caso Trudinger-Moser, esta imersão não é compacta, para Lφ

determinado por φ = φα(t) = eβ0|t|p
′
− 1. O objetivo deste capítulo é estudar a compacidade

da imersão (1.1.4). Mais precisamente, provaremos uma versão generalizada do princípio de
concentração-compacidade de Lions, Teorema B, para o espaço de Sobolev W m,p

0 (Ω).

11
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Teorema 1.1.1. Sejam m um número positivo inteiro com m < n e p = n/m ≥ 2n/(n+ 2).
Sejam ui,u ∈W m,p

0 (Ω), µ , uma medida em Ω, de modo que ‖∇mui‖p = 1, ui ⇀ u em W m,p
0 (Ω)

e |∇mui|p ⇀ µ em M (Ω). Então, teremos um dos seguinte casos:

(i) se u≡ 0 e µ = δx0 , para algum x0 ∈Ω, então, a menos de subsequência,

eβ0 |ui|p
′
⇀ cδx0 +Ln em M (Ω), para algum c≥ 0,

(ii) se u ≡ 0 e µ não é uma concentração de massa de Dirac sobre um ponto, então existem
γ > 1 e C =C(γ,Ω)> 0 de modo que∫

Ω

eβ0 γ |ui|p
′
≤C,

(iii) se u 6≡ 0, então para γ ∈ [1,η) existe uma constante C =C(γ,Ω)> 0 tal que∫
Ω

eβ0 γ |ui|p
′
≤C, (1.1.5)

onde

ηm,n(u) :=

{(
1−‖∇(∆ku)∗‖p

p
)−1/(p−1) se m = 2k+1,(

1−‖∇mu‖p
p
)−1/(p−1) se m = 2k.

Observação 1.1.2. É interessante notar que para o caso p = 2, isto é, para os espaços
W m,2

0 (Ω) = Hm
0 (Ω), pode se verificar facilmente, explorando a estrutura de Hilbert do espaço

(veja [19] e [33]), que η pode alcançar o valor
(
1−‖∇mu‖2

2
)−1 para qualquer m. Para

provarmos o princípio de concentração-compacidade para o espaço de Sobolev W m,p
0 (Ω),

desigualdade (1.1.5), usamos um argumento de simetrização, o qual impede-nos de garantir
que η pode alcançar o valor

(
1−‖∇mu‖p

p
)−1/(p−1) para p 6= 2 e m = 2k+1. Encontramos um

problema similar no Teorema B devido ao uso da técnica de simetrização em sua prova. Neste
contexto, em [12] R. Černý, A. Cianchi e S. Hencl, estudando o princípio de concentração–
compacidade para o espaço de Sobolev W 1,n

0 (Ω), provaram que η na verdade pode atingir o
valor (1−‖∇u‖n

n)
−1/(n−1) (cf. [12, Proposição 2.1]). Deste modo, também esperamos que um

resultado similar seja verdadeiro para o caso geral.

Consideramos agora um espaço que possui um papel fundamental na prova do Teorema
1.1.1, o qual contêm propriamente o espaço W m,p

0 (Ω), que definimos por

W m,p
N (Ω) := {u ∈W m,p(Ω) : u|∂Ω

= ∆
ju|∂Ω

= 0 no sentido do traço, 1≤ j < m/2}.

Uma desigualdade do tipo Adams também foi provado por C. Tarsi em [44, Teorema 4] sobre
este espaço, que é a seguinte:

12
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Teorema D. Sejam Ω⊂ Rn um domínio suave e limitado e m < n um inteiro positivo. Então

sup
u∈W m,p

N (Ω)

‖∇mu‖p
p≤1

∫
Ω

eβ |u|p′ ≤Cm,nLn(Ω), para todo 0≤ β ≤ β0, (1.1.6)

onde β0 é dado como em (1.1.3). Mais ainda, β0 é ótimo.

Assim, temos também um resultado de concentração-compacidade que melhora esta
desigualdade

Teorema 1.1.3. O Teorema 1.1.1 ainda é verdadeiro quando consideramos o espaço de Sobolev
W m,p

N (Ω) em lugar do espaço W m,p
0 (Ω).

1.2 Preliminares

1.2.1 Rearranjamento Decrescente

Dado A⊂ Rl um conjunto qualquer, denotamos por A∗ a bola em Rl de raio R > 0 centrada na
origem tal que |A∗|= |A|. Seja agora u : A→ R uma função mensurável. Denotamos por

µ(t) = µu(t) = |{x ∈ A : |u(x)|> t}| e u#(s) := inf{t ≥ 0 : µ(t)< s} ∀s ∈ [0, |A|],

a função de distribuição e o rearranjamento decrescente de u, respectivamente, e

u∗(x) := u#(ωl−1|x|l) ∀x ∈ A∗,

o rearranjamento esfericamente simétrico e decrescente de u. Primeiro, observamos que a
função de distribuição é contínua à direita, isto é, as descontinuidades ocorrem por conta dos
níveis {x ∈ A : |u(x)| = t}. Podemos ver isto usando a continuidade da medida de Lebesgue.
Com isso vejamos o seguinte lema:

Lema 1.2.1. Sejam A ⊂ Rl um conjunto aberto e f ∈ Lq(A), q ≥ 1. Então, dado s ∈ [0, |A|)
qualquer, existe Es = E( f ,s)⊂ A tal que |Es|= s e∫ s

0
( f #)q =

∫
Es

| f |q. (1.2.1)

Demonstração. Primeiramente, note que∫ s

0
( f #)q ≥

∫
E
| f |q,

qualquer que seja E ⊂ A, com |E| = s. De fato, seja v = f|E . Se r ∈ [0,s] e µ f (t) < r então
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µv(t)< r. Assim v#(r)≤ f #(r) e portanto∫
E
| f |q =

∫
E
|v|q =

∫ s

0
(v#)q ≤

∫ s

0
( f #)q.

Nesta prova, observamos que e igualdade ocorre sempre que v# = u# q.t.p. em [0,s]. Deste
modo, quando s pertencer a imagem de µ é suficiente tomarmos Es = {x ∈ A : |u(x)| > t}
para termos (1.2.1). Caso contrário, pela continuidade a direita da função distribuição basta
tomarmos Es = {x ∈ A : |u(x)|> t}∪N, onde t satisfaz µ(t)< s≤ µ(t−ε), para todo ε > 0, e
N ⊂ {x ∈ A : |u(x)|= t} tal que µ(t)+ |N|= s.

Lema 1.2.2. Sejam A⊂Rl um conjunto aberto e fi, f ∈ Lp(A) de modo que fi ⇀ f fracamente
em Lp(A), p > 1. Então, a menos de subsequência, f #

i := gi → g q.t.p. para algum
g ∈ Lp([0, |A|]) tal que ‖g‖p ≥ ‖ f #‖p.

Demonstração. Tome a = |A|, que pode ser infinito. Primeiramente observe que, como
fi ⇀ f fracamente em Lp(A), fi é uniformemente limitado em Lp(A). Temos assim que
gi|[c,d] ∈ BV ([c,d]), para cada [c,d] ⊂ (0,a), e é uniformemente limitado, na verdade, dado
ε > 0 suficientemente pequeno existe uma constante C > 0, que independe de i, tal que

(t− c+ ε)gi(t)p ≤
∫ t

c−ε

|gi(s)|pds≤
∫ a

0
|gi(s)|pds≤C,

para todo t ∈ [c,d], o que implica que gi(t) ≤ (C/ε)1/p. Deste modo, como BV ([c,d]) é
compactamente imerso em L1([c,d]), a menos de uma subsequência, gi→ g em L1([c,d]) para
cada [c,d] ⊂ (0,a) e portanto gi→ g q.t.p. em (0,a). Note agora que, pelo Lema 1.2.1, dado
um t ∈ (0,a) qualquer, existe Et ⊂ A tal que |Et |= t e∫ t

0
( f #)q =

∫
Et

| f |q,

para todo q ∈ (1, p). Mais ainda, como gq
i é limitado em Lr([0, t]), para r > 1, gq

i converge
fracamente em Lr([0, t]). Note porém que, como gi→ g q.t.p., teremos gq

i ⇀ gq em Lr([0, t]) e
portanto ∫ t

0
gq

i →
∫ t

0
gq.

Assim, de ∫ t

0
gq

i =
∫ t

0
(| fi|q)# ≥

∫
Et

| fi|q

e do Lema de Fatou, segue que∫ t

0
gq ≥ liminf

i

∫
Et

| fi|q ≥
∫

Et

| f |q =
∫ t

0
( f #)q ∀q ∈ (1, p) e t ∈ (0,a),
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o que conclui nossa demonstração.

Note que em geral não é verdade que f # = g, como podemos ver através do seguinte
exemplo: fi : (0,+∞)→ R definido por

fi(t) =

{
e1/((t−i)2−1), i−1 < t < i+1,

0, caso contrário,

onde fi ⇀ f ≡ 0 em Lp(0,+∞) e ( fi)
# := gi ⇀ g 6≡ 0.

1.2.2 Teorema de Comparação

Em [45] G. Talenti apresentou um importante resultado de comparação que é conhecido hoje
como Princípio de Comparação de Talenti, o qual é,

Teorema 1.2.3. Seja Ω⊂ Rn um domínio suave. Se u é solução fraca de{
−∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω,

com f ∈ Lp(Ω), p = 2n/(n+2), e v é a solução de{
−∆v = f ∗ em Ω∗

v = 0 em ∂Ω∗.

Então v≥ u∗ q.t.p. em Ω∗.

Agora, usando de modo iterativo este Teorema, juntamente com o Princípio do Máximo,
podemos estender este princípio de comparação para a equação dada pelo poli-harmônico, com
condição de bordo de Navier.

Proposição 1.2.4. Sejam Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domínio suave e limitado e q ≥ 2n/(n+ 2). Se
f ∈ Lq(Ω) e u ∈W 2k,q

N (Ω) é a única solução forte de{
(−∆)ku = f em Ω,

∆ ju = u = 0 em ∂Ω, j = 1,2, . . . ,k−1.
(1.2.2)

e v ∈W 2k,q
N (Ω∗) é a única solução forte de{

(−∆)kv = f ∗ em Ω∗,

∆ jv = v = 0 em ∂Ω∗, j = 1,2, . . . ,k−1.
(1.2.3)
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Então, v≥ u∗ q.t.p. em Ω∗.

Demonstração. Quando k = 1 a proposição é exatamente o Teorema 1.2.3. Assim para k ≥ 2
podemos escrever o problema (1.2.2) e (1.2.3) na forma de sistema{

−∆u1 = f em Ω

u1 = 0 em ∂Ω.

{
−∆v1 = f ∗ em Ω∗

v1 = 0 em ∂Ω∗.

{
−∆ui = ui−1 em Ω

ui = 0 em ∂Ω.

{
−∆vi = vi−1 em Ω∗

vi = 0 em ∂Ω∗.

para i = 2, ...,k. Notando que uk = u, vk = v e aplicando iterativamente o Teorema 1.2.3,
juntamente com o princípio do máximo, temos vi ≥ u∗i e portanto o resultado está provado.

1.3 Prova do Teorema de Concentração-Compacidade

Primeiramente, vamos provar a seguinte proposição:

Proposição 1.3.1. Seja Ω ⊂ Rn um domínio suave e limitado. Suponha que ui,u ∈W m,p
0 (Ω),

com p = n/m, ‖∇mui‖p ≤ 1, u 6= 0 e ui ⇀ u em W m,p
0 (Ω). Então para γ ∈ [1,η) existe uma

constante C =C(γ,Ω)> 0 tal que ∫
Ω

eβ0 γ |ui|p
′
≤C,

onde

ηm,n(u) :=

{(
1−‖∇(∆ku)∗‖p

p
)−1/(p−1) se m = 2k+1,(

1−‖∇mu‖p
p
)−1/(p−1) se m = 2k.

Demonstração. Apresentamos aqui a prova para o caso m > 1, o caso m = 1 é dado pelo
Teorema B. Nossa estratégia para provar a proposição consiste em encontrar uma sequência
com boas propriedades que limite superiormente à sequência original. No caso em que m é par,
a prova consistirá de uma única etapa. No caso em que m é ímpar, a prova consistirá de duas
etapas. Iniciaremos obtendo vi ∈W m,p

N (Ω∗) tal que vi ≥ u∗i e 0 < ‖∇mvi‖p ≤ ‖∇mui‖p ≤ 1, o
que implica que ∫

Ω

eβ0 γ |ui|p
′
=
∫

Ω

eβ0 γ u∗p′
i ≤

∫
Ω∗

eβ0 γ vp′
i ,

onde Ω∗ é a bola de raio R, centrada no origem com |Ω∗| = |Ω|. De fato, sendo m = 2k ou
m = 2k + 1, para cada i, tomamos vi ∈W 2k,p

N (Ω∗) como a única solução forte do seguinte
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problema {
(−∆)kvi =

(
(−∆)kui

)∗ em Ω∗,

∆ jvi = vi = 0 em ∂Ω∗, j = 1,2, . . . ,k−1.
(1.3.1)

Da Proposição 1.2.4 vi ≥ u∗i . Mais anida, quando m = 2k, temos que

‖∇mvi‖p = ‖∆kvi‖p = ‖(∆kui)
∗‖p = ‖∆kui‖p = ‖∇mui‖p,

e quando m = 2k+1, por regularidade vi ∈W m,p
N (Ω∗) e mais, da desigualdade de Pólya-Szegö,

‖∇mvi‖p = ‖∇∆
kvi‖p = ‖∇(∆kui)

∗‖p ≤ ‖∇∆
kui‖p = ‖∇mui‖p.

Agora, para continuarmos a prova, dividimos em dois casos:
Caso m = 2k: aplicando o Lema 1.2.2 teremos que ∇mvi→ ∇mv q.t.p. em Ω∗ e ‖∇mv‖p ≥

‖∇mu‖p, onde v é o limite fraco de vi em W m,p
N (Ω∗). Então, aplicando o Lema de Brezis-Lieb,

obtemos
‖∇mvi−∇

mv‖p
p→ c≤ 1−‖∇mv‖p

p,

e de
γ <

1
(1−‖∇mu‖p

p)
1/(p−1)

≤ 1
(1−‖∇mv‖p

p)1(/p−1)

temos que, para i suficientemente grande,

‖∇mvi−∇
mv‖p′

p γ < 1.

Assim, observando a seguinte desigualdade

(a+b)q ≤ (1+δ )qaq +β0 γ(1+1/δ )qbq

para todo a,b≥ 0, q≥ 1 e δ > 0, que é provado no Apêndice, temos que∫
Ω∗

eβ0 γ vp′
i ≤

∫
Ω∗

eβ0 γ (1+δ )p′(vi−v)p′+β0 γ(1+1/δ )p′vp′

e mais, pela desigualdade de Holder temos

∫
Ω∗

eβ0 γ vp′
i ≤

(∫
Ω∗

eqβ0γ (1+δ )p′(vi−v)p′
)1/q(∫

Ω∗
eq′β0 γ(1+1/δ )p′vp′

)1−1/q

.

Assim para δ > 0 suficientemente pequenos, q > 1 suficientemente próximo de 1 e i
suficientemente grande

‖∇mvi−∇
mv‖p′

p qγ(1+δ )p′ < 1,
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e portanto ∫
Ω∗

eβ0 γ vp′
i ≤

∫
Ω∗

e
β0

(vi−v)p′

‖∇mvi−∇mv‖p′
p

1/q(∫
Ω∗

eβ0 γ q̃vp′
)1−1/q

,

com q̃ = q′p(1+1/δ )p′ . Então, usando o teorema D, o resultado segue para este caso.
Caso m = 2k + 1: para este caso, construiremos ainda uma nova sequência usando a

sequência vi. Como (−∆)kvi é uma função radial, positiva e não decrescente, definimos
fi, f : [0,∞)→ R

fi(−h(|x|)) = (−∆)kvi(x), f (−h(|x|)) = (−∆)kv(x),

onde h : (0,R]→ R é dada por

h(r) =
p−1
p−n

r
p−n
p−1 − p−1

p−n
R

p−n
p−1 .

Assim, fi, f são contínuas, não decrescentes, fi(0) = f (0) = 0 e

1≥
∫

Ω∗
|∇∆

kvi|p dx = ωn−1

∫
∞

0
| f ′i (t)|pdt.

Considerando gi(t) = ( f ′i )
#(t), o rearranjamento decrescente de f ′i em (0,∞) definimos:

f̃i(t) =
∫ t

0
gi(s)ds e wi(x) = f̃i(−h(|x|)).

Então, temos ∫
Ω∗
|∇wi|p dx = ωn−1

∫
∞

0
| f̃ ′i (t)|pdt = ωn−1

∫
∞

0
| f ′i (t)|pdt ≤ 1

e

wi(x) =
∫ −h(|x|)

0
gi(s)ds≥

∫ −h(|x|)

0
f ′i (t)dt = (−∆)kvi(x), ∀x ∈Ω

∗.

Deste modo, tomamos ṽi ∈W m,p
N (Ω∗) como a solução do seguinte problema{

(−∆)kṽi = wi em Ω∗,

∆ jṽi = ṽi = 0 em ∂Ω∗, j = 1,2, . . . ,k−1,
(1.3.2)

que satisfaz ‖∇mṽi‖p = ‖∇mvi‖p ≤ 1 e pelo princípio do máximo ṽi ≥ vi, e novamente temos∫
Ω

eβ0 γ |ui|p
′
=
∫

Ω

eβ0 γ u∗i
p′
≤
∫

Ω∗
eβ0 γ vp′

i ≤
∫

Ω∗
eβ0 γ ṽp′

i .
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Então, aplicando o Lema 1.2.2 para f ′i , f ′ podemos ver que ∇mṽi → ∇mṽ q.t.p. em Ω∗

e ‖∇mṽ‖p ≥ ‖∇mv‖p = ‖∇(∆ku)∗‖p, onde ṽ é o limite fraco de ṽi em W m,p
N (Ω∗). Portanto,

como no caso m = 2k, podemos aplicar o Lema de Brezis-Lieb e obtermos que, para δ > 0
suficientemente pequenos, q > 1 suficientemente próximo de 1 e i suficientemente grande,

‖∇mṽi−∇
mṽ‖p′

p qγ(1+δ )p′ < 1,

e, portanto, ∫
Ω∗

eβ0 γ ṽp′
i ≤

∫
Ω∗

e
β0

(ṽi−ṽ)p′

‖∇mṽi−∇mṽ‖p′
p

1/q(∫
Ω∗

eβ0 γ q̃ṽp′
)1−1/q

,

com q̃ = q′p(1+ 1/δ )p′ . Então, usando novamente o teorema D o resultado segue para este
caso também.

Prova do Teorema 1.1.1: Primeiramente, suponhamos que u≡ 0. Com isso, dado ξ ∈Cm(Ω),
temos que

lim
i→∞

∫
Ω

|∇m(ξ ui)|p dx≤
∫

Ω

|ξ |pdµ,

pois, pela imersão compacta de W m,p(Ω) em W m−1,p(Ω), Diu→ 0 fortemente em Lp(Ω), para
0≤ i≤ m−1.

Suponha que µ = δx0 para algum x0 ∈Ω, (i). Para r > 0 tome ξ ∈Cm(Ω) tal que 0≤ ξ ≤ 1,
ξ ≡ 0 em B(x0,r/2)∩Ω e ξ ≡ 1 em Ω\B(x0,r). Assim,

lim
i→∞

∫
Ω

|∇m(ξ ui)|p dx = 0,

e, dado δ > 0, ∫
Ω

eβ0(1+δ )|ξ ui|p
′
=
∫

Ω

e
β0(1+δ )‖∇m(ξ ui)‖p′

p
|ξ ui|p

′

‖∇m(ξ ui)‖
p′
p <C,

para i suficientemente grande. Dado agora A ⊂⊂ Ω \ {x0}, tomando r > 0 tal que A ⊂⊂
Ω\B(x0,r) temos ∫

A

(
eβ0(1+δ )|ui|p

′
−1
)

dx≤
∫

Ω

eβ0(1+δ )|ξ ui|p
′
<C,

e, como consequência do Teorema de Vitalli,∫
A

(
eβ0|ui|p

′
−1
)

dx→ 0. (1.3.3)

Deste modo, como
sup

i

∫
Ω

(
eβ0|ui|p

′
−1
)

dx≤ C̃ < ∞,
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podemos considerar, a menos de subsequência, que

c = lim
i→∞

∫
Ω

(
eβ0|ui|p

′
−1
)

dx,

para algum c ∈ R. Assim, dado φ ∈C∞(Ω) e ε > 0,∣∣∣∣limi→∞

∫
Ω

Φ

(
eβ0|ui|p

′
−1
)

dx− cΦ(x0)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣limi→∞

∫
Ω

(
eβ0|ui|p

′
−1
)
(Φ(x)−Φ(x0)) dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣limi→∞

∫
Bx0(d)∩Ω

(
eβ0|ui|p

′
−1
)
(Φ(x)−Φ(x0)) dx

∣∣∣∣∣≤ cε,

para d > 0 tal que |Φ(x)−Φ(x0)|< ε sempre que x ∈ Bx0(d)∩Ω. O que prova o caso (i).
Suponha agora que µ não é uma concentração de massa de Dirac, (ii). Então, existe um

conjunto compacto F ⊂ Ω tal que 0 < µ(F) < µ(Ω) ≤ 1, pois ‖∇mui‖ ≤ 1. Deste modo,
tomando

Oε = {x ∈ Rn : dist(F,x)> ε},

temos que limε↓0 µ(Oε) = 1− µ(F) e assim 0 < µ(Oε) < 1, para ε > 0 suficientemente
pequeno. Então, tomando ξ1,ξ2 ∈C∞(Ω) tais que 0≤ ξ1,ξ2 ≤ 1{

ξ1 ≡ 1 em Ω∩Oε/2 e ξ1 ≡ 0 em Ω\Oε .

ξ2 ≡ 1 em Ω∩Oc
ε e ξ2 ≡ 0 em F.

e
lim
i→∞

∫
Ω

|∇m(ξ1ui)|p dx≤
∫

Ω

|ξ1|p dx≤ µ(Oε)< 1,

lim
i→∞

∫
Ω

|∇m(ξ2ui)|p dx≤
∫

Ω

|ξ2|p dx≤ µ(Ω\F)< 1.

Portanto, pela desigualdade de Adams, teremos que existe γ > 1 tal que∫
F

eβ0γ|ui|p
′

dx≤C′ < ∞ e
∫

Ω\F
eβ0γ|ui|p

′
dx≤C′ < ∞,

o que prova o caso (ii).
A prova do caso (iii) é dado pela Proposição 1.3.1. �
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CAPÍTULO 2

Problemas Elítpicos Envolvendo Derivadas de
Ordem Superior e Crescimento Crítico em

Domínios Limitados

2.1 Introdução

Neste capítulo, usaremos o Princípio de Concentração Compacidade provado no Capítulo 1
para estudar o intervalo onde o funcional

J(u) =
1
p

∫
Ω

|∆ku|p dx−
∫

Ω

F(x,u)dx, u ∈W m,p
0 (Ω), m = 2k, (2.1.1)

satisfaz a condição de compacidade de Palais-Smale, em que Ω é um domínio suave e limitado
de Rn e F(x, t) =

∫ t
0 f (x,τ)dτ . Sabemos que este é o ponto mais delicado na aplicação de

teoremas do tipo mini-max para provar a existência de pontos críticos de funcionais associados
a problemas variacionais.

Aqui aplicaremos o Teorema do passo do Montanha e obteremos um ponto crítico para o
funcional J no nível do passo da montanha, i.e.,

J(u) = c := inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈C
(
[0,1],W m,p

0 (Ω)
)

: γ(0) = 0 e J(γ(1))< 0}.
Estamos interessados na condição de Palais-Smale para o funcional J quando, como em

[29, 27], a não linearidade f (x,s) possui crescimento máximo em s. Mais precisamente,
seguindo as linhas de [13, 18] e motivado pela desigualdade de Adams (1.1.2), dizemos que
f (x,s) tem crescimento subcrítico exponencial no infinito quando

lim
|s|→+∞

f (x,s)e−α|s|p′ = 0 para todo α > 0,
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e f (x,s) tem crescimento crítico exponencial no infinito, quando existe α0 > 0 tal que

lim
|s|→+∞

f (x,s)e−α|s|p′ =

{
0, para todo α > α0,

+∞, for all α < α0,
(2.1.2)

uniformemente em x ∈Ω, onde p′ = p/(p−1). Restringiremos nossas discussões ao caso em
que f (x,s) tem crescimento crítico exponencial. Assumiremos ainda que p≥ 2 e f satisfaz as
seguintes condições:

(F1) f : Ω×R→ R é contínua e f (x,0) = 0;

(F2) ∃R > 0 e M > 0 tal que ∀|t| ≥ R, ∀x ∈Ω

0 < F(x, t) =
∫ t

0
f (x,τ)dτ ≤M| f (x, t)|;

(F3) 0 < F(x, t)≤ 1
p f (x, t)t para todo (x, t) ∈Ω× (R\{0}).

Note que, pelas condições acima, segue que para cada θ > 0 existem tθ > 0 e Cθ > 0 tais que

θF(x, t)− f (x, t)t ≤ 0 para todo x ∈Ω e |t|> tθ . (2.1.3)

De fato, por (F2) e (F3), basta tomar tθ ≥ max{θM,R}. E ainda como f possui crescimento
crítico, existem C > 0 e α > α0 tais que

| f (x, t)| ≤Ceαt p′
, ∀(x, t) ∈Ω×R. (2.1.4)

Sob as hipóteses (F2) e (F3) o funcional J está bem definido em W m,p
0 (Ω) e é de classe C1

(Veja Apêndice). Além disso, usando o Teorema da Divergência, prova-se que pontos críticos
de J correspondem às soluções fracas do problema elíptico{

∆k(|∆ku|p−2∆ku) = f (x,u) em Ω

Dαu = 0 em ∂Ω 0≤ |α|< m,
(2.1.5)

no seguinte sentido∫
Ω

|∆ku|p−2
∆

ku∆
k
ϕdx =

∫
Ω

f (x,u)ϕdx, ∀ϕ ∈C∞
0 (Ω).

O estudo deste tipo de problema tem sido bastante frequente nos últimos anos, citamos
[22, 24, 25, 38] onde os autores estudam o problema (2.1.5) no caso em que p = 2. Citamos
ainda o trabalho de O. Lakkis [29] e N. Lam e G. Lu [27], onde os autores, motivados pela
desigualdade de Adams, estudaram o problema (2.1.5), ainda com p = 2, para o caso em que a
não linearidade f (x,s) possui crescimento máximo em s.
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Aqui, aplicamos o Teorema 1.1.1 para generalizarmos estes resultados e ainda obtermos
uma solução no nível do passo da montanha.

Agora, enunciamos o principal resultado deste capítulo.

Teorema 2.1.1. Suponha que f tem crescimento crítico em Ω e satisfaz (F1), (F2), (F3). Mais
ainda, assumindo que

(F4) limsup
t→0+

pF(x, t)
t p < λ1, uniformimente em x ∈Ω,

onde λ1 = inf{‖∇mu‖p
p : u ∈W m,p

0 (Ω),‖u‖p
p = 1}, e que

(F5) lim
t→+∞

t f (x, t)e−α0t p′
≥ γ0 >

n
dnωn−1(p−1)

(
β0

α0

)p−1

,

onde d é o raio da maior bola contida em Ω, então o funcional J possui ponto um crítico não
trivial no nível do passo da montanha em W m,p

0 (Ω).

2.2 Condição de Compacidade de Palais-Smale

Consideremos as seguintes propriedades das sequências de Palais-Smale do funcional J :

Lema 2.2.1. Seja (ui)⊂W m,p
0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale, isto é,

J(ui)→ c e J′(ui)→ 0 quando i→ ∞ em W−m,p′.

Então, a menos de subsequência, existe u ∈W m,p
0 (Ω) tal que

f (x,ui)→ f (x,u) em L1(Ω),

e
|∇mui|p−2

∇
mui ⇀ |∇mu|p−2

∇
mu.

Demonstração. Suponha que (ui)⊂W m,p
0 (Ω) seja uma sequência de Palais-Smale, i.e.,

1
p

∫
Ω

|∇mui|pdx−
∫

Ω

F(x,ui)dx→ c, (2.2.1)

∣∣∣∣∫
Ω

|∇mui|p−2
∇

mui∇
mv dx−

∫
Ω

f (x,ui)v dx
∣∣∣∣≤ εi‖∇mv‖p, (2.2.2)

para todo v ∈W p,m
0 (Ω), onde εi→ 0 com i→ ∞. De (2.2.1) e (2.2.2), para algum θ > p, com
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v = ui, obtemos que∫
Ω

|∇mui|p dx− εi‖∇mui‖p ≤C+
∫

Ω

(θF(x,ui)− f (x,ui)ui) dx.

Esta desigualdade, juntamente com (2.1.3) e (F1), fornece que (ui) é uma sequência limitada
em W m,p

0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, podemos considerar que (ui) satisfaz

ui ⇀ u em W m,p
0 (Ω),

ui→ u em Lq(Ω), para q≥ 1,
ui(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.

Assim usando [13, Lema 2.1] temos que f (x,ui)→ f (x,u) em L1(Ω).
Agora provaremos que |∇mui|p−2∇mui ⇀ |∇mu|p−2∇mu. Para tanto, podemos considerar

que
|∇mui−∇

mu|p→ µ em D ′(Ω)

e
|∇mui|p−2

∇
mui ⇀V em Lp(Ω).

Dado η > 0, definimos Aη por

Aη := {x ∈Ω : ∀r > 0, µ(Br(x)∩Ω)≥ η}.

Note que Aη é um conjunto finito. Caso contrário, existiria uma sequência (xi) de pontos
distintos em Aη satisfazendo

µ(Br(xi)∩Ω)≥ η , ∀r > 0,

e como consequência µ({xi}) > η , para todo i ∈ N. Portanto, µ(Aη) = ∞, que é uma
contradição com o fato de

µ(Aη) = lim
i→∞

∫
Aη

|∇mui|p dx≤C < ∞.

Assim Aη = {x1, ...,xm}.
Vejamos agora que, se escolhermos η > 0 com η1/(p−1)β < β0 teremos que

lim
i→∞

∫
K

f (x,ui)ui dx =
∫

K
f (x,u)u dx,

qualquer que seja K relativamente compacto em Ω\Aη . De fato, dado x0 ∈ K, tome r0 > 0 tal
que µ(Br0(x0)∩Ω)< η . Seja agora ϕ ∈C∞(Ω) tal que 0≤ ϕ(x)≤ 1, ϕ ≡ 1 em Br0/2(x0)∩Ω
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e ϕ ≡ 0 em Ω\Br0(x0). Assim,

lim
i→∞

∫
Br0(x0)∩Ω

|∇m(ϕui−ϕu)|p dx =
∫

Br0(x0)∩Ω

ϕ
pdµ ≤ µ(Br0(x0)∩Ω)< η ,

pois, pela imersão compacta de W m,p(Ω) em W m−1,p(Ω), Diu→ 0 fortemente em Lp(Ω), para
0≤ 1≤ m−1. Assim, por (2.1.4), obtemos que∫

Br0/2(x0)∩Ω

| f (x,ui)|q dx≤
∫

Br0 (x0)∩Ω

| f (x,ϕui)|q dx

≤
∫

Br0 (x0)∩Ω

eqβ |ϕui|p
′

dx

≤
∫

Br0 (x0)∩Ω

eq(1+δ )p′β |ϕui−ϕu|p′+q(1+1/δ )p′β |ϕu|p
′

dx

≤

(∫
Br0 (x0)∩Ω

erq(1+δ )p′β |ϕui−ϕu|p′dx

)1/r(∫
Br0 (x0)∩Ω

er′q(1+1/δ )p′β |ϕu|p′dx

)1/r′

qualquer que seja δ > 0, onde utilizamos a seguinte desigualdade elementar

(a+b)p′ ≤ (1+δ )p′ap′+(1+1/δ )p′bp′

quaisquer que sejam os números reais a,b≥ 0. Deste modo, para algum q > 1, δ > 0, r > 1 e
i suficientemente grande,(∫

Br0(x0)∩Ω

|∇m(ϕui−ϕu)|p dx

)1/(p−1)

rq(1+δ )p′ < η
1/(p−1).

Portanto,

∫
Br0 (x0)∩Ω

| f (x,ui)|q dx≤

(∫
Br0 (x0)∩Ω

eη1/(p−1)β
(
|ϕui−ϕu|
‖ϕui−ϕu‖p

)p′

dx

)1/r(∫
Br0 (x0)∩Ω

er′q(1+1/δ )p′β |ϕu|p′ dx

)1/r′

≤

(∫
Br0 (x0)∩Ω

eβ0

(
|ϕui−ϕu|
‖ϕui−ϕu‖p

)p′

dx

)1/r(∫
Br0 (x0)∩Ω

er′q(1+1/δ )p′β |ϕu|p′ dx

)1/r′

e, pela desigualdade de Adams (1.1.2), temos∫
Br0(x0)∩Ω

| f (x,ui)|q dx≤C < ∞, ∀i

e para algum q > 1. Assim, pelo Teorema de Convergência de Vitali, f (x,ui)→ f (x,u) em
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Lq(Br0/2(x0)∩Ω). Logo, como ui→ u em Lr(Ω) para todo r ≥ 1,∫
Br0/2(x0)∩Ω

| f (x,ui)ui− f (x,u)u| dx≤
∫

Br0/2(x0)∩Ω

| f (x,ui)− f (x,u)||u| dx

+
∫

Br0/2(x0)∩Ω

| f (x,ui)||ui−u| dx,

tende à 0, isto é,

lim
i→∞

∫
Br0/2(x0)∩Ω

f (x,ui)ui dx =
∫

Br0/2(x0)∩Ω

f (x,u)u dx. (2.2.3)

Seja ε0 > 0 suficientemente pequeno, de modo que Bε0(x j)∩Bε0(xl) = ∅, sempre que j 6= l.
Para 0 < ε < ε0, seja ϕε ∈C∞(Ω) tal que 0≤ ϕε ≤ 1,

ϕε ≡ 0 em
m⋃

j=1

Bε/2(x j)

e

ϕε ≡ 1 em Ω\
m⋃

j=1

Bε(x j)

Usando (2.2.2) para v = ϕεui e para v = ϕεu temos∫
Ω

|∇mui|pϕε +
m

∑
j=1
|∇mui|p−2

∇
mui∇

m− jui∇
j
ϕε −ϕε f (x,ui)ui ≤ εi‖∇m(ϕεui)‖p, (2.2.4)

e∫
Ω

−|∇mui|p−2
∇

mui∇
muϕε −

m

∑
j=1
|∇mui|p−2

∇
mui∇

m− ju∇
j
ϕε +ϕε f (x,ui)u≤ εi‖∇m(ϕεu)‖p,

(2.2.5)
Agora, como g(v) = |v|p é estritamente convexa para p≥ 2, temos que

0≤
(
|∇mui|p−2

∇
mui−|∇mu|p−2

∇
mu
)
(∇mui−∇

mu),
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e assim, tomando Ωε = Ω\∪m
j=1Bε(x j),

0≤
∫

Ωε

(
|∇mui|p−2

∇
mui−|∇mu|p−2

∇
mu
)
(∇mui−∇

mu) dx

≤
∫

Ω

(
|∇mui|p−2

∇
mui−|∇mu|p−2

∇
mu
)
(∇mui−∇

mu)ϕε dx

≤
∫

Ω

|∇mui|pϕε −|∇mui|p−2
∇

mui∇
muϕε −|∇mu|p−2

∇
mu∇

muiϕε + |∇mui|pϕε dx.

Deste modo, de (2.2.4) e (2.2.5), temos

0≤
∫

Ωε

(
|∇mui|p−2

∇
mui−|∇mu|p−2

∇
mu
)
(∇mui−∇

mu) dx

≤
∫

Ω

(
m

∑
j=1
|∇mui|p−2

∇
mui∇

m− ju∇
j
ϕε −ϕε f (x,ui)u

)
dx+ εi‖∇m(ϕεu)‖p

+
∫

Ω

(
ϕε f (x,ui)ui−

m

∑
j=1
|∇mui|p−2

∇
mui∇

m− jui∇
j
ϕε

)
dx+ εi‖∇m(ϕεui)‖p

+
∫

Ω

(
|∇mui|pϕε −|∇mu|p−2

∇
mu∇

muiϕε

)
dx

=
∫

Ω

|∇mui|p−2
∇

mui

m

∑
j=1

∇
j
ϕε

(
∇

m− ju−∇
m− jui

)
dx+

∫
Ω

ϕε f (x,ui)(ui−u) dx

+
∫

Ω

ϕε |∇mu|p−2
∇

mu(∇mui−∇
mu) dx+ εi‖∇m(ϕεu)‖p + εi‖∇m(ϕεui)‖p

= I1 + I2 + I2 + εi‖∇m(ϕεu)‖p + εi‖∇m(ϕεui)‖p

Vejamos que I1, I2 e I2 tendem a 0 com i tendendo para infinito. De fato, no caso de I1, como
‖|∇mui|p−2∇mui‖p′ = ‖∇mui‖p, que é uniformemente limitado, temos que

∫
Ω

|∇mui|p−2
∇

mui

m

∑
j=1

∇
j
ϕε

(
∇

m− ju−∇
m− jui

)
dx≤ C̃‖∇m− ju−∇

m− jui‖p,

e, por ∇m− jui→ ∇m− ju em Lp(Ω), I1 tende a 0 com i tendendo para infinito.
No caso de I2, como supp(ϕε)⊂Ω\∪m

j=1Bε/2(x j), segue de (2.2.3) que∫
Ω

ϕε | f (x,ui)(ui−u) | dx≤
∫

Ω\∪m
j=1Bε/2(x j)

| f (x,ui)(ui−u) | dx→ 0,

com i tendendo ao infinito.
A terceira integral I3 tende a 0 pois ∇mui ⇀ ∇mu em Lp(Ω) e ‖|∇mu|p−2∇mu‖p′ = ‖∇mu‖p.

Portanto, ∫
Ωε

(
|∇mui|p−2

∇
mui−|∇mu|p−2

∇
mu
)
(∇mui−∇

mu) dx→ 0,
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para todo ε > 0. Por fim ∇mui→ ∇mu q.t.p. em Ω e, assim,

|∇mui|p−2
∇

mui ⇀V = |∇mu|p−2
∇

mu,

o que conclui a prova do teorema.

2.3 Geometria do Passo da Montanha

Para provar o Teorema 2.1.1, primeiramente mostraremos que J possui a geometria do passo
da montanha.

Lema 2.3.1. Suponha que f tem crescimento crítico em Ω e satisfaz (F1), (F2) e (F3). Então,

J(tu)→−∞ com t→+∞,

para todo u ∈W m,p
0 (Ω)\{0}.

Demonstração. Por (F2), existem M > 0 e C > 0 de modo que

F(x,s)≥CeM|s|−C, para todo s ∈ R.

Assim, dado um u ∈W m,p
0 (Ω) qualquer, existe c > 0 tal que

F(x,u)≥ c|u|q ⇒ J(tu)≤ t p

p

∫
Ω

|∇mu|pdx− ctq
∫

Ω

|u|qdx−C|Ω|,

para q > p e t > 0. Portanto, J(tu)→−∞ com t→+∞, para todo u ∈W m,p
0 (Ω).

Lema 2.3.2. Suponha que f tem crescimento crítico em Ω e satisfaz (F1) e (F4). Então, existem
δ e ρ > 0 de modo que

J(u)≥ δ , sempre que u ∈W m,p
0 (Ω) e ‖∇mu‖p = ρ.

Demonstração. Usando (F1), (F4) e o crescimento crítico de f , podemos escolher λ < λ1 tal
que

F(x,s)≤ λ

p
|s|p +Ceα0|s|p

′
|s|q,

para todo (x,s) ∈Ω×R e para q > p. Agora, pela desigualdade de Hölder e (1.1.2), obtemos

∫
Ω

eα0|u|p
′
|u|q dx≤

(∫
Ω

eα0s′|u|p′ dx
)1/r(∫

Ω

|u|sq dx
)1/s

≤C
(∫

Ω

|u|sq dx
)1/s

,
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para
‖∇mu‖p ≤ σ ,

onde σ é tal que

σ ≤
(

β0

α0s′

)1/p′

.

Então, da hipótese (F4) e da imersão contínua de Sobolev, segue que

J(u)≥ 1
p

(
1− λ

λ1

)
‖∇mu‖p

p−C‖∇mu‖q
p.

Como λ < λ1 e q > p, podemos escolher ρ > 0 tal que

J(u)≥ δ ,

sempre que ‖∇mu‖p
p = ρ , para algum δ > 0.

2.4 Estimativa do Nível do Passo da Montanha

Sob as hipóteses assumidas no funcional J, iremos obter a seguinte estimativa para o nível do
passo da montanha

c := inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t))<
1
p

(
β0

α0

)p−1

,

onde
Γ = {γ ∈C

(
[0,1],W m,p

0 (Ω)
)

: γ(0) = 0 e J(γ(1)< 0)}.

Para tanto, precisamos apenas mostrar a existência de ω ∈W m,p
0 (Ω) tal que ‖ω‖= 1 e

max{J(tω) : t ≥ 0}< 1
p

(
β0

α0

)p−1

. (2.4.1)

No caso em que m = 1, usualmente se mostra que para algum i ∈ N a função de Moser

ωi(x) =


(log i)

n−1
n , se |x| ≤ 1

i

(log i)−
1
n log 1

|x| , se 1
i ≤ |x| ≤ 1

0, se 1≤ |x|,
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satisfaz a desigualdade (2.4.1). Para m ≥ 2, modificaremos a função usada no caso m = 1,
usando um truncamento suave, como foi feito em [2]. Seja Φ(t) ∈C∞[0,1] tal que

Φ(0) = Φ
′(0) = · · ·= Φ

(m−1)(0) = 0,

Φ(1) = Φ
′(1) = 1 Φ

′′(1) = Φ
′′′(1) = · · ·= Φ

(m−1)(1) = 0.

Definimos assim

H(t) =


1
i Φ(it), se t ≤ 1

i

t, se 1
i ≤ t ≤ 1− 1

i

1− 1
i Φ(i(1− t)), se 1− 1

i ≤ t ≤ 1

1, se 1≤ t,

e

ψi(r) = H
(
(log i)−1 log

1
r

)
.

Note que ψi(|x|) ∈W m,p
0 (B), onde B é a bola unitária em Rn centrada na origem, ψi(|x|) = 1

para |x| ≤ 1/i e, como foi provado em [2], temos

‖∇m
ψi‖p = n

1−p
p β

p−1
p

0 (log i)
1−p

p
Ai,

onde

Ai ≤
[

1+2
1
i

(
‖Φ′‖∞ +O

(
(log i)−1)2

)]
.

Com isso, 0 ≤ limi→∞ Ai ≤ 1. Assim, sendo x0 ∈ Ω e r0 > 0, o maior valor de r > 0 tal que
B(x0,r)⊂Ω, definimos

Ψi(x) =

{
ψi(|x0−x|)
‖∇mψi‖p

, se x ∈ B(x0,r0)

0, se x ∈Ω\B(x0,r0).

Agora, temos o seguinte resultado:

Lema 2.4.1. Suponha que (F1), (F2), (F3) são satisfeitas e assuma que exista r > 0 tal que

lim
t→+∞

t f (x, t)e−α0t p′
≥ γ0 >

n
rnωn−1(p−1)

(
β0

α0

)n−1

, (2.4.2)

uniformemente para quase todo x ∈ Ω e B = B(x0,r) ⊂ Ω para algum x0 ∈ Ω. Então, existe i
tal que

max{J(tΨi) : t ≥ 0}< 1
p

(
β0

α0

)p−1

.
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Demonstração. Tome r = r0 e suponha, por contradição, que

max{J(tΨi) : t ≥ 0} ≥ 1
p

(
β0

α0

)p−1

, ∀ i.

Assim, como J(tΨi)→−∞, podemos tomar ti > 0 de modo que

J(tiΨi) = max{J(tΨi) : t ≥ 0}, (2.4.3)

o que implica que
1
p

t p
i −

∫
Ω

F(x, tiΨi)dx≥ 1
p

(
β0

α0

)p−1

.

De F ≥ 0, temos

t p
i ≥

(
β0

α0

)p−1

, (2.4.4)

e desde que d
dt J(tΨi)

∣∣
t=ti

= 0, temos

t p
i =

∫
Ω

tiΨi f (x, tiΨi)dx. (2.4.5)

Agora, de (2.4.2), dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que

u f (x,u)≥ (γ0− ε)eα0t p′
∀t ≥ Rε , (2.4.6)

e, por (2.4.4), sendo i suficientemente grande, obtemos

t p
i ≥ (γ0− ε)

∫
B(x0,

r
i )

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx

≥ (γ0− ε)
∫

B(x0,
r
i )

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx

= (γ0− ε)
ωn−1

n

(r
i

)n
e

α0t p′
i n log i

β0Ap′
i = (γ0− ε)

ωn−1

n
rne

(
α0t p′

i

β0Ap′
i

−1

)
n log i

Mas por (2.4.4) e c≤ 1 a desigualdade acima é verdade se e somente se

lim
i→∞

Ai = 1 e ti→
(

β0

α0

) 1
p′
. (2.4.7)

Denotando
Bi = {x ∈ B(x0,r) : tiΨi ≥ Rε},
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de (2.4.5) e (2.4.6) segue que

t p
i ≥ (γ0−ε)

∫
B(x0,r)

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx+

∫
Bi

tiΨi f (x, tiΨi)dx− (γ0−ε)
∫

Bi

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx. (2.4.8)

Como Ψi(x)→ 0 para todo x ∈ B(x0,r), temos que χBi → 0 q.t.p. em B(x0,r) e pelo Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue segue que

lim
i→∞

∫
Bi

tiΨi f (x, tiΨi)dx→ 0

e
lim
i→∞

∫
Bi

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx→ ωn−1rn

n
.

Assim, usando (2.4.4) e a definição de Ψi,∫
B(x0,r)

eα0t p′
i |Ψi(x)|p

′
dx≥

∫
B(x0,r)

eβ0|Ψi(x)|p
′
dx≥ rn

∫
B(x0,1)\B(x0,

1
i )

eβ0|Ψi(x)|p
′
dx

≥ ωn−1

n
rn
∫ 1− 1

i

1
i

n log i e
( t p′

Ap′
i

−t)n log i
dt,

onde fizemos a seguinte mudança de variável t = (log i)−1 log |x|−1. Então, de (2.4.7) e (2.4.8)
segue que (

β0

α0

)p−1

≥ (γ0− ε)
ωn−1

n
rn(p−1), ∀ ε > 0.

o que é uma contradição por (2.4.2). Portanto, o resultado segue.

Observação 2.4.2. Facilmente, podemos verificar que

lim
i→∞

∫ 1− 1
i

1
i

n log i e

(
t p′

ξ
p′
i

−t

)
n log i

dt = p,

2.5 Existência de Ponto Crítico para o Funcional J

Primeiramente, provaremos a seguinte condição de compacidade de Palais-Smale.

Proposição 2.5.1. Suponha que f tem crescimento crítico em Ω e satisfaz (F1), (F2) e (F3).
Então o funcional J satisfaz a condição (PS)c para c ∈ (−∞, 1

p (β0/α)p−1), isto é, toda
sequência (ui)⊂W m,p

0 (Ω) tal que

J(ui)→ c e J′(ui)→ 0 quando i→ ∞,
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admite uma subsequência convergente em W m,p
0 (Ω).

Demonstração. Suponha que (ui) ⊂ W m,p
0 (Ω) é uma sequência (PS)c para algum c ∈

(−∞, 1
p (β0/α)p−1), i.e.,

1
p

∫
Ω

|∇mui|p dx−
∫

Ω

F(x,ui) dx→ c, (2.5.1)

∣∣∣∣∫
Ω

|∇mui|p−2
∇

mui∇
mv dx−

∫
Ω

f (x,ui)v dx
∣∣∣∣≤ εi‖∇mv‖p, (2.5.2)

para todo v ∈W p,m
0 (Ω), onde εi→ 0 com n→ ∞. De (2.5.1) e (2.5.2) com v = ui, para θ > p,

obtemos que ∫
Ω

|∇mui|p dx−
∫

Ω

(θF(x,ui)− f (x,ui)ui) dx≤C+ εi‖∇mui‖p.

Esta desigualdade juntamente com (2.1.3) fornece que (ui) é uma sequência limitada em
W m,p

0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, podemos considerar que (ui) satisfaz

ui ⇀ u em W m,p
0 (Ω),

ui→ u em Lq(Ω), ∀q≥ 1,
ui(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.

Usando que f (x,ui)→ f (x,u) em L1(Ω), veja [13, Lemma 2.1], junto com (F2) e o Teorema
de Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado, temos que

F(x,ui)→ F(x,u) em L1(Ω).

Logo, por (2.5.1) e (2.5.2), obtemos

lim
i→∞

∫
Ω

f (x,ui)ui dx = p
(

c+
∫

Ω

F(x,u) dx
)
. (2.5.3)

De (F3) e (2.5.3), concluímos que c≥ 0. Assim usando o Lema 2.2.1 temos

|∇mui|p−2
∇

mui ⇀ |∇mu|p−2
∇

mu in Lp′(Ω), (2.5.4)

o que juntamente com (2.5.2) fornece∫
Ω

|∇mu|p−2
∇

mu∇
m

ψ dx = lim
i→∞

∫
Ω

f (x,ui)ψ dx =
∫

Ω

f (x,u)ψ dx ∀ψ ∈C∞
0 (Ω).
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Vejamos agora que, por densidade,

lim
i→∞

∫
Ω

f (x,ui)u dx =
∫

Ω

f (x,u)u dx. (2.5.5)

Dado ε > 0 existe ϕ ∈C∞
0 (Ω) tal que ‖∇mϕ−∇mu‖p < ε . Assim∣∣∣∣∫

Ω

f (x,ui)u dx−
∫

Ω

f (x,u)u dx
∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫

Ω

f (x,ui)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

Ω

f (x,u)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣

+‖ϕ‖∞

∫
Ω

| f (x,ui)− f (x,u)| dx.

De (2.5.2), tomando v = u−ϕ , segue que∣∣∣∣∫
Ω

f (x,ui)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣≤ ∫

Ω

|∇mui|p−2
∇

mui∇
m(u−ϕ) dx+ εi‖∇m(u−ϕ)‖p

≤ ‖∇mui‖p‖∇m(u−ϕ)‖p + εi‖∇m(u−ϕ)‖p ≤Cε.

De f (x,u) ∈ Lq(Ω), para todo q≥ 1, segue que∣∣∣∣∫
Ω

f (x,u)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣≤ ‖ f (x,u)‖p/(p−1)‖u−ϕ‖p ≤C‖∇m(u−ϕ)‖p ≤Cε.

Por fim, como f (x,ui)→ f (x,u) em L1(Ω), (2.5.5) fica provada. Deste modo, de (2.5.5) e
(2.5.4) temos ∫

Ω

|∇mu|p dx =
∫

Ω

f (x,u)u dx≥ p
∫

Ω

F(x,u) dx.

Portanto J(u)≥ 0. Como F(x,ui)→ F(x,u) em L1(Ω), apenas resta mostrar que

J(u) = c.

Para isto separamos a prova em três casos.
Caso 1. c > 0 e u 6≡ 0. Pelo Lema de Fatou J(u)≤ c. Suponha que J(u)< c. Então,

‖∇mu‖p
p < p

(
c+

∫
Ω

F(x,u) dx
)
.

Assim, definindo
vi =

ui

‖∇mui‖p
,

e
v =

u
p
√

p(c+
∫

Ω
F(x,u))

,
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temos que vi ⇀ v, ‖∇mvi‖= 1, v 6≡ 0 e ‖∇mv‖p
p < 1. Então, do Teorema 1.1.1 segue que

sup
∫

Ω

eβ0γ|vi|p
′

dx < ∞, para todo γ <
1(

1−‖∇mv‖p
p
)1/(p−1)

. (2.5.6)

Note que, como c < 1
p (β0/α)p−1 e J(u)≥ 0, temos

qα‖∇mui‖p′
p < β0

(
c+

∫
Ω

F(x,u) dx
c− J(u)

)1/(p−1)

= β0
1(

1−‖∇mv‖p
p
)1/(p−1)

,

para i suficientemente grande e algum q > 1. Assim, de (2.1.4) e (2.5.6) segue que∫
Ω

| f (x,ui)|q dx≤C
∫

Ω

eαq‖∇mui‖p′
p |vi|p

′
dx < C̃ < ∞,

para i suficientemente grande e algum q > 1. Disto segue que∫
Ω

f (x,ui)(ui−u) dx→ 0,

e desde que
J′(ui)(ui−u)→ 0 e |∇mui|p−2

∇
mui ⇀ |∇mu|p−2

∇
mu,

temos
‖∇mui‖p→‖∇mu‖p,

o que conclui este caso.
Caso 2. c > 0 e u≡ 0. Como F(x,ui)→ 0 segue de (2.5.3) e (2.5.2) que ‖∇mui‖p

p→ c e, como
c < 1

p (β0/α)p−1 e por (2.1.4), obtemos

∫
Ω

| f (x,ui)|q dx≤C
∫

Ω

eαq‖∇mui‖p′
p |vi|p

′
dx,

onde αq‖∇mui‖p′
p < β0 para i suficientemente grande e para algum q > 1. Então∫

Ω

f (x,ui)ui dx→ 0

e assim ‖∇mui‖p→ 0, o que finaliza este caso.
Caso 3. c = 0. Assim,

0≤ J(u)≤ liminfJ(ui) = 0.

Como F(x,ui) → F(x,u) em L1(Ω) temos que ‖∇mui‖p → ‖∇mu‖p e então ui → u em
W m,p

0 (Ω), o que conclui este último caso.
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Demonstração. (Teorema 2.1.1) Tendo em vista a Proposição 2.5.1 e os Lemas 2.3.1, 2.3.2 e
2.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha para obter um ponto crítico para o
funcional J e assim concluímos a prova.
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CAPÍTULO 3

Desigualdade de Adams em Rn

3.1 Introdução

Neste capítulo, estamos interessados em estudar desigualdades do tipo Adams em domínios
não necessariamente limitados do espaço euclidiano Rn. Mais precisamente, seja Ω ⊂ Rn um
domínio qualquer, e W m,p

0 (Ω) o completamento de C∞
0 (Ω) com respeito à norma

‖u‖W m,p =

(
m

∑
j=0
‖∇ ju‖p

p

)1/p

.

em W m,p(Ω). Considerando mp = n, seja

Φ(t) := et−
jp−2

∑
j=0

t j

j!
,

onde jp := min{ j ∈N : j ≥ p}. Em [41], B. Ruf e F. Sani provaram uma desigualdade do tipo
Adams para m par, a saber:

Teorema E. ([41, Teorema 1.4]) Seja m um número natural par, isto é, m = 2k para algum
k ∈ N. Existe uma constante Cm,n > 0 tal que

sup
u∈W m,p

0 (Ω)

‖(−∆+I)ku‖p≤1

∫
Ω

Φ(β0|u|p
′
) dx≤Cm,n, (3.1.1)

qualquer que seja o domínio Ω⊂Rn. Além disso, esta desigualdade é ótima, isto é, o supremo
acima torna-se infinito quando β0 e substituído por algum β > β0.

Em [28], N. Lam e G. Lu estenderam o resultado de Ruf e Sani para m ímpar provando o
seguinte resultado:

Teorema F. ([28, Teorema 1.1]) Seja m um número natural ímpar, isto é, m = 2k + 1 para
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algum k ∈ N. Existe uma constante Cm,n > 0 tal que

sup
u∈W m,p

0 (Ω)

‖∇(−∆+I)ku‖p
p+‖(−∆+I)ku‖p

p≤1

∫
Ω

Φ(β0|u|p
′
) dx≤Cm,n,

qualquer que seja o domínio Ω⊂ Rn. Além disso, esta desigualdade é ótima.

Em [28], os autores também provaram uma versão mais geral do Teorema E and F para o
caso em que p = 2, a saber:

Teorema G. ([28, Teorema 1.2]) Se m = 2k+1, para algum k ∈ N, então, dado τ > 0,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖∇(−∆+τI)ku‖2+τ‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

(
eβ0|u|2−1

)
dx < ∞,

qualquer que seja o domínio Ω⊂ Rn. Se m = 2k, para algum k ∈ N, então, dado τ > 0,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

(
eβ0|u|2−1

)
dx < ∞,

qualquer que seja o domínio Ω⊂ Rn. Além disso, estas desigualdades são ótimas.

Em uma primeira direção, iremos provar que, quando Ω = Rn, os supremos nos Teoremas
E e F podem ser tomados somente sobre as funções radiais. Mais precisamente, iremos mostra
que existe uma sequência maximizante de funções radiais para estes supremos.

Teorema 3.1.1. Se m = 2k+1, para algum k ∈ N, temos

sup
u∈W m,p

rad (Rn),

‖∇(−∆+I)ku‖p
p+‖(−∆+I)ku‖p

p≤1

∫
Rn

Φ(β0up′) dx = sup
u∈W m,p(Rn),

‖∇(−∆+I)ku‖p
p+‖(−∆+I)ku‖p

p≤1

∫
Rn

Φ(β0up′) dx,

se m = 2k, para algum k ∈ N, temos

sup
u∈W m,p

rad (Rn),

‖(−∆+I)ku‖p
p≤1

∫
Rn

Φ(β0up′) dx = sup
u∈W m,p(Rn),
‖(−∆+I)ku‖p

p≤1

∫
Rn

Φ(β0up′) dx.

Em uma segunda direção usaremos o Teorema G para provar o seguinte resultado

Teorema 3.1.2. Sejam β < β0 =
n2nπn

ωn−1
e Ω ⊂ Rn um domínio qualquer, onde n = 2m. Então
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existe uma constante Cβ ,m,n > 0 tal que

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβ |u|2−1

)
dx <Cβ ,m,n. (3.1.2)

Além disso, se β > β0 o supremo acima torna-se infinito.

Observamos que não sabemos se (3.1.2) vale para o caso crítico, β = β0.

3.2 Existência de Sequência Radial Maximizante

Para provar o Teorema 3.1.1, iremos fazer uso de um lema radial, similar ao Lema Radial A.II
de H. Berestycki e P.-L. Lions em [8], e do princípio de comparação de G. Trombetti e J. L.
Vazquez [46], que possui um papel crucial neste capítulo por permitir-nos tratar o espaço de
Sobolev de ordem superior com um tipo especial de simetrização.

Lema 3.2.1. Seja BR ⊂ Rn a bola de raio R > 0 centrada em 0. Sendo ainda p > 1 e
u ∈W m,p

N ,rad(BR), onde mp = n, então

|u(x)| ≤ ω
−1/p
n p

|x|(n−1)/p‖u‖
p
W m,p

|∇ ju(x)| ≤ ω
−1/p
n p

|x|(n−1)/p‖u‖
p
W m,p

q.t.p. em BR \{0}, 1≤ j < m.

Demonstração. A prova é dividida em duas partes. Para i natural satisfazendo 0 < i < m/2,
como u é radial, tomamos

g0(|x|) = u(x), gi(|x|) = ∆
iu(x).

Para l natural satisfazendo 2l +1 < m, tomamos

hl(|x|) = |g′l(|x|)|= |∇∆
lu(x)|.

De u ∈W m,p
N ,rad(Br) segue que gi ∈W 1,p

0,rad(Br) e hl ∈W 1,p
rad (Br). Assim gi(r) e hi(r) podem ser

vistas como funções absolutamente contínuas, de onde segue que

|gi(r)|p ≤ p
∫ R

r
|g′i(s)||gi(s)|p−1ds≤ r1−n p

∫ R

r
|g′i(s)||gi(s)|p−1sn−1ds

≤ r1−n p
∫ R

r

(
|g′i(s)|p + |gi(s)|p

)
sn−1ds

≤ r1−n p‖u‖p
W m,p .
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e

|rn−1hl(r)|p ≤ p
∫ r

0
|
(
sn−1g′l(s)

)′ ||sn−1g′l(s)|p−1ds

≤ p
∫ r

0
sp(n−1)|(n−1)s−1g′l(s)+g′′l (s)|p + sp(n−1)|g′l(s)|pds

≤ r(p−1)(n−1)p
∫ r

0
s(n−1) (|(n−1)s−1g′l(s)+g′′l (s)|p + |g′l(s)|p

)
ds

≤ r(p−1)(n−1)p‖u‖p
W m,p,

isto é,
|gi(r)| ≤ r(1−n)/p p‖u‖W m,p e |hl(r)| ≤ r(1−n)/p p‖u‖W m,p ,

o que conclui a prova do lema.

Teorema 3.2.2 (G. Trombetti e J. L. Vazquez, 1985). Seja BR⊂Rn a bola de raio R> 0 centrada
em 0. Sejam f ∈ Lp(BR) e u ∈W 2,p

N (BR) a única solução forte de{
u−∆u = f em BR

u = 0 em ∂BR.

Sejam ainda, f ∗ ∈ Lp(BR) e u∗ os rearranjamentos esfericamente simétrico e decrescente de f
e u, respectivamente, e v ∈W 2,p

N (BR) a única solução forte de{
v−∆v = f ∗ em BR

v = 0 em ∂BR.

Então, v≥ u∗.

Aplicando de modo iterativo o princípio de comparação de G. Trombetti e J. L. Vazquez
temos, agora, uma importante ferramenta para tratar com o espaço de Sobolev de dimensão
superior, a qual é dada no resultado a seguir.

Proposição 3.2.3. Seja BR ⊂ Rn a bola de raio R > 0 centrada em 0. Sejam f ∈ Lp(BR) e
u ∈W 2k,p

N (BR) a única solução forte de{
(I−∆)ku = f em BR

∆ ju = u = 0 em ∂BR, j = 1,2, . . . ,k−1.

Sejam ainda, f ∗ ∈ Lp(BR) e u∗ os rearranjamentos esfericamente simétrico e decrescente de f
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e u, respectivamente, e v ∈W m,p
N (BR) a única solução forte de{

(I−∆)kv = f ∗ em BR

∆ jv = v = 0 em ∂BR, j = 1,2, . . . ,k−1.

Então, v≥ u∗.

Demonstração. A prova desta proposição segue de forma análoga a prova da Proposição 1.2.4,
onde neste caso usamos o Teorema 3.2.2 em lugar do Teorema 1.2.3.

Com o objetivo de tornar a demonstração mais clara, dividiremos a prova do Teorema 3.1.1
em dois casos, o caso em que m = 2, p = 2 e o caso geral.

3.2.1 Caso m = 2 e p = 2

Nosso objetivo aqui é provar a existência de uma sequência radial maximizante em W 2,2
rad (R

4).
A prova do Teorema 3.1.1, para o caso m = 2 e p = 2, é uma consequência direta da seguinte
proposição:

Proposição 3.2.4. Existe uma sequência positiva (Ri), onde Ri→ ∞ com i→ ∞, tal que para
ui ∈W 2,2

0,rad(BRi) satisfazendo ‖ui−∆ui‖2
2 = 1 e∫

BRi

(
eβiu2

i −1
)

dx = sup
u∈W 2,2

0,rad(BRi),

‖u−∆u‖22=1

∫
BRi

(
eβiu2
−1
)

dx,

temos
lim
i→∞

∫
R4

(
eβiu2

i −1
)

dx = sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx,

onde βi↗ 32π2 com i→ ∞ e ui é tomado em W 2,2(R4) como uma extensão natural de ui.

Denominamos de extensão natural de ui a função dada por{
ui(x) se x ∈ BRi

0 caso contrário.

Note que para provar a proposição é suficiente mostrar que existem (Ri)⊂R e (zi) com Ri→∞,
zi ∈W 2,2

0,rad(BRi) e ‖zi−∆zi‖2
2 = 1, tal que

lim
k→∞

∫
BRi

(
eβiz2

i −1
)

dx = sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx, (3.2.1)
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para βi→ 32π2. Para isto, vamos considerar os lemas a seguir.

Lema 3.2.5. Seja wε ∈W 2,2
0 (Brε

) tal que ‖wε −∆wε‖2
2 = 1 e satisfazendo∫

Brε

(
e(32π2−ε)w2

ε −1
)

dx = sup
w∈W 2,2

0 (Brε ),

‖w−∆w‖22=1

∫
Brε

(
e(32π2−ε)w2

−1
)

dx.

Então, tomando rε →+∞ com ε → 0, temos

lim
ε→0

∫
R4

(
e(32π2−ε)w2

ε −1
)

dx = sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx,

onde wε é visto em W 2,2
rad (R

4) pela extensão natural.

Demonstração. Seja η ∈C∞(R4) tal que 0≤ η ≤ 1, η ≡ 1 em B1 e η ≡ 0 em R4 \B2. Então,
dado w ∈W 2,2(R4) com ‖w−∆w‖2

2 = 1, temos

τ
2(L) =

∫
R4
|η(x/L)w−∆(η(x/L)w) |2 dx→ 1, com L→+∞.

Agora, dado L > 0 fixado, teremos que rε > 2L, para ε > 0 pequeno, e assim∫
BL

(
e(32π2−ε)( w

τ(L) )
2
−1
)

dx≤
∫

B2L

(
e(32π2−ε)(

η(x/L)w
τ(L) )2

−1
)

dx≤
∫

Brε

(
e(32π2−ε)w2

ε −1
)

dx.

Isto juntamente com o Lema de Fatou implica que∫
BL

(
e(32π2)( w

τ(L) )
2
−1
)

dx≤ lim
ε→0

∫
R4

(
e(32π2−ε)w2

ε −1
)

dx.

Então, fazendo L→+∞, temos∫
R4

(
e(32π2)w2

−1
)

dx≤ lim
ε→0

∫
R4

(
e(32π2−ε)w2

ε −1
)

dx,

o que conclui o lema.

Lema 3.2.6. Seja vε ∈W 2,2
N (Brε

) tal que ‖vε −∆vε‖2
2 = 1 e satisfazendo∫

Brε

(
e(32π2−ε)v2

ε −1
)

dx = sup
v∈W 2,2

N (Brε ),

‖v−∆v‖22=1

∫
BR

(
e(32π2−ε)v2

−1
)

dx.
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Então, tomando rε →+∞ com ε → 0, temos

lim
ε→0

∫
Brε

(
e(32π2−ε)v2

ε −1
)

dx≥ sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx. (3.2.2)

Demonstração. Primeiro, vejamos que

sup
u∈W 2,2

0 (Brε ),

‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e(32π2−ε)u2

−1
)

dx≤ sup
v∈W 2,2

N (Brε ),

‖v−∆v‖22=1

∫
BR

(
e(32π2−ε)v2

−1
)

dx. (3.2.3)

De fato, dado um u ∈W 2,2
0 (Brε

) qualquer, pela Proposição 3.2.3, sendo v ∈W 2,2
N (Brε

) a única
solução forte de {

v−∆v = (u−∆u)∗ em Brε

v = 0 em ∂Brε
,

então ∫
Brε

(
e(32π2−ε)v2

−1
)

dx≥
∫

Brε

(
e(32π2−ε)u2

−1
)

dx,

e ‖v−∆v‖2
2 = ‖u−∆u‖2

2, o que prova (3.2.3). Agora, usando o Lema 3.2.5, temos que

lim
ε→0

∫
Brε

(
e(32π2−ε)v2

ε −1
)

dx≥ sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx.

Observação 3.2.7. Note que, pelo Teorema 3.2.2, pode se tomar vε radialmente simétrica e
com vε −∆vε ≥ 0 de modo que, pelo o Princípio do Máximo, vε ≥ 0.

Demonstração. (Proposição 3.2.4) Construiremos uma sequência zi ⊂W 2,2
rad (R

4) satisfazendo
(3.2.1). Para tanto, definimos

f (x) =

{
vε(x)−∆vε(x) se x ∈ BR

0 se x ∈ B2R \BR.
(3.2.4)

Tomemos agora ṽε ∈W 2,2
N (B2R) satisfazendo{

ṽε −∆ṽε = f em B2R

ṽε = 0 em ∂B2R.
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Assim, pela Observação 3.2.7 e pelo Princípio do Máximo,

ṽε ≥ vε em BR ⇒
∫

BR

(
e(32π2−ε)v2

ε −1
)

dx≤
∫

BR

(
e(32π2−ε)ṽ2

ε −1
)

dx. (3.2.5)

Deste modo, sendo η : (0,+∞) → R uma função C∞ satisfazendo 0 ≤ η(t) ≤ 1,
|η ′(t)|, |η ′′(t)| ≤C, η ≡ 1 para 0< t ≤ 1, η ≡ 0 quando t ≥ 2, temos que η( |x|R )ṽε ∈W 2,2

0,rad(B2R)
e∫

B2R

∣∣∣η( |x|R )ṽε −∆

(
η( |x|R )ṽε

)∣∣∣2 dx =
∫

BR

|ṽε −∆ṽε |2 dx+
∫

B2R\BR

∣∣∣η( |x|R )ṽε −∆

(
η( |x|R )ṽε

)∣∣∣2 dx

= 1+
∫

B2R\BR

∣∣∣η( |x|R )(ṽε −∆ṽε)− ṽε∆(η( |x|R ))−2∇

(
η( |x|R )

)
∇ṽε

∣∣∣2 dx

≤ 1+9
∫

B2R\BR

∣∣∣η( |x|R )(ṽε −∆ṽε)
∣∣∣2 dx

+9
∫

B2R\BR

|ṽε |2
∣∣∣∆(η( |x|R ))

∣∣∣2 dx+36
∫

B2R\BR

∣∣∣∇(η( |x|R )
)∣∣∣2 |∇ṽε |2 dx.

Usando (3.2.4) e que

∣∣∣∇(η( |x|R )
)∣∣∣= |η ′( |x|R )|

R
e

∣∣∣∆(η( |x|R )
)∣∣∣≤ |η ′′( |x|R )|

R2 +3
|η ′( |x|R )|

R2 em B2R \BR,

juntamente com o Lema Radial 3.2.1, temos

1≤
∫

B2R

∣∣∣η( |x|R )ṽε −∆

(
η( |x|R )ṽε

)∣∣∣2 dx≤ 1+
C̃
R
,

para R≥ 1, onde C̃ somente depende de p e n. Assim, dado εi→ 0 com i→∞, podemos tomar
Ri suficientemente grande de modo que

βi = (32π
2− εi)‖η( |x|Ri

)ṽεi−∆

(
η( |x|Ri

)ṽεi

)
‖2

2 < 32π
2

e então definimos zi ∈W 2,2
0,rad(BRi) por

zi =
η( |x|Ri

)ṽεi∥∥∥η( |x|Ri
)ṽεi−∆

(
η( |x|Ri

)ṽεi

)∥∥∥
2

.

Observe que de
∥∥∥η( |x|Ri

)ṽεi−∆

(
η( |x|Ri

)ṽεi

)∥∥∥2

2
≥ 1 segue que βi↗ 32π2 com i→ ∞. Portanto,

segue de (3.2.5) que∫
BRi

(
e(32π2−εi)v2

εi −1
)

dx≤
∫

B2Ri

(
e(32π2−εi)ṽ2

εi −1
)

dx =
∫
R4

(
eβiz2

i −1
)

dx,
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o que, juntamente com (3.2.2), fornece

lim
i→∞

∫
R4

(
eβiz2

i −1
)

dx = sup
u∈W 2,2(R4),
‖u−∆u‖22=1

∫
R4

(
e32π2u2

−1
)

dx,

O que prova a proposição.

Demonstração. (Teorema 3.1.1 caso m = 2 e p = 2)
Como foi dito antes, a prova segue da Proposição 3.2.4.

3.2.2 Caso geral

Primeiramente, dado u ∈W m,p(Rn), definimos a seguinte notação:

‖u‖p =


‖∇(−∆+ I)ku‖p

p +‖(−∆+ I)ku‖p
p, para m = 2k+1;

‖(−∆+ I)ku‖p
p, para m = 2k.

Note que, usando o mesmo argumento do Lema 3.2.5, obtemos o seguinte lema:

Lema 3.2.8. Seja wε ∈W m,p
0 (Brε

) tal que ‖wε‖p = 1 e satisfazendo∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|wε |p

′
)

dx = sup
w∈W m,p

0 (Brε ),
‖w‖p=1

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|w|p

′
)

dx.

Então, tomando rε →+∞ com ε → 0, temos

lim
ε→0

∫
Rn

Φ

(
(β0− ε)|wε |p

′
)

dx = sup
u∈W m,p(Rn),
‖u‖p=1

∫
Rn

Φ

(
β0|u|p

′
)

dx.

Assim consideremos o seguinte lema

Lema 3.2.9. Seja vε ∈W m,p
N (Brε

) tal que ‖vε‖p = 1 e satisfazendo∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|vε |p

′
)

dx = sup
v∈W m,p

N (Brε ),
‖v‖p=1

∫
BR

Φ

(
(β0− ε)|v|p

′
)

dx.

Então, tomando rε →+∞ com ε → 0, temos

lim
ε→0

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|vε |p

′
)

dx≥ sup
u∈W m,p(Rn),
‖u‖p=1

∫
Rn

Φ

(
β0|u|p

′
)

dx. (3.2.6)
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Demonstração. Dado u ∈W m,p
0 (Brε

) com ‖u‖ ≤ 1, usando a Proposição 3.2.3 mostraremos
que existe v ∈W m,p

N (Brε
) que satisfaz ‖v‖ ≤ ‖u‖ ≤ 1 e u∗ ≤ v q.t.p. em Brε

De fato, para m = 2k, tome v ∈W m,p
N (Brε

), dada como a única solução forte de{
(I−∆)kv =

(
(I−∆)ku

)∗ em Brε

v = ∆ jv = 0 em ∂Brε
, 1≤ j < m

2 .

Assim ‖v‖= ‖u‖ e, pela Proposição 3.2.3, u∗ ≤ v q.t.p. em Brε
.

Para m = 2k+1, tome v ∈W 2k,p
N (Brε

), dada como a única solução forte de{
(I−∆)kv =

(
(I−∆)ku

)∗ em Brε

v = ∆ jv = 0 em ∂Brε
, 1≤ j < m

2 .

Assim pela Proposição 3.2.3, u∗ ≤ v q.t.p. em Brε
. Mais ainda, por regularidade v ∈

W 2k+1,p
N (Brε

) e, pela desigualdade de Pólya-Szegö,

‖∇(I−∆)kv‖p
p = ‖∇

(
(I−∆)ku

)∗
‖p

p ≤ ‖∇(I−∆)ku‖p
p,

o que implica que ‖v‖ ≤ ‖u‖.
Deste modo, em ambos os casos temos∫

Brε

Φ

(
(β0− ε)vp′

)
dx≥

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)(u∗)p′

)
dx≥

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|u|p

′
)

dx,

o que implica que

sup
v∈W m,p

N (Brε ),
‖v‖p=1

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|v|p

′
)

dx≥ sup
u∈W m,p

0 (Brε ),
‖u‖p=1

∫
Brε

Φ

(
(β0− ε)|u|p

′
)

dx.

Portanto, o resultado segue do Lema 3.2.8.

Observação 3.2.10. Note que, pela Proposição 3.2.3, pode se tomar vε radialmente simétrica
e com (I−∆)kvε ≥ 0 de modo que, pelo o Princípio do Máximo, vε ≥ 0

Proposição 3.2.11. Existe uma sequência (Ri), onde Ri → ∞ com k → ∞, tal que para
ui ∈W m,p

0,rad(BRi) satisfazendo ‖ui‖p = 1 e∫
BRi

Φ

(
βi|ui|p

′
)

dx = sup
u∈W m,p

0,rad(BRi),
‖u‖p=1

∫
BRi

Φ

(
βi|u|p

′
)

dx,

46



CAPÍTULO 3 Desigualdade de Adams em Rn

temos
lim
i→∞

∫
Rn

Φ

(
βi|ui|p

′
)

dx = sup
u∈W m,p(Rn),

‖u‖=1

∫
Rn

Φ

(
β0|u|p

′
)

dx,

onde βi↗ β0 com i→ ∞ e ui é vista em W m,p(Rn) pela extensão natural.

Demonstração. A idéia é similar à usada no caso m = 2 e p = 2. Construiremos uma sequência
zi ∈W m,p

0,rad(BRi) com ‖zi‖= 1 tal que, para algum Ri→ ∞, tenhamos

lim
i→∞

∫
Rn

Φ

(
βiz

p′
i

)
dx = sup

u∈W m,p(Rn),
‖u‖=1

∫
Rn

Φ

(
β0up′

)
dx,

onde βi→ β0. Dado ε > 0 e R > 0, iniciamos definindo

f (x) =

{
(I−∆)kvε se x ∈ BR

0 se x ∈ B2R \BR,

onde vε é dado como na Observação 3.2.10. Tomamos agora ṽε ∈W 2k,p
N (B2R) a única solução

forte de {
(I−∆)kṽε = f em B2R

ṽε = ∆ jṽε = 0 em ∂B2R, 0 < j < m
2 ,

em ambos os casos, i.e., m = 2k e m = 2k+1. Assim, pela Observação 3.2.10 e pelo Princípio
do Máximo,

ṽε ≥ vε in BR ⇒
∫

BR

Φ

(
(β0− ε)vp′

ε

)
dx≤

∫
BR

Φ

(
(β0− ε)ṽp′

ε

)
dx. (3.2.7)

Note que quando m = 2k+ 1, por regularidade, v ∈W m,p
N (Brε

) e assim ‖vε‖ = ‖ṽε‖ tanto no
caso m ímpar quanto no caso de m par.

Agora, seja η : (0,+∞)→ R uma função C∞ satisfazendo 0 ≤ η(t) ≤ 1, |η( j)(t)| ≤ C,
j = 1,2, . . . ,m, η ≡ 1 quando t ≤ 1 e η ≡ 0 quando t ≥ 2. Deste modo, η

(
|x|
R

)
ṽε ∈W m,p

0,rad(B2R)

e, dado que

(I−∆)ku =
k

∑
j=1

(−1) j
(

k
j

)
∆

ju,
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temos, para m = 2k, que∫
B2R

∣∣∣(I−∆)k
(

η

(
|x|
R

)
ṽε

)∣∣∣p dx =
∫

BR

|(I−∆)kṽε |p dx+
∫

B2R\BR

∣∣∣(I−∆)k
(

η

(
|x|
R

)
ṽε

)∣∣∣p dx

= 1+
∫

B2R\BR

∣∣∣∣∣ k

∑
j=1

(−1) j
(

k
j

)
∆

j
(

η

(
|x|
R

)
ṽε

)∣∣∣∣∣
p

dx

≤ 1+K
∫

B2R\BR

∣∣∣η ( |x|R )∣∣∣p
∣∣∣∣∣ k

∑
j=1

(−1) j
(

k
j

)
∆

jṽε

∣∣∣∣∣
p

dx

+K
∫

B2R\BR

k

∑
j=0

2 j−1

∑
i=0

∣∣∣∇2 j−i
η

(
|x|
R

)∣∣∣p ∣∣∇iṽε

∣∣p dx,

para alguma constante K > 0 dependendo apenas de p. Assim, considerando que,

k

∑
j=1

(−1) j
(

k
j

)
∆

jṽε = (I−∆)kṽε = 0 em B2R \BR,

juntamente com a desigualdade

∣∣∣∇s
η

(
|x|
R

)∣∣∣≤ C′∑s
i=1

∣∣∣η(i)
(
|x|
R

)∣∣∣
Rs , 1≤ s≤ 2k, e x ∈ B2R \BR,

e o Lema Radial 3.2.1, concluímos que

1≤ ‖ṽε‖p ≤ 1+
C̃
R
,

para R ≥ 1, onde C̃ apenas depende de p e n. Então, dado εi→ 0 com i→ ∞, podemos tomar
Ri suficientemente grande de tal forma que βi = (β0− εi)‖η( |x|Ri

)ṽεi‖p′ < β0 e então definimos

zi ∈W 2,2
0,rad(BRi) por

zi =
η( |x|Ri

)ṽεi

‖η( |x|Ri
)ṽεi‖

.

Note que βi↗ β0 com k→ ∞, pois ‖η( |x|Ri
)ṽεi‖ ≥ 1. Assim, por (3.2.7)∫

BRi

Φ

(
(β0− εi)v

p′
εi

)
dx≤

∫
BRi

Φ

(
(β0− εi)ṽ

p′
εi

)
dx =

∫
BRi

Φ

(
βiz

p′
i

)
dx,
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o que juntamente com (3.2.6) implica que

lim
i→∞

∫
Rn

Φ

(
βiz

p′
i

)
dx = sup

u∈W m,p(Rn),
‖u‖=1

∫
Rn

Φ

(
β0|u|p

′
)

dx,

e isto conclui a proposição. O caso em que m é impar segui de modo análogo.

Demonstração. (Teorema 3.1.1 caso geral) A prova segue da Proposição 3.2.4.

3.3 Prova do Teorema 3.1.2

Primeiramente, note que, pela extensão natural, necessitamos apenas mostrar o Teorema para
Ω = Rn. Assim, denotando

‖u‖2
µ,τ =


µ‖∇(−∆+ τI)ku‖2

2 + τµ‖(−∆+ τI)ku‖2
2, for m = 2k+1;

µ‖(−∆+ τI)ku‖2
2, for m = 2k,

(3.3.1)

para u ∈W m,2(Rn), µ > 0 e τ > 0, temos a seguinte desigualdade do tipo Adams

Proposição 3.3.1. Dados τ,µ > 0 então, existe C =C(τ,µ) tal que

sup
u∈W m,2(Rn)
‖u‖2µ,τ≤1

∫
Rn

(
eβ0µ|u|2−1

)
dx≤C,

Demonstração. Esta proposição é uma aplicação direta do Teorema G. Dado u ∈W m,2(Rn) tal
que ‖u‖2

µ,τ,2 ≤ 1, definimos ũ = µ1/2 u e assim∫
Rn

(
eβ0µ|u|2−1

)
dx =

∫
Rn

(
eβ0|ũ|2−1

)
dx

e ‖ũ‖2
τ,µ ≤ 1. Então aplicando o Teorema G, o resultado segue.

Note que para todo u ∈W m,2(Rn), quando m = 2k

(−∆+ τI)ku =
k

∑
i=1

(−1)k−i
(

k
i

)
τ

i
∆

k−iu.
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Disto, segue que

‖u‖2
µ,τ = µ

∫
Rn
|(−∆+ τI)ku|2 dx

=
∫
Rn

∑
0≤i, j≤k

(−1)k−i(−1)k− j
(

k
i

)(
k
j

)
µτ

i
τ

j
∆

k−iu∆
k− ju dx

=
∫
Rn

2k

∑
s=0

∑
i+ j=s

(−1)2k−s
(

k
i

)(
k
j

)
µτ

s
∆

k−iu∆
k− ju dx

=
∫
Rn

2k

∑
s=0

∑
i+ j=s

(
k
i

)(
k
j

)
µτ

s|∇2k−su|2 dx

=
∫
Rn

m

∑
s=0

(
m
s

)
µτ

s|∇2k−su|2 dx,

(3.3.2)

onde usamos que

∑
i+ j=s

(
k
i

)(
k
j

)
=

(
2k
s

)
.

Quando m = 2k+1, temos

∇(−∆+ τI)ku =
k

∑
i=1

(−1)k−i
(

k
i

)
τ

i
∇∆

k−iu.

Assim,

‖u‖2
µ,τ = µ

∫
Rn
|∇(−∆+ τI)ku|2 dx+ τµ

∫
Rn
|(−∆+ τI)ku|2 dx

=
∫
Rn

∑
0≤i, j≤k

(−1)2k−i− j
(

k
i

)(
k
j

)
τ

i
τ

j
µ

(
∇∆

k−iu∇∆
k− ju+ τ∆

k−iu∆
k− ju

)
dx

=
∫
Rn

2k

∑
s=0

(
2k
s

)
µ

(
τ

s|∇2k−s+1u|2 + τ
s+1|∇2k−su|2

)
dx

=
∫
Rn

m

∑
j=0

(
m
j

)
µτ

m− j|∇ ju|2 dx.

(3.3.3)

Agora, apresentaremos uma bem conhecida desigualdade que relaciona a norma L2 das
derivadas de ordem inferior com a norma L2 das derivadas de ordem superior. A prova desta
desigualdade pode ser encontrada em [3, Teorema 5.2]

Lema 3.3.2. Seja m≥ 2, 1≤ p≤∞ e Ω⊂Rn. Existe K = K(p,Ω) tal que para todo 0≤ j < m
e todo u ∈W m,p(Ω) temos

|u|pj,p ≤ K(|u|pm,p + |u|
p
0,p),
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onde
|u|pj,p = ∑

|α|= j
‖Dαu‖p

p.

Com este resultado em mãos, podemos agora provar o Teorema 3.1.2. Dado 0 < β < β0

fixo, tome 0 < µ < 1 de modo que β < µβ0. Assim, usando que

‖∇ ju‖2
2 = ∑

|α|= j
‖Dαu‖2

2, for 0≤ j ≤ m,

juntamente com o Lema 3.3.2, obtemos

‖∇ ju‖2
2 ≤ K(‖u‖2

2 +‖∇mu‖2
2) for 1≤ j ≤ m−1.

Portanto, podemos tomar τ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

τ
m

µ +K
m−1

∑
j=1

(
m
s

)
µτ

m− j +µ ≤ 1,

de onde obtemos
‖u‖2

µ,τ ≤ ‖u‖2
2 +‖∇mu‖2

2, ∀u ∈W m,2(Rn).

Então,
sup

u∈W m,2
0 (Rn)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Rn

(
eβ |u|2−1

)
dx≤ sup

u∈W m,p(Rn),
‖u‖µ,τ≤1

∫
Rn

(
eβ |u|2−1

)
dx < ∞.

Mostraremos, agora, que

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβu2
−1
)

dx =+∞.

para β > β0. Para tanto, iremos construir uma sequência de funções vi ∈W m,2
0 (Ω) de tal forma

que ‖∇2vi‖2
2 +‖vi‖2

2 ≤ 1 e

lim
i→∞

∫
Ω

(
eβv2

i −1
)

dx =+∞

Seja Φ(t) ∈C∞[0,1] tal que

Φ(0) = Φ
′(0) = · · ·= Φ

(m−1)(0) = 0,

Φ(1) = Φ
′(1) = 1 Φ

′′(1) = Φ
′′′(1) = · · ·= Φ

(m−1)(1) = 0.
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Para 0 < ε < 1
2 , definimos

H(t) =


εΦ(1

ε
t), se t ≤ ε

t, se ε ≤ t ≤ 1− ε

1− εΦ(1
ε
(1− t)), se 1− ε ≤ t ≤ 1

1, se 1≤ t,

e

ψi(r) = H
(
(log i)−1 log

1
r

)
.

Note que ψi(|x|) ∈W m,2
0 (B), onde B é a bola unitária em Rn centrada na origem, ψi(|x|) = 1

para |x| ≤ 1/i e como foi provado em [2]

‖∇m
ψi‖2 = (2m)−1/2

β
1/2
0 (log i)

−1/2
A1/2

i ,

onde
Ai ≤

[
1+2ε

(
‖Φ′‖∞ +O

(
(log i)−1)2

)]
.

Além disso,
‖ψi‖2

2 = o
(
(log i)−1) .

Assim, sendo x0 ∈Ω e r0 > 0 o maior valor de r > 0 tal que B(x0,r)⊂Ω, definimos

vi(x) =

{
ψi(|x0− x|)(log i)1/2, se x ∈ B(x0,r0)

0, se x ∈Ω\B(x0,r0),

de modo que, para i suficientemente grande, vi ∈W m,2
0 (Ω), vi ≡ (log i)1/2 em B(x0,1/i) e

‖vi‖2
2 +‖∇mvi‖2

2 ≤ (2m)−1
β0(Ai +o(1)).
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Logo,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβu2
−1
)

dx≥
∫

Ω

e
β

v2
i

‖vi‖22+‖∇
mvi‖22 −1

 dx

≥
∫

B(x0,1/i)

(
e

β
v2
i

(2m)−1β0(Ai+o(1)) −1

)
dx

≥ ω2m−1

2m

(
e

β
2m

β0(Ai+o(1)) log i−1
)

1
i2m

≥ ω2m−1

2m

(
e

2m log 1
i

(
1−β

1
β0(Ai+o(1))

)
−1
)
.

Agora, dado β > β0, podemos tomar ε suficientemente pequeno de forma que

β0
(
1+2ε‖Φ′‖∞

)
< β .

Com isso, para i grande

1−β
1

β0(Ai +o(1))
≤ 1−β

1

β0(
[
1+2ε

(
‖Φ′‖∞ +O((log i)−1)

2
)]

+o(1))
< 0.

Portanto,
sup

u∈W m,2
0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβu2
−1
)

dx =+∞.
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CAPÍTULO 4

Solução Radial de Energia Mínima para
Problemas Elípticos de Ordem Superior com

Crescimento Crítico em R2m

4.1 Introdução

Neste capítulo, como aplicação do Teorema 3.1.2, mostraremos a existência de solução para o
seguinte problema elíptico envolvendo o operador poliharmônico:

(−∆)mu(x)+u(x) = f (|x|,u), em R2m, (4.1.1)

onde f possui crescimento crítico exponencial, isto é, existe α0 > 0 tal que

lim
|s|→+∞

f (|x|,s)e−αs2
=

{
0, for all α > α0,

+∞, for all α < α0.

Para o estudo do problema (4.1.1), assumiremos ainda que f satisfaz as seguintes condições

(f0) f : R×R→ R é contínua e f (|x|,0) = 0;

(f1) Existem R > 0 e M > 0 tais que

0 < F(|x|, t) =
∫ t

0
f (|x|,τ)dτ ≤M| f (|x|, t)|, ∀|t| ≥ R,∀x ∈ R2m;

(f2) Existe θ > 2 tal que
0 < θF(|x|, t)≤ f (|x|, t)t,

para todo (x, t) ∈ R2m× (R\{0}).

(f3) Existe p > 2 tal que
f (|x|,s)≥ λ |s|p−1,

qualquer que seja s ∈ R e para algum λ > 0 suficientemente grande.
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Note que, como f possui crescimento crítico, dado α > α0 existe C =C(α)> 0 tal que

| f (|x|, t)| ≤C
(

eαt2
−1
)
, ∀(x, t) ∈ R2m×R. (4.1.2)

Estudaremos a equação (4.1.1) via métodos variacionais. Concidere o funcional

J(u) :=
1
2

∫
R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx−

∫
R2m

F(|x|,u) dx,

onde F(|x|,s) =
∫ s

0 f (|x|, t)dt. Devido a perda de compacidade, estudaremos o funcional J
sobre o subespaço de W m,2(R2m) dado pelas funções radiais, isto é, W m,2

rad (R
2m) equipado com

a norma

‖u‖ :=
[∫

R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx

]1/2

.

Provaremos a existência de pontos críticos para o funcional J sobre o espaço W m,2
rad (R

2m), o
qual, pelo princípio da criticalidade simétrica(veja [17]), também será um ponto crítico para
o funcional J em W m,2(R2m) e portanto uma solução fraca do problema (4.1.1). Assim,
provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Suponha que f tem crescimento crítico em R2m e que (f1), (f2) e (f3) são
satisfeitas. Mais ainda, suponha que

(f4) limsup
t→0+

2F(|x|, t)
tq < S2

q, uniformimente em x ∈ R2m,

onde S2
q = inf{‖u‖2

2+‖∇mu‖2
2 : u∈W m,2

rad (R
2m),‖u‖q

q = 1}, para algum q > 3. Então, a equação
(4.1.1) possui uma solução não trivial uM ∈W m,2

rad (R
2m). Além disso, assumindo ainda que

(f5) (ts)−1 f (|x|, ts) seja crescente em função de t > 0, qualquer que seja s ∈ R\{0},

a solução uM obtida é uma solução radial de energia mínima, isto é,

J(uM) = inf{J(u) : u ∈M },

onde
M := {u ∈W m,2

rad (R
2m)\{0} : u é uma solução fraca de (4.1.1)}.

Problemas elípticos envolvendo não linearidades com crescimento crítico dado pela
desigualdade de Trudiger-Moser têm sido extensivamente estudado nos últimos anos como
visto na Introdução. Nos casos de problemas relacionados com a equação (4.1.1), O. Lakkis
[29] provou a existência de soluções não triviais para o problema envolvendo o poliharmônico
com não linearidade com crescimento crítico dado pela desigualdade de Adams em domínios
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limitados. Ainda em domínios limitados, N. Lam e G. Lu [27] estudaram a existência de
soluções não triviais para o seguinte problema:{

(−∆)mu = f (x,u), em Ω

u = D ju = 0, em ∂Ω, para j = 1,2, . . . ,k−1,

com f possuindo crescimento subcrítico e crítico. Mais recentemente, F. Sani [42] estudou a
existência de soluções não triviais para problemas envolvendo o biharmônico definido em todo
o espaço , mais precisamente, estudaram o problema

∆
2u+V (x)u = f (x,u),em R4,

com f possuindo crescimento crítico.

4.2 Resultado do Tipo Lions

Nesta seção mostraremos uma versão do resultado de tipo Lions para a desigualdade (3.1.2), a
saber:

Proposição 4.2.1. Seja (ui) ⊂ W m,2(R2m) tal que ui ⇀ u em W m,2(R2m), para algum u ∈
W m,2(R2m) com u 6≡ 0. Então, dado 0 < β < β0 =

2m22mπ2m

ω2m−1
, temos que

sup
i

∫
R2m

(
eγ|ui|2−1

)
dx < ∞,

para todo 0≤ γ < β/(1−‖u‖2
2−‖∇mu‖2

2).

Demonstração. Usando a estrutura de Hilbert de L2(R2m), temos

‖ui−u‖2
2 +‖∇mui−∇

mu‖2
2 = 1−2〈ui,u〉−2〈∇mui,∇

mu〉+‖u‖2
2 +‖∇mu‖2

2.

Assim,

‖ui−u‖2
2 +‖∇mui−∇

mu‖2
2→ 1−‖u‖2

2−‖∇mu‖2
2 <

1
γ
,

desde que γ < 1/(1−‖u‖2
2−‖∇mu‖2

2). Portanto, para i suficientemente grande

γ(‖ui−u‖2
2 +‖∇mui−∇

mu‖2
2)< 1.

Esta desigualdade junto com

β γ u2
i ≤ β γ (1+δ )(ui−u)2 +β γ(1+1/δ )u2,
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para δ > 0, que é provado usando a desigualdade de Yang como mostrado no Apêndice, fornece∫
R2m

(
eβ γ u2

i −1
)

dx≤
∫
R2m

(
eβ γ (1+δ )(ui−u)2+β γ(1+1/δ )u2

−1
)

dx

≤ 1
q

∫
R2m

(
e

qβγ(1+δ )(‖ui−u‖2
2+‖∇mui−∇mu‖2

2)
(ui−u)2

‖ui−u‖22+‖∇
mui−∇mu‖22 −1

)
dx

+
1
q′

∫
R2m

(
eq′β γ (1+1/δ )u2

−1
)

dx

≤ 1
q

∫
R2m

(
e

β
(ui−u)2

‖ui−u‖22+‖∇
mui−∇mu‖22 −1

)
dx+

1
q′

∫
R2m

(
eq′β γ (1+1/δ )u2

−1
)

dx,

para i suficientemente grande e δ > 0, q > 1 suficientemente pequenos, onde q′ = q/(q− 1).
Portanto, pelo Teorema 3.1.2, o resultado segue.

4.3 Propriedades das Sequências de Palais-Smale

Lema 4.3.1. Seja (ui) ⊂W m,2
rad (R

2m) uma sequência de Palais-Smale de J. Então, (ui) é uma
sequência limitada em W m,2

rad (R
2m). Mais ainda, considerando que ui ⇀ u em W m,2

rad (R
2m), a

menos de subsequência, temos que

f (|x|,ui)→ f (|x|,u) em L1(R2m), (4.3.1)

e
lim
i→∞

∫
R2m

f (|x|,ui)u dx =
∫
R2m

f (|x|,u)u dx. (4.3.2)

Demonstração. Seja (ui) uma sequência em W m,2
rad (R

2m) satisfazendo

1
2

∫
R2m

(
|∇mui|2 +u2

i
)

dx−
∫
R2m

F(|x|,ui) dx→ c (4.3.3)

e ∣∣∣∣12
∫
R2m

(∇mui∇
mv+uiv) dx−

∫
R2m

f (|x|,ui)v dx
∣∣∣∣≤ τi‖v‖ (4.3.4)

para todo v ∈W m,2
rad (R

2m), onde τi→ 0 com i→ ∞. De (4.3.3) e (4.3.4), com v = ui, segue que

‖ui‖− τi‖ui‖ ≤C+
∫
R2m

(θF(|x|,ui)− f (|x|,ui)ui).

para θ > 2. Esta desigualdade juntamente com (f2) fornece que (ui) é uma sequência limitada
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em W m,2
rad (R

2m) e usando novamente (4.3.3) e (4.3.4) podemos obter C > 0 tal que∫
R2m
| f (|x|,ui)ui| dx <C e

∫
R2m

F(|x|,ui) dx <C, (4.3.5)

para todo i. Assim, a menos de subsequência, podemos considerar que (ui) satisfaz

ui ⇀ u em W m,2
rad (R

2m),

e, por compacidade,

ui→ u em Lq(R2m), para q > 2,
ui(x)→ u(x) q.t.p. em R2m.

(4.3.6)

Agora, na mesmas linhas de [13, Lema 2.1] e [20, Lema 3.7], podemos concluir que

f (|x|,ui)→ f (|x|,u), em L1(R2m).

De fato, da imersão contínua de W m,2(R2m) no espaço de Orliczs dado por Φ(t) := et2−1 (veja
[3, Seção 8.29]) e de (4.1.2), temos que

f (|x|,ui) ∈ L1(R2m) e f (|x|,u) ∈ L1(R2m).

Note que é suficiente mostrar que∫
R2m
| f (|x|,ui)| dx→

∫
R2m
| f (|x|,u)| dx.

Assim, de f (|x|,u) ∈ L1(R2m), dado ε > 0 existe λ > 0 tal que∫
A
| f (|x|,u)| dx <

ε

4
(4.3.7)

para todo subconjunto mensurável A⊂ R2m tal que |A| ≤ δ . Como u ∈ L2(R2m), existe M̃ > 0
tal que

|{x ∈ R2m : |u(x)| ≥ M̃}| ≤ δ .

Assim, tomando M = max{M̃,4C/ε}, obtemos∣∣∣∣∫R2m
(| f (|x|,ui)|− | f (|x|,u)|) dx

∣∣∣∣≤ ∫{|ui(x)|≥M}
| f (|x|,ui)| dx+

∫
{|u(x)|≥M}

| f (|x|,u)| dx

+

∣∣∣∣∫{|ui(x)|<M}
| f (|x|,ui)| dx−

∫
{|u(x)|<M}

| f (|x|,u)| dx
∣∣∣∣ .
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De (4.3.5) e (4.3.7), temos que∫
{|ui(x)|≥M}

| f (|x|,ui)| dx+
∫
{|u(x)|≥M}

| f (|x|,u)| dx≤ 1
M

∫
{|ui(x)|≥M}

| f (|x|,ui)ui| dx+
ε

4

≤ C
M

+
ε

4
≤ ε

2
.

Vejamos agora que,

Ni :=
∣∣∣∣∫{|ui(x)|<M}

| f (|x|,ui)| dx−
∫
{|u(x)|<M}

| f (|x|,u)| dx
∣∣∣∣≤ ε

2
, (4.3.8)

para i suficientemente grande. Primeiro, observe que

Ni ≤
∣∣∣∣∫R2m

χ{|ui(x)|<M}(| f (|x|,ui)|− | f (|x|,u)|) dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫R2m

(
χ{|ui(x)|<M}−χ{|u(x)|<M}

)
| f (|x|,u)| dx

∣∣∣∣
Assim, segue de (f0) e (f4) que existem constantes C̃ > 0 e q > 2 de modo que

| f (|x|,s)| ≤ C̃|s|q ∀|s|< M.

Mais ainda, de (4.3.6), χ{|ui(x)|<M}(| f (|x|,ui)| − | f (|x|,u)|) → 0 q.t.p. em R2m e existe
g ∈ Lq(R2m), para algum q > 2, tal que |ui| ≤ g q.t.p. em R2m e assim

|χ{|ui(x)|<M}(| f (|x|,ui)|− | f (|x|,u)|)| ≤ C̃χ{|ui(x)|<M} (|ui|q + | f (|x|,u)|)≤ (gq + | f (|x|,u)|) ,

q.t.p. em R2m. Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada,∣∣∣∣∫R2m
χ{|ui(x)|<M}(| f (|x|,ui)|− | f (|x|,u)|) dx

∣∣∣∣→ 0.

Para finalizarmos, note que

{x ∈ R2m : |ui(x)|< M}\{x ∈ R2m : |u(x)|< M} ⊂ {x ∈ R2m : |u(x)| ≥M}

59



CAPÍTULO 4 Equação elíptica

e assim∣∣∣∣∫R2m

(
χ{|ui(x)|<M}−χ{|u(x)|<M}

)
| f (|x|,u)| dx

∣∣∣∣≤ ∫R2m
χ{|ui(x)|<M}\{|u(x)|<M}| f (|x|,u)| dx

+
∫
R2m

χ{|u(x)|<M}\{|ui(x)|<M}| f (|x|,u)| dx

≤
∫
R2m

χ{|u(x)|≥M}| f (|x|,u)| dx

+
∫
R2m

χ{|u(x)|<M}\{|ui(x)|<M}| f (|x|,u)| dx

o que, de (4.3.7) e de ui→ u q.t.p. em R2m, garante (4.3.8). Portanto, dado ε > 0, temos∣∣∣∣∫R2m
(| f (|x|,ui)|− | f (|x|,u)|) dx

∣∣∣∣≤ ε

para i suficientemente grande.
Provemos agora (4.3.2). Por densidade, dado ε > 0 existe ϕ ∈C∞

0 (R2m) tal que ‖ϕ−u‖< ε .
Assim∣∣∣∣∫R2m

f (|x|,ui)u dx−
∫
R2m

f (|x|,u)u dx
∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫R2m

f (|x|,ui)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫R2m

f (|x|,u)(u−ϕ) dx
∣∣∣∣

+‖ϕ‖∞

∫
R2m
| f (|x|,ui)− f (|x|,u)| dx.

De (4.3.4), tomando v = u−ϕ , obtemos∣∣∣∣∫R2m
f (|x|,ui)(u−ϕ) dx

∣∣∣∣≤ ∫R2m
(∇mui∇

m(u−ϕ)+ui(u−ϕ)) dx+ εi‖u−ϕ‖

≤ ‖ui‖p‖(u−ϕ)‖+ εi‖(u−ϕ)‖ ≤Cε.

De f (|x|,u) ∈ Lq(R2m), para todo q≥ 1, segue que∣∣∣∣∫R2m
f (|x|,u)(u−ϕ) dx

∣∣∣∣≤ ‖ f (|x|,u)‖2‖u−ϕ‖2 ≤C‖u−ϕ‖ ≤Cε.

Por fim, como f (|x|,ui)→ f (|x|,u) em L1(R2m), (4.3.2) fica provada, o que conclui o lema.

Proposição 4.3.2. Suponha que f satisfaz (f0)− (f3). Então, J satisfaz a condição de Palais-
Smale para todo c ∈ (−∞, 1

2β0/α0), isto é, dado (ui)⊂ E, uma sequência satisfazendo

J(ui)→ c e J′(ui)→ 0 com i→ ∞
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então esta sequência admite uma subsequência convergente em W m,p
rad (R2m).

Demonstração. Seja (ui) uma sequência em W m,2
rad (R

2m) satisfazendo

1
2

∫
R2m

(
|∇mui|2 +u2

i
)

dx−
∫
R2m

F(|x|,ui) dx→ c (4.3.9)

e ∣∣∣∣12
∫
R2m

(∇mui∇
mv+uiv) dx−

∫
R2m

f (|x|,ui)v dx
∣∣∣∣≤ τi‖v‖ (4.3.10)

para todo v ∈W m,2
rad (R

2m), onde τi→ 0 com i→ ∞. Do Lema 4.3.1, sabemos que (ui) é uma
sequência limitada em W m,2

rad (R
2m) e, portanto, a menos de subsequência

ui ⇀ u em W m,2
rad (R

2m)

ui→ u em Lq(R2m), para q > 2,
ui(x)→ u(x) q.t.p. em R2m.

Mais ainda, de (4.3.1), (f1) e do Teorema de Convergência Dominada de Lebesgue
Generalizado,

F(|x|,ui)→ F(|x|,u) em L1(R2m),

o que, juntamente com (4.3.9) e (4.3.10), implica que

lim
i→∞

∫
R2m

f (|x|,ui)ui dx = p
(

c+
∫
R2m

F(|x|,u) dx
)
. (4.3.11)

De (f3) e (4.3.11) concluímos que c≥ 0. Agora, como ui ⇀ u temos que∫
R2m

(∇mu∇
m

ψ +uψ) dx = lim
i→∞

∫
R2m

f (|x|,ui)ψ dx =
∫
R2m

f (|x|,u)ψ dx ∀ψ ∈C∞
0 (R2m).

Na verdade, usando (4.3.2) e (f2), temos que

‖u‖2 =
∫
R2m

f (|x|,u)u dx≥ 2
∫
R2m

F(|x|,u) dx,

e portanto J(u)≥ 0. Como F(|x|,ui)→ F(|x|,u), apenas temos que mostrar que

J(u) = c.

Pela semi-continuidade inferior da norma sabemos que J(u) ≤ c. Para provarmos a igualdade
separamos em três casos.

61



CAPÍTULO 4 Equação elíptica

Caso 1. c > 0 e u 6≡ 0. Suponha que J(u)< c. Então,

‖u‖2 < 2
(

c+
∫
R2m

F(|x|,u) dx
)
.

Definindo
vi =

ui

‖ui‖
,

e
v =

u
2
√

2(c+
∫
R2m F(|x|,u) dx)

,

temos que vi ⇀ v, ‖vi‖= 1, v 6≡ 0 e ‖v‖p
p < 1. Então, segue do Proposição 4.2.1 que

sup
i

∫
R2m

eγ|vi|2 dx < ∞, para todo γ <
β

1−‖v‖2 , (4.3.12)

qualquer que seja β < β0. Note que, como c < 1
2β0/α0 podemos tomar α > α0 e β̄ < β0 tal

que c < 1
2β/α , e assim, de J(u)≥ 0, temos

qα‖ui‖2 < β̄

(
c+

∫
R2m F(|x|,u) dx
c− J(u)

)
= β̄

1
1−‖v‖2 ,

para i suficientemente grande e para algum q > 1. Assim, de (4.1.2),∫
R2m
| f (|x|,ui)|q dx≤C

∫
R2m

(
eqα‖ui‖2|vi|2−1

)
dx,

que, por (4.3.12), é uniformemente limitado para algum q > 1. Disto, segue que∫
R2m

f (|x|,ui)(ui−u)→ 0,

e então, como
J′(ui)(ui−u)→ 0 e ui ⇀ u,

temos
‖ui‖→ ‖u‖.

Porém, isto implica que J(u) = c o que é uma contradição. Portanto, temos a igualdade.
Caso 2. c > 0 e u ≡ 0. Como F(|x|,ui)→ 0, segue de (4.3.9) que ‖ui‖2 → c. Assim, de
c < 1

2 β̄/α , para algum α > α0, e (4.1.2), obtemos∫
R2m
| f (|x|,ui)|q ≤C

∫
R2m

(
eqα‖ui‖2|vi|2−1

)
dx,

onde αq‖ui‖2 < β̄ para i suficientemente grande e para algum q > 1. Então,
∫
R2m f (|x|,ui)ui→
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0 e assim ‖ui‖→ 0, o que conclui este caso.
Caso 3. c = 0. Assim,

0≤ J(u)≤ liminfJ(ui) = 0.

Como, F(|x|,ui) → F(|x|,u) temos que ‖ui‖ → ‖u‖ e então ui → u em W m,2(R2m), o que
conclui este ultimo caso.

4.4 Geometria do Funcional

Para garantir que o funcional J satisfaz a geometria do passo da montanha, fazemos uso dos
seguintes lemas cujas provas seguem argumentos análogos usados na Seção 2.3.

Lema 4.4.1. Suponha que f satisfaz (f0)− (f3). Então,

J(tu)→−∞ quando t→+∞,

para todo u ∈W m,2
rad (R

2m)\{0}∩C∞
0 (R2m).

Demonstração. Por (f1), existem M > 0 e C > 0 satisfazendo

F(|x|,s)≥CeM|s|−C, para todo s ∈ R.

Assim, dado um u ∈W m,p
rad (R2m)∩C∞

0 (R2m) e K = supp u, existe c > 0 tal que,

F(|x|,u)≥ c|u|q ⇒ J(tu)≤ t2

2
‖u‖− ctq

∫
R2m
|u|qdx−C|K|,

para q > 2 e t > 0. Portanto J(tu)→−∞ com t→+∞ .

Lema 4.4.2. Suponha que f satisfaz (f0)− (f3). Então, existem δ ,ρ > 0 tais que

J(u)≥ δ se ‖u‖2 = ρ.

onde u ∈W m,2
rad (R

2m).

Demonstração. Usando (f0), (f4) e (4.1.2), podemos escolher λ < S2
q tal que

F(|x|,s)≤ λ

2
|s|q +Ceα0|s|2|s|q,

para todo (x,s) ∈ R2m×R e para algum q > 3. Agora, pela desigualdade de Holder e (3.1.2)
obtemos ∫

R2m
eα0u2

|u|q dx≤C
(∫

R2m
|u|sq dx

)1/s

,
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para
‖u‖ ≤ σ de tal modo que α0s′σ p′ < β0.

Então, da hipótese (f4) e da imersão contínua de Sobolev segue que

J(u)≥ 1
2
‖u‖2− λ

2
‖u‖q

q−C‖u‖1/s
sq ≥

1
2

(
1− λ

λ1

)
‖u‖2−C̃‖u‖q.

Como λ < S2
q e q > 2 podemos escolher ρ > 0 tal que

J(u)≥ δ ,

sempre que ‖u‖= ρ , para algum δ > 0.

Agora, mostraremos que, para λ > 0 em (f4) satisfazendo

λ >

(
α0

β̄

p−2
p

)(p−2)/2

Sp
p,

com

Sp := inf
u∈W m,2

rad (R2m)

[∫
R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx

]1/2

[
∫
R2m |u|p dx]1/2 , (4.4.1)

para algum 0 < β̄ < β0 =
n2nπn

ωn−1
, o nível do passo da montanha do funcional J é limitado.

Lema 4.4.3. Suponha que f satisfaz (f0)− (f4). Então

cM = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t))<
1
p

(
β̄/α0

)p−1

onde Γ = {γ ∈C
(
[0,1],W m,2

rad (R
2m)
)

: γ(0) = 0 e J(γ(1)< 0)}.

Demonstração. Primeiramente mostraremos que a constante Sp dada em (4.4.1) é atingida em
W m,2

rad (R
2m). Seja (ui)⊂W m,2

rad (R
2m) tal que∫

R2m
|ui|p dx = 1,

e
‖ui‖→ Sp,

Assim (ui) é limitado em W m,2
rad (R

2m), o que implica que existe up ∈W m,2
rad (R

2m) tal que

ui ⇀ up em W m,2
rad (R

2m)

ui→ up em Lp(R2m)

ui→ up q.t.p. em R2m.
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Pela imersão compacta de W m,2
rad (R

2m) em Lp(R2m)∫
R2m
|up|p dx = lim

i→∞

∫
R2m
|ui|p dx = 1.

Por outro lado,
‖up‖ ≤ liminf

i→∞
‖ui‖= Sp.

Assim ‖up‖= Sp. Logo da definição de cM temos

cM ≤max
t≤0

(
t2

2
S2

p−
∫
R2m

F(|x|, tup) dx
)
,

e, usando a hipótese (f4), concluímos

cM ≤max
t≤0

(
t2

2
S2

p− t p λ

p

)
=

p−2
2p

S2p/(p−2)
p

λ 2/(p−2)
<

1
2

β̄

α0
,

o que conclui a prova do lema.

4.5 Prova do Teorema 4.1.1

Tendo em vista a Proposição 4.3.2 e os Lemas 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3, podemos aplicar o Teorema
do Passo da Montanha para obter um ponto crítico para o funcional J e, assim, garantirmos a
existência de uma solução uM ∈W m,2

rad (R
2m) a qual satisfaz a seguinte condição

J(uM) = cM := inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈ C
(
[0,1],W m,2

rad (R
2m)
)

: γ(0) = 0 e J(γ(1) < 0)}. Agora, assumindo que para

cada x ∈ R2m

ϕ(t) =
f (|x|, ts)

ts
é crescente para t > 0 qualquer que seja s ∈ R\{0}, (4.5.1)

mostraremos que uM é uma solução radial de energia mínima. Dizemos que v ∈W m,2
rad (R

2m) é
uma solução radial de energia mínima quando v é uma solução fraca da equação (4.1.1) e

J(v) =
1
2

∫
R2m

(
|∇mv|2 + v2) dx−

∫
R2m

F(|x|,v) dx = inf{J(u) : u ∈M },

onde
M := {u ∈W m,2

rad (R
2m)\{0} : u é uma solução fraca de (4.1.1)}.
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Assim, para provarmos que uM é uma solução radial de energia mínima é suficiente mostrar
que

cM ≤ inf{J(u) : u ∈M }.

Dado u ∈M , tome h(t) = J(tu) para t > 0. Assim h é diferenciável e

h′(t) = J′(tu)u = t
∫
R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx−

∫
R2m

f (|x|, tu)u dx

e, como J′(u) = 0, ∫
R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx =

∫
R2m

f (|x|,u)u dx,

de onde segue que

h′(t) = t
∫
R2m

(
f (|x|,u)u2

u
− f (|x|, tu)u2

tu

)
dx,

para todo t > 0. Logo, de (4.5.1) juntamente o fato de h′(1) = 0, temos que h′(t) > 0 para
0 < t < 1 e h′(t)< 0 para t > 1. Portanto,

J(u) = max
t>0

J(tu).

Agora, pelo Lema 4.4.1, podemos tomar t0 > 0 de modo que J(t0u) < 0 e assim a aplicação
α : [0,1]→W m,2

rad (R
2m) dado por α(t) = tt0u pertence a Γ e

cM ≤ max
t∈[0,1]

J(α(t))≤max
t>0

J(tu) = J(u).

Portanto,
cM ≤ inf{J(u) : u ∈M },

o que finaliza a prova do teorema.
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CAPÍTULO 5

Uma Desigualdade Singular do Tipo Adams

5.1 Introdução

Neste capítulo, estudaremos uma desigualdade do tipo Adams para o caso singular em domínios
quaisquer. Mais precisamente, como no Capítulo 3, sejam Ω ⊂ Rn um domínio qualquer e
W m,p

0 (Ω) o completamento de C∞
0 (Ω) com respeito à norma de Sobolev

‖u‖W m,p =

(
m

∑
j=0
‖∇ ju‖p

p

)1/p

,

em W m,p(Ω). Considerando mp = n, seja

Φ(t) := et−
jp−2

∑
j=0

t j

j!
,

onde jp := min{ j ∈ N : j ≥ p}. Em [30] N. Lam e G. Lu apresentaram uma desigualdade do
tipo Adams singular para domínios limitados para o espaço

W m,p
N (Ω) := {u ∈W m,p(Ω) : u|

∂Ω
= ∆

ju
∣∣
∂Ω

= 0 no sentido do traço, 1≤ j < m/2},

que é o seguinte:

Teorema H. ([30, Teorema 1.2]) Sejam 0 < m < n inteiros, 0 ≤ α < n, um número real e Ω

um domínio suave e limitado de Rn. Então, para todo 0≤ β ≤ βα,n,m = (1− α

n )β0, existe uma
constante Cα,m,n > 0 tal que

sup
u∈W m,p

N (Ω)
‖∇mu‖p≤1

∫
Ω

Φ(β |u|p′)
|x|α

dx≤Cm,n. (5.1.1)

Usando a desigualdade (5.1.1), os autores provaram ainda uma desigualdade do tipo Adams
singular para domínios quaisquer e m sendo par.

Teorema I. ([30, Teorema 1.3]) Sejam 0 < m < n inteiros, m = 2k, para algum k, 0 ≤ α < n,
um número real e Ω um domínio qualquer de Rn. Então, para todo 0≤ β ≤ βα,n,m = (1− α

n )β0,
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existe uma constante Cα,m,n > 0 tal que

sup
u∈W m,p

0 (Ω)

‖(−∆+I)ku‖p≤1

∫
Ω

Φ(β |u|p′)
|x|α

dx≤Cm,n.

Além disse, o supremo é infinito se β > βα,n,m.

Provaram ainda uma versão mais geral para o caso em que m = 2 e n = 4.

Teorema J. ([30, Teorema 1.4]) Sejam 0 ≤ α < 4 e Ω um domínio qualquer de R4. Suponha
que τ > 0 e σ > 0 são constantes positivas. Então, para todo 0≤ β ≤ βα = (1− α

4 )32π2, existe
uma constante Cα,τ,σ > 0 tal que

sup
u∈W 2,2

0 (Ω)

‖∆u‖22+τ‖∇u‖22+σ‖u‖22≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,τ,σ .

Além disso, o supremo acima tornar-se infinito se β > βα .

Inicialmente, usando ideias semelhantes às usadas para provar o Teorema G, provaremos
uma versão do Teorema J para m inteiro.

Teorema 5.1.1. Sejam m > 0 um número inteiro, 0 ≤ α < 2m, um número real e Ω um
domínio qualquer de R2m. Suponha ainda que τ > 0 é uma constante positiva. Então, para
todo 0 ≤ β ≤ βα,m = (1− α

2m)
n2nπn

ωn−1
, existe uma constante Cα,m,τ > 0 tal que, se m = 2k+ 1,

para algum k ∈ N,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖∇(−∆+τI)ku‖22+τ‖(−∆+τI)ku‖22≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m,τ .

Se m = 2k, para algum k ∈ N,

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m,τ .

Além disso, se β > βα,m os supremos acima tornam-se infinito.

Por fim, usaremos este Teorema para prova o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2. Sejam m > 0, um número inteiro, 0 ≤ α < 2m, um número real e Ω um
domínio qualquer de R2m. Então, para todo 0≤ β < βα,m =(1− α

2m)
n2nπn

ωn−1
, existe uma constante
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Cα,m > 0 tal que

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤Cα,m.

Além disso, se β > βα,m o supremo acima torna-se infinito.

Note que, assim como no Teorema 3.1.2, não sabemos dizer nada sobre esta desigualdade
quando β = βα,m.

5.2 Prova do Teorema 5.1.1 para m par

Inicialmente, note que para provar a primeira parte do Teorema 5.1.1 basta provarmos o teorema
no caso em que Ω =R2m. De fato, dado u ∈W m,2

0 (Ω), para algum domínio Ω⊂R2m, podemos
estender u , de forma natural, à uma função ũ ∈W m,2(R2m) tomando

ũ(x) =

{
u(x) se x ∈Ω

0 caso contrário,

o que fornece ∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤
∫
R2m

eβ ũ2−1
|x|α

dx.

Portanto, para m = 2k para algum k ∈ N, temos

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
Ω

eβu2−1
|x|α

dx≤ sup
u∈W m,2(R2m)
‖(−∆+τI)ku‖2≤1

∫
R2m

eβu2−1
|x|α

dx.

Agora, dado u∈W m,2(R2m), sabemos que existe uma sequência (ui)⊂C∞
0 (R2m) tal que ui→ u

em W m,2(R2m), ‖(−∆+τI)kui‖2 ≤ 1 e supp(ui)⊂ BRi e ainda, pelo Lema de Fatou, temos que

∫
R2m

eβu2−1
|x|α

dx≤ liminf
i→∞

∫
R2m

eβu2
i −1
|x|α

dx,

onde BRi é a bola de raio Ri e centro na origem. Assim, basta mostrar que existe Cα,m,τ tal que

∫
R2m

eβu2
i −1
|x|α

dx≤Cα,m,τ ,
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para todo i. Para tanto, sendo fi = (τI−∆)kui, tome vi ∈W m,2
N (BRi) como a única solução forte

de {
(τI−∆)kvi = f ∗i em BRi

vi = ∆ jvi = 0 em ∂BRi, 0 < j < k.

Assim,
‖(τI−∆)kvi‖2 = ‖(τI−∆)kui‖2 ≤ 1,

e, pela Proposição 3.2.3,

∫
R2m

eβu2
i −1
|x|α

dx =
∫

BRi

eβu2
i −1
|x|α

dx≤
∫

BRi

eβv2
i −1
|x|α

dx.

Agora, tomando R0 > 0, consideramos

∫
BRi

eβv2
i −1
|x|α

dx =
∫

BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx+
∫

BRi\BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx

= I0 + I1.

No que se segue, mostramos que é possível escolher um R0 = R0(τ,m) fixo, de tal modo que I0

e I1 seja uniformemente limitada por algum constante Cα,m,τ .
Para estimarmos I0, construiremos uma sequência wi ∈ W m,2

N (BR0) de tal forma que
‖∇mwi‖2 ≤ 1, para um R0 grande, e assim usamos o Teorema H para limitarmos I0. Para
podermos construir tais funções, considere

gl(|x|) := |x|2k−2l, ∀x ∈ BR0, (5.2.1)

para l = 1,2, . . . ,k−1. Note que gl ∈W m,2
rad (BR0) e, além disso,

∆
jgl(|x|) =

{
c j

l |x|
2k−2(l+ j) para j = 1,2, . . . ,k− l,

0 para j = k− l +1, . . . ,k.
(5.2.2)

para todo x ∈ BR0 , onde

c j
l =

j

∏
s=1

[n+2k−2(s+ l)][2k−2(l + s−1)],

para j = 1,2, . . . ,k− l. Defina, agora,

zi(|x|) := vi(|x|)−
k−1

∑
l=1

al,igl(|x|)−ak,i, (5.2.3)
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onde

al,i :=
∆k−lvi(R0)−∑

l−1
s=1 as,i∆

k−lgs(R0)

∆k−lgl(R0)
, (5.2.4)

para l = 1,2, . . . ,k−1 e

ak,i := vi(R0)−
k−1

∑
s=1

as,igs(R0). (5.2.5)

Note que, por (5.2.2), ∇mvi(x) = ∆kvi = ∆kzi = ∇mzi(x) e ainda zi ∈W m,2
N (BR0). Deste modo,

para R0 > n, temos o seguinte lema:

Lema 5.2.1. Exitem constantes cm e d(m,R0), onde cm depende apenas de m e d(m,R0)

depende apenas de m e R0, de modo que

vi(|x|)2 ≤ zi(|x|)2

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)
+d(m,τ,R0),

para todo x ∈ BR0 .

Demonstração. Fazendo r = |x|, de (5.2.3), temos que

vi(r)2 =

(
zi(r)+

k−1

∑
l=1

al,igl(r)+ak,i

)2

= zi(r)2 +2
k−1

∑
l=1

zi(r)al,igl(r)+2zi(r)ak,i +

(
k−1

∑
l=1

al,igl(r)+ak,i

)2

≤ zi(r)2 +
k−1

∑
l=1

zi(r)2a2
l,igl(r)2 + zi(r)2a2

k,i +

(
k−1

∑
l=1

al,igl(r)+ak,i

)2

+2(k−1)

≤ zi(r)2 +
(
1+4(k−1)2) k−1

∑
l=1

zi(r)2a2
l,igl(R0)

2 +4zi(r)2vi(R0)
2 +d(m,τ,R0),

onde usamos que−(a−1)2≤ 0, qualquer que seja a∈R, e o Lema Radial AII de H. Berestycki
e P.-L. Lions em [8], desde que ∆k−lvi(|x|) ∈W 1,2

rad (R
2m) para l = 1, . . . ,k. Observando que

∆k−lgl(R0) = ck−l
l , temos

a2
1,i ≤

1
(ck−1

1 )2

(
∆

k−1vi(R0)
)2
≤ c2

n

(ck−1
1 )2Rn−1

0

‖∆k−1vi‖2
W 1,2 =

c̃1

Rn−1
0
‖∆k−1vi‖2

W 1,2

e assumindo, por indução, que

a2
l,i ≤ c̃l

l

∑
s=1

1

Rn−1−4(l−s)
0

‖∆k−svi‖2
W 1,2 ,
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onde c̃l depende apenas de m, temos

a2
l+1,i ≤

(l +1)2

(ck−l−1
l+1 )2

[(
∆

k−l−1vi(R0)
)2

+
l

∑
s=1

a2
s,i

(
∆

k−l−1gs(R0)
)2
]

≤ (l +1)2

(ck−l−1
l+1 )2

[
c2

n

Rn−1
0
‖∆k−l−1vi‖2

W 1,2 +
l

∑
s=1

c̃s

s

∑
j=1

(ck−l−1
s )2

Rn−1−4(s− j)−4k+4(k−l−1+s)
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2

]

≤ (l +1)2

(ck−l−1
l+1 )2

[
c2

n

Rn−1
0
‖∆k−l−1vi‖2

W 1,2 +
l

∑
s=1

lc̃s(ck−l−1
s )2

Rn−1−4(l+1−s)
0

‖∆k−svi‖2
W 1,2

]

≤ c̃l+1

l+1

∑
s=1

1

Rn−1−4(l+1−s)
0

‖∆k−svi‖2
W 1,2

Portanto, podemos tomar cm dependendo apenas de m de modo que

vi(r)2 ≤ zi(r)2

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)
+d(m,τ,R0),

Deste modo, definimos

wi(|x|) := zi(|x|)

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)1/2

.

Como ∇mvi(x) = ∇mzi(x) em BR0 e zi ∈W m,2
N (BR0) temos que

wi ∈W m,2
N (BR0),

e ainda

‖∇mwi‖2 = ‖∇mzi‖2

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)1/2

.

Agora, note que, de

(τI−∆)kvi =
k

∑
j=1

(−1)k− j
(

k
j

)
τ

j
∆

k− jvi,

como em (3.3.2), obtemos

‖(τI−∆)kvi‖2
2 =

2k

∑
s=0

(
2k
s

)
τ

s‖∇2k−svi‖2
2 ≤ 1.
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Assim, tomando λ = min
{(2k

s

)
τs : s = 1,2, . . . ,2k

}
temos

‖∇mzi‖2
2 = ‖∇mvi‖2

2 ≤ 1−λ

2k

∑
s=1
‖∇2k−svi‖2

2

= 1−λ

k−1

∑
s=1
‖∆k−svi‖2

W 1,2−λ‖vi‖2
W 1,2.

Portanto,

‖∇mwi‖2
2 ≤

(
1−λ

k−1

∑
s=1
‖∆k−svi‖2

W 1,2−λ‖vi‖2
W 1,2

)

×

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)
,

≤ 1+
k−1

∑
j=1

(
cm

R4 j−1
0

−λ

)
‖∆k− jvi‖2

W 1,2 +

(
cm

R2m−1
0

−λ

)
‖vi‖2

W 1,2,

de forma que podemos tomar R0(τ,m) suficientemente grande tal que

‖∇mwi‖2 ≤ 1.

Então, pela definição de wi e pelo Lema 5.2.1, obtemos

I0 =
∫

BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx≤ eβα,md(m,R0)
∫

BR0

eβw2
i

|x|α
dx, (5.2.6)

e, aplicando o Teorema J, teremos a limitação de I0.
Para estimar I1, pelo Lema Radial 3.2.1 , basta tomarmos R0(τ,m) > 22/(n−1)

ω
1/(n−1)
n λ 2/(n−1)

que
teremos

vi(|x|)< 1 para todo x ∈ BRi \BR0 ,

e assim

I1 =
∫

BRi\BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx

≤ 1
Rα

0

∫
BRi\BR0

∞

∑
j=1

β jv2 j
i

j!
dx

≤ 1
Rα

0

∞

∑
j=1

β j

j!

∫
BRi\BR0

v2
i dx≤ eβ

Rα
0
.

(5.2.7)

Portanto, é possível tomar um R(τ,m), que somente dependa de m e τ , suficientemente
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grande de forma que (5.2.6) e (5.2.7) sejam válidas, o que conclui a prova do teorema para o
caso em que m é par.

Quando β > βα,m, podemos mostrar que o supremo é infinito tomando a mesma sequência
utilizada no final da Seção 3.3.

5.3 Prova do Teorema 5.1.1 para m ímpar

Seja m ímpar, isto é, m = 2k + 1 para algum k ∈ N. A prova deste caso é através de uma
construção semelhante à do caso par. Inicialmente note que, como no caso par, é suficiente
mostrar para o caso em que Ω = R2m.

Assim, dado u ∈ W m,2(R2m), seja uma sequência (ui) ⊂ C∞
0 (R2m) tal que ui → u em

W m,2(R2m), ‖∇(−∆+ τI)kui‖2 + τ‖(−∆+ τI)kui‖2 ≤ 1 e supp(ui) ⊂ BRi . Como antes basta
mostrar que existe Cα,m,τ tal que

∫
R2m

eβu2
i −1
|x|α

dx≤Cα,m,τ ,

para todo i. Tome agora vi ∈W 2k,2
N (BRi) como a única solução forte de{

(τI−∆)kvi = f ∗i em BRi

vi = ∆ jvi = 0 em ∂BRi, 0 < j < k.

onde fi é dado por fi = (τI − ∆)kui. Por regularidade, temos que vi ∈ W m,2
N (BRi) e pela

desigualdade de Pólya-Szegö,

‖∇(−∆+ τI)kvi‖2 ≤ ‖∇(−∆+ τI)kui‖2

o que implica que

‖∇(−∆+ τI)kvi‖2 + τ‖(−∆+ τI)kvi‖2 ≤ ‖∇(−∆+ τI)kui‖2 + τ‖(−∆+ τI)kui‖2 ≤ 1.

Deste modo, pela Proposição 3.2.3, temos que

∫
R2m

eβu2
i −1
|x|α

dx =
∫

BRi

eβu2
i −1
|x|α

dx≤
∫

BRi

eβv2
i −1
|x|α

dx.
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Como antes, tomando R0 > 0, consideramos

∫
BRi

eβv2
i −1
|x|α

dx =
∫

BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx+
∫

BRi\BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx

= I0 + I1.

Iremos agora garantir a existência de um R0 = R0(τ,m) fixo tal que I0 e I1 seja uniformemente
limitada por alguma constante Cα,m,τ .

Como no caso anterior, construamos uma sequência wi ∈W m,2
N (BR0) tal que ‖∇mu‖2 ≤ 1,

para um R0 grande. Sendo gl como em (5.2.1), defina

zi(|x|) := vi(|x|)−
k−1

∑
l=1

al,igl(|x|)−ak,i,

onde al,i dado por (5.2.4), para l = 1,2, . . . ,k− 1, e ak,i dado por (5.2.5), lembrando que
m = 2k+1. Note que ∇mvi(x) = ∇∆kvi = ∇∆kzi = ∇mzi(x) zi ∈W m,2

N (BR0) e, pelo Lema 5.2.1,

vi(|x|)2 ≤ zi(|x|)2

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)
+d(m,R0),

Deste modo, definimos wi por

wi(|x|) := zi(|x|)

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)1/2

.

Como ∇mvi(x) = ∇mzi(x) em BR0 e zi ∈W m,2
N (BR0) temos que

wi ∈W m,2
N (BR0),

e ainda

‖∇mwi‖2 = ‖∇mzi‖2

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)1/2

.

Analogamente à (3.3.3) temos que

‖∇(−∆+ τI)kvi‖2
2 + τ‖(−∆+ τI)kvi‖2

2 =
m

∑
j=0

(
m
j

)
τ

m− j
∫
R2m
|∇ jvi|2 dx≤ 1.
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e assim, tomando λ = min
{(m

j

)
τm− j : j = 0,1, . . . ,m

}
temos

‖∇mzi‖2
2 = ‖∇mvi‖2

2 ≤ 1−λ

m−1

∑
j=0
‖∇ jvi‖2

2

= 1−λ‖∆kvi‖2
W 1,2−λ

k−1

∑
s=1
‖∆svi‖2

W 1,2−λ‖vi‖2
W 1,2.

Portanto,

‖∇mwi‖2
2 ≤

(
1−λ

k−1

∑
s=1
‖∆svi‖2

W 1,2−λ‖vi‖2
W 1,2

)

×

(
1+ cm

k−1

∑
j=1

1

R4 j−1
0

‖∆k− jvi‖2
W 1,2 +

cm

R2m−1
0

‖vi‖2
W 1,2

)
,

≤ 1+
k−1

∑
j=1

(
cm

R4 j−1
0

−λ

)
‖∆k− jvi‖2

W 1,2 +

(
cm

R2m−1
0

−λ

)
‖vi‖2

W 1,2,

de modo que podemos tomar R0(τ,m) suficientemente grande tal que

‖∇mwi‖ ≤ 1.

Então, pela definição de wi e pelo Lema 5.2.1, obtemos que

I0 =
∫

BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx≤ eβα,md(m,R0)
∫

BR0

eβw2
i

|x|α
dx, (5.3.1)

e, aplicando o Teorema J, temos a limitação de I0.
Para estimar I1, pelo Lema Radial 3.2.1 , basta tomarmos R0(τ,m) > 22/(n−1)

ω
1/(n−1)
n λ 2/(n−1)

que
teremos

vi(|x|)< 1 para todo x ∈ BRi \BR0 ,

e assim

I1 =
∫

BRi\BR0

eβv2
i −1
|x|α

dx

≤ 1
Rα

0

∫
BRi\BR0

∞

∑
j=1

β jv2 j
i

j!
dx

≤ 1
Rα

0

∞

∑
j=1

β j

j!

∫
BRi\BR0

v2
i dx≤ eβ

Rα
0
.

(5.3.2)

Portanto, é possível tomar um R(τ,m), que somente dependa de m e τ , suficientemente
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grande de forma que (5.3.1) e (5.3.2) sejam válidas, o que conclui a prova do teorema para o
caso em que m é ímpar.

Quando β > βα,m, podemos mostrar que o supremo é infinito, tomando novamente a mesma
sequência utilizada no final da Seção 3.3.

5.4 Prova do Teorema 5.1.2

Provaremos o Teorema 5.1.2 usando o Teorema 5.1.1. Primeiramente, denotemos por

‖u‖2
µ,τ,2 =


µ‖∇(−∆+ τI)ku‖2

2 + τµ‖(−∆+ τI)ku‖2
2, para m = 2k+1;

µ‖(−∆+ τI)ku‖2
2, para m = 2k,

(5.4.1)

para u ∈W m,2(R2m), µ > 0 e τ > 0. Temos, assim, o seguinte resultado:

Proposição 5.4.1. Sejam m, um número inteiro, e 0≤ α < 2m, um número real. Sejam ainda
µ > 0 e τ > 0 constantes positivas. Então, existe uma constante Cµ,τ,α > 0, que depende apenas
de µ , τ e α , tal que

sup
u∈W m,2(R2m)
‖u‖2

µ,τ,2≤1

∫
R2m

eµβα,mu2−1
|x|α

dx≤Cµ,τ,α ,

onde βα,m = (1− α

2m)
n2nπn

ωn−1
.

Demonstração. A proposição é uma aplicação direta do Teorema 5.1.2. Dado u ∈W m,2(R2m)

tal que ‖u‖2
µ,τ,2 ≤ 1, definimos ũ = µ1/2 u e assim

∫
R2m

eµβα,mu2−1
|x|α

dx =
∫
R2m

eβα,mũ2−1
|x|α

dx

e ‖ũ‖2
1,τ,2 ≤ 1. Então, aplicando o Teorema 5.1.2 o resultado segue.

Dado 0 < β < β0, tome 0 < µ < 1 tal que β < µβ0. Assim, usando que

‖∇ ju‖2
2 = ∑

|α|= j
‖Dαu‖2

2, para 0≤ j ≤ m,

juntamento com o Lema 5.4.1 e Lema 3.3.2, temos que

‖∇ ju‖2
2 ≤ K(‖u‖2

2 +‖∇mu‖2
2) para 1≤ j ≤ m−1.
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Então, tomando τ > 0 suficientemente pequeno de modo que

τ
m +K

m−1

∑
j=1

(
m
s

)
µτ

m− j +µ ≤ 1,

obtemos
‖u‖µ,τ ≤ ‖u‖2

2 +‖∇mu‖2
2, ∀u ∈W m,2(R2m),

e, portanto,

sup
u∈W m,2

0 (R2m)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
R2m

eβ |u|2−1
|x|α

dx≤ sup
u∈W m,p(R2m),
‖u‖µ,τ≤1

∫
R2m

eµβ0|u|2−1
|x|α

dx < ∞.

Por fim, quando β > βα,m, podemos mostrar que o supremo é infinito tomando novamente
a mesma sequência utilizada no final da Seção 3.3.
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CAPÍTULO 6

Uma Classe de Problemas Críticos e Singulares
Envolvendo o Operador Poliharmônico

6.1 Introdução

Neste capítulo, como aplicação do Teorema 5.1.2, estudaremos a existência de solução para o
seguinte problema:

(−∆)mu(x)+u(x) =
f (u)
|x|a

+h(x), (6.1.1)

onde h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗

é uma pequena pertubação da equação e 0 ≤ a < 2m. Faremos o
estudo para f possuindo crescimento crítico, isto é, existe α0 > 0 tal que

lim
|s|→+∞

f (s)e−αs2
=

{
0, para todo α > α0,

+∞, para todo α < α0,

Para o estudo da equação (6.1.1), assumiremos que f satisfaz as seguintes condições:

(f0,∞) f : R→ R é contínua e f (0) = 0.

(f1,∞) Existem R > 0 e M > 0 de modo que, ∀|t| ≥ R

0 < F(t) =
∫ t

0
f (τ) dτ ≤M| f (t)|.

(f2,∞) Existe θ > 2 tal que
0 < θF(t)≤ f (t)t

para todo t ∈ R\{0}.

(f3,∞) Existe q > 3 tal que

limsup
t→0+

2F(t)
tq < S2

q,

onde

S2
q = inf{‖u‖2

2 +‖∇mu‖2
2 : u ∈W m,2

rad (R
2m),

∫
R2m

|u|q

|x|a
dx = 1}. (6.1.2)
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(f4,∞) Existe p > 2 tal que
f (s)≥ λ |s|p−1,

qualquer que seja s ∈ R\{0}, para algum λ > 0 suficientemente grande.

Note que, como f possui crescimento crítico, dado α > α0 existe C =C(α)> 0 tal que

| f (t)| ≤C(eαt2
−1), ∀t ∈ R. (6.1.3)

Nossa abordagem do problema será variacional. Estudaremos a existência de pontos
críticos para o seguinte funcional

J(u) :=
1
2
(‖∇mu‖2

2 +‖u‖2
2)−

∫
R2m

F(u)
|x|a

dx−
∫
R2m

h u dx. (6.1.4)

Garantiremos a existência de duas soluções radiais distintas para a equação (6.1.1), uma solução
usando o princípio variacional de Ekeland e a outra usando o Teorema do Passo da Montanha.
Como no Capítulo 4, devido a perda de compacidade, estudaremos o funcional J sobre o espaço
W m,2

rad (R
2m) equipado com a seguinte norma

‖u‖ :=
[∫

R2m

(
|∇mu|2 +u2) dx

]1/2

.

Lembramos apenas que os pontos críticos de J sobre W m,2
rad (R

2m) também são pontos críticos
sobre W m,2(R2m) devido ao princípio da criticalidade simétrica. Assim provaremos o seguinte
resultado

Teorema 6.1.1. Suponha que f tem crescimento crítico e (f0,∞), (f1,∞), (f2,∞), (f3,∞) são
satisfeitas. Então, existe δ > 0 tal que se 0< ‖h‖H−1 < δ a equação (6.1.1) possui duas soluções
não triviais u,v ∈W m,2

rad (R
2m) distintas.

Estudos de problemas elípticos e singulares envolvendo crescimento crítico também tem
sido alvo de intensivo estudo. Adimurthi e K. Sandeep [5] mostraram uma desigualdade
de tipo Trudinger-Moser com peso e como aplicação estudaram a existência de soluções
para um problema elíptico e singular com não linearidade possuindo crescimento crítico
dado por esta desigualdade. Motivados neste trabalhos, J. M. do Ó, e M. de Souza [20]
e M. de Souza [15, 16] estudaram problemas elípticos e singulares com não linearidades
possuindo crescimento crítico, como visto na Introdução. Recentemente, fomos informados
que, isoladamente, os autores L. Zhao e Y. Chang [50] estudaram a multiplicidade de soluções
para o seguinte problema elíptico e singular:

(−∆)mu+(−1)
m−1

∑
γ=0

∇
γ ·
(
aγ(x)∇γu

)
=

f (x,u)
|x|β

+ εh(x), em R2m,
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para 0 ≤ β < 2m, aγ(x) satisfazendo aγ(x) > aγ > 0 para aγ constantes positiva, γ =

1,2, . . . ,m− 1 e f possuindo crescimento crítico exponencial. Salientamos que esta equação
não contempla a equação (6.1.1).

6.2 Geometria do Funcional

Apresentamos, nos próximos dois lemas, resultados que fornecem informações sobre a
geometria do funcional J.

Lema 6.2.1. Suponha que f possui crescimento critico e (f0,∞), (f1,∞) são satisfeitas. Então,

J(u)→−∞ com t→ ∞,

para todo u ∈W m,2
rad (R

2m)\{0}∩C∞
0 (R2m).

Demonstração. A demonstração deste lema segue de modo análogo ao Lema 4.4.1.

Lema 6.2.2. Suponha que f tem crescimento crítico e (f0,∞)− (f3,∞) são satisfeitas. Então,

existe δ > 0 de modo que para cada h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗
\ {0}, com ‖h‖W−m,2 ≤ δ , podemos

tomar 0 < ρ < (β0(1−a/2m)/α0)
1/2 tal que

J(u)> 0 sempre que ‖u‖= ρ. (6.2.1)

Além disso, existem η > 0 e C > 0 tais que

−Cδ < inf
u∈W m,2

rad (R2m); ‖u‖<η

J(u)< 0. (6.2.2)

Demonstração. Usando (f0,∞), (f3,∞) e (6.1.3), podemos escolher λ < S2
q tal que

F(s)≤ λ

2
|s|q +C1(eα|s|2−1)|s|q, (6.2.3)

para algum q > 3 e C1 > 0, qualquer que seja s ∈ R. Note agora que, dado M > 0 tal que
αM/β +a/2m < 1 para algum 0 < β < β0, existe C2 > 0 tal que

∫
R2m

eαu2−1
|x|a

|u|q dx≤C2‖u‖q, (6.2.4)
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para todo u ∈W m,2
rad (R

2m) com ‖u‖2 ≤M. De fato, pela desigualdades de Hölder, segue que

∫
R2m

eαu2−1
|x|a

|u|q dx≤

∫
R2m

(
eαu2−1

)r

|x|ra dx

1/r(∫
R2m
|u|r

′q
)1/r′

≤

(∫
R2m

eξ αu2−1
|x|a

dx

)1/r

‖u‖q
r′q.

para ξ > r > 1, onde na última desigualdade utilizamos que (et−1)r ≤ eξ t−1. Assim, usando
que W m,2

rad (R
2m) ↪→ Lr′q(R2m) e o Teorema 5.1.2

∫
R2m

eαu2−1
|x|a

|u|q dx≤

(∫
R2m

eξ αu2−1
|x|ra dx

)1/r

‖u‖q
r′q

≤

∫
R2m

e
Mξ α

u2

‖u‖2 −1
|x|ra dx

1/r

C̃‖u‖q < ∞,

para r > 1 suficientemente pequeno, o que fornece (6.2.4). Assim, de (6.2.3) e (6.2.4), temos

J(u)≥ 1
2
‖u‖− λ

2

∫
R2m

|u|q

|x|a
dx−C3‖u‖q−‖hu‖1,

e, de (6.1.2),

J(u)≥ ‖u‖

(
1
2

(
1− λ

S2
q

)
‖u‖−C3‖u‖q−1−‖h‖W−m,2

)
. (6.2.5)

Deste modo, de λ < S2
q e q>2, podemos tomar ρ < min

{
M, β0(1−a/2m)

α0

}
de modo que, para

‖u‖= ρ ,
1
2

(
1− λ

λ1

)
ρ−C3ρ

q−1 > 0.

Portanto existe δ > 0 tal que, para ‖h‖W−m,2 < δ ,

J(u)> 0 sempre que ‖u‖= ρ.

Agora, pelo Teorema da representação de Riesz para o espaço W m,2
rad (R

2m) temos que, para

cada h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗
\{0} existe vh ∈W m,2

rad (R
2m)\{0} tal que

∫
R2m

∇
mvh∇

m
φ dx+

∫
R2m

vhφ dx =
∫
R2m

hφ dx,
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para todo φ ∈W m,2
rad (R

2m). Assim, vh satisfaz∫
R2m

hvh dx = ‖vh‖2 > 0.

Então, considerando a hipótese (f2,∞), existe ξ > 0 tal que

d
dt

J(tvh) = t2‖vh‖2−
∫
R2m

f (tvh)vh

|x|a
dx− t

∫
R2m

hvh dx < 0,

para todo 0 < t < ξ . Disto e desde que J(0) = 0, obtemos

J(tvh)< 0, (6.2.6)

para todo 0 < t < ξ . Portanto, tomando η = min{ξ δ ,ρ,1}, de (6.2.6) e (6.2.5), temos que

−Cδ <−C3η
q−1−δ ≤ inf

u∈W m,2
rad (R2m);

0<‖u‖<η

J(u)< 0,

para algum C > 0.

6.3 Propriedades das Sequências de Palais-Smale

Primeiramente, observamos a seguinte propriedade, cuja prova segue de forma análoga ao
Lema 4.3.1.

Lema 6.3.1. Seja (ui) ⊂W m,2
rad (R

2m) uma sequência de Palais-Smale de J. Então, (ui) é uma
sequência limitada em W m,2

rad (R
2m). Mais ainda, considerando que ui ⇀ u em W m,2

rad (R
2m), a

menos de subsequência, temos que

f (ui)

|x|a
→ f (u)
|x|a

em L1(R2m) (6.3.1)

e

lim
i→∞

∫
R2m

f (ui)u
|x|a

dx =
∫
R2m

f (u)u
|x|a

dx. (6.3.2)

Note que, dos Lemas 6.2.2 e 6.2.1, temos que o funcional satisfaz a geometria do passo da
montanha cujo nível denotaremos por

cM := inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t)),
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onde
Γ = {γ ∈C

(
[0,1],W m,2

rad (R
2m)
)

: γ(0) = 0 e J(γ(1)< 0)}.

Mais ainda, sendo η > 0 como no Lema 6.2.2, denotamos por

cE := inf
u∈W m,2

rad (R2m);
0<‖u‖<η

J(u).

Vejamos assim o seguinte resultado de compacidade para as sequências de Palais-Smale de J:

Lema 6.3.2. Seja (ui)⊂W m,2
rad (R

2m) uma sequência de Palais-Smale de J tal que

liminf
i→∞

‖ui‖2 <
β0(1−a/2m)

α0
.

Então, (ui) possui um subsequência fortemente convergente em W m,2
rad (R

2m).

Demonstração. Primeiramente, observe que, do Lema 6.3.1, podemos considerar que ui ⇀ u
em W m,2

rad (R
2m), que por compacidade, implica que ui→ u em Lq(R2m), para q > 2, e ainda

∫
R2m

f (ui)u
|x|a

dx→
∫
R2m

f (u)u
|x|a

dx.

Tomando agora wi = ui−u, sabemos que wi ⇀ 0 em W m,2
rad (R

2m) e, por Brezis-Lieb,

lim
i→∞
‖ui‖2 = ‖u‖2 + lim

i→∞
‖wi‖2.

Mais ainda, por compacidade, wi→ 0 em Lq(R2m), para q > 2. Assim, considerando que

J(ui)→ cM e ‖J′(ui)‖W−m,2 → 0,

temos que
J′(u)u = lim

i→∞
J′(ui)u = 0

e

lim
i→∞

J′(ui)ui = lim
i→∞

(
‖ui‖2−

∫
R2m

f (ui)u
|x|a

dx−
∫
R2m

f (ui)wi

|x|a
dx−

∫
R2m

hui dx
)

= ‖u‖2−
∫
R2m

f (u)u
|x|a

dx−
∫
R2m

hu dx+ lim
i→∞

(
‖wi‖2−

∫
R2m

f (ui)wi

|x|a
dx
)

= J′(u)u+ lim
i→∞

(
‖wi‖2−

∫
R2m

f (ui)wi

|x|a
dx
)
= 0.
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Deste modo,

lim
i→∞
‖wi‖2 = lim

i→∞

∫
R2m

f (ui)wi

|x|a
dx.

Portanto, basta mostrar que

lim
i→∞

∫
R2m

f (ui)wi

|x|a
dx = 0, (6.3.3)

para provar que ui→ u em W m,2
rad (R

2m). Para verificarmos isso, observemos primeiro que, de
(f0,∞), (f3,∞) e (6.1.3), podemos escolher λ < S2

q e C1 =C1(α) tal que

f (s)≤ λ

2
|s|q−1 +C1(eαs2

−1),

para α > α0 e algum q > 3. Assim, temos que

∫
R2m

| f (ui)wi|
|x|a

dx≤
∫
R2m

|ui|q−1|wi|
|x|a

dx+C1

∫
R2m

(eαu2
i −1)|wi|
|x|a

dx

≤

(∫
R2m

|ui|(q−1)p

|x|a
dx

)1/p(∫
R2m

|wi|p
′

|x|a
dx

)1/p′

+C1

(∫
R2m

(eαu2
i −1)r

|x|a
dx

)1/r(∫
R2m

|wi|r
′

|x|a
dx

)1/r′

≤

(∫
B1

|ui|(q−1)p

|x|a
dx+‖ui‖(q−1)p

(q−1)p

)1/p(∫
B1

|wi|p
′

|x|a
dx+‖wi‖p′

p′

)1/p′

+C1

∫
R2m

e
ξ α(‖ui‖2)

ui
‖ui‖2

2

−1
|x|a

dx

1/r(∫
B1

|wi|r
′

|x|a
dx+‖wi‖r′

r′

)1/r′

para ξ > r > 1, onde na última desigualdade utilizamos que (et − 1)r ≤ eξ t − 1, e 1 < p < 2.
Assim, usando a desigualdade de Holder e observando que liminfi→∞ ‖ui‖2 < β (1−a/2m)/α0

para algum β < β0, podemos encontrar uma constante C > 0 tal que∫
R2m

| f (ui)wi|
|x|a

dx≤
(

C‖ui‖(q−1)p
(q−1)ps +‖ui‖(q−1)p

(q−1)p

)1/p(
C‖wi‖p′

p′s +‖wi‖p′

p′

)1/p′

+C1C1/r
(

C‖wi‖r′
r′s +‖wi‖r′

r′

)1/r′

,

para r > 1 e α > α0 suficientemente pequenos e i grande. Por fim, observando que (q−1)p, p′
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e r′ podem ser tomados estritamente maiores do que 2,

lim
i→∞

∫
R2m

| f (ui)wi|
|x|a

dx = 0

pois ui→ u e wi→ 0 em Lq(R2m), para q > 2. Isto prova a proposição.

Agora mostraremos que, para uma pertubação h suficientemente pequena, a equação (6.1.1)
possui pelo ao menos duas soluções distintas. Primeiramente, vejamos que, para λ > 0 em
(f4,∞) satisfazendo

λ >

(
α0(p−2)

β̄ p(1−a/2m)

)(p−2)/2

Sp
p,

e

Sp := inf
u∈W m,2

rad (R2m)

(∫
R2m u2 dx+

∫
R2m |∇mu|2 dx

)1/2(∫
R2m

|u|p
|x|a dx

)1/2 , (6.3.4)

para algum 0 < β̄ < β0 =
n2nπn

ωn−1
, podemos estabelecer uma relação entre os níveis cM e cE .

Lema 6.3.3. Existe δ > 0 tal que, para h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗
\{0} com ‖h‖W−m,2 ≤ δ , os níveis

cM e cE satisfazem a desigualdade

cM < cE +
β̄ (1−a/2m)

2α0
.

Demonstração. Primeiramente, observe que Sp, dado como em (6.3.4), é atingido. Para
verificarmos isso, tome (ui)⊂W m,2

rad (R
2m) uma sequência minimizante para Sp tal que

∫
R2m

|ui|p

|x|a
dx = 1,

para todo i, isto é,
lim
i→∞
‖ui‖= Sp.

Disto segue que (ui) é uma sequência limitada em W m,2
rad (R

2m) e, portanto, existe up ∈
W m,2

rad (R
2m) tal que

ui ⇀ up em W m,2
rad (R

2m)

ui→ up em Lq(R2m), para q > 2,
ui→ up q.t.p. em R2m

Assim,

lim
i→∞

∫
R2m

|ui|p

|x|a
dx =

∫
R2m

|up|p

|x|a
dx = 1,
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e, pela semi-continuidade inferior da norma,

‖up‖ ≤ liminf
i→∞

‖ui‖= inf
u∈W m,2

rad (R2m)
‖u‖=1

‖ui‖= Sp.

Portanto ‖up‖= Sp. Vejamos agora que

max
t≥0

(
1
2
‖tup‖2−

∫
R2m

F(tup)

|x|a
dx
)
<

β (1−a/2m)

2α0
. (6.3.5)

De fato, por (f3,∞),

1
2
‖tup‖2−

∫
R2m

F(tup)

|x|a
dx≤ t2

2
‖up‖2− t p λ

p

∫
R2m

|up|p

|x|a
dx =

t2

2
S2

p− t p λ

p
.

Assim,

max
t≥0

(
1
2
‖tup‖2−

∫
R2m

F(tup)

|x|a
dx
)
≤max

t≥0

(
t2

2
S2

p− t p λ

p

)
=

(p−2)
2p

S2p/(p−2)
p

λ 2/(p−2)
<

β (1−a/2m)

2α0
.

Deste modo, de (6.3.5) e do Lema 6.2.1, temos que

cM ≤max
t≥0

J(tup)≤max
t≥0

(
1
2
‖tup‖2−

∫
R2m

F(tup)

|x|a
dx
)
+‖h‖W−m,2‖up‖<

β (1−a/2m)

2α0

para ‖h‖W−m,2 suficientemente pequena e mais, de (6.2.2), podemos tomar ‖h‖W−m,2

suficientemente pequena de modo que

cM < cE +
β (1−a/2m)

2α0
.

6.4 Multiplicidade de Solução

Nesta seção, provaremos o Teorema 6.1.1. Suponha que h ∈
(

W m,2
rad (R

2m)
)∗
\ {0} seja de tal

forma que ‖h‖W−m,2 ≤ δ , onde δ é tomado pequeno de forma que os Lemas 6.2.1 e 6.3.3
sejam satisfeitos. Assim, em vista dos Lemas 6.2.2 e 6.2.1, podemos usar o Teorema do Passo
da Montanha, sem que o funcional J satisfaça a condição de Palais-Smale, para obter uma
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sequência (ui)⊂W m,2
rad (Ω) de Palais-Smale de J, isto é,

J(ui)→ cM e ‖J′(ui)‖W−m,2 → 0. (6.4.1)

Assim, do Lema 6.3.1, temos que (ui) é limitado e mais, a menos de subsequência,

ui ⇀ uM e
∫
R2m

f (ui)

|x|a
dx→

∫
R2m

f (uM)

|x|a
dx,

para algum uM ∈W m,2
rad (Ω). Portanto,

∫
R2m

(∇muM∇
m

ϕ +uMϕ) dx−
∫
R2m

f (uM)

|x|a
ϕ dx−

∫
R2m

hϕ dx = 0, ∀ϕ ∈C∞
0 (R2m),

ou seja, uM é uma solução fraca para o problema (6.1.1).

Agora seja ρ ∈
(

0,
(

β (1−a/2m)/α0

)1/2
)

dado no Lema 6.2.2. Assim, como

Bρ = {u ∈W m,2
rad (R

2m) : ‖u‖ ≤ ρ},

é um espaço métrico completo com a métrica dada pela norma ‖ · ‖, J é C1, semi-continuo
inferiormente e inferiormente limitado em Bρ , pelo Princípio Variacional de Ekeland, dado
uma sequência vi ∈ Bρ tal que

J(vi)− inf
u∈Bρ

J(u)≤ 1/i,

existe zi ∈ Bρ tal que
J(zi)≤ J(vi),

e
J(zi)− J(w)<

1
i
‖zi−w‖, ∀w 6= zi em Bρ ,

o que implica que

J(zi)→ inf
u∈Bρ

J(u) e |J′(zi)w| ≤
1
i
‖w‖, ∀ w ∈ Bρ .

Logo, existe (zi)⊂W m,2
rad (R

2m) tal que ‖zi‖ ≤ ρ <
(

β (1−a/2m)/α0

)1/2
,

J(zi)→ cE = inf
z∈Bρ

J(u)< 0 e ‖J′(zi)‖W−m,2 → 0.

Assim, pelo Lema 6.3.2, (zi) possui uma subsequência a qual converge fortemente para algum
uE em W m,2

rad (R
2m) e mais ainda J′(uE) = 0 e J(uE) = cE < 0.
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Portanto, encontramos duas soluções, uM e uE , para a equação (6.1.1). Para garantirmos que
estas soluções são distintas, faremos uso do seguinte resultado de concentração-compacidade.

Proposição 6.4.1. Seja (ui) ⊂ W m,2(R2m) tal que ui ⇀ u em W m,2(R2m), para algum u ∈
W m,2(R2m) com u 6≡ 0. Então, dado 0 < β < β0 =

n2nπn

ωn−1
, temos que

sup
i

∫
R2m

eγu2
i −1
|x|a

dx < ∞, (6.4.2)

para todo 0 < γ < β (1−a/2m)/(1−‖u‖2).

Demonstração. A prova para esta proposição segue de modo análogo à Proposição 4.2.1.
Usando a estrutura de Hilbert de L2(R2m) temos

‖ui−u‖2
2 +‖∇mui−∇

mu‖2
2→ 1−‖u‖2

2−‖∇mu‖2
2 <

β (1−a/2m)

γ
.

Portanto, para i suficientemente grande

γ

β (1−a/2m)
(‖ui−u‖2

2 +‖∇mui−∇
mu‖2

2)< 1.

Assim temos que

∫
R2m

eβ γ u2
i −1
|x|a

dx≤
∫
R2m

eβ γ (1+δ )(ui−u)2+β γ(1+1/δ )u2−1
|x|a

dx

≤ 1
r

∫
R2m

erβγ(1+δ )(ui−u)2−1
|x|a

dx+
1
r′

∫
R2m

er′β γ (1+1/δ )u2−1
|x|a

dx

≤ 1
r

∫
R2m

e
β (1−a/2m)(ui−u)2

‖ui−u‖ −1
|x|a

dx+
1
r′

∫
R2m

er′β γ (1+1/δ )u2−1
|x|a

dx,

para i suficientemente grande e δ > 0, r > 1 suficientemente pequenos, onde r′ = r/(r− 1).
Portanto, pelo Teorema 5.1.2, o resultado seque.

Suponhamos, agora, por contradição, que uM seja igual a uE . Daí segue que

ui ⇀ uE em W m,2
rad (R

2m).

Mostraremos que ui possui uma subsequência que converge fortemente para uE e assim, como∫
R2m

F(ui)

|x|a
dx→

∫
R2m

F(uE)

|x|a
dx,

teremos que cE = J(uE) = limi→∞ J(ui) = cM ≥ 0, o que é uma contradição ao fato de cE < 0.
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Considerando uma subsequência de (ui), a qual, por simplicidade, denotaremos também
por (ui), de tal forma que

lim
i→∞
‖ui‖= liminf

i→∞
‖ui‖ ≤ ‖uE‖,

pela semi-continuidade inferior fraca da norma. Suponha que

lim
i→∞
‖ui‖< ‖uE‖.

Tomemos agora
wi =

ui

‖ui‖
e w =

uE

limi→∞ ‖ui‖
.

Observe que wi ⇀ w e 0 < ‖w‖< 1. Do Lema 6.3.3, existe ε > 0 tal que

qα <
β (1−a/2m)

2(cM− J(uE))
− ε.

para α > α0 suficientemente próximo de α0 e q > 1 suficientemente próximo de 1. Por (6.4.1),

1
2

lim
i→∞
‖ui‖2 = cM +

∫
R2m

F(uE)

|x|a
dx+

∫
R2m

huE dx,

o que implica que

qα‖ui‖2 <
β (1−a/2m)

(limi→∞ ‖ui‖2−‖uE‖2)
− ε,

e assim
qα‖ui‖2 < β (1−a/2m)

1
(1−‖w‖2)

, (6.4.3)

para i suficientemente grande. Agora, observamos que, de

J′(ui)(ui−u)→ 0, ui ⇀ u,

e de (6.3.2), é suficiente mostrar que

lim
i→∞

∫
R2m

f (ui)(ui−u)
|x|a

dx = 0,

para provarmos que ‖ui‖ → ‖uE‖. Para tanto, por ui → uE em Lq(R2m) para q > 2, basta
mostrar que f (ui)/|x|a é uniformemente limitado em Lp(R2m) para algum p > 1. Assim, de
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(6.1.3), temos que

∫
R2m

| f (ui)|p

|x|ap dx≤C
∫
R2m

(eα|ui|2−1)p

|x|ap dx

≤C
∫
R2m

(eαr|ui|2−1)
|x|ap dx≤C

∫
R2m

(eαr‖ui‖2|wi|2−1)
|x|ap dx,

que, por (6.4.3) juntamente com a desigualdade (6.4.2), é uniformemente limitado para r > p >

1 e α > α0 suficientemente próximo de α0.
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Neste apêndice, veremos como podemos utilizar a desigualdade do tipo Adams para garantir
que funcionais envolvendo crescimento crítico exponencial são de classe C1. Também
apresentaremos alguns resultados diversos.

Primeiro note que, usando a derivada de Gâteaux, nós apenas temos que mostrar que: dado
wi→ w em W m,2(R2m)

J′(wi)(v)→ J′(w)(v), qualquer que seja v ∈W m,2(R2m).

De fato,

∣∣J′(wi)(v)− J′(w)(v)
∣∣≤ ∣∣∣∣∫R2m

(∇mwi−∇
mw)∇mvdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫R2m
(wi−w)vdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫R2m
( f (|x|,wi)− f (|x|,w))vdx

∣∣∣∣
≤

(
‖wi−w‖2 +

(∫
R2m

( f (|x|,wi)− f (|x|,w))2dx
)1/2

)
‖v‖.

Como a primeira parte converge para 0, nós apenas temos que mostrar que(∫
R2m( f (|x|,wi)− f (|x|,w))2dx

)1/2→ 0. Usando a estimativa (4.1.2) temos

( f (|x|,wi)− f (|x|,w))2 ≤C
(

eαw2
i −1

)2
+C

(
eαw2
−1
)2

≤C
(

e3αw2
i −1

)
+C

(
e3αw2

−1
)

≤C
(

e6α(wi−w)2+6αw2
−1
)
+C

(
e3αw2

−1
)

≤ C
2

(
e12α(wi−w)2

−1
)
+C′

(
e12αw2

−1
)

Assim, como f (|x|,wi) − f (|x|,w) → 0 q.t.p. em R2m, pelo Teorema da Convergência
Dominada Generalizado, é suficiente provar que

(
e12α(wi−w)2

−1
)

converge em L1(R2m). De
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fato,∫
R2m

(
e12α(wi−w)2

−1
)

dx≤
∫
{|wi−w|<1/2}

(
e12α(wi−w)2

−1
)

dx+
∫
{|wi−w|≥1/2}

(
e12α(wi−w)2

−1
)

dx

≤ e12α

∫
{|wi−w|<1/2}

(wi−w)2 dx

+ |{|wi−w| ≥ 1/2}|1/2
(∫

R2m

(
e36α‖wi−w‖2

(
wi−w
‖wi−w‖

)2

−1
)

dx
)1/2

Dado ε > 0, como wi→ w em W m,2(R2m) e da desigualdade do tipo Adams (3.1.2), temos∫
R2m

(
e12α(wi−w)2

−1
)

dx≤ e12α‖wi−w‖2 + |{|wi−w| ≥ 1/2}|1/2C < ε

para i suficientemente grande. Portanto
(

e12α(wi−w)2
−1
)

converge para 0 em L1(R2m), o que
completa a prova.

Enunciamos agora o Lema de convergência citado em partes do trabalho [13, Lema 2.1]
Lema. Seja (un) uma sequência de função em L1(Ω) convergindo para u em L1(Ω). Suponha
que f (x,un(x)), f (x,u(x)) ∈ L1(Ω). Se∫

Ω

| f (x,un(x))| dx≤C1,

então f (x,un) converge in L1(Ω) para f (x,u).

Por fim, provaremos a seguinte desigualdade elementar

(a+b)q ≤ (1+δ )qaq +(1+1/δ )qbq,

quaisquer que sejam os números reais a,b ≥ 0 e q ≥ 1. Dividiremos a prova da desigualdade
em três casos. Para o caso q = 1 é imediato.

Suponha então que q = 2. Assim pela desigualdade de Yang temos

(a+b)2 = a2 +2ab+b2 ≤ a2 +δa2 +
1
δ

b2 +b2 ≤ (1+δ )2a2 +(1+1/δ )2b2.

Suponhamos agora que 1 < q < 2, deste modo

(a+b)q =
(
(a+b)2)q/2

≤
(
(1+δ )2a2 +(1+1/δ )2b2)q/2

≤ (1+δ )qaq +(1+1/δ )qbq,
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pois q/2 < 1.
Finalmente, suponha que q> 2, assim temos que existe n∈N tal que q= 2nr onde 1≤ r < 2

de modo que, pelos dois casos anteriores,

(a+b)q =
(
(a+b)2n

)r

≤
(
(1+δ )2n

a2 +(1+1/δ )2b2n
)r

≤ (1+δ )qaq +(1+1/δ )qbq,

o que finaliza a prova da desigualdade.
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Nestas considerações finais, apresentaremos os possíveis desdobramentos para os resultados
apresentados neste trabalho, assim como as dificuldades que são enfrentadas para se estudar
estes problemas, os quais são objetos de estudo em nossa pesquisa.

Primeiramente, na linha do resultado apresentado por Adimurthi e O. Druet [4, Theorem
1], o Teorema de concentração-compacidade para o funcional de Adams, Teorema 1.1.1, induz
uma possível melhora para à constante β0 de Adams (1.1.3), que seria,

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω),
‖∇mu‖n/m≤1

∫
Ω

eβ0(1+α‖u‖n/m
n/m)

m/(n−m)|u|n/(n−m)

dx≤Cm,nLn(Ω), (AD)

para alguma constante Cm,nLn(Ω)> 0 e

0≤ α < λm,n(Ω) := inf
u∈W

m, n
m

0 (Ω)\{0}

‖∇mu‖n/m
n/m

‖u‖n/m
n/m

.

Mais ainda, este resultado de concentração-compacidade pode ser usado para estudar a
existência de extremal para a desigualdade (AD). Para verificarmos isso, basta tomarmos
uma sequência maximizante para a desigualdade (AD), a qual denotamos por (ui). Como
esta sequência é limitada, podemos considerar que ui ⇀ u em W

m, n
m

0 (Ω). Supondo que u 6≡ 0,
temos

1+α‖u‖n/m
n/m < γ < 1+‖∇mu‖n/m

n/m ≤
1

1−‖∇mu‖n/m
n/m

e, pelo item (iii) do Teorema 1.1.1,

sup
u∈W

m, n
m

0 (Ω),
‖∇mu‖n/m≤1

∫
Ω

eβ0(1+α‖u‖n/m
n/m)

m/(n−m)|u|n/(n−m)

dx = lim
i→∞

∫
Ω

eβ0(1+α‖ui‖
n/m
n/m)

m/(n−m)|ui|n/(n−m)

dx

=
∫

Ω

eβ0(1+α‖u‖n/m
n/m)

m/(n−m)|u|n/(n−m)

dx.

A grande dificuldade se encontra em garantirmos que este limite fraco seja diferente de 0.
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Em [48], Y. Yang usando o princípio de concentração-compacidade de P.-L. Lions provou a
validade a desigualdade (AD), no caso m = 1, garantindo também a existência de extremal,
onde a dificuldade de garantir que o limite fraco era diferente de 0 foi superada com o uso
de uma técnica conhecida como Análise de Blow-up. Esta técnica também foi usada por
Adimurthi e O. Druet [4] para provar a validade da desigualdade (AD) para o caso m = 1 e
n = 2.

Para o caso de domínio ilimitado, buscamos, com o uso do Teorema 3.1.2 juntamente com
a técnica de Análise de Blow-up, estudar a validade da desigualdade

sup
u∈W m,2

0 (Ω)

‖u‖22+‖∇
mu‖22≤1

∫
Ω

(
eβ0|u|2−1

)
dx < ∞, (D)

estendendo assim a desigualdade apresentada no Teorema 3.1.2 para o expoente crítico, isto
é, β = β0. Uma peça chave para este estudo, devido à não limitação do domínio, é garantir a
existência de uma sequência radial maximizante para o supremo em (D).

Entre os problemas relacionados aos estudos acima citados destacamos os relacionados à
regularidade de extremais da desigualdade (AD) no caso de expoente subcrítico. Destacamos
também a necessidade de resultados relacionados ao problema

∆
m
p G(x,y) = δx(y) para y ∈Ω

com condição de bordo de Dirichlet, onde∆m
p G =−div

{
∆k
(∣∣∇∆kG

∣∣p−2
∇∆kG

)}
para m = 2k+1

∆m
p G = ∆k

(∣∣∆kG
∣∣p−2

∆kG
)

para m = 2k.

Nos referimos, especialmente, a resultados de caracterização, resultados de representação ou
resultados que estimem G e suas derivadas.

No caso do estudo da desigualdade (D), pelo fato de equação elíptica relacionada ser o
poliharmônico, temos avançado bastante no sentido de garantir a validade da desigualdade e na
obtenção de extremal, em especial, no caso m = 2.

Resultados relativos às desigualdades do tipo Trudinger-Moser-Adams tem sido objeto
de estudo intenso, tanto no aspecto da otimalidade das desigualdades e existência de
extremais, quanto no aspecto dos problemas elípticas envolvendo crescimento crítico. Por fim,
observamos que desigualdades do tipo Trudinger-Moser-Adams possui diversas extensões e
aplicações em Geometria Diferencial e Análise Geométrica.
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