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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre as desigualdades do tipo Adams e algumas de
suas consequéncias no desenvolvimento da pesquisa em equacdes diferenciais parciais elipticas
ndo lineares de ordem superior. Apresentamos um resultado de concentragdo-compacidade para
a desigualdade de Adams e, utilizando este resultado, provamos a existéncia de uma solucao
do tipo passo da montanha para uma equacgdo diferencial parcial eliptica de ordem superior
ndo linear com crescimento critico dado pela desigualdade de Adams. Além disso, mostramos
uma desigualdade do tipo Adams em dominios quaisquer e aplicamos esta desigualdade para
provar a existéncia de solucdes para algumas classes equacdes diferenciais parciais elipticas
ndo lineares envolvendo o operador poliharmonico.

Palavras-chave:  Desigualdade de Adams; Métodos Variacionais; Crescimento Critico;
Principio de Concentracao-Compacidade; Desigualdade de Trudinger-Moser.



Abstract

In this work we present a study on Adams-type inequalities and some consequences of these
inequalities on the development of the research on the nonlinear elliptic partial differential
equations of superior order. We present a concentration-compactness result for the Adams
inequality and we use this result to study the existence of Mountain Pass type solution for a
nonlinear elliptic equation of superior order involving nonlinearity with critical growth given
by the Adams inequality. Furthermore, we prove an Adams-type inequality for arbitrary domain
and we apply this inequality to prove the existence of solutions for a class of nonlinear elliptic
partial differential equations involving the polyharmonic operator.

Keywords: Adams Inequality; Variational Methods; Critical Growth; Concentration-
Compactness Principle; Trudinger-Moser Inequality.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos desigualdades do tipo Adams e algumas de suas consequéncias no
estudo de equagdes elipticas ndo lineares. Estas desigualdades sdo generalizacdes naturais
para espacos de Sobolev envolvendo derivadas de ordem superior da famosa desigualdade de
Trudinger-Moser.

Facamos uma descri¢do breve dos principais resultados envolvendo as desigualdades de
Trudinger-Moser para facilitar e motivar o estudo do tema.

Dado ©Q um dominio suave e limitado de R”, V. L. Judovic¢ [26], S. 1. Pohozhaev [36], N. S.
Trudinger [47] e J. Peetre [35] provaram que o espago de Sobolev WO1 "(Q) estd continuamente
imerso no espaco de Orlicz determinado pela funcdo de Young ¢ = ¢y (1) = e*I e,
o >0, isto €,

W, " (Q) < Ly (Q).

Posteriormente, J. Moser [39] refinou este resultado mostrando a seguinte desigualdade:

n/(n—1)
sup @l dx < 4o, Va < ay, (1)
uew) (@) 7
[IVulln<1
1/(n—1 . L. ) )
onde o, ;= na)nz (ln ). Mais ainda, a constante @, € 6tima, no sentido que 0 supremo acima

torna-se infinito para o > Q,.

A desigualdade (1) possui ainda uma versdo para dominios suaves quaisquer, a qual foi
provada por D. Cao em [10], para n = 2, e posteriormente por J.M. do O em [18] e S. Adachi e
K. Tanaka em [1], para n > 2 qualquer, que podemos enunciar do seguinte modo:

Para todo u € W'(R") e o > 0 temos que

1 1 n—2 t
CI>(OC|u|n/(n— )) e L'(R"), onde (1) = o — =
j=0J°

Mais ainda, se |Vul|, <1,

ulln <M e a < oy, entdo existe C = C(n,M, ) tal que
/¢WWWWUﬁu§C
Q

Porém, nestes trabalhos, os autores ndo dao nenhuma informacao sobre o caso em que &t = Q.
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Nesta direcdo, Li e B.Ruf em [31] substituiram a norma de Dirichlet pela norma de Sobolev e
mostraram que
sup / ®(tju”/ ") dx < 4o, V00 < Ot 2)
ucWwin(Rn) /R

[l Val7 <1

Mais ainda, este supremo € atingido e o, € a constante 6tima para a desigualdade (2).
Para o caso de derivada de ordem superior, D. Adams em [2] provou a seguinte
desigualdade: sejam Q C R" um dominio suave e limitado e m um inteiro positivo com m < n.

Entdo
sup [ P de < e, B, 3)
uewg”‘%(g), @
HV’"uH%Sl
onde .
4 m m+1 n—m
s [ mimpar
ﬁO = ﬁo(m,l’l) = n n
) {<>} v
O | T(%") ’ ’
e
—_— A2y m=2,4,6,
VA=D/2y m=1,3,5,

Mais ainda, a constante By é dtima.
Como consequéncia da desigualdade (3) temos que

ml’l

Wy " (Q) = Ly (Q), 4)

com ¢ = Pg(t) = Bl g qualquer que seja 8 > 0.

B. Ruf e F. Sani em [41] provaram uma versao da desigualdade (3), que denominamos de
desigualdade do tipo Adams, para dominios quaisquer nao necessariamente limitados com m
par, a saber:

Sejam Q C R" um dominio qualquer, m =2k, parak € N, comm <n e

jm,n—2 tj
q)([) = €t — -,
=
onde jpu,:=min{j €N : j> 21 Entdo,
sup (/¢wMW“mUM<+% VB < fo. (5)
wew (@) 2
I-a+kul n <1
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Mais ainda, By é a constante dtima.

Posteriormente, N. Lam e G. Lu em [30] mostraram uma desigualdade do tipo Adams para m
impar e dominios quaisquer, cujo enunciado é o seguinte:

Sejam Q C R", um dominio qualquer, m =2k + 1, para k € N, com m < n. Entdo,

sup / D(Blul" ") dx < +o0, VB < Po. ©)
uew," m (Q) @

=3z

n
[V (=A+DKul| T+ ]| (—A+DKul 7} <1
m

I

s

Mais ainda, para n = 2m mostraram as seguintes desigualdades:
Dado Tt > 0 temos, para m = 2k, que

sup / (PHP 1) dr < +oo, VB <o, 7)
wew (@)
H(—A-HI)I‘MH%SI
eparam =2k+1
sup / <em”|2 — 1) dx < 4eo, VB < Po. (8)
Q

n
uew, " (Q)

n
IV (—A+erkul| || (—At+e)kul| F <1
m

Sl=3k

Agora, passaremos a apresentar os principais resultados contidos neste trabalho. No
Capitulo 1, mostramos que exceto por uma “pequena vizinhanca fraca de 0” o mergulho em
(4) é compacto para B = By, onde garantirmos que, em certos casos, esta constante pode ser
melhorada. Provamos o seguinte teorema:

Teorema 1.1.1. Sejam m um niimero positivo inteiro com m <n e p =n/m > 2n/(n+2).
Sejam ui,u € Wy P (Q), u uma medida em Q, de modo que ||V™uil|, =1, u; — u em Wy"?(Q)
e |V"u;|P — u em . (Q). Entdo, um dos seguintes casos ocorre:

(i) seu=0e W = Oy, para algum xy € Q, entdo, a menos de subsequéncia,
ePo P/ P71 cOy,+%L,  em M (Q), para algum c > 0,
onde £, denota a medida de Lebesgue em R".

(ii) se u =0 e U ndo é uma concentragdo de massa de Dirac sobre um ponto, entdo existem
y>1eC=C(y,Q) > 0de modo que

/6507|Mi|p/<p1) <C:
Q
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(iii) se u # 0, entdo para y € [1,m) existe uma constante C = C(7,Q) > 0 tal que
/ BovluilP/ 7D <c
Q

onde 1 1
(1= vk 2) " e m=2k+1,

mn \U) = _ _
(1) (1= [IV™ul|5) 1/p=1) se m=2k.

e (Aku)* o rearranjamento esfericamente simétrico e decrescente de Au.

Este teorema mostra um resultado de concentragdo-compacidade para o funcional de Adams de
modo que ou o funcional converge ao longo da sequéncia ou o funcional se concentra em um
ponto. Este resultado generaliza o Teorema 1.6. de [33] onde P. -L. Lions prova a concentragao-
compacidade para o funcional de Trudinger-Moser, dado pela desigualdade (1).

Resultados de concentragdo-compacidade sao cruciais no estudo de existéncia de extremais
para desigualdades do tipo Trudinger-Moser. Os autores L. Carleson e A. Chang [11]
mostraram um resultado de concentragdo-compacidade para sequéncias de funcdes radiais
definidas em uma bola. Usando este resultado, juntamente com uma técnica de andlise de blow-
up, eles provaram que a desigualdade (1) possui um extremal sempre que € uma bola. Outros
trabalhos que utilizam argumentos envolvendo concentragdo-compacidade foram: M. Struwe
[43], onde o autor estendeu o estudo de existéncia de extremais para dominios ndo simétricos,
M. Flucher [23], onde o autor prova a existéncia de extremal para dominios suaves e limitados
quaisquer em R2, e por fim K. Lin [32], onde o autor mostra a existéncia de extremal para a
desigualdade (1). Citamos ainda D.G. De Figueiredo, J. M do O e B. Ruf [14] onde os autores
apresentam uma nova prova de existéncia de extremais para (1) baseados em concentragdo-
compacidade.

Relativo ao estudo de equagdes elipticas, o resultado de concentragdo-compacidade de P.-L.
Lions também possui um importante papel. Em [13], D. G. de Figueiredo, O. H. Miyagaki e
B. Ruf mostraram que o problema

—Au= f(x,u), em Q
u=20, em dQ,

onde Q C R? é um dominio suave e limitado e f possui crescimento critico, possui uma solugio
no nivel do passo da montanha. O estudo foi feito de modo variacional, mostrando que o
funcional associado ao problema,

J(u):/g\vuyzdx—/gm,u)dx

onde F(x,s) = [y f(x,t) dt, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale. Na obten¢do deste resultado,
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a concentragdo-compacidade de P.-L. Lions e a desigualdade (1) foram cruciais.
Seguindo esta linha, no Capitulo 2, aplicamos o principio de concentragao-compacidade
(Teorema 1.1.1) para provar a existéncia de pontos criticos para funcionais do tipo

J(u):]l)/Q]Aku\pdx—/QF(x,u)dx,

definidos em WOZk’p (), onde Q@ C R* ¢ um dominio suave e limitado, n = 2kp e
F(x,s) = [y f(x,t) dt, sendo f superquadratica com crescimento critico do tipo Adams, cuja
nao linearidade modelo € dada por

1 —
F(x,s) = g(x) (—\sl" + [s|9e0lsl”” 1>) 7
p

para algum ¢ > p e g: Q — (1,+o0) continua e limitada. O ponto mais delicado é a prova da
condi¢do de Palais-Smale. Para tanto, utilizamos o Teorema 1.1.1 para mostrar que o funcional
J satisfaz a condi¢do de compacidade de Palais-Smale para todo ¢ € (—oo,%(ﬁo/ )" ).
Assim, usando o Teorema do Passo da Montanha, podemos garantir a existéncia de pontos
criticos no nivel do passo da montanha.

No capitulo 3, iniciamos o estudo das desigualdades do tipo Adams em dominios quaisquer.
Em uma primeira dire¢@o, provamos a existéncia de uma sequéncia radial maximizante para as
desigualdades (5) e (6) no caso em que Q = R". Mais precisamente provamos o seguinte
resultado:

Existe uma sequéncia (u;) C W' "/ "(R") satisfazendo ||u;|"™ = 1, para todo i, e

lim | ®(Bou /("_m)) dx= sup ®(Bou ™) dx.
i—reo JR™ uewmr (Rm), R"
g/ m<1

onde

||V(—A—|—I)ku|@+||( A—I—I) || , para m=2k-+1;

HENIE]

n
el [ =

[(—A+1) H para  m=2k.

§\=§\~»

Como uma conseguéncia direta deste resultado temos, por exemplo, que

sup [ @(Boful"/ ) dx = / (Bolul”/ ") dx
MEW”“%(R”) R uEWmd (

flul <1 Jull<1
Resultados como estes sdo importantes no estudo de existéncia de extremais para

desigualdades do tipo Trudinger-Moser com o dominio sendo todo o espaco. Citamos o



Introdugao

trabalho de Y. Li e B. Ruf [31], onde os autores provaram a existéncia de extremal para a
desigualdade (2) quando @ = o, e Q = R”. Neste caso especial, este resultado sobre as funcdes
radiais segue de forma imediata por argumento de simetriza¢do, o que nao acontece no caso
das desigualdades (5) e (6).

Em uma segunda direc@o, provamos a seguinte desigualdade do tipo Adams:
Sejam B < By = % e Q C R" um dominio qualquer, onde n = 2m. Entdo

sup / (eﬁW - 1> dx < oo, )
uew(Q) 7%
a3+ 9™ 3<1

Para provar este resultado, fizemos uso das desigualdades (7) e (8). A norma utilizada na
desigualdade (9) se mostrou bem mais apropriada em muitos aspectos.

O estudo de problemas elipticos relacionados com o poliharmdnico envolvendo crescimento
critico tem sido intenso nestes ultimos anos. No caso em que n > 2m, 0 crescimento critico
para os problemas

(=A)"u= f(x,u), em QCR" (10)

¢ dado pela imersdo de Sobolev. Miyagaki [34], estendendo o estudo do célebre trabalho
de H. Brezis e L. Nirenberg [9], estudou a existéncia de solu¢do ndo trivial para a equagdo
—Au+V(x)u = f(x,u) em RY, N > 3, envolvendo o expoente critico de Sobolev, isto &,
f(x,u) = A|u|?"u+|u|* ~>u com A > 0. P. Pucci e J. Serrin [38, 37] iniciaram o estudo para
o poliharmdnico com a ndo linearidade envolvendo expoente critico de Sobolev em dominios
limitados. Posteriormente, D. Edmunds, D. Fortunato e E. Jannelli [21, 22], adotando um
método semelhante ao desenvolvido por H. Brezis e L. Nirenberg [9], estudaram a existéncia
de solugdo ndo trivial para o biharmo6nico com néo linearidade envolvendo o expoente critico
de Sobolev , isto é, A2y = u|u|8/(N*4) + Auem Q C RV, um dominio limitado. C. O. Alves,
J. M. do O e O. H. Miyagaki [7] estudaram ainda o problema A%u + a(x)u = h(x)u|u|9"" +
k(x)ululP~'em R¥ com N >5,1 <g<p<(N+4)=(N—4)ea,hk:RY — R sio fungdes
limitadas, ndo negativas e continuas.

Para o caso em que n = 2m, o crescimento critico € dado pelas desigualdades do tipo
Trudinger-Moser-Adams. Adimurthi, PN. Srikanth, S.L. Yadava [6] estudaram o problema
—Au = f(u) com f possuindo crescimento critico dado pela desigualdade de Trudinger-Moser
(1). O. Lakkis [29] e N. Lam , G. Lu [27] estudaram o problema (10), em dominios limitados,
com f possuindo crescimento subcritico e critico dado pela desigualdade de Adams (3). Para
o caso especial do biharmonico, F. Sani [42], motivada pela desigualdade (3.1.1), estudou a
existéncia de solugdes para o problema A%u+ V (x)u = f(x,u) com f possuindo crescimento
critico.

Seguindo esta linha e motivados pela desigualdade (9), no Capitulo 4, mostramos a

. A . ~ . . VR m72 2m .
existéncia de solucdo radial de energia minima, sobre o espago W, “(R“"), para o seguinte
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problema:
(—A)"u(x) +u(x) = f(x,u), em R>, (11)

sendo f superquadritica com crescimento critico dado pela desigualdade do tipo Adams (9),
onde consideramos a ndo linearidade modelo

1
F(x,s) =Cg(x) <§s4 +s4e°‘052) ,

com g : Q — [1,+00) continua e limitada e C = C(m) > 0.

Note que a importancia de trabalharmos com Wr'Zf(Rzm) advém da perca de compacidade
ao trabalharmos em dominios ilimitados, de modo que a seguinte imersdo ¢ compacta

W2 (R¥™) < LI(R?™)

para todo 2 < g < oo.

No Capitulo 5, mostramos as seguintes versdes das desigualdades (6) e (8) para o caso
singular:
Sejam m > 0, um niimero inteiro, 0 < @ < 2m, um niimero real e Q um dominio qualquer de
R?™. Suponha ainda que T > 0 é uma constante positiva. Entdo, para todo 0 < B < Bam =

(1— %l)”az)nf: existe uma constante Co .z > 0 tal que, se m = 2k + 1, para algum k € N,

P’

sup / ———dx < Camr-
uew(Q) o |

19V (~atekuly el (-t ekl <1

Se m = 2k, para algum k € N,

B |
sup / ———dx < Cq -
uew™ (@) ¢
[(—=A+zDkul <1

Além disso, se B > Bom 0s supremos sdo infinitos.

Fazendo uso destas desigualdades, provamos ainda uma versao da desigualdade (9) para o
caso singular, a saber:
Sejam m > 0 um numero inteiro, 0 < o < 2m, um niimero real e Q um dominio qualquer de
R?™. Entdo, para todo 0 < B < Bo.m = (1 — %) m2'Z oxiste uma constante Cam > 0 tal que

2m/ w,_
P — 1
sup / ————— dx < Cq m- (12)
m,2 Q |x|a
ueWy"~(Q)
3+ vmul3<1
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Além disso, se B > Ba m 0 supremo acima se torna infinito.

Estudos de problemas elipticos e singulares envolvendo crescimento critico exponencial
também tem sido alvo de intensivo estudo. Adimurthi e K. Sandeep [5] mostraram uma
desigualdade de tipo Trudinger-Moser com peso e, como aplicagcdo, estudaram a existéncia
de solucdes para um problema eliptico e singular com néo linearidade possuindo crescimento
critico dado por esta desigualdade. Motivados por estes trabalhos, J. M. do O e M. de Souza
[20] estudaram a multiplicidade de solu¢des para o problema eliptico

f(u)

—Au+V(x)u= P + h(x), em R?,
x

para a € [0,2), h € (W!?(R?))* uma pequena perturbagio, V : R?> — R uma fungio continua
positiva e f possuindo crescimento critico exponencial . Citamos ainda [15, 16, 50].

Motivados por estes trabalhos e pela desigualdade (12), no Capitulo 6, mostramos a
multiplicidade de solugdo para o seguinte problema singular:

u() + (—AYu(x) = L 4, (13)

e

z

onde h € (W;Z;lz (Rz’")> ’ ¢ uma pequena pertubacdo da equagdo, 0 < a < 2m e f ¢é
superquadritica com crescimento critico do tipo Adams. Para isto, assumimos ainda que f
satisfaz condicdes semelhantes as assumidas no Capitulo 4. O estudo neste capitulo também
€ via métodos variacionais, onde utilizamos o Principio Variacional de Ekeland para garantir a
existéncia de uma solu¢do de energia negativa e o Teorema do Passo da Montanha para garantir
a existéncia de uma segunda solucgdo.



CAPITULO 1

Concentracao-Compacidade para o Funcional de
Adams

1.1 Introducgao

Neste capitulo, estudamos um refinamento das imersdes de Sobolev relativas as conhecidas
desigualdades de N. Trudinger [47], J. Moser [39] e D. Adams [2] que garantem a imersdao
do espaco de Sobolev no espaco de Orlicz sobre um dominio suave Q em R"(n > 2), com
medida finita, isto ¢, |Q| < . Denotando por m um inteiro positivo qualquer e por Wy"”(Q) o
completamento de C’ () no espago de Sobolev W”7(Q), onde 1 < p < co. Sabemos que, se
p > 1emp = n, entdo temos a imersao

W (Q) > LI(Q) Vg > 1,
mas
Wo(Q) ¢ L7(Q),

como podemos ver tomando u(r) = In(In(4R/r)) com 0 < r < 4R, para algum R > 0 pequeno
de modo que B4z(0) C Q, onde sem perda de generalidade assumimos que 0 € Q (cf. [3]). Para
m =1 and p = n, N. Trudinger [47] provou que

Wy " () = Ly (<),

onde Ly (Q) é o espago de Orlicz determinado pela funcdo de Young ¢ = ¢q(t) = ey
qualquer que seja o > 0, i.e,

Ly (Q) é o espago vetorial gerado por K (Q)

onde K (Q) é o conjunto das fungdes mensurdveis definidas em Q tais que [o ¢(|u|) dx <o e
Ly(€) é dotado da norma de Luxemburgo

lullz, ::inf{t>o:/g¢($) dx<1}.
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(Veja também S. 1. Pohozaev [36] e V. I. Yudovich [49]). Este resultado possui vérias
generalizagdes, extensdes e aplicacdes em Andlise Geométrica, Equacdes Diferenciais Parciais
e problemas fisicos. Em uma primeira dire¢do, o resultado foi melhorado por J. Moser [39],
que encontrou o melhor expoente & no seguinte sentido:

Teorema A (Moser, 1971). Sendo o, := ncoii (1" -1 (onde w,_; € a medida da esfera unitdria
em R"), entdo existe uma constante C = C, tal que

sup [ MV 4y <G, 20(Q), Vo< ap, (1.1.1)
uew (@) 7

[Vulln<1
onde £, denota a medida de Lebesgue em R". Mais ainda, o, é a melhor constante, isto é, o
supremo em (1.1.1) torna-se infinito se ot > .

Note que esta limitagdo garante a imer¢do continua de WO1 "(Q) no espago de Orlicz gerado

por ¢ (1) = " 1,comn’ =n/(n—1). De fato, da desigualdade (1.1.1) temos que

1

Gz (Q)a)n
o’

lullzy <

Em [33], P. -L. Lions observou que a imersdo WO1 "(Q) < Ly () ndo é compacta, para

/

n o .
¢ = 0o (1) = e*l'I" — 1, mas provou que exceto por uma “pequena vizinhanga fraca de 0” a
imersdo é compacta, o qual enunciamos em sequéncia, onde denotamos por .# () o espago
das medidas de Radon em R".

Teorema B (P. -L. Lions, 1985). Seja (u;) C WO1 "(Q) satistazendo ||Vu;|l, < 1. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que u; — u em WO1 "(Q) e que ||Vu||" — u em A (Q).
Entao, um dos seguintes casos ocorre:

(i) seu=0eu= 5x0, para algum x € Q, entdo, a menos de subsequéncia,
e luil” 8+ %, em M#(Q), paraalgumc > 0;

(ii) seu =0 e U ndo é uma concentragdo de massa de Dirac sobre algum ponto, entio existem
y>1eC=C(y,Q) > 0 de modo que

. n,
/ eanY|Ml| S C’
Q

(iii) se u # 0, entdo paray € [1,1n) existe uma constante C = C(y,Q) > 0 tal que

n/
Q

10
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onde = 1/(1 - [[Vu[[2)!/ (=D,

Citamos, também, o recente trabalho de R. Cerny [12], onde os autores apresentaram uma
nova abordagem para este resultado. Eles estudaram este relevante principio no caso padrao,
em que as fun¢do se anulam no bordo, e também em um caso mais geral, em que nio ha
restri¢des no bordo de um dominio suave limitado qualquer.

Em uma segunda direcdo, D. Adams (cf. [2]) obteve uma versao generalizada do resultado
de Trudinger para o espago de Sobolev W,""(Q):

Teorema C (D. Adams, 1988). Sejam m um inteiro positivo com m < n e p = n/m. Entdo,
existe uma constante Cy, ,, tal que

sup P dx < CunZ(Q), B < Po, (1.1.2)
uewy "’ (), 72
[Vl p<1
onde .
2 am m+1 n—m
:_1 {”;?nr,gj) )} , m impar,

Bo = Bo(m,n) = . 2m el (1.1.3)

n 71:22'”F(7) m par.

[ l—*(n;m) ) s

e Bo é a melhor constante, isto é, o supremo em (1.1.2) torna-se infinito se 3 > f.
Neste teorema, denotamos por V”'u o m-ésimo gradiente de u € C"(Q) definido por

. A2y, m=2,4,6, ...
V'u =
VAm=D/2y o =1,3,5,...

Como consequéncia do Teorema C, semelhantemente ao caso Trudinger-Moser, temos a
seguinte imersao continua
m,p
W, (Q)<—>L¢(Q), (1.1.4)

com ¢ = Py (1) = Bl 1, qualquer que seja B > 0, que é dada por

L
7

CornZa DB\ Gy

1
BY

Mas novamente, como no caso Trudinger-Moser, esta imersdo ndo € compacta, para Ly

lullzy <

determinado por ¢ = ¢y (1) = ePll” _1. 0 objetivo deste capitulo é estudar a compacidade
da imersao (1.1.4). Mais precisamente, provaremos uma versio generalizada do principio de
concentracdo-compacidade de Lions, Teorema B, para o espaco de Sobolev W(;" P(Q).

11
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Teorema 1.1.1. Sejam m um niimero positivo inteiro com m < n e p =n/m > 2n/(n+2).
Sejam u;,u € Wy"'(Q), 1, uma medida em Q, de modo que ||[V"u;||, = 1, u; — u em Wy "’ (Q)
e |V™u;|P — u em .7 (Q). Entdo, teremos um dos seguinte casos:

(i) seu=0eu= 5xo, para algum xg € Q, entdo, a menos de subsequéncia,
Poll” 8+ %, em #(Q), paraalgumec >0,

(ii) se u =0 e u nao é uma concentragcdo de massa de Dirac sobre um ponto, entao existem
y>1eC=C(y,Q) > 0 de modo que

/ eﬁo)’\ui\pl <,
Q
(iii) se u # 0, entdo paray € [1,n) existe uma constante C = C(y,Q) > 0 tal que

/ eﬁoﬂui\pl <C, (1.1.5)
Q

onde 1 ]
~Ja=qvate)p) =D se m=2k+1,

mnp(U) = _ _
T (1) {(1—||vmu\|§) Yp=D) se m=2k.

Observacdo 1.1.2. E interessante notar que para o caso p = 2, isto é, para 0s espagos
Wy 2 () = Hy' (), pode se verificar facilmente, explorando a estrutura de Hilbert do espago
(veja [19] e [33]), que 1 pode alcangar o valor (1— ||V’”u||%)_l para qualquer m. Para
provarmos o principio de concentragdo-compacidade para o espago de Sobolev W(;" P(Q),
desigualdade (1.1.5), usamos um argumento de simetrizacdo, o qual impede-nos de garantir
que 1 pode alcangar o valor (1 — vaqu)—l/(P—l) para p #2 em =2k+ 1. Encontramos um
problema similar no Teorema B devido ao uso da técnica de simetrizagdo em sua prova. Neste
contexto, em [12] R. C‘erny, A. Cianchi e S. Hencl, estudando o principio de concentracao—
compacidade para o espagco de Sobolev WO1 "(Q), provaram que 1 na verdade pode atingir o
valor (1 — ||Vu||2)_1/("_1) (cf. [12, Proposi¢do 2.1]). Deste modo, também esperamos que um
resultado similar seja verdadeiro para o caso geral.

Consideramos agora um espaco que possui um papel fundamental na prova do Teorema
1.1.1, o qual contém propriamente o espaco W(;n’p (Q), que definimos por

WP (Q) == {ue WP (Q) 1y, = Aju‘(m = 0 no sentido do trago, 1 < j <m/2}.

Uma desigualdade do tipo Adams também foi provado por C. Tarsi em [44, Teorema 4] sobre
este espago, que € a seguinte:

12
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Teorema D. Sejam Q C R" um dominio suave e limitado e m < n um inteiro positivo. Entao

sup / Pl < ConnZn(Q), paratodo 0 < < fy, (1.1.6)
uew"yP () /€
[Vl f<t

onde By é dado como em (1.1.3). Mais ainda, By é 6timo.

Assim, temos também um resultado de concentracdo-compacidade que melhora esta
desigualdade

Teorema 1.1.3. O Teorema 1.1.1 ainda € verdadeiro quando consideramos o espaco de Sobolev
W07 (Q) em Iugar do espago Wy"" ().

1.2 Preliminares

1.2.1 Rearranjamento Decrescente

Dado A C R/ um conjunto qualquer, denotamos por A* a bola em R/ de raio R > 0 centrada na
origem tal que |A*| = |A|. Seja agora u : A — R uma fungdo mensurdvel. Denotamos por

ut) =p(t) =|{x €A |u(x)| >t} e u'(s) :=inf{r >0:pu(r) <s} Vsel0,]A]],
a fungdo de distribuicdo e o rearranjamento decrescente de u, respectivamente, e
w(x) = u® (w1 |x|") VxeA”,

0 rearranjamento esfericamente simétrico e decrescente de u. Primeiro, observamos que a
funcdo de distribui¢do é continua a direita, isto €, as descontinuidades ocorrem por conta dos
niveis {x € A : |u(x)| =t}. Podemos ver isto usando a continuidade da medida de Lebesgue.
Com isso vejamos o seguinte lema:

Lema 1.2.1. Sejam A C R! um conjunto aberto e f € LY(A), ¢ > 1. Entio, dado s € [0, |A|)
qualquer, existe E; = E(f,s) C A tal que |[Es| =s e

[te=] 11 (1.2.1)

Demonstragcdo. Primeiramente, note que

[tz [

qualquer que seja E C A, com |E| = s. De fato, sejav = f|.. Se r € [0,s] e iy(¢) < r entdo

13
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(1) < r. Assim v¥(r) < f¥#(r) e portanto

== [t < [t
Jolrr= fomte= ot |

Nesta prova, observamos que e igualdade ocorre sempre que v = u* q.t.p. em [0,s]. Deste

modo, quando s pertencer a imagem de p é suficiente tomarmos Es; = {x € A : |u(x)| > t}
para termos (1.2.1). Caso contrério, pela continuidade a direita da funcdo distribui¢do basta
tomarmos E; = {x € A : [u(x)| >t} UN, onde ¢ satisfaz pu(r) < s < u(r—¢€), paratodo € > 0, e
N C{x€A:|u(x)|=r}tal que u(t) + |N| =s. O

Lema 1.2.2. Sejam A C R! um conjunto abertoe f;, f € L? (A) de modo que f; — f fracamente
em LP(A), p > 1. Entdo, a menos de subsequéncia, fl# ‘= g — g q.t.p. para algum
g € LP([0, |A])) tal que |||, > [ /*]|-

Demonstra¢do. Tome a = |A|, que pode ser infinito. Primeiramente observe que, como
fi = f fracamente em LP(A), f; é uniformemente limitado em LP(A). Temos assim que
8ileq € BV ([c,d]), para cada [c,d] C (0,a), e é uniformemente limitado, na verdade, dado
€ > O suficientemente pequeno existe uma constante C > 0, que independe de i, tal que

t a
(—ct+e)ay < [ lals)Pas< [ lards<c.
c—E&

para todo ¢ € [c,d], o que implica que g;(r) < (C/€)'/P. Deste modo, como BV ([c,d]) é
compactamente imerso em L' ([c,d]), a menos de uma subsequéncia, g; — g em L!([c,d]) para
cada [c,d] C (0,a) e portanto g; — g q.t.p. em (0,a). Note agora que, pelo Lema 1.2.1, dado
um ¢ € (0,a) qualquer, existe E; C A tal que |E;| =t ¢

[oe= [

para todo ¢ € (1,p). Mais ainda, como g7 € limitado em L"([0,7]), para r > 1, g/ converge
fracamente em L'([0,]). Note porém que, como g; — g q.t.p., teremos g/ — g7 em L"([0,7]) e

portanto
t t
/ﬂé/ﬁ
0 0

[st=[amm®= [ s

Assim, de

e do Lema de Fatou, segue que

[ &z timint [ 170> [ 0= ("7 vae(p) e re0a)

14
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0 que conclui nossa demonstragao. ]

Note que em geral nio é verdade que f* = g, como podemos ver através do seguinte
exemplo: f;: (0,4o0) — R definido por

) = {61/((“')21)7 i—l<t<i+l1,

0, caso contrario,
onde f; — f=0em LP(0, +) e (f;)* :==gi — g #0.

1.2.2 Teorema de Comparacao

Em [45] G. Talenti apresentou um importante resultado de comparacio que é conhecido hoje
como Principio de Comparacdo de Talenti, o qual é,

Teorema 1.2.3. Seja Q C R" um dominio suave. Se u € solugdo fraca de

—Au=f em Q
u=>0 em 0Q,

com f € LP(Q), p=2n/(n+2), ev é a solugdo de

—Av=f* em QF
v=0 em 0JQF.

Entaov > u* q.t.p. em Q*.

Agora, usando de modo iterativo este Teorema, juntamente com o Principio do Médximo,
podemos estender este principio de comparacao para a equacao dada pelo poli-harmonico, com
condicdo de bordo de Navier.

Proposicio 1.2.4. Sejam Q C R”, n > 2, um dominio suave e limitado e ¢ > 2n/(n+2). Se
feLi(Q)euc ijf’q(Q) é a tnica solugo forte de

(-Afu=f em Q, 1.22)
ANu=u=0 em 9IQ, j=1,2,....k—1.

eve Wj’ﬁ’q (Q*) € a tinica solugao forte de
(A =f* em QF, (123)
Av=v=0 em 9Q* j=1,2,... k—1.
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Entdo, v > u* q.t.p. em Q*.

Demonstragdo. Quando k = 1 a proposicdo € exatamente o Teorema 1.2.3. Assim para k > 2
podemos escrever o problema (1.2.2) e (1.2.3) na forma de sistema

—Aui=f em Q —Avi=f* em QF

u; =0 em OJQ. vi=0 em JQF.
—Auj=u;i_; em £ —Avi=v;_; em QF
u;=20 em JQ. vi=0 em JQ*.

para i = 2,....,k. Notando que u; = u, v = v e aplicando iterativamente o Teorema 1.2.3,
juntamente com o principio do mdximo, temos v; > u; e portanto o resultado estd provado. [

1.3 Prova do Teorema de Concentracao-Compacidade

Primeiramente, vamos provar a seguinte proposicao:

Proposiciio 1.3.1. Seja Q C R" um dominio suave e limitado. Suponha que u;,u € Wy’ (Q),
com p=n/m, |[V"ui|, <1, u#0 e u; — u em Wy"’(Q). Entdo para y € [1,1n) existe uma
constante C = C(y,Q) > 0 tal que

/ Bovlul” <,
Q

onde o
(1) = (1= V(@R |5) 7P se m=2k+1,
Tl =0 (- pomag) Y e ke

Demonstragdo. Apresentamos aqui a prova para o caso m > 1, o caso m = 1 € dado pelo

Teorema B. Nossa estratégia para provar a proposi¢ao consiste em encontrar uma sequéncia

com boas propriedades que limite superiormente a sequéncia original. No caso em que m é par,

a prova consistird de uma tnica etapa. No caso em que m é impar, a prova consistird de duas
. . m,p * * m m

etapas. Iniciaremos obtendo v; € W 2" (Q) tal que v; > uj e 0 < |[V™vi[[, < [[V"u;i||, < 1, 0

que implica que
/ / /
/ Bovlul? _ / Pl < [ ot
Q Q Q

Q|. De fato, sendo m = 2k ou
m = 2k + 1, para cada i, tomamos v; € Wi]ﬁp (Q*) como a tnica solugdo forte do seguinte

onde Q* € a bola de raio R, centrada no origem com |Q*| =

16
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problema

{(—A)kvi:((—A)kui)* em QF (13.1)

Avi=v;=0 em JQ j=1,2,....k—1.

Da Proposicao 1.2.4 v; > u;. Mais anida, quando m = 2k, temos que
IV™villp = 4%l p = 1A ) [l = [A%uillp = [ V"uil |,
e quando m = 2k + 1, por regularidade v; € W'” (Q*) e mais, da desigualdade de Pélya-Szegd,
IV™villp = VA%l = IV (A%) |y < (IVA |, = 19w .

Agora, para continuarmos a prova, dividimos em dois casos:
Caso m = 2k: aplicando o Lema 1.2.2 teremos que V"'v; — Vv q.t.p. em Q% e ||[V"v||, >
[V u||p, onde v € o limite fraco de v; em W'’ (Q*). Entdo, aplicando o Lema de Brezis-Lieb,

obtemos
[V =V ||] — ¢ < 1—|[V™]|7,

e de
1 1

<
(= IVl = (A= [V 07D

Y <
temos que, para i suficientemente grande,
V™ = V|[2y < 1.
Assim, observando a seguinte desigualdade
(a+b)1 < (1+8)a?+Poy(1+1/6)1b1
para todo a,b >0, g > 1¢e 6 > 0, que é provado no Apéndice, temos que

/
Pt < [ Por (18 i) Boy(141/8)P
Q* Q*

e mais, pela desigualdade de Holder temos

ﬁo?’vp/ (/ 61/30?’(1+5)p/(v'—V)P’)1/q (/ q'ﬁoY(1+1/5)p/Vp/) -
e i < e ! e .
Q* * *

Assim para 0 > 0 suficientemente pequenos, g > 1 suficientemente préximo de 1 e i

suficientemente grande
V™= V™5 qy(1+8)7 <1,

17
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e portanto
(r)? 1/q

/ Bo 7 o 1-1/q
6[30 va < / e vavi—vmvug 6[30 YgvP 7
Q* * Q*

~ / ~
com G =¢'p(1+1/8)” . Entdo, usando o teorema D, o resultado segue para este caso.
Caso m = 2k + 1: para este caso, construiremos ainda uma nova sequéncia usando a
sequéncia v;. Como (—A)kv,- € uma funcdo radial, positiva e ndo decrescente, definimos

firf:]0,00) = R
fil=h(la) = (=8)vix),  f(=h([xl)) = (=A)v(x),

onde 4 : (0,R] — R é dada por

h(r) = -
(r) oon’ b

Assim, f;, f sdo continuas, ndo decrescentes, f;(0) = f(0) =0e
1> / VAP dx = a)n_l/ £ ()Pt
o 0

Considerando g;(t) = (f/)*(t), o rearranjamento decrescente de f! em (0,0) definimos:

t

)= [[alds e wiv)=Fi(=h()

Entao, temos

/Q*|Vw,-|1’dx:a)n1/0 |fl-’(t)|pdt:a)n1/0 F()Pdr <1

)= [ wods> [ o= (ayuo), vee @

Deste modo, tomamos v; € Wﬁp (Q*) como a solugdo do seguinte problema

{(—A)kﬁizwi cm .Q.*,
(1.3.2)

Ai=9=0 em 9dQ*, j=1.2,... k-1,

que satisfaz || V"¥;||, = |[V"vi|| , < 1 e pelo principio do maximo ¥; > v;, e novamente temos

/ / / - /
/ Byl _ / Porii” < [ ot < [ Porit
Q Q Q* Q*

18
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Entdo, aplicando o Lema 1.2.2 para f/, f’ podemos ver que V"% — V"V q.t.p. em QF
e [V, > [V, = [IV(A*u)*||p, onde ¥ € o limite fraco de ¥ em W'}”(Q*). Portanto,
como no caso m = 2k, podemos aplicar o Lema de Brezis-Lieb e obtermos que, para 6 > 0
suficientemente pequenos, ¢ > 1 suficientemente proximo de 1 e i suficientemente grande,

V"5 = V735 qy(148)” < 1

€, portanto,
(-0 /a

- ﬁO 7 ) l_l/q
oPor? < / o s ( eﬁww”) 7
Q* * Q*

com § = ¢'p(141/8)?". Entdo, usando novamente o teorema D o resultado segue para este
caso também. [

Prova do Teorema 1.1.1: Primeiramente, suponhamos que « = 0. Com isso, dado £ € C"(Q),
temos que

lim | [V"(5u;) Ide</ &P du,

[—yoo

pois, pela imersio compacta de W?(Q) em W~ (Q), D'u — 0 fortemente em L”(Q), para
0<i<m-1.

Suponha que i = &, para algum xo € Q, (i). Parar > 0 tome £ € C"(Q) talque 0 < & < 1,
& =0em B(xo,r/2)NQe & =1em Q\ B(xo,r). Assim,

lim | [V"(§u;)|? dx =0,

[—oo

e, dado 0 > 0,
e’

/ 1+8)(v™" i 17/7/
/ eﬁ0(1+6)|§ui‘p _ / eﬁO( V™ (Eu )HP va@”i)H;; < C,
Q Q

para i suficientemente grande. Dado agora A CC Q\ {xo}, tomando r > 0 tal que A CC
Q\ B(xp,r) temos

/ (eﬁo(1+5)\ui\”/ _ 1) dx < / P8 Eul” ¢

A Q

e, como consequéncia do Teorema de Vitalli,
/(eﬁ("”i'p 1) dx 0. (1.3.3)
A

Deste modo, como
sup/ (eﬁ("”"'p — 1) dx < C < oo,
i JQ
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podemos considerar, a menos de subsequéncia, que

¢ = lim (eﬁ"‘””p/ - 1> dx,

i—oo JO

para algum ¢ € R. Assim, dado ¢ € C*(Q) e € >0,

lim/ cb(eﬁO‘“i“"—1) dx — c®(xp)| =
Q

i—roo

hm/Q (eﬁo‘“i‘pl — 1) (@ (x) —P(x0)) dx‘

1—o0

< cg,

< |lim /X o (eﬁo‘“i‘pl — 1) (D(x) — D(x0)) dx

1—o JB

para d > 0 tal que |®(x) — P(xp)| < € sempre que x € By, (d) N Q. O que prova o caso (i).
Suponha agora que U ndo é uma concentra¢do de massa de Dirac, (ii). Entdo, existe um
conjunto compacto F C Q tal que 0 < u(F) < u(Q) < 1, pois ||[V"u;|| < 1. Deste modo,
tomando
O = {x e R" : dist(F,x) > €},

temos que limg o u(Og) = 1 — u(F) e assim 0 < p(O¢) < 1, para € > 0 suficientemente
pequeno. Entdo, tomando &;,& € C(Q) tais que 0 < &1,& < 1

Ei=1 em QNOgp e &=0 em Q\O..
=1 em QNOS e &=0 em F.

lim [ (V7)) dr < [ &1 e < u(0e) < 1.

i—oo

lim IV’"(ézu)l"dx</ &P dx < p(Q\F) <1

i—yoo

Portanto, pela desigualdade de Adams, teremos que existe y > 1 tal que
/ Pl g <O <o e / Pl gy < €1 < oo,
F Q\F

0 que prova o caso (if).
A prova do caso (iii) é dado pela Proposigdo 1.3.1. O
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CAPITULO 2

Problemas Elitpicos Envolvendo Derivadas de
Ordem Superior e Crescimento Critico em
Dominios Limitados

2.1 Introducao

Neste capitulo, usaremos o Principio de Concentracdo Compacidade provado no Capitulo 1
para estudar o intervalo onde o funcional

1
J(u):—/ |Aku|pdx—/F(x,u)dx, ueWy"'(Q), m=2k, (2.1.1)
pla o

satisfaz a condicao de compacidade de Palais-Smale, em que € um dominio suave e limitado
de R" e F(x,t) = [} f(x,7)dT. Sabemos que este é o ponto mais delicado na aplicagdo de
teoremas do tipo mini-max para provar a existéncia de pontos criticos de funcionais associados
a problemas variacionais.

Aqui aplicaremos o Teorema do passo do Montanha e obteremos um ponto critico para o
funcional J no nivel do passo da montanha, i.e.,

J(u) = c:= inf sup J(y(1)),
Yeliefo,1]

onde'={y¢e C([O, 1],W6"’p(£2)) : 7(0)=0eJ(y(1)) <0}.
Estamos interessados na condicdo de Palais-Smale para o funcional J quando, como em
[29, 27], a ndo linearidade f(x,s) possui crescimento maximo em s. Mais precisamente,

seguindo as linhas de [13, 18] e motivado pela desigualdade de Adams (1.1.2), dizemos que
f(x,s) tem crescimento subcritico exponencial no infinito quando

| ‘lim f(x,8)e " =0 paratodo a >0,
S| —>+o0
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e f(x,s) tem crescimento critico exponencial no infinito, quando existe o > 0 tal que

/
lim  f(x,s)e”*" =
|s| =0

{0, paratodo o > ), (2.1.2)

o0, for all a < Qp,

uniformemente em x € Q, onde p’ = p/(p — 1). Restringiremos nossas discussdes ao caso em
que f(x,s) tem crescimento critico exponencial. Assumiremos ainda que p > 2 e f satisfaz as
seguintes condi¢des:

(F1) f: QxR — Récontinuae f(x,0) =0;

(F2) 3R>0eM >0talque V|t| > R, Vx € Q
t

0< Flxt) = [ fl7)de < MIf (.0l
0

(F3) 0 < F(x,1) < I—ljf(x,t)t para todo (x,7) € Q x (R\ {0}).

Note que, pelas condicdes acima, segue que para cada 6 > 0 existem tg > 0 e Cy > 0 tais que
OF (x,t) — f(x,1)t <0 paratodoxe Qe |t| >1g. (2.1.3)

De fato, por (F») e (F3), basta tomar g > max{60M,R}. E ainda como f possui crescimento
critico, existem C > 0 e o > 0y tais que

(60| <Ce® | W(xt) € QxR. (2.1.4)

Sob as hipéteses (F2) e (F3) o funcional J estd bem definido em W,"”(Q) e € de classe C!
(Veja Apéndice). Além disso, usando o Teorema da Divergéncia, prova-se que pontos criticos
de J correspondem as solugdes fracas do problema eliptico

k k —2 Ak,
{A (|A ulP=2Au) = f(x,u) em Q (2.1.5)

D% =0 em JdQ 0<|a|<m,

no seguinte sentido

/Q|Aku|1’zAkuAk(pde/Qf(xM)q)dx; Vo € CF(Q).

O estudo deste tipo de problema tem sido bastante frequente nos ultimos anos, citamos
[22, 24, 25, 38] onde os autores estudam o problema (2.1.5) no caso em que p = 2. Citamos
ainda o trabalho de O. Lakkis [29] e N. Lam e G. Lu [27], onde os autores, motivados pela
desigualdade de Adams, estudaram o problema (2.1.5), ainda com p = 2, para o caso em que a
ndo linearidade f(x,s) possui crescimento maximo em s.

22



CAPITULO 2 Problemas elitpicos em dominios limitados

Aqui, aplicamos o Teorema 1.1.1 para generalizarmos estes resultados e ainda obtermos
uma soluc¢do no nivel do passo da montanha.
Agora, enunciamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.1.1. Suponha que f tem crescimento critico em Q e satisfaz (Fy), (F), (F3). Mais
ainda, assumindo que

F(x,t ) .
Lp’) <A1, uniformimenteem x€ Q,

(Fy) limsup

t—0t

onde Ay = inf{||V"ul} : u € Wy"P(Q), ||lullb = 1}, e que

’ pfl
F lim tfe %’ s> " (P
( 5) z—1>r—lr-10° f(xa )e =% > dnwn—l(p_ 1) oo )

onde d € o raio da maior bola contida em Q, entdo o funcional J possui ponto um critico nao
trivial no nivel do passo da montanha em Wy, "’ (Q).

2.2 Condicao de Compacidade de Palais-Smale

Consideremos as seguintes propriedades das sequéncias de Palais-Smale do funcional J :

Lema 2.2.1. Seja (u;) C Wy""(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, isto é,
J(ui) = ¢ e J(u)—0 quando i— o em W
Entdo, a menos de subsequéncia, existe u € Wy, "’ (Q) tal que

flow) = fleu)  em LY(Q),

V™| P2V — |Vl P2V,

Demonstragdo. Suponha que (u;) C Wy (Q) seja uma sequéncia de Palais-Smale, i.e.,

1
—/ |Vmu,~|pdx—/ F(x,u;)dx — c, (2.2.1)
pPJQ Q

/Q V7, P2V, 9y dx — /Q £l ) dx’ < &V, (2.22)

para todo v € W[/"™(Q), onde & — 0 com i — co. De (2.2.1) e (2.2.2), para algum 6 > p, com
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v = u;, obtemos que
19l a6Vl < €+ [ (8F () — flx )

Esta desigualdade, juntamente com (2.1.3) e (F;), fornece que (u;) é uma sequéncia limitada
em W(;" P(Q). Assim, a menos de subsequéncia, podemos considerar que (;) satisfaz

u—u em Wy (Q),
Ui —u em L1(Q),para ¢q>1,
ui(x) > u(x) q.tp.em Q.

Assim usando [13, Lema 2.1] temos que f(x,u;) — f(x,u) em L' (Q).
Agora provaremos que |V"u;|P~2V"™u; — |V"™u|P~2V™u. Para tanto, podemos considerar
que
V™"u; —V"™"ulP -4 em 2'(Q)
V" |P~2V™u; ~ V. em  LP(Q).
Dado 1 > 0, definimos 2%, por
y ={xeQ:Vr>0, u(B,(x)NQ) >n}.

Note que 27, é um conjunto finito. Caso contrdrio, existiria uma sequéncia (x;) de pontos
distintos em o7, satisfazendo

W(B,(x)NQ)>n,  Vr>o0,

e como consequéncia u({x;}) > n, para todo i € N. Portanto, (o) = oo, que é uma
contradi¢cdo com o fato de

w(ety) =lim | |V"u;]? dx < C < oo.
i—e0 ) oy

Assim @y = {x1,...,Xm}.
Vejamos agora que, se escolhermos 1 > 0 com n/(?~V B < B, teremos que

lim fwwmm:/fwwmm
K

i—oo JK

qualquer que seja K relativamente compacto em Q \ a/y . De fato, dado xy € K, tome rg > 0 tal
que i (B, (x0) NQ) < 1. Sejaagora ¢ € C*(Q) tal que 0 < @(x) < 1, ¢ = 1 em B, /5(x0) N Q

24



CAPITULO 2 Problemas elitpicos em dominios limitados

e @ =0em Q\ By, (xo). Assim,

lim WW@W-@M““ZA _@Pdu < (B (x0)NQ) <1,

i—eo /B, (x0)NQ 7o (*0)NQ

pois, pela imersdo compacta de W?(Q) em W~ (Q), D'u — 0 fortemente em L”(Q), para
0<1<m—1. Assim, por (2.1.4), obtemos que

[ el [ rxpu)|? ds
By /2(x0)N By, (x0)NQ

Q
S/ 7eqﬁ|¢ui\”/ dx
B’O (x0)NQ

< / o1(18)" Bloui—gul’ +g(1+1/8)" Blou” g,
B

0 (xo)ﬂQ

1/r 1/r
< / ora(1+8)" Bloui—gul” g / o' a(1+1/8)" Bloul” 4
B’O (xo)ﬂﬁ B’O (xo)ﬂQ

qualquer que seja 6 > 0, onde utilizamos a seguinte desigualdade elementar
(a+b)Y <(1+8)Pa” +(1+1/8)" b
quaisquer que sejam os nimeros reais a,b > 0. Deste modo, para algum g > 1,6 >0,r>1le

i suficientemente grande,

0 (x0)NQ

1/(p-1)
(/ V™ (ou; — ou)|? dX> rq(1 +6)P’ < nl/(P—l)‘
B

Portanto,

VAT o\
/ £ e )| dx < / MR (i) g / a+1/8) Blodl? 4,
By (x0)NQ — \UBy(x0)nQ By (x0)NQ

lpu;—pul \P' Ur /v
< / eﬁo(\wu/—wup) dx / o7 a(1+1/8)7 Bloul” 4.
B’O (x())ﬂﬁ B’O (xo)ﬂﬁ

e, pela desigualdade de Adams (1.1.2), temos

/ )| dx < C <o, Vi
By, (x0)NQ

e para algum ¢ > 1. Assim, pelo Teorema de Convergéncia de Vitali, f(x,u;) — f(x,u) em
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LY(B,, /2 (x0) NQ). Logo, como u; — u em L' (L) para todo r > 1,

[ emn s as< [ )~ fwalde
B, /2(x0)N€Q

BrO/Z(XO)mQ

+/ £ )i — ] dx,
r0/2 XO

tende a 0, isto €,

lim f e ui)u; dx = / _ fx u)u dx. (2.2.3)
7, /2()60)m

[—ro0 B r0/2 X() ﬂQ

Seja & > 0 suficientemente pequeno, de modo que By, (x;) N Bg,(x;) = &, sempre que j # [.
Para 0 < € < &), seja @ € C*(Q) tal que 0 < @ < 1,

0. =0 em U Bg>(x;)
j=1

Q=1 em ﬁ\UBg(xj)

Usando (2.2.2) para v = Qgu; € para v = Qgu temos

m
/Q |Vmui|pq)£ + Z |V’”ui|1’_2V’"uiV’”_fuiV1<pg — (pgf(x, l/l,')l/t,' < 8i||V'"((pgu,-) ”pv 2.2.4)
j=1

(S

m
/Q — |V PV NV e — Z V™| P2V 4,V T uN e + e f (x, up)u < & V™ (@ed)]]
=
(2.2.5)

Agora, como g(v) = |v|? é estritamente convexa para p > 2, temos que

0< (\Vmui\pfzvmui - ]Vmu|p*2Vmu) (V"u; — V™),
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e assim, tomando Q¢ = Q\ U B¢ (x;),

OS/ (’Vmui\pfzvmui—!Vmu|p*2Vmu) (V"u; —V"u) dx
)

< / (IV™u| P2V — V™" ulP~2V"u) (V0 — V"u) Qg dx
Q
< / V™ u;|P @ — |V’"ul~|”*2VmuiV’"u(pg — |V’"u\1”*2V’"W’"u,-(pg + |V"ui|P @e dx.
Q
Deste modo, de (2.2.4) e (2.2.5), temos

0< / (|Vm”i|p72Vmu,~ = \Vmu|p*2Vmu) (V"u; — V™"u) dx
Q¢

m
S/Q (Z |Vmu,~\pzvmuivmJuVJ(pg—(pgf()@ui)u) dx+ & V" (@eu)|| p
=1

]_

+/Q (‘Psf(xaui)ui—iwm”ﬂp_zvm”ivm_j”ivj%) dx+ &||V" (@eui)[|
* /Q (IV"uil? e — [V"ulP2V"uV " ;) - dx
z/Q|Vmui!”2VmuiiVj<Pe (V" Tu— V" uy) dx+/Q<Psf(X7ui) (ui—u) dx
=
+/Q<P8|Vmu|”_2Vmu(Vmui—V’”u) dx + &l V" (@eu)|| p + & V" (@eui) |
=5L+hL+L+&|V"(Q:u)lp + &V (@eu) |

Vejamos que Iy, I, e I, tendem a 0 com i tendendo para infinito. De fato, no caso de 11, como
11V ui|P~2V™u;|| y = ||V™u;| p, que € uniformemente limitado, temos que

m
/ V" ui P2V Y VI @ (VT u— V") dx < CIVTTu— V" g,
Q P
j=1

e, por V" Ju; — V" Jy em LP(Q), I; tende a 0 com i tendendo para infinito.
No caso de I, como supp(@e) C Q\ U;.”ZlBg/z(xj), segue de (2.2.3) que

[ oel ) (wi—w)| dx< [ 7 x0) = )| dx—0,
Q Q\U?:lBs/z(xj)
com i tendendo ao infinito.
A terceira integral I3 tende a 0 pois V"u; — V™uem LP(Q) e |||V u|P~2V™ul|,y = ||[V™"ul| .
Portanto,
/ (V™17 29", — [Vl P 29" (V™; — V™) dx — 0,

€
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para todo € > 0. Por fim V"u; — V™u q.t.p. em Q e, assim,
Vi |P72V 0y — Vo= [V P2y,

0 que conclui a prova do teorema. ]

2.3 Geometria do Passo da Montanha

Para provar o Teorema 2.1.1, primeiramente mostraremos que J possui a geometria do passo
da montanha.

Lema 2.3.1. Suponha que f tem crescimento critico em Q e satisfaz (Fy), (F,) e (F3). Entao,
J(tu) — —oo com  t— Hoo,

para todo u € Wy""(Q)\ {0}
Demonstragdo. Por (F;), existem M > 0 e C > 0 de modo que

F(x,s) >CeMsl —C, paratodo seR.

Assim, dado um u € W"”(Q) qualquer, existe ¢ > 0 tal que
tP
Flow) >clul! = J(w) < —/ \vmuv’dx—cﬂ/ ulfdx—C|Q),
pJjQ Q

para g > p e 1 > 0. Portanto, J(fu) — —eo com t — oo, para todo u € Wy "’ (Q). O

Lema 2.3.2. Suponha que f tem crescimento critico em Q e satisfaz (Fy) e (F4). Entao, existem
0 e p > 0 de modo que
J(u) >4, sempre que u € Wy"'(Q) e |[V'u|,=p

Demonstracdo. Usando (F}), (F4) e o crescimento critico de f, podemos escolher A < A, tal
que

A
Fx,s) < Z|s|? + Ce%bl” |59,
p

para todo (x,s) € Q x R e para g > p. Agora, pela desigualdade de Holder e (1.1.2), obtemos

/ 1/s
/eaou” |u|? dx < (/ o008 lu” g > (/ u[* dx)
Q Q
1/s
SC(/ Iul“’dx> :
Q

28



CAPITULO 2 Problemas elitpicos em dominios limitados

para
V" ul|, < o,

1/p
G < ( Bo) .
— \aps’

Entdo, da hipdtese (F4) e da imersdo continua de Sobolev, segue que

onde o € tal que

1 A
Jw)>—(1—=—)||V"u||b —C||V"ul|4.
= (1= 2 ) 9l - vy

Como A < A1 e ¢ > p, podemos escolher p > 0 tal que

J(u) > 6,

sempre que ||V"u||5 = p, para algum & > 0. O

2.4 Estimativa do Nivel do Passo da Montanha

Sob as hipdteses assumidas no funcional J, iremos obter a seguinte estimativa para o nivel do
passo da montanha

: 1B\
c:=1nf sup J(y(¢ <—(—) ,
Yelieo,1) () P\ %

onde
I'={yeC([0,1],W,""(Q)) : y(0)=0eJ(y(1) <0)}.

Para tanto, precisamos apenas mostrar a existéncia de @ € Wy’ (Q) tal que ||o|| =1e
1 -
max{J(t®):t >0} < — (@> : (2.4.1)
P \ %
No caso em que m = 1, usualmente se mostra que para algum i € N a fun¢ao de Moser
= 1
(logi) =, se  |x[ <=
w;(x) = (logi)*%logﬁ, se T<|x <1
0, se 1 <l|x|,
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satisfaz a desigualdade (2.4.1). Para m > 2, modificaremos a funcio usada no caso m = 1,
usando um truncamento suave, como foi feito em [2]. Seja ®(r) € C*[0, 1] tal que

®(0) = @'(0) =--- =" (0) =0,
o) =d'(1)=1 @"1)=d"(1)=---=d" (1) =0.
Definimos assim
1 . 1
Tq)(lt), S€ tS 7
1 1
t - < t < 1_ -
H(t)={" ==
1—1d(i(1—1)), se 1-1<t<1
1, se 1<t

vi(r)=H ((log i)~ ! 10g%> :

Note que y;(|x|) € Wy""(B), onde B € a bola unitdria em R" centrada na origem, y;(|x|) = 1
para |x| < 1/i e, como foi provado em [2], temos

I-p

m I-p p771 N P
IV*will,=n7 By" (logi) = Aj,
onde .
_1\2
A; < {1+2? (|yq>’um+0((logi) Y )]

Com isso, 0 < lim; ,.A; < 1. Assim, sendo xg € Q e rg > 0, o maior valor de r > 0 tal que
B(xp,r) C Q, definimos

vilro—xl) o
Wi(x) = { Vil 2

x € B(xg,r9)

0, se  x€Q\B(xp,r).

Agora, temos o seguinte resultado:

Lema 2.4.1. Suponha que (F), (F»), (F3) sdo satisfeitas e assuma que exista r > 0 tal que

, n—1
]' t t 70(01"7 > >+ &
I P s ,

lim o (2.4.2)

uniformemente para quase todo x € Q e B = B(xp,r) C Q para algum x, € Q. Entdo, existe i
tal que

). L (A"
max{J(t‘P,).tZO}<p (a0> .
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Demonstragcdo. Tome r = rg e suponha, por contradi¢do, que

) LBy,
max{](t‘P,).tZO}Zp(ao) , Vi

Assim, como J(1¥;) — —oo, podemos tomar #; > 0 de modo que

J(tilPl') = max{](t‘P,-) > 0}, (2.4.3)
o que implica que
1 1 r-l
—l‘l-p —/ F(x,ti‘l’i)dx > — (@) .
p Q JZANLLG)
De F > 0, temos |
Bo\""
tf > (% : (2.4.4)

e desde que %J(I‘Pi) ‘t:t- =0, temos

l‘lp = / t,-‘P,-f(x, ti‘Pi)dx. (2.4.5)
Q
Agora, de (2.4.2), dado € > 0 existe R > 0 tal que
wf(x,u) > (p—€)e®” Vi >R, (2.4.6)

e, por (2.4.4), sendo i suficientemente grande, obtemos

tf > (70—8)/3( r)eo‘ﬁ’lp il g
anf

> (1p—€) / o0 Wi g
B(xo,%)
o

P
opt; nlogi . looi
W,_1 /T\" o W,_1 ( o )” ogt
:(’}/0—8) " (—) e BoA; :(’}/0—8) " r"e BoA;
n

n 1

Mas por (2.4.4) e ¢ < 1 a desigualdade acima € verdade se e somente se
i,
limA;=1 e f;— (@) " (2.4.7)
i—oo o
Denotando

Bl' = {)C - B(X(),I”> : lilPi > Rg},
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de (2.4.5) e (2.4.6) segue que

= n-e) [

o O drt | o ap)de- (o-e) [ M0 g 248)
BXOJ B,'

Como ¥;(x) — 0 para todo x € B(xp,r), temos que xp, — 0 q.t.p. em B(xg,r) e pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que

lim l‘,'lPif(x, l‘i\P,’)dx —0

i—oo JB;

, , n
_1r

lim [ % PP gy D17

[—o0 B; n

Assim, usando (2.4.4) e a defini¢do de ¥;,

/ oo W g / @I g5 / P g
B(X()J) B(X(),r) B(XQ,I)\B(X(),%)

/

17% (i,—t)nlogi
> Mr"ﬁ nlogi e A7 dr,
n 1

onde fizemos a seguinte mudanca de varidvel ¢ = (logi)~'log|x|~!. Entdo, de (2.4.7) e (2.4.8)

segue que
BO p-l W1
— >(p—c¢ "(p—1), Ve>O0.
(2) 20271, ves
0 que € uma contradic¢io por (2.4.2). Portanto, o resultado segue. [

Observacao 2.4.2. Facilmente, podemos verificar que

1-1 <’,t>nlogi
. t . P
lim nlogi e\ dt = p,

i—oo J1
1

2.5 Existéncia de Ponto Critico para o Funcional J

Primeiramente, provaremos a seguinte condicdo de compacidade de Palais-Smale.

Proposicao 2.5.1. Suponha que f tem crescimento critico em Q e satisfaz (Fy), (F2) e (F3).
Entdo o funcional J satisfaz a condi¢do (PS). para ¢ € (—00,%([30/06)1)71), isto é, toda
sequéncia (u;) C Wy '"(Q) tal que

J(uj) = c e J'(u;) =0 quando i— oo,
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admite uma subsequéncia convergente em Wy " (Q).

Demonstragdo. Suponha que (u;) C Wy"’(Q) é uma sequéncia (PS). para algum c €

(~oo. L (Bo/@)" ). e,

1

— u; — X, U; —C, D.
V™ u;|P dx F dx (2.5.1)

pPJ/Q Q

/Q V70,2V, dx — /Q £l )y dx’ < &V, (2.5.2)

para todo v € W} (), onde & — 0 com n — 0. De (2.5.1) e (2.5.2) com v = u;, para 6 > p,
obtemos que

L1l ax— [ (OF ()~ () dx < C-+ &Vl
Q Q

Esta desigualdade juntamente com (2.1.3) fornece que (#;) é uma sequéncia limitada em
W,y""(Q). Assim, a menos de subsequéncia, podemos considerar que (u;) satisfaz

U —u em Wy (Q),
U —u em L1(Q), Vg > 1,
ui(x) = u(x) q.tp.em Q.

Usando que f(x,u;) — f(x,u) em L'(Q), veja [13, Lemma 2.1], junto com (F;) e o Teorema
de Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado, temos que

F(x,u;) = F(x,u) em L'(Q).

Logo, por (2.5.1) e (2.5.2), obtemos

lim | f(x,u;)u;dx=p (c+/ F(x,u) dx> . (2.5.3)
Q Q

i—roo
De (F3) e (2.5.3), concluimos que ¢ > 0. Assim usando o Lema 2.2.1 temos
V70| P2V 0y — [VuP2VMy in 1P (Q), (2.5.4)

0 que juntamente com (2.5.2) fornece

/ IV u[P=2V" VM y dx = lim [ f ()W dx = / fx,u)y dx Yy e Gy (Q).
Q 1— JQ) Q
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Vejamos agora que, por densidade,

lim [ f(x,u)u dx— /Q £l u)u dx. (2.5.5)

i—o0 JO
Dado € > 0 existe ¢ € Cy’(Q) tal que ||V"¢@ — V"ul|, < €. Assim
[ runar— [ s <| [ oo g e +| [ s o) a
Q Q Q Q
gl [ 1FCxm) = )] d.
De (2.5.2), tomando v = u — @, segue que
[ o) < [ [l ) ka9 o)l
< IV7uil | p[[V" (1 = @)l p + & V" (e = @) ||, < Ce.

De f(x,u) € L1(Q), para todo g > 1, segue que

’/Qf(x,u)(u—qv) dX‘ <Gl p-nllu—@llp, < ClIV*(u— @)l < Ce.

Por fim, como f(x,u;) — f(x,u) em L'(Q), (2.5.5) fica provada. Deste modo, de (2.5.5) e
(2.5.4) temos

/ V"ulP dx = / £l u)u de > p/ Flx,u) dx.

Q Q Q

Portanto J(u) > 0. Como F(x,u;) — F(x,u) em L'(Q), apenas resta mostrar que
J(u)=c.

Para isto separamos a prova em trés casos.
Caso 1. ¢ > 0 e u#0. Pelo Lema de Fatou J(u) < c¢. Suponha que J(u) < c. Entao,

vau\|g<p(c+/ Flx,u) dx).
Q

Assim, definindo

uj
Vi= 1o, 7
”Vm”in
c
. u
(/p(c—f—fQF(x?u))’
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CAPITULO 2 Problemas elitpicos em dominios limitados

temos que v; — v, ||[V™v;|| = 1,v # 0 e ||[V"||5 < 1. Entdo, do Teorema 1.1.1 segue que

1
(1_ vavug)l/(p—l)'

sup/ Pl 4y < oo, paratodo y< (2.5.6)
Q

Note que, como ¢ < % (Bo/a)? " e J(u) >0, temos

c+ Jo F (x,u) dx)l/(p_l) 1

qa||vmu,~||P’<ﬁo( ~ o -
g —J(u) (1_”va||$)1/(17 1)

para i suficientemente grande e algum g > 1. Assim, de (2.1.4) e (2.5.6) segue que
/ |f (e ui)| T dx < C/ V" uilly 17 dy < € < oo,
Q Q
para i suficientemente grande e algum g > 1. Disto segue que

/ f(x,ui)(uj —u) dx — 0,
Q

e desde que
J () (ui—u) =0 e |V"u[P 2V — |V"ulP 72V,

temos
VP uillp = [V ullp,

0 que conclui este caso.
Caso 2. ¢ >0eu=0. Como F(x,u;) — 0 segue de (2.5.3) e (2.5.2) que ||V"u;||, — c e, como
c< % (Bo/a)?~" e por (2.1.4), obtemos

m / /
/Q Flxu)|d dx < C /Q RONAT

/
onde agq||V"u;||}, < Bo para i suficientemente grande e para algum g > 1. Entéo

/ f(x, ui)ui dx—0
Q

e assim || V"u;||, — 0, o que finaliza este caso.
Caso 3. ¢ = 0. Assim,
0 < J(u) < liminfJ(u;) = 0.

Como F(x,u;) — F(x,u) em L'(Q) temos que ||[V"ul|, — |[V"ul|, e entdo u; — u em
Wy’ (Q), o que conclui este dltimo caso. O
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CAPITULO 2 Problemas elitpicos em dominios limitados

Demonstragdo. (Teorema 2.1.1) Tendo em vista a Proposi¢do 2.5.1 e os Lemas 2.3.1,2.3.2 ¢
2.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha para obter um ponto critico para o
funcional J e assim concluimos a prova. ]
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CAPITULO 3

Desigualdade de Adams em R"

3.1 Introducao

Neste capitulo, estamos interessados em estudar desigualdades do tipo Adams em dominios
ndo necessariamente limitados do espaco euclidiano R”. Mais precisamente, seja Q C R” um
dominio qualquer, e Wy"”(Q) o completamento de C(€2) com respeito & norma

m 1/p
[l [wm = (Z ||V’u||5) ~
j=0
em W"P(Q). Considerando mp = n, seja

]'1772 tj
1) :=e — )

TR
j=0 J!

onde j, :=min{j € N: j> p}. Em [41], B. Ruf e F. Sani provaram uma desigualdade do tipo
Adams para m par, a saber:

Teorema E. ([41, Teorema 1.4]) Seja m um nimero natural par, isto €, m = 2k para algum
k € N. Existe uma constante C,, , > 0 tal que

sup /@(ﬁomv”) dx < Gy (3.1.1)
uew)"’(Q) 78
[(~Atn)kulp<1

qualquer que seja o dominio  C R". Além disso, esta desigualdade é 6tima, isto é, o supremo
acima torna-se infinito quando Py e substituido por algum 3 > By.

Em [28], N. Lam e G. Lu estenderam o resultado de Ruf e Sani para m impar provando o
seguinte resultado:

Teorema F. ([28, Teorema 1.1]) Seja m um nimero natural impar, isto €, m = 2k + 1 para
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

algum k € N. Existe uma constante Cy, , > 0 tal que

/
sp [ @(Bolul”) dv < G
ueWy'" (Q) Q
IV (—A+Dku| 5+ (—A+Dkul <1

qualquer que seja o dominio Q C R". Além disso, esta desigualdade é 6tima.

Em [28], os autores também provaram uma versdo mais geral do Teorema E and F para o
caso em que p = 2, a saber:

Teorema G. ([28, Teorema 1.2]) Se m = 2k + 1, para algum k € N, entdo, dado T > 0,

sup / <eﬁ0|”|2 — 1) dx < oo,
uew"(Q) Q

|V (—A+Tnkuly+2l|(—A+Thkul, <1

qualquer que seja o dominio  C R". Se m = 2k, para algum k € N, entdo, dado T > 0,

sup / <eﬁ0|”|2 — 1) dx < oo,
uew (@) ¢

I(=AteDkull<1
qualquer que seja o dominio  C R". Além disso, estas desigualdades sdo 6timas.

Em uma primeira dire¢@o, iremos provar que, quando Q = R", os supremos nos Teoremas
E e F podem ser tomados somente sobre as func¢des radiais. Mais precisamente, iremos mostra
que existe uma sequéncia maximizante de fun¢des radiais para estes supremos.

Teorema 3.1.1. Se m = 2k + 1, para algum k € N, temos

/ /
sup B(Bou”) dr = sup [ ®(Bou) ax,
ueW, . (R"), R ueWwmr(R"), !
IV (—at+Dkulh+ | (—A+Dkulh<1 [V (=A+DKul 5+ (~ A+ kul| <1

se m = 2k, para algum k € N, temos

/ /
sup O(Pou’ )dx=  sup D(Bou’ ) dx.
uEW:Zl’ip(R"% R~ MGW’”"’(R"), R~
l(—A+1kulh<1 l[(—A+nkulh<1

Em uma segunda direc@o usaremos o Teorema G para provar o seguinte resultado

Teorema 3.1.2. Sejam 3 < By = % e Q C R" um dominio qualquer, onde n = 2m. Entao
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

existe uma constante Cg ,, , > 0 tal que

sup / (eﬁ|"|2 - 1) dx < Cg - (3.1.2)
uew™ (@) 79
lul3+V™ul3<1

Além disso, se B > By o supremo acima torna-se infinito.

Observamos que nao sabemos se (3.1.2) vale para o caso critico, = fBy.

3.2 Existéncia de Sequéncia Radial Maximizante

Para provar o Teorema 3.1.1, iremos fazer uso de um lema radial, similar ao Lema Radial A.Il
de H. Berestycki e P.-L. Lions em [8], e do principio de comparagdo de G. Trombetti e J. L.
Vazquez [46], que possui um papel crucial neste capitulo por permitir-nos tratar o espaco de
Sobolev de ordem superior com um tipo especial de simetrizacao.

Lema 3.2.1. Seja B C R" a bola de raio R > 0 centrada em 0. Sendo ainda p > 1 e
ue W’ (Br), onde mp = n, entio

/p
() < B s

gtp.em Br\{0}, 1<j<m.

. /p
Vu(e)| < Gl

Demonstragdo. A prova é dividida em duas partes. Para i natural satisfazendo 0 < i < m/2,
como u € radial, tomamos

go(lx]) =u(x),  gi(]x]) = A'u(x).
Para [ natural satisfazendo 2/ + 1 < m, tomamos
i
h([x) = g (Ix])| = [VA u(x)].

De u € W77, (B;) segue que g; € Woly;’;d(B,) e hy € WP (B,). Assim g;(r) e hi(r) podem ser
vistas como fun¢des absolutamente continuas, de onde segue que

R R
g7 < p [ @l ds < [ 1) )7 s
r r

R
P [ 18617+ lai(s)17) 5" s

< rlian”Hme,P-

IN
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

e
_ r /
P < p [ 1) 1 i) ds

<p / D)= 1)s 7 g)(5) + g (5)17 57 gy (5) s

< rlp=hin= 1)p/o sV ([ =1)s™"gi(s) + & ()7 + g1 (s)[7) ds

< AP0 plu)| By,
isto €,

() <P Ppllullwns e l(r) < AP pullyns,

0 que conclui a prova do lema. O]

Teorema 3.2.2 (G. Trombetti e J. L Vazquez, 1985). Seja B C R" a bola de raio R > 0 centrada
em 0. Sejam f € LP(Bg) eu € W P(BR) a unica solugdo forte de

{u—Au:f em Bg

u=>0 em OJBg.

Sejam ainda, f* € LP(BR) e u os rearranjamentos esfericamente simétrico e decrescente de f
e u, respectivamente, e v € W (BR) a unica solugdo forte de

v—Av=f* em Bpg
v=20 em JBg.
Entédo, v > u*.

Aplicando de modo iterativo o principio de comparagdo de G. Trombetti e J. L. Vazquez
temos, agora, uma importante ferramenta para tratar com o espaco de Sobolev de dimensdao
superior, a qual € dada no resultado a seguir.

Proposicao 3.2.3. Seja Bg C R" a bola de raio R > 0 centrada em 0. Sejam f € L”(BgR) e
ue WZk’p (Bg) a tinica solugdo forte de

(I—-Afu=f em Bg
ANu=u=0 em 9Bg, j=12,... k—1.

Sejam ainda, f* € LP(Bg) e u* os rearranjamentos esfericamente simétrico e decrescente de f
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

e u, respectivamente, e v € W';" (Bg) a tinica solugdo forte de

(I-A*v=f* em By
Alv=v=0 em JBr, j=172,...k—1.

Entédo, v > u*.

Demonstragdo. A prova desta proposicao segue de forma andloga a prova da Proposi¢do 1.2.4,
onde neste caso usamos o Teorema 3.2.2 em lugar do Teorema 1.2.3. U

Com o objetivo de tornar a demonstragdo mais clara, dividiremos a prova do Teorema 3.1.1
em dois casos, 0 caso em que m = 2, p = 2 € 0 caso geral.

321 Casom=2ep=2

- . oA A . o 2,2
Nosso objetivo aqui € provar a existéncia de uma sequéncia radial maximizante em W_ ", (RY).
A prova do Teorema 3.1.1, para o caso m = 2 e p = 2, é uma consequéncia direta da seguinte
proposigao:

Proposicao 3.2.4. Existe uma sequéncia positiva (R;), onde R; — oo com i — oo, tal que para
u; € W(i’z (Bg,) satisfazendo ||u; — Au;||5 =1 e

rad
/ (eﬁ"“i2 - 1) dx = sup / (eﬁiuz B 1) dx,
BR[. BR,'

2,2
MEWO.rad (BRi ) ’

[lu—Aul3=1
temos
lim (eﬁ"”i2 — 1) dx= sup / <e32”2”2 — 1) dx,
i—oo JR4 ueW22(R4), /R
[lu—dul3=1

onde B; / 32m% com i — o e u; é tomado em W>?(R*) como uma extensdo natural de u;.

Denominamos de extensao natural de u; a fungdo dada por

ui(x) se x€Bpg,

0 caso contrario.

Note que para provar a proposi¢do é suficiente mostrar que existem (R;) C R e (z;) com R; — o,

22
2 € Wy raa(BR,) € ||z — Azil|5 = 1, tal que
tim [ (P 1) dr=" sup / (27 ~1) dx, 3.2.1)
k—ooJ Bg, ueW22(R4), JR*
[[u—dul3=1
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para B; — 3272 Para isto, vamos considerar os lemas a seguir.

Lema 3.2.5. Sejaw, € WOZ’Z(BFE) tal que ||we — Awe||3 = 1 e satisfazendo

/B ( (3272 —€)w? l) dx = Szuzp /B <e(32ﬂ'278)w2_ 1) d.

e WOT (Br£)7 Te
[[w—aw|3=1

Entao, tomando rg — +o com € — 0, temos

lim (e(32”2_8)W%—1> dv= sup / <e32”2“2—1> dx,
£—=0JR4 ueW22(R4), /R

Hu—AuH%:l

onde wg € visto em W o ?(R%) pela extensdo natural.

Demonstracdo. Sejan € C*(R*) talque 0 <n <1,n=1emBj e n =0emR*\ B,. Entio,
dado w € W*2(R*) com ||w — Aw||3 = 1, temos

’cz(L):/R4|n(x/L)w—A(n(x/L)w)]2dx—>1, com L — foo.

Agora, dado L > 0 fixado, teremos que rg > 2L, para € > 0 pequeno, e assim

/ <e(32n278)(1v2))2 B 1) dic S/ <e(32ﬂ2£)(77(;‘(/LL))W)2 B 1) dx S/ <e(327[2,8)wg — 1> dx.
By, Byr B

re

Isto juntamente com o Lema de Fatou implica que

/B ( (327%) (3{y)* _ 1) dx < ;1_r>r(1) 9 <8(327L’2—8)W% _ 1) dx.
L

Entao, fazendo L — +oo, temos

/ (e<32”2>wz—1) dx < lim (e<32”2*8>W5—1> dx,
R4 e—0 /R4

0 que conclui o lema. ]

Lema 3.2.6. Sejave € Wj}z (B,,) tal que ||ve — Ave||3 = 1 e satisfazendo

/B < (3272 -2 1> dx — igp /BR <e(32n2_e)vz B 1) dx.

e VGVVL/V (B78)7
[v—av|3=1
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Entao, tomando rg — +o com € — 0, temos

lim ( (3277 —e)vz ) dx>  sup / <e32”2"2 — 1) dx. (3.2.2)
€-0JB,, UEW22(R4), R4
llu—Aul=1

Demonstragcdo. Primeiro, vejamos que

sup /R 4( (3227 —€)u? ) de<  sup /B R <e<32”2—8>vz—1> dx. (3.2.3)

22 22
uEWy” (Bre), vEW 7 (Bre),
lu—Au|3=1 [v—av|3=1

De fato, dado um u € Wo2 ’Z(Brg) qualquer, pela Proposi¢io 3.2.3, sendo v € Wj}z (By,) a unica
solucdo forte de

v—Av=(u—Au)* em B,
v=20 em JB,,,

entao

/B <€(32n2—e)v2_1) de/B (e(327r2—8)u2_1> dx,

re re

e |lv—Av||3 = |lu— Aul|3, o que prova (3.2.3). Agora, usando o Lema 3.2.5, temos que

lim ( (3277 —€)vz 1) dx>  sup / <e32”2”2—1) dx.
€-0JB,, uEW22(R4), /R

[lu—Aul3=1

]

Observacao 3.2.7. Note que, pelo Teorema 3.2.2, pode se tomar v radialmente simétrica e
com veg — Ave > 0 de modo que, pelo o Principio do Maximo, ve > 0.

Demonstracdo. (Proposicao 3.2.4) Construiremos uma sequéncia z; C w2 (R4) satisfazendo

rad
(3.2.1). Para tanto, definimos

flx)= (3.2.4)

ve(x) —Aveg(x) se x € Bpg
0 se xEBzR\BR.

Tomemos agora Vg € Wj}z (Bag) satisfazendo

Ve—AVe =f em By
Ve =0 em JdBig.
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

Assim, pela Observagdo 3.2.7 e pelo Principio do Maximo,
Fe>ve em Bg = / (et2m e 1>dx</ (¢®ma% 1) ar. 325)
Bgr Br

Deste modo, sendo 7 : (0,+e) — R uma fung¢do C* satisfazendo 0 < n(r) < 1,
In'(0)|,In"(t)| <C,n =1para0 <t <1,n=0quandor > 2, temos que n(%')ﬁg € W()z,}zad(BZR)
e

/BZR

n(ise—a (nihee) [

dx:/ |Fe — AVe|? dx +
Bg

n(re—a(nHr)

Bar\Br

2
M o n(x)( Ave)—VeA(n("))—2V(n(%))ws dx
2
<149 [ () A% dx
Bor\Br
~ 12 x| 2 . 4l 2 s
. \A(n(R))\ drt36 [ V(n(R))‘ V5|2 dx

Usando (3.2.4) e que

CIE (%)

R

¢ a(n) | LS o g

juntamente com o Lema Radial 3.2.1, temos

1§/
Bog

para R > 1, onde C somente depende de p e n. Assim, dado & — 0 com i — oo, podemos tomar
R; suficientemente grande de modo que

n(ve—a(n(Z)re)

Bi= (32— &)lIn()7e — A (n(h7e ) I < 3272

e entdo definimos z; € WO2 ’rza 4(BR;) por

(n(%)%) Hz

2
Observe que de Hn('R—|) —A <11(M)\78i> -
segue de (3.2.5) que

/BR <€(327r2_£,~)v%i _1> de/BZR[ <6(3zﬂ2_e,-)v§i_l) dx:/w (eﬁ,»z,?_l> dx,

i
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0 que, juntamente com (3.2.2), fornece

tim [ (B —1) de=" sup / (27 1) dx,
i—oo JR4 UEW22(R4), R4

llu—Aul3=1

O que prova a proposicao. O]

Demonstracdo. (Teorema 3.1.1 casom =2e p=2)
Como foi dito antes, a prova segue da Proposi¢ado 3.2.4. [l

3.2.2 Caso geral
Primeiramente, dado u € WP (R"), definimos a seguinte notagao:
IV(=A+Dfullh+ [ (~A+Dkul5, para m=2k+1;

el =

||(—A—|—I)ku|]§, para m = 2k.

Note que, usando o mesmo argumento do Lema 3.2.5, obtemos o seguinte lema:
Lema 3.2.8. Sejaw, € Wy""(B,,) tal que ||w¢||P = 1 e satisfazendo
| o(B-eowel) = swp [ o((Bo-e)ul) ax

re weWy"?(Bye),
wlP=1

Entao, tomando rg — +o com € — 0, temos

tim [ @((Bo-e)wel”) dx= swp | @(Boful”") ax
£—0 /R ucWmp(Rn), /R”
flullP=1

Assim consideremos o seguinte lema

Lema 3.2.9. Sejave € W')P(B,,) tal que ||ve ||’ =1 e satisfazendo

| e(Bo-epel) ar= sip [ @((Bo-e)vl”) ax
Bre veW'} By, ), Br
v|P=1

Entao, tomando rg — +o com € — 0, temos

tim [ @ ((Bo—e)lvel”) dv>  sup / ® (Bolul”) dx. (3.2.6)
€0 By ueWwmp(Rm), /R
[|ullP=1
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

Demonstragdo. Dado u € Wy""(B,,) com ||u| < 1, usando a Proposi¢do 3.2.3 mostraremos
que existe v € WP (B,, ) que satisfaz ||[v]| < [lul| < 1ew* <vq.tp.em B,
De fato, para m = 2k, tome v € WL"V”’ (B, ), dada como a tinica solugéo forte de

(I—-Ay = ((I—A)ku)* em B,
v=Av=0 em JB,, 1<j<7.

Assim ||v|| = ||u| e, pela Proposic¢ao 3.2.3, u* <v q.t.p. em B,,.
Param =2k+1,tomev € Wﬁ{f’p (B, ), dada como a tinica solugio forte de

(I—-Aky = ((I—A)ku)* em B,
v=Av=0 em JB,, 1<j<73.

Assim pela Proposi¢do 3.2.3, u* < v q.tp. em B,. Mais ainda, por regularidade v €

Wfﬁ“’p (B,,) e, pela desigualdade de Pdlya-Szego,

IV =AYl = |V (1= AYu) 115 < V(= A ull,

o que implica que ||v|| < |[u]|.
Deste modo, em ambos 0s casos temos

f, @ (Bo-ep) aez [ @(Bo-e)w)) vz [ @((Bo-e)ul”) ax
o que implica que
swp [ @ ((Bo-e)vl) ar>  sup | /r¢((ﬁo—8)\u!”/> dx.

veW" P (B, ), Bre ueWy" " (By, ), Bre
[IviiP=1 [JullP=1

Portanto, o resultado segue do Lema 3.2.8. L]

Observacao 3.2.10. Note que, pela Proposi¢do 3.2.3, pode se tomar v radialmente simétrica
e com (I — A)kvg > 0 de modo que, pelo o Principio do Maximo, ve > 0

Proposicao 3.2.11. Existe uma sequéncia (R;), onde R; — o com k — oo, tal que para
u; € Wyl (Bg,) satisfazendo ||u;||” =1 e

/BRiqn(ﬁ,-|u,-|P’) dx=  sup /BRicp(B,-W’) dx,

m.p
uewo,rad (BRi)’
[lullP=1
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temos

lim | @ <ﬁi|ui’p/) dx= sup / P (ﬁo!”’p/) dx
1—oo JRn uevvm,p(Rn)7 n
flull=1

onde B; /By com i — o e u; € vistaem W™ (R") pela extensdo natural.

Demonstragcdo. A idéia € similar a usada no casom =2 e p = 2. Construiremos uma sequéncia
zi € Wyl (Bg,) com ||z;|| = 1 tal que, para algum R; — oo, tenhamos

lim CID(Bizf/) dx=  sup / <I><[30up'> dx,
1—oo JRN uev[/m,p(Rn)7 n

[Jull=1

onde f; — Bo. Dado € > 0 e R > 0, iniciamos definindo

Flx) = (I—A)*ve se x€Bg
0 se  x € Bog \ Bg,

onde v¢ € dado como na Observacao 3.2.10. Tomamos agora v € Wj]ﬁ’p (Bag) a dnica solugdo
forte de

{(I—A)k\?g =f em Bop

Te=AV:=0 em 0By, 0<j<%,

em ambos os casos, i.e., m = 2k e m = 2k + 1. Assim, pela Observacao 3.2.10 e pelo Principio
do Maximo,

Je>ve in Bx = /Bch((ﬁo—s)vg’> dxg/BRq><(ﬁo—e)ﬁ§'> dr.  (3.2.7)

Note que quando m = 2k + 1, por regularidade, v € WP (B,) e assim ||ve|| = ||¢]| tanto no
caso m impar quanto no caso de m par.

Agora, seja 1 : (0,4+0) — R uma fun¢do C* satisfazendo 0 < n(¢) < 1, ] ( )\ <C,
i=1,2,...,m,n=1quandot < 1en =0quandor > 2. Deste modo, n (%) Omd (Bar)
e, dado que

:Jil(—l)f(l;)AJu
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temos, para m = 2k, que

/BZR (1— A (n (';g')vg) "= BR|(1—A)"v~g|P det [ (I— A (n (%) v}) " dx
k P
1 fun G )] o
Stek [ n (%)‘p dx

k kP
(G
KL B B () el 0

2®\BR j=0 i=0

para alguma constante K > 0 dependendo apenas de p. Assim, considerando que,

k
Z ()Afvg (I-Af5e=0  em Byr\Bg,

juntamente com a desigualdade

)V‘Yn(%)(sc iZI‘ZS <?>‘ 1<s<2% e x€Bu\Br,

e o Lema Radial 3.2.1, concluimos que

. C
L el < 1+,

para R > 1, onde C apenas depende de p e n. Entdo, dado & — 0 com i — oo, podemos tomar
R; suficientemente grande de tal forma que 3; = (Bo — &)||n (% i 1)V, |”" < By e entdo definimos

2 € Wy raa(Br) por

=

)Vs,

el

n(
In(

<=

=U|>< >U|

Note que f; * By com k — oo, pois Hn( )Vg | > 1. Assim, por (3.2.7)

/Bkiq>((ﬁo—e,.)vg'> dxg/BRid)((Bo—s,-)ﬁg/) dr = /BR, (B) ax,
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

0 que juntamente com (3.2.6) implica que

tim [ @(gl) de= sup / @ (Bolul”") ax,

[—o0 Rn uewmﬁp(Rn)?
[Jul| =1
e isto conclui a proposi¢do. O caso em que m € impar segui de modo anélogo. U
Demonstracdo. (Teorema 3.1.1 caso geral) A prova segue da Proposicao 3.2.4. ]

3.3 Provado Teorema 3.1.2

Primeiramente, note que, pela extensao natural, necessitamos apenas mostrar o Teorema para
Q =R". Assim, denotando

L V(=A+tDkul3 + || (=A+ k|3, for m=2k+1;
[ (3.3.1)
pl|(=A+z)ku||3, for m =2k,

parau € W"2(R"), u > 0e 7 > 0, temos a seguinte desigualdade do tipo Adams

Proposicdo 3.3.1. Dados T, > 0 entdo, existe C = C(t,) tal que

sup / (eﬁo“'”'Z — 1) dx<C,
Rn) n

uewm2(
lullZ, <1

Demonstragdo. Esta proposi¢do é uma aplicagio direta do Teorema G. Dado u € W"?(R") tal
que [|ul|7, ;, <1, definimos & = u'/?

/n (eﬁou\u\z _ 1) dx — /n (eﬁo\ﬁ\z _ 1) dx

e ||i ||% u < 1. Entdo aplicando o Teorema G, o resultado segue. O

u € assim

Note que para todo u € W™2(R"), quando m = 2k

(—A+7D)u= i(_l)k—i <k) N

i=1 l
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

Disto, segue que
Julfe = [ [(~A+enfuf ax

- Y (== (k> (k) pti e/ A TA Ty dx

R o< j<k 1) \J
2%
k\ [k - .
_ 2h— k—i, Ak—
_/Rnszol.ﬂz_s(_l) <l> (j)“TSA AT dx (3.3.2)
L () e
Rns:OiJrj:s l J

m

= Z (m>,LLTS|V2k_Su’2 dx,
h)

z()6)=C)

onde usamos que

Assim,

[

Le—i [ V-AteDful drb o [ (At et ds
’ R~ R~

K\ (K . , -
:/ Z (=1 ( > ( ) t't/u (VAk_’uVAk_Ju+TAk_’uAk_]u) dx

R o< j<k i) \J
v (2 (3.3.3)
= Z( ),LL(’L'S’VZks+1u|2+1.s+l|v2ksu‘2) dx

RnS:O s

m

=/ Y (n?)urm_f|vfu|2dx.

R IS\ J

Agora, apresentaremos uma bem conhecida desigualdade que relaciona a norma L? das
derivadas de ordem inferior com a norma L? das derivadas de ordem superior. A prova desta
desigualdade pode ser encontrada em [3, Teorema 5.2]

Lema 3.3.2. Sejam >2,1< p<ooeQ CR". Existe K= K(p,Q) tal que para todo0 < j <m
e todou € W™P(Q) temos
ul? , < K(lulf, , +1ulg ),
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

onde
ulf =Y, [ID%ul5.

=)

Com este resultado em maos, podemos agora provar o Teorema 3.1.2. Dado 0 < B < By
fixo, tome 0 < p < 1 de modo que B < ufy. Assim, usando que

Va3 = Y [D%l3, for 0<j<m,

loe|=j
juntamente com o Lema 3.3.2, obtemos
IV7ul3 < K(ull3+V"ul3) for 1<j<m—1.

Portanto, podemos tomar 7 > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
m—1 m )
TU+K Y < )M’”’ﬂt <1,
. s
j=1

de onde obtemos

lullie < a3+ 1V"0l3, VueWm2(R").
Entdo,
sup / <eﬁ|u‘2 . 1) dx < sup / <eﬁ|u|2 B 1) dx < oo,
uEWé"Q(Rn) R~ Me‘,vm.p(Rn)7 n
llafl3+1V™ul <1 llafl e, <1

Mostraremos, agora, que

sup / (eﬁ“z - 1) dx = H-oo.
uew (@) 7%

i3+ V™l 3<1

para 3 > fBy. Para tanto, iremos construir uma sequéncia de fungdes v; € W(;” ’Z(Q) de tal forma
que [V2vil3+[vil3 < e
Q

[—o0

Seja ®(t) € C~|0, 1] tal que

®(0) = @'(0) =--- =" (0) =0,
o(1)=d'(1)=1 '(1)=d"(1)=---=d" (1) =0.
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

Para0 < e < %, definimos

8@(%1?), se t<eg

t, se e<r<l-—¢
H(r) = |

1—ed((1-1)), se 1—-e<t<1

1, se 1<1¢,

wi(r) = H ((logi)_llog%>.

Note que y;(|x|) € Wy ’2(B), onde B ¢ a bola unitdria em R” centrada na origem, y;(|x|) = 1
para |x| < 1/i e como foi provado em [2]

V™ ill = (2m) 2B (1ogi) " AL,

onde
A< {1+2g <||d>’||oo+0((logi)_1)2>] .

Além disso,
lwill5 =0 ((logi)~").

Assim, sendo xp € Q e rg > 0 o maior valor de r > 0 tal que B(xg,r) C Q, definimos

() l//i(|x0—x|)(10gi)1/2, se  x € B(xg,r9)
VilX) =
0, se  x€Q\B(xp,r0),

de modo que, para i suficientemente grande, v; € W' 2(Q), vi = (logi)'/? em B(xo,1/i) e

ill2 + 1V™villz < (2m)~" Bo(A; +o(1)).
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CAPITULO 3 Desigualdade de Adams em R”

Logo,

2

Q Q

ueWy(Q)
lﬁoA +o() — 1| dx
xoyl/

+vmul3<1
(Ozm 1 ﬁ A oy logi 1 L
2m i2m

w2

- 2m
Agora, dado B > By, podemos tomar € suficientemente pequeno de forma que
Bo (1+2¢]@'l) < B.

Com isso, para i grande

1 1
L =P B ro) = 1_ﬁﬁ0([1+2e(||q>f||w+0((1ogi)—l)2)} +o(1)) =0
Portanto,
su P — = oo
MEWOmE(Q) /Q< 1) dx =+

i3+ V7™ u3<1
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CAPITULO 4

Solucao Radial de Energia Minima para
Problemas Elipticos de Ordem Superior com
Crescimento Critico em R>"

4.1 Introducao

Neste capitulo, como aplicagdo do Teorema 3.1.2, mostraremos a existéncia de solucdo para o
seguinte problema eliptico envolvendo o operador poliharmdnico:

(—=A)"u(x) +u(x) = f(lx|,u),  em R, (4.1.1)
onde f possui crescimento critico exponencial, isto €, existe o > 0 tal que

2 {0, forall o> ap,

lim f(Jx],s)e " =
|s|—eo o0, forall a < og.

Para o estudo do problema (4.1.1), assumiremos ainda que f satisfaz as seguintes condi¢des
(fo) f:R xR —Récontinuae f(|x|,0) = 0;

(f1) Existem R >0e M > 0 tais que

t
0 <F(|x]1) :/ f(al,v)dt <M|f(lxl.0)l, Vel > R Vx e R
0
(f2) Existe 6 > 2 tal que
0 < OF(|x[,r) < f(|x[,0)1,
para todo (x,7) € R?™ x (R\ {0}).

(f3) Existe p > 2 tal que
F(xl,8) = A s,

qualquer que seja s € R e para algum A > 0 suficientemente grande.
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CAPITULO 4 Equacdo eliptica

Note que, como f possui crescimento critico, dado & > g existe C = C(a) > 0 tal que
(x| SC(emz—l), Y(x,7) € R*™ x R. 4.1.2)

Estudaremos a equagdo (4.1.1) via métodos variacionais. Concidere o funcional

1

Jw) =5 (\Vmulz—i—uz)dx—/ F(lx|,u) dx,

R2m R2m

onde F(|x|,s) = [y f(|x|,t)dt. Devido a perda de compacidade, estudaremos o funcional J
sobre o subespago de W%(R?™) dado pelas fungdes radiais, isto &, Wr'Z"iz(Rzm) equipado com
a norma

1/2
= [ [, (97 +a) ]

Provaremos a existéncia de pontos criticos para o funcional J sobre o espaco W;Z;lz (R?™), o
qual, pelo principio da criticalidade simétrica(veja [17]), também serd um ponto critico para
o funcional J em W"™2(R?") e portanto uma solugio fraca do problema (4.1.1). Assim,

provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Suponha que f tem crescimento critico em R*" e que (f}), (f;) e (f3) sdo
satisteitas. Mais ainda, suponha que

2F (|x|,1)

(f4) lim sup < SCZI, uniformimente em x € R*",

t—07t

onde S = inf{|[ul|3+ | V"ull3 : u € W2 (R, ||ul| = 1}, para algum ¢ > 3. Entdo, a equagdo

rad

(4.1.1) possui uma solugdo nao trivial uy; € W2 (R2™). Além disso, assumindo ainda que
p ¢ rad q

(fs) (ts)"'f(Jx|,rs) seja crescente em func¢do der >0, qualquer que seja s € R\ {0},
a solucao uyy obtida € uma solugio radial de energia minima, isto é,
J(up) =inf{J(u) :u € A},

onde
M= {u e W™ (R¥)\ {0} : u é uma solugdo fraca de (4.1.1)}.

rad

Problemas elipticos envolvendo ndo linearidades com crescimento critico dado pela
desigualdade de Trudiger-Moser tém sido extensivamente estudado nos dltimos anos como
visto na Introducdo. Nos casos de problemas relacionados com a equacao (4.1.1), O. Lakkis
[29] provou a existéncia de solu¢des nao triviais para o problema envolvendo o poliharmonico
com nao linearidade com crescimento critico dado pela desigualdade de Adams em dominios
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CAPITULO 4 Equacdo eliptica

limitados. Ainda em dominios limitados, N. Lam e G. Lu [27] estudaram a existéncia de
solugdes nao triviais para o seguinte problema:

(=A)"u = f(x,u), em Q
u=D/u=0, em dQ, para j=1,2,....,k—1,

com f possuindo crescimento subcritico e critico. Mais recentemente, F. Sani [42] estudou a
existéncia de solucdes ndo triviais para problemas envolvendo o biharmonico definido em todo
0 espago , mais precisamente, estudaram o problema

Au+V(x)u= f(x,u),em R*,

com f possuindo crescimento critico.

4.2 Resultado do Tipo Lions

Nesta se¢do mostraremos uma versao do resultado de tipo Lions para a desigualdade (3.1.2), a
saber:

Proposicio 4.2.1. Seja (u;) C W™2(R?") tal que u; — u em W™?(R?>™), para algum u €

W™2(R>™) com u # 0. Entdo, dado 0 < B < By = %, temos que

sup <e7|”"|2 — 1) dx < oo,
. R2m

para todo 0 <y < B/(1—|ul|3—[|V"ul|3).

Demonstragdo. Usando a estrutura de Hilbert de L?(IR*™), temos
etz — |3+ V" s = V™ ul|3 = 1 =2, u) = 209"z, V") + a3+ (|90

Assim,
1
i — w3+ Vi = V"ul|5 = 1 = ||} 3 = |V"u5 < 7

desde que y < 1/(1 — ||ul|3 — ||V"ul|3). Portanto, para i suficientemente grande
Yl — w3+ | V"; — V"ul|3) < 1.
Esta desigualdade junto com

Byui <By(1+8)(ui—u)*+By(1+1/8)u?,
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para 6 > 0, que é provado usando a desigualdade de Yang como mostrado no Apéndice, fornece

/R . <6BW?_1> dx < /R . (eﬁY(l+5)(ui—u)2+ﬁ7’(1“‘1/5)”2_1) dx

2
146 |24V — V|2 (u—u)
<1/ <eqﬁy(+ ) (It [5+(1V"u qu)\\u,-ﬁnng;nui,vmuu%_1 "
R2m

q
L1 G BYOT1/802 _ 1Y g
q/ ]RZm
(;—w)?

< l/ eﬁ HuﬁuH%JrHVm“z‘*v’”“”% —1| dx+ l <€q,ﬁ v(+1/8)u? _ 1) dx,
= q R2m q/ R2m

para i suficientemente grande e § > 0, ¢ > 1 suficientemente pequenos, onde ¢' = g/(q—1).
Portanto, pelo Teorema 3.1.2, o resultado segue. U

4.3 Propriedades das Sequéncias de Palais-Smale

Lema 4.3.1. Seja (u;) C Wr'Zf(Rzm) uma sequéncia de Palais-Smale de J. Entao, (u;) € uma

T b o . 2
sequéncia limitada em W/’ (R*™). Mais ainda, considerando que u; — u em W' (R*™), a

menos de subsequéncia, temos que

flxlui) = f(x|,u)  em L'Y(R*™), 4.3.1)
e

tim [ fluude= [ (o ds (432)

i—oo JR2m R2m

Demonstragcdo. Seja (u;) uma sequéncia em W:Zf(Rzm) satisfazendo

1 2 2
5 R2m <|Vmul| + ui ) dx N R2m F<|X|,I/ll') dx —c (433)
) 1
_/ (V"ui V™ +up) de— [ f(|x],ui)v dx| < 7|y 4.3.4)
2 RZm RZm

para todo v € W:Z&Z(Rzm), onde 7, — 0 com i — 0. De (4.3.3) e (4.3.4), com v = u;, segue que

ol = | < -+ [ (OF (b)) = (1))

para 6 > 2. Esta desigualdade juntamente com (f;) fornece que (u;) é uma sequéncia limitada
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em Wm’z(]Rzm) e usando novamente (4.3.3) e (4.3.4) podemos obter C > 0 tal que

rad
/Rzm [f(duui| de <€ e /Rsz (|xl,ui) dx < C, 435)
para todo i. Assim, a menos de subsequéncia, podemos considerar que (u;) satisfaz
w—u em W™HRM™M),

e, por compacidade,

U —u em L‘IZ(IRzm), para g > 2, (4.3.6)
ui(x) > u(x) q.tp.em R
Agora, na mesmas linhas de [13, Lema 2.1] e [20, Lema 3.7], podemos concluir que

f(xlu) = f(lxlu), em  LYR>™).

De fato, da imersdo continua de W”"2(R?"™) no espago de Orliczs dado por ®(¢) := e’ — 1 (veja
[3, Secao 8.29]) e de (4.1.2), temos que

Fxlw) € L'®*™) e f(|x|,u) € L' (R™).

Note que € suficiente mostrar que

L 7l ar= [ £l ax

2m

Assim, de f(|x|,u) € L'(R?"), dado & > 0 existe A > O tal que
&
1t < £ @37)
A 4
para todo subconjunto mensurdvel A C R?" tal que |A| < §. Como u € L?>(R>™), existe M > 0

tal que
{x € R lu(x)| > M}| < 8.

Assim, tomando M = max{M,4C/€}, obtemos
(L (el i) | = 1 Clel )] dx‘ S/ | (el )| dox + |f (], )| dx
‘/Rzm {|ui(x)| =M} {lu(x)[=M}

—|-/ f x|, ui dx—/ F(1x],u)| dx] .
e [
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De (4.3.5) e (4.3.7), temos que

1
Sl ui)] dx+ | (lxl,u)] dx
Amwwﬂ“' ) {Ju(x) =M}

£
< = | (el i )i dx+ —
M J{Jui(x)| =}y 4
<L E_¢
-M 42
Vejamos agora que,
£
M= [ e de - rlola] <5 @3
’ {Jui )| <M} {Ju(x)| <M} 2

para i suficientemente grande. Primeiro, observe que

Ni< \ [ <y (Gl = £l ) dx\

/RZm (o) | <My = Xgluo|<my) L ([l )| dx‘

Assim, segue de (fy) e (f4) que existem constantes C > 0 e ¢ > 2 de modo que

£ (Ixl, )| < Cls| V|s| < M.

Mais ainda, de (4.3.6), X{ju;()|<m) (Lf(Ix],ui)| — [f(Ix],u)[) = O g.tp.

em R>" e existe
g € L4(R?™), para algum ¢ > 2, tal que |u;| < g q.t.p. em R?" e assim

125 s o <y (1 (el ) | = 1F (el ) D < Cotgpuaey<ny (il @+ 17 (xlw) ) < (g7 + [ f (1l w)])

q.t.p. em R?". Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

[ gt (0] = 7 @ 0.

Para finalizarmos, note que

{x e R¥™: |u;(x)| < M}\ {x € R*™ : [u(x)| < M} C {x e R*™: |u(x)| > M}
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e assim

/R (o <mny = Xt <ny) 1 (el )] dx‘ < /R o Xl <b\{ (o) <aay LS (], )| dxe
- X4 ()| <MW {Jug )| <pay | (], ) | dx
< Rsz{|u(x)\2M}|f(|x|7u)| dx

- X{ ()| <MW { g )| <pay | (], ) | dxe

o que, de (4.3.7) e de u; — u q.t.p. em R2m, garante (4.3.8). Portanto, dado € > 0, temos

‘/RM(|f(|X|,ui)| = |f (x|, w)]) d.x' <

para i suficientemente grande.
Provemos agora (4.3.2). Por densidade, dado € > 0 existe ¢ € C’(R>™) tal que ||@ —u|| < €.
Assim

/Rz Flxl,u)udx— | £(|x|,u udx' ‘/ Flxl,u) (u— o dx‘ ‘/ ) — @) dx
+H<PH/ £l i) = £ (x|, u)| dx.

De (4.3.4), tomando v = u — ¢, obtemos

[ )= ) o] < [ (9" 0) 4~ ) vt~ ]

< luil | (e — @) || + &l [ (u — )| < Ce.

De f(|x|,u) € LI(R*"), para todo g > 1, segue que

L F () =) dx] < £ (Ixl) ol — @ll2 < Cllu— @] < Ce.

Por fim, como f(|x|,u;) — f(|x|,u) em L' (R?"), (4.3.2) fica provada, o que conclui o lema. [J

Proposicdo 4.3.2. Suponha que f satisfaz (fy) — (f3). Entdo, J satisfaz a condi¢do de Palais-
Smale para todo ¢ € (—o0, 1By /o), isto €, dado (u;) C E, uma sequéncia satisfazendo

J(uj) = c e J'(uj) =0 com i— oo
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entdo esta sequéncia admite uma subsequéncia convergente em W'’ (R?™).

Demonstragdo. Seja (u;) uma sequéncia em W' 2(]Rzm) satisfazendo

1
(|V’"u,|2+u dx—/ F(|x|,u;) dx — ¢ (4.3.9)
2 R2m R2m
© 1
_/ (V" V™ + ) de— | (] ur)v dx| < 5|y (4.3.10)
2 R2m R2m

para todo v e W 2(R2’") onde 7; — 0 com i — oo. Do Lema 4.3.1, sabemos que (i;) é uma
sequéncia limitada em Wm 2(Rzm) e, portanto, a menos de subsequéncia

U —u em  W™MH(R>™)
ui —u em  LI(R®"), para ¢q>2,

ui(x) = u(x) qtp.em R

Mais ainda, de (4.3.1), (f;) e do Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue
Generalizado,
F(|x|,u;) = F(jxl,u)  em L'(R*™),

0 que, juntamente com (4.3.9) e (4.3.10), implica que

lim f(|x| )uidx:p(c+/IRZmF(|x|,u)dx). (4.3.11)

j—yoo

De (f3) e (4.3.11) concluimos que ¢ > 0. Agora, como u; — u temos que
/RZM (V™ uy) d = lim [ f(lal, ) dr = / Fxlwwde Yy e Co(R™).
Na verdade, usando (4.3.2) e (f), temos que
2= [, Fwudr=2 [ P(jxl.w ax,
e portanto J(u) > 0. Como F (|x|,u;) — F(|x|,u), apenas temos que mostrar que
J(u)=c.

Pela semi-continuidade inferior da norma sabemos que J(u) < c¢. Para provarmos a igualdade
separamos em trés casos.
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Caso 1. ¢ > 0 e u # 0. Suponha que J(u) < ¢. Ento,

lul? < 2 (c+/ (x|, dx) .

Definindo ;

i

Vi =—r,
Ul
© u
/2(c+ Jpon F (1], ) dx)”
temos que v; — v, |[vi|| = 1,v # 0 ¢ ||v||;, < 1. Entdo, segue do Proposi¢do 4.2.1 que
il? B
sup e dx < oo, paratodo Yy < - ——0>, (4.3.12)
i Jrom L= {v]]

qualquer que seja B < Py. Note que, como ¢ < % Bo/ o podemos tomar o > o e B < By tal
que ¢ < %ﬁ/a, e assim, de J(u) > 0, temos

Ll c+ Jpm F(|x|,u)dx\ = 1
qOCH l|| <ﬁ( c—J(u) ) _Bl— ||v||2’

para i suficientemente grande e para algum g > 1. Assim, de (4.1.2),

/ | (|X| )’ dx<C/ e‘lo‘Hqu |Vl‘2 ) dx,
R2m

que, por (4.3.12), € uniformemente limitado para algum g > 1. Disto, segue que

[ ) =) 0,
RZm
e entao, como

J () (ui—u) =0 e u—u,

temos
oai]| = [l

Porém, isto implica que J(u) = ¢ o que é uma contradi¢do. Portanto, temos a igualdade.
Caso 2. ¢>0eu=0. Como F(|x|,u;) — 0, segue de (4.3.9) que ||u;||> — c. Assim, de
c< %B/Oc, para algum o > o, € (4.1.2), obtemos

Lol =c [ (ermtnli? —1) ax,

R2m

onde oug||u;||*> < B para i suficientemente grande e para algum ¢ > 1. Entdo, [pon f(|x],u;)u; —
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0 e assim ||u;|| — 0, 0 que conclui este caso.
Caso 3. ¢ = 0. Assim,
0 <J(u) <liminfJ(u;) = 0.

Como, F(|x|,u;) — F(|x|,u) temos que ||u;|| — ||u|| e entdo u; — u em W™2(R?>"), o que
conclui este ultimo caso. []

4.4 Geometria do Funcional

Para garantir que o funcional J satisfaz a geometria do passo da montanha, fazemos uso dos
seguintes lemas cujas provas seguem argumentos andlogos usados na Sec¢do 2.3.

Lema 4.4.1. Suponha que f satisfaz (fy) — (f3). Entao,
J(tu) — —oo quando  t — +oo,
para todo u € W2 (R¥™)\ {0} N Cg (R>™).
Demonstragdo. Por (f}), existem M > 0 e C > 0 satisfazendo
F(|x|,s) > ceMsl —c, paratodo seR.

Assim, dado um u € WP (R¥™) N Cg(R*™) e K = supp u, existe ¢ > 0 tal que,

2
t
Fiflw>cuft = Jw < Sl —at [ | utde—CIK),
Rl‘ﬂ
para g >2et > 0. Portanto J(tu) — —co com t — o0 . O

Lema 4.4.2. Suponha que f satistaz (fy) — (f3). Entdo, existem §,p > 0 tais que
Jw>s  se ul=p.

onde u € Wm’z(Rzm).

rad

Demonstracdo. Usando (fy), (f4) e (4.1.2), podemos escolher A < Sé tal que
A |S|2
F(|x"s)§5‘s‘51+cea0 |S’q7
para todo (x,s) € R?” x R e para algum ¢ > 3. Agora, pela desigualdade de Holder e (3.1.2)

1/s
/ 6%”2|u|qu§C</ |u| 9 dx) ,
R2m R2m
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para
lu| <o  detalmodoque  aps'c? < Po.

Entdo, da hipdtese (f4) e da imersdo continua de Sobolev segue que

1 A 1 A ~
30 2 P = S bl ~Cllld” > 3 (1 )l =€l

Como A < Sé e g > 2 podemos escolher p > 0 tal que
J(u) = 8,
sempre que ||u|| = p, para algum & > 0. O
Agora, mostraremos que, para A > 0 em (fy) satisfazendo

(p-2)/2
)L><Ol;0pp2) S

com

(4.4.1)

URZ’" (’Vmu|2—|—u2) dx} 1/2
Sp = 1nf 7
ueW™? (R2m) [Jram |u|P dx]

rad

n277:

para algum 0 < B < By = , 0 nivel do passo da montanha do funcional J é limitado.

Lema 4.4.3. Suponha que f satistaz (fo) — (f4). Entdo

ey = inf sup J(y(1)) < (ﬁ/ao)
Yelieo,1)

ondeT = {yeC ([0, 1,w 2(Rzm)) . 7(0) =0 eJ(y(1) < 0)}.

rad

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que a constante S, dada em (4.4.1) € atingida em
W2(R2™). Seja (u;) C W™ (R¥™) tal que

rad rad
/ |l/t,'|p dx = 1,
RZm

||ul|| _>Sp7

(R?™), o que implica que existe u, € W' 2(R2™) tal que

Assim (u;) é limitado em W2 s

rad

ui—up,  em Wr'Zdz(Rzm)
up — up em LP(R>™)

wi—u, q.tp.em R
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Pela imersdo compacta de W:Zf(]Rzm) em LP (R?™)

/2 lupl? dx=Tim | [u]? dx=1.
Rlﬂ

[—>c0 R2m

Por outro lado,
i < timinf ] =,

Assim ||u,|| = S,. Logo da defini¢do de ¢y temos

2
)
CMSTIHSaé( (—2Sp—/l&2mF(|xlymp) dX)7

e, usando a hipétese (f4), concluimos

2 2p/(p—2) R
o, A p—25) 1B
< _ Qe _ 4P| — —_
CM—IPé‘é‘(zSP ! p) 2 270D 2
0 que conclui a prova do lema. ]

4.5 Prova do Teorema 4.1.1

Tendo em vista a Proposicdo 4.3.2 e os Lemas 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3, podemos aplicar o Teorema
do Passo da Montanha para obter um ponto critico para o funcional J e, assim, garantirmos a

N . - m72 2 . . -~
existéncia de uma solugdo uy € W, 7 (R”") a qual satisfaz a seguinte condigdo

J(upr) = cpr := inf sup J(y(1)),
Y€lie0,1)

onde'={yeC ([O, 1],W;Z;12(R2m)> : ¥(0) =0eJ(y(1) <0)}. Agora, assumindo que para
cada x € R?™
IACIRD)

o) = . ¢ crescente para ¢ > 0 qualquer que seja s € R\ {0}, 4.5.1)
s

. - . S . 2 (
mostraremos que 1y, € uma solucdo radial de energia minima. Dizemos que v € W;Z;l (R2m) é

uma solucdo radial de energia minima quando v é uma solugdo fraca da equacao (4.1.1) e

1

Jv) ==
=3 |

(V"2 +1?) du— /RQ F(lx|,v) dx = inf{J(u) : u € ),

onde
M ={uce W:Zf(Rzm) \ {0} : u é uma solugdo fraca de (4.1.1)}.
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CAPITULO 4 Equacdo eliptica

Assim, para provarmos que uy ¢ uma solugdo radial de energia minima é suficiente mostrar
que
ey <inf{J(u):ue . A}.

Dado u € ., tome h(t) = J(tu) parat > 0. Assim & é diferencidvel e

K (1) :J'(tu)u:t/ (V" +u?) dx—/Rme(|x|,tu)udx

R2m

e, como J'(u) =0,
/ (IV™ul? +u?) dx:/ F (x|, u)u dx,
RZm ]RZm

de onde segue que

u tu

= [, (Z002 koot o

para todo ¢t > 0. Logo, de (4.5.1) juntamente o fato de 4'(1) = 0, temos que /'(t) > 0 para
0<t<1eh(r)<0parat> 1. Portanto,

J(u) = maxJ(tu).

t>0

Agora, pelo Lema 4.4.1, podemos tomar 7y > 0 de modo que J(zou) < 0 e assim a aplica¢do
o : [0,1] — W™ (R2™) dado por a(r) = tfou pertence a T e

rad

ey < max J(a(t)) < maxJ(tu) =J(u).
t€[0,1] >0

Portanto,
ey <inf{J(u):ue . #},

o que finaliza a prova do teorema.
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CAPITULO 5

Uma Desigualdade Singular do Tipo Adams

5.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos uma desigualdade do tipo Adams para o caso singular em dominios
quaisquer. Mais precisamente, como no Capitulo 3, sejam Q C R” um dominio qualquer e
Wy"" (Q) o completamento de Cj; () com respeito a norma de Sobolev

m 1/p
el wnr = (Z IIV’uHZ) ,

j=0
em W"P(Q). Considerando mp = n, seja

]'1772 tj
D(t):=¢ — Z

TR
j=0 J!

onde j, :=min{j € N: j > p}. Em [30] N. Lam ¢ G. Lu apresentaram uma desigualdade do
tipo Adams singular para dominios limitados para o espaco

WP (Q) :={u € W™P(Q) : ulyq = Alul,, = 0 no sentido do trago, 1 < j < m/2},
que € o seguinte:

Teorema H. ([30, Teorema 1.2]) Sejam 0 < m < n inteiros, 0 < o < n, um niimero real e
um dominio suave e limitado de R". Entdo, para todo 0 < B < By nm = (1 — %) o, existe uma
constante Ce ., > 0 tal que

&(B|ul?
sup deng,n. (5.1.1)

o
) X
ueW”? () /€ [x]
[V™ul p<1

Usando a desigualdade (5.1.1), os autores provaram ainda uma desigualdade do tipo Adams
singular para dominios quaisquer e m sendo par.

Teorema 1. ([30, Teorema 1.3]) Sejam 0 < m < n inteiros, m = 2k, para algum k, 0 < o < n,
um niimero real e Q um dominio qualquer de R". Entéo, para todo 0 < B < By nm = (1 =) Bo,

67
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existe uma constante Ce , , > 0 tal que

P/
sup / M dx S Cmm‘
(@) &

o
ueW(;”’p |x|
l[(—A+Dkul|p<1

Além disse, o supremo € infinito se B > Be . m-
Provaram ainda uma versdo mais geral para o casoem que m =2 e n = 4.

Teorema J. ([30, Teorema 1.4]) Sejam 0 < o < 4 e Q um dominio qualquer de R*. Suponha
que T > 0 e ¢ > 0 sio constantes positivas. Entdo, paratodo0 < 8 < By = (1— %)327[2, existe
uma constante Cy ¢ ¢ > 0 tal que

eB”2 —1
sup / ————dx < Cy 16
eWz 2(9) Q
llAw|3+]|Val[3+0 ul <1

Além disso, o supremo acima tornar-se infinito se 3 > Bq,.

Inicialmente, usando ideias semelhantes as usadas para provar o Teorema G, provaremos
uma versao do Teorema J para m inteiro.

Teorema 5.1.1. Sejam m > 0 um niimero inteiro, 0 < o@ < 2m, um nimero real e Q um
dominio qualquer de R*™. Suponha ainda que T > 0 é uma constante positiva. Entdo, para
todo 0 < B < Bgm=(1-— 2m)'22)nf existe uma constante Co ;r > 0 tal que, se m =2k + 1,
para algum k € N,

P
Sup / ’X’ o dx Ca ,m, T
uew"(Q) Q
IV (~A+ar)kul3+1]|(—A+erkul3<1

Se m = 2k, para algum k € N,

Bt _q
e
sup / e ———dx < Cq -
uew™ (@) ¢

[(—=A+tDkul <1

Além disso, se B > Bo m 0s supremos acima tornam-se infinito.
Por fim, usaremos este Teorema para prova o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2. Sejam m > 0, um numero inteiro, 0 < @ < 2m, um numero real e  um

dominio qualquer de R*™. Entdo, para todo0 < B < By n = (1 — 2 )12

5 , €Xiste uma constante
m/ Wy,
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Cam > 0 tal que

3+ vmul3<1
Além disso, se B > g m 0 supremo acima torna-se infinito.

Note que, assim como no Teorema 3.1.2, ndo sabemos dizer nada sobre esta desigualdade
quando B = By m-

5.2 Prova do Teorema 5.1.1 para m par

Inicialmente, note que para provar a primeira parte do Teorema 5.1.1 basta provarmos o teorema
no caso em que Q = R*". De fato, dado u € W" ’Z(Q), para algum dominio Q C R?”, podemos
estender u , de forma natural, & uma funcio ii € W’"’Z(Rz’") tomando

i) = {u(x) se xeQ

0 caso contrdrio,

o que fornece

Pt _1 i _ 1
e e

G P s Y
A;\ﬂ“ TR |x|®

Portanto, para m = 2k para algum k € N, temos

Pt 1 put _ 1
sup / e—adx < sup / e—dx.
Q R2m

o
ueW(')"’z(Q) ] ucWm2(R2m) x|
l[(—At+Thkul, <1 [(—A+zDkul <1

Agora, dado u € W™?2(R?™), sabemos que existe uma sequéncia (1;) C C(R?™) tal que u; — u

em W2 (R?™), ||(—=A+ tI)*u;||» < 1 e supp(y;) C Bg, e ainda, pelo Lema de Fatou, temos que

Bu* _q Bui _ 1
‘/25———mgnmmf i
Rm

MR e ST

onde Bg, € a bola de raio R; e centro na origem. Assim, basta mostrar que existe Cg ¢ tal que

Bu; 1
e 1
L, 4o < Cam,

[
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para todo i. Para tanto, sendo f; = (I — A)*u;, tome v; € ny’z (Bg,) como a unica solugdo forte
de

(TI—A)kV,' = fl* em BR,'

vi =Alv; =0 em JBg, 0<j<k.

Assim,
(21 = A villa = [|(7] = A)*ui]2 < 1,

e, pela Proposicao 3.2.3,

Bu; _q Bu; _ 1 Bvi _1
/ e_dx:/ ¢ T S/ T
R2n  [x]* Br,  |x[* By, |x[*

Agora, tomando Ry > 0, consideramos

Bvi 1 Bvi _1 Bvi _ 1
/ = [ ks /  dx
BR,' |x| BRO |x| BR,'\BRO |x|

=Ih+1.

No que se segue, mostramos que € possivel escolher um Ry = Ry(t,m) fixo, de tal modo que I
e 1 seja uniformemente limitada por algum constante Ce . z-

Para estimarmos Iy, construiremos uma sequéncia w; € ij/’z(BRO) de tal forma que
|V™wi||a < 1, para um Ry grande, e assim usamos o Teorema H para limitarmos y. Para
podermos construir tais fungdes, considere

gi(|x]) := x*72 Vx € Bg,, (5.2.1)

paral=1,2,....,k—1. Note que g; € W, d(BRO)e além disso,

. J|x|%*-20+)  para j=1,2,....k—I,
Ng(lx) =< " . (5.2.2)
para j=k—I[+1,... k.

para todo x € Bg,, onde

J

= []In+2k—2(s+1)][2k —2(I+ s —1)],

s=1
para j =1,2,...,k—[. Defina, agora,

zi([x]) = wilx]) — Z aigi(|x) — ar.. (5.2.3)
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onde . -
A N go(R
a; = vilRo) kZ; 10548y (Ro) (5.2.4)
A*'g1(Ro)
paral=1,2,...;k—1e
k—1
ay; = vi(Ro) — Z as.i8s(Ro). (5.2.5)

s=1

Note que, por (5.2.2), V"v;(x) = A*y; = Afz; = V™z;(x) e ainda z; € ij/’z (BR,)- Deste modo,
para Ry > n, temos o seguinte lema:

Lema 5.2.1. Exitem constantes c¢,, e d(m,Ry), onde ¢, depende apenas de m e d(m,Ry)
depende apenas de m e Ry, de modo que

vi(lx)? < zi(lx)) <1+C Z IHA"_ Vz||w12+Rzm 1||v,||W12) +d(m,7,Ro),
=1 0

para todo x € Bg,.

Demonstracdo. Fazendo r = |x|, de (5.2.3), temos que
2
vi(r) :< +Zazlgz +akz>
2
+2 Zzl ayi&1(r) +2zi(r)a,; + (Z argi(r +ak,>
2
<z(r +ZZI alzgl ) +zi(r akl (Zalzgl +akz> +2(k—1)

<zi(r)*+ (1+4(k— Zzl *aj 81(Ro)” +4zi(r)*vi(Ro)* +d(m, 7, Ro),

onde usamos que —(a — 1)? < 0, qualquer que seja a € R, e o Lema Radial AII de H. Berestycki
e P-L. Lions em [8], desde que A*~!v;(|x|) € W) 2(RZ’") para / =1,...,k. Observando que

rad
Agi(Ry) = c’l‘_l, temos
1 2 c2
2 k—1 n k—1. 112
a17~§?(A Vi(R0)> < o IA il =
l (ci 1)2 (c] I)ZRS :

e assumindo, por inducdo, que

k=112
Rn_lHA ViHWI,z
0

<ch |Ak sleWlZv
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onde ¢; depende apenas de m, temos

1+12 [/, 2 d o 2
alz+1,i§% (Ak l lVi(R0)> +Y a, (Ak : 18s(R0)>
( Clt1 ) | s=1
U+12 | en ki : (1) k—
| A Vz||W12+ZCsZ A thHWlZ
(C;;{ 1) Rn 1 = A Rg 1—4(s—j)—4k+4(k—I—1+s)
(1+1)? [ & k—1—1 Log (e
S (k=12 Rn:”A Vz||wl +ZWHA SV’“WIZ
I+1 0 s=1 R,
[+1 1 .
<éin L g 14l

Portanto, podemos tomar c,, dependendo apenas de m de modo que

_; C 2
vi(r)* < zi(r (1~|—c Z 1||Ak Jvi||‘24,1_2+Rsz_1||v,-||W1,2>+d(m,r,R0),

j=1 0

Deste modo, definimos

1/2
k—1

1 k—
Wi(!xl)iZZi(IXI)<1+cmZ oTllA ]V1HW12+R2m lezHan> :

1R 0
Como V"v;(x) = V"zi(x) em Bg, e z; € ny’z (BR,) temos que
2
w; € Wj/’ (BRO),

e ainda

1/2
k—1
k—
[V"will2 = [IV"zi2 (Hcmz TllA ]vzHWu+R2m leszlz> :
j 1R0 0

Agora, note que, de

k
(tl — A Z ( )TJAk Iy,
J

j=1

como em (3.3.2), obtemos

_Ak.2_2k 2k szk—s.2<1
e =A) willz =} (" )2 IV vl < 1.

s=0
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Assim, tomando A = min { (2") cs=1,2,. 2k} temos

2k
V723 = [V"™vill3 < 1= A ) [V**vill3

s=1

k—1
= 1= Y A villju2 = Alvillj 12
s=1

Portanto,

k—1
||VmWiH% < (1 -1 Z ||Akisvi||a/l.2 _M|ViH12/V1,2>

s=1
1 © 1 k—j 12 Cm 2
X +CmZ 4j_1HA ViHWlA,z‘f’WHVi”WLZ )
=1 Ry 0
<1+ Z (

k— ¢ 2
) |A JVz||W12+ (R—zmm_l —l) [illiy1.25
0

de forma que podemos tomar Ry(t,m) suficientemente grande tal que

[IV"wi|l2 < 1.

Entao, pela defini¢ao de w; e pelo Lema 5.2.1, obtemos

Bv; _1 Bwi
er’ ePVi
Ip= / —dx < ePandmRo) / ——dx, (5.2.6)
Bry 1] Bry ||
e, aplicando o Teorema J, teremos a limitagdo de Iy.
. . 2/(n—1
Para estimar /;, pelo Lema Radial 3.2.1 , basta tomarmos Ry(t,m) > % que
W, n—
teremos
vi(lx]) <1 paratodo x € Bg, \ Bg,,

e assim

Bv; _ 1
I] :/ e—adx
Bg;\Br,, x|

1 B/v;

@ :
Br;\Bry j—1 J!

(5.2.7)

J P
MLy
R()] 1 J! JBr,\Bg, Ry

Portanto, é possivel tomar um R(7,m), que somente dependa de m e 7, suficientemente
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grande de forma que (5.2.6) e (5.2.7) sejam vélidas, o que conclui a prova do teorema para o
caso em que m € par.

Quando 8 > By . podemos mostrar que o supremo ¢ infinito tomando a mesma sequéncia
utilizada no final da Sec¢do 3.3.

5.3 Prova do Teorema 5.1.1 para m impar

Seja m impar, isto €, m = 2k + 1 para algum k € N. A prova deste caso € através de uma
constru¢do semelhante a do caso par. Inicialmente note que, como no caso par, € suficiente
mostrar para o caso em que Q = R,

Assim, dado u € W™2(R>™), seja uma sequéncia (u;) C C3(R*™) tal que u; — u em
Wm2(R2M), ||V(—A+tDFui||2 + || (=A+ T1)*ui|| < 1 e supp(u;) C Bg,. Como antes basta
mostrar que existe Cq ¢ tal que

Bui _q
e 1
L. dx < Camr.

x|

para todo i. Tome agora v; € W%{f’z(BRi) como a unica solugdo forte de

(‘L‘I—A)kv,- = fz* em BR,.
Vl':Ale':O em 8BRl., 0<j<k.

onde f; é dado por f; = (tI — A)*u;. Por regularidade, temos que v; € WZ;;Z(BRI.) e pela
desigualdade de Polya-Szego,

IV(=A+t0)*villa <[|V(=A+ D) uil|2
o que implica que
IV(=A+ D) villa + T (=A+ D) vill2 < [V(=A+ D) uill2 + | (=A+ D) il < 1.

Deste modo, pela Proposi¢do 3.2.3, temos que

T dx<

| B Bg, x| Bg, x|

/ Pt 1 Bt P 1
RZm
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Como antes, tomando Ry > 0, consideramos

Bvi _q Bvi _q Bvi _1
/ = S dx+/ dx
Bg, x| B, x| Bg,\Bg, x|

=Ilh+1.

Iremos agora garantir a existéncia de um Ry = Ry (7, m) fixo tal que Iy e I} seja uniformemente
limitada por alguma constante Cq , 7.

Como no caso anterior, construamos uma sequéncia w; € ij/’z (Br,) tal que ||[V"ul]> <1,
para um R( grande. Sendo g; como em (5.2.1), defina

zilel) = villx]) = Zazlgz x[) — ki,

onde a;; dado por (5.2.4), para [ = 1,2,...,k— 1, e a;; dado por (5.2.5), lembrando que
m = 2k + 1. Note que V"v;(x) = VAR, = VA*z; = Vz;(x) z; € WTVZ (Br,) €, pelo Lema 5.2.1,

vi([x])* < zi(x])? (1 +kail 4i_1 A vil 512 +%||v,-||%,1,2> +d(m,Ro),
=R Ry
Deste modo, definimos w; por
_ 1/2
wi(lx]) == zi([x]) <1+C Z 1\!A"jVi\!$V1.z+Rgm 1Hv1HW12> :

Como V"v;(x) = V"zi(x) em Bg, e z; € ij/’z (Br,) temos que
wi € W' (Bg,),

e ainda

1/2

k—1

1 k—j, 112 ¢ 2

IV will2 = [[V"zil|2 <1+0m2 7lA ]Vi|VW12+Rszl\|Vi!|W1,z> :
j=1Rg 0

Analogamente a (3.3.3) temos que

m
IV(=A+ Db v|3 + 2| (~A+ vl =Y (””) T’"J/2 Vv de < 1.
j=o \J R
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e assim, tomando A = min{('?) I j=0, 1,...,m} temos
m—1 )
IV7zill5 = [V"™ill3 < 1=2 Y [[V/vill3
j=0

k—1
=1 —l“Ak"iHaﬂ.z —A Z ||AsViH%vl,2 —M\Vinzzyl,z-

s=1

Portanto,

k—1
IVl < (1 — A Y 1A% 512 — A “ViH%v“)
s=1

=11

C
<1+ Z ( —l) HAk vl||W12+ (RZTml_l) HVI'H%W,Z?
0

de modo que podemos tomar Ry(7,m) suficientemente grande tal que

k—1
1 k—j. 112 - 2
X 1+sz 4}.71HA ]viHWI-,2+ zmn1,1HVi’|W1-,2 )
R R}

|IV™wi|| < 1.

Entdo, pela defini¢do de w; e pelo Lema 5.2.1, obtemos que

Bv? _ 1 Bw?
I = / e dx < ePand(mR0) / L dx, (5.3.1)
Bp

o X Bry [X[*

e, aplicando o Teorema J, temos a limitacao de .
22/(n—1)

Para estimar /;, pelo Lema Radial 3.2.1 , basta tomarmos Ry(t,m) > T 2o ue
[0 n-
teremos
vi(Jx]) < 1 paratodo x € Bg, \ Bg,,
e assim

Bvi _q
L,
Bg;\Bkg, x|

1 > ijl-zj

< Sa ;
Ry JBg,\Bg, j=1 J!

j P
o Z ﬁ / de < pa-
RO ,] 1.] BRi\BRO R

(5.3.2)

Portanto, é possivel tomar um R(7,m), que somente dependa de m e 7, suficientemente
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grande de forma que (5.3.1) e (5.3.2) sejam vdlidas, o que conclui a prova do teorema para o
caso em que m € impar.

Quando 8 > By », podemos mostrar que o supremo € infinito, tomando novamente a mesma
sequéncia utilizada no final da Sec¢do 3.3.

5.4 Prova do Teorema 5.1.2

Provaremos o Teorema 5.1.2 usando o Teorema 5.1.1. Primeiramente, denotemos por

p|V(=A+zDkul3 + T | (—A+ D u|3, para m=2k+1;
[ (5.4.1)
p|| (—A+ tI)*ul|3, para m = 2k,

parau € W’"’Z(Rzm), u > 0e 7 >0. Temos, assim, o seguinte resultado:

Proposicao 5.4.1. Sejam m, um nimero inteiro, e 0 < @ < 2m, um nimero real. Sejam ainda
i > 0 e T > 0 constantes positivas. Entdo, existe uma constante Cy, ¢ o > 0, que depende apenas
de u, T e a, tal que
e:uﬁa,muz _ 1
sup / —dx S Cu,r,oc»
RZm

ueWwm2(R2m) x|

Il ¢ o<1

n N
onde ﬁoum =(1- %)rg:l )

Demonstragdo. A proposi¢io é uma aplicagio direta do Teorema 5.1.2. Dado u € W™?(R?™)
tal que ||u|? ., < 1, definimos i = p'/2

2
‘U.,T72 -
e”ﬁa,muz — 1 eﬁa,mﬁz _ 1
i / —
\/]RZm |x|a R2m ’X’a

e ||i||3 ,, < 1. Entdo, aplicando o Teorema 5.1.2 o resultado segue. O

u € assim

Dado 0 < B < By, tome 0 < p < 1 tal que B < ufp. Assim, usando que

IVul3="Y ID%l3, para 0<j<m,

af=j
juntamento com o Lema 5.4.1 e Lema 3.3.2, temos que

IV7ul3 < K(|lul3+(V"ul3) para 1<j<m—1L
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CAPITULO 5 Uma Desigualdade Singular do Tipo Adams

Entdo, tomando 7 > 0 suficientemente pequeno de modo que

m—1 m )
T"+K Y ( )ur’”_’-l—ug 1,
=LY
obtemos
Jullpe < [ull3+V"ul3,  Yue W™ R™),
e, portanto,

Blul _ ubolul? _
e e
sup / —adx§ sup / —adx<00.
wewyr2 o) R P wewmo(g2m) SR [x]

<1
Julg+Ivma3<1 Jele=

Por fim, quando B > By, podemos mostrar que o supremo ¢ infinito tomando novamente
a mesma sequéncia utilizada no final da Secao 3.3.
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CAPITULO 6

Uma Classe de Problemas Criticos e Singulares
Envolvendo o Operador Poliharmonico

6.1 Introducao

Neste capitulo, como aplicagdo do Teorema 5.1.2, estudaremos a existéncia de solucao para o
seguinte problema:

(—=A)"u(x) +u(x) = fu)

R

*
onde h € (W;ZL}Z(RZM)) ¢ uma pequena pertubagdo da equacgdo e 0 < a < 2m. Faremos o

estudo para f possuindo crescimento critico, isto é, existe 0 > 0 tal que

lim f(s)e * =
|s| =00

2 0, paratodo o > oy,
oo, paratodo « < 0y,

Para o estudo da equacdo (6.1.1), assumiremos que f satisfaz as seguintes condicoes:
(fo.o) f:R— R écontinuae f(0) =0.

(f1 ) Existem R > 0e M > 0 de modo que, V|| > R
t
0<F(t)= [ f(v)de < MIf(r)].
0

(f2.) Existe 6 > 2 tal que
0<OF(t) < f(t)t
paratodot € R\ {0}.

(f3.) Existe g > 3 tal que

2F (t
limsup (t) <S§,
t—0+ 1
onde ufe
2 _ . 2 2. 2 (T2 u _
$2 = inf{[|ul3+ | V"ul: u € WH(R m),/RZm =l 61
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CAPITULO 6 Problemas Criticos e Singulares Envolvendo o Operador Poliharmonico

(f4) Existe p > 2 tal que
fls) = AlsP~,

qualquer que seja s € R\ {0}, para algum A > O suficientemente grande.

Note que, como f possui crescimento critico, dado @ > o existe C = C(ct) > 0 tal que
f(O)]| <Ce™ —1), VieR. (6.1.3)

Nossa abordagem do problema serd variacional. Estudaremos a existéncia de pontos
criticos para o seguinte funcional
1 2 2 F(u)
J(u) = _(||vmuy|2+||uy|2)—/ “Wax— [ hudx. (6.1.4)
2 R2m |_x| R2m
Garantiremos a existéncia de duas solugdes radiais distintas para a equagdo (6.1.1), uma solucao
usando o principio variacional de Ekeland e a outra usando o Teorema do Passo da Montanha.
Como no Capitulo 4, devido a perda de compacidade, estudaremos o funcional J sobre o espaco

m72 2m 3 1
W7 (R“™) equipado com a seguinte norma

1/2
. m, |2 2
= | [, (9" +2) a

o 2 o o o
Lembramos apenas que os pontos criticos de J sobre W;Z;l (R?™) também sdo pontos criticos
sobre W2(IR?™) devido ao principio da criticalidade simétrica. Assim provaremos o seguinte
resultado

Teorema 6.1.1. Suponha que f tem crescimento critico € (fye), (fi ), (f2.00), (f3.00) sd0
satisfeitas. Entdo, existe 0 > 0 tal que se 0 < ||| ;-1 < 8 a equagdo (6.1.1) possui duas solugcoes
ndo triviais u,v € Wr'Zf(Rzm) distintas.

Estudos de problemas elipticos e singulares envolvendo crescimento critico também tem
sido alvo de intensivo estudo. Adimurthi e K. Sandeep [5] mostraram uma desigualdade
de tipo Trudinger-Moser com peso e como aplicacdo estudaram a existéncia de solucdes
para um problema eliptico e singular com ndo linearidade possuindo crescimento critico
dado por esta desigualdade. Motivados neste trabalhos, J. M. do 0, e M. de Souza [20]
e M. de Souza [15, 16] estudaram problemas elipticos e singulares com ndo linearidades
possuindo crescimento critico, como visto na Introducdo. Recentemente, fomos informados
que, isoladamente, os autores L. Zhao e Y. Chang [50] estudaram a multiplicidade de solucdes
para o seguinte problema eliptico e singular:

S (x,u)

o + €h(x), em R>"
x

m—1
(=A)"u+(-1) ZO V7 (ay(x)VTu) =
’)/:

80
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para 0 < B < 2m, ay(x) satisfazendo ay(x) > ay > 0 para ay constantes positiva, y =
1,2,...,m—1 e f possuindo crescimento critico exponencial. Salientamos que esta equagdo
nao contempla a equacdo (6.1.1).

6.2 Geometria do Funcional

Apresentamos, nos préoximos dois lemas, resultados que fornecem informagdes sobre a
geometria do funcional J.

Lema 6.2.1. Suponha que f possui crescimento critico e (fo..), (f1.) S0 satisfeitas. Entao,
J(u) — —oo com t — oo,

para todo u € W7 (R¥™)\ {0} N C (R>™).

Demonstracdo. A demonstracao deste lema segue de modo andlogo ao Lema 4.4.1. ]

Lema 6.2.2. Suponha que f tem crescimento critico e (fy.) — (f3.) sdo satisfeitas. Entao,
existe 6 > 0 de modo que para cada h € <W:ZC’12(R2’”)> \ {0}, com ||h]|yy-m2 < 8, podemos
tomar 0 < p < (Bo(1 —a/2m)/oc())1/2 tal que

J(u) >0 sempre que |lul| = p- (6.2.1)
Além disso, existem ) > 0 e C > 0 tais que

—C6 < inf J(1) < 0. (6.2.2)

2 .
ueW,y (R2m): [lull<n

Demonstragdo. Usando (fp ), (f3.) € (6.1.3), podemos escolher A < Sg tal que

F(s) < %|s|"+C1(eO"S'2 —1)|s)4, (6.2.3)

para algum g > 3 e C; > 0, qualquer que seja s € R. Note agora que, dado M > 0 tal que
oM /B +a/2m < 1 para algum 0 < B < By, existe C, > 0 tal que

2

e — 1
/Rm u? dx < Collull?, (6.2.4)

x|
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paratodou € W 2(]Rz’") com |[u||*> < M. De fato, pela desigualdades de Holder, segue que

2

r 1/r
eau (eomz — 1) , 1/"/

Lo St [ Star| ([l
R2m |x‘a R2m |x|ra R2m

§au2_1 l/r

e

S(/ —adx> ||u”;]’q'
RZm ‘xl

para & > r > 1, onde na dltima desigualdade utilizamos que (¢' — 1) < €5" — 1. Assim, usando
que W 2(Rz'”) < L4(R¥™) ¢ 0 Teorema 5.1.2

2 2 1/r
eO{M e&au — 1
/ - |u|q dx < / ———dx ||u||(r],
r2m x| R2m x| q

Mé(xi 1/r
e

lul> — 1 ~
LS x| Gl <
R2m |x|m

para r > 1 suficientemente pequeno, o que fornece (6.2.4). Assim, de (6.2.3) e (6.2.4), temos

ORI / |x|adx Cfual| = [ e[,

1 A _
J(u) = |ull (5 (1 —§> lul| —C3]lul|]*~" — IIhllw—ma) ~ (6.2.5)
q

Deste modo, de A < 57 e ¢>2, podemos tomar p < min {M 5 —ﬁO(l_O;/zm)

1 A
(1= _ q-1
5 (1 )Ll) G3p > 0.

Portanto existe § > 0 tal que, para ||A||yy-m2 < 8,

e, de (6.1.2),

} de modo que, para

ual =

J(u) >0 sempre que |ul|| =

Agora, pelo Teorema da representacao de Riesz para o espago Wm’ (R?™) temos que, para
cada h € <Wm 2(R2m)> \ {0} existe v, € W 2(]Rzm) \ {0} tal que

rad rad

/ V™, Vg dx+/ vh¢>dx:/ ho dx,
R2m R2m R2m
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m,2

para todo ¢ € W"*(R?™). Assim, v, satisfaz
/ hvy dx = ||vi|* > 0.
R2m
Entdo, considerando a hipétese (f3 ), existe & > 0 tal que

—J(tvy) =t — dx—1t hv, dx <0
e =l [ S [ v dx <0,

para todo 0 < ¢ < £. Disto e desde que J(0) = 0, obtemos
J(tvy) <0, (6.2.6)
para todo 0 < ¢ < £. Portanto, tomando n = min{£3d,p, 1}, de (6.2.6) e (6.2.5), temos que

—C8< -G '—=8<  inf  J(u) <O,
MEW;Z;%(RZHT);
0<|ful|<n

para algum C > 0. [

6.3 Propriedades das Sequéncias de Palais-Smale

Primeiramente, observamos a seguinte propriedade, cuja prova segue de forma andloga ao
Lema 4.3.1.

Lema 6.3.1. Seja (u;) C W:ZQZ(RZ’”) uma sequéncia de Palais-Smale de J. Entao, (u;) € uma
sequéncia limitada em Wr’ZZiz (R?™). Mais ainda, considerando que u; — u em W:Zc’f(Rzm), a
menos de subsequéncia, temos que

flui) . fw) L' (R2™) (6.3.1)
@ X
e
g [ e fu (6.3.2)
i—>o0 JIR2m |_x|a R2m |X|a

Note que, dos Lemas 6.2.2 e 6.2.1, temos que o funcional satisfaz a geometria do passo da
montanha cujo nivel denotaremos por

cy = inf sup J(y(7)),
Yeltelo 1]
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onde
r={yec([0.1],Wf (®*™) : 7(0) =0eJ(¥(1) <0)}.
Mais ainda, sendo 17 > 0 como no Lema 6.2.2, denotamos por
CE = inf  J(u).

Eva Z(Rzm);
0<Hu\|<n

Vejamos assim o seguinte resultado de compacidade para as sequéncias de Palais-Smale de J:

Lema 6.3.2. Seja (u;) CW." 2(]Rzm) uma sequéncia de Palais-Smale de J tal que

rad
. 1—a/2m
liminf ||| < M.
[—oo (04}
Entéo, (u;) possui um subsequéncia fortemente convergente em W, 2(]Rzm)

Demonstragdo. Primeiramente, observe que, do Lema 6.3.1, podemos considerar que u; — u
em W 2(Rz’") que por compacidade, implica que u; — u em L(R>™), para g > 2, e ainda

rad
fl [ fwu
R2m |X | a R2m ’x ’ a

Tomando agora w; = u; — u, sabemos que w; — 0 em W' (Rzm) e, por Brezis-Lieb,

rad

Lim [Jag]|* = ]| + Lim [|wg .
1—ro0 [—yo0

Mais ainda, por compacidade, w; — 0 em LY(R>™), para ¢ > 2. Assim, considerando que

Jwi)=em e W (w)llw-nz =0,
temos que
J' (w)u = limJ' (uj)u=0
1—o0

e

tim 7' () = lim ( >~ flu g [ SWW G g

[—>o0 R2m |x|a R2m |x|a R2m

= ||u||> - f) / hu dx + llm lwi|* - fluiws dx
R2m |_x|a R2m |x|a

=J'(u)u+ lim (||wl~||2_ f(ui)w idx> =0.

R2m |_x | a
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Deste modo,

lim ||WiH2 = lim f—(ui)wi dx.
1—r 0

i—oo JR2m |x|a

Portanto, basta mostrar que

fim [ L g

i—oo JR2m |x|a

=0, (6.3.3)

2 . . . .
para provar que u; — u em Wr’Z& (R?™). Para verificarmos isso, observemos primeiro que, de

£000), (f3.00) € (6.1.3), podemos escolher A < S2 e C; = C;(a) tal que
) ) p q q

£l < S+ €1 e 1),

para o > ¢ e algum g > 3. Assim, temos que

2
[ g g [ Dbl
Rﬂl Rm

] | R x]

1/p / 1/17/
|(g=1)p |P
([ et )T b,
R2m |_x ‘ a R2m ’X | a
()u,tl2 1\ 1/r ar 1
+C / =1 g / il g
R2m ’x’a R2m ’x’a
/p !
Jui] =P (¢-1)p
< L .
_(& e S bl ) s

AL E " [wil” N
wal [ dx ( ’ m+wwﬁ

e By |x|

para & > r > 1, onde na iltima desigualdade utilizamos que (¢! —1)" < e —1,e 1 < p < 2.
Assim, usando a desigualdade de Holder e observando que liminf; . ||u;||> < B(1 —a/2m)/ o
para algum 8 < By, podemos encontrar uma constante C > 0 tal que

|f (i) wil -1 “np\ /P / AP

Joo e (Cllualg 3 1) (bl b))

/

1/r
+aic ' (Cliwill+willy)

para r > 1 e o0 > o suficientemente pequenos e i grande. Por fim, observando que (¢ —1)p, p’
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e r’ podem ser tomados estritamente maiores do que 2,

lim |f (i) wil dr—0
i—oo JR2m |x|a
pois u; — u e w; — 0 em LI(R>™), para g > 2. Isto prova a proposigio. [

Agora mostraremos que, para uma pertubacgdo 4 suficientemente pequena, a equagado (6.1.1)
possui pelo ao menos duas solugdes distintas. Primeiramente, vejamos que, para A > 0 em

oo(p—2) (p—2)/2 )
he (Bp(l—a/Zm)> o

(f4.0) satisfazendo

e
" 2 dx—l— " AV 2 dx 1/2
Spe=inf U 4+ fan| f;lz )" (6.3.4)
u m, 2m p
Evad (R ) (fRZm % dx>

- N ~ L .
para algum 0 < B < By = ”az)—”l, podemos estabelecer uma relag@o entre os niveis ¢y € k.
-

Lema 6.3.3. Existe 6 > 0 tal que, para h € (W;Z&Z(Rzm» \ {0} com ||A||y-m2 < O, 0s niveis
cy e cg satistazem a desigualdade

l—a/2
ooy B=a/2m)
200

Demonstrag¢do. Primeiramente, observe que S,, dado como em (6.3.4), € atingido. Para

. . m2 (m2m A - C e .
verificarmos isso, tome (u;) C W, '’ (R") uma sequéncia minimizante para S, tal que

para todo i, isto é,
hlll ||l/l,|| = Sp.
[—o0

Distg segue que (#;) é uma sequéncia limitada em Wr'Zj(Rzm) e, portanto, existe u, €
W~ (R?™) tal que

rad

ui —up,  em W:Z;lz(Rzm)
wi—u, em  LI(R®) para ¢>2,

wi—u, qtp.em R

Assim,

| P p
lim |”’|dx:/ pl” g1

i—oo JR2m |x|a R2m |x|a
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e, pela semi-continuidade inferior da norma,

Jupll < Timinf o] = inf ]| =S,
11— MGW;ZL,I (RZm)
flul=1

Portanto ||u,|| = S,. Vejamos agora que

1 ) F(tu,) B(1—a/2m)
—||t — ————=dx —_. 6.3.5
max (3l [, e a) < B (63.5)
De fato, por (f3 ),
1 2 F(tup) r? 2 ph Jupl” o ph
—||tu, || — dx < — —1P= = 52—’
L I el T ey B e

Assim,

1 F(t 12 A
max —||tup|]2—/ (1) dx | <max | =82 —rP=
t>0 2 R2m |x|a >0 2 14 p

(p-2) 8" B(1—a/2m)
2 20D S 20y

Deste modo, de (6.3.5) e do Lema 6.2.1, temos que

B(1—a/2m)

1 5 F(tup)
< < 5 - el
cy < 1}12354J(tup) < r;lzaéi (2 [[7up|l / 20

[ e ) el <
para ||h||y-n2 suficientemente pequena e mais, de (6.2.2), podemos tomar ||y -—m2
suficientemente pequena de modo que

1—a/2
209

6.4 Multiplicidade de Solucao

Nesta se¢io, provaremos o Teorema 6.1.1. Suponha que & € (Wr'Zf(RZ”’D \ {0} seja de tal
forma que ||A|y-m2 < 8, onde & é tomado pequeno de forma que os Lemas 6.2.1 ¢ 6.3.3
sejam satisfeitos. Assim, em vista dos Lemas 6.2.2 ¢ 6.2.1, podemos usar o Teorema do Passo

da Montanha, sem que o funcional J satisfaca a condi¢do de Palais-Smale, para obter uma
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sequéncia (u;) C Wm’z(Q) de Palais-Smale de J, isto é,

rad

Jw)—em e | w)lly-m2—0. (6.4.1)

Assim, do Lema 6.3.1, temos que (i;) é limitado e mais, a menos de subsequéncia,

f(ui) dx s f(unm)

b e Jan e

u — upm (& R

para algum uy; € WrIZQJZ (Q). Portanto,

f(unm)

R x|

/Rm (V"up V" @ +up @) dx— qodx—/RthrpdeO, Vo € 5 (R*"),

ou seja, uy € uma solugdo fraca para o problema (6.1.1).

_ 1/2
Agora sejap € (0, (ﬁ(l — a/2m)/050> ) dado no Lema 6.2.2. Assim, como

—_ 72 my .
By = {u e WIAE™) : ] < p},

¢ um espago métrico completo com a métrica dada pela norma || - ||, J é C !, semi-continuo
inferiormente e inferiormente limitado em Fp, pelo Principio Variacional de Ekeland, dado
uma sequéncia v; € B, tal que

J(vi) — inf J(u) < 1/i,

u€Bp

existe z; € B, tal que
J(Zi) S J(vi)7

1 —
J(@) = Jw) < -llzi—wll, Yw#z em B,
o que implica que

1 _
J(zi)— inf Ju) e |[J(z)w| <=|w|, VweB,.
uGBp 1

_ 1/2
Logo, existe (z;) C WF'Z;ZZ(RZ’”) tal que ||zi]| < p < ([3(1 —a/2m)/050> :

J(zi) > cg=inf J(u) <0 e 1 (z) || w-m2 — O.
Z€Bp

Assim, pelo Lema 6.3.2, (z;) possui uma subsequéncia a qual converge fortemente para algum
ug em W;Z[’]IZ(RZ”’) e mais ainda J'(ug) =0 e J(ug) = cg < 0.
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Portanto, encontramos duas solugdes, uys € ug, para a equagao (6.1.1). Para garantirmos que
estas solucdes sao distintas, faremos uso do seguinte resultado de concentracao-compacidade.

Proposicio 6.4.1. Seja (u;) C W™2(R?") tal que u; — u em W™?(R>™), para algum u €

W™2(R?™) com u # 0. Entdo, dado 0 < B < By = ”az):fln, temos que

emi —1
sup /RM dx < oo, (6.4.2)
1

para todo 0 <y < B(1—a/2m)/(1— |lul?).

Demonstragdo. A prova para esta proposi¢do segue de modo andlogo a Proposicdo 4.2.1.
Usando a estrutura de Hilbert de L?(R?") temos

B(1—a/2m)

loti = 2al]3 + V"0 = V"ul|5 = 1~ Jul|3 — [[V"ul|3 < -

Portanto, para i suficientemente grande

v
B(1—a/2m)

(Ilet; — w3 + | V"; — V"ul|3) < 1.

Assim temos que

eBri; _ B Y(1+8) (ui—u)*+B y(14+1/8)u* _ 4
/RZm - /]RZm

e e

1 e BY(1+8) (wi—u)* _ | 1 e BY(1+1/8)w* _
/I%Zm |_x|a 7/]RZm
B(1—a/2m)(u;—u)?

B P PBy(1+1/8)u® _
< .- S [ La,
r JR2m |X‘a r R2m ’x’a

para i suficientemente grande e § > 0, r > 1 suficientemente pequenos, onde ' = r/(r—1).
Portanto, pelo Teorema 5.1.2, o resultado seque. L]

T e[

Suponhamos, agora, por contradi¢do, que uy; seja igual a ug. Dai segue que

U — uUg em W:Z;iz (Rzm).

Mostraremos que u; possui uma subsequéncia que converge fortemente para ug € assim, como

/ F<ui)dx%/ F(ug) ar,
r2m |x]4 r2m |x[4

teremos que cg = J(ug) = lim;_0J (4;) = cpr > 0, 0 que é uma contradi¢do ao fato de cg < 0.
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Considerando uma subsequéncia de (u;), a qual, por simplicidade, denotaremos também
por (u;), de tal forma que
lim [u;]| = Tim inf {la ]| < {|ug]],
1—r0 [—>00

pela semi-continuidade inferior fraca da norma. Suponha que
lim [|a]| < [ug]]-
i—oo

Tomemos agora
u; Ug
W = —— € W= ———.
[Jui | 1imi oo [[ui]

Observe que w; — we 0 < ||w|| < 1. Do Lema 6.3.3, existe € > 0 tal que

B(l—a/Zm)
= 2ew —I(up))

para o > oy suficientemente préximo de ¢ e g > 1 suficientemente préximo de 1. Por (6.4.1),

-1lmuu,u2—c +/

—E.

dx + hug dx,
|x|a R2m

o que implica que _

B(1—a/2m)

2
ollu;||” <
4001 < iy Tl — )

_8,

€ assim 1

(1={wl*)’

para i suficientemente grande. Agora, observamos que, de

qgot||ui]|® < B(1 —a/2m) (6.4.3)

J (u;) (uj —u) — 0, u — u,

e de (6.3.2), € suficiente mostrar que

lim
i—oo JR2m ’x’a

para provarmos que ||u;|| — |lug||. Para tanto, por u; — ug em LI(R>*") para g > 2, basta
mostrar que f(u;)/|x|* é uniformemente limitado em L?(R?™) para algum p > 1. Assim, de
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(6.1.3), temos que

[ g o

o T
2 2102
(eocr\u,-| i 1) (ea"HMi” lwil* _ 1)
-7 <
<C o lx|ap dx < C/Rzm |x|ap ’

que, por (6.4.3) juntamente com a desigualdade (6.4.2), € uniformemente limitado para r > p >
1 e ¢ > o suficientemente proximo de 0.
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Neste apéndice, veremos como podemos utilizar a desigualdade do tipo Adams para garantir
que funcionais envolvendo crescimento critico exponencial sio de classe C!. Também
apresentaremos alguns resultados diversos.

Primeiro note que, usando a derivada de Gateaux, nds apenas temos que mostrar que: dado
w; — w em W2 (R>™)

J(w)(v) = J' (w)(v), qualquer queseja ve W™ (R>").

De fato,

7 (wi) (v) = ' (w) (v)| <

/2 (V'w; — V™w vadx'
Rm

o (w; — w)vdx‘

+ \ JRGERD —f<|x|,w>>vdx‘

1/2
< <|rwl~—w||2+ ( /Rzm<f<|x|,wi>—f<|x|,w>>2dx) ) Il

Como a primeira parte converge para 0, nds apenas temos que mostrar que
(Sram (f (x|, wi) = f(|x], w))?dx) 12 _, 0. Usando a estimativa (4.1.2) temos

( Wi 1>2+C(e°‘W2—1>2
(oot )

<C
C
C(€6a -|—6OCW 1)+C(E3OCW2_1>
C
2

(elza >+C ( 12aw2_1>

(f(’x|7wi) _f(’x’7 ))

INIA

IN

Assim, como f(|x|,w;) — f(|x|,w) — 0 q.tp. em R?", pelo Teorema da Convergéncia

Dominada Generalizado, € suficiente provar que <elza(wi —w)? 1) converge em L! (R?™). De
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fato,

1200(wi—w)? _ 1) dx < / 120(wi—w)? 1) dx+ 1200(wi—w)? _ 1) dx
/Rz"’ <e ) - {{wi—w|<1/2} (8 ) {|wi—w|>1/2} <€ )
< elza/ (s — w)? dx
{Iwi—w[<1/2}

gl 2 172

R2m

wi—w 2 1/2
<e36(l|wiw|2(lwiwl> — 1> dX>

Dado € > 0, como w; — w em W2 (]Rzm) e da desigualdade do tipo Adams (3.1.2), temos

/2 (eu“(WfW)z . 1) dx < e"2%(|w; — w2 + | {|wi —w| > 1/2}]2C < ¢
Rm

para i suficientemente grande. Portanto (elza(wi*w)z — 1) converge para 0 em L! (R*"), o que
completa a prova.

Enunciamos agora o Lema de convergéncia citado em partes do trabalho [13, Lema 2.1]
Lema. Seja (u,) uma sequéncia de fun¢do em L' (Q) convergindo para u em L'(Q). Suponha
que f(x,u,(x)), f(x,u(x)) € L'(Q). Se

L)l dr < i,
entdo f(x,u,) converge in L'(Q) para f(x,u).
Por fim, provaremos a seguinte desigualdade elementar
(a+b)1<(14+06)1a?+(1+1/6)1b1,
quaisquer que sejam os numeros reais a,b > 0 e g > 1. Dividiremos a prova da desigualdade

em trés casos. Para o caso ¢ = 1 é imediato.
Suponha entdo que g = 2. Assim pela desigualdade de Yang temos

1
(a+b)* =d>+2ab+b* < a2+6a2+3b2+b2 <(1+8)%a*+(1+1/8)*p°.
Suponhamos agora que 1 < g < 2, deste modo

(a+b)7 = ((a+b)2)"”

< ((1+6>2612+(1+1/6)2b2)q/2
<(1+68)%a%+(1+1/8)1p1,
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pois g/2 < 1.
Finalmente, suponha que g > 2, assim temos que existe n € Ntalqueg=2"ronde 1 <r <2
de modo que, pelos dois casos anteriores,

(a+b)7= <(a—i—b)2n)r
< ((1+87@+(1+1/8%)
<(1+498)%a%4(1+1/0)%p4,

o que finaliza a prova da desigualdade.
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Consideracoes Finais

Nestas consideragdes finais, apresentaremos os possiveis desdobramentos para os resultados
apresentados neste trabalho, assim como as dificuldades que sdo enfrentadas para se estudar
estes problemas, os quais sdo objetos de estudo em nossa pesquisa.

Primeiramente, na linha do resultado apresentado por Adimurthi e O. Druet [4, Theorem
1], o Teorema de concentragdo-compacidade para o funcional de Adams, Teorema 1.1.1, induz
uma possivel melhora para a constante 3y de Adams (1.1.3), que seria,

"/’" m/(n—m)|, |n/(n—m)

uEW (Q)7
vl n/m<1

para alguma constante G, ,.2,(Q) >0 e

||vmuuzjz

0< A< Apu(Q):i=  inf ——
m m( )\{0} Hl/lHn/m

Mais ainda, este resultado de concentragdo-compacidade pode ser usado para estudar a
existéncia de extremal para a desigualdade (AD). Para verificarmos isso, basta tomarmos
uma sequéncia maximizante para a desigualdade (AD), a qual denotamos por (u;). Como

esta sequéncia é limitada, podemos considerar que u; — u em W (Q) Supondo que u # 0,

temos
n/m 1
I

n/m

n/m
n/m

Ut alul],, < v < T4+ [[V7u|

e, pelo item (iii) do Teorema 1.1.1,

i [ Pty g/ =)

/ BO ]_}_aHu”:Z:Z)m/ n—m |u|n/(nfm)dx
i—o JO

uEWO
19"l <1

_ / eﬁo(l+(X||uHZ§Z)’”/("—m)‘M‘n/(n—m)dx

A grande dificuldade se encontra em garantirmos que este limite fraco seja diferente de O.
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Em [48], Y. Yang usando o principio de concentracdo-compacidade de P.-L. Lions provou a
validade a desigualdade (AD), no caso m = 1, garantindo também a existéncia de extremal,
onde a dificuldade de garantir que o limite fraco era diferente de 0 foi superada com o uso
de uma técnica conhecida como Andlise de Blow-up. Esta técnica também foi usada por
Adimurthi e O. Druet [4] para provar a validade da desigualdade (AD) para o casom =1 ¢
n=>2.

Para o caso de dominio ilimitado, buscamos, com o uso do Teorema 3.1.2 juntamente com
a técnica de Andlise de Blow-up, estudar a validade da desigualdade

sup / (eﬁ0|“|2 . 1) dx < oo, D)
uew2(Q) 7%
a3+ 93 <1

estendendo assim a desigualdade apresentada no Teorema 3.1.2 para o expoente critico, isto
€, B = Bo. Uma peca chave para este estudo, devido a ndo limitagdo do dominio, é garantir a
existéncia de uma sequéncia radial maximizante para o supremo em (D).

Entre os problemas relacionados aos estudos acima citados destacamos os relacionados a
regularidade de extremais da desigualdade (AD) no caso de expoente subcritico. Destacamos
também a necessidade de resultados relacionados ao problema

AYG(x,y) = 6c(y)  para y€Q
com condi¢do de bordo de Dirichlet, onde

ARG = —div{ A (|VA'G|"ZVAG) | para m=2k+1
ARG = A (|45G|" 7 A¢G) para  m = 2k.

Nos referimos, especialmente, a resultados de caracterizagdo, resultados de representacdao ou
resultados que estimem G e suas derivadas.

No caso do estudo da desigualdade (D), pelo fato de equacdo eliptica relacionada ser o
poliharménico, temos avancado bastante no sentido de garantir a validade da desigualdade e na
obtencao de extremal, em especial, no caso m = 2.

Resultados relativos as desigualdades do tipo Trudinger-Moser-Adams tem sido objeto
de estudo intenso, tanto no aspecto da otimalidade das desigualdades e existéncia de
extremais, quanto no aspecto dos problemas elipticas envolvendo crescimento critico. Por fim,
observamos que desigualdades do tipo Trudinger-Moser-Adams possui diversas extensoes e
aplicacdes em Geometria Diferencial e Andlise Geométrica.
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