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Resumo

Neste trabalho, estudamos questdes relacionadas a existéncia e multiplicidade de solugdes do
tipo estaciondria para uma classe de sistemas de equacdes de Schrodinger com potenciais mu-
dando de sinal e ndo-linearidades ilimitadas na varidvel x. Consideraremos diversos tipos de
crescimento para o termo ndo-linear. Na obten¢do de nossos resultados usamos métodos varia-
cionais do tipo mini-max e teoria de regularidade de equacdes elipticas de segunda ordem.

Palavras-chave: Sistemas elipticos, métodos variacionais, teorema do passo da montanha,
método de iteragao de Moser, desigualdade de Trudinger-Moser, indice de Morse.
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Abstract

In this work, we study questions related to existence and multiplicity of solutions of the type
stationary for a class of systems of Schrodinger equations with sign-changing potential and
nonlinearities unbounded in the variable x. To obtain our results, we use variational methods
of the type minimax and regularity theory of elliptic equations of second order.

Keywords: Schrodinger equations, variational methods, mountain-pass theorem, Moser itera-
tion method, Trudinger-Moser inequality, Morse index.
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Introducao

Neste trabalho estudamos questdes relacionadas a existéncia e multiplicidade de solugdes para
o sistema de equacdes elipticas semilineares

—Au; +ai(x)u; =fi(x,u1, -+ ,u,) com xeR" e i=1,---,m, (0.1)

onde N > 1 e as fungdes a; : R — R e f; : R" x R™ — R sdo continuas. Para este fim, utilizare-
mos métodos variacionais, ou seja, procuramos pontos criticos do funcional energia associado
ao sistema (0.1). Estabeleceremos entido um espaco de Banach conveniente aonde este funcio-
nal seja bem definido:

n

E— {U: (ur,-- um) € H' (R",R™) ;/

onde A(x) = diag(a; (x),- - ,am(x)).

Equagdes do tipo (0.1) modelam vérios problemas da Fisica-Matematica e tem sido objeto
de intensiva investiga¢cdo nos ultimos anos, especialmente em sistemas de comunicagdes Opticas
ultra-rdpidos e no estudo de condensados de Bose-Einstein (ver [4],[13],[15],[16],[35]). As
solucdes de (0.1) estdo relacionadas com a existéncia de ondas estaciondrias (solitons) para
sistemas de equagdes de Schrédinger ndo-lineares da forma

A(x)U-Udx < —i-OO},

Iy,
il == Ay () g [y x e RY, 02)
onde y; : RV x R — C sdo as fungdes onda de Schrodinger com j = 1,---,m. Solugdes so-

litons sdo solugdes da forma y;(x,t) = e'u;(x). Substituindo y;(x,#) no sistema (0.2) en-
contramos que as fungdes u;(x) satisfazem um sistema tipo (0.1). Desde que a equagdo de
Schrodinger joga o papel das leis de Newton e conservacdo de energia na mecanica cléssica,
muita aten¢do tem sido dada para tais sistemas sob vdrias hipéteses sobre os potenciais e sobre
as ndo-linearidades, ver por exemplo [12, 19, 36, 54] e referéncias neles.

Nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos e em todos eles assumiremos sobre 0s
potenciais a;(x) as seguintes hipéteses:

(A1) Existe D > 0 tal que a;(x) > —D paratodox € R"ei=1,--- ,m.

Para assegurar o mergulho continuo de E em H' (R, R™) vamos supor a seguinte condi¢io
sobre o primeiro autovalor do operador —A + A(x):

. Jen [[VUP+A@)U U] dx
A)) Ay = inf
M=y Jin | U2 dx

> 0.
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Usaremos a seguinte notagdo: se Q C R” é aberto e 2 < s < 2n/(n—2), colocamos

VU2 +A Ul dx
W@= it Jo [[VUP+ <x>z21 U]
UeH) (QR")\ {0} (Jo U dx)?

Y

e fazemos V(@) = +o0. Com 0 objetivo de obtermos um resultado de compacidade, também
assumiremos as seguintes hipoteses:

(43) RETOO Vs (RV\Bg) = +oo;

(A4) Existem uma fungdo K (x) € Ly (RY), com K (x) > 1, e constantes ¢ > 1, ¢, Rp > 0 tais
que

1/a
1+ ( min a;’(x))

K(X) = €0 1<i<m

para todo |x| > Ry.

Assim, além da dificuldade gerada ao trabalharmos em dominios ilimitados, devido a perda de
compacidade, acrescentamos o fato do potencial poder mudar de sinal. Essas hipdteses foram
introduzidas por Sirakov em [49].

No Capitulo 1 estudamos os casos em que as fun¢des fj(x,uy, -+ ,u,) sdo ou superquadra-
ticas ou ndo-quadrdticas no infinito. No primeiro caso supomos que as ndo-linearidades tém
crescimento polinomial e satisfazem Ambrosetti-Rabinowitz, isto &,

(Fy) |VF(x,U)| < CK(x)(1+|U|P) para todo (x,U) € R" x R™, onde C >0, 1 < p < p* <
(n+2)/(n—2)sen>30ul<p< +esen=1,2 (posteriormente determinaremos o
que significa p*);

(F2) [VF(x,U)|/K(x) = o(|U]|) quando U — 0 uniformemente em x € R";
(F3) Existe uma constante u > 2 tal que

0<uF(x,U)<U-VF(x,U) paratodo (x,U)e€R"x (R™\{0});

onde F : R" xR™ — R é tal que VF (x,U) = (fi(x,U),---, fm(x,U)).
O primeiro resultado desse capitulo € o seguinte:

Teorema 0.0.1. Suponhamos que (A1)—(A4) e (F1)—(F3) sdo satisfeitas, coms = p+1 em (A3).
Entido (P) tem uma solugio forte U € C' (R", R"™)NW12(R" R™) que decai no infinito. Se, em
adicao, F (x,U) é par em U, entdo (P) tem infinitas solugdes.

Para provarmos o teorema, mostramos que o funcional associado ao problema (0.1) é bem
definido e de classe C', contornando a dificuldade surgida pelo fato da ndo-linearidade ser
ilimitada na varidvel x. Desde que o funcional satisfaz a geometria do passo da montanha
e a condicdo de Palais-Smale, aplicamos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos a
existéncia de uma solu¢@o ndo-trivial. Para verificarmos a regularidade e o comportamento
assintético, usamos um argumento tipo bootstrap. A existéncia de multiplas solucdes segue
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diretamente do Teorema do Passo da Montanha Simétrico. Esse resultado é uma versdo para
sistemas do trabalho do Sirakov [49].

No segundo caso, consideramos a situagéio no qual a fun¢éo F(x,U) cruza o espectro do
operador —A + A(x) quando |U| varia de 0 a +oo, e substituimos a condi¢do (F3) devido a
Ambrosetti-Rabinowitz pela hipotese de ndo-quadraticidade no infinito introduzida por Costa-
Magalhaes em [20] que é uma condi¢do suficiente para obtermos a condi¢do de compacidade
de Cerami. Mais precisamente,

(Fy) Existem 6 > 0 e a > 0 tais que

U-VF(x,U)—2F(x,U)>a|lU|® >0 paratodo (x,U)ecR"x (R™\{0}).

Neste caso, estabelecemos o seguinte resultado sobre a existéncia de uma solu¢do ndo-nula
para o problema (P).

Teorema 0.0.2. Sob as hipéteses do Teorema 0.0.1, com (F3) trocado por (Fy) €260 >n(p—1)
sen>2oub > p—1sen=1, assumimos, em adi¢do, que F satistaz a condi¢do de cruzamento

F(x,U) 2F (x,U)

WS(X<A«]€<B§ liminf ’U’Z

|U|—+o0

(Fs) limsup uniformemente em x € R";

|U|—0
(Fs) F(x,U) > $A_1|U|* para todo (x,U) € R" x R™.
Entao valem as mesmas conclusées do Teorema 0.0.1.

Na prova deste teorema tomamos uma decomposi¢ao conveniente do espago E através dos
autovetores do operador —A + A(x) e verificamos que a geometria do passo da montanha é
satisfeita. Sob essas hipéteses mostramos que o funcional associado ao problema (0.1) satisfaz
a condi¢do de compacidade de Cerami. Além disso, como mostrado em [2], um teorema de
deformagdo pode ser provado com condigdo (C) ao invés de (PS) tal que o Teorema do Passo
da Montanha Generalizado vale sob a condi¢ao (C) (ver [10] para detalhes) e podemos usi-lo
para obtermos uma solucio nao-trivial. Para o resultado de multiplicidade usamos uma versao
do Teorema do Passo da Montanha Simétrico sob a condi¢cdo de Cerami.

Esse resultado melhora o trabalho do Costa [19], no sentido em que utilizamos uma classe
mais geral de potenciais e lidamos com nao-linearidades que podem ser ilimitadas em x.

No Capitulo 2 consideramos um sistema de equacdes elipticas semilineares da forma
—Aui+a;(xX)u; =fi(x,up, - ) + &) |wi|P wy, xeRY i=1,---,m, (0.3)

tendo crescimento critico ou supercritico e estudamos a existéncia de solucdes positivas. Assu-
mimos que as fungdes f; satisfazem as hipéteses (F])—(Fy) do capitulo 1, enquanto as fungdes
gi(x) sdo ndo-negativas e tém crescimentos controlados pelo potencial A(x), isto é,

(F7) |gi(x)] <CK(x) paratodox € R",i=1,--- ;m e algum C > 0.

Nosso principal resultado para o problema (0.3) é o seguinte:
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Teorema 0.0.3. Suponhamos que (A})—(A4) e (F1)—(Fy) sdo satisteitas. Entdo (0.3) tem uma
solugio forte U € C'(R",R™)NW12(R",R™) que decai no infinito. Além disso, se

(Fg) OF /dui(x,uy, - ,up) >0 paratodou; >0ei=1,--- m,

entdo (0.3) possui pelo menos uma solugao positivaU = (uy,--- ,u,,) com u;(x) > 0 para todo
xeR'ei=1,---,m.

Em nosso préximo resultado, verificamos a existéncia de infinitas solugdes para (0.3) sob
a presenca de simetria. Mais especificamente, suponhamos

(Fy) F(x,U) é par com relagao a varidvel U € R™.
Sob esta condi¢do, somos capazes de provar:

Teorema 0.0.4. Suponhamos (A1)—(A4) vdlidas. Se F satistaz (F\)—(Fy), (F7) e (Fy), entdo o
problema (0.3) possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

Para provarmos esses teoremas consideramos um problema auxiliar (Tx) que envolve so-
mente um expoente de Sobolev subcritico. Recaimos entdo nas hipéteses do Teorema 0.0.1,
donde obtemos existéncia de solucdes nao-triviais do problema auxiliar. Na sequéncia, verifi-
camos a positividade dessas solugdes sob a hipétese (Fg). Por fim, usamos a técnica de iteragao
de Moser para exibirmos uma cota apriori para solucdes do problema auxiliar e, consequente-
mente, sdo solu¢des do problema original (0.3).

O estudo de problemas do tipo (0.3), no caso escalar, sobre dominios ilimitados tem re-
cebido considerdvel atenc¢do sob varias hipdteses sobre o potencial e sobre a ndo-linearidade.
Rabinowitz em [44] mostrou a existéncia de solugio ndo-trivial para a equagdo —Au+V (x)u =
f(x,u) em RN quando f(x,u) tem crescimento subcritico e o potencial V (x) é limitado longe da
origem e coercivo. Para esta classe de potenciais, Miyagaki em [37] estudou o problema critico
—Au+V(x)u=Alul7"u+|u/* "2u em RN com A > 0. Quando o potencial V' (x) é constante
ou uma fung¢@o limitada, problemas do tipo (0.3) tem sido tratado entre outros por [11], [40],
[41] e [18]. Chabrowski em [18] estabeleceu a existéncia de solugdes positivas para o problema
—Au+u= AP(x)|u|? 'u+ Q(x)|ulP~'u em RY no caso supercritico 1 < g < 2*—1< p. Em
nosso trabalho, complementamos os resultados acima por considerarmos uma classe mais ge-
ral de potenciais e ndo-linearidades ilimitadas na varidvel x. Nosso trabalho também fornece
uma resposta afirmativa para a questdo formulada em Sirakov [49] quando este estabelece a
existéncia de uma solugdo positiva para o problema

—Au+|x|% = |x|Pu” 'y em RV,
ondea>b>0,N>3el<p< p# =2"—-1-— ﬁ. Por outro lado, usando a identidade
de Derrick-Pohozaev o autor mostrou que ndo existe solugdo para p > p =2 — 1+ %.
Entdo um "gap"[p*, p] permanece entre as regides de existéncia e ndo-existéncia de solucdes
do espago obtidas usando métodos classicos. Independentemente, Schneider [47] e Sintzoff-
Willem [48] investigaram o problema usando simetria para obter uma solugdo radial. Neste
trabalho, obtemos solu¢des para p € [2* — 1,p) quando o potencial ndo é necessariamente
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radial. Para nosso conhecimento, esta € a primeira vez que uma resposta afirmativa para esta
questdo, no caso nao-radial, aparece na literatura.

No Capitulo 3 estudamos uma classe de sistemas de equagdes de Schrodinger estaciondrias
da forma

—Aui 4 a;i(x)u; =gi(x) fi(ur, - yum) +hi(x), xR, (0.4)

onde as fungdes a;,g; : R> = R e f; : R™ — R sdo continuas com f;(0,---,0) =0 e h; €
(H'(R?),]| - ||+)* para todo i € {1,---,m}. Com respeito as funcdes g;(x), assumimos que
elas sdo continuas, estritamente positivas € ndo sdo necessariamente limitadas em x proposto
que seu crescimento seja controlado pelo crescimento de A(x). Mais precisamente,

(F;) Existem contantes ap,by > 0 tais que ag < gi(x) < boK(x), para todo x € R> e i €

{17... ,m}.

Além disso, tomando F (x,U) tal que VF (x,U) = (g1(x)f1(U),- - ,gm(x) fin(U)), suponhamos
que os termos ndo-lineares satifazem as seguintes condi¢des:

(B) |f:(U)| = o(|U|) quando U — 0 uniformemente em x € R e i € {1,--- ,m}.

(F3) Existe uma constante u > 2 tal que
0<uF(x,U)<U-VF(x,U)
para todo (x,U) € R? x (R™\{0}).
(F4) Existem constantes S, My > 0 tais que
0 < F(x,U) <My|VF(x,U)|,
para todo |U| > Sy uniformemente em R2.
Os principais resultados deste capitulo sdo os seguintes:

Teorema 0.0.5. Suponhamos que as fungdes f; tem crescimento subcritico e as hipéteses (A})—
(A4), (F1)—(F3) sdo satisfeitas. Entdo existe 6; > 0 tal que (0.4) possui uma solugdo fraca
ndo-trivial em E sempre que 0 < |H||.« < 6;. Além disso, se 0 < ||H||. < &1, entdo (0.4) possui
uma segunda solugdo fracaem E.

Teorema 0.0.6. Suponhamos que as fungdes f; tem crescimento critico e satisfazem (A1)—(Aa4),
(F1)—(Fy). Se, para algumi € {1,--- ,m},

. . _~m—1 2
(Fs) existen >0 tal que| |hm uifi(U)e " P > comU = (uy,-- ,um) € R™,
U|—+oo
entdo existe 8; > 0 tal que (0.4) possui uma solugio fraca ndo-trivial em E sempre que tivermos

0 < ||H||« < 1. Além disso, se 0 < ||H|| < &, entdo (0.4) possui uma segunda solugao fraca
emE.
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Agora, se H(x) tem sinal definido, no sentido que suas componentes sdo ndo-negativas ou
nao-positivas, vale o seguinte resultado.

Teorema 0.0.7. Sob as hipdteses dos Teoremas 0.0.5 ou 0.0.6, se H(x) > 0 (H(x) < 0) quase
sempre em R?, entdo o problema (0.4) possui duas solugcdes nio-negativas (ndo-positivas),
respectivamente.

Existem muitos resultados no caso escalar para problemas envolvendo crescimento expo-
nencial. Por exemplo, no caso homogéneo, Cao em [14] tratou o problema (0.4) quando o
potencial e a ndo-linearidade sdo assintdticas a uma fungdo constante, do Oem [29] estudou o
problema para o N-Laplaciano impondo uma condi¢do de coercividade para o potencial, e de
Figueiredo et al [24] trabalhou em dominios limitados de RY. Para o caso ndo-homogéneo, do
O et al [30] estudou o problema (0.4) com um potencial positivo e limitado longe da origem e
que pode ser grande no infinito, e Tonkes [52] lidou com problemas elipticos quasilineares com
crescimento critico para o N-Laplaciano em dominios limitados. Por outro lado, para nosso co-
nhecimento, muito pouco tem sido feito para sistemas. Nosso estudo € relacionado ao recente
trabalho [30]. De fato, nés melhoramos e estendemos os resultados em [30] para sistemas, no
sentido que usamos ndo-linearidades ilimitadas em x e potenciais que podem mudar de sinal.

No Capitulo 4 estudamos a existéncia de solugdes ndo-triviais para a equacao de Schrodin-
ger ndo-linear da forma

—Au+V(x)u=alx)f(u), xcRY, (0.5)

onde N > 2, a(x) € C'(RV) muda de sinal sendo negativo no infinito e o termo ndo-linear
f € C'(R) tem um comportamento superlinear na origem e um crescimento tipo poténcia no
infinito. Mais precisamente,

(Fy) a € C'(R"Y) muda de sinal e 0 é um valor regular de a(x), isto é, Va(x) # 0 para cada
x € RN tal que a(x) =0e

limsupa(x) = de < 0.
x| —+o0

(F) existem ag, by > 0 tais que —apK (x) < a(x) < by para todo x € RV,

(F3) f€C'(R), f(0)=0=f'(0) e |s|li>nloopj\cT(lf)1 =l >0, com p € (1,2%).

(Fy) sf(s) > 0 para cada s € R e existe u > 2 tal que uF(s) < f(s)s, para todo |s| € R, onde
F(s) = Jo f(r)dz.

Nosso principal resultado € o seguinte.

Teorema 0.0.8. Suponhamos que as hipoteses (A;)—(A4) e (Fi)—(Fy) sdo validas. Entdo a
equagdo de Schrodinger ndo-linear (0.5) tem uma solugdo ndo-nulau € E.
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Sob vdrias hipéteses sobre o potencial V(x) e o termo a(x), o problema (0.5) tem sido
considerado por vdrios autores em anos recentes. Em dominios limitados €2, sob as condi-
coes de fronteira de Dirichlet, ele foi discutido em [1, 2, 3], onde assumiu-se uma condi¢ao
"thickness" sobre a(x) com o objetivo de se verificar a condi¢cdo de Palais-Smale, a saber,
QTNQ™ =0, onde Q" ={x e RY :a(x) >0} e Q" = {x € RV : a(x) < 0}. A condigdo
"thickness"foi removida em [45] no qual introduziu-se a idéia de truncar o termo ndo-linear
associado a a™ (x).

O problema em RN foi investigado em [22, 23]. Os autores desses trabalhos consideraram
0 caso em que o operador linear possui um espectro discreto. Recentemente, em [21, 34] foi
assumido que os operadores lineares t€m um espectro essencial. Em todos os casos, verifica-se
que as condi¢des geométricas do teorema de linking local sdo satisfeitas. Isto implica a existén-
cia de uma solucao ndo-trivial do problema modificado tendo indice de Morse finito. Usando
um argumento blow-up, vemos que a solu¢do do problema limitante relacionado também tem
indice de Morse finito. Isto implica teoremas tipo Liouville para o problema limitante, isto €, as
solugdes limitadas do problema limitante com indice de Morse finito seriam as triviais. Entao
obtemos uma quota uniforme L™ por mostrar uma contradi¢do no argumento blow-up. Usando
o fato que o indice de Morse € finito, mostra-se que o limite fraco é ndo-trivial.

Em nosso caso, usamos uma classe diferente de potenciais, tendo espectro discreto, mu-
dando de sinal e podendo ser ilimitado. Diferente dos casos anteriores, construimos nossa
sequéncia de solugdes do problema modificado através do Teorema do Passo da Montanha pa-
drdo do Teorema de Linking. Assim nossas solucdes tém indice de Morse menor que ou igual
a 1. A ndo trivialidade da solu¢do do problema original seguird do fato que os niveis do passo
da montanha sao limitados inferiormente por uma constante positiva.

Com o intuito de ndo ficarmos recorrendo a Introdugdo e de tornar os capitulos mais in-
dependentes, enunciaremos em cada capitulo, os resultados principais, bem como as hipéteses
sobre as fungdes a; e f;.






CAPITULO 1

Sistemas elipticos superquadraticos e
nao-quadraticos

1.1 Introducao

Neste capitulo estudamos a existéncia de solu¢des ndo-triviais para uma classe de sistemas
elipticos semilineares da forma

—Au; +ai(x)u; =fi(x,u1,- - ,uy,) com xeR" e ie{l,--- ,m}, (P)
onde as fungdes a; : R" — Re f; : R" x R™ — R sdo continuas com f;(x,0,---,0) =0. Conside-
ramos a situagdo variacional em que (f1,-- -, f,) = VF para alguma fungdo F : R" x R — R de
classe C!, cuja notagio VF é padrio para o gradiente de F nas variaveis U = (uy,--- ,uy,) € R™.
Sobre R usaremos o produto escalar euclideano (-,-) com a norma associada || - || = (-,-)!/2.
Denotando A = diag(A,--- ,A) e A(x) = diag(a;(x),- -+ ,am(x)), podemos reescrever o sistema

acima na forma
—AU +A(x)U =VF(x,U).

Motivados pelo trabalho de Sirakov [49] que, no caso escalar, mostrou a existéncia de uma
solu¢do nao-trivial quando os potenciais mudam de sinal e as ndo-linearidades sao ilimitadas
em x € R", estendemos esses resultados para sistemas elipticos tipo gradiente. Por outro lado,
assumindo sobre a ndo-linearidade a hipétese de ndo-quadraticidade no infinito, introduzida
por Costa-Magalhdes em [20], melhoramos os resultados obtidos por Costa [19], no sentido
que ampliamos a classe de potenciais e usamos nao-linearidades mais gerais. Isso aumenta
o grau de dificuldade no tratamento de tais tipos de sistemas, ja complicados pela perda de
compacidade devido a ndo limitacdo do dominio.

Com o objetivo de aplicarmos métodos variacionais, consideramos o seguinte subespacgo de
H'(R",R™)

E = {U EHI(R”,]R'") : /nA(x)U-de< —1—00},
o qual, sob as hipéteses (A1) e (A;) abaixo, é um espago de Hilbert quando dotado com o
produto escalar

UV)e = [ [VU-VV+A@U-V]dx
e norma correspondente ||U||g = (U,U >}E/ ?. Aqui, como usual, H' (R",R™) denota o espago de

9
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Sobolev modelado em L?(R",R™) com norma

m
2 2 2
U1 gy = X [ (¥ + )
i=1

Suponhamos que o potencial A(x) € C(R",R"™) satisfaz as seguintes hipdteses:
(A1) Existe D > 0 tal que a;(x) > —D paratodox e R"ei=1,--- ,m.

Para assegurar o mergulho continuo de E em H'!(R”,R™) assumimos a seguinte condi¢io
sobre o primeiro autovalor do operador —A+A(x):

2 |IVUPR+AXU-U
(A) A= inf IR [VUF+AR) }dx/ U[2dx > 0.
UeE\{0} R"

Usaremos a seguinte notagdo: Se Q C R” é aberto e 2 < s < 2n/(n —2), colocamos

VUI?+A U dx
V(@) = . hﬂm+@€U]7
UeH} (@Rm)\{0} (JolU]sdx)?*

e fazemos vy(0) = +o0. Com 0 objetivo de obtermos um resultado de compacidade, também
assumiremos as seguintes hipoteses:

(43) RETOO Vs (RV\Bg) = +oo;

A4) Existem uma funcgio K(x) € L (RY), com K(x) > 1, e constantes ¢ > 1, ¢y, Rg > 0 tais
¢

loc
que

l/a
K(x) <co |1+ ( min af(x)) ] paratodo |x| > Ry.

1<i<m

Com relag@o as ndo-linearidades, assumimos que as fungdes f; € C(R" x R™,R) ndo preci-
sam ser limitadas em x proposto que seus crescimentos sejam controlados pelo potencial A(x).
Mais precisamente,

(Fy) |VF(x,U)| < CK(x)(1+|U|P) para todo (x,U) € R" x R", onde C >0, 1 < p < p* <
(n+2)/(n—2)sen>30ul < p<oosen=1,2 (posteriormente determinaremos o que
significa p¥);

(F>) [VF(x,U)|/K(x) = o(|U]|) quando U — 0 uniformemente em x € R".
Vamos considerar primeiro o caso superquadratico, isto &,

(F3) Existe uma constante u > 2 tal que

0<uF(x,U)<U-VF(x,U) paratodo (x,U)eR"x (R™\{0}).

Estabelecemos entido nosso primeiro resultado.
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Teorema 1.1.1. Suponhamos que (A})—(A4) e (F1)—(F3) sdo satisteitas, coms = p+ 1 em (A3).
Entio (P) tem uma solugio forte U € C' (R",R™) "W 1-2(R", R™) que decai no infinito. Se, em
adi¢do, F(x,U) é par em U, entdo (P) tem infinitas solugdes.

A seguir, consideramos o caso ndo-quadratico, isto é, quando substituimos a condiggo (F3)
devido a Ambrosetti-Rabinowitz pela hipétese de ndo-quadraticidade no infinito introduzida
por Costa-Magalhaes em [20] que € suficiente para obtermos a condi¢do de compacidade de
Cerami. Mais precisamente, assumiremos que

(Fy) Existem 6 > 0 e a > 0 tais que
U-VF(x,U)—2F(x,U) >alU|° >0 paratodo (x,U)eR"x (R™{0}).
Neste caso, estabelecemos o segundo resultado sobre a existéncia de uma solu¢do ndo-nula
para o problema (P).

Teorema 1.1.2. Sob as hipéteses do Teorema 1.1.1, com (F3) trocado por (Fy) e 20 > na(p —
1)/(a—1)sen>20ub >a(p—1)/(a—1) sen =1, assumimos, em adi¢io, que F satisfaz
as condigoes de cruzamento

2F (x,U
(F5) limsupLz) <o <A < B < liminf
wj—o U] |U|—+o0

2F (x,U)

e uniformemente em x € R";

(Fs) F(x,U) > $ A1 |U|? para todo (x,U) € R" x R™.
Entao valem as mesmas conclusées do Teorema 1.1.1.

Observacdo 1.1.3. 1. As hipdteses (A1)-(A4) foram introduzidas por Sirakov [49] com o
objetivo de estudar o problema escalar —Au+V (x)u = f(x,u) em R" com N > 1.

2. Seguindo a mesma idéia em [49], verificamos que uma condicdo suficiente para a hipo-
tese (Az) € que

lim |(ﬂ?’:1A}",,)\§R)] =0 paratodo M >0,
R—+o0
onde A}, = {x € R" : a;(x) < M}. Assim, potenciais satisfazendo V(x) > 1 e 1/V(x) €
L'(R") ou tais que, para cada M > 0, o conjunto {x € R" : V(x) < M} tem uma me-
dida de Lebesgue finita, também satisfazem as condig¢bes (A;) e (A3z). O potencial

V(x) = x3x%...x2 — C, com qualquer contante C > 0 escolhida tal que A; > 0, satisfaz as
condigcdes (A1) e (A3) mas ndo satisfaz as hipiteses acima.

3. Um exemplo de uma nio-linearidade f(x,u) satisfazendo a hipétese (F;) mas nédo (F3)
para o problema escalar é F : R" x R — R dada por

1
F(x,u):Eg(x)|u\ﬁln|u|, se u#0, e F(xu)=0, se u=0,

onde g(x) é uma fungdo continua positiva.
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4. Existe uma relagdo de dependéncia entre o potencial A(x) e a ndo-linearidade VF (x,U)
tal que o crescimento de VF (x,U) também impde restricoes sobre os potenciais. Por
exemplo, a fungdo

VE(x,U) = qo(x)(ju | ur, ] ),

com (x) > B > 0, satisfaz nossas hipéteses desde que a;(x) > [w(x)]%, para |x| > Ry e
ie{l,---,m}.

1.2 A estrutura variacional

Nossa escolha do ambiente variacional E assegura que o mergulho em H'!(R” R™) é continuo
e que o funcional @ : E — R dado por

1
W) =5 |UIE - [ Flxv)ds
1
= 2 IUIE - N ),

é bem definido e de classe C!. Este é o contetido dos préximos dois lemas.

Lema 1.2.1. Suponhamos que as hipéteses (A1) e (Ay) sdo satisfeitas. Entdo E é um espago
de Hilbert continuamente mergulhado em H' (R", R™).

Demonstra¢do. Afirmamos que existe uma constante § > 0 tal que
Uz > g/ IVU[*dx paratodo U €E. (1.1)
Rn

De fato, se assumirmos por contradicdo que a afirmacgdo € falsa, entdo obtemos uma sequéncia
(Uy) C E tal que
1
2 2
Uit < ¢ [ IVUR s
RVL
Fazendo W, = ||VU,||, ' Uy, temos que

1
L VWP =1 e Wille < .
R~ k

Por (A;) segue que
1
AllWllz < [IWellz < 4

Desde que A; > 0, concluimos que ||W||2 — 0. Por outro lado, usando (A ), encontramos
—D/ [Wpe|>dx < / A(x)W - Wy dx
Rﬂ ]Rl‘l

= Wl = [ VW s

1
<-—1.
Tk
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Isto implica que ||W |3 > 1/D > 0 para todo k € N. Mas isto é uma contradi¢io. Assim,
203> ¢ [ [VUPdeta [ U
R R
>min{C, 1} [ (VUP+[UP)dx
Rl’l

mostra que o mergulho de E em H! (RN, R™) é continuo.

Agora provaremos que E é completo. Suponhamos que (Uy) é uma sequéncia de Cauchy
em E. Pela continuidade do mergulho de E — H'(RY,R™) temos que (U;) é uma sequéncia
de Cauchy em H'(R" R™) e daf existe U € H' (R",R™) tal que

||Uk - UHHI(R”,R’”) — O
Logo, existe uma subsequéncia (Uy,) de (Uy) e h € L?(R") tal que
Ur; (x) = U(x) e |Up; (x)| < h(x)

quase sempre em R”, para todo j € N. Desde que
/ AU -Ude< [ AT (U -Udx,
n RV!

onde A (x) = (af (x),--+,a}(x)), podemos assumir que a;(x) > 0 para todo x € R" e i =
1,---,m. Notemos que

AU, — U )3 = /RnA(x)(Uki —Uy;) - (U, — Uy;) dx

< U — Uy, I

implica que (Al/ 2Ukj> é uma sequéncia de Cauchy em L?(R"”,R™), e entio podemos extrair
uma subsequéncia tal que

1
|AY2U 1 =AU 2 < o

para todo inteiro r > 1.
Agora, fazendo

k
ail) = X 420U (09~ U )

temos pela desigualdade de Minkowski que

k
gl < Y A2 (U1 = Ul < 1.
r=1
Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que gi(x)
converge quase sempre em R” para um limite finito g(x) € L?(R"). Desde que, para cada
¢ € N, temos

(A2 () (Uro(x) = Ur(x))| < gre-1(x) = gr-1 (%)
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quase sempre em R”, tomando o limite quando ¢ — oo, obtemos que
A2 () (U (x) = U (x))] < g(x) — gr-1(x) < g()
quase sempre em R”. Dessa forma,
AU ()] < glx) — A () U ()]

quase sempre em R”, e consequentemente, A'/2U € L?(R™", R™). Isto implica que U € E.
Resta provarmos que Uy — U em E. Isto segue da convergéncia de (Uy) em H!(R* R™)

/|;(Lk L)|2dx >0
R”
e do fato que
HAI/Z(Lk_L)H%—/ A(x>(bk_b)’(bk L)dx » 0.
R”
O

Lema 1.2.2. Assuma que (A})-(Az), (As) e (F1)-(F>) sdo satisfeitas. Entdo o funcional ® é
bem definido e de classe C' sobre E. Além disso, para todo € > 0 existe Ce > 0 tal que

[ IPG0)lde < el +Cellulg . (1.2)

Demonstragdo. Por (F»), dado € > 0 existe § > 0 tal que |VF(x,U)| < eK(x)|U| sempre que
|U| < 8. Agora, para |U| > &, segue por (Fy) que

IVE(x,U)| < coK(x)(1+|U[")

= coK(x)|UP (L + 1)

julp

1
< coK(x) <§+ 1) UP.

Assim,
|\VF(x,U)| < K(x) (e|U| +Ce|UP) (1.3)

uniformemente em x € R”, para todo U € R™.
Seja &(t) = F(x,tU) com¢ € [0,1]. Entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existe um nimero
0 € (0,1) tal que |E(1) —&(0)| = |E/(0)], isto é,

[F(x,U)| =

Z 8141'

i=1

m
< Z |ﬁ<x7tu17"' 79ui;"' 7tum)’ |ui‘7
i=1

X OF (x,tuy, -+, Ouj, - ,tum)u.|
l
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que em combinagdo com (1.3) implica

|F(xU)| <K(x) (e|U[ +Ce|U|") U]

1.4
=K(x) (e|U* +CelUPT). (1)
Agora, usando (A4) concluimos que
[ K@WwPa= [ K@wPdes [ K@UPds
" Ix|<Ro lx|>Ro
/o
< rnax{K(x)}/ U dx+ co |14 ( min af (x) U dx
Ix|<Ro ¥|<Ro lx|>Ro I<i<m
m
<CUI+Y [ a0l d p.
i=17Ix[>Ro
(1.5)
Pela desigualdade de Holder, obtemos
1/a (a—1)/a
| at ) el < [/ ai*(x)|ui\2dx} [/ yu,-|<a°“2>/<“1>dx} (1.6)
Ix[>Ro lx[>Ro [x[>Ro
e por (A) temos
+ 12 4. ) 12 ) (2 - |2
/ a;” (x)|ui] dx—/ a;(x)|ui|~ dx — a;(x)|u;|”dx — a; (x)[ui|” dx
lx|>Ro R [x|<Ro x|>Ro
(1.7)
< / [ai(x)uf + Dug] dx.
Substituindo (1.6), (1.7) em (1.5) e usando (A3), encontramos que
l/a s—2
[ xwiwras<c{jul+(wIE+pIviR) " wiie3)e, .}
; py\Ve . (1.8)
< C{I|U||‘s+ (1+2) RIS
Assim, o espago E pode ser mergulhado no espago
L;{(x)(R",R’") = {U : R" — R™ mensuravel :/Rn Kx)|U]Pdx < —|—oo}
proposto que (as —2) /(o — 1) < 2*. Em particular, para s = p+ 1, temos que
4 n+2 4
= — . 1.9
PP =1 o(n—2) (19)

Portanto,
| K@urar< Ul
R
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paratod02§s<p#+le

/ |F(x,U)|dx§8/ K(x)|U|2dx—|-Cg/ K()|U[P* dx
Rn Rn Rn
1
<eUl3+Colu )

Esta expressao mostra que o funcional ® é bem definido.

Nosso préximo objetivo é mostrar que ® é de classe C! sobre E. Notemos que o pri-
meiro termo de ® é C!' com derivada de Gdteaux (U,V)g. Agora, para verificarmos a dife-
renciabilidade no segundo termo definamos ¥ : [0,1] — R por y(c) = F(x,U +tcV), onde
V = (vi, - ,vm) € E. Entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existe 8(x) € (0,1) tal que

Y(1) = 7(0) =¥Y(6(x)). isto ¢,

F(x,U+1tV)—F(x,U) = i JdF (x, U(;; .G(x)tV)

i=1
=1tV -VF(x, U+ 0(x)tV).

tv;

Por (1.3) temos que

1
A |F(x,U+tV)—=Fx,U)| <Kx)|[V|(JU|+|V]) +K(x)C|V|(|U|" +|VI|?)
< CK(x) [[UP+ U+ v+ |vipt].

Desde que o termo a direita € integravel, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Domi-
nada de Lebesgue para concluirmos que

(N'(U),V) = lim LN +1V) ~N(U)

— | V.-VF(x,U)dx.
]Rn

Como N'(U) é linear e limitada, é suficiente provarmos que a derivada de Géateaux de N é
continua. Seja Uy — U em E. Entdo Uy — U em L°(Bg,R™) para todo 2 < s <2* e R > 0.
Consequentemente, a menos de subsequéncia, existe i(x) € L*(R") tal que |Ui(x)| < h(x) e
Ur(x) — U(x) quase sempre em R”. Dado W € E, definimos

Gr(x) =W(x) - VF (x,U(x)).
Entdo, por (1.3),

Gy (x)| < |W||VF(x,U)]
< K(x)(|Ur| +C1 U |P) W]

W2 |h(x)]?
| |+| (x)| —i—Cl(‘W‘erl—{—’h(x)‘erl)

<K() |3 2

= m(x),
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comm(x) € L' (R"). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que Gy (x) —
G(x) = W(x)-VF(x,U(x)) em L' (R") e daf

lim [ W-VF(x,U)dx= | W -VF(x,U)dx.
k—yoo JRN R»

Assim, para cada W € E com ||W||g = 1, obtemos

IN'(U) =N'(U) || e- = HI;hlp:l [(N'(Ux) —N'(U),W)|

= sup W - [VF(x,U;) — VF(x,U)]dx — 0,
IWlg=1/R"

e a prova do Lema 1.2.2 estd completa. O]

Observaciio 1.2.3. Segue da expressio (1.9) que p* — 2* — 1 quando & — +oo. Assim, nosso
resultado estende o principal teorema em Costa [19], onde os potenciais sdo coercivos e pode-
mos tomar ¢ — +oo e K(x) uma constante positiva.

Notemos que pontos criticos de ® sdo solugdes fracas do sistema (P) porque

0= (®'(U),V)=(U,V)g — an -VF (x,U)dx

para todo V € E implica que
/R" [Vu; Vo +ai(x)uj@; — fi(x,U)@;]dx =0

paratodo ¢; € CX(R")ei=1,--- ,m.
Na sequéncia, estabelecemos a compacidade do mergulho E —> L;((x) (R™*,R™).

Proposicao 1.2.4. Suponhamos que (A})-(A4) e (F1)-(F;) valem. Entdo o mergulho de E em
Li((x) (R™,R™) é compacto para todo2 < s < p* +1.

Demonstragcdo. O mergulho continuo foi estabelecido na prova do Lema 1.2.1. Vamos mostrar
que (Az) é uma condic@o suficiente para que o mergulho seja compacto. Suponhamos que
U — 0 em E. Considerando os mergulhos

E — H'(R",R™) — H'(Bg,R™) — L*(Bg,R™),

temos que Uy — 0 em L*(Bg,R™) paratodo 2 <s <2*e R > 0.
Seja ¢ € C*(R") talque 0 < ¢ < 1, ¢ =0 sobre Bg e ¢ = 1 sobre R"\Bg, . Entdo

1Ulls = C (1T = @)Ul + [[9Uilly)
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O primeiro termo tende a zero quando k — o0 e denotemos ele por 3;. Agora, fazendo

We = 19UI5 9k,
temos que Wy € H} (R"\Bg,R™) e ||Wy||s = 1. Pela definicdo de v(Q) segue que
WENBRIOUE < [ [IV@UDP+A(0U) - (00 d
R

e, em consequéncia,

1
1Uklls < Bi+ 73 10Ukl = B+ Yk,

Vs (R” \ER)

onde yg — 0 quando R — oo por (A3). Logo, U, — 0 em L*(R",R™) para todo 2 < s < 2*.
Pela expressdo (1.8) no Lema 1.2.2 temos que

s s D\'* 52
101y < c{uuus+ (1+2) Wi,

para qualquer U € E. Assim, concluimos que Uy — 0 em L%(x) (R",R™) com 2 <5 < 2* —
4(a(n—2))" 1. O

As proximas duas proposi¢cdes mostram que P satisfaz uma condi¢do de compacidade do
tipo Palais-Smale. Recordemos que (U,) C E é uma sequéncia de Palais-Smale para ® se é
limitada e ®'(U,) — 0 no espago dual E’.

Proposicao 1.2.5. Suponhamos que (A1)-(A4) e (F1)-(F3) valem. Entdo, coms=p+1 em
(A3), o funcional ® satisfaz a condi¢do de Palais-Smale sobre E.

Demonstragcdo. Primeiro provaremos que se U, — U em E, entao
/ (Ue=U)-[VF(x,U,) — VF(x,U)] dx — 0 quando k — 4-ce.
Com efeito, segue da Proposicao 1.2.4 que Uy — U em L?(Lxl) (R™,R™) e assim, pelo Teorema
de Lebesgue Inverso, podemos encontrar uma subsequéncia, ainda denotada por (Uy), e uma
fungdo h € LZJ(FXI) (R™) tal que
|Ur(x)| < h(x) e U(x) = U(x)
quase sempre em R”. Desde que (Uy) € limitada em L%((x) (R*,R™), tomando
Hy(x) = |U(x) =U@)[[VF (x,Ur(x)) = VF (x,U (x))|
temos que Hy(x) — 0 quase sempre em R”. Pela desigualdade de Young e (1.3), obtemos que
[Hy(x)] < e[K (x)([Ukl* + [U*)] +Ce[K (x) ((U[P* U7 + [U[P|U| + U || Uk ]
< CLIK @) ([U* + [U )] + CoK (x) | (x) [+
= Crax+Cog,
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onde ay,g € L'(R") e |||, (rn) < M. Como g € integrdvel, para cada § > 0 existe r > 0 tal
que

o
x)dx < —.
/|x|>r1 g( ) 2C,
Analogamente, para cada k € N, existe R; > 0 tal que
o
o (x)dx < —.
/|x|>Rk () 2C,

Desde que Uy — U em L%((x) (R™, R™), existe ko € N tal que

0
HUkHL%{(X)(R",Rm) < HUHL%{(X)(R”,R’") o,

para todo k > kg. Assim, tomando r, > 0 tal que
o
K(@)|UPdx < —,
g KOO < g

segue que

/|x|>r wk(x)dxg/ K()|Udx + K(x)|U dx

|x[>r2 |x[>r2

)
<2 K)|UPdx+ —
- |x|>r ( )| | 4'Cl

o
< —
- 2C

para todo k > kg. Escolhendo R = max{ry,r,Ry,... ,Rko} temos que

/ Hk(x)dx:Cl/ a)k(x)dx—l—Cz/ g(x)dx < &
|x|>R [x|>R X|>R

para todo k € N. Agora verificamos que para todo 6 > 0 podemos encontrar r > 0 tal que, para
qualquer S C R" com [S]| < r, temos

| Hkl|p1(s) < 6 para todo k € N.

Isto é, {Hy} é uniformemente integravel. De fato, fazendo

) o 1)
r = min , ,
2MCy 7 2C|g | (mr)

segue que

/SHk(x)dx <q /ka(x)m+czég(x)m
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Logo, podemos aplicar o Teorema de Convergéncia de Vitali para concluirmos que H; — 0 em
L'(R").
Agora se (Uy) C E é tal que |®(Uy)| < K e ||®'(Uy)||g+ — 0, entdo

11 1
(53 ) Ikl < @) - ¥ 00 < K+ ClUkl

Assim, (Uy)p € limitada em E e tem uma subsequéncia fracamente convergente. Desde que
1
§||Uk — U2 = (@' (U) - (U), Uy —U) + Rn(Uk —U)-|[VF(x,U;) — VF(x,U)] dx, (1.10)

concluimos que (Uy) tem uma subsequéncia convergente. [
A seguir, recordemos a condi¢do de compacidade de Cerami.

Definiciio 1.2.6. Um funcional ® € C'(E,R) é dito satisfazer a condi¢io de compacidade de
Cerami se qualquer sequéncia (Uy) C E tal que ®(Uy) — ¢ e (14 ||Ui]|)||®'(Ux)|| — O, possui
uma subsequéncia convergente.

Proposiciao 1.2.7. Sob as hipéteses da Proposigdo 1.2.5, com (F3) trocado por (Fy) e 26 >
n(p—1)sen>2o0ub >p—1sen=1, P satisfaz a condi¢do de compacidade de Cerami.

Demonstragdo. Provaremos somente o caso n > 3, os casos n = 1,2 sendo similares. Seja
(Ur) C E uma sequéncia de Cerami com |®(Uy)| < K. Afirmamos que (Uy) tem uma sub-
sequéncia limitada em E. Suponhamos por contradi¢do que ||Uy||g — +e quando k — 0.
Usando (Fy) obtemos por um lado que

20(U) =¥ (U)Ue = [ [Uc-VF (x.U)) = 2F (U} dv > al U] §
e, por outro lado,

20 (Uy) — @' (Up) Uy < 2|P(Up)| + |9 (Uk) || e+ || Ukl | E < K.

Assim, para todo k € N,
|Uklle < K>. (1.11)

Escrevendo Qy(x) = Uy (x) - VF (x,Ui(x)) — 2F (x,Uy(x)) temos que

limsup [ QOk(x)dx < Kj. (1.12)
k—+4oo JR?

Agora, pela expressdo (1.4) encontramos que

%HUkH% —D(Uy) = /RHF(x,Uk(X))dx

eg/R K(x)|Uk\2dx+C1/R K(0)[UP* dx,
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e substituindo (1.8) vemos que

1
S0 - ®(00) <& 0+ 1+ )/ Uil
(1.13)

HUkHa,,H B

) a(p+1)-2
+C |1+ (14 DVl }
—1

Sem perda de generalidade assumimos que 6 < min{p + 1, (p+—1

(p+1

} < 2* (o caso 6 >
max{p+ 1, } > 2 segue sem outra restricdo sobre 0). A551m pela desigualdade de
interpolagao ([8] Nota2 pag. 57),

1Ullp+1 < MUl NUN2: € U atpr-2 < U1l U1, (1.14)

para todo U € L (R*, R”)NL> (R",R™), com
11—t ¢ o—1 =5 s

pr1 0 >%aprn-2 8 2

Assim, usando a continuidade do mergulho E < L (R",R™), a desigualdade (1.13) torna-se

1 D (p+1) (p+1
(5 - e+ 20 ) Ikl - @(00) < el + caluelly ™ "

1— )M l+ M
+GlUlly ™ UlETT
e dai, para € suficientemente pequeno,
)2

I 2 ps2lotl)2
U3 < K + Ko U3+ K3 | Ul + Ko | U] 2 . (1.15)

De acordo com as relagdes 1.14 deduzimos que f(p+1) <2e = + sﬂ

20 >na(p—1)/(ax—1).

Fazendo Wy = Ui/||Us||e ¢ usando o mergulho compacto de E em L*(R",R™) conclui-
mos que existe W € E tal que, a menos de uma subsequéncia, W, — WemEeW,— W em
L*(R™",R™). Assim, W (x) — W (x) quase sempre em R”. Agora, dividindo (1.15) por ||U||%
e passando o limite, obtemos

< 2 proposto que

1< K4||W 3.
Isto fornece |W| # 0 e implica que o conjunto § = {x € R" : |[W(x)| # 0} tem uma medida
positiva. Desde que Qy(x) > a|U(x)|? > 0 e |Uy(x)| — oo para x € S, segue pelo Lema de
Fatou que

liminf Qk( )dx>11m1nf Qk( ) dx
ko0

>ahm1nf/|Uk (x)] dx
k—+

> a [ liminf|Uy(x)|® dx — -oco.
S k—+oo

Isto contradiz (1.12). Portanto, usando a expressdo (1.10) obtemos uma subsequéncia conver-
gente. [
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O mergulho compacto de E em L%((x) (R™,R™) implica o seguinte resultado.

Lema 1.2.8. O espectro do operador A+ A(x) sobre E consiste de uma sequéncia (A;) de
autovalores tais que Ay — oo quando k — +-oo.

Demonstragdo. Para cada U € E definimos o funcional linear S : E — R por
S(W) = (U,W)Lz(Ran).
Entdo pelo Teorema de Representagdo de Riesz, existe 7(U) € E tal que
(T(U),W)e = S(W) = (U, W)2(g0 g

Assim, o operador T : E — E € linear, limitado, simétrico e definido positivo. Pelo mergulho
compacto de E em L*(R",R™) segue que T é compacto. Escrevendo o problema de autovalores

AU +A(x)U =AU
como
(UW)g =A(T(U),W)g paratodo W € E,
temos que T(U) = A~!U e dai A, — oo quando k — oo, O
A proxima proposicao € técnica e serd usada na prova do Teorema 1.1.2.
Proposicao 1.2.9. Assuma que (A1)-(A4), (F1)-(F>) e (Fs) valem. Entdo para todo E € (M, B)
temos

N(U)—B|lU|2
it YO =BIUNS

> 0.
e+ |U|%

Demonstracdo. Por (Fs) existe R > 0 tal que F(x,U) > E |U|? para todo x € R" e |U| > R.
Tomando Qr = {x € R": |U(x)| < R}, temos que

NU) = /Q FU)a [ FU)d

2/ F(x,U)dx+E/ U2 dx
Qr R™\Qp
~ [ [Fev)-BluR]ac+BluiB.
Qr
Assim, basta mostrarmos que

Ne(U)
IU]lg—+eo |U||2

>0,

onde Ng(U) = / [F(x,U) — B|UJ?] dx. Afirmamos que limyy, e % = 0. De fato, por
Q E

R
contradi¢do, suponhamos que existe & > 0 e uma sequéncia (Uy) em E tal que ||Uy||g — +oo

e |Nr(Ur)| > 80||Uk||% para todo k € N. Assumimos que Ng(Uy) > 0 (o caso Ng(Uy) < 0 sendo
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similar). Seja Wy, = Uy /||Ux||g. Desde que |Wi||r = 1 e 0 mergulho de E em L%((x) (R",R™) é
compacto, existe W € E tal que
W, — W em E
Wi — W em L%((x) (R™,R™)
Wi (x) — W(x) quase sempre em R"
W) < h(x) € L (R").

Fazendo FlxU
QMP{%%%@—@M@M@R

onde J; € a fungdo caracteristica do conjunto
Q(Rk) ={xeR": 0 < |Ui(x)| <R},

temos que

Fm%@)A]MF
dx = — dx > 0 1.16
o 26 Lmﬂ\wwv PlloE® =% (119

para todo k € N. Por outro lado, como h € Ly, (R") C L*(R"),

F (x, Ur(x))

mmn_u|(ﬂz—m#mr
!<<>+Q<nw<wj—®#w\
< |(eK(x) + RP'CeK (x) — B)R2(x)|

deduzimos que Qy € L'(R"). Além disso, Q; — 0 quase sempre em R” pois sobre o con-
junto {x € R" : |[W(x)| = 0} temos |W(x)| — 0, enquanto, se |W (x)| > 0, entdo |Ui(x)| =
|\ Uk||E|Wi(x)| — +o0. Logo, xix(x) = 0 para k suficientemente grande. Portanto, pelo Teorema
de Lebesgue, concluimos que [p» O (x) dx — 0, o que contradiz a expressdo (1.16). O

1.3 Prova dos Teoremas 1.1.1 e 1.1.2

Agora estamos em posicao de provarmos os teoremas anunciados na introduc¢do. A prova é
dividida em varios passos.

1.3.1 Existéncia de pontos criticos sob hipdteses do Teorema 1.1.1

Suponhamos que |U| > 1. Faremos uso da representagdo em coordenadas polares esféricas

= (p7¢) = (P7¢17"‘ 7¢m—1)7
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ondep>1,—7<¢<7m,0< ¢, , 01 <Te

up = psin(@p) sin(@y) - - - sin( P 1),
uy = pcos(¢p)sin(¢) - -sin(Pp—1),
uz = pcos()---sin(dp_1),

U = P cos(Pp—1)-

Substituindo na hipétese (F3), obtemos uF(x,U) < pFp(x,U) e assim

F(x,U) > (rvm_n1 F(x,V)) U* >0 (1.17)

paratodox € R"e |U| > 1. Logo, dado qualquer conjunto limitado S C R”, existe C = C(S) >0
tal que
F(x,U)>C|U* (1.18)

paratodox € Se |U| > 1. Dessa forma
1
O(U) < S |[U[I = CllUII7u(s).

Isto mostra que existem muitos e € E tais que ®(e) < 0. Agora, usando o mergulho de E em
L(R" R™) para 2 < s < p* 4 1 temos que

1 1
o) = (3¢ VI - CalU '
e tomando € = 1/4 e escolhendo r > 0 tal que 1/4 — CerP~! > 1/8, obtemos
Lo
o) = ¢|U|lz

paratodo ||U||g <.

Portanto, a geometria do passo da montanha € vélida e considerando que o funcional ® € de
classe C! e satisfaz a condicdo de Palais-Smale, podemos usar o Teorema do Passo da Montanha
para concluirmos a existéncia de um ponto critico U € E do funcional ® com ®(U) > 0 (ver
[6], [42]). Em outras palavras, o problema (P) tem uma solugdo fraca ndo-trivial, e a prova de
existéncia do Teorema 1.1.1 estd completa.

1.3.2 Existéncia de pontos criticos sob hipéteses do Teorema 1.1.2

Nossa prova inicia-se com uma decomposi¢do conveniente do espaco E. Seja

k—1 k—1
Nk*l = {q)] ¥
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base ortonormal do autoespago correspondendo ao autovalor A;_; do operador —A+A(x) e
denotemos por E;:H, E%H e E hy 08 subespagos de E onde I — A;_ ;T é definido positivo,
zero e definido negativo, respectivamente. O operador T sendo definido no Lema 1.2.8. Assim,

_ (- 0 + - +
E=(E, &F )®E =E &E".
Notemos que, se i < k— 1, entdo

i (12 (12 i (12 i 112
0= 19l —Aill®jllz = l¢jllE — Ae—11l12,

donde ¢! € E~. Por outro lado, se i > k — 1, temos que ¢} € E*. Logo, dim(E™) < +oo.
Agora, escolhendo o >0 e E > 0 tal que

2F (x,U N ~ 2F (x,U
Lgc)c<oc<)q<<[3<[3§1iminf (x,U)

li —_—
e JUP U U

|U|—0

(1.19)

temos que existe § >0 tal que F(x,U) < (a/2)|U|* sempre que |U| < 5. Se \U| > 5, en-
tdo procedendo como na prova da expressio (1.3), verificamos que F (x,U) < K(x)Ce|U|PF!.
Assim,

a
F(x,U) < §|U|2+K(X)C.9|U|”+1

para todo x € R" e U € R™. Usando o mergulho de E em L?(;I) (R™,R™) obtemos que

2 _ S — a7 +1
() = 5 (1U|lz - @|U)z) - MUl

N =

para todo U € E. Observamos que E = E;L:H. Com efeito, EX C Et,l e se existir U €
E/{; ]\Eg tal que |U||2 — @||U||3 < 0 entdo UJ_¢); para todo i < k — 1. Pela caracterizagio do
autovalor A; segue que

o

3 < Wl

< <a
iz =

o que contradiz (1.19). Assim, podemos tomar m > 0 tal que
Iz —alulz = m|Uliz
para todo U € E™, pois do contrério, existe uma sequéncia (U;) in E™ tal que
2~ 2 1 2
Ul — e[ Ukl < ~[IUkll
e daf A; < &. Mas isto contradiz a hipétese que o < A;. Logo,

~ Y, —1
o) > (m-MUlp ") Ul
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paratodo U € E*, e assumindo p > 1 em (F}), obtemos que ||U||z = p < (#i/M)"/(*=V) implica
dU)> 0> 0 (1.20)

paratodo U € E*.
Por outro lado, por (fg) vemos que

D) <= (Ul —M-1]U]3) <0 (1.21)

| =

paratodo U € E~. Agora, dado € > 0, segue da proposicao anterior que existe Rg > 0 tal que
|- 2
NU) = ZBlUlz —£llUllE
paratodo U € E com |U||g > R¢. Desde que

n 2 2 2
01 = BIUNz < Ul = A1 ]IU]Z <0,

temos que existe mg > 0 tal que

Uiz BIUNz < —mg|U|E,

e tomando 0 < € < m; obtemos que

B

®U) < (—m[§+e> |U||% <0 (1.22)
paratodoU € E~ @Eok, with ||U||g > Re.

Portanto, as estimativas (1.20)—(1.22) mostram que o funcional ® exibe a geometria re-
querida pelo Teorema do Passo da Montanha Generalizado [6, 43] e desde que este teorema
continua valido quando trocamos a condi¢@o Palais-Smale pela condi¢cdo de Cerami, podemos
concluir que ¢ possui um ponto critico U € E com CI>(l7 ) > @ > 0, e em particular, U # 0.

1.3.3 Regularidade e comportamento assintético.

Usaremos um argumento tipo “bootstrap"para mostrarmos que U € uma solucao forte do pro-
blema (P). Isto é, cada componente de U € duas vezes fracamente diferencidvel em R” e
satisfaz (P) quase sempre em R”. De fato, seja U € W12(R" R™) satisfazendo

/[VUV(p+A(x)U-q0]dx:/ - VF(x,U)dx
Rn Rn

para todo @ € C°(B,R™), onde B, = B(xp,2R) é uma bola de raio 2R centrada em x(. Entdo,
U € uma solucdo fraca da equagdo

—AU = h(x) em By, (1.23)
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onde h(x) = VF (x,U(x)) —A(x)U (x). Fazendo 1 < p; =2*/p < 2*, segue de (1.3) e hipiteses
(A1) e (A4) que

el <c (o + o).
Desde que
Wh2(By,R™) < L* (B3, R™) — LP! (B, R™),

concluimos que i € LP1(B,,R™) e

s sy < € (10 (3 m) + 10 o 5, o)) -

Agora, se w é o potencial Newtoniano de £, segue de [27, Teorema 9.9] que w € W71 (B, R™)
e
Aw = h(x) (1.24)

quase sempre em B,. Combinando (1.23) e (1.24) temos que

V(U —w)-Vedx=0,
B,

para todo @ € C?(B,,R™). Isto é, U —w é uma solugdo fraca de A% = 0 em B,. Como
U—w € W2(B,,R™), podemos aplicar o Lema de Weyl [31, Coroldrio 1.2.1] para concluirmos
que U —w € C*(B2,R™). Logo, U € W>41(B,,R™).

Desde que 1 < p < (n+2)/(n—2), existe § > 0tal que (n+2)/(n—2) = p(1+0). Assim,

_ 2(1+6)
T

Considerando que W271(By,R™) < L' (B, R™) com r; = npy/(n—2p1), existe ps € (p1,71)
tal que U € W?P2(B,,R™). De fato, fazendo p, = r{/p temos que r; > p, € como

Py (n=2)(1+8)

= >1+9
p1 n—2—406 to

segue que p> > pj. Usando o argumento anterior, temos que
W2P1(By,R™) < L' (By,R™) < LP2(By,R™)
e |h(x)|P2 < C(|U|P2+|U|™"), donde h € LP2(B,,R™) com
Villzrs o ny < € (1 728 2em) + 10 s 5, o)

e U € W2P2(B,,R™).
Seguindo deste modo, obtemos uma sequéncia ilimitada

1< npi )
Pkl = —
T p\n-2p;
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tal que prr1/pr>1+0e
12| ks By mmy < C (HUHL”HI (B R™) +||U||Lppk+1 (B> ]Rm))‘

Assim, U € Wif(R”,Rm) para todo 2 < s < +oo. Pelo Teorema de Mergulho de Sobolev,
U € C"*(By,R™) com 0 < & < 1 —n/s es>n. Notemos que se as nio-linearidades fossem
de classe C' ou Holder continuas, entdo U seria uma solugdo cldssica do problema (Tx). Pela
estimativa eliptica interior [27, Teorema 9.11] temos

U lw2s(p, mmy < C (1U |58y mem) + 2]l s, ) )

onde B; = B(xo,R). Logo,

10llcrog,m) < € (Nelloaeny + 10 oo, oy ) -

Se s > n, temos pelo mergulho de Sobolev

1Ullcrag, ny < € (1Ullsaazen) + 101 gy ) -

Fazendo |xo| — oo, concluimos que [|U|c1.a(gy gm) — O.

1.3.4 Multiplicidade de solucoes.

Como visto antes, na aplicacdo do Teorema do Passo da Montanha, as condi¢Oes de cresci-
mento (Fj)—(Fy) e hipéteses (A1)—(A4) sobre os potenciais implicam que o funcional ® é de
classe C!, ®(0) = 0 e ® satisfaz a condigio de Palais-Smale. Além disso, como na prova do Te-
orema 1.1.1, a condigdo (F) implica que sobre qualquer subespago de dimensio finita W C E,
existe um R = R(W) > 0 tal que

D(u) |ucag0:w) < CiR* — CR! +C3 — —oo

quando R — +oo. Da mesma forma verificamos que existem p, @ > 0 tais que P | aB,> O.
Desde que @ € par, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha Simétrico para obtermos
uma sequéncia ilimitada de valores criticos de ® sob as hip6teses do Teorema 1.1.1.

Para provarmos a existéncia de multiplas solucdes no Teorema 1.1.2, usamos uma versao
do Teorema do Passo da Montanha Simétrico onde a usual condi¢do de compacidade de Palais-
Smale € trocada pela condi¢ao de compacidade de Cerami. Para este fim, mostramos que o
lema de deformagéo continua vélido sob a condi¢do (C). conforme [32, Teorema 1.3].



CAPITULO 2

Sistemas elipticos com crescimento supercritico

2.1 Introducao

Neste capitulo consideramos uma classe de sistemas de equagdes de Schrodinger estaciondrias
em R” da forma

— A+ a;(X)u; = fi(x, 5, - ) + gi(0) |wi|P g, x € R, (P)

onden >3, p; > (n+2)/(n—2) e as fungdes a;, g; : R" — Re f; : R* x R™ — R sdo continuas
com fi(x,0,---,0) = 0 para todo i = 1,---,m. Estudaremos a situacdo variacional na qual
(fiy--+,fm) = VF para alguma fung¢io F : R" x R™ — R de classe C!, onde VF denota o
gradiente de F nas varidveis U = (uy,--- ,u,) € R™. Escreveremos o sistema acima na forma

AU +A(x)U = VF(x,U) +VG(x,U),
onde A =diag(A,---,A), V(x) =diag(ai(x), - ,am(x)) e

X X
G(X,U) _ gl( ) ‘u1’p1+1—|—"‘—|— gm( ) ‘um’pqul.
p1+ 1 Pm+ 1
Nosso principal objetivo neste capitulo € ilustrar como idéias introduzidas em [9, 10, 15,
43, 44, 49, 50, 51] podem ser aplicadas para manipular o problema de existéncia de "bound
states" para sistemas elipticos com nao-linearidade critica ou supercritica, isto €, solu¢des U =

(uy,--- ,un) satisfazendo (P) e as seguintes condicdes:
u; >0 em R”, ui(x) -0 quando |x| — oo,
paratodoi=1,--- .m.

Utilizaremos o mesmo ambiente variacional do capitulo anterior, a saber,

E:{UEHI(R",R'”): A(x)U-de<+°°}

Rl’[

com produto interno (U,V)g = / [VU-VV +A(x)U - V]dx. Também assumiremos as mesmas
Rn

hipéteses sobre o potencial A(x) e sobre a ndo-linearidade F(x,U) no caso superquadrdtico.
Resumidamente,

Ayp) Existe D > 0 tal que gq;(x) > —D paratodox e R*ei=1,--- ,m;
( q p

29
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. Jra [[VUP+A@X)U-U] dx
A)) Ay = inf
o) b=, ol Jin U2 dx

> 0
(A3) i Vs(R"™\BR) = +o0, para 2 < s < 2n/(n—2);
oo

(A4) Existem uma fun¢ao K (x) € L7 (R"), com K(x) > 1, e constantes & > 1, ¢, Rp > 0 tais
que

K()C) S co 1<i<m

l/a
1+ ( min {a;" (x)}) ] paratodo |x| > Ro;

(F1) A funcdo F satisfaz a condigdo de crescimento
|\VF(x,U)| < cK(x)(1+|U|?) paratodo (x,U)eR"xR™,
ondec>0,1<g<p*<(n+2)/(n—2)en>3;
(F>) [VF(x,U)|/K(x) = o(|U|) quando U — 0 uniformemente em x € R";

(F3) Existe uma constante u > 2 tal que
0<uF(x,U)<U-VF(x,U)
para todo (x,U) € R" x (R™\{0}).

Com respeito as fungdes g;(x) supomos que sdo ndo-negativas e t€ém crescimentos controlados
pelo potencial A(x), isto é,

(Fy) gi(x) <CK(x) paratodox e R* e algum C > 0,i=1,--- ,m.
Nosso principal resultado para o problema (P) é o seguinte:

Teorema 2.1.1. Suponhamos que (A1)—(A4) e (Fy)—(Fy) sdo satisfeitas, coms = g+ 1 em (A3).
Entdo (P) tem uma solugdo forte U € C'(R", R™)NW12(R" R™) que decai no infinito. Além
disso, se

(Fs) OF /dui(x,uy,- -+ ,uy) > 0 paratodou; >0 comi=1,--- ,m,

entdo (P) possui pelo menos uma solugdo positiva U = (uy,--- ,un,) com u;(x) > 0 para todo
xeRei=1,---,m.

Em nosso préximo resultado, verificamos a existéncia de infinitas solu¢des para (P) sob a
presenca de simetria. Mais especificamente, suponhamos

(Fs) F(x,U) é par com relagao a varidvel U € R,
Sob esta condi¢do, somos capazes de provar:

Teorema 2.1.2. Suponhamos (A|)—(A4) vdlidas. Se F satisfaz (Fy)—(Fy) e (Fs), entdo o pro-
blema (P) possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.
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2.2 Reformulac¢ao do problema e resultados preliminares

Nossa escolha do ambiente variacional E assegura o mergulho continuo em H'!(R" R™) (ver
Lema 1.2.1) com

U1z > ¢||VU|3. (2.1)

Além disso, E — Li(x) (R*,R™) compactamente para todo 2 < s < p# + 1 (ver Lema 1.2.4).

Desde que o crescimento da nao-linearidade € critica ou supercritica, nao podemos usar
diretamente técnicas variacionais por causa da perda de compacidade do mergulho de Sobolev.
Contornamos esta dificuldade construindo um truncamento adequado. Para este fim, introdu-
zimos um problema auxiliar no espirito do argumento desenvolvido para o caso escalar por
Chabrowski e Yang [15] quando o dominio € ilimitado e por Rabinowitz [43] no caso de domi-
nio limitado. Assim, consideremos o sistema

—Au; +ai(xX)u; =fi(x,up, - o)+ gi(x)hi(w), xeR' i=1,-- ,m, (Tx)
onde
0, se <0,
hi(t) =< tPi, se 0<r<K,

KPim4t1, se t>K,

e a constante K > 0 serd determinada posteriormente.
N

Seja H;(s) = / h;(t)dt. Observemos que para 0 <7 < K temos (t/K)P' < (t/K)4 e, conse-
0

quentemente,

hi(t) < KPim9t4 para todot € R 2.2)
e
KPimd |
Hi(s) < ?s‘ﬁ ,para todos € R. (2.3)
q

Agora, consideremos o funcional associado ao problema (7 ) dado por

1

1) =5

Ul [ IF.0)+ G U)]ds

com G(x,U) = g1 (x)Hy (u1) + - - + g (x) Hy (14 ).

Lema 2.2.1. Assumimos que (A1)—(A2), (A4), (F1)—(F2) e (Fy) sdo satisfeitas. Entdo o funci-
onal I é bem definido e de classe C! sobre E. Além disso, para todo € > 0 existe C¢ > 0 tal
que

[ IPG.0)+ G0 < U+ CelU 5 @4
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Demonstracdo. Mostramos no Capitulo 1, expressio (1.4), que
IF(x,U)| < K(x) (e]U]> +CelU). (2.5)
Agora, segue de (2.3) e (F4) que
G(x,U) < CK(x)|U|7*! (2.6)
para todo (x,U) € R" x R™. Logo,
|F(x,U) +G(x,U)| < K(x) (e|U)* +CeU ) 2.7)

e isso revela que o funcional / é bem definido. Uma anélise semelhante a realizada para pro-
varmos a regularidade do funcional @ no Capitulo 1, mostra que / é de classe C' sobre E
com

(W) W) = U.W)e~ [ W [VF(x.U)+VG(x.U))dx
Rn
para quaisquer U = (uy, - ,up),W = (wy, -+ ,wy) €EE. O

Tomando W = (0,--- ,wj,---,0) obtemos a formulagéo fraca de (Tk):

/ [VusVows -+ ag(e)ugwi] dx = /R [ U)wit gi(x) i) wi i

Em outras palavras, pontos criticos de I sdo solugdes fracas de (7).
A préxima proposi¢cdo mostra que / satisfaz uma condi¢do de compacidade do tipo Palais-
Smale.

Proposicao 2.2.2. Suponhamos que (A)—(A4) e (F1)—(Fy) valem. Entdo, coms=q+ 1 em
(A3), o funcional I satisfaz a condigdo de Palais-Smale sobre E.

Demonstracdo. Seja (Uy) C E tal que [[(Uy)| < Ce||I'(Uy)||gr — 0. Entdo, usando (F3), vemos
que

1 1 2 1,
—— — Uz < I(U) — =I'(Up) U < C+€||Uk|E.
(54 ) Il <10 - 1w i

Assim, (Uy) C E é limitada e, a menos de uma subsequéncia, converge fracamente para um
limite U em E. Vimos na Proposi¢do 1.2.5 que

/ (Ui~ U)-[VF(x,Up) ~ VF(x.U) dx =0 quando & — +oo
De modo andlogo, usando (2.2) e o Teorema de Convergéncia de Vitali verificamos que
/n(Uk -U)- [Vé(x, U) — Vé(x,U)] dx—0 quando k — +oo.
Desde que
%HUk — Ul =(I'(U) —1'(V), U~ U) + /R (Ux=U)-[VF(x,Up) = VF (x,U)] dx-+ 08
/ (U= ) [V6(,U;) ~VG(x,0)] dr, |

concluimos que (Uy) tem uma subsequéncia que converge fortemente para U em E. U
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2.3 Solucoes do problema auxiliar

Iniciamos por provar a existéncia de solucdes fortes ndo-triviais do problema truncado (7x)
usando o Teorema do Passo da Montanha.
Fazendo uso da representacdo em coordenadas polares encontramos que

F(x,U) > (ﬁ@lF(x,W)) UM >0 (2.9)

para todo x € R" ¢ [U| > 1 (ver equagdo (1.17) e sua prova). Desde que G(x,U) > 0 para todo
|U| > 1, segue que
1
1V) < S IUIE ~ClUl

para todo U € E com suporte compacto S e tal que |U| > 1. Isto mostra que existem muitos
e € E tais que ®(e) < 0. Agora, usando (2.4) obtemos

1

1
1) = (- &)V} —CellUIE,
e assim, escolhendo r > 0 tal que
! € Cer1 >0
2 r Sr 9
segue que
IU)>p>0

para todo |U||g =r.

Portanto, o funcional / satisfaz a geometria do passo da montanha e, em consequéncia, as
hipéteses do Teorema 1.1.1 do Capitulo 1 sdo satisfeitas. Logo, existe um ponto critico U € E
do funcional I com I(U) > 0. Em outras palavras, o problema (Tx) tem uma solugdo forte
ndo-nula. Seja ¢ = I(U) o valor critico de I em U. Assim, por (F3) e (2.3) vemos que

1 ~
=5 VIE~ [ [Fev)+Gev)] as
AWl [, [Evreo) v vEe)-o] e
Py - - X, . _ X, . .
B e qg+1
Desde que U € uma solugdo do sistema (Tx), temos que

w2 = /RNU [VF(x,U) + VG(x,U)]dx

€ assim

11 ,
> == — . 2.1
o> (3= ) Wi 2.10)
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Com o objetivo de mostrarmos que o procedimento do passo da montanha fornece uma
solugdo positiva, trocamos a ndo-linearidade F (x,U) por

F(x,up, - ,um), se Vi, wu;>0,
F(x,U)=1< F(xup, -, ui—1,0,ui11, - ,up), se di, u; <0,
0, se Vi, u; <0,
onde i=1,---,m. Assim, F(x,U) satisfaz as mesmas hipéteses que F(x,U) e pelo argumento

anterior obtemos uma solucao forte ndo-trivial do problema (7). Isto é,

[ 9+ atagl av= [ S et [ g

para todo & € C°(R"). Tomando & = u; nesta expressdo, concluimos que ||u; ||, = 0. Logo,
u; > 0 paratodoi=1,---,m. Desde que u; satisfaz

g+ (s = (e, U) + () + () > 0

e fi(x,U(x)) + gi(x)hi(ui(x)) + a; (x)u;(x) € L*(Bg), para todo s > 1, porque u; € C*(Bg),
segue pelo principio do méximo forte para solucdes fortes [27, Teorema 9.6] que u; ndo pode
atingir um minimo em Bp, para todo R > 0, a menos que seja constante. Assim, #; > 0 em R”
paratodoi=1,--- m.

2.4 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta secio, usamos a técnica de iteragdo de Moser para obtermos uma cota apriori para so-
lugdes do problema (7k), isto é, mostramos que ||U||. < K desde que K (uma constante no
truncamento 4;) seja escolhida de forma conveniente. Isto obviamente implica que U resolve o
problema (P). A prova é adaptada de [15, Proposi¢do 2].

Proposicao 2.4.1. Existe uma constante Ky > 0 tal que, para cada K > Ky a solucdo do passo
da montanha U do problema (Tx) satisfaz |U||. < K.

Demonstragdo. SejaU = (uy,--- ,uy) € E uma solugéo do problema (7x). Podemos assumir,
sem perda de generalidade, que u; > 0 parai € {1,---,m}. Caso contrdrio, argiiimos com as
partes positiva e negativa de u; separadamente. Definamos uma funcdo Up = (ujz, -+ , ) € E
por
~ | wui(x), para ui(x) <L
tig (x) = { L, para u;(x) > L

)

onde L > K. Seja ® = (¢1,---,¢y) € E tal que ¢; = u,-u?L(Bfl) e B > 1 é uma constante a

ser determinada. Tomando ¢; como fungdes teste em cada i-ésima equagdo do problema (7x),
obtemos

[VU-VCI>+A(x)U-<I)]dx:/ @ [VF(x,0) +VG(x,U)] dx.

n

RI‘[
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Desde que V¢; = uizL(ﬁ_l)Vui +2(B — Dujuy; 2p=3 Vuj e
/ uiuizf%Vu,- -Vujpdx = ul.z(ﬁfl)Wui\zdx >0,
R" u; <L

segue que
Z/ [uizL(B_])|Vu,~|2+ai(x)ul-2ui2L(ﬁ_l)} dxg/ d- [VF(x,U)—f—Vé(x,U) dx.
i:l Rn n

Considerando K > 1 suficientemente grande e usando as desigualdades (1.3) e (2.2) obtemos
que

Z/ P Vil af (P de
= R7 1 l 1
SCKP“I/ K(x)(|U|2+|U|q+1)|UL|2( dx+§/ uulL Dy
Rl‘l

onde p =max{py,---,pm}. Por (A3), temos que a; (x) < D paratodo x € R", e como K(x) > 1
concluimos que

Z/ lL |Vul‘2+a ( )uzutL(ﬁ 1)] dx
i=1

2.11)
<ckr o [ K@) (UP+ | U 2P dx
Rn

A seguir fagamos ¥ = (@y,---, @y,), onde ¢@; = uiugfl parai=1,--- ,m. Notamos que ¥ € E
pois

/ A(x)¥ - Wdx < L2~ 2‘1/ X)u? dx < +oo.

Pela desigualdade de Young temos que
m
L vPac<y [ Ve
R i=1/R"
m
<2Y [ [ Vv (B = 12 V]
i=17R"

—22{/ lLﬁ V|V dx+ (B — 1)2/ Lu,-zL(ﬁ_”Wuilzdx] (2.12)
ui<

< [/ 2B du+ (B — 1)2/ uizL(ﬁ_l)]VuiFdx}
" R RN

l:

Zﬁ/ u, 1)|Vui\2dx

3

| /\
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Assim, usando a desigualdade (2.1) e substituindo (2.11)—(2.12), encontramos que

1
LR
R” 4
1
g—/ (VP + AR ¥) de
C Jre
m (2.13)
<Y [ (ui "1Vl +al utg® ) ax
i=1/R"
gﬁZCK”q/R K(x) (JU]2+]U1) U2 d.
Segue da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [8, Teorema IX.9] que
IP3 <c [ [vePar
R (2.14)

§ﬁ2CK”‘1/ K(x) (JU[2 + U1 U 2BV d.
Rl‘l

Afirmamos que K(x)|U|* € L"(R") para 1 < r < o préximo a 1 e 2 < s < p*. De fato, agindo
como na prova do Lema 1.2.2, equagdo (1.8) fornece

| k@wpy e <c i+ ol w3, )

Notamos que rs > 2 e rs < 2* para r > 1 préximo a 1 desde que s < p*. Por outro lado,
r(as—2)/(c—r)>2parare (1,a) e r(as—2)/(oc —r) < 2* sempre que

r< —062* .
os+2%—2
Isto vale para r > 1 proximo a 1 porque
NN o > 1.
as+2°=2" a2 -1 - g+ 5

Logo,
/ (K@)|U) dx < Cllullg
Rl‘l

paratod02§s<p#e I <r< apréximo a 1.

Agora, aplicando a desigualdade de Holder em (2.14) e usando (2.10) para | <r < &
préximo a 1 e 2 < s < p*, concluimos que

1/r (r=1)/r
¥[13- <p*CKP1 UR”K(xY (U +Juasor) dx} { /]R U P

(r-1)/r
<p2CKP (/ |UL|2(B—1)r/(r—1)dx) ,
RV!
(2.15)



2.4 PROVA DO TEOREMA 2.1.1 37

Assim, tomando
| 2% 1
2——<B<I+ = (1——)
r 2 r
ea*>0tal que Bao* =2r(B—1)/(r—1), podemos expressar (2.15) como
2/2*

2°/2
/(Z ) de|  <pPCKr U 5"

Usando o Lema de Fatou em L no primeiro termo, obtemos
|Ullga- < BY/B(crP=) /2B U | 207P. (2.16)

Seja y =2*/a*, isto é, Bya™ = B2*. Entdo, para cada m = 0,1,2,--- definimos ;0" =
22", com xo = x. Assim yx = x**!. Agora, usamos a técnica de iteragio de Moser [38] sobre
a estimativa (2.16) para provar que cada solu¢do do problema (7x) é limitada. Com efeito,
usando o argumento anterior para ¥ 3 e observando que

<B) 2r,
U < A e, PR

pois |UL| < /mL = M, segue que

)

xBar
<(x) (ckr=0) 7 M’ [ (CKP=) B |}, |

<y i (cxr B ) vl

1 el
Ullp2r <(xB)Z (CKP~) 78 M5 U]
1
2B

onde y= (B —1)/B. Assim, para k = n temos que

. +1
Ul gn1gorr = U llynpas < %' B (CKP ")G3MG“||U||ﬁWa*»

onde
l/ﬁ i n_l n l’ l/ﬁ i n i’
i=0 —0X
n ' 1 . )
1By 04—(1/B)Z%—17/-

Desde que y < 1 e ¥ > 1, as séries sio convergentes e 7'T! — 0 quando n — +oo. Logo,
podemos tomar o limite para concluirmos que U € L= (RN, R™) com

|U]|ee < %' B°2(CKP~9)3 M.
Para escolhermos K, consideremos a desigualdade
XmBGz [CKP*Q]G3MG4 S K. (2'17)

Desde que tomamos 3 > 1 préximo a 1, o valor y = (8 — 1)/ pode ser feito arbitrariamente
pequeno. Consequentemente, 03 pode ser feito suficientemente pequeno tal que o3(p —¢g) < 1.
Isto implica a existéncia de um Ky > 0 tal que para todo K > Ky temos (2.17) satisfeita. O]
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2.5 Prova do Teorema 2.1.2

Com o objetivo de provarmos o resultado de multiplicidade de solugdes, estendemosa a fungao
h como uma fungdo impar de [0, 4-o0) em (—oo,0], isto é, h(u) = —h(—u) para u < 0. Conforme
visto antes na aplica¢do do Teorema do Passo da Montanha, as condi¢des de crescimento (Fj )-
(F4) e hipéteses (A1)-(A4) sobre os potenciais implicam que o funcional I é de classe C',
1(0) = 0, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale e seus pontos criticos sdo solu¢des fracas de (P).
Além disso, o argumento no Teorema 2.1.1 que mostrou que / satisfaz a geometria do passo
da montanha permanece vélido. Aplicando entido o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,
obtemos uma sequéncia ilimitada de valores criticos de 1.



CAPITULO 3

Sistemas elipticos em dimensao dois

3.1 Introducao

Neste capitulo consideramos uma classe de sistemas de equagdes de Schrodinger estaciondrias
da forma

—Au; + ai(x)u; =gi(x) fi(uy, - yupm) +hi(x), x€ Rz, i=1,--,m, (P)

onde as fungdes a;,g; : R> = R e f; : R™ — R sdo continuas com f;(0,---,0) =0 e h; €
(H'(R?),||-||+)*. Estamos interessados em encontrar solugdes fracas ndo-triviais do problema
(P) quando as ndo-linearidades f; ttm o crescimento méaximo que permite tratar (P) variacio-
nalmente no espago de Sobolev H; (R?,R™). Consideramos a situacio variacional em que

(&1 1(U); -+ gm(x) fm(U)) = VF (x,U)

para alguma funcio F : R?> x R™ — R de classe C', onde VF denota o gradiente de F nas
variaveis U = (uy,--- ,uy) € R™. Objetivando uma analogia com o caso escalar, reescrevemos
(P) na forma matricial como

—AU +A(x)U =VF(x,U)+H(x),
onde A =diag (A, -+ ,A), A(x) = diag (aj(x), -+ ,am(x)) e H(x) = (h1(x), - ,hn(x)).
Mais uma vez, utilizaremos o mesmo ambiente variacional do capitulo anterior, a saber,

E— {U € H'(R",R™) :/

As hipéteses bdsicas sobre os potenciais s@o listadas abaixo.

A(x)U-de<+°°}.
(A;) Existe D > 0 tal que a;(x) > —D paratodox € R?ei=1,--- ,m.

Para assegurar o mergulho continuo de E em H' (R?, R”) assumimos a seguinte condicio sobre
o primeiro autovalor do operador —A + A(x):

VU +A(X)U -U| dx
(A2) Ay = inf Jr U "+ (2x) ]
UeE\{0} Jrn U7 dx
Agora, se Q C R2 é aberto e s > 2, denotemos
VU|? +A(x)U -U| dx
n@<— g JelVUEE i )
veHY @R} (fo U dx)*

e colocamos V(@) = +0. Com 0 objetivo de obter um resultado de compacidade, considerare-
mos também as seguintes hipoteses:

> 0.

Y

39
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(A3) lim vs(R?\Bg) = +oo.
R—+oo

A4) Existem uma funcdo K (x) € L (R?), com K(x) > 1, e constantes o > 1, cg, Ry > 0 tais
¢

loc
que
l/a
K(x) <co |1+ ( min {aj“(x)}) ] paratodo |x| > Ry,
1<i<m
onde alﬂ_(x) = maXxERN{()?ai(x)} para = 17 tee,m.

Com respeito as fungdes g;(x), assumimos que elas sdo continuas, estritamente positivas e
ndo sdo necessariamente limitadas em x proposto que seu crescimento seja controlado pelo
crescimento de A(x). Mais precisamente,

(Fy) Existem contantes ag, by > 0 tais que ag < g;(x) < boK (x), paratodox € R?ei=1,--- ,m.
Além disso, suponhamos que as ndo-linearidades satifazem as seguintes condi¢des:

(B) |fi(U)| = o(|U|) quando U — 0 uniformemente em x € RZei=1,--- ,m.

(F3) Existe uma constante p > 2 tal que
0<uF(x,U)<U-VF(x,U)
para todo (x,U) € R? x (R™\{0}).
(Fy) Existem constantes Sy, My > 0 tais que
0< F(x,U) <My|VF(x,U)]|,
para todo |U| > Sy uniformemente em R?.

Motivados por desigualdades tipo Trudinger—Moser (ver [39]), dizemos que uma fun¢do f tem
crescimento subcritico em +oo se para todo § > 0
lim M =0 (3.1)

s}—teo e?

e f tem crescimento critico em +oo se existe By > 0 tal que

)] _ { 0 VB>p 42)

lim 22 =
[s|>-+o0 P’ +oo VB <Po.

Agora estabeleceremos os principais resultados deste capitulo.

Teorema 3.1.1. Suponhamos que as fungdes f; tém crescimento subcritico e (A)—(A4), (F1)—
(F3) sdo satisfeitas. Entdo existe 8 > 0 tal que (P) possui uma solugdo fraca nao-trivial em
E sempre que 0 < |H||, < 01. Além disso, se 0 < ||H||. < 8, entdo (P) possui uma segunda
solugcdo fracaem E.
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Teorema 3.1.2. Suponhamos que as fungdes f; tém crescimento critico e satisfazem (A1)—(A4),
(Fl>_(F4)- Se, para algum i € {17... ,m}’

(F5) existen > 0 tal que |U}i31 u,~f,~(U)efzm_lﬁ(ﬂU'2 >n,comU = (uy,-- ,uy) € R™,

entdo existe & > 0 tal que (P) possui uma solugdo fraca nao-trivial em E sempre que 0 <
|H||« < 8. Além disso, se 0 < |H||« < &, entdo (P) possui uma segunda solugio fraca em E.

Por outro lado, se H(x) tem sinal definido no sentido que suas componentes sdo nio-
negativas ou nao-positivas, entao vale o seguinte resultado.

Teorema 3.1.3. Sob as hipdteses dos Teoremas 3.1.1 ou 3.1.2, se H(x) > 0 (H(x) < 0) quase
sempre em R?, entdo o problema (P) possui duas solu¢des ndo-negativas (ndo-positivas), res-
pectivamente.

Observacio 3.1.4. Precisamos assumir (F3) em R? x (R™\{0}) devido a ndo limitagdo em x
da ndo-linearidade. Um exemplo tipico de fungdes satisfazendo as hipéteses (Fy)—(Fy) é

F(x,U) = Ag(x)|U|e"F,

com constantes A,y > 0 e g(x) > 0 para todo x € R".

3.2 Alguns resultados preliminares

Seja Q um dominio limitado em R2. A desigualdade de Trudinger-Moser (ver [39], [53]) afirma
que para todo B >0 e u € H} (Q)

P e L(Q).

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

sup /eﬁ”2 dx<C|Q| se P <4nm.
<1/Q

”uHH(% @=

Nesta se¢iio usaremos a seguinte extensio desses resultados para todo o espago R? obtido
por Cao [14] (ver também [29, 46]):

Lema 3.2.1. Se § >0euc H' (R?) entdo
/z(eﬁ”2 —1) dx < oo, (3.3)
R

Além disso, se ||Vul|3 <1, |ula <M < +oo e B < 47, entdo existe uma constante C =
C(M,B) > 0, que depende somente de M e f3, tal que

/Rz(eﬁuz —1)dx< C(M,B). (3.4)
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Conforme visto no Capitulo 1 (ver Lema 1.2.1 e Proposicao 1.2.4), nossa escolha do ambi-
ente variacional E assegura o mergulho continuo em H'(R? R™) com

Uiz > ¢Ivuls, (3.5)
e compacto em L%((x) (R?,R™) para todo s > 2.

Lema 3.2.2. Sejaf3 >0er> 1. Entio, para cada 0 > r, existe uma constante positivaC = C(0)
tal que, para todo s € R,

(P — 1) < (P —1). (3.6)

Em particular, para r € [1,a), temos que K (x)(eﬁ‘U‘2 — 1) pertence a L' (R?) para todo U €
H'(R%,R™).

Demonstragcdo. Para a prova da desigualdade (3.6) ver [30, Lema 2.2]. A seguir, provamos a
segunda afirmagdo do lema. Como K (x) € L}, .(R?), temos que

/R K@) (PP - 1)’ dx <Cy /ng (PP - 1)’ dct [ K (PP - 1)’ dx

SCz/ (eeﬁ‘U‘2—1> dx+C3/ K(x)’<e9ﬁ‘U‘2—1) dx.
|x|<R |x|>R

Desde que
(PP 1) < ZLZ< 21 Buf ) 3.7)

segue do Lema 3.2.1 que o primeiro termo € integravel. Para estimar o outro termo, notemos
que

y CF
j=1

: > (0B)/ ;
K(x)r\U\zfdx g@ﬁ/ K(x)’\U\zdx+ Z ﬂ/ (K(x)r|U]2)J dx
]' X[>R lx[>R = Jb R
onde usamos o fato que K(x) > 1. Desde que k(x) = K(x)"|U(x)|* € L'(R?), podemos usar
a simetrizacdo de Schwartz e o Lema Radial (ver [9, Lema A.IV]) para obtermos a seguinte
estimativa:

K(x)'|[U[* dx
=1

j |x|>R

: OB [ e
<0p [ K !Ulzdx+J; S e

|x|>R

< 1 /0B|k(x)|;)’ L
<6p x)'UJ*dx ;;(—ﬁ l‘tliz)ul) / LR

\x\>R
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Agora, usando mudanga de varidveis, obtemos

K(x)"|U* dx

= J! J>R

J
P
<6B [ K('|UPdet2n Z (%) /R st ds

[x[>R

cop [ xeyubarsme L (PBOLY

1/2p2
>R = /2R

Além disso, segue de (A4) e desigualdade de Holder que

. m .
LRGP ar<clUIF+Cs Y. [ (af @)l ds
R i=1 \x|>R0
ar (3.8)

r/OC 2(ja—r) o
<Clvresy | [ aremta] | [ e

para todo j > 1. A hipétese (A1) agora mostra que

/ ai*(x)u%dxg/ [ai(x)uiz—l—Duﬂ dx.
x|>R

R2

Substituindo em (3.8) e usando (A;) e mergulho continuo E — L*(R? ,R?), para todo s > 2,
podemos concluir que

2(ja—r)
2j
[ Gy wPiax<cvi+ vl v,

a— r

a—r (3.9)

<Gs|lU|I/

Logo, o Teorema da Convergéncia Mondtona implica que
K(x)" (eB|U|2 - 1>r dx
SQ/) G%M{J)&+Q
x[<R
COB|U|Iz
<c/) (PP~ 1) dx+ s £
sC H{< e + Z T

, (ceﬁnUHE)
SCI/ <69ﬁ|U| _ 1> dx+C; |e a2R2 ) _ 1] :
|x|<R

0 que completa a prova. [

R2

Tl2R2

coplul+ e ¥ 5 (Uu” )
Jj=
) (3.10)
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Corolario 3.2.3. SeU € E, B >0, g >0 ¢ |U|[g <M com 2" 'BM? < 4rt{, entdo existe
C=C(m,B,M,q,{) >0 tal que

2
KU~ 1)de < U],

Demonstragdo. Pela desigualdade de Holder,

/RzK(x)\U‘q (emmz _ 1) dx < U4, [/Rzl((x)r (emuwz - 1)rdx] l/r, (3.11)

onde tomamos r > 1 préximo a 1 e s = r/(r—1). Agora, consideremos 6 > r préximo a r tal
que 2" 'OBM? < 4. Por (3.7), (3.10) e Lema 3.2.1, temos que

| K@U (P27 -1) ax
<C; {Z/xd[ N 19’3M2(”VLZI\2)2_1

<G| U||%.

dx+C

1/r
C9ﬁM2)
e(ﬂl/ZRZ _1] } ||U||ZS (312)

]

O préximo resultado é uma extensio do Lema de Lion para todo R?. A demonstragio é
uma adaptacao da prova dada em [30].

Lema 3.2.4. Seja (W,) uma sequéncia em H'(R?,R™) com ||W,||;2 = 1 e suponhamos que
4w

211 — [[Wollf )

W, — Wy em H'(R%,R™) com ||Wy||;2 < 1. Entdo para todo 0 < p <
temos
2
sup/ (e”'W”' — 1) dx < +oo.
n JR?
Demonstragdo. Desde que W, = Wy e ||W,||1 2 = 1, concluimos que

4r

W = Wolli2 = 1 =2(Wo, Wo) i + [ WollT 2 = 1 = [Woll T < T,

Assim, para n suficientemente grande temos que 2! p||W, — WOH%2 < 0 < 4r para algum
o > 0. Agora, escolhendo g > 1 préximo a 1 e € > 0 satisfazendo

2" gp(1+%) W —Wolli, < o,
segue por (3.7) e Lema 3.2.1 que

wi-wi

/2 <eqp(l—i—£2)|Wn—Wo\2 _ 1) WZ/ ( 27 gp(14€%)|[Wa=Wo ] 5 Hwnfwoﬁ)fz)z B 1) dx < C.
R
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Além disso, como p|W,|? < p(1 4 €%)|W, — Wo|? + p(1+ 1/€%)|Zy|?, temos que

Ml 1 < (ep(wsz)|wn—w0|zep<1+1/s2>|wo\2 _ 1)

Al (eqp<1+82>\wrwo|2 _ 1) . (erp(1+1/82)|W0|2 _ 1) ,
r

q

onde na ultima expressao usamos a desigualdade de Young

q r
b<a_+b_
q

coma,b>0e1/qg+1/r=1. Portanto,

/ <€p|Wn‘2 . 1) dx < l/ <eqp(l+82)|Wn—W()|2 _ 1) dx+l <erp(l+l/€2)\W0|2 — 1> dx<C
R2 q Jr?2 rJR?

para n suficientemente grande e o resultado estd provado. ]

O seguinte resultado, também provado em [30], fornece um tipo de reciproca do Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue em H' (R?).

Lema 3.2.5. Seja (u,) uma sequéncia em H' (R?) fortemente convergente. Entéo existe uma
subsequéncia (uy,) de (u,) e £ € H'(R?) tal que uy,, (x) — u(x) e |uy, (x)| < £(x) quase sempre
em R?.

Com o objetivo de mostrarmos que o limite fraco de uma sequéncia em E é uma solugdo
fraca de (P) usaremos o seguinte resultado, obtido em [25] por de Figueiredo et al.

Lema 3.2.6. Seja Q C R? um dominio limitado e f : R — R uma funcdo continua. Entdo
para qualquer sequéncia {u,} em L'(Q) tal que u, — u em L'(Q) com f(u,) € L'(Q) e
Jo If (un)uy| dx < C, temos f(uy) — f(u) in L'(Q).

3.3 A estrutura variacional

Agora consideramos o funcional associado ao problema (P) dado por

1
1U) = EHUH,Z;—/RZF()C,U)dx—/RzH(x)-de. (3.13)

Sob nossas hipéteses temos que I é bem definido e de classe C' sobre E. De fato, por (F) e
(F,), dado € > 0 existe 0 > 0 tal que |VF(x,U)| < €K (x)|U| sempre que |U| < §. Por outro
lado, para B > 0 (caso subcritico) ou B > fBy (caso critico), temos que existe C > 0 tal que
1£:(U)] < C(ePIU — 1) para todo |U| > 8. Assim,

m

VF(x,U)| ,
IVE, ; A (3.14)

<eK(x)|U]| +c11<(x)(el3lU|2 ~1),
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para todo (x,U) € R? x R™. Usando (F3) e a desigualdade de Holder, obtemos que

/RZ |F(XaU)|dxSe/R21<(x)|U|2dx+c1 /RQK<X)|U| (eﬁ\U\2_1> de

, 1/r
§£/ K(x)’U’zdx—l—ClHUHs |:/ K(x)r <eﬁ|U|2_ 1) dx} 7
R2 R2

onde r € [l,a) e s = r/(r—1). Considerando o mergulho continuo E —» Ly (R?,R™) para

s >2eLema 3.2.2, segue que F(x,U) € L'(R?) e, consequentemente, I estd bem definido.
Na sequéncia, mostramos que o funcional /7 é de classe C! sobre E. Com efeito, fazendo

N(x,U)= | F(x,U)dx, temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
R2

U (U),V) =(U, Vg — im 2 [N, U +1V) = N, U)] — | H(x)-V dx

t—0t R2

:<U,V>E_/RZV-VF@,U)dx_/RzH(x).vdx,

para todo V € E. Como I'(U) é linear e limitada, basta mostrarmos que a derivada de Gateaux
de I é continua. E claro que o primeiro e o tltimo termo sdo C!. Assim, resta provarmos que N
éC!. SejaU, — U em E. Pelo Lema 3.2.5, existe uma subsequéncia U, em E e {(x) € H'(R?)
tal que Uy, (x) — U (x) € |Up, (x)| < £(x) quase sempre em R?. Dado V € E, definimos

G, (1) =V (2) - VE(x, U, (x)).

Entao
Gp,(x) = G(x) =V (x)-VF(x,U(x))

quase sempre em R? e desde que a expressio (3.14) fornece
[Hy| < K@)V + K@V - 1),

segue que Hy, (x) € integravel. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
mais uma vez, para concluirmos que

lim an(x)dx:/RzH(x)dx.

n——4oo JR2

Logo, para cada V € E com ||V||g = 1, obtemos
(N'(Un,) —N'(U),V) < /2 |V - [VF(x,Up,) — VF(x,U)] dx,
R

e dai

lim ||N'(U,)—N'(U)||g =0.
k—s-+o0

Isto completa a prova.
As condi¢des geométricas do Teorema do Passo da Montanha para o funcional / sdo esta-
belecidas por nossos préximos dois lemas.
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Lema 3.3.1. Suponhamos que (A})-(Az), (A4), (F1)-(F3) valem e que as fungdes f; tem cres-
cimento subcritico ou critico para todo i = 1,--- ,m. Entdo existe 6; > 0 tal, que para cada
H e (H'(R%,R™))* com ||H||« < &, existe py > 0 tal que

I(U)>0 sempreque |U|g=pu.
Demonstra¢do. Do mesmo modo que provamos (3.14) podemos ver que
VE(x,U)| < eK(x)|U|+Ci K (x)|U 4~ (PIUF — 1) (3.15)

com g > 2. Assim, usando (F3) e o mergulho continuo de E em Ly (R?,R™) temos que

() > G—e) ||U||§—CI/RZK(x)|U|‘1(e5U2—1) dr— [ H()-Udr.

Desde que 2" !B0? < 4n{ se |U||g < o é suficientemente pequeno, aplicamos o Corola-
rio 3.2.3 para concluirmos que existe py > 0 tal que I(u) > 0 sempre que ||U||g = px e ||H]||«
¢ suficientemente pequeno. De fato, py satisfaz a desigualdade

1 _
(5-¢)pu-ciol ' 11 >0

e notamos que podemos tomar py suficientemente pequeno quando ||H||,. — 0. O

Lema 3.3.2. Suponhamos que (F}) e (F3) valem e as fungdes f; satisfazem (3.1) (ou (3.2)).
Entdo existe e € E com |le||g > pu tal que

fe) < Huiwfl:prI(U)'

Demonstragdo. Como na prova do Teorema 1.1.1, fazemos uso da representagdo em coorde-
nadas polares na hipétese (F3) para encontrarmos que

F(x,U) > (mr]gl'i_an(x,W)) UM >0 (3.16)

para todo x € R? e |U| > 1. Assim, para todo U € E\{0} com suporte compacto e |U| > 1,
temos que
F(x,U) > C|UM. (3.17)

Logo, denotando K = supp(U) e usando (F}), obtemos que
)
11U < —HUH%—C#‘/ ]U|“dx—t/ H(x)-Udx
2 K R2

para todo ¢ > 0 e desde que u > 2, seque que I(tU) — —oo quando t — +oo. Portanto, e = tU
com ¢ suficientemente grande satisfaz o lema. ]



48 CAPITULO 3 SISTEMAS ELIPTICOS EM DIMENSAO DOIS

Com o objetivo de encontrar uma bola apropriada para usarmos argumentos de minimiza-
¢do, necessitamos do seguinte resultado cuja prova € dada em [30].

Lema 3.3.3. Se as fungées f; satisfazem (3.1) (ou (3.2)), entdo existem Yy >0 eV € E com
|\VIle =1 tais que I(tV) < 0 para todo 0 < t < y. Em particular,

inf I1(U) <0.
ul<y

Lema 3.3.4. Suponhamos que (F3) vale e f; satisfaz (3.1) (ou (3.2)) para todoi = 1,--- ,m.
Entao, qualquer sequéncia de Palais-Smale para I € limitada em E.

Demonstragdo. Seja (U,) C E uma sequéncia tal que I(U,) — ¢ e I'(U,) — 0, isto é, para
qualquer W € E,

1
§||UnH]25—/RZF(x,U,,,)dx—/RzH(x)-Undx:c—i—Sn (3.18)

’/ [VUn-VW+A(x)U,,-W]dx—/ W-VF(x,Un)dx—/ H(x)-de'§£n||W||E,
R2 R2 R2
(3.19)

onde 6, — 0 e & — 0 quando n — +oo. Tomando W = —U,, em (3.19) e usando (F3), obtemos
que

ple+ 80 +eUnlle+ (1 =1) [ H()-Uyds
> (5= 1) Wz = [ 0FUn) = U VP, U)]
R2
H 2
> =— .
> (5-1) Uiz
Assim, ||U,||E < C. Agora, por (3.18) e (3.19) segue que
/F(x,U,,)dxgc e /U,,-VF(x,U,,)deC.
R2 R2

]

Logo, a menos de subsequéncia, temos que U, — U fracamente em E, U, — U em L*(R?,R™)
para todo s > 2 e Uy (x) — U(x) quase sempre em R2. De acordo com o Lema 3.2.6, temos

fiUn) = fi(U) em Ly, (R?),

para todo i = 1,--- ,m. Passando o limite em (3.19), vemos que

/ [VU~VW+A(x)U~W]dx:/ W~VF(x,U)dx+/ H(x)- W dx,
R2 R2 R2

para todo W € C5(R?,R™). Como C5(R?,R™) é denso em E, concluimos que U € uma solugio
fraca de (P). E imediato ver que se H # 0 entdo U é ndo-trivial.
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Lema 3.3.5. Suponhamos que as fungdes f; tém crescimento critico e satisfazem (Fy). Se
(U,) C E é uma sequéncia de Palais-Smale para I e Uy € seu limite fraco, entdo

lim [ |F(x,Uy) = F(x,Up)|dx =0.
R

n——4-oo

Demonstragdo. Pelo Lema 3.2.6 temos que f;(U,) — f;(Up) em L!(Bg), para todo R > 0 e
cadai € {1,---,m}. Assim, pelo reciproco do Teorema de Lebesgue, existe p;(x) € L' (Bg) tal
que fi(Uy(x)) < pi(x) quase sempre em Bg. Seja

Q = {x € Bg: |Un(x)| <Sp, paratodon € N}.
Entdo, (F}) e (F4) mostram que
F(x,Un(x)) <supF (x,Un(x)) +Mo|VF (x,U)|
Q
m
<supF(x,Uy,(x)) +CM Z pi(x)
Q i=1

quase sempre em Bgr. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

lim |F(x,U,) — F(x,Up)|dx = 0.

n—+ JBp

Para estimar a convergéncia em R?\Bg, notemos que (3.14) e (F3) implicam que
/ IF(x, Un)]dx:CI/ K(x)\Un|2dx+C2/ KU (97 1) dx. (3.20)
|x|>R |x|>R |x|>R

Aplicando a desigualdade de Holder e usando a equacio (3.10) sobre R?\Bg, temos que

1/r

K()|Un| (eﬁ\Un\z B 1) ax <G| { K(x) (eBIUn|2 B 1>r dx}
|x|>R

ST A
SQH%ijZ}ﬁ(W ;

|x|>R

onder e [l,a)es=r/(r—1). DoLema 3.3.4, vemos que (U,) é limitada em E, e assim
= 1 (COB|UI%Y
£ 1 () <o
st ml/?R

Logo, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver [55], Lema 1.32) e a compacidade do mergulho E —
LZ(x) (R?,R™) para p > 2, dado & > 0 existe R > 0 tal que

/ K()|Un| dx < 6.
|x|>R
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Por (3.20) concluimos que

/||>R|F(x,Un)|dx§C5 and IF (x,Up) |sodx < C5.
X

|x|>R

Desde que

[P0 = FUo) dx‘ <

/ [F(x,Uy) — F(x,Up)] dx’

Br

n IF(x,Uy)| dx + IF(x,Up)| dx
|x|>R |x|>R

<cs,

e 0 € arbitrario, o lema estd provado. L]

3.4 Provado Teorema 3.1.1

Usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos uma solu¢io nao-trivial do pro-
blema (P). Seja (U,) C E tal que I(U,) — cp e I'(U,) — 0 em E'. Desde que

10, = Ul = () =1 (U).0 =)+ [ (U =) [T (0) = VF (0] d,
temos que a condi¢@o de Palais-Smale € satisfeita se

lim [ (Uy—U)-[VF(x,U,) — VF(x,U)] dx = 0.

n——+oo JR2

Por (3.14) e desigualdade de Holder, segue que

[ VP (.U = VF (x.U0) U, ~ U] ds
<C1 [ KU+ UV, ~Ulds
+C2/RZK(x) [(MUMZ . 1) + (eﬁ“”z - 1)] U, — U dx

<C1 [ KU+ UDIU, ~Ulds

+G||U, —Ul|s {/RzK(x)r [(emUn‘z B 1)r+ (eﬁ|U|2 B 1>r] dx}l/r7

comr > 1 proximo a 1 e s =r/(r—1). Desde que cada fungdo f; tem crescimento subcritico e
2\ 2 . .

E — L;((x) (R<) é compacto para s > 2, o segundo termo na desigualdade acima converge para

ZEerO0.
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Agora, para estimarmos o outro termo usamos a desigualdade de Hoder e a equag@o (1.8)
no Lema 1.2.2, de forma que

L K@U+ U DIV~ U ds

K (@)|Un|*dx 1/2+ K@)|Udx " K@Uy = U dx
R R R

2 2o—1 1/2
< {1~ UB+Callva Ul o~ 3}

1/2
<

onde usamos o fato que (U,) é limitada em E (ver Lema 3.3.4). Assim, segue do mergulho
compacto de E em L*(R?,R") que

/ZK(x)(|Un| HUD|Un=U|dx =0 quando 7 — oo,
R

Logo, as hipéteses do Teorema do Passo da Montanha sdo satisfeitas e, em consequéncia, o
funcional / tem um ponto critico Uy no nivel minimax

cy = inf max I(@(t)) e
pel’teo,1]
I'={p cC([0,1],R™) : (0) =0, I((1)) < 0}.

Por outro lado, se H # 0, entdo obtemos uma segunda solu¢@o de (P) com energia negativa.
Com efeito, seja py como no Lema 3.3.1. Desde que FPH ¢ um espaco métrico completo
e convexo com a métrica dada pela norma de E e o funcional I é de classe C! e limitado
inferiormente sobre FPH , segue pelo Principio Variacional de Ekeland que existe uma sequéncia
(Un) em B, tal que

I(Uy) = co=inf I(U) e [[I'(Uy)]ler — 0. (3.21)
1UlI<pn

Agora aplicamos o argumento acima outra vez para concluirmos que o problema (P) possui
uma solugdo U tal que I(Uy) = ¢ < 0.

3.5 Prova do Teorema 3.1.2

Nesta secdo assumimos que as funcdes f; t€ém crescimento critico. Para obtermos uma infor-
macdo mais precisa sobre o nivel minimax obtido pelo Teorema do Passo da Montanha, vamos
considerar a seguinte sequéncia de funcdes, também consideradas por Moser (ver [39]):

(log(n))'/?, se |x| <r/n
log (17)

(log(m))!/?’
0, se |x|>r

1
My (x,r) = (2m) > se r/n<|x|<r
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Notemos que Mn(-, r) € HI(RZ), SMPP(Mn(X, r)) =B,

/2 VM (e, )P de=1 e
R B (3.22)
lim [ |M,(x,r)]* dx=0.
R2

n—r—+oo

Além disso, considerando M, (x,r) = (My(x,r),0,---,0)/||(My(x,7),0,--- ,0)|
crever

E» podemos es-

o zzlog(n) log(n) 1 _
[Mn(x, )" == =+ — ¢ (y|(Mn(x,r),0,---,0)||E 1>
log(n)

—08W g
27r+”

para todo |x| < r/n. Usando (3.22), concluimos que

n

log(n)

— 0 quando n — —+oo. (3.23)

Assumiremos o seguinte resultado que serd provado posteriormente.

Lema 3.5.1. Suponhamos que (A1)-(A4) e (F1)-(F3) valem. Entao

2
t 2
rtn>ag<{§ —/RzF(x,tMn)dx} < 1y

Observacdo 3.5.2. Segue imediatamente que se |H ||, € suficientemente pequena, entdo

2 21
mag{ 5 [ Plemacr [ -ty < g

Em vista dos lemas 3.3.1 e 3.3.3 podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem
a condi¢do de Palais-Smale para obtermos uma sequéncia (U,) C E tal que I(U,) — ¢y > 0
e I'(U,) — 0 onde ¢y é o nivel do passo da montanha. Pelo Lema 3.3.4, (U,) é limitada e
converge fracamente em E para uma solugdo fraca Uy do problema (P). Vamos mostrar que
Uy € nado-trivial também no caso H = 0. Suponhamos, por contradicdo, que Uy = 0. Desde
que o Lema 3.3.5 fornece

/ F(x,U,)dx — 0
R2

quando n — 4-c0, concluimos que

lim ||U,||% = lim 2 <CM+/RZF(X,Un)dx) =2cy. (3.24)

n—r+oo
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Agora, como U, — 0 em L?>(R?,R™) temos por (A1) que

lim [|VU,[3 < lim </RZHVUn|2+A+(x)Un.Un]dx—DHUnH%>

n—r+oo n——4-oo
< i 2
< lim_[1U,]3

IZCM.

Assim, dado € > 0, temos HVU,ZH% < 2c¢py + € para n suficientemente grande. Pelo Lema 3.5.1,
o nivel ¢y é menor que 277/2" ! By e podemos tomar 8 > By tal que ¢y < 27/2"'B. Conse-
quentemente,

2" 1B VU, |3 < 4n

para todo € > 0 suficientemente pequeno e n grande. Afirmamos que

lim | U, VF(x,U,)dx=0.

n—+oo JR2

Com efeito, usando a expressao (3.14), hipétese (F) e a desigualdade de Holder temos que

lim [ Uy VF(x,Un)dx<C lim | K(x)[U,[7 (P9~ 1) dx

n——+too JR2 n—4oo JR2
, 1/r
< 1 q "( BIULI* _ >
<C Jim 013 | [, K (£ 1)
comr > 1 préximoales=r/(r—1). Seja @ > r préximo a r tal que

2"19B||VU,|3 < 4x.

Assim, usando a mesma argumentagdo da prova do Lema 3.2.2 vemos que

/RzK(x)’ (PP —1)" ax

. 2
m 2’"719[3 VU, 2( up )

(ceﬁuunn%
AR ) 1] (3.25)

Logo,
lim U,-VF(x,U,)dx = 0.

n—+oo JR2
Mas, como I'(U,) — 0, obtemos que ||U,||g — 0, o que contradiz (3.24) pois ¢y > 0. Assim,
Uy € ndo-trivial e a prova estd completa.

Agora, provaremos que para cada H € (H!(R?,R™))* com 0 < ||H||« < &1, podemos en-
contrar uma segunda soluc@o tipo minimo Uy de (P) com I(Up) = ¢ < 0, onde ¢ é definido
em (3.21). Com efeito, tomando py como no Lema 3.3.1, podemos escolher §; > 0 suficien-
temente pequeno tal que

pr < (7§ /2" Bo)' /2,
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onde ¢ é dado por (3.5). Desde que EPH ¢ um espaco métrico completo convexo com métrica
dada pela norma de E e o funcional / € de classe C! e limitado inferiormente sobre By, segue
pelo Pricipio Variacional de Ekeland que existe uma sequéncia (U, ) em By, tal que

1(Uy) = co= inf I(U) e |[I'(Uy)||g — 0.
1Ul<pu

Como

Uz < piz < mE/2" P,
o lema abaixo implica que existe uma subsequéncia de (U,) que converge fortemente para uma
solugdo Uy de (P). Portanto, I(Up) = co < 0.

Lema 3.5.3. Se (U,) é uma sequéncia de Palais-Smale para I em qualquer nivel com
.. o) T
lminf|lUnllz < Sm=sp,&

entdo (U,) possui uma subsequéncia que converge fortemente para uma solugdo Uy de (P).

Demonstracdo. Desde que ||U,||g é limitada, a menos de subsequéncia, podemos assumir que
liminf|[Uy[z = Um_[|U|E-

Pelo Lema 3.3.4 temos que U,, — Uy fracamente em E, onde Uy € uma solugdo de (P). Escre-
vendo U, = Uy +W,, segue que W,, =~ 0em E e

1U|IE = |Uol|E + Wl E + 0a(1). (3.26)

Afirmamos que
/2 Up-VF(x,U,)dx — /2 Up-VF(Up)dx quando n — Hoo. (3.27)
R R

De fato, desde que C(R?,R™) é denso em E, para todo 7 > 0 existe V € Ci(R?,R™) tal que
|V —Us||e < 7. Observando que

[V [VF (x.Un) = VF (x.Up)] dx‘ <

/RZ(UO—V) .VF(x,Un)dx'
Vil /Supp(v) IVF (x,Uy) = VF (x,Up)| dx
+ ‘/RZ(UO—V) -VF(x,Uo)dx'

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e o fato que |(I'(U,),Uy — V)| < &||Uy — V||E
com ||&,|| — 0, concluimos que

/Rz(Uo—V) 'VF(x,Un)dX‘ < &||Uo—Vle+|UnllelUo = Ve + 1H|[«|Uo = Ve

< CHUO_VHE < Cr,
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onde C € independente de n e T. Analogamente, usando que (I'(Uy),Uy — V) = 0, temos que

/Z(UO—V)-VF(x,Uo)dx <cr.
R

Desde que fi(U,) — f;(Up) em L}

loc

(R™), segue por (F}) que

/ VF(x,Uy)=VF (x,Up)| dx
supp(V)

<cy i(Un) — fi(Up)|dx = 0
i—1/supp(V)

quando n — +oo. Assim,

lim
n—+oo

, Up - [VF(x,U,) — VF (x,Up)] dx‘ <2C7t
R

o que implica (3.27) porque 7 € arbitrario.
De (3.26) e (3.27), podemos escrever

(I'(Un),Un) = (I'(Uo), Uo) + HWnH%—/Rng'VF(x,Un)dxﬂLOn(l)a
isto €,
Walls = [ Wo- VF(x,U) dx+o,(D). (3.28)
Por (3.14), temos que

2
/IRZWH-VF(x,Un)dx < C1/RZK(x)|Un||Wn|dx—l—Cz/R2K(x)(eﬁU"' 1) Wy d.

Como na prova do caso subcritico, verificamos que a primeira integral converge para zero em
L'(IR?). Para estimar a segunda integral, usamos a desigualdade de Holder tal que

BlU.> _ 1) 1w
/R2K(x) (e 1)| | dx
1/r

2 r
S{ K(x)r(eﬁ\Un\ _1) dx] Wl
RZ
2"~ 1oB|Un|1Z <g1/2u;;

2
<C; i/ e ¢ “U”HE) — 1] dx
i=1

x|<R

’ 1/r
_|_ C2 |:/ K(x)r <€BO‘UH‘2 — 1) dx:| } HWnH57
|x|>R

onde r > 1 préximo a 1, s = r/(r— 1) e escolhemos 6 > r préximo a r tal que 2"~ '8 B||U, || <
47{. Pelo mergulho compacto E < L' (R?,R™) para t > 2, obtemos

/ng~VF(x,Un) dx — 0.
R

Isto, junto com (3.28), implica que ||W,||r — 0 e o resultado segue. O
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Agora, mostraremos que as solugdes Uy e Uy sdo distintas.
Proposicao 3.5.4. As solugées Uy e Uy do problema (P) obtidas anteriormente sdo distintas.

Demonstragcdo. Suponhamos por contradicdo que Uy = U),. Provamos anteriormente que exis-
tem subsequéncias (U,) e (V,,) em E tais que

Uy — Uy, 1(Uy) —co<0, (I'(Uy),U,) — 0, (3.29)
€
Vo —=Uy, I(V,)—cu>0, (I'(V,),V,)— 0. (3.30)
Fazendo
Vi, Uo
Wp=r—7— e Wo=r ;
[Vall1.2 limy,— oo [[Va[|1.2

obtemos ||[W,|[12 = 1e W, — Wy em H'(R?,R™). Desde que a norma é uma fungéo semiconti-
nua inferiormente com respeito a convergéncia fraca, segue que lim,_s o ||Vu|l12 > [|Uo||1.2 >
0. Assim, temos duas possibilidades:

@O[Wolli2=1 ou (ir)|[Wolli2 <1.

Se (i) acontece, entdo hI‘JIrl |Vall1.2 = ||Uoll1.2 €, consequentemente, V,, — Up em H' (R?, R™).
n——+o0

Pelo Lema 3.2.5, existe £ € H'(R?) tal que |V, (x)| < £(x) quase sempre em R2. Por (3.14) te-
mos que

V- VE(x,V,)| < CLK ()€ + CoK (x) €] (ePC — 1)

quase sempre em R? o qual é integrdvel. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue concluimos que

/Vn~VF(x,V,,) dx—>/ Us - VF (x,Up) dx.
R2 R2

Analogamente,
/ Uy - VF(x,U,) dx — / Us - VF (x,Up) dx,
R2 R2

proposto que U, — Uy em E. Desde que

(' (Un), Un) = |UnlI% —/Rz Un-VF(x,Un)dx—/RzH(x)-Undx% 0

T (V) Vi) = [Vall2 — /Rz V- VF(x,V,) dx - /RZH(X) Vi dx 0,

concluimos que

. 2 . 2 2
Jm [Valle = Jim_[[Ualz = 1Uollz-

Logo, I(V,) — I(Uy) = ¢y e isto é uma contradi¢io com (3.29)—(3.30).
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Agora, suponhamos que (ii) acontece. Desde que podemos tomar py — 0 quando ||H ||, —
0, temos que ¢y — 0 quando ||H||« — 0. Assim, existe &, > 0 tal que, se 0 < ||H||« < &, entdo

max[(tM,) < co+

t>0 2’"—2[30.
Portanto,
27
pm—1 0 < ———————
B CM — I(U())

e podemos escolher g > 1 suficientemente proximo a 1 tal que

27[ 2 ~
— ||V -0 3.31

2m_1qﬁ0HVn

2
125

para algum S > 0. Desde que V,, — Uy, segue do Lema 3.3.5 e do mergulho compacto E —
L*(R2,R™) que

1 . I .
EngTwHVnH%,z(l — [Woll3 2) Zinng(||VnH%,z — Uo7 2)
1
<eu—1(U) ~ 5 [ 1A}V Vo~ Ax)Uo - Uo] d
R
SCM—I(U()),

onde usamos o fato que

fim A(x)Vn~Vndx:/ A+(x)vn-vndx—/ A~ (X)Vy- Vi
n——+oo ]R2 ]R2 RZ

> / AT (x)Up - Uy dx
R2
> / A(x)Up - Updx
R2
segundo o Lema de Fatou. Assim, para n suficientemente grande temos
4r

2" gBolValln < v — 6
T - Wollg

para algum 8§ > 0. Logo, tomando p = (¢ + zs)ﬁoHVnHi2 no Lema 3.2.4, concluimos que
/z(e(qﬂ%)ﬁolvn|%,2|Wn|2 —1)dx<C (3.32)
R

para € > 0 suficientemente pequeno.
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Agora, usando (3.14) e a desigualdade de Holder obtemos

gcl/ K(0) [Vl [V — Up| dx

’/ (Va—Up) - VF (x, V) dx
R2 R2

2 2
+C2/R2K<x)|VH_UO|(eﬁO|V"||l~,2Wn —1)dx

< ( [ xomPar) - (KW, - vaPar)

1/q
q
+ G|V = Uollg [/]Rz K(x)? (eﬁ"“‘/””%lw"z — 1) dx} .

1/2

Por (3.32) e (3.9) obtemos

[ (Va=Uo): VF(x,1,) do
2(a—r)

2r 2(a—r)
<C3||Vu— U3+ Cal|lVa = Ul £ Ve — Uoll, & +Cs]|[Va—Uolly

Assim, o mergulho compacto E —> L%{(x) (R?,R™) fornece

—0

/ (Va—Up) - VF (x, V) dx
Rz

quando n — +o0. Esta convergéncia junto com o fato que I’ (V,)(V,, — Up) — 0 mostra que
/R2 V- [V (Va — V)] dx + /RZA(x)Vn (V= Up) dx — 0.

Desde que V,, — Uy temos
/R2 VUy - [V (V, —Up)] dx+ /RzA(x)UO (V= Up) dx — 0.

Consequentemente, V,, — Uy em E ¢ I(V,)) — I(Up) = cp, mas isso contradiz (3.29)—(3.30).
Portanto, Uy # Uy. O
3.5.1 Sobre o nivel minimo - Prova do Lema 3.5.1

Demonstragdo. Sem perda de generalidade podemos assumir ag = 1 em (Fj). Suponhamos
por contradi¢do que

21
) 2 2y
onde
)
YV, (t)==— F(x,tM,,) dx
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Pelos lemas 3.3.1 e 3.3.3 temos que W, (¢) > 0 para t pequeno e ¥, (1) < 0 para ¢ grande. Além
disso, ¥,,(0) = 0. Logo, para cada n € N existe #,, > 0 tal que

Y, (ty) = I}’IZ{:I(;(‘P,Z(Z‘).

Usando o fato que F(x,t,M,) > 0, obtemos t> > (47/2" ' By). Desde que ¥ (t,) = 0, segue
por (F3) que

3[\)

= | thnM,, - VF (x,t,M,) dx

> /|| W1 () i (1)

Agora, pela hipétese (Fs), temos que para cada € > 0 existe Re > 0 tal que

ufi(U) = (n—e)e" AU
paratodo |U| > Re e |x| < r. Vamos fixar r > 0 tal que

- 4
n 2m—1r2ﬁ0'

(3.33)

(3.34)
Tomamos n suficientemente grande e considerando (Fj), (3.33) agora torna-se
tr% Z(n _ 8)/ ezmilﬁot:%‘Mn‘zdx
x| <r/n
ﬁozzl +2m=1B d,,t,f)
=(n—8)/ e( ou(n) 2" )
|x|<r/n

n(n—g) <£>2e( El ﬁotzlog( )+2’”*1ﬁ0d,113).

n

(3.35)

Dai,

2

r2l 1 (Zm_lﬁo_; om—1 L)_M)}
1znr2(n—s)e{t<°g(”) w2 Pl )70 (3.36)

Assim, {1,} ¢ limitado. Caso contrdrio terfamos

Zinflﬁo 2 |
lim 77 |1 — +2" —
ntoo N {og(n) ( 2n 12 ﬁolog( )

n

10g<t3)} e

Iy
o que contradiz (3.36). Afirmamos que t> — (47/2™~!By). De fato, suponhamos que t, — f,
a menos de subsequéncia, e 3 > (47/2™1B). Entdo passando o limite em (3.35), obtemos

. Zm—lﬁ 1 1 d
limy 40 £ log(n) ( 0= 42" oyt
5 >nrr(n— g)e{ T log(n)

o que leva a uma contradicao.
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Agora, com o objetivo de estimar (3.33) mais precisamente, consideremos os conjuntos
Ap={x€B,:t,M,(x,r) > R;} and C,=B,\A,.
Entio podemos escrever ¢2 da seguinte forma:
2
7x(m-e) [

_ (n _ 6)/ ezm71ﬁ0t3|Mn‘2 dx.
Cn

62’”lﬁof,%|Mn|2dx+/ tnM,, - VF (x,t,M,,) dx
o (3.37)

Desde que M,(x,r) — 0 e as fungdes caracteristicas xc, — 1 quase sempre em B, quando
n — +oo e, além disso,
2
xc, VF (x,t,M,)t,M,, < ReePRe

m—1 2242 m—1 2
anez ﬁotnMn S €2 ﬁoRs7

segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/ tnMy, (X)VF (x,t,M,(x))dx -0 as n-—oo
Gy

m—1 2
/ 2" Bt Mu gy s 2 as n—s oo,
n

Resta a primeira integral em (3.37). Desde que > > (47/f)7, temos

/ ezm71ﬁ0t3|Mn‘2 d)C Z / 647T|Mn|2 dx
|x|<r |x|<r

(3.38)

— e47r\M,,\2 dx+ e47l'|Mn‘2 dx.
|x|<r/n r/n<|x|<r

Para o primeiro termo em (4.4.4) temos que
2
/ AT gy — Hlog(n)+4ndy gy )2
x| <r/n x[<r/n

para todo n € N, enquanto para o segundo termo temos

) r <M)
/ ATIM) dx:27t/ se\ogmlimnlZ ) g
r/n<|x|<r

r/n

Agora, usando a mudanca de varidveis 1 = log(r/s) /{,log(n) with &, = ||M,||z > 1, obtemos
que

/ AT gy =272 Calog(n) /I/Cn e(21oe()(=Gn)) gy
r/n<|x|<r

0
1/2¢,
=4mr* G, log(n) / P (ateatnan) gy

0
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) . . , R 2_
Estimamos a integral acima pela drea sob a reta tangente a curva ¢, (1) = 2102 ("=Gut) 1o
ponto (0,1). Assim,

ATIML 2 ’ 1/28,log(n)
[ aczan g osn) [ [1 -2, log(n)] d
r/n<|x|<r 0
—nr.

Logo, passando o limite em (3.37) obtemos 1 < 4/2"~!Byr?, o que contradiz (3.34). Isto
termina a prova. [

3.6 Prova do Teorema 3.1.2

A idéia bdsica da prova € redefinir F(x,U) de dois modos. Primeiramente, se H(x) > 0 quase
sempre em R, entdo definimos

F(xyup, - up), if Vi, u; >0,
F(x,U) =< F(x,uy, - ,ui-1,0,ui11, " ytyy), if i with u; <0,

0, if Vi, u; <0
onde i =1,---,m. Neste caso, F satisfaz as mesmas hipdteses que F e assim, o problema (P)
possui duas solugdes fracas ndo-negativas. De fato, se U = (uy,-- - ,u,,) ¢ uma solucdo fraca de
(P), entao

F
/ VuiVEi+ai(xX)ui&lde= | =—(x,uy,- 7um)€idx+/ hi(x)&; dx,
R2 R2 Ju; R?

paratodo (&1,---,&,) € Eei=1,--- ,m. Entdo fazendo &; = u; obtemos
lu; e, < = [ hiCoy; dx <0
R2

o que implica u; = ul+ >Qparatodoi=1,--- ,m.
Agora, se H(x) < 0 quase sempre em R? redefinimos F (x,U) tomando

—F(x,—uy,- ,—up), if Vi, u; > 0,
ﬁ(xaU): —F(X,—I/tl,"' ,_Mi—laoa_ui-f—lu"'?_um)a if Ji with u; <0,
0, if Vi, u; <0,
ondei=1,---,m. Assim, considerando o funcional
~ 1 -
W) =3 W01~ [ Fev)da— [ (~H@)-U dx,
2 R2 R2

temos que o problema (P) tem duas solugdes fracas nao-positivas. Com efeito, como —H (x) >
0 quase sempre em R?, vimos que I(U) tem dois pontos criticos ndo-triviais nio-negativos.
Seja U um tal ponto critico, isto &,

/[VU-VV+A(x)U-V]dx—/ v-vﬁ(x,U)dx+/ H(x)-Vdx=0,
R2 R2 R2
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paratodo V = (£,1m) € E. Assim,
RZ[V(—U)-VV+A(x)(—U)-V]dx—/RZV-VF(x,—U)dx—/RzH(x)-de:07

paratodo V € E, o que implica que —U ¢é uma solugdo ndo-positiva de (P).



CAPITULO 4

Equacoes de Schrodinger com nao-linearidades
indefinidas

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugdes nao-triviais para a equacdo de Schrodinger
ndo-linear da forma

—Au+V(x)u=a(x)f(u), xecRY, (P)

onde N > 2, a(x) € C'(RY) muda de sinal e é negativa no infinito, e o termo ndo-linear
fec! (R) tem um comportamento superlinear na origem e um crescimento tipo poténcia no
infinito. Nosso espago de trabalho continua sendo o subespago de H' (R")

E= {ueHl(RN) : /RNV(x)uzdx< +oo},

o qual, sob as hipéteses (A;) e (Az) abaixo, é um espago de Hilbert quando munido com o
produto escalar

(1,v)5 = /R VUV V(] dx,

para o qual corresponde a norma ||u||g = (u, u}é/ 2, Aqui, como usual, H'(R") denota o espago
de Sobolev modelado em L?(RY) com norma

iy = [ (19l + ) .
Suponhamos que o potencial V (x) € C(RYN) e satisfaz as seguintes hipSteses:

(A1) Existe D > 0 tal que V(x) > —D para todo x € RV,

Para assegurar o mergulho continuo de E em H' (R") assumimos a seguinte condicdo sobre
o primeiro autovalor do operador —A+V (x):

- Sy (VP +V (x)u?) dx
A = f
o) = B S 2 dx

> 0.

Usaremos a seguinte notagdo: Se Q C RV é aberto e 2 < s < 2N/(N —2), colocamos

V 2 2
@)= i JalVuP V@] ds
weH @0} ([ |ul* dx)*

Y

e fazemos V(@) = +o0. Com 0 objetivo de obtermos um resultado de compacidade, assumire-
mos também as seguintes hipoteses:

63
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(A3) lim Vy(RM\Bg) = +oo;
R—+o0

(A4) Existem uma fungdo K (x) € Ly (RV), com K (x) > 1, e constantes ¢ > 1, cg, Ry > 0 tais

que

K(x) < co [1 +V+(x)l/°‘] para todo |x| > Ry.

Quanto as fungdes a : RY — R e f: R — R, assumiremos que sdo de classe C' e gozam das
seguintes propriedades:

(Fy) existem ag, by > 0 tais que —aoK (x) < a(x) < by para todo x € RV,

(F>) a é uma fungdo mudando de sinal e 0 é um valor regular de a(x), isto é, Va(x) # 0 para
cadax € RN tal que a(x) =0e

limsupa(x) = de < 0.
|x|—-o0

(F3) |f(s)| = o(Js]) quando s — 0 e f'(s) = ples|s|P~1 + O(|s|*~!) quando |s| — +oo, para
algum€w>0,0§T<1el§p<p#seN23,1§p<—|—ooseN:2.

(Fy) sf(s) > 0 para cada s € R e existe u > 2 tal que uF(s) < f(s)s, para todo |s| € R, onde
Fls) = [ f(0)dr
Nosso principal resultado € o seguinte.

Teorema 4.0.1. Suponhamos que as hipoteses (A1)—(A4) e (F1)—(Fy) sdo validas. Entdo a
equagdo de Schrodinger ndo-linear (P) tem uma solugdo ndo-nulau € E.

A idéia bdsica para a prova do Teorema 4.0.1 é obtermos uma solugdo de (P) como limite
de solugdes (u,,) de uma equagdo em (P) considerada nos espacos E,, = E| H{ (Br, (0))> COM R —
+o0, cujo espago H'(Bg,(0)) é visto como um subespaco de H!(RY) por estender as fungdes
por zero fora de Bg, (0). Usamos o Teorema do Passo da Montanha padrio para obtemos uma
sequéncia de solugdes (u,) de um problema modificado (P,) cujos indices de Morse sdo finitos.
O método blow-up permite mostrarmos uma quota uniforme L= (R") para essas solu¢des. Por
fim, usando os niveis do passo da montanha, verificamos que a solu¢do limitante € ndo-trivial.

Observacdo 4.0.2. Segue da hipédtese (F») que existem ry, 19 > 0 tais que a (x) > 1o para
todo |x| > ro. Além disso, (F3) e (Fy) implicam que, dado 1 < 6 < p+ 1, existem € > 0
arbitrariamente pequeno e C > 0 tais que, para todo s € R,

sf(s)—OF (s) > g|s|Pt! —C. (4.1)
Com efeito, pela regra de L’Hospital temos que

fim L, (4.2)

T — foo,

|s|——+eo |S|P
e assim, dado 0 > 0, existe R > 0 tal que
(loo = 8)s|” < [f(s)] < (o +6)]s]P

para todo |s| > R. A expressdo (4.2) segue da combinag¢io dessas desigualdades com a definigcdo
de F e a condigao de sinal em (Fy). De agora em diante, assumiremos {o = 1.
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4.1 Reformulacao do problema

Recordamos que nosso espago ambiente E é continuamente mergulhado em H' (R") e compac-
tamente em L°(RV) para 2 < s < p 4 1 conforme Lema 1.2.1 e Proposicio 1.2.4 no Capitulo
1. Da hipétese de controle (F;) deduzimos que o funcional

) = Slulp — [ abor s

associado ao problema (P) é bem definido e de classe C! sobre E (ver Lema 1.2.2). As di-
ficuldades se originam quando queremos mostrar que sequéncias Palais-Smale sdo limitadas
em E. Para contornarmos essas dificuldades usamos um argumento de truncamento. Assim,
consideremos o problema modificado

—Au+V(x)u=a"(x)f(u) —a” (x)fu(u) em R, (Pn)
onde - ~
Anlu|9 't +B,, parau< —ay,
Ja(u) = f(u), para [u| < ay,
Au|u|7 't +B,, parau>a,,
1<g<p,3qg—p>2,a, — + e os coeficientes Zn,gn,An,Bn sdo escolhidos de tal forma
que f, seja C 1(R). De fato, para o caso u > a, (o caso u < —a, sendo semelhante) temos
fulan) =Anal+By, e fi(a,) = gAnal™". Pela hipotese (F3), dado € > 0, existe R > 0 (que pode
ser tomado R < a,) tal que
p(1—e)u? ™" < f'(u) < p(1+&)ul"
para todo u > R. Assim, encontramos que
An=Lar140(1). (4.3)
q

De forma semelhante, considerando (4.2), verificamos que

B —9=F

ah +o(1). 4.4)

Agora, seja Bg(0) C RN contendo QF = {x € R" : a(x) > 0}. Entdo, o funcional energia

associado ao problema (P,) dado por

1

() =3l - [ a*WF@rt [ o (Fwds

2 Bg Bg

onde F;, ¢ a primitiva de f, e tal que ®, € C*(E,R), com
= [ (Vu VvV de— [ @t @fydt [ a () wpds
Bg B

R Bg

<(I>Z(u)v,w>:/BR(VV.VerV(x)vw)dx— BRa+(x)f’(u)vwdx+ BRa_(x)f,;(u)vwdx.
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Observacao 4.1.1. Segue da definicdo de f, a seguinte desigualdade: dado 6 > g+ 1, existe
€ > 0 arbitrariamente pequeno e constante C > 0 tal que, para todo u € R,

0F, (u) — uf,(u) > elultt —C. (4.5)

Lema 4.1.2. Suponhamos (A|)—(A3) e (F»)—(F4). Entdo ®, satisfaz a condi¢do de Palais-
Smale.

Demonstragdo. Seja (uy) C E tal que |®,(ux)| < K e || D), (ur) ||+ — 0, ou seja,

1
Sl ~ [ @ WF)act [ a @hm)dr< K
2 Bg Br

ViRV +V (x)ud dx — / at () ()9 dx+ [ a () fu(ue)dx < €] 0]l

Bg Br

Vamos mostrar que (i) é limitada em E. Suponhamos por contradi¢do que t; = ||uy||g — +oo
e defina vy = u; /t;. Entdo, a menos de subsequéncia, vy — vg em E e vy — v em Lj((x) (RM)

para todo s € [2, p*).
Usando as desigualdades (4.1) e (4.5),com 6 € (¢+ 1,p+ 1), obtemos que

K+ €llug||[ g > 0Dy (ur) — D], (g )y
:(__1) g1+ / ) i f () — OF (1)) e

+ [ a (%) [0F, (ux) — wifu ()] dx
> (——1)r +/ x) [eug|PT! — 1] dx+/ x) [e|u]™ — Co] dx.
Assim,
9_ 2 9_ 2 + p+1 - q+1
1 updx+Cy + Gty > L)ti+e | a(x)|u|P dx+e | a (x)|ug|? dx.
2 Br 2 Br Br

(4.6)

Considerando que t; — +oo, obtemos, em particular, que
/ ja(x Huk!q+1dx</ a (x)\uk\quXJr/ () o | dx
( 1) ukdx+C1tk+C2

Logo,
0
/|a ||vk|qux (5—) vkdx+0(1)§M.
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Desde que g > 1 e vy — v em L9T1(Bg), concluimos que

/ la(x)|[vol ™+ dx = 0.
Br

Por hipétese, a(x) # 0 quase sempre em Bg, donde vy = 0. Em particular,
/ v2dx — 0 quando 1 — oo,
Bg

Mas (4.6) implica que
0 0
——1)<(=-1 / up dx + Ci1 +Co,
2 2 B

1§/ Vvt o(1),
Bg

donde

uma contradi¢do.
Desde que

et — w7 = (P} (1) — @5, (1), uge — ) + . a™ (x) [f (ue) — f ()] (g — u) dx

_ /BR a (%) [falux) — fu(w)] (e — u) dx,

o lema estard provado se mostrarmos que as duas integrais acima convergem para zero. Mas
isso decorre da desigualdade (4.7) abaixo e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue. ]

4.1.1 Condicoes geométricas

Primeiro notemos que por (F3) e o fato que f € C!(RY) tem-se que, dado € > 0, existe § > 0
tal que |f(s)| < €|s| sempre que |s| < & e |f(s)| < C para todo s € [§,R]. Assim, se |s| > 9,
temos que

C
()] < Cr+Gs|P < <5—; +c2) I[P

Logo, para todo s € R, temos

[F(5)] < fs| +Cels|”, 4.7

F(s) < g|s|> + Cels|PT. (4.8)
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Usando esta tiltima desigualdade e o mergulho de E em LP(Bg) para 1 < p < p* + 1, concluimos
que

@) =5 ul = [ " @Pwast [ o @)

1
> Ul [ el + ol d
Br
1 1
> (3¢ ) Il - calulg™

Assim, ®,(u) > p > 0 sempre que ||u||g = o, onde 6 > 0 é tal que

1
(5 —s) o—CoP ' >o.

Desde que os coeficientes dessa expressdo nao dependem do raio R da bola Bg(0), podemos
tomar 0 mesmo O e, consequentemente, 0 mesmo P para R > 0.
Por outro lado, por (F3), (F4) e continuidade de F, verificamos que existem constantes
C1,C; positivas tais que
F(s) > C|s|PT! =0,

para todo s € R. Assim, tomando u € E, com supp(u) C {x € Bg : a*(x) > B > 0}, temos que

2
Do(1u) < S ullp — BCu [ fulPH di-Colsupp()].
2 supp(u)
Portanto, @, (tu) — —oo quando 1 — +oo.

Logo, @, satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha e, em consequéncia,
®,, admite um ponto critico ndo-nulo u. Nossas hipdteses de regularidade implicam que u €
C*(Br) NC(Bg).

Observamos que ¢ também satisfaz a geometria do passo da montanha, de forma que o > 0
pode ser tomado de maneira Unica, para todo n € N.

4.2 Limitacao da sequéncia de solucoes

Para cada bola Bg, temos uma solugdo u, de (P,) no subespaco E,. A prova a seguir é uma
adaptacdo dos argumentos utilizados em [45]. Denotemos por m(u,) o indice de Morse de
u, com respeito a @, isto €, o supremo das dimensdes dos subespacos lineares de E sobre
os quais a forma quadrdtica @/ (u,) é definida negativa. Estimativa padrio sobre o indice de
Morse para pontos criticos do passo da montanha mostra que m(u,) < 1, para todo n € N (ver
[5], Teorema 12.31). Usamos um argumento blow-up para mostrarmos que a sequéncia (u,) é
uniformemente limitada em L=(R"). Suponhamos por contradi¢io que

M, = ||up || = max(u,) = up(x,) — +oo
Bg,
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quando n — oo, para algum x,, € Bg, (0 caso onde |[u, || = maxp, (—u,) ¢ manipulado de
forma semelhante). Desde que Au,(x,) < 0, deduz-se da equagdo em (P,) que

at(x,)f(My) —a (xp) fu(My) =V (x,)M,, > 0.
Assim, para n suficientemente grande, temos que
a ()M~ < a* (x)MJ ! 4D,

onde usamos as hipéteses (A1), (F3) e a definicdo de f,,. A hipdtese (F,) implica que a sequén-
cia (x,) é limitada, donde, a menos de subsequéncia, podemos assumir que x, — xo € RV e
a(xp) > 0.

Agora definamos uma sequéncia de fungdes blow-up por

1
V(%) = —up(Apx+x
() = 3 +x,)
onde A2 = M, ” ou A3 = M, ”, dependendo de quando a(xg) > 0 ou a(xg) = 0, respecti-
vamente. Vamos mostrar que em ambos 0s casos (v,) converge uniformemente para 0 sobre
conjuntos compactos. Isto contradiz o fato que v,(0) = 1 para todo n € N, por defini¢do. Con-
sequentemente, a familia de solugdes (u,) serd limitada em L™ (RY).

4.2.1 Caso1: a(xg) >0

Desde que
— AV, (%) + A2V (x4 x) v (x) = @ (), (4.9)
onde
0u0) = ) LS — e 0D,

e ¢, é uniformemente limitada sobre qualquer bola Bg(0) contendo xy, estimativas elipticas
implicam que, a menos de subsequéncia, v, — v em W' (Bg(0)) NC"P(Bg(0)) comr > N e
0 < B < 1 (ver [26]). Agora, como a(xp) > 0, vemos que

—f(M,,vn) —a (Ayx+x,) lim —fn(MnVn)

. _ + .
im_g,(6) =a* (y-+3) Jim T8 Jim S

n——-oo0
=a* (xo) [yl v,

para cada x € RN. Assim, pelos argumentos em [26], v € definido em todo RY, é de classe C2 e
satisfaz

Av+a(xo)v|Plv=0, xeR". (4.10)

Denotando por / funcional associado ao problema (4.10), obtemos que

"0)0.0)= [ Vol ds—aso)p [ v~ 97 ds.

paracada ¢ € E.
Nosso préximo resultado estabelece que v tem indice finito, no sentido que existe ry > 0 tal
que (I"(v)9,9) > 0, para todo ¢ € H} (RV\B,,(0)).
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Lema 4.2.1. A solugio v do problema (4.10) tem indice finito

Demonstragdo. Suponhamos por contradicdo que para qualquer R > 0 existe ¢ € C°(RV\Bg(0))
tal que (I"(v)¢,¢) < 0. A convergéncia uniforme de v, para v sobre conjuntos compactos im-
plica que o funcional associado ao problema (4.9), dado por

i) =5 [ 96+ A2V (e 3)0?]
_ 22 /R @ ux b3 F(4) — @™ (Aux+3) ()] di,
satisfaz (J)/(v,)9,9) — (I"(v)9,9) quando n — +oo, onde

G00.0) = [ IVOPAx 23 [ VRt 2,97 ds

— A2 /N [a (Anx +x,) f1 (Myvn) — a™ (Apx+x3) fr (M) ¢ dx.
R
Entéo para n suficientemente grande temos que (J/(v,)¢,9) < 0. Definindo

=0 (7).

vemos que X, € C2°(Bg(0)) pois x, + A,supp(¢) C Bg para n grande. Além disso,

@20 = [ (VP4 V03] = [t () ()
=201 (12)9,9) < 0.

Desde que podemos escolher n # m tais que X, € X, tenham suportes disjuntos, e portanto,
sejam linearmente independentes, isto contradiz o fato que m(u,) < 1. []

Segue da Proposicao 4.4.1 adiante que v = 0. Mas isto € uma contradi¢io pois v € continua
e v(0) = 1. Isso termina a prova no caso 1.

4.2.2 Caso2: a(xp) =0
Seja
8, = dist(x,, Q%) = |x, — 24| = 0

para algum z, € Q¥ = {x ¢ RV : a(x) = 0}.

0
Lema 4.2.2. Sea(x,) <0 entdo lim -~ =0.

n—+o A,

Demonstracdo. Desde que a(x,) < 0 e Va(z,) # 0, segue pelo Teorema do Valor Médio ao
longo do segmento [z,,x,] que a~ (x,) > €68, para algum € > 0 e n suficientemente grande.
Como Auy,(x,) <0, temos por (A1) que

a’ (x) f(My) —a™ (xu) fu(Mn) >V (X2 )My > —DM,,
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e, em consequéncia,
DM,

lim = = lim =0
n—+too A, n—+too A,nS(AnMg —|—Bn)
proposto que 3g — p > 2, conforme definicdo de f;,. [

Agora, para um dado f3, > 0 a ser escolhido de forme conveniente, definamos

Vn(x) = Miun(knﬁnx+xn)~ 4.1D)

n

Entdo v, satisfaz
—Av, + A’r%ﬁigv()‘ﬂﬁnx +Xn) Vi = @u(x),

onde

0u0) = 2330 Ot x) 2O 4 22620 (0, L)

Para n suficientemente grande temos que

Va(zn) - (Xn — zn)

6}1 == )
Va(z,)]

onde os sinais + ou — ocorrem conforme x, € Q" ou x, € Q. A férmula de Taylor para
a(AnBpx + x,) em torno do ponto z,, entdo expressa que

a(AnBrx+x,) = £|Va(z,)|6, + MnBrVa(z,) - x+ O(A,%ﬁ,$|x|2 + 53) (4.12)

Suponhamos que &,/A, — +oo. Entdo pelo Lemma 4.2.2, x, € Q. Escolhendo [3,12 =
An/On, vemos de (4.12) que

2

n
~a
A

32
(o +x2) = £ Va(zn)| + (2—) Va(z) -x

¢ uniformemente limitada e positivo desde que x seja limitado e n suficientemente grande. Pro-
cedendo como no primeiro caso, deduzimos que (v,) converge uniformemente sobre conjuntos
compactos para uma fungdo v tal que

Av+[Va(xo)|lvP~lv=0, xeRY.

Usando a Proposi¢do 4.4.1 (e uma leve mudancga no Lema 4.2.1) concluimos que v = 0 e isto
contradiz v(0) = 1.

De agora em diante assumiremos que, a menos de subsequéncia, &,/A, — & € [0,+oo)
e tomaremos 3, = 1 em (4.11). Desde que @,(x) é uniformemente limitado sobre conjuntos
compactos, temos que, sobre cada bola Bg(0), a sequéncia (v,) tem um limite v. Definamos

. an
— lim 2 1
14 Jlim nE[O,]
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e g C'([-1,1],R) por

%Ep*q|s|q*1s+?£p, para s >/,
g(s) =4 Is~ s, para [s| </,
%Ep_q|s|q_1s — TELP, paras < —L.

Usando as férmulas assintéticas (4.3) e (4.4) vemos que, para cada x € RV,

. fn(MnVn) . _ 1 _
i D i (g )
P—q _ p
—1m {2 (& |vn|qvn+—q D& (4.13)
n—+e | g \ M, q—1\M,
=g(vn).

Pelo Lema 4.2.2 segue que x, € Q. Assim, denotando B(x) = 8|Va(xo)| + Va(xo) - x,
concluimos por (4.12) e (4.13) que, uniformemente sobre conjuntos compactos, (v,) tem uma
funcdo limite ndo-nula v satisfazendo

Av+ BT (x)|v[Plv— B (x)g(v) = 0. (4.14)

Usando uma mudanca afim de coordenadas podemos assumir 3 como a proje¢éo linear f3(x) =
xy,onde x = (¥, xy) € RV~ xR, tal que (4.14) torna-se

Av+xi [Py —xyg(v) =0, xeRY.

Recorde também que pelo Lema 4.2.1 existe Ry > 0 tal que (I”(v)p, @) > 0 para toda ¢ €
Hj (RM\Bg(0)), onde agora I" (v) é dado por

W.0) = [ IVoPdx—p [ i+ [ xve(v)e?ds

Observemos que se ¢ = 0 entdo g = 0. Por outro lado, se ¢ # 0, entdo existe C > 0 (C =
¢P=1/3y tal que, para s € [—1, 1], temos:

(By) (g+1)G(s) < g(s)s < (p+1)G(s);
(B2) C’s’P—H < g(s)s < ’s‘p-i-l;
(B3) gl(S)s2 —(p+1)g(s)s <0.

Usando a Proposicdo 4.4.3 ou 4.4.4, conforme ¢ # 0 ou ¢ = 0, concluimos que v = 0.
Contudo, por construcdo, v # 0. Isto termina a prova.
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4.3 Prova do Teorema 4.0.1

Para qualquer sequéncia R, — oo, seja (u,) uma sequéncia de solugdes do problema modi-
ficado (P,) a qual é limitada em L=(R"). Mostraremos primeiro que (u,) também & limitada
em E. Suponhamos por contradi¢iio que #, = ||u,||[g — +oo. Fazendo v, = u,/t,, temos que
lvallE = 1 e, a menos de subsequéncia,

v,—=v em E,
vp—v em L'(RY) com 2<s<p?+1 “.15)
va(x) = v(x) quase sempre em RY '

va(x)| <w(x) paraalguma w e L(RY).

Fixe qualquer funcio ¢ € C(RY). Desde que uy, satisfaz a equagio (P,), é limitada em L (R")
€ @ tem suporte compacto, segue que

c=z /BRn (Vv Vo +V (x)vn0) dx :/B a(x) f—(t"V")

Rn tn

pdr=f " [ (o)
Bg,

onde C > 0 depende somente de ¢. Sobre o conjunto {x € RV : v(x) # 0} temos |t, v, (x)| — +oo
e assim, (F3) implica

J (tavn(x))

|12V () [P~ 1ty (x)

I (x) = @) v (%)~ V() (x) = ax)v(x) |~ v(x)p(x).

Sobre o conjunto {x € RY : v(x) = 0} temos v, (x) — 0 e daf

C(1+17[va(x)|7)
1y

[ (x)] <

— 0,

pois |£(s)] < C(1+ |s|P) por (4.2). Como |h,(x)| < C(1+ |w(x)|?) € L' (supp(¢)) conforme
(4.15), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluirmos
que

/Na(x)|v|p_l\/(pdx: lim a(x)|vu|P v, dx = 0.
R

n—r—+oo B,

Desde que ¢ ¢ arbitraria e a(x) se anula somente sobre um conjunto de medida nula, obte-
mos que v(x) = 0 quase sempre em R". Logo,

/Nv%dx —0 quando n — oo,
R
Afirmamos que ¢, /t> — 0. De fato, como u, satisfaz (F,), temos que

ol = | o) (o
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€ consequentemente,

1

cn =Py (uy) — ECID' () up
1 (4.16)
= [, ") |G o) = )| @x= [ a0 )= Pl
Bg,
Considerando que ||uy ||« < C e Q7 € limitado, segue por (F3) que
1 n 1 2
= / a’ (x) | zunf(un) — F (u,)| dx SC/ v, dx — 0. (4.17)
ta B, 2 Qt

Agora, tomando R, > R > 0, com R fixado tal que a™ (x) > Mo se |x| > R, podemos escrever
(4.16) como

1
cn—i—/ [ unf(uy) — F(un)} dx+ a (x) {—u,,f(un)—F(un)} dx
B, \Br 2 (4.18)
<C|[| uldx
o+
Desde que ||uy|| < C, segue que
1 _ 1 2
: / a (%) | =unf (1) — F(un) | dx| <C [ v2dx = 0. (4.19)
1y |JBg 2 Bp

Por (F3) obtemos

> <F(t) e ct*<tf(r), se |t|<8,
PV <F(t) e P <tf(r), se 1| >,

Logo, (Fy) implica que
- 1 -
/BR,Z\BRa (x) [Qunf(un) —F(un)} dx:/BRn\BRa (x) [ttt f () — F (1)) dx

N (1 _ u) / @ s )

>C/ (x)unf(up) dx
>C undx—l—C5/ || P dx
|un|§5 |un‘2

>C u,%dx+6l’—1c5/ u? dx.

|un|<0 |un|>8
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Usando (4.18) concluimos que

1

T2
1 JBg,\Br

c C
Iy 13 JBg,\Br

Portanto,

implica que

Logo, tomando o limite em ¢, = ®,(u,) obtemos que

. F(tqve) , 1
lim_ BRna(x) o= 5 (4.20)

Agora, considerando @ = £v, com & € C2(RY) como uma fungio teste em (P), deduzimos
que

/BR,, (1Vva2 + V2 € dx—/BRna(x) un];éun)gdx —o(1). 421

Desde que |(p+1)F(s) — f(s)s| < C para |s| <R, com R suficientemente grande, e f, — oo,

temos que
[ la(o DR = Mg oy
|un| <R In

Também como |(p+ 1)F(s) — f(s)s| = O(]s|*) quando |s| — —+eo, temos

(P + DF (un) = f (ttn)un| _
/Iun>R‘ ) t ]6!dx<C/supp ty dx_O(l)'
Usando a hipétese (F3), derivamos que
1 n
DL atp = [ a™ ) et on) @22)

Escolha & tal que 0 < &(x) < 1 para todo x € RN e & = 1 sobre Bg. Entdo, por (4.20)—(4.22)
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concluimos que

.. F(un)
Ozlﬂiﬂf e a(x) 2 (1-&)dx
1 1 nJ (Un
>—— limsup a(x)u Cgu )(l—é)dx

-2 P +1 noqe Bg,

1 1
- — limsu Vo, |? +V (x)v?) € dx
25 ot [ (Vv &
1 1
> - —— >0,
2 p+1

uma contradi¢do. Logo, (u,) é limitada em E.

Agora, seja ¥ = liminf, .« ||u,]|%. Desde que u, — u em E e a norma é semicontinua
inferiormente com respeito & convergéncia fraca, temos que ¥ > ||lu||%. Por passar a uma sub-
sequéncia, podemos assumir que ¥ = lim,_, ;. ||u,||%. Da equagdo em (P) segue que

-+ [ a @ = [ a0 s
—/ (u)udx+o(1)
—ull3 + / (udx+o(1).

Assim,
y+liminf [ a™ (x)f(uy)up,dx < Hu||125+/Na_(x)f(u)udx.
R

n—+o JRN

Pelo Lema de Fatou segue que

v<lulp e [ @ @fmumdc— [ @ @fudr

Em particular, u, — u em E. Desde que ® é de classe C! sobre E, segue que ®(u,) — P(u) =
¢ >0, pois ® = lim;,_, 4« P, > ¢ > 0. Portanto, u é nao-trivial.

4.4 Alguns teoremas tipo Liouville nao-linear

Proposi¢do 4.4.1. Sejav € C>(RY) limitada e satisfazendo, para algum ¢ >0 e 1 < p < 2%,
Av+LyP~lv =0, xeRY, (4.23)
Se v tem indice finito, entao v = 0.

Demonstragdo. Podemos assumir ¢ = 1. Primeiro vamos mostrar que [pn [v|PT1dx < +oo.
Tomemos R suficientemente grande e ¢ € C°(R") tal que ¢ = 1 sobre RV\B,z(0), ¢ =0
sobre Br, UBS, € |V(x)| < CR™! para cada x € B, onde C depende somente da dimensdo N.
Provaremos que v € LP1(RV),
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Multiplicamos a equagio (4.23) por v? para obtermos

/RN|v|p+lq)2dx:/RN q)2|Vv|2+2/RN evVeVvdx.

Por hipétese, existe Ry > 0 tal que (I” (v)vep,vep) > 0, isto é,

/v2|Vq)|2dx+/ (p2|Vv|2dx+2/ ngVvV(pdep/ |v|p+]q)2dx.
RN RN RN RN

Substituindo (4.24) em (4.25) obtemos que

p [ MrHetas [ irtigtars [ 2 Veldx
RN RN RN

e como p > 1, segue que

1
/RN v[" "o dy < I:/RN v[Vol*dx.

Em particular,

/ |v|P+1dxgc/ v2|V(p|2dx+/ V2| Vo|? dx
Br\Bag, Bog, \Br Byr\Br

0

<C <1+ vZ\V<p|2dx)

Byr\Br

donde, para cada R > 2R, temos

/ vPHde <C (1+ v2]V(p\2dx)+/ [P+ dx
Bg Bor\Br BZR()

<C (1 +R? vzdx) :
Bog
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(4.24)

(4.25)

(4.26)

Desde que v € limitada, [, [v[P*1dx = O(RN). Assim, se N = 2, a desigualdade acima mostra

que [y [v|PT!dx é finita.

Agora seja N > 2 e suponha por contradi¢do que [pv [v|? *1dx ndo é finita. Entdo, para cada

R grande,

vPHldx<CR™? | vdx.
Br Bor

A desigualdade de Holder implica

2

p+1
R2[ Vde<c (/ yv|P+1dx) R,
Bog Bog

(4.27)

(4.28)
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onde

1 1 1
2 NPT —on ([ — .
r=2-N p+1 N(p+1 2*)>0

Se iterarmos o argumento, concluimos apds um nimero finito k de passos que existe C > 0,
dependendo de k, tal que

()"

P
WP+ de <CR™Y |vyp+1dx>
Bg

<CRV % 5Dy,

Assim, tomando k suficientemente grande, podemos assumir que a poténcia é negativa. Fa-
zendo R — oo temos que v = 0, uma contradi¢do. Logo, [pv [v|? dx é finita.

Agora, para qualquer R > 0 escolhamos ¢ = 1 sobre Bg ¢ ¢ = 0 sobre B, com ||Vl <
CR™!. Segue de (4.25) que

/yvv|2dxgc</ |v|P+1dx+R—2/ vzdx)
B Bog Bar
< (Ivlpwr +87 [ a)
Bor

Usando a argumentagdo anterior verificamos que [pv |Vv|*dx é finita. Por outro lado, pela
desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

] %
’/ v(vaV(pdx‘ﬁ(/ v2yV<p\2dx) (/ <p2\Vv|2dx)
RN RN RN
1 1
2 2
gc(R2 / vzdx) ( / \Vv|2dx>
supp(¢) supp(9)
1 1
2 2
gC(RZ / M”de) ( / \Vv]zdx)
supp(@) supp(¢)

=o(1),

donde, passando o limite em (4.22) concluimos que
IVv|?dx= [ |v[PTldx. (4.29)
RN RN

Desde que ambos [v |[Vv|?dx e v |[v|PT! dx sdo finitas, podemos escrever a identidade de
Pohozaev (VER okavian, willem) como

2*
p+1Jry

WP dy = /N V|2 dx
R

Isto, juntamente com (4.28), implicam que v = 0. ]
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Para o préximo resultado, consideremos uma fungio g € C!([—1,1],R) satisfazendo, para
algumas constantes positivas cy,c2,c3,c4 € cada s € [—1, 1], as seguintes condi¢des:

(B1) c1G(s) < g(s)s < 2G(s);
(B2) csls|P™! < g(s)s < cals|P*
(B3) &'(s)s* —pg(s)s <0,
onde G(s) = [§ g(t)dt. Denotemos h(s) = |s|P~Lse H(s) = |s|P*1/(p+1).
Lema 4.4.2. Sejac € C2(R") uma solugdo da equagio
Av~|—xmv\p_lv—xg,g(v) =0, xeRV, (4.30)
com g satistazendo (B)—(B;). Entdo existe C > 0 tal que, para cada R > 0,
2 1,1 2 2\ 2 24 \'/?
(€1) Sy RVIPH dx < € fy a1V dr-C (g 2 d) ([ [VHPr)
() gy ban VP! e < CR [y, V17 H Qe fy, 9920
(C3) Jge WP dx < CR™ ([l | o7+ dx + [, [V]* d)
Demonstragdo. Seja ¢ € C(RV) tal que |[Vo(x)| <CR ! e 0 < ¢(x) < 1 para todo x € RV,

@ = 1 sobre Bg e ¢ = 0 sobre R¥\ Boz. Multiplicando a equacio (4.30) por xyv¢? e integrando
sobre RV, obtemos

v
n - 24 2 2192 )
/]RN [xNXN|V| xNxNvg(v)} o dx = oy {—(%qu) +xy 07| Vv~ 4+ 2xyveVy V(p} dx

Usando (B1)-(B,) e desigualdade de Holder, concluimos que

/ X [v]P T dx SC/ [x;xN]vV’H —xyxnvg(v)] @° dx
Bg Bog

1/2 1/2
gc/ |xN||Vv|2dx+C</ v2dx> (/ |Vv]2dx) .
Byr Bog Bog

Para provarmos (C3), denotamos ey = (0,0,---,1) e consideramos o Teorema de Stokes,
de forma que

2
div(U) =div ((paaTvVv— (0] [V eN)

2
dv do IVv|?
I . V _
=0t 5 VOV G
implica
dv 8_(p|Vv|2

dx p—
(p8XN RN dxy 2 RN a)CN

2V ve-vv. 4.31)
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Desde que
div(V) =div (x,H (v) pey)

9 9
:Juw¢+wmw§%¢+mﬁuw5%

e V se anula sobre {xy = 0}, usamos mais uma vez o Teorema de Stokes para concluirmos que

v ¢
() 2 dx:—/ H dx—/ HZ? dx. 432
/RN xwhv) oxy {xn>0} V)¢ {xn>0} AwH () dxy ( )
De maneira andloga, obtemos
N 29
N OV oy = — G(v)pdx— G dx. 433
om0 gnode== [ Gwpdr— [ w6 P “33)

Somando (4.31), (4.32) e (4.33), e observando que o termo & esquerda do resultado é simples-
mente a equagdo (4.30) multiplicada por (Pa%’ concluimos que

[ Hweact [ coeasc] [ mivelact [ viH0)IVola
{xn>0} {xn<0}

+ [ wG)IVeldx }
Usando (B;) obtemos (C3):

| brtlav<cr! (/ vl vl at [ Ww%u).
Bg Br B

Para obtermos (C;), multiplicamos a equagdo (4.30) por (pr e integramos div(xyU)

e div(xyV) sobre xy > 0. Procedemos de modo semelhante sobre {xN < 0} e adicionando as
identidades obtidas encontramos que

/RNx;H(v)(pdx—I—/RNx;,G(V)(pdx SC{/RN |xN||Vv|2|V(p|dx—|—/RN(p|Vv|2dx

+ [ HOFolar [ (P60 volar .

Assim,
/ ]xNHv]pdegCRl/ x%,]v]p“d)H—C/ |Vv|2d.x
Bg Bog Bor

Proposiciio 4.4.3. Sejav € C2(RN) limitada com ||v||. < 1 e satisfazendo
Av+xb Py —xyg(v) =0, em xeRY, (4.34)

onde 1 < p <2*ege C'([~1,1],R) satisfaz (B;)—(B;). Se v tem indice finito, entio v = 0.
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Demonstragdo. Seja ¢ € CZ(RY) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 sobre Bg\Bag, € ¢ = 0 sobre
Br, U BSg. Multiplicando a equagdo (4.34) por v? e integrando sobre RY, obtemos

+ i _ 2.2
/R (v —xyg(v)v]dx /R VPP dxt2 /R _gWiVodr. (4.35)
Considerando que v tem indice finito, temos que
1 . 2 2 2 2 .
(E (V)vq),v(p>—/RNv Vol dx+/RN(p V| dx—|—2/Rqu0Vv Veodx
R 27 2
_/RN [ h (V)" —xyg' (v)v] @ dx > 0,
donde, por (B3), concluimos que
2192 2172 ' + = 2
/RNV Vol dx—i—/RN(p V| dx—i—Z/RNVQDVv Vgodep/RN [xyh(v)v—xyg(v)v] °dx.
Assim, por (4.35) temos que
/ |Vv|2(p2dx§C/ Vo[ dr.
RV RN

Seguindo a mesma argumentacio na prova da Proposi¢do 4.4.1 quando deduzimos a equacao
4.26, segue que

/ V< C (1 +R—2/ vzdx) , (4.36)
Bg/» Br

para R suficientemente grande.
Vamos supor primeiramente que N > 3. Entdo

/ v?dx < CRY (4.37)
Br
e por (4.36)
/ IVv[2dx < CRN 2. (4.38)
Bg/»
Agora, usando as desigualdades (C;)—(C3), obtemos que

/ B |vPdx < CRN, (4.39)
Br/4

/B ey ||v[PH dx < CRN 2 (4.40)
R/8
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/ v[Pdx < CRV 73, (4.41)
Bgr/16

Pela desigualdade de Holder e expressdo (4.41), temos que

-1
/ |v|2dx§C/ [Pt dx | RV T
Bg/16 Bg/16

N-3 _ 11
<CRY+ R N (=)

Assim, para R grande, a equagdo (4.37) implica que
-3
/B 2 dx < CR¥ 12, (4.42)
R

Mais uma vez, iterando o argumento por reinserir (4.42) em (4.36), concluimos que, apés um
numero finito k de passos,

[ arcr(F) 0 () ()2
Bg

<CR?,

(4.43)

onde C depende de k. Observamos que (4.43) também é valida para N = 2.

Combinando (4.43) e (4.36) vemos que [y |Vv|?dx é finita. Logo, usando as desigualda-
des (Cy) e (C>) deduzimos que [gn |xy|[v|?™! dx também & finita. Portanto, (C3) mostra que
v =0, como queriamos. ]

Proposiciio 4.4.4. Sejav € C?(RN) limitada e satisfazendo
A+xipPlv=0, xeRY, (4.44)
onde 1 < p < 2*. Se v tem indice finito, entaov = 0.

Demonstragdo. Para uma prova ver [45, Proposition 16]. ]
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