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Resumo

Usando métodos variacionais e o método de sub e super soluções, neste trabalho estudamos
existência e multiplicidade de soluções para algumas classes de problemas elípticos singulares
envolvendo crescimento crítico do tipo Trudinger-Moser.

Tratamos também de uma generalização para desigualdade de Trudinger-Moser e a
existência de uma função extremal. A prova deste resultado é baseada na análise de blow-up.

Palavras-chave: Equações elípticas de segunda ordem, equação de Schrödinger, métodos
variacionais, expoente crítico, desigualdade de Trudinger-Moser, análise de blow-up.
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Abstract

Using variational methods and the method of sub and super solutions, in this thesis we
studied existence and multiplicity of solutions for some classes of singular elliptic problems
involving growth of the Trudinger-Moser type.

Also treat a generalization for the Trudinger-Moser inequality and the existence of an
extremal function. The proof of this result is based on the blow-up analysis.

Keywords: Second order elliptic equations, Schrödinger equation, variational methods,
critical exponents, Trudinger-Moser inequality, blow-up analysis.
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Lista de Figuras

Neste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

• C, C0, C1, C2, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• Se Ω ⊂ RN é um conjunto mensurável, então |Ω| denota sua medida de Lebesgue em
RN ;

• BR denota a bola aberta centrada na origem e raio R > 0;

• X∗ é o dual topológico do espaço de Banach X ;

• 〈·, ·〉 denota o par dual entre X∗ e X ;

• Denotemos a convergência fraca em X por “ ⇀ ” e a convergência forte por “→ ”;

• supp( f ) denota o suporte da função f ;

• u+ = max{u,0} e u− = max{−u,0};

• χΩ denota a função característica do conjunto Ω;

• ∇u =
(

∂u
∂x1

,
∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N

∑
i=1

∂ 2u
∂x2

i
denota o Laplaciano de u;

• ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u) denota o N−Laplaciano de u;

• Lp(Ω) =
{

u : Ω→ R mensurável :
∫

Ω
|u|p dx < ∞

}
com 1≤ p < ∞ e Ω⊂RN um aberto

conexo, denota o espaço de Lebesgue com norma dada por

‖u‖p =
(∫

Ω
|u(x)|p dx

)1/p

.

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre em Ω
com norma dada por

‖u‖∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤C quase sempre em Ω} ;
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• C∞
0 (RN) denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto;

• C0,σ (Ω) =

{
u ∈C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x− y|σ < ∞

}
com 0 < σ < 1, e Ck,σ (Ω) são as

funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estão em C0,σ (Ω);

• Para 1≤ p < +∞,

W 1,p(Ω)=
{

u ∈ Lp(Ω) : ∃gi ∈ Lp(Ω);
∫

Ω
u

∂ϕ
∂xi

dx =−
∫

Ω
giϕ dx,∀ϕ ∈C∞

0 (Ω) e i = 1, · · · ,N
}

com norma dada por

‖u‖1,p =
(∫

Ω
(|∇u|p + |u|p) dx

)1/p

e W 1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞

0 (Ω) com respeito à norma acima. Quando p = 2,
escrevemos W 1,2(Ω) = H1(Ω) e W 1,2

0 (Ω) = H1
0 (Ω).

• Para 1≤ p < +∞, p∗ = N p
N−p é o expoente crítico de Sobolev.



Introdução

Neste trabalho estudamos problemas envolvendo equações elípticas de segunda ordem que
envolvem questões de perda de compacidade devido a imersão de Sobolev no caso Trudinger-
Moser.

As técnicas aqui utilizadas são: métodos variacionais, mais precisamente, teoria dos pontos
críticos, passo da montanha e minimização. Usamos também o método de sub e super soluções
e análise de blow-up.

As classes de problemas que foram abordadas no presente trabalho têm várias aplicações,
por exemplo: em glaciologia; em mecânica dos fluidos no estudo dos fluidos não newtonianos;
em elasticidade não linear; em algumas reações de difusão, e na extração de petróleo.
Estudamos também problemas relacionados a existência de ondas estacionárias para a equação
de Schrödinger. Citamos por exemplo [31, 45] e suas referências para o desenvolvimento dos
aspectos físicos para os tipos de problemas citados acima.

Este trabalho está dividido em quatro capítulos.

No Capítulo 1 estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para a classe de
problemas singular da forma:




−∆Nu =

f (x,u)
|x|a +h(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0.1)

onde ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u) é o operador N−Laplaciano, Ω é um domínio limitado contendo
a origem em RN com N ≥ 2, a ∈ [0,N), h ∈ (W 1,N

0 (Ω))∗ = W−1,N′ é uma pequena pertubação
com N′ = N/(N− 1), h 6≡ 0 e a não-linearidade f (x,s) tem crescimento subcrítico ou crítico
do tipo Trudinger-Moser, os quais definimos a seguir: Dizemos que f (x,s) tem crescimento
subcrítico em +∞ se

lim
s→+∞

| f (x,s)|
eα|s|N/(N−1) = 0, uniformemente em x ∈Ω, para todo α > 0 (0.2)

e f (x,s) tem crescimento crítico em +∞ se existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

| f (x,s)|
eα |s|N/(N−1) =

{
0, uniformemente em x ∈Ω, para todo α > α0,

+∞, uniformemente em x ∈Ω, para todo α < α0.
(0.3)

1



2 Introdução

Similarmente definimos crescimento subcrítico e crítico em −∞. Esta noção de criticalidade
em W 1,N

0 (Ω) é motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [53, 66].

Assumimos também as seguintes condições sob a não-linearidade f (x,s):

( f0) f (x,s) ∈C(Ω×R,R), f (x,0) = 0 para todo x ∈Ω;

( f1) existem θ > N e s1 > 0 tais que para todo |s| ≥ s1 e x ∈Ω,

0 < θF(x,s) := θ
∫ s

0
f (x, t) dt ≤ s f (x,s);

( f2) existem constantes R,M > 0 tais que para todo |s| ≥ R e x ∈Ω

0 < F(x,s)≤M| f (x,s)|;

( f3) limsups→0
NF(x,s)
|s|N < λ1,

onde λ1 é o primeiro autovalor do seguinte problema não-linear:

−div
(|∇u|N−2∇u

)
=

λ |u|N−2u
|x|a , u ∈W 1,N

0 (Ω).

Os principais resultados deste capítulo são enunciados como segue:

Teorema 1. Suponha que f (x,s) tem crescimento subcrítico em +∞ e −∞, e satisfaz as
condições ( f0), ( f1) (ou ( f2)) e ( f3). Então existe δ1 > 0 tal que o problema (0.1) possui
pelo menos duas soluções fracas em W 1,N

0 (Ω) sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ1. Uma com energia
positiva e outra com energia negativa.

Teorema 2. Suponha que f (x,s) tem crescimento crítico em +∞ e −∞, e satisfaz as condições
( f0), ( f2) e ( f3). Então existe δ1 > 0 tal que o problema (0.1) possui pelo menos uma solução
fraca em W 1,N

0 (Ω) com energia negativa sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ1.

Denotemos por r o raio da maior bola centrada na origem e contida em Ω.

Teorema 3. Assumindo as condições do Teorema 2 e se

( f +
4 ) existe β0 tal que

liminf
s→+∞

s f (x,s)e−α0|s|N/(N−1) ≥ β0 >
N−a

rN−ae1+1/2+···+1/(N−1)

(
N−a

α0

)N−1

.

Então existe δ2 > 0 tal que o problema (0.1) possui uma segunda solução sempre que
0 < ‖h‖∗ < δ2.



Introdução 3

A prova dos nossos resultados segue por minimização local em combinação com teorema
do passo da montanha sem a condição de Palais-Smale. Mostramos que no caso subcrítico o
funcional associado ao problema satisfaz a condição de compacidade de Palais-Smale, e como
consequência podemos distinguir uma solução que é um mínimo local de uma solução do tipo
passo da montanha. Porém, no caso crítico a condição de Palais-Smale não é satisfeita em
geral, assim para provar que as soluções são distintas o argumento é mais delicado, requerendo
um refinamento para os níveis de energia do funcional associado ao problema. A condição
( f +

4 ) no Teorema 3 é crucial para estimar o nível do passo da montanha.

Observações.

1. Problemas elípticos envolvendo o operador Laplaciano e crescimento crítico em termos
da desigualdade de Trudinger-Moser em domínios limitados de R2 foram abordados em
[6, 7, 30] para o caso não-singular e homogêneo, isto é, a = 0 e h ≡ 0. Já os problemas
quase-lineares para o N−Laplaciano e com crescimento crítico em domínios limitados
de RN , com N ≥ 2, foram estudados em [3, 32], considerando o caso não-singular e
homogêneo. O caso não-homogêneo foi focado em [64]. Nestes trabalhos, entre outras
condições, assume-se no lugar de ( f +

4 ) que:

liminf
s→+∞

s f (x,s)e−α0|s|N/(N−1) ≥ β0 >
1

dN

(
N
α0

)N−1

, (0.4)

onde d é o raio da maior bola contida em Ω.

2. O estudo dos resultados deste capítulo foi motivado pelos trabalhos [3, 32, 64] e por
um recente artigo de Adimurthi e Sandeep [5] onde eles provaram uma versão singular
da desigualdade de Trudinger-Moser e estudaram a existência de soluções fracas para o
seguinte problema quase-linear e homogêneo



−∆Nu =

f (u)uN−2

|x|a em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

3. Os resultados deste capítulo generalizam os resultados principais em [3, 5, 30, 32, 64],
no sentido em que consideramos o caso singular e não-homogêneo. Além disso, para
problemas com crescimento crítico e não-singular, a condição (0.4) é mais restritiva que
a hipótese ( f +

4 ) no Teorema 3, pois no caso não-singular podemos tomar r = d.

No Capítulo 2 estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para uma classe
de problemas singular da forma:




−∆Nu =
λ f (u)
|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(Pλ )



4 Introdução

onde Ω é um domínio limitado em RN contendo a origem com N ≥ 2, λ é um parâmetro
positivo, a ∈ [0,N) e a não-linearidade f (s) envolve uma combinação de termos côncavos e
convexos e satisfaz as seguintes condições:

( f1) f é uma função contínua e de classe C1((0,+∞)), com f (s) = 0 para todo s≤ 0 e f (s) > 0
para todo s > 0;

( f2) f tem crescimento crítico em +∞ do tipo Trudinger-Moser com expoente α0 > 0;

( f3) existe γ ∈ (0,N−1) tal que

lim
s→0+

f (s)
sγ > 0

e a função s 7→ f (s)/sN−1 não-cresce em (0, t∗) para algum t∗ ∈ (0,1) e a aplicação
t 7→ f (t) não-decresce no intervalo (0, t∗)∪ (1/t∗,∞);

( f4) existem R > 0 e M > 0 tais que para todo s≥ R

F(s) :=
∫ s

0
f (t) dt ≤M f (s).

Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Teorema 4. Suponha que a ∈ [0,N), N ≥ 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f4). Então
existe λ0 > 0 tal que para qualquer λ ∈ (0,λ0), o problema (Pλ ) possui uma única solução,
digamos uλ , com a propriedade ‖uλ‖∞ ≤ t∗.

Teorema 5. Suponha que a ∈ [0,N), N ≥ 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f4). Então
existe Λ ∈ (0,+∞) tal que (Pλ ) possui pelo menos uma solução para todo λ ∈ (0,Λ] e não
possui solução para λ > Λ.

Teorema 6. Suponha que a ∈ [0,1), N = 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f4) e vale a
seguinte hipótese adicional:

( f5) Existe uma função h : R→ [0,+∞) tal que

liminf
s→+∞

sh(s)eεs = +∞ para todo ε > 0

e existe R0 > 0 tal que para todo s≥ R0

f (s)≥ h(s)eα0s2
.

Então existe Λ ∈ (0,+∞) tal que (Pλ ) possui pelo menos duas soluções para todo λ ∈ (0,Λ),
não existe solução para λ > Λ e pelo menos uma solução quando λ = Λ.



Introdução 5

Os ingredientes principais para provarmos os resultados deste capítulo são o método de sub
e super soluções e a minimização de funcionais. Para utilizarmos o método de sub e super
soluções provamos um teorema de comparação para problemas singulares. No caso N = 2 um
argumento de minimização local na topologia de C1

0(Ω) foi usado para mostrarmos que uma
determinada solução é um mínimo local para o funcional associado ao problema em estudo. Em
seguida mostramos a existência de uma segunda solução via passo da montanha. Para tanto, foi
necessário estudarmos os níveis de energia e a convergência das sequências de Palais-Smale.

Observação.

1. Os teoremas deste capítulo generalizam alguns resultados obtidos em [40] pois
consideramos o caso singular e uma classe mais geral de não-linearidades.

No Capítulo 3 estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para seguinte
classe de problemas singulares:

−∆u+V (x)u =
f (u)
|x|a +h(x), x ∈ R2 (0.5)

onde a ∈ [0,2), h ∈ (H1(R2))∗ = H−1 é uma pequena pertubação com h 6≡ 0 e V : R2 → R é
uma função contínua satisfazendo as seguinte condições:

(V1) existe uma constante positiva V0 tal que

V (x)≥V0 para todo x ∈ R2;

(V2) a função [V (x)]−1 pertence a L1(R2).

Considera-se novamente o caso em que a não-linearidade f (s) tem o máximo crescimento
sobre s que permite estudar o problema (0.5) variacionalmente num espaço de funções
adequado, ou seja, o crescimento subcrítico e o crescimento crítico do tipo Trudinger-Moser
[53, 66]. Além disso, assumimos as seguintes condições:

( f0) f ∈C(R,R) e f (0) = 0;

( f1) existem θ > 2 e s1 > 0 tal que para todo |s| ≥ s1,

0 < θF(s) := θ
∫ s

0
f (t) dt ≤ s f (s);

( f2) existem R0 > 0 e M0 > 0 tais que para todo |s| ≥ R0

0 < F(s)≤M0| f (s)|.



6 Introdução

Para aplicar métodos variacionais, considera-se o seguinte subespaço de H1(R2)

E =
{

u ∈ H1(R2) :
∫

R2
V (x)u2 dx < ∞

}
.

O qual é um espaço de Hilbert dotado do produto interno

〈u,v〉=
∫

R2
(∇u∇v+V (x)uv) dx, u,v ∈ E, (0.6)

e a norma ‖u‖= 〈u,u〉1/2.

Assumimos também a seguinte condição sob a não-linearidade na origem:

( f3) limsups→0
2F(s)

s2 < λ1,

onde

λ1 := inf
u∈E\{0}

∫
R2(|∇u|2 +V (x)u2) dx∫

R2 u2/|x|a dx
. (0.7)

Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Teorema 7. Suponha que f (s) tem crescimento subcrítico em +∞ e −∞, e que (V1)−
(V2), ( f0), ( f1) (ou ( f2)), ( f3) são satifeitas, então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ1,
o problema (0.5) tem pelo menos duas soluções fracas. Uma com energia positiva, enquanto
outra com energia positiva.

Teorema 8. Suponha que f (s) tem crescimento crítico em +∞ e −∞, e que (V1) −
(V2), ( f0), ( f2), ( f3) são satisfeitas. Então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ1, o problema
(0.5) tem uma solução fraca com energia negativa.

Teorema 9. Assumindo as mesmas condições do Teorema 8 e se adicionarmos que

( f +
4 ) existem constantes p > 2 e Cp tais que

f (s)≥Cpsp−1 para todo s≥ 0,

onde

Cp >

[
α0(p−2)

2p(2−a)π

](p−2)/2

Sp
p,

e

Sp = inf
u∈E\{0}

(∫

R2
(|∇u|2 +V (x)u2) dx

)1/2

(∫

R2

|u|p
|x|a dx

)1/p
.

Então existe δ2 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ2, o problema (0.5) tem uma segunda solução
fraca.
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A prova destes resultados segue por argumentos similares aos do Capítulo 1. Mais
precisamente, por minimização local em combinação com o teorema do passo da montanha.
No entanto, como o domínio do problema é não-limitado surgem novas dificuldades, por
exemplo: precisamos provar uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser para
domínios quaisquer de R2. Além disso, precisamos estabelecer uma versão singular de um
resultado muito conhecido de Lions.

Observações.

1. O problema (0.5) foi abordado em [17] considerando a = 0, h ≡ 0 e com o potencial V
convergindo para uma constante quando |x| → +∞. Em [34] foi estudado a existência e
multiplicidade de soluções fracas para o problema (0.5) para o caso não-singular e não-
homogêneo. Porém para o problema com crescimento crítico foi assumido no lugar de
( f +

4 ) no Teorema 9 a seguinte condição:

liminf
s→+∞

s f (s)e−α0s2 ≥ β0 > 0. (0.8)

2. O Teorema 9 generaliza o resultado principal contido em [34], pois considera o caso
singular e a hipótese ( f +

4 ) é menos restritiva que condição (0.8).

Finalmente, no Capítulo 4 considerando o espaço de funções

E =
{

u ∈ H1(R2) :
∫

R2
(1+ |x|q)|u|2 dx < ∞ com q > 0

}

munido do produto interno

〈u,v〉=
∫

R2
(∇u∇v+(1+ |x|q)uv) dx, u,v ∈ E, (0.9)

e a norma ‖u‖= 〈u,u〉1/2. Provamos os seguintes resultados.

Teorema 10. Seja

`(α) = sup
{u∈E, ‖u‖=1}

∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx. (0.10)

Então

(1) Para todo α ∈ [0,λ1) temos que `(α) < ∞.

(2) Para todo α ∈ [λ1,+∞) temos que `(α) = +∞,

onde

λ1 := inf
u∈E\{0}

∫
R2(|∇u|2 +(1+ |x|q)|u|2) dx∫

R2 |u|2 dx
. (0.11)
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Teorema 11. Para qualquer α ∈ [0,λ1), existe u ∈ E tal que ‖u‖= 1 e

`(α) =
∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx.

As provas dos Teoremas 10 e 11 são baseadas na análise de blow-up de uma sequência de
soluções de um determinado problema elíptico com crescimento crítico em R2 e num cálculo
de funções testes. O método de análise de blow-up é bem conhecido e foi utilizado em vários
trabalhos como por exemplo [46, 47, 52, 69].

Observações.

1. O Teorema 10 generaliza os resultados obtidos nos trabalhos [2, 17, 32], no sentido
em que mesmo no caso para α = 0 atingimos o expoente 4π , o que não era válido
nos resultados citados acima. Já no caso que α ∈ (0,λ1) o Teorema 10 generaliza um
resultado obtido em [59].

2. O Teorema 11 é um resultado de existência de função extremal.

Com o intuito de não ficarmos recorrendo à Introdução e de tornar os capítulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capítulo, os resultados principais, bem
como, as hipóteses sobre as funções com mais detalhes.



CAPÍTULO 1

Sobre uma classe não-homogênea de problemas
quase-lineares singulares e críticos

1.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas para uma classe
de problemas singular da forma




−∆Nu =

f (x,u)
|x|a +h(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1.1)

onde ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u) é o operador N−Laplaciano, Ω é um domínio limitado contendo
a origem em RN com N ≥ 2, a ∈ [0,N), h ∈ (W 1,N

0 (Ω))∗ = W−1,N′ é uma pequena pertubação
com N′ = N/(N − 1), h 6≡ 0, e a não-linearidade f (x,s) tem o máximo crescimento sobre
s que permite tratar o problema (1.1) variacionalmente no espaço de Sobolev W 1,N

0 (Ω).
Aqui, W 1,N

0 (Ω) denota o espaço de Sobolev modelado em LN(Ω) com a norma ‖u‖ =(∫
Ω |∇u|Ndx

)1/N e W−1,N′ o espaço dual de W 1,N
0 (Ω) com a norma usual ‖ · ‖∗.

Problemas elípticos envolvendo o operador N−Laplaciano em domínios limitados de RN

têm sido estudado no caso não-singular por vários autores, veja os importantes trabalhos de
Adimurthi [3], J. M. do Ó [32], Tonkes [64] e suas referências. Motivado por um recente artigo
de Adimurthi-Sandeep [5], onde eles provaram uma versão da desigualdade de Trudinger-
Moser com um peso singular num domínio limitado contendo a origem, estudaremos esta classe
de problemas considerando o caso singular. Trataremos esta classe de problemas considerando
não-linearidades com crescimento subcrítico e crescimento crítico, os quais definimos a seguir.

Dizemos que f (x,s) tem crescimento subcrítico em +∞ se

lim
s→+∞

| f (x,s)|
eα |s|N/(N−1) = 0, uniformemente em x ∈Ω, para todo α > 0 (1.2)

e f (x,s) tem crescimento crítico em +∞ se existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

| f (x,s)|
eα |s|N/(N−1) =

{
0, uniformemente em x ∈Ω, para todo α > α0,

+∞, uniformemente em x ∈Ω, para todo α < α0.
(1.3)

Similarmente definimos crescimento subcrítico e crítico em −∞. Esta noção de criticalidade
em W 1,N

0 (Ω) é motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [53, 66], a qual diz que se

9
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u ∈W 1,N
0 (Ω) então eα|u|N/(N−1) ∈ L1(Ω), para todo α > 0. Além disso, existe uma constante

C = C(N) > 0 tal que

sup
‖u‖≤1

∫

Ω
eα |u|N/(N−1)

dx≤C|Ω| se α ≤ αN , (1.4)

onde αN = Nω1/(N−1)
N−1 e ωN−1 é a medida da esfera unitária em RN .

Observação 1.1.1. As definições (1.2) e (1.3) foram introduzidas por Adimurthi em [3] (ver
também de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [30] e J. M. do Ó [32]).

A seguir enunciamos as principais condições sobre o qual o nosso problema será estudado:

( f0) f (x,s) ∈C(Ω×R,R), f (x,0) = 0 para todo x ∈Ω;

( f1) existem constantes θ > N e s1 > 0 tais que para todo |s| ≥ s1 e x ∈Ω,

0 < θF(x,s) := θ
∫ s

0
f (x, t) dt ≤ s f (x,s);

( f2) existem constantes R,M > 0 tais que para todo |s| ≥ R e x ∈Ω,

0 < F(x,s)≤M| f (x,s)|;

( f3) limsups→0
NF(x,s)
|s|N < λ1,

onde λ1 é o primeiro autovalor do seguinte problema não-linear:

−div
(|∇u|N−2∇u

)
=

λ |u|N−2u
|x|a , u ∈W 1,N

0 (Ω). (1.5)

Como |x|−a ∈ Ls(Ω) para algum s > 1, é conhecido (cf. [8, 24]) que existem um menor
autovalor positivo, o qual denotamos por λ1, e uma autofunção positiva ψ1 associada λ1 que
resolve (1.5). Além disso, λ1 é autovalor simples, isto é, qualquer duas soluções u, v de (1.5)
satisfaz u = cv para alguma constante c. E λ1 é caracterizado variacionalmente como

λ1 = inf
{∫

Ω
|∇u|Ndx :

∫

Ω

|u|N
|x|a dx = 1

}
.

Observe que para a classe de problemas considerada neste capítulo não podemos utilizar a
desigualdade de Trudinger-Moser devido a presença da singularidade |x|−a. Para superar esta
dificuldade usamos a versão da desigualdade de Trudinger-Moser devido a Adimurthi-Sandeep
[5] com um peso singular, mais precisamente:
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Proposição 1.1.1. Seja Ω um domínio limitado em RN (N ≥ 2) contendo a origem e u ∈
W 1,N

0 (Ω). Então, para todo α > 0 e a ∈ [0,N),

∫

Ω

eα|u|N/(N−1)

|x|a dx < ∞.

Além disso,

sup
‖u‖≤1

∫

Ω

eα|u|N/(N−1)

|x|a dx < ∞,

se, e somente se, α/αN +a/N ≤ 1.

Aqui, estamos interessados em soluções fracas de (1.1), isto é, funções u ∈W 1,N
0 (Ω) tais

que ∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx−

∫

Ω

f (x,u)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx = 0, ∀v ∈W 1,N

0 (Ω). (1.6)

Observe que se f (x,s) tem crescimento subcrítico ou crítico, utilizando a Proposição 1.1.1,
a expressão em (1.6) está bem definida e além disso, soluções fracas de (1.1) são pontos
críticos de um determinado funcional I, para mais detalhes confira a Seção 1.2. As principais
dificuldades desta classe de problemas são a presença da singularidade |x|−a, o crescimento
crítico e o operador não-linear ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u).

Vejamos agora os principais resultados deste capítulo, os quais para uma fácil referência
dividiremos em dois casos:

1.1.1 Caso subcrítico

Teorema 1.1.1. Suponha que f (x,s) tem crescimento subcrítico em +∞ e −∞ e satisfaz as
condições ( f0), ( f1) (ou ( f2)) e ( f3). Então existe δ1 > 0 tal que (1.1) possui pelo menos duas
soluções fracas em W 1,N

0 (Ω) sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ1. Uma com energia positiva e outra com
energia negativa.

Além disso, se h(x) possui sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 1.1.2. Assumindo as mesmas condições do Teorema 1.1.1, se h(x) ≥ 0 (h(x) ≤ 0)
quase sempre em Ω. Então as soluções obtidas no Teorema 1.1.1 são não-negativas (não-
positivas), respectivamente.

1.1.2 Caso crítico

Teorema 1.1.3. Suponha que f (x,s) tem crescimento crítico em +∞ e −∞, e satisfaz as
condições ( f0), ( f2) e ( f3). Então existe δ1 > 0 tal que (1.1) possui pelo menos uma solução
fraca em W 1,N

0 (Ω) com energia negativa sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ1.

Agora denotemos por r o raio da maior bola centrada na origem e contida em Ω.

Teorema 1.1.4. Assumindo as condições do Teorema 1.1.3 e se
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( f +
4 ) existe β0 tal que

liminf
s→+∞

s f (x,s)e−α0|s|N/(N−1) ≥ β0 >
N−a

rN−ae1+1/2+···+1/(N−1)

(
N−a

α0

)N−1

,

então existe δ2 > 0 tal que (1.1) possui uma segunda solução sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ2.

Além disso, se h(x) possui sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 1.1.5. Assumindo as mesmas condições do Teorema 1.1.4, se h(x)≥ 0 quase sempre
em Ω, então as soluções obtidas nos Teoremas 1.1.3 e 1.1.4 são não-negativas. Além disso se
h(x)≤ 0 quase sempre em Ω e

( f−4 ) existe β0 tal que

liminf
s→−∞

s f (x,s)e−α0|s|N/(N−1) ≥ β0 >
N−a

rN−ae1+1/2+···+1/(N−1)

(
N−a

α0

)N−1

,

então estas soluções são não-positivas.

Neste capítulo generalizamos os resultados principais em [3, 5, 30, 32, 64], pois estamos
considerando o caso singular e não-homogêneo. Além disso, para problemas com crescimento
crítico e não-singulares a condição

liminf
s→+∞

s f (x,s)e−α0|s|N/(N−1) ≥ β0 >
1

dN

(
N
α0

)N−1

, (1.7)

onde d é raio da maior bola contida em Ω, considerada nos trabalhos [3, 5, 32, 64], é mais
restritiva que a condição ( f +

4 ) no Teorema 1.1.4, pois no caso não-singular podemos considerar
r como sendo o raio da maior bola contida em Ω.

Observação 1.1.2. Notemos que se N = 2,α0 = 4π e a = 0, a condição ( f +
4 ) diz que

liminf
s→+∞

s f (x,s)e−4πs2 ≥ β0 >
1

eπr2 .

Em [30] (veja também [3, 5, 32, 64], para problemas quase-lineares) foi usada a mesma
condição acima com 2π em vez de eπ . Para assumir esta condição eles usaram a sequência
de Moser. Para obtermos este melhoramento sobre o crescimento da não-linearidade f (x,s) em
+∞, será crucial em nosso argumento usarmos uma nova sequência introduzida em [28].

Observação 1.1.3. A não-linearidade f (x,s) será ligeiramente modificada nos Teoremas 1.1.2
e 1.1.5 para obtermos soluções não-negativas e não-positivas. Essencialmente impomos
condições de simetria sobre f (x,s).

Vejamos exemplos de funções que satisfazem as condições dos teoremas acima.
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Exemplo 1.1.1. Quando N = 2 um exemplo típico de função contínua com crescimento
subcrítico em +∞ e −∞, e satisfazendo as condições ( f1) e ( f3) é

f (x,s) = g(x)(2scos(s2)+2ses + s2es),

onde g : Ω→ R é uma função contínua tal que 0 < g(x) < λ1/4 em Ω.

Com efeito, notemos que F(x,s) = g(x)(sen(s2)+ s2es). Para verificarmos ( f1) é suficiente
notarmos que

lim
|s|→∞

F(x,s)
s f (x,s)

= lim
|s|→∞

sen(s2)+ s2es

s(2scos(s2)+2ses + s2es)
= lim
|s|→∞

sen(s2)s−2e−s +1
2cos(s2)e−s +2+ s

= 0.

Além disso, ( f3) vale, pois

limsup
s→0

2F(x,s)
s2 = 2g(x) lim

s→0

sen(s2)+ s2es

s2 = 4g(x) < λ1.

Exemplo 1.1.2. Quando N = 2 um exemplo típico de função satisfazendo as condições
( f2),( f3) e ( f +

4 ) com crescimento crítico é a função f : Ω×R→ R definida por

f (x,s) = 2g(x)ses2
,

onde g : Ω→ R é uma função contínua tal que 0 < g(x) < λ1/2 em Ω.

Com efeito, f (x,s) tem crescimento crítico com expoente α0 = 1. Agora mostraremos que
( f2), ( f3) e ( f +

4 ) são válidas. Por definição, temos que

F(x,s) =
∫ s

0
f (x, t)dt,

logo, como f (x,s) = 2g(x)ses2
, temos

F(x,s) =
∫ s

0
2g(x)tet2

dt = g(x)(es2 −1).

Consequentemente,

lim
s→∞

F(x,s)
f (x,s)

= lim
s→∞

(es2 −1)
2ses2 = 0.

O que prova a condição ( f2). Agora, para mostrarmos ( f3), notemos que

lim
s→0

2F(x,s)
s2 = lim

s→0
2g(x)

(es2 −1)
s2 .

Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos

lim
s→0

2F(x,s)
s2 = lim

s→0
2g(x)es2

= 2g(x) < λ1.
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Portanto f satisfaz a a condição ( f3).
Além disso, temos

lim
s→∞

s f (x,s)e−α0s2
= lim

s→∞
2g(x)s2es2

e−s2
= lim

s→∞
2g(x)s2 = +∞,

o que prova ( f +
4 ).

Observação 1.1.4. A condição ( f3) é essencial para obtermos soluções não-triviais.

De fato, seja Ω⊂ R2 e consideremos a função f : Ω×R→ R definida por

f (x,s) = λ1s+ s2es2
.

Note f (x,s) tem crescimento crítico com expoente α0 = 1 e não satisfaz a condição ( f3).
Agora, consideremos o seguinte problema:

−∆u =
λ1u+u2eu2

|x|a , em Ω e u = 0 sobre ∂Ω.

Multiplicando esta equação por ψ1 (onde ψ1 é a primeira autofunção do problema (1.5)) e
integrando, obtemos

−
∫

Ω
∆uψ1 dx = λ1

∫

Ω

uψ1

|x|a dx+
∫

Ω

u2eu2ψ1

|x|a dx. (1.8)

Usando integração por partes, temos que

−
∫

Ω
∆uψ1 dx =

∫

Ω
∇u∇ψ1 dx =−

∫

Ω
u∆ψ1 dx.

Logo, a equação (1.8), pode ser escrita da seguinte forma

−
∫

Ω
u∆ψ1 dx = λ1

∫

Ω

uψ1

|x|a dx+
∫

Ω

u2eu2ψ1

|x|a dx.

No entanto, temos que

−∆ψ1 = λ1
ψ1

|x|a em Ω e ψ1 = 0 sobre ∂Ω.

Assim,

λ1

∫

Ω

uψ1

|x|a dx = λ1

∫

Ω

uψ1

|x|a dx+
∫

Ω

u2eu2ψ1

|x|a dx.

Consequentemente, ∫

Ω

u2eu2ψ1

|x|a dx = 0.

Donde, obtemos que u = 0.
Portanto, a condição ( f3) é fundamental para obtermos o resultado de existência de soluções

não-triviais.
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Observação 1.1.5. A condição ( f2) é mais forte que ( f1), no sentido em que ( f2) implica ( f1).
É imediato verificar que integrando a condição ( f1) existem constantes positivas C1, C2 tais
que

F(x,s)≥C1|s|θ −C2, ∀(x,s) ∈Ω×R. (1.9)

Por outro lado, segue por ( f2) que existem constantes positivas C1, C2 tais que

F(x,s)≥C1e|s|/M−C2, ∀(x,s) ∈Ω×R. (1.10)

A prova dos nossos resultados seguirá por minimização local em combinação com o
Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. Mostraremos que no caso
subcrítico o funcional associado ao problema satisfaz a condição de compacidade de Palais-
Smale, e como consequência podemos distinguir uma solução de mínimo local de uma solução
do tipo passo da montanha. Entretanto, no caso crítico a condição de Palais-Smale não
é satisfeita em geral, assim para provar que as soluções são distintas o argumento é mais
delicado, requerendo um refinamento para os níveis de energia do funcional associado ao
problema. Assim a condição ( f +

4 ) no Teorema 1.1.4 será crucial para estimar o nível do passo
da montanha.

1.2 Formulação variacional

Sob as condições que a função f (x,s) é contínua e possui crescimento subcrítico (ou crítico)
em +∞ e −∞, como definido em (1.2) e (1.3), temos que dado α > 0 (ou α > α0), existe uma
constante C > 0 tal que

| f (x,s)| ≤Ceα|u|N/(N−1)
para todo (x,s) ∈Ω×R. (1.11)

De fato, para todo α > 0 (ou α > α0), dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que

| f (x,s)|< εeα|s|N/N−1
sempre que (x,s) ∈Ω× [Rε ,+∞). (1.12)

Agora, consideremos a restrição de f (x,s) ao conjunto compacto Ω× [0,Rε ]. Sendo f (x,s)
uma função contínua, existe uma constante M > 0 tal que

| f (x,s)| ≤M para todo (x,s) ∈Ω× [0,Rε ].

Por outro lado, desde que eα|s|N/N−1
é uma função crescente, podemos escolher uma constante

C > 0 de forma que

| f (x,s)| ≤Ceα |s|N/N−1
para todo (x,s) ∈Ω× [0,Rε ]. (1.13)

Consequentemente, usando (1.12) e (1.13), obtemos que

| f (x,s)| ≤Ceα|s|N/N−1
para todo (x,s) ∈Ω× [0,+∞). (1.14)
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Similarmente usando que f (x,s) tem crescimento subcrítico (ou crítico) em −∞, obtemos uma
estimativa como (1.14) em Ω× (−∞,0]. Assim, concluímos (1.11).

Agora, usando a condição ( f3), existem ε,δ > 0 tais que

|F(x,s)| ≤ (λ1− ε)
N

|s|N sempre que |s| ≤ δ . (1.15)

Usando a estimativa (1.11), temos que para cada q > N existe uma constante C = C(q,δ ) > 0
tal que

|F(x,s)| ≤C|s|qeα|s|N/(N−1)
sempre que |s| ≥ δ . (1.16)

Por (1.15) e (1.16), obtemos

|F(x,s)| ≤ (λ1− ε)
N

|s|N +C|s|qeα|s|N/(N−1)
para todo s ∈ R e q > N. (1.17)

Seja u∈W 1,N
0 (Ω), então pela Proposição 1.1.1 e a desigualdade de Hölder, temos que se α > 0

e q > 0
eα|u|N/(N−1)

|x|a |u|q ∈ L1(Ω) para todo u ∈W 1,N
0 (Ω). (1.18)

Consequentemente, por (1.17) e (1.18) obtemos que
F(x,u)
|x|a ∈ L1(Ω). Logo, o funcional

I : W 1,N
0 (Ω)→ R definido por

I(u) =
‖u‖N

N
−

∫

Ω

F(x,u)
|x|a dx−

∫

Ω
h(x)u dx

está bem definido. Além disso, usando argumentos padrões mostraremos que I ∈
C1(W 1,N

0 (Ω),R) com

〈I′(u),v〉=
∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx−

∫

Ω

f (x,u)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx, (1.19)

para todo v ∈W 1,N
0 (Ω). Consequentemente, os pontos críticos do funcional I são soluções

fracas do problema (1.1).

Para prova das afirmações acima precisamos da próxima Proposição, a qual é uma recíproca
do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para o espaço W 1,N

0 (Ω).

Proposição 1.2.1. Seja (un) uma sequência em W 1,N
0 (Ω) que converge fortemente. Então

existem uma subsequência (unk) de (un) e g ∈W 1,N
0 (Ω) tais que |unk(x)| ≤ g(x) quase sempre

em Ω.

Prova: Veja [35, Proposição 1].

É bem conhecido as derivadas de Fréchet da primeira e terceira parcelas do funcional I,
assim para provarmos (1.19), é suficiente mostrarmos o seguinte lema:
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Lema 1.2.1. O funcional F : W 1,N
0 (Ω)→ R definido por

F (u) =
∫

Ω

F(x,u)
|x|a dx

é de classe C1(W 1,N
0 (Ω),R) e

〈F ′(u),v〉=
∫

Ω

f (x,u)
|x|a v dx para todo v ∈W 1,N

0 (Ω).

Prova: Seja u ∈W 1,N
0 (Ω) fixada. Para cada v ∈W 1,N

0 (Ω) consideremos

r(v) = F (u+ v)−F (u)−
∫

Ω

f (x,u)
|x|a v dx. (1.20)

Afirmamos que

lim
‖v‖→0

|r(v)|
‖v‖ = 0,

ou, equivalentemente,

lim
‖vn‖→0

|r(vn)|
‖vn‖ = 0. (1.21)

De fato, consideremos a função g : [0,1]→ R definida por

g(t) =
F(x,u+ tvn)

|x|a com x 6= 0.

Notemos que g é contínua e

g′(t) =
f (x,u+ tvn)vn

|x|a .

Assim pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

F(x,u+ vn)−F(x,u)
|x|a =

∫ 1

0

f (x,u+ tvn)vn

|x|a dt.

Consequentemente,

r(vn) =
∫

Ω

(∫ 1

0

f (x,u+ tvn)vn

|x|a dt
)

dx−
∫

Ω

f (x,u)vn

|x|a dx.

Donde obtemos

r(vn) =
∫

Ω

∫ 1

0

( f (x,u+ tvn)− f (x,u))
|x|a vn dtdx.

Logo,

|r(vn)| ≤
∫

Ω

∫ 1

0

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|
|x|a |vn| dtdx.
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Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

|r(vn)| ≤
∫ 1

0

∫

Ω

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|
|x|a |vn| dxdt.

Pela desigualdade de Hölder para r > 1 tal que ar < N e 1/r +1/s = 1, obtemos

|r(vn)| ≤
∫ 1

0

(∫

Ω

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|r
|x|ar dx

)1/r

‖vn‖s dt.

Usando a imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) para todo s ∈ [1,∞), obtemos

|r(vn)|
‖vn‖ ≤C

∫ 1

0

(∫

Ω

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|r
|x|ar dx

)1/r

dt.

Agora notemos que

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|r
|x|ar ≤ [Ceα|u+tvn|N/(N−1)

+Ceα |u|N/(N−1)
]r

|x|ar .

Assim, para t ∈ [0,1] temos

| f (x,u+ tvn)− f (x,u)|r
|x|ar ≤C

(
eαr|u+vn|N/(N−1)

|x|ar +
eαr|u|N/(N−1)

|x|ar

)
.

Como (vn) converge fortemente para zero em W 1,N
0 (Ω), pela Proposição 1.2.1 existem uma

subsequência (vnk) ⊂W 1,N
0 (Ω) e ĥ ∈W 1,N

0 (Ω) tais que |vnk(x)| ≤ |ĥ(x)| quase sempre em Ω,
consequentemente

| f (x,u+ tvnk)− f (x,u)|r
|x|ar ≤C

(
eαr|u+ĥ|N/(N−1)

|x|ar +
eαr|u|N/(N−1)

|x|ar

)
,

quase sempre em Ω. Logo, pela Proposição 1.1.1, temos

| f (x,u+ tvnk)− f (x,u)|r
|x|ar ≤ g̃ ∈ L1(Ω),

e pelas imersões de Sobolev, obtemos u(x) + tvnk(x) → u(x) quase sempre em Ω. Sendo f
contínua, obtemos

| f (x,u(x)+ tvnk(x))− f (x,u(x))|r
|x|ar → 0 quase sempre em Ω.

Assim, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos
(∫

Ω

| f (x,u+ tvnk)− f (x,u)|r
|x|ar dx

)1/r

→ 0.
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Por outro lado, usando que

r(vnk)
‖vnk‖

≤C
∫ 1

0

(∫

Ω

| f (x,u+ tvnk)− f (x,u)|r
|x|ar dx

)1/r

dt.

Obtemos

lim
‖vnk‖→0

r(vnk)
‖vnk‖

= 0.

O que prova a afirmação (1.21).
Agora notemos que F ′(u) : W 1,N

0 (Ω)→ R é linear e limitado, pois

|〈F ′(u),v〉| ≤
∫

Ω

| f (x,u)v|
|x|a dx≤

(∫

Ω

| f (x,u)|q
|x|aq dx

)1/q

‖v‖p,

onde q > 1 e tal que 1/q + 1/q′ = 1 e aq < N. Pela imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω)

para todo s ∈ [1,∞) e usando a Proposição 1.1.1, obtemos

|〈F ′(u),v〉| ≤C‖v‖.

Para provarmos que F ′ é contínuo, seja un → u em W 1,N
0 (Ω). Então,

‖F ′(un)−F ′(u)‖∗ = sup
‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣
∫

Ω

( f (x,un)− f (x,u))
|x|a ϕ dx

∣∣∣∣

≤
(∫

Ω

| f (x,un)− f (x,u)|r
|x|ar dx

)1/r

‖ϕ‖s,

onde usamos a desigualdade de Hölder para r > 1 tal que ar < N e 1/r + 1/s = 1. Usando as
imersões de Sobolev, a Proposição 1.1.1 e argumentando como acima, obtemos

‖F ′(un)−F ′(u)‖∗→ 0.

O que prova que F ′ é contínuo.

1.3 Resultados de existência via métodos variacionais

Inicialmente relembremos a definição da condição de Palais-Smale.

Definição 1.3.1. Seja E um espaço de Banach real. Dizemos que o funcional I : E →R satisfaz
a condição de Palais-Smale se toda sequência (un) em E tal que |I(un)| ≤C e I′(un)→ 0 em
E∗, possui uma subsequência que converge fortemente.

Nossos resultados de existência serão obtidos aplicando-se a seguinte versão do Teorema do
Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale, o qual é uma consequência do Princípio
Variacional de Ekeland como abordado em [27].
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Teorema 1.3.1 (Teorema 5.1, [27]). Seja E um espaço de Banach real e I ∈C1(E,R). Suponha
que existe uma vizinhança U de 0 em E e δ > 0 que satisfazem as seguinte condições:

(i) I(0) = 0,

(ii) I(u)≥ δ na fronteira de U ,

(iii) Existe e /∈U tal que I(e) < δ .

Então, para o número c definido por:

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t))≥ δ ,

existe uma seqüência (un) em E tal que

I(un)→ c e I′(un)→ 0 em E∗,

onde Γ = {g ∈C([0,1],E) : g(0) = 0,g(1) = e}.

Outra consequência do Princípio Variacional de Ekeland abordada em [27], que usaremos
é o seguinte teorema.

Teorema 1.3.2 (Teorema 4.4, [27]). Seja E um espaço de Banach real e I : E → R uma
funcional semicontínuo inferiormente o qual é limitado inferiormente. Além disso, suponha
I ∈C1(E,R). Então, para cada ε > 0 existe uε ∈ E tal que

I(uε)≤ inf
E

I + ε e ‖I′(uε)‖E∗ ≤ ε.

1.4 Geometria do Funcional

Nos próximos lemas estudaremos a geometria do funcional I.

Lema 1.4.1. Se v ∈W 1,N
0 (Ω), β > 0, q > 0 e ‖v‖ ≤M com βMN/(N−1)/αN +a/N < 1, então

existe C > 0 tal que
∫

Ω

eβ |v|N/(N−1)

|x|a |v|q dx≤C‖v‖q.

Prova: Consideremos r > 1 suficientemente próximo de 1 tal que rβMN/(N−1)/αN +ar/N < 1
e sq≥ 1, onde s = r/(r−1). Usando a desigualdade de Hölder, temos

∫

Ω

eβ |v|N/(N−1)

|x|a |v|q dx≤



∫

Ω

e(rβ‖v‖N/(N−1)( |v|‖v‖ )
N/(N−1))

|x|ar dx




1/r

‖v‖q
qs.

Agora, usando a imersão contínua W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lsq(Ω) para todo sq ≥ 1 e a Proposição 1.1.1,

concluímos o resultado.
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Lema 1.4.2. Suponha as condições ( f0), ( f1) (ou ( f2)), ( f3) e que f (x,s) possui crescimento
subcrítico (ou crítico) em +∞ e −∞. Então existe δ1 > 0 tal que para cada h ∈W−1,N′ com
‖h‖∗ < δ1, existe ρh > 0 tal que

I (u) > 0 se ‖u‖= ρh.

Prova: Vimos no início da formulação variacional que

|F(x,s)| ≤ (λ1− ε)
N

|s|N +C|s|qeα|s|N/(N−1)
, (1.22)

para todo s ∈ R e q > N. Agora, seja u ∈W 1,N
0 (Ω) tal que α‖u‖N/(N−1)/αN + a/N < 1, pelo

Lema 1.4.1 e pela definição de λ1, obtemos que

I(u)≥ 1
N
‖u‖N − (λ1− ε)

N

∫

Ω

|u|N
|x|a dx−C‖u‖q−‖h‖∗‖u‖

≥ 1
N

[
1− (λ1− ε)

λ1

]
‖u‖N −C‖u‖q−‖h‖∗‖u‖.

Consequentemente,

I(u)≥ ‖u‖
[

1
N

(
1− (λ1− ε)

λ1

)
‖u‖N−1−C‖u‖q−1−‖h‖∗

]
. (1.23)

Desde que ε > 0 e q > N, podemos escolher ρ > 0 tal que

1
N

[
1− (λ1− ε)

λ1

]
ρN−1−Cρq−1 > 0.

Logo, para ‖h‖∗ suficientemente pequeno existe ρh > 0 tal que I(u) > 0 se ‖u‖= ρh.

Observação 1.4.1. Notemos que se h ≡ 0, então pela demonstração anterior para ρ
suficientemente pequeno, temos I(u)≥ 0 sempre que ‖u‖ ≤ ρ e I(u) > 0 quando ‖u‖= ρ .

Lema 1.4.3. Suponha que f (x,s) satisfaz ( f1) (ou ( f2)). Então existe e ∈ W 1,N
0 (Ω) com

‖e‖> ρh e tal que
I(e) < inf

‖u‖=ρh
I(u).

Prova: Por ( f1) (ou ( f2)) para θ > N, existem constantes positivas C1 e C2 tais que

F(x,s)≥C1sθ −C2 para todo s ∈ R.

Seja u ∈W 1,N
0 (Ω)\{0} e não-negativa. Então

I(tu) ≤ tN

N
‖u‖N −C1tθ

∫

Ω

uθ

|x|a dx+C2

∫

Ω

dx
|x|a − t

∫

Ω
h(x)u dx,

≤ tN

N
‖u‖N −C1tθ

∫

Ω

uθ

|x|a dx+ t‖h‖∗‖u‖+C3.
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Como θ > N, obtemos que I(tu)→−∞ quando t → +∞. Para concluímos a prova do Lema
basta escolher e = tu com t suficientemente grande.

Para encontrarmos uma solução de mínimo local precisamos determinar uma bola
apropriada para aplicarmos minimização, a qual será uma consequência do seguinte lema.

Lema 1.4.4. Suponha que f (x,s) possui crescimento subcrítico (ou crítico) em +∞ e −∞,
então existem η > 0 e v ∈W 1,N

0 (Ω) com ‖v‖ = 1 tais que I(tv) < 0 para todo 0 < t < η . Em
particular,

inf
‖u‖≤η

I(u) < 0.

Prova: Para cada h ∈W−1,N′ , seja v ∈W 1,N
0 (Ω) a única solução do problema

−∆Nv = h(x) em Ω e v = 0 sobre ∂Ω.

Então,
∫

Ω
h(x)v dx = ‖v‖N > 0 para cada h 6≡ 0. Lembremos que para t > 0

d
dt

I(tv) = tN−1‖v‖N −
∫

Ω

f (x, tv)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx.

Logo, como f (x,0) = 0 para todo x ∈Ω, existe η > 0 tal que

d
dt

I(tv) = tN−1‖v‖N −
∫

Ω

f (x, tv)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx < 0,

para todo 0 < t < η . Como I(0) = 0 e I é contínuo, então I(tv) < 0 para todo 0 < t < η .

Portanto, pelos Lemas 1.4.2 e 1.4.3 existe δ1 > 0 tal que se ‖h‖∗ ≤ δ1 o nível

cM = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) > 0,

onde Γ = {g ∈C([0,1],W 1,N
0 (Ω)) : g(0) = 0,g(1) = e}.

Temos também pelo Lema 1.4.4 que existe η > 0 tal que

−∞ < c0 ≡ inf
‖u‖≤η

I(u) < 0.

A figura a seguir ilustra uma idéia da geometria satisfeita pelo funcional I.
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Pelos Lemas 1.4.2 e 1.4.3 podemos aplicar o Teorema 1.3.1 para obter uma sequência
(vn)⊂W 1,N

0 (Ω) tal que
I(vn)→ cM e ‖I(vn)‖∗→ 0. (1.24)

Seja ρh como no Lema 1.4.2. Desde que Bρh é um espaço métrico completo com a
métrica induzida pela norma de W 1,N

0 (Ω) e convexo, e o funcional I é de classe C1 e limitado
inferiormente sobre Bρh , segue pelo Teorema 1.3.2 que existe uma sequência (un) em Bρh tal
que

I(un)→ c0 e ‖I′(un)‖∗→ 0. (1.25)

Desta forma precisamos estudar as propriedades das sequências (vn) e (un). O que será o
foco da próxima seção.
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1.5 Propriedades das sequências de Palais-Smale

Para mostrarmos que o limite fraco em W 1,N
0 (Ω) é uma solução de (1.1) usaremos o seguinte

resultado de convergência provado por de Figueiredo-J. M. do Ó-Ruf [29], veja também [30]
para o caso não-singular.

Lema 1.5.1. Seja Ω⊂ RN um domínio limitado e f : Ω×R→ R uma função contínua. Então
para qualquer sequência (un) em L1(Ω) tal que

un → u em L1(Ω),
f (x,un)
|x|a ∈ L1(Ω) e

∫

Ω

| f (x,un)un|
|x|a dx≤C,

a menos de subsequência, temos que

f (x,un)
|x|a → f (x,u)

|x|a em L1(Ω).

Para provar que uma sequência de Palais-Smale converge para uma solução do problema
(1.1), adaptando os argumentos em [32] para o caso singular, estabelecemos o seguinte lema:

Lema 1.5.2. Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para o funcional I em qualquer
nível. Então (un) é limitada em W 1,N

0 (Ω), existe uma subsequência de (un) que denotaremos
novamente por (un) e u ∈W 1,N

0 (Ω) tais que

f (x,un)
|x|a → f (x,u)

|x|a em L1(Ω) (1.26)

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u fracamente em (LN/(N−1)(Ω))N . (1.27)

Prova: Seja (un)⊂W 1,N
0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale no nível c, isto é,

1
N

∫

Ω
|∇un|N dx−

∫

Ω

F(x,un)
|x|a dx−

∫

Ω
h(x)un dx→ c (1.28)

e ∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇v dx−

∫

Ω

f (x,un)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx→ 0 (1.29)

para todo v ∈W 1,N
0 (Ω).

Passo 1: (un) é limitada em W 1,N
0 (Ω).

De fato, por (1.28) e (1.29), temos que
∣∣∣∣
(

θ
N
−1

)
‖un‖N −

∫

Ω

(θF(x,un)− f (x,un)un)
|x|a dx− (θ −1)

∫

Ω
h(x)un dx

∣∣∣∣≤C + εn‖un‖

onde εn → 0 quando n→+∞. Assim,
∣∣∣∣
[(

θ
N
−1

)
‖un‖N−1− (θ −1)‖h‖∗

]
‖un‖−

∫

Ω

(θF(x,un)− f (x,un)un)
|x|a dx

∣∣∣∣≤C + εn‖un‖.
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Esta estimativa junto com as condições ( f0) e ( f1), implicam que (un) é limitada em
W 1,N

0 (Ω).
Desta forma, a menos de subsequência, temos

un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω),

un → u em Lq(Ω) para todo q ∈ [1,∞),
un(x)→ u(x) quase sempre em Ω.

(1.30)

Então usando que (un) é limitada em W 1,N
0 ()Ω e o Lema 1.5.1 junto com (1.29), obtemos

que (un) possui uma subsequência tal que (1.26) vale.
Com efeito, como ‖un‖ ≤C, temos que

−C1‖h‖∗ ≤
∫

Ω
h(x)undx≤C1‖h‖∗.

Esta estimativa em conjunto com (1.29), implicam que

∫

Ω

| f (x,un)|
|x|a |un|dx≤C.

Como un → u em L1(Ω) a afirmação segue.

Passo 2: (un) possui uma subsequência tal que (1.27) vale.

Desde que (|∇un|N−2∇un) é limitada em (LN/(N−1)(Ω))N , sem perda de generalidade
podemos assumir que

|∇un|N → µ em D ′(Ω) e

|∇un|N−2∇un ⇀ ν fracamente em (LN/(N−1)(Ω))N ,

onde µ é uma medida regular não-negativa e D ′(Ω) é o espaço das distribuições sobre Ω.
Seja σ > 0 e Aσ = {x∈Ω : ∀r > 0, µ(Br(x)∩Ω)≥ σ}. Afirmamos que Aσ é um conjunto

finito.
Com efeito, temos que

µ(Aσ ) = lim
n→+∞

∫

Aσ
|∇un|Ndx≤C.

Suponha por contradição que existe uma sequência de pontos distintos (xk) em Aσ . Desde
que para todo r > 0, µ(Br(x) ∩Ω) ≥ σ , obtemos que µ({xk}) ≥ σ , o que implica que
µ(Aσ ) = +∞, o que é uma contradição. Assim, Aσ = {x1,x2, . . . ,xm}.

Seja u ∈W 1,N(O), onde O é um domínio limitado em RN . É bem conhecido (cf. [14]) que
existem constantes positivas r1 e C1 dependendo somente de N tais que

∫

O
e

r1

(
|u|

‖∇u‖LN (O)

)N/(N−1)

dx≤C1.
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Consequentemente, existem constantes positivas r2 e C2 tais que

∫

O

er2

(
|u|/‖∇u‖LN (O)

)N/(N−1)

|x|a dx≤C2. (1.31)

De fato, seja 0 < r2 < r1 e t > 1 tais que r2/r1 +at/N = 1. Usando a desigualdade de Hölder,
obtemos que

∫

O

er2

(
|u|/‖∇u‖LN (O)

)N/(N−1)

|x|a dx≤



∫

O
e

r1

(
|u|

‖∇u‖LN (O)

)N/(N−1)

dx




r2/r1 (∫

O

1
|x|N/t

dx
)at/N

≤C2.

Afirmação 1.5.1. Para todo subconjunto relativamente compacto K de Ω\Aσ e σ > 0 tal que

ασ1/(N−1)/r2 +a/N < 1,

temos
lim
n→∞

∫

K

f (x,un)
|x|a un dx =

∫

K

f (x,u)
|x|a u dx.

De fato, seja x0 ∈ K e r0 > 0 tais que µ(Br0(x0)∩Ω) < σ . Consideremos uma função
ϕ ∈C∞

0 (Ω, [0,1]) tal que ϕ ≡ 1 em B r0
2
(x0)∩Ω e ϕ ≡ 0 em Ω\Br0(x0). Assim

lim
n→∞

∫

Br0(x0)∩Ω
|∇un|Nϕ dx =

∫

Br0(x0)∩Ω
ϕ dµ ≤ µ(Br0(x0)∩Ω) < σ .

Logo, para n ∈ N suficientemente grande e ε > 0 suficientemente pequeno, temos
∫

B r0
2

(x0)∩Ω
|∇un|Ndx≤

∫

B r0
2

(x0)∩Ω
|∇un|Nϕ dµ ≤ (1− ε)σ .

Esta estimativa junto com (1.31), implicam que
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

( | f (x,un)|
|x|a

)q

dx≤C (1.32)

para q > 1 suficientemente próximo de 1 de forma que qασ1/(N−1)/r2 +aq/N < 1.
Agora, notemos que

∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)un− f (x,u)u|
|x|a dx≤ I1 + I2

onde

I1 =
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)− f (x,u)|
|x|a |u| dx e I2 =

∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)|
|x|a |un−u| dx
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Note que, pela desigualdade de Hölder, (1.32) e a imersão de Sobolev,

I2 =
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

f (x,un)
|x|a |un−u| dx≤C

(∫

Ω
|un−u|q′ dx

)1/q′

→ 0.

Afirmamos que I1 → 0. De fato, dado ε > 0, por densidade podemos tomar ϕ ∈C∞
0 (Ω) tal

que ‖u−ϕ‖q′ < ε e assim
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)u− f (x,u)u|
|x|a dx ≤

∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)|
|x|a |u−ϕ| dx

+
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)− f (x,u)|
|x|a |ϕ| dx

+
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,u)|
|x|a |ϕ−u| dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder e usando (1.32), obtemos que

∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)|
|x|a |u−ϕ| dx≤




∫

B r0
2

(x0)∩Ω

( | f (x,un)|
|x|a

)q

dx




1/q

‖u−ϕ‖q′ < ε.

Usando o Lema 1.5.1,
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)− f (x,u)|
|x|a |ϕ| dx≤ ‖ϕ‖∞

∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,un)− f (x,u)|
|x|a dx→ 0.

Pela Proposição 1.1.1, temos
∫

B r0
2

(x0)∩Ω

| f (x,u)|
|x|a |ϕ−u| dx→ 0.

Para concluir a afirmação basta usar que K é compacto e repetir o mesmo argumento sobre uma
cobertura finita de bolas.

Para completar a prova de (1.27), estabelecemos a seguinte afirmação:

Afirmação 1.5.2. Seja ε0 > 0 fixo e suficientemente pequeno tal que Bε0(xi)∩Bε0(x j) = /0 se
i 6= j e Ωε0 = {x ∈Ω : ‖x− x j‖ ≥ ε0, j = 1,2, . . . ,m}. Então

∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un−|∇u|N−2∇u)(∇un−∇u) dx→ 0.

De fato, seja 0 < ε < ε0 e ϕ ∈ C∞
0 (RN , [0,1]) tais que ϕ ≡ 1 em B1/2(0) e ϕ ≡ 0 em

Ω\B1(0). Tomando

ψε(x) = 1−
m

∑
j=1

ϕ
(

x− x j

ε

)
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temos 0 ≤ ψε ≤ 1, ψε ≡ 1 em Ωε = Ω \∪m
j=1B(x j,ε), ψε ≡ 0 em ∪m

j=1B(x j,
ε
2) e ψεun é um

sequência limitada em W 1,N
0 (Ω). Usando (1.29) com v = ψεun, temos

∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇(ψεun) dx−

∫

Ω

f (x,un)
|x|a ψεun dx−

∫

Ω
hψεun dx≤ εn‖ψεun‖,

a qual implica
∫

Ω
|∇un|N−2∇un[un∇ψε +ψε∇un] dx−

∫

Ω

f (x,un)
|x|a ψεun dx−

∫

Ω
hψεun dx≤ εn‖ψεun‖.

Então,
∫

Ω

[
|∇un|Nψε +un|∇un|N−2∇un∇ψε −ψε

f (x,un)
|x|a un

]
dx−

∫

Ω
hψεun dx≤ εn‖ψεun‖. (1.33)

Agora, usando (1.29) com v =−ψεu, temos
∫

Ω

[
−|∇un|N−2ψε∇un∇u−|∇un|N−2u∇un∇ψε +ψε

f (x,un)
|x|a u

]
dx+

∫

Ω
hψεudx≤ εn‖ψεu‖.

(1.34)
Usando que a função g : RN → R, g(v) = |v|N é estritamente convexa temos que

0≤ (|∇un|N−2∇un−|∇u|N−2∇u)(∇un−∇u).

Consequentemente,

0≤
∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un)−|∇u|N−2∇u)(∇un−∇u) dx

≤
∫

Ω
(|∇un|N−2∇un)−|∇u|N−2∇u)(∇un−∇u)ψε dx.

Esta estimativa pode ser escrita como

0≤
∫

Ω
[|∇un|Nψε −|∇un|N−2ψε∇un∇u−|∇u|N−2ψε∇u∇un + |∇u|Nψε ] dx. (1.35)

Por (1.33), (1.34) e (1.35), obtemos

0 ≤
∫

Ω

[
−|∇un|N−2ψε +un|∇un|N−2∇un∇ψε +ψε

f (x,un)
|x|a un +ψεhun

]
dx+ εn‖ψεun‖

+
∫

Ω

[
|∇un|Nψε∇un∇u−u|∇un|N−2∇un∇ψε −ψε

f (x,un)
|x|a u−ψεhu

]
dx+ εn‖ψεu‖

+
∫

Ω

[|∇un|Nψε −|∇un|N−2ψε∇un∇u−|∇u|N−2ψε∇u∇un + |∇u|Nψε
]

dx.

Logo,

0≤
∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇ψε(un−u) dx+

∫

Ω
ψε |∇u|N−2∇u(∇u−∇un) dx

+
∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a (un−u) dx+

∫

Ω
ψεh(un−u) dx+ εn‖ψεu‖+ εn‖ψεun‖.

(1.36)
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Vamos estimar cada integral em (1.36) separadamente. Note que para δ > 0 arbitrário, usando
a desigualdade de interpolação ab≤ δaN/(N−1) +Cδ bN , com Cδ = δ 1−N , obtemos

∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇ψε(u−un) dx ≤ δ

∫

Ω
|∇un|Ndx+Cδ

∫

Ω
| ∇ψε |N |u−un|N dx

≤ δC +Cδ

(∫

Ω
|∇ψε |rN dx

)1/r (∫

Ω
|u−un|sN dx

)1/s

,

onde 1/r +1/s = 1. Assim, desde que un → u em LsN(Ω) e δ é arbitrário, obtemos que

limsup
n→+∞

∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇ψε(u−un) dx≤ 0. (1.37)

Usando que un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω), obtemos que

∫

Ω
ψε |∇u|N−2∇u(∇u−∇un) dx→ 0. (1.38)

Agora, afirmamos que ∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a (un−u) dx→ 0. (1.39)

Com efeito,
∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a (un−u) dx =

∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a un dx−

∫

Ω
ψε

f (x,u)
|x|a u dx

+
∫

Ω
ψε

f (x,u)
|x|a u dx−

∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a u dx.

Aplicando a afirmação 1.5.1 com g(x,u) = ψε(x)
f (x,u)
|x|a e K = Ωε/2, temos que

∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a un dx =

∫

Ωε/2

ψε
f (x,un)
|x|a un dx→

∫

Ωε/2

ψε
f (x,u)
|x|a u dx =

∫

Ω
ψε

f (x,u)
|x|a u dx.

Usando o Lema 1.5.1, obtemos
∫

Ω
ψε

f (x,un)
|x|a u dx→

∫

Ω
ψε

f (x,u)
|x|a u dx.

Assim, por (1.36) e usando (1.37), (1.38) e (1.39), concluimos que a afirmação 1.5.2 vale.
Finalmente pela a afirmação 1.5.2, desde que ε0 é arbitrário, obtemos

∇un(x)→ ∇u(x) quase sempre em Ω.

O que junto com o fato da sequência (|∇un|N−2∇un) ser limitada em (LN/(N−1)(Ω))N , implicam
que

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u em (LN/(N−1)(Ω))N ,

a menos de subsequência. Assim, concluímos a prova do Lema.

Deste Lema segue o seguinte resultado.



30 Capítulo 1 Sobre uma classe não-homogênea de problemas quase-lineares singulares e críticos

Corolário 1.5.1. Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para I. Então existe uma
subsequência que denotaremos novamente por (un) que converge fracamente para uma solução
não-trivial do problema (1.1).

Prova: Usando o Lema 1.5.2, a menos de subsequência, podemos assumir que un ⇀ u
fracamente em W 1,N

0 (Ω). Agora, por (1.29), tomando o limite e usando novamente o Lema
1.5.2, temos que

∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇ϕ dx−

∫

Ω

f (x,u)
|x|a ϕ dx−

∫

Ω
h(x)ϕ dx = 0, para todo ϕ ∈C∞

0 (Ω).

Desde que C∞
0 (Ω) é denso em W 1,N

0 (Ω), concluímos que u é solução fraca de (1.1). Como
h 6≡ 0, concluímos que u 6≡ 0.

1.6 Prova dos resultados principais

Para as sequências (vn) e (un) obtidas em (1.24) e (1.25), seque pelo Corolário 1.5.1 os
seguintes fatos:

vn ⇀ uM em W 1,N
0 (Ω) e I(vn)→ cM

un ⇀ u0 em W 1,N
0 (Ω) e I(un)→ c0,

onde uM 6= 0 e u0 6= 0 são soluções fracas do problema (1.1).
Como as convergências são apenas fracas não podemos concluir que uM e u0 são distintas

de imediato. Então para provarmos que de fato estas soluções são diferentes vamos considerar
os casos subcrítico e crítico. O que será o objetivo das próximas seções.

1.6.1 Caso subcrítico

Nesta subseção daremos a prova do Teorema 1.1.1. Portanto, assumiremos que f (x,s)
possui crescimento subcrítico e satisfaz ( f0), ( f1) (ou ( f2)) e ( f3). A demonstração do Teorema
1.1.1 será consequência do seguinte lema.

Lema 1.6.1. O funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.

Prova: Seja (un) uma sequência de Palais-Smale. Pelo Lema 1.5.2 (un) é limitada, logo a
menos de subsequência, podemos assumir que un = u0 + wn, onde wn ⇀ 0 em W 1,N

0 (Ω) e
wn → 0 em Lq(Ω), q ∈ [1,∞). Pelo Lema de Brezis-Lieb (cf. [15]), temos que

‖un‖N = ‖u0‖N +‖wn‖N +o(1).

Afirmamos que

∫

Ω

f (x,un)
|x|a u0 dx→

∫

Ω

f (x,u0)
|x|a u0 dx quando n→ ∞. (1.40)
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Com efeito, desde que C∞
0 (Ω) é denso em W 1,N

0 (Ω), então para todo τ > 0 existe ϕ ∈C∞
0 (Ω)

tal que ‖ϕ−u0‖< τ . Notemos que
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a u0 dx−

∫

Ω

f (x,u0)
|x|a u0 dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,u0)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣ (1.41)

+ ‖ϕ‖∞

∫

Ω

| f (x,un)− f (x,u0)|
|x|a dx.

Notemos que

|〈I′(un),u0−ϕ〉|=
∣∣∣∣
∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇(u0−ϕ) dx−

∫

Ω

f (x,un)
|x|a (u0−ϕ) dx−

∫

Ω
h(x)ϕ dx

∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
∫

Ω
|∇un|N−2∇un∇(u0−ϕ) dx−

∫

Ω
h(x)ϕ dx

∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣−‖un‖N−1‖u0−ϕ‖+‖h‖∗‖u0−ϕ‖.

Logo
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣≤ |I′(un),u0−ϕ〉|+‖un‖N−1‖u0−ϕ‖+‖h‖∗‖u0−ϕ‖

≤C‖u0−ϕ‖< Cτ,

onde C é independente de n. Similarmente, usando que 〈I′(u0),u0−ϕ〉= 0, temos que
∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,u0)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣ < Cτ.

Para estimar o último termo em (1.41) usamos o fato que
f (x,un)
|x|a → f (x,u0)

|x|a em L1(Ω). E

consequentemente destas estimativas, obtemos que

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

Ω

f (x,un)
|x|a u0 dx−

∫

Ω

f (x,u0)
|x|a u0 dx

∣∣∣∣ < 2Cτ;

Esta estimativa implica que

〈I′(un),un〉= 〈I′(u0),u0〉+‖wn‖N −
∫

Ω

f (x,un)
|x|a wn dx+o(1).

Donde obtemos

‖wn‖N =
∫

Ω

f (x,un)
|x|a wn dx+o(1).
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Como ‖un‖ ≤ C, podemos escolher q > 1 suficiente próximo de 1 e α > 0 pequeno tal que
αq‖un‖N/(N−1)/αN +qa/N < 1, pois f (x,s) tem crescimento subcrítico. Então,

∫

Ω

( | f (x,un)|
|x|a

)q

dx≤C
∫

Ω

eqα‖un‖N/(N−1)| un
‖un‖ |

N/(N−1)

|x|aq dx≤C.

Logo, ∫

Ω

f (x,un)
|x|a wn dx≤C‖wn‖q′ → 0.

Consequentemente ‖wn‖→ 0 e o resultado segue.

Prova do Teorema 1.1.1: Pelo Lema 1.6.1 temos que I satisfaz a condição de Palais-Smale,
consequentemente,

I(vn)→ I(uM) = cM e I(un)→ I(u0) = c0.

Donde segue que uM 6= u0. O que prova o Teorema 1.1.1.

1.6.2 Caso crítico

Nesta subseção daremos as provas dos Teoremas Teoremas 1.1.3 e 1.1.4. Portanto,
assumiremos que f (x,s) possui crescimento crítico e satisfaz ( f0), ( f1) (ou ( f2)), ( f3) e ( f +

4 ).
A principal de dificuldade deste caso é que em geral o funcional I não satisfaz a condição de
Palais-Smale. Só em determinadas situações.

O próximo lema nos fornece uma condição para o funcional I satisfazer a condição de
Palais-Smale.

Lema 1.6.2. Seja (υn) uma sequência de Palais-Smale para o funcional I em qualquer nível
com

liminf
n→∞

‖υn‖N <

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

,

então (υn) possui uma subsequência que converge fortemente.

Prova: Pelo Lema 1.5.2, podemos assumir que υn ⇀ υ fracamente em W 1,N
0 (Ω), onde υ é uma

solução fraca do problema (1.1). Pelas imersões de Sobolev temos que υn → υ em Lq(Ω) para
todo q ∈ [1,+∞), e υn(x)→ υ(x) quase sempre em Ω.

Afirmamos que υn → υ .
De fato, escrevendo υn = υ +wn, segue que wn ⇀ 0 em W 1,N

0 (Ω). Logo wn → 0 em Lq(Ω)
para todo q ∈ [1,∞). Pelo Lema de Brezis-Lieb (cf. [15]), temos que

‖υn‖N = ‖υ‖N +‖wn‖N +o(1). (1.42)

Pelo mesmo argumento da prova do Lema 3.6.1, temos que
∫

Ω

f (x,υn)
|x|a υ dx→

∫

Ω

f (x,υ)
|x|a υ dx. (1.43)
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Assim, por (1.42) e (1.43), podemos escrever

〈I′(υn),υn〉= 〈I′(υ),υ〉+‖wn‖N −
∫

Ω

f (x,υn)
|x|a wn dx+o(1),

isto é,

‖wn‖N =
∫

Ω

f (x,υn)
|x|a wn dx+o(1). (1.44)

Desde que

‖υn‖<

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

,

para n suficientemente grande, podemos escolher q > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

α0q‖υn‖N/(N−1)/αN +qa/N < 1.

Então,
∫

Ω

( | f (x,υn)|
|x|a

)q

dx≤C
∫

Ω

eqα0‖υn‖N/(N−1)| υn
‖υn‖ |

N/(N−1)

|x|a dx≤C.

Logo, ∫

Ω

f (x,υn)
|x|a wndx≤C‖wn‖q′ → 0.

Consequentemente ‖wn‖→ 0 e o Lema segue.

Agora, como consequência do lema anterior provaremos o Teorema 1.1.3. Isto a existência
de uma solução com energia no nível c0.

Lema 1.6.3. Para cada h ∈W−1,N′ com 0 < ‖h‖∗ < δ1, a equação (1.1) possui uma solução
tipo mínimo u0 com I(u0) = c0 < 0.

Prova: Seja ρh como no Lema 1.4.2. Podemos escolher ‖h‖∗ suficientemente pequena tal que

ρh <

(
N−a

N
αN

α0

)(N−1)/N

.

Desde que Bρh é um espaço métrico complete com a métrica induzida pela norma de W 1,N
0 (Ω) e

convexo, e o funcional I é de classe C1 e limitado inferiormente sobre Bρh , segue pelo Teorema
1.3.2 existe uma sequência (un) em Bρh tal que

I(un)→ c0 = inf
‖u‖≤ρh

I(u) and ‖I′(un)‖∗→ 0.

Observemos que

‖un‖N ≤ ρN
h <

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

,
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pelo Lema 1.6.2, existe uma subsequência de (un) a qual converge fortemente para uma solução
u0 de (1.1). Portanto, I(u0) = c0 < 0.

Assim resumindo temos para as sequências (vn) e (un) obtidas em (1.24) e (1.25) que

vn ⇀ uM em W 1,N
0 (Ω) e I(vn)→ cM

un → u0 em W 1,N
0 (Ω) e I(un)→ c0,

onde uM 6= 0 e u0 6= 0 são soluções fracas do problema (1.1).
Como a primeira convergência é apenas fraca não podemos concluir que uM e u0 são

distintas de imediato. Então para provarmos que de fato estas soluções são diferentes
precisamos de mais informações sobre o nível minimax cM, o que será o objetivos dos próximos
lemas.

Inicialmente vamos considerar a seguinte sequência, a qual foi construída em [28]. Para
n ∈ N defina δn = 2logn

n e seja

yn(t) =





t
n1/N

(1−δn)(N−1)/N se 0≤ t ≤ n

N−1
(n(1−δn))1/N

log
An +1

An + e−(t−n)/(N−1) +(n(1−δn)(N−1)/N) se n≤ t,

onde An é definido por

An =
1
n2

1
e1+1/2+···+1/(N−1) +

{
O(1/n4) se N = 2

O(log2(n)/n3) se N ≥ 3.

A sequência (yn) tem as seguintes propriedades:

• (yn)⊂C([0,+∞)), diferenciável quase sempre, com yn(0) = 0 e y′n(t)≥ 0;

•
∫ +∞

0 |y′n(t)|N dt = 1;

• limn→+∞
∫ +∞

0 eyN/(N−1)
n (t)−tdt = 1+ e1+1/2+···1/(N−1).

Para mais detalhes a respeito desta sequência veja [28].

Agora seja yn(t) = N(N−1)/Nω1/N
N−1Vn(e−t/N), com |x|N = e−t . Desta forma definimos uma

função Vn(x) = Vn(|x|) sobre B1(0), a qual é não-negativa e radialmente simétrica. Além disso,
temos que ∫

B1(0)
|∇Vn(x)|N dx =

∫ +∞

0
|y′n(t)|N dt = 1.

Agora seja β = N−a
N , então para cada Vn definimos uma outra função não-negativa e radialmente

simétrica M̃n da seguinte maneira:

Vn(ρ) = β (N−1)/NM̃n(ρ1/β ),
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para ρ ∈ [0,1]. Logo
∫ 1

0
|V ′

n(ρ)|NρN−1dρ =
∫ 1

0
|M̃n

′
(ρ)|NρN−1dρ,

consequentemente, ‖Vn‖= ‖M̃n‖= 1.

Para o próximo Lema definimos Mn(x,r) = M̃n(x/r). Assim Mn(x/r) ∈ W 1,N
0 (Ω),

supp(Mn(x,r)) = Br(0) e ‖Mn(·,r)‖= 1.

Lema 1.6.4. Suponha que ( f2), ( f3) e ( f +
4 ) são satisfeitas. Então existe n ∈ N tal que

max
t≥0

{
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx

}
<

1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Prova: Suponhamos por contradição que para todo n

max
t≥0

{
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx

}
≥ 1

N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Pelo Lema 1.4.3 e a observação 1.4.1, temos que

tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx < 0,

para t suficientemente grande. Por outro lado, pelo Lema 1.4.2 existe δ > 0 e t > 0 tal que

tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx≥ δ .

Assim se considerarmos a função g : [0,ξn]→ R definida por

g(t) =
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx,

onde [0,ξn] é escolhido de forma que g(t)≥ 0. Como para cada n∈N, g é uma função contínua,
existe tn ∈ [0,ξn] tal que

g(tn) = max
t∈[0,ξn]

g(t).

Logo, para todo n ∈ N, existe tn > 0 tal que

tN
n
N
−

∫

Ω

F(x, tnMn)
|x|a dx = max

t≥0

{
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx

}
.

Afirmação 1: A menos de subsequência (tn) é tal que

tN
n →

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.
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De fato, temos que
tN
n
N
−

∫

Ω

F(x, tnMn)
|x|a dx≥ 1

N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Mas como F(x, tnMn)≥ 0 em Ω para n suficientemente grande, temos

tN
n ≥

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

. (1.45)

Desde que
d
dt

(
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx

)
= 0,

para t = tn, segue que

tN
n =

∫

Ω

f (x, tnMn)
|x|a tnMn dx≥

∫

B r
n
(0)

f (x, tnMn)
|x|a tnMn dx. (1.46)

Por outro lado, segue de ( f +
4 ) que dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que

u f (x,u)≥ (β0− ε)eα0|u|N/(N−1)
para todo u≥ Rε . (1.47)

Agora notemos que tnMn ≥ Rε em B r
n
(0) para n suficientemente grande. Assim por (1.46) e

(1.47), obtemos que

tN
n ≥ (β0− ε)

∫

B r
n
(0)

eα0|tnMn|N/(N−1)

|x|a dx

= (β0− ε)
( r

n

)N−a ∫

B1(0)

eα0|tnM̃n|N/(N−1)

|x|a dx

= (β0− ε)ωN−1

( r
n

)N−a ∫ 1

0
eα0|tnM̃n(ρ)|N/(N−1)

ρN−1−a dρ.

Tomando ρ = τ1/β , obtemos

tN
n ≥ (β0− ε)ωN−1

N
N−a

( r
n

)N−a ∫ 1

0
e

α0N
N−a |tnVn(τ)|N/(N−1)

τN−1 dτ.

Fazendo τ = e−t/N , temos que

tN
n ≥ (β0− ε)

ωN−1

N−a

( r
n

)N−a ∫ +∞

0
e

α0N
αN (N−a) |tnyn(t)|N/(N−1)

e−t dt.

Portanto,

tN
n ≥ (β0− ε)

ωN−1

N−a

( r
n

)N−a ∫ +∞

n
e

α0N
αN (N−a) tN/(N−1)

n (n−2logn)e−t dt

= (β0− ε)
ωN−1

N−a
rN−ae

α0N
αN (N−a) tN/(N−1)

n (n−2logn)−(N−a) logn−n
.
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Desta última estimativa segue que (tn) é uma sequência limitada. Assim (tn) possui uma
subsequência convergente, que denotaremos novamente por (tn). Afirmamos que

tN
n →

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

. (1.48)

Suponhamos que (1.48) não vale, então existe um δ > 0 tal que a menos de subsequência,
temos

tN/(N−1)
n ≥ δ +

N−a
N

αN

α0
.

Logo,

tN
n ≥ (β0− ε)

ωN−1

N−a

( r
n

)N−a ∫ +∞

0
e

α0N
αN (N−a) |tnyn(t)|N/(N−1)

e−t dt

≥ (β0− ε)
ωN−1

N−a

( r
n

)N−a ∫ +∞

n
e(δ α0N

αN (N−a)+1)(n−2logn)e−t dt

= (β0− ε)
ωN−1

N−a
rN−aeδ α0N

αN (N−a) n−(δ α0N
αN (N−a)+1)2logn−(N−a) logn

. (1.49)

Tomando o limite em (1.49), obtemos que tn → +∞, o que é uma contradição. Logo, a
afirmação 1 vale.

Agora, considere An = {x ∈ Br(0) : tnMn ≥ Rε} e Bn = Br(0)\An. Por (1.46) temos que

tN
n ≥ (β0− ε)

[∫

Br(0)

e(α0|tnMn|N/(N−1))

|x|a dx−
∫

Bn

e(α0|tnMn|N/(N−1))

|x|a dx

]

+
∫

Bn

f (x, tnMn)
|x|a tnMn dx. (1.50)

Note que Mn(x) → 0 quase sempre em Br(0) e as funções características χBn(x) → 1 quase
sempre em Br(0) quando n→ ∞. Logo tnMn(x)≤ Rε em Bn, consequentemente pelo Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos que

∫

Bn

f (x, tnMn)
|x|a tnMn dx→ 0

e
∫

Bn

e(α0|tnMn|N/(N−1))

|x|a dx→ ωN−1

N−a
rN−a.
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Agora notemos que

∫

Br(0)

eα0|tnMn|N/(N−1)

|x|a dx = rN−a
∫

B1(0)

eα0|tnM̃n|N/(N−1)

|x|a dx

= ωN−1rN−a
∫ 1

0
eα0|tnM̃n(ρ)|N/(N−1)

ρN−1−a dρ

= ωN−1
N

N−a
rN−a

∫ 1

0
e

α0N
N−a |tnVn(τ)|N/(N−1)

τN−1 dτ

=
ωN−1

N−a
rN−a

∫ +∞

0
e

α0N
αN (N−a) |tnyn(t)|N/(N−1)

e−t dt

≥ ωN−1

N−a
rN−a

∫ +∞

0
eyN/(N−1)

n (t)−t dt.

Passando o limite em (1.50), obtemos que
(

N−a
N

αN

α0

)N−1

≥ (β0− ε)
(

ωN−1

N−a
rN−a

(
1+ e1+1/2+···+1/(N−1)

)
− ωN−1

N−a
rN−a

)
.

Esta estimativa implica que
(

N−a
N

αN

α0

)N−1

≥ (β0− ε)
ωN−1

N−a
rN−ae1+1/2+···+1/(N−1).

Como ε é arbitrário, obtemos que

β0 ≤ N−a
rN−ae1+1/2+···+1/(N−1)

(
N−a

α0

)N−1

.

O que contradiz ( f +
4 ). Desta forma segue o resultado do lema.

Para obtermos o resultado que as soluções uM e u0 são distintas precisamos melhorar a
estimativa do Lema 1.6.4. Primeiramente temos o seguinte corolário.

Corolário 1.6.1. Sob as hipóteses ( f2)− ( f +
4 ), se ‖h‖∗ é suficientemente pequena, então

max
t≥0

{
tN

N
−

∫

Ω

F(x, tMn)
|x|a dx− t

∫

Ω
hMn dx

}
<

1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Prova: Notemos que ‖hMn‖1 ≤ ‖h‖∗. Logo, tomando ‖h‖∗ suficientemente pequena e usando
o Lema 1.6.4 o resultado segue.

Deste corolário e do Lema 1.6.4, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 1.6.2. Sob as hipóteses ( f2)− ( f +
4 ), existe δ2 > 0 tal que para todo h ∈W−1,N′ com

0 < ‖h‖∗ < δ2, existe uma função u ∈W 1,N
0 (Ω) com suporte compacto verificando

I(tu) < c0 +
1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

para todo t ≥ 0.
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Prova: Notemos que c0 cresce quando ‖h‖∗ decresce, pois c0 → 0 quando ‖h‖∗→ 0. Logo,
existe δ2 > 0 tal que

max
t≥0

I(tMn) < c0 +
1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

sempre que 0 < ‖h‖∗ < δ2.

Tomando u = Mn ∈W 1,N
0 (Ω), o resultado está provado.

Observação 1.6.1. Pelo Corolário 1.6.2, podemos concluir que

0 < cM < c0 +
1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Precisaremos também dos seguintes resultados para demonstrarmos que uM e u0 são
distintas.

Lema 1.6.5. Seja {uk : ‖uk‖ = 1} uma sequência em W 1,N
0 (Ω) convergindo fracamente para

uma função não-nula u. Então, para todo 0 < p < (1−‖u‖N)−1/(N−1), a ∈ [0,N) e s > 1
suficientemente próximo de 1 tal que as < N, vale o seguinte:

sup
k

∫

Ω

epαN
N−as

N |uk|N/(N−1)

|x|as dx < ∞.

A prova deste resultado segue usando a desigualdade de Hölder e a Proposição 1.1.1.

Lema 1.6.6. Suponha que f (x,s) satisfaz ( f2) e que possui crescimento crítico em +∞ e −∞.
Seja (υn) ⊂W 1,N

0 (Ω) uma sequência de Palais-Smale para I e υ o seu limite fraco, então a
menos de subsequência

F(x,υn)
|x|a → F(x,υ)

|x|a em L1(Ω).

Prova: Como consequência do Lema 1.5.2, temos que

f (x,υn)
|x|a → f (x,υ)

|x|a em L1(Ω).

Logo, existe g ∈ L1(Ω) tal que
| f (x,υn)|
|x|a ≤ g quase sempre em Ω. Por ( f2) segue que

|F(x,υn)| ≤ sup
(x,υn)∈Ω×[−R,R]

|F(x,υn)|+M0 f (x,υn) quase sempre em Ω.

Portanto, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue generalizado (cf. [43])

F(x,υn)
|x|a → F(x,υ)

|x|a em L1(Ω).

Agora provaremos o seguinte resultado.
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Proposição 1.6.1. Para δ2 > 0 suficientemente pequeno as soluções uM e u0 são distintas.

Prova: Sejam (vn) e (un) as sequências de Palais-Smale obtidas em (1.24) e (1.25), então

un → u0 em W 1,N
0 (Ω) e vn ⇀ uM em W 1,N

0 (Ω)
I(un)→ c0 < 0 e I(vn)→ cM > 0
〈I′(un),un〉 → 0 e 〈I′(vn),vn〉 → 0. (1.51)

Suponhamos que u0 = uM. Então, pelo Lema 1.6.6, temos que

I(un) =
1
N
‖un‖N −

∫

Ω

F(x,u0)
|x|a dx−

∫

Ω
h(x)u0 dx+o(1) = c0

e

I(vn) =
1
N
‖vn‖N −

∫

Ω

F(x,u0)
|x|a dx−

∫

Ω
h(x)u0 dx+o(1) = cM.

Subtraindo estas equações, obtemos que

‖un‖N −‖vn‖N → N(c0− cM) < 0 quando n→ ∞. (1.52)

Desde que (un) e (vn) são ambas sequências de Palais-Smale, temos que

〈I′(un),un〉= ‖un‖N −
∫

Ω

f (x,un)
|x|a un dx−

∫

Ω
h(x)un dx→ 0

e

〈I′(vn),vn〉= ‖vn‖N −
∫

Ω

f (x,vn)
|x|a vn dx−

∫

Ω
h(x)vn dx→ 0.

Logo,

‖un‖N −‖vn‖N −
∫

Ω

[
f (x,un)
|x|a un− f (x,un)

|x|a vn +
f (x,un)
|x|a vn− f (x,vn)

|x|a vn

]
dx

−
∫

Ω
[h(un−u0)−h(vn−u0)] dx→ 0. (1.53)

Desde que h ∈W−1,N′ , un ⇀ u0 e vn ⇀ u0, é imediato que o último termo tende para zero. Já o
segundo termo podemos escrever como segue:

∫

Ω

f (x,un)
|x|a (un− vn)dx−

∫

Ω

f (x,un)− f (x,vn)
|x|a vn dx.

Notemos que ∫

Ω

f (x,un)
|x|a (un− vn) dx→ 0 quando n→ ∞.

De fato, provamos no Lema 1.6.3 que para ‖h‖∗ ∈ (0,δ1), a sequência minimizante (un) satisfaz
a seguinte desigualdade:

‖un‖<

(
N−a

N
αN

α0

)(N−1)/N

.
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Logo, podemos escolher q > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

qα0‖un‖N/(N−1)/αN +aq/N < 1.

Consequentemente,

∫

Ω

( | f (x,un)|
|x|a

)q

dx≤C
∫

Ω

e(qα0‖un‖N/(N−1)| un
‖un‖ |

N/)(N−1))

|x|aq dx≤C. (1.54)

Desde que un ⇀ u0 e vn ⇀ u0, obtemos que (un− vn) ⇀ 0 em W 1,N
0 (Ω). Assim, usando a

desigualdade de Hölder e estimativa acima, obtemos que
∫

Ω

f (x,un)
|x|a (un− vn) dx≤C‖un− vn‖q′ → 0.

Agora, provaremos que ∫

Ω

f (x,un)− f (x,vn)
|x|a vn dx→ 0. (1.55)

Seja vn = u0 +wn, temos que wn ⇀ 0. Desde que vn é uma sequência do passo da montanha e
vn 6→ u0. Então limn→∞ ‖wn‖ > 0, caso contrário vn → u0 fortemente em W 1,N

0 (Ω). Notemos
que a equação (1.55) pode ser escrita da seguinte forma:

∫

Ω

f (x,un)− f (x,vn)
|x|a u0 dx+

∫

Ω

f (x,un)− f (x,vn)
|x|a wn dx→ 0.

Pelo Lema 1.5.2, temos que f (x,un)/|x|a e f (x,vn)/|x|a convergem em L1(Ω) para
f (x,u0)/|x|a. Usando o mesmo argumento da prova do Lema 1.6.1, o primeiro deste termos
converge para zero. Agora, consideremos o segundo termo, isto é,

∫

Ω

f (x,un)− f (x,vn)
|x|a wn dx =

∫

Ω

f (x,un)
|x|a wn dx−

∫

Ω

f (x,vn)
|x|a wn dx.

Usando a estimativa (1.54), a desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→

Ls(Ω) para todo s≥ 1, obtemos que

∫

Ω

f (x,un)
|x|a wn dx≤




∫

Ω

e(qα0‖un‖N/(N−1)| un
‖un‖ |

N/(N−1))

|x|aq dx




1/q

‖wn‖q′ ≤C‖wn‖q′ → 0.

Por fim, mostraremos que
∫

Ω

f (x,vn)
|x|a wn dx→ 0 quando n→ ∞.

Pelo Corolário 1.6.2, fazendo δ2 pequeno se necessário, temos que

0 < cM < c0 +
1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.
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Logo,

cM− c0 = I(vn)− I(un)+o(1) =
1
N
‖vn‖N − 1

N
‖un‖N +o(1)

=
1
N
‖vn‖N − 1

N
‖u0‖N +o(1)

<
1
N

(
N−a

N
αN

α0

)N−1

.

Assim, podemos tomar s > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

‖vn‖N −‖u0‖N <

(
N−as

N
αN

sα0

)N−1

.

Logo,

sα0‖vn‖N/(N−1) < αN
N−as

N

(
1−

∥∥∥∥
u0

‖vn‖

∥∥∥∥
)−1/(N−1)

. (1.56)

Agora definamos Un = vn
‖vn‖ . Então ‖Un‖= 1 e Un ⇀ U0 = u0

limn→+∞ ‖vn‖ . Além disso, ‖U0‖< 1,
pois limn→+∞ ‖vn‖> ‖u0‖. Assim,

∫

Ω

f (x,vn)
|x|a wn dx≤C




∫

Ω

e(sα0‖vn‖N/(N−1)| vn
‖vn‖ |

N/(N−1))

|x|as dx




1/s

‖wn‖s′ . (1.57)

Consequentemente, pelo Lema 1.6.5, (1.56) e usando o fato que ‖wn‖s′ → 0, obtemos que
∫

Ω

f (x,vn)
|x|a wn dx→ 0.

Portanto, por (1.53) segue que ‖un‖N − ‖vn‖N → 0. Mas isto contradiz (1.52), e assim
concluimos que u0 6≡ uM.

A prova do Teorema 1.1.4 segue diretamente da Proposição 1.6.1.

1.6.3 Prova dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.5:

Para prova dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.5 no caso em que h(x) ≥ 0, redefinimos f (x,s) da
seguinte forma:

f̃ (x,s) =
{

f (x,s), se (x,s) ∈Ω× [0,+∞)
0, se (x,s) ∈Ω× (−∞,0].

Logo, no caso subcrítico ( f1) vale para s ≥ s1 e para o caso crítico ( f2) vale para s ≥ R.
Lembremos que as hipóteses ( f1) e ( f2) são necessárias para verificarmos a condição de Palais-
Smale e para prova do Lema 1.5.2, e estes resultados continuam válidos também para a não-
linearidade modificada.

A prova é uma consequência do seguinte resultado.
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Corolário 1.6.3. Se h(x) ≥ 0 quase sempre em Ω, então as soluções fracas de (1.1) são não-
negativas.

Prova: Seja u ∈ W 1,N
0 (Ω) uma solução fraca de (1.1). Fazendo u+ = max{u,0}, u− =

max{−u,0} e tomando v = u− como função teste, como 〈I′(u),v〉= 0, obtemos que

‖u−‖N =−
∫

Ω
h(x)u−dx≤ 0,

pois f (x,u(x))u−(x) = 0 em Ω. Consequentemente, u = u+ ≥ 0.

Agora, para o caso h(x)≤ 0, para provarmos os Teorema 1.1.2 e 1.1.5, redefinimos f (x,s)
para

f̃ (x,s) =
{ − f (x,−s), se (x,s) ∈Ω× (−∞,0)

f (x,s), se (x,s) ∈Ω× [0,+∞).

Neste caso, a prova dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.5 é dado pelo seguinte corolário:

Corolário 1.6.4. Suponha que ( f−4 ) vale e h(x) ≤ 0 quase sempre em Ω. Então existe pelo
menos duas soluções fracas não-positivas de (1.1).

Prova: Consideremos o seguinte funcional

Ĩ(u) =
1
N
‖u‖N −

∫

Ω

F̃(x,u)
|x|a dx−

∫

Ω
(−h(x))u dx,

onde F̃ é a primitiva de f̃ . Por sua definição f̃ satisfaz as mesmas hipótese de f . Então, desde
que−h(x)≥ 0 quase sempre em Ω, segue pelo Corolário 1.6.3 que Ĩ(u) tem dois pontos críticos
não-negativos. Seja ũ um destes pontos críticos, isto é,

∫

Ω
|∇ũ|N−2∇ũ∇v dx−

∫

Ω

f̃ (x, ũ)
|x|a v dx+

∫

Ω
h(x)v dx = 0, ∀ v ∈W 1,N

0 (Ω).

Pela construção de f̃ , temos que f̃ (x, ũ) = − f (x,−ũ). Substituindo v por −v nesta última
igualdade, obtemos que

∫

Ω
|∇(−ũ)|N−2∇(−ũ)∇v dx−

∫

Ω

f (x,−ũ)
|x|a v dx−

∫

Ω
h(x)v dx = 0, ∀ v ∈W 1,N

0 (Ω).

Donde obtemos que −ũ é uma solução não-positiva de (1.1).





CAPÍTULO 2

Sobre uma classe homogênea de problemas
quase-lineares singulares e críticos

2.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos a existência e multiplicidade de soluções para uma classe de
problemas singular da seguinte forma:





−∆Nu =
λ f (u)
|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(Pλ )

onde ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u) é o operador N−Laplaciano, Ω é um domínio limitado em RN

contendo a origem com N ≥ 2, λ é um parâmetro positivo, a ∈ [0,N) e o termo não-linear
f (s) envolve uma combinação de termos côncavos e convexos e crescimento crítico do tipo
Trudinger-Moser em +∞.

Historicamente problemas elípticos em domínios limitados, envolvendo termos côncavos e
convexos e crescimento crítico têm sido estudados extensivamente depois do trabalho inicial
de Ambrosetti-Brezis-Cerami [10]. Eles estudaram o seguinte problema:





−∆u = u(N+2)/(N−2) +λuq em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(2.1)

onde 0 < q < 1. Eles provaram que existe Λ > 0 tal que (2.1) possui pelo menos duas soluções
sempre que λ ∈ (0,Λ) e não existe solução quando λ > Λ. Subsequentemente em [37] e [38]
e foi abordado a correspondente versão quase-linear:





−∆pu = up∗−1 +λuq em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(2.2)

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p−Laplaciano, 1 < p < N, p∗ = N p/(N − p) e
0 < q < p−1. Foi obtido um resultado similar, mas com p e q restritos as seguintes condições:

2N/(N +2) < p < 3 ou p≥ 3 e p∗−1−2/(p−1) < q < p−1.

45
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Em [56] considerando Ω = BR(0), foi possível obter um resultado similar ao de Ambrosetti-
Brezis-Cerami [10], mas este resultado só foi possível devido aos resultados dos artigos [16]
e [25], onde foi provado que toda solução de (2.2) é radialmente simétrica. Assim a versão
quase-linear com 1 < p < N e envolvendo um termo não-linear com crescimento crítico sobre
um domínio geral não possui ainda resultados de multiplicidade completos.

Neste capítulo motivados pelos trabalhos [5] e [40] estudaremos a versão singular e quase-
linear para o caso p = N e com crescimento crítico do tipo Trudinger-Moser.

A seguir enunciamos as principais condições sobre o qual abordaremos inicialmente o
problema (Pλ ):

( f1) f é uma função contínua e de classe C1((0,+∞),R), com f (s) = 0 para todo s ≤ 0 e
f (s) > 0 para todo s > 0;

( f2) f tem crescimento crítico em +∞ do tipo Trudinger-Moser com expoente α0 > 0;

( f3) Existe γ ∈ (0,N−1) tal que

lim
s→0+

f (s)
sγ > 0

e a função s 7→ f (s)/sN−1 não-cresce em (0, t∗) para algum t∗ ∈ (0,1), e a aplicação
t 7→ f (t) é não-decresce no intervalo (0, t∗)∪ (1/t∗,∞);

( f4) Existem R > 0 e M > 0 tais que para todo s≥ R

F(s) :=
∫ s

0
f (t) dt ≤M f (s).

Os próximos teoremas contém os principais resultados deste capítulo.

Teorema 2.1.1. Suponha que a ∈ [0,N), N ≥ 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f3). Então
existe λ0 > 0 tal que para qualquer λ ∈ (0,λ0), o problema (Pλ ) possui uma única solução,
digamos uλ , com a propriedade ‖uλ‖∞ ≤ t∗.

Teorema 2.1.2. Suponha que a ∈ [0,N), N ≥ 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f4). Então,
existe Λ ∈ (0,+∞) tal que (Pλ ) possui pelo menos uma solução para todo λ ∈ (0,Λ] e não
possui solução para λ > Λ.

Teorema 2.1.3. Suponha que a ∈ [0,1), N = 2 e f (s) satisfaz as condições ( f1)− ( f4) e vale a
seguinte hipótese adicional:

( f5) Existe uma função h : R→ [0,+∞) tal que

liminf
s→+∞

sh(s)eεs = +∞ para todo ε > 0

e existe R0 > 0 tal que para todo s≥ R0

f (s)≥ h(s)eα0s2
.

Então existe Λ ∈ (0,+∞) tal que (Pλ ) possui pelo menos duas soluções para todo λ ∈ (0,Λ),
não existe solução para λ > Λ e pelo menos uma solução quando λ = Λ.
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As principais dificuldades em tratar esta classe de equações é que envolvem o operador
N−Laplaciano, o crescimento crítico e a perda de regularidade das soluções em x = 0 devido a
presença da singularidade |x|−a para a ∈ [0,N).

O ingrediente principal para provar os resultados principais deste capítulo são o método de
sub e super soluções e a minimização de funcionais. Para tanto, se faz necessário obtermos
um teorema de comparação para o problema singular. No caso N = 2 um argumento de
minimização local na topologia de C1

0(Ω) será usado para mostrarmos que uma determinada
solução é um mínimo local para o funcional associado ao problema em estudo. Depois
provaremos a existência de uma segunda solução do tipo passo da montanha. Para isto
estudaremos os níveis críticos e as sequências de Palais-Smale.

Importante destacarmos que os resultados deste capítulo complementam alguns resultados
do trabalho [40] no sentido que estamos considerando o caso singular e uma classe mais geral
de não-linearidades.

Observação 2.1.1. Para N = 2 um exemplo típico de não-linearidade satisfazendo as condições
( f1)− ( f5) é

f (s) =

{
0 se s ∈ (−∞,0);

s1/2es2−s1/2
se s ∈ [0,+∞),

onde γ = 1/2, α0 = 1 e h(s) = s1/2e−s1/2
.

De fato, ( f1), ( f2) e ( f5) são imediatas. Agora, para verificarmos ( f3) notemos que

lim
s→0+

f (s)
s1/2 = 1 e

f (s)
s

= s−1/2es2−s1/2

é decrescente no intervalo (0, t∗) para algum t∗ suficientemente pequeno, pois para s positivo e
próximo de zero, temos que

(s−1/2es2−s1/2
)′ =

1
2

s−3/2es2−s1/2
(

4s2− s1/2−1
)

< 0.

Por fim, notemos que existe s0 > 0 tal que para s≥ s0

s1/2 ≤ 2s− 1
2

s−1/2.

Assim para s≥ s0 existe C > 0 tal que

F(s) =
∫ s

0
t1/2et2−t1/2

dt = C +
∫ s

s0

(2t− 1
2

t−1/2)et2−t1/2
dt = C + es2−s1/2 − es2

0−s1/2
0 .

Consequentemente,

lim
s→+∞

F(s)
f (s)

= 0.

Donde obtemos a condição ( f4).
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2.2 Formulação Variacional

Associado ao problema (Pλ ) temos o funcional Jλ : W 1,N
0 (Ω)→ R definido por

Jλ (u) =
‖u‖N

N
−λ

∫

Ω

F(u)
|x|a dx,

onde ‖u‖ =
(∫

Ω |∇u|N dx
)1/N . Argumentando como no Capítulo 1 e utilizando a Proposição

1.1.1, temos que a derivada de Fréchet deste funcional é dada por

〈J′λ (u),v〉=
∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx−λ

∫

Ω

f (u)
|x|a v dx, ∀v ∈W 1,N

0 (Ω).

Assim, os pontos críticos de Jλ são as soluções fracas de (Pλ ).

Ao longo deste capítulo utilizaremos as seguintes definições para sub e super-solução.

Definição 2.2.1. Uma função u ∈W 1,N
0 (Ω)∩L∞(Ω) é chamada sub-solução de (Pλ ) se

∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx≤ λ

∫

Ω

f (u)
|x|a v dx, ∀v ∈W 1,N

0 (Ω), v≥ 0.

Da mesma forma, uma função u ∈W 1,N
0 (Ω)∩L∞(Ω) é chamada super-solução de (Pλ ) se

∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx≥ λ

∫

Ω

f (u)
|x|a v dx, ∀v ∈W 1,N

0 (Ω), v≥ 0.

2.3 Alguns resultados de existência

Nesta seção provaremos dois resultados básicos de existência. Para o primeiro resultado
utilizaremos o seguinte lema bastante conhecido na literatura (cf. [43] proposição 1.2):

Lema 2.3.1. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e Φ : E → R um funcional tal que:

(i) Φ é fracamente semicontínuo inferiormente;

(ii) Φ é coercivo, isto é, Φ(u)→+∞ quando ‖u‖→+∞.

Então Φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ E tal que

Φ(u0) = inf
E

Φ.

Como consequência deste resultado provaremos o seguinte lema.
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Lema 2.3.2. Consideremos o seguinte problema singular:



−∆Nu =

h(u)
|x|a em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(2.3)

onde Ω é um domínio limitado em RN contendo a origem, a ∈ [0,N) e h :R→R é uma função
contínua tal que h(t)≤C|t|β para algum C > 0 e β ∈ [0,N−1). Então o problema (2.3) possui
uma solução fraca em W 1,N

0 (Ω).

Prova: Consideremos o funcional J : W 1,N
0 (Ω)→ R definido por

J(u) =
‖u‖N

N
−

∫

Ω

H(u)
|x|a dx,

onde H(u) =
∫ u

0
h(t) dt.

Mostraremos que este funcional satisfaz as condições do Lema 2.3.1:

(i) É bem conhecido que J é de classe C1 e

〈J′(u),v〉=
∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇v dx−

∫

Ω

h(u)
|x|a v dx, ∀v ∈W 1,N

0 (Ω).

Logo, os pontos críticos de J são soluções fracas para o problema (2.3).

(ii) J é coercivo. De fato,

J(u) =
‖u‖N

N
−

∫

Ω

H(u)
|x|a dx

≥ ‖u‖N

N
− C1

β +1

∫

Ω

|u|β+1

|x|a dx.

Usando a desigualdade de Hölder para 1/q+1/q′ = 1 com q > 1 suficientemente próximo
de 1 de modo que qa < N e a imersão compacta de Sobolev W 1,N

0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para t ∈ [1,+∞),
obtemos uma constante C2 > 0 tal que

∫

Ω

|u|β+1

|x|a dx≤ ‖u‖β+1
q′(β+1)

(∫

Ω

1
|x|qa dx

)1/q

≤C2‖u‖β+1.

Consequentemente, existe C3 > 0 tal que

J(u)≥ ‖u‖N

N
−C3‖u‖β+1.

Como β ∈ [0,N−1), segue que J(u)→+∞ quando ‖u‖→+∞.
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(iii) J é fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Com efeito, é conhecido
que a norma é fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Assim, só falta provar
que o segundo termo é fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Seja un ⇀ u
em W 1,N

0 (Ω), pela imersão compacta de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para t ∈ [1,+∞), temos que

(un) possui uma subsequência, a qual denotaremos novamente por (un) tal que un(x)→ u(x)
quase sempre em Ω e un → u em Ls′(β+1)(Ω), onde s′ = s/(s−1) é o expoente conjugado de s
com s > 1 tal que as < N. Além disso, existe l ∈ L1(Ω) tal que

|un(x)|s′(β+1) ≤ l(x) quase sempre em Ω.

Usando a continuidade de H, temos que

H(un(x))
|x|a → H(u(x))

|x|a quase sempre em Ω.

Como |H(t)|s′ ≤C|t|s′(β+1) para algum C > 0, usando novamente a desigualdade de Hölder e
o fato que as < N, obtemos uma constante C4 > 0 tal que

∫

Ω

H(un)
|x|a dx≤C4

(∫

Ω
|un|s′(β+1) dx

)1/s′

≤C4

(∫

Ω
|l(x)| dx

)1/s′

.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue generalizado (cf. [43])
concluímos que ∫

Ω

H(un)
|x|a dx→

∫

Ω

H(u)
|x|a dx,

e daí concluímos a afirmação. Portanto, podemos aplicar o Lema 2.3.1 para o funcional J para
obter um mínimo em W 1,N

0 (Ω).

2.3.1 Alguns resultados de regularidade

O próximo resultado foi provado por James Serrin (cf. o artigo [60], Teoremas 2 e 8).

Lema 2.3.3. Seja Ω um domínio qualquer em RN e seja u ∈W 1,N
0 (Ω) uma solução da seguinte

equação
−∆Nu = a(x)uN−1 +b(x),

onde a,b ∈ Ls(Ω) para algum s > 1. Então u ∈ L∞
loc(Ω) e u ∈Cθ

loc(Ω), para algum θ ∈ (0,1).

O próximo Lema é uma consequência dos resultados contidos nos artigos [48] e [63].

Lema 2.3.4. Seja Ω um domínio limitado em RN que possui fronteira suave e seja u ∈
W 1,N

0 (Ω)∩L∞(Ω) tal que ∆Nu ∈ L∞(Ω). Então u ∈C1,θ (Ω), para algum θ ∈ (0,1).

O Princípio de Máximo a seguir foi provado por Vásquez no artigo [67].
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Lema 2.3.5. Sejam Ω ⊂ RN um domínio e u ∈ C1(Ω) tal que u ≥ 0 quase sempre em Ω,
∆pu∈ L2

loc(Ω) e ∆pu≤ β (u) quase sempre em Ω, onde β : [0,+∞)→R é uma função contínua
não-decrescente, com β (0) = 0 e satisfazendo uma das seguintes condições:

(1) β (s0) = 0 para algum s0 > 0 ou

(2) β (s) > 0 para todo s > 0 e ∫ 1

0
(sβ (s))−1/p ds = +∞.

Se u 6= 0 em Ω, então u > 0 em Ω. Além disso, se u ∈C1(Ω∪{x0}) com u(x0) = 0 para algum
x0 ∈ ∂Ω que satisfaz a condição da bola interior (isto é, existe Br ⊂Ω tal que Br∩∂Ω = {x0}),
então

∂u
∂η

< 0,

onde η é a normal unitária exterior a x0.

Agora estamos em condições de provarmos o principal resultado desta seção.

Lema 2.3.6. Sejam u e u sub e super soluções tais que u ≤ u em Ω, respectivamente do
problema singular: 




−∆Nu =
h(u)
|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(2.4)

onde Ω é um domínio limitado contendo a oriegam e h : R→ R+ é uma função contínua
tal que h(t) ≤ C|t|β para algum C > 0, β ∈ [0,N − 1) e h(t) = 0 para todo t ≤ 0. Então
o problema (2.4) possui uma solução fraca u em W 1,N

0 (Ω) tal que u ≤ u ≤ u. Além disso,
u ∈Cθ (Ω)∩C1,θ (Ω\{0}) para algum θ ∈ (0,1) e u > 0 em Ω.

Prova: Inicialmente definamos a função h̃ : R→ R+ por

h̃(x, t) =





h(u(x)); t < u(x),
h(t); u(x)≤ t ≤ u(x),
h(u(x)); t > u(x).

É imediato que existe M > 0 tal que h̃(x, t)≤M, pois u, u ∈ L∞(Ω) e h é uma função contínua.
Em seguinda consideremos o funcional J̃ : W 1,N

0 (Ω)→ R definido por

J̃(u) =
‖u‖N

N
−

∫

Ω

H̃(x,u)
|x|a dx,

onde
H̃(x,u) =

∫ u

0
h̃(x, t) dt.
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Assim, pelo Lema 2.3.2 obtemos um ponto de mínimo u em W 1,N
0 (Ω) para o funcional J̃.

Afirmação: u≤ u≤ u em Ω.

Como u é sub-solução e u um ponto de mínimo de J̃, temos que

∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇ϕ dx≤

∫

Ω

h(u)
|x|a ϕ dx

e ∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇ϕ dx =

∫

Ω

h̃(x,u)
|x|a ϕ dx,

para todo ϕ ∈W 1,N
0 (Ω), ϕ ≥ 0. Então,

∫

Ω
(|∇u|N−2∇u−|∇u|N−2∇u)∇ϕ dx≤

∫

Ω

(h(u)− h̃(x,u))
|x|a ϕ dx.

Escolhendo ϕ = (u−u)+, obtemos pela definição de h̃ a seguinte igualdade

∫

Ω

(h(u)− h̃(x,u))
|x|a (u−u)+ dx =

∫

[u−u≥0]

(h(u)− h̃(x,u))
|x|a (u−u) dx = 0.

Consequentemente,
∫

[u−u≥0]
(|∇u|N−2∇u−|∇u|N−2∇u)∇ϕ dx≤ 0.

Por outro lado, é bem conhecido que existe CN > 0 tal que

CN |x− y|N ≤ (|x|N−2x−|y|N−2y) · (x− y) para todo x,y ∈ RN .

Assim, ∫

Ω
|∇(u−u)+|N dx =

∫

[u−u≥0]
|∇(u−u)|N dx = 0,

logo,
(u−u)+ = 0 quase sempre em Ω,

ou seja,
u≤ u quase sempre em Ω.

Da mesma forma, podemos verificar que u≤ u. Portanto,

u≤ u≤ u quase sempre em Ω.

Por outro lado, como h̃(x,u) = h(u), segue da definição de h̃ que u é solução de (2.4).
A regularidade de u segue dos Lemas 2.3.3 e 2.3.4, pois

b(x) =
h(u(x))
|x|a ∈ Ls(Ω) para algum s > 1.
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Então, pelo Lema 2.3.3 u ∈ L∞(Ω)∩Cθ (Ω) para algum θ ∈ (0,1). Assim, temos que

∆Nu ∈ L∞(Ω\BR(0)) para todo R > 0.

Logo, pelo Lema 2.3.4 u ∈C1,θ (Ω\{0}) para algum θ ∈ (0,1).
Para concluímos o lema, vamos provar que u > 0 em Ω. Seja Ω̃ = Ω \ BR/2(0), onde

BR(0)⊂Ω, usando que ∆Nu≤ 0 e ∆Nu ∈ L2(Ω\BR/2(0)), segue pelo Lema 2.3.5 que

u > 0 em Ω\BR/2(0).

Assim existe δ > 0 tal que u(x) ≥ δ para todo x ∈ ∂BR(0). Agora defina ũ = u|BR(0) e v = δ
em BR(0), então

∫

BR(0)
|∇ũ|N−2∇ũ∇ϕ dx≥

∫

BR(0)
|∇v|N−2∇v∇ϕ dx ∀ϕ ∈C∞

0 (BR(0)), ϕ ≥ 0.

Consequentemente, obtemos que u ≥ δ > 0 quase sempre em Ω, mas como u é uma função
contínua. Obtemos que u > 0 em Ω.

2.4 Existência de um mínimo local para λ pequeno

Nesta seção mostraremos a existência de um mínimo local para Jλ em uma pequena
vizinhança da origem em W 1,N

0 (Ω). Este é o conteúdo dos próximos três lemas.

Lema 2.4.1. Suponham que ( f1)− ( f2) são satisfeitas, então existem constantes positivas λ0,
R0 e δ tais que Jλ (u)≥ δ sempre que ‖u‖= R0 e λ ∈ (0,λ0).

Prova: Por ( f1)− ( f2) existe uma constante C > 0 tal que

f (s)≤Ceα|s|N/(N−1)
, ∀α > α0.

Assim,

F(u) =
∫ u

0
f (s) ds≤C

∫ u

0
eα|s|N/(N−1)

ds≤Ceα |u|N/(N−1)|u|.
Seja 1/q + 1/s = 1 com q > 1 suficientemente próximo de 1 de modo que qa < N. Pela
desigualdade de Hölder e a imersão contínua de Sobolev W 1,N

0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para t ∈ [1,+∞),
obtemos uma constante C1 > 0 tal que

∫

Ω

F(u)
|x|a dx ≤ C

∫

Ω

eα|u|N/(N−1)

|x|a |u| dx

≤ C

(∫

Ω

eαq‖u‖N/(N−1)(|u|/‖u‖)N/(N−1)
)

|x|qa dx

)1/q (∫

Ω
|u|s dx

)1/s

≤ C1

(∫

Ω

eαq‖u‖N/(N−1)(|u|/‖u‖)N/(N−1)
)

|x|qa dx

)1/q

‖u‖.
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Agora escolhendo ‖u‖ de forma que

qα‖u‖N/(N−1)/αN +qa/N ≤ 1,

ou seja,

‖u‖ ≤ R0 =
(

N−qa
N

· αN

qα0

)(N−1)/N

.

Segue pela Proposição 1.1.1 que existe C2 > 0 tal que

sup
‖u‖≤R0

∫

Ω

F(u)
|x|a dx≤C2.

Consequentemente,

inf
‖u‖=R0

Jλ (u)≥ RN
0

N
−λC2.

Assim para λ0 = RN
0 /2C2N, obtemos que

inf
‖u‖=R0

Jλ (u)≥ RN
0

2N
= δ > 0.

Lema 2.4.2. Sejam R0, λ0 e δ como no Lema 2.4.1. Então para cada λ ∈ (0,λ0), temos que
Jλ (tu) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno e u ∈W 1,N

0 (Ω)\{0}.

Prova: Por ( f1) e ( f3) existem constantes positivas σ e τ tais que f (t)≥σtγ para todo t ∈ [0,τ].
Consequentemente, existe σ2 > 0 tal que F(tu(x)) ≥ σ2(tu(x))γ+1 sempre que tu(x) ∈ [0,τ],
onde x ∈Ω. Assim para cada u ∈W 1,N

0 (Ω)\{0} temos

Jλ (tu) =
‖tu‖N

N
−λ

∫

Ω

F(tu)
|x|a dx

≤ tN

N
‖u‖N −λσ2tγ+1

∫

[tu≤τ]

|u|γ+1

|x|a dx−λ
∫

[tu>τ]

F(tu)
|x|a dx,

onde [tu ≤ τ] = {x ∈ Ω : tu(x) ≤ τ} e [tu > τ] = {x ∈ Ω : tu(x) > τ}. Usando o fato que F é
não-negativa, temos que

Jλ (tu) ≤ tN

N
‖u‖N −λσ2tγ+1

∫

[tu≤τ]

|u|γ+1

|x|a dx

= tγ+1
(

tN−γ−1

N
‖u‖N −λσ2

∫

[tu≤τ]

|u|γ+1

|x|a dx
)

.

Como (N− γ − 1) > 0, [tu ≤ τ]↗ Ω (pois tu → 0 e τ > 0) quando t → 0+ e u 6≡ 0, obtemos
que Jλ (tu) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno.
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Lema 2.4.3. Jλ possui um mínimo local não-trivial próximo da origem em W 1,N
0 (Ω) para todo

λ ∈ (0,λ0).

Prova: É conhecido que a bola BR0(0) em W 1,N
0 (Ω) é um espaço métrico completo com a

métrica induzida pela norma de W 1,N
0 (Ω) e convexo. Por outro lado, o funcional Jλ é de classe

C1 e pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, Jλ é limitado inferiormente sobre BR0(0). Assim pelo Teorema
1.3.2 existe uma sequência (un) em BR0(0) tal que

Jλ (un)→ c0 = inf
‖u‖≤R0

Jλ (u) < 0 e ‖J′λ (un)‖∗→ 0 quando n→+∞.

Como (un) ⊂ BR0(0) provamos no Lema 1.6.2 que existe uma subsequência (unk) de (un) que
converge fortemente para uλ e necessariamente usando o fato que Jλ é de classe C1 temos que
‖uλ‖< R0 e Jλ (uλ ) = c0 < 0. Portanto, uλ é um mínimo local de Jλ .

2.5 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta seção, usando o método de sub e super soluções mostraremos que para todo λ > 0
suficientemente pequeno o problema (Pλ ) admite uma única solução uλ com a propriedade
‖uλ‖∞ ≤ t∗. Inicialmente lembremos do seguinte resultado bastante conhecido na literatura:

Lema 2.5.1. Sejam w > 0 e v≥ 0 duas funções contínuas em Ω e diferenciáveis quase sempre
em Ω, para p > 1 defina

L(v,w) = |∇v|p +(p−1)
vp

wp |∇w|p− p
vp−1

wp−1 |∇w|p−2∇w∇v,

R(v,w) = |∇v|p−∇(
vp

wp−1 )|∇w|p−2∇w.

Então

(i) L(v,w) = R(v,w);

(ii) L(v,w)≥ 0 quase sempre em Ω;

(iii) L(v,w) = 0 quase sempre em Ω se, e somente se, existe κ ∈ R tal que v = κu em cada
componente conexa de Ω.

Este resultado é conhecido como a identidade de Picone, e ou desigualdade de Picone
para o operador p−Laplaciano, uma prova deste resultado pode ser encontrada em [9]. Como
aplicação deste resultado fazendo uma adaptação dos argumentos utilizados na prova do Lema
4.1 do artigo [1], provamos o seguinte lema:
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Lema 2.5.2. Seja ρ : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua tal que ρ(s)/sN−1 é não-
crescente. Sejam v,w ∈W 1,N

0 (Ω) funções contínuas e diferenciáveis quase sempre em Ω, sub-
e super-solução fracas respectivamente do problema




−∆Nu =

ρ(u)
|x|a em Ω,

u > 0 em Ω.

Então, w≥ v quase sempre em Ω.

Prova: Por definição de sub- e super-solução, para toda ψ,φ ∈W 1,N
0 (Ω) não-negativas, temos

que ∫

Ω
|∇v|N−2∇v∇ψ dx≤

∫

Ω

ρ(v)
|x|a ψ dx (2.5)

e ∫

Ω
|∇w|N−2∇w∇φ dx≥

∫

Ω

ρ(w)
|x|a φ dx. (2.6)

Consequentemente,
∫

Ω

(|∇w|N−2∇w∇φ −|∇v|N−2∇v∇ψ
)

dx≥
∫

Ω

1
|x|a (ρ(w)φ −ρ(v)ψ) dx. (2.7)

Seja ϕ = (vN−wN)+ ∈W 1,N
0 (Ω), como v > 0 e w > 0 em Ω, podemos considerar as seguintes

funções testes

ψ =
ϕ

vN−1 e φ =
ϕ

wN−1 . (2.8)

Denotemos
A =

∫

Ω

(|∇w|N−2∇w∇φ −|∇v|N−2∇v∇ψ
)

dx.

Por (2.7) e (2.8), temos que

A ≥
∫

Ω

1
|x|a

(
ρ(w)
wN−1 −

ρ(v)
vN−1

)
(vN −wN)+dx

=
∫

[v>w]

1
|x|a

(
ρ(w)
wN−1 −

ρ(v)
vN−1

)
(vN −wN)+dx.

Como ρ(s)/sN−1 é não-crescente, temos que o lado direito da desigualdade acima é não-
negativo. Agora mostraremos uma estimativa para o lado esquerdo. Como w e v são
diferenciáveis quase sempre em Ω, temos que

A =
∫

Ω
|∇w|N−2∇w

wN−1∇ϕ− (N−1)wN−2ϕ∇w
w2(N−1) dx

−
∫

Ω
|∇v|N−2∇v

vN−1∇ϕ− (N−1)vN−2ϕ∇v
v2(N−1) dx.
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Para ϕ = (vN −wN)+, temos a menos de um conjunto de medida nula que

∇ϕ = N(vN−1∇v−wN−1∇w)χ[v≥w],

e consequentemente sobre Ω∩ [v≥ w], temos as seguintes igualdades

wN−1∇ϕ− (N−1)wN−2ϕ∇w
w2(N−1) = N

vN−1

wN−1 ∇v− (N−1)
vN

wN ∇w−∇w

e
vN−1∇ϕ− (N−1)vN−2ϕ∇v

v2(N−1) =−N
wN−1

vN−1 ∇w+(N−1)
wN

vN ∇w+∇v.

Assim,

A =
∫

Ω
|∇w|N−2∇w

wN−1∇ϕ− (N−1)wN−2ϕ∇w
w2(N−1) dx

−
∫

Ω
|∇v|N−2∇v

vN−1∇ϕ− (N−1)vN−2ϕ∇v
v2(N−1) dx

=
∫

Ω∩[v>w]

(
N

vN−1

wN−1 |∇w|N−2∇w∇v− (N−1)
vN

wN |∇w|N −|∇w|N
)

dx

+
∫

Ω∩[v>w]

(
N

wN−1

vN−1 |∇v|N−2∇v∇w− (N−1)
wN

vN |∇v|N −|∇v|N
)

dx

:=
∫

Ω∩[v>w]
L1(x)dx+

∫

Ω∩[v>w]
L2(x)dx.

Daí segue pelo Lema 2.5.1 que L1(x) ≤ 0 e L2(x) ≤ 0 em Ω. Então A ≤ 0. No entanto, sobre
conjunto [v > w] temos que

ρ(w)
wN−1 −

ρ(v)
vN−1 ≥ 0.

Consequentemente o conjunto [v > w] tem medida de Lebesgue nula. Donde concluímos que
w≥ v quase sempre em Ω.

O resultado anterior foi demonstrado para o operador Laplaciano por Ambrosetti-Brezis-
Cerami em [10], no entanto, a prova não vale em geral para o p−Laplaciano.

2.5.1 O problema modificado

Nesta subseção consideraremos a função f̃ : R→ R definida por

f̃ (t) =

{
f (t) se t < t∗,

f (t∗) se t ≥ t∗.
(2.9)

E o seguinte problema singular:




−∆Nu =
λ f̃ (u)
|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(P̃λ )
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Lema 2.5.3. O problema (P̃λ ) possui uma única solução ũλ em W 1,N
0 (Ω).

Prova: Temos que f̃ é uma função limitada, logo existe M > 0 tal que f̃ (t) ≤ M para todo
t ∈R, assim pelo Lema 2.3.2 o problema (P̃λ ) possui uma solução fraca em W 1,N

0 (Ω), digamos
ũλ . Além disso, tomando a(x)≡ 0 e b(x) = λ f̃ (ũλ (x))|x|−a e usando que

b(x)≤ λM
|x|a ∈ Ls(Ω) para algum s > 1,

obtemos pelo Lema 2.3.3 que ũλ ∈Cθ (Ω) para algum θ ∈ (0,1). Assim ∆N ũλ ∈ L∞(Ω\BR(0))
para cada R > 0. Então, por um argumento semelhante ao feito no Lema 2.3.6 obtemos que
ũλ ∈C1,θ (Ω\{0}) para algum θ ∈ (0,1). Por fim, usando a condição ( f3) temos que f̃ (s)/sN−1

não-cresce, então usando a regularidade acima podemos aplicar o Lema 2.5.2, o qual implica
que a solução de (P̃λ ) é única. Além disso, pelo Lema 2.4.2 obtemos que ũλ é não-trivial.

Usando o mesmo argumento da prova do lema anterior temos que o problema singular:




−∆Nw =
wγ

|x|a em Ω,

w > 0 em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω,

(2.10)

tem uma única solução w ∈W 1,N
0 (Ω), visto que ρ(t) = tγ satisfaz as condições do Lema 2.5.2.

Observação 2.5.1. Podemos escolher uma constante ξ > 0 tal que f̃ (t)≤ ξ tγ para todo t ∈R.

Este resultado é imediato quando t ∈ (−∞,0], pois neste caso f̃ (t)≡ 0. Por outro lado, sabemos
que f̃ (t)≤M para todo t ∈ R, logo se t ≥ t∗

f̃ (t)≤ M
tγ
∗

tγ . (2.11)

Já no intervalo (0, t∗), temos que f̃ (t)/tN−1 não-cresce. Assim, dado t0 > 0 temos

f̃ (t)
tN−1 ≤

f̃ (t0)
tN−1
0

= M0 sempre que t ∈ [t0, t∗).

Como tγ ≥ tN−1 sobre o intervalo [t0, t∗], obtemos que

f̃ (t)≤M0tγ . (2.12)

Assim combinando (2.11) e (2.12), obtemos ξ > 0 tal que f̃ (t)≤ ξ tγ para todo t > 0.
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2.5.2 Soluções de (Pλ ) de norma L∞ pequena

Lema 2.5.4. Seja λ0 = ξ−1(t∗‖w‖−1
∞ )N−γ−1. Então para todo λ ∈ (0,λ0) o problema (Pλ )

possui uma única solução tal que ‖uλ‖∞ ≤ t∗.

Prova: A prova deste lema será dividida em afirmações. Inicialmente consideremos vλ a única
solução do problema





−∆Nvλ = λξ
vγ

λ
|x|a em Ω,

vλ > 0 em Ω,

vλ = 0 sobre ∂Ω.

(2.13)

Afirmação 1: (λξ )
1

γ+1−N vλ é solução do problema (2.10).

De fato, temos que

−∆N((λξ )
1

γ+1−N vλ ) = −div(|∇[(λξ )
1

γ+1−N vλ ]|N−2∇[(λξ )
1

γ+1−N vλ ])

= −div((λξ )
N−2

γ+1−N · (λξ )
1

γ+1−N |∇vλ |N−2∇vλ ).

Assim,

−∆N((λξ )
1

γ+1−N vλ ) = −(λξ )
N−1

γ+1−N div(|∇vλ |N−2∇vλ ). (2.14)

Como vλ é solução do problema (2.13), segue usando a igualdade (2.14) que

−∆N((λξ )
1

γ+1−N vλ ) = (λξ )
N−1

γ+1−N λξ
vγ

λ
|x|a = (λξ )

γ
γ+1−N

vγ
λ
|x|a .

Logo,

−∆N((λξ )
1

γ+1−N vλ ) =
((λξ )

1
γ+1−N vλ )γ

|x|a .

O que prova a afirmação.

Afirmação 2: ‖vλ‖∞ ≤ t∗ para todo λ ∈ (0,λ0).

De fato, pela unicidade da solução w, temos que w = (λξ )
1

γ+1−N vλ . Consequentemente,
para λ ∈ (0,λ0) e ξ > 0, obtemos

‖vλ‖∞ = (λξ )
1

N−γ−1‖w‖∞ ≤ (λ0ξ )
1

N−γ−1‖w‖∞.

Assim pela definição de λ0 temos

‖vλ‖∞ ≤ (ξ−1(t∗‖w‖−1
∞ )N−γ−1ξ )

1
N−γ−1‖w‖∞ = t∗.
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Afirmação 3: vλ é super-solução do problema (P̃λ ).

De fato, dada ϕ ∈W 1,N
0 (Ω) uma função teste não-negativa, segue pela observação 2.5.1 que

∫

Ω
|∇vλ |N−2∇vλ ∇ϕ dx = λξ

∫

Ω

vγ
λ ϕ
|x|a ≥ λ

∫

Ω

f̃ (vλ )ϕ
|x|a dx.

Agora para concluímos a prova do lema seja ũλ a solução do problema (P̃λ ) obtida no Lema
2.5.3, então ũλ também é sub-solução. Consequentemente, pelo Lema 2.5.2 e a afirmação 3,
obtemos que ũλ ≤ vλ quase sempre em Ω para todo λ ∈ (0,λ0). Logo,

‖ũλ‖∞ ≤ ‖vλ‖∞ ≤ t∗.

Agora basta verificarmos que ũλ é solução do problema (Pλ ). Temos que ‖ũλ‖∞ ≤ t∗, então
ũλ ≤ t∗ quase sempre em Ω, logo f̃ (ũλ ) = f (ũλ ) quase sempre em Ω, consequentemente ũλ
é solução do problema (Pλ ). Por outro lado, as soluções de (Pλ ) com esta propriedade são
também soluções do problema (P̃λ ), mas (P̃λ ) possui solução única, donde segue a unicidade.

O Teorema 2.1.1 segue do Lema 2.5.4.

2.6 Prova do Teorema 2.1.2

A prova será dividida em três partes.

2.6.1 Não-existência para λ > 0 grande

Inicialmente presisamos do seguinte resultado.

Lema 2.6.1. Existe C > 0 tal que f (t)≥CtN−1 para todo t > 0.

Prova: No intervalo (0, t∗) temos que f (t)/tN−1 não-cresce, consequentemente

f (t)≥ f (t∗)
tN−1∗

tN−1 para todo t ∈ [0, t∗).

Por outro lado, como f tem crescimento crítico em +∞, dado M > 0 existe AM > 0 tal que

f (t)≥Meα|t|N/(N−1)

para todo 0 < α < α0 e t ≥ AM. Logo existe M2 > 0 tal que

f (t)≥M2tN−1 para todo t ≥ AM.
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Usando que f é uma função contínua e estritamente positiva em [t∗,AM], obtemos m > 0 tal
que f (t)≥ m. Já no intervalo [t∗,AM] temos que AN−1

M ≥ tN−1, logo

f (t)AN−1
M ≥ f (t)tN−1 ≥ mtN−1 ⇒ f (t)≥

(
AM

m

)N−1

tN−1.

Assim, escolhendo

C = min

{
f (t∗)
tN−1∗

,M2,

(
AM

m

)N−1
}

,

concluímos a prova do Lema.

Agora provaremos o principal resultado desta subseção.

Lema 2.6.2. Seja Λ := sup{λ > 0 : (Pλ ) tem uma solução }. Então 0 < Λ < ∞.

Prova: Pelo Lema 2.4.2 é imediato que Λ > 0. Vamos mostrar que Λ < ∞. Suponhamos por
contradição que existe uma sequência de números reais (λn) tal que λn → +∞ para a qual o
problema (Pλn) possui uma solução un, isto é,





−∆Nun = λn
f (un)
|x|a em Ω,

un > 0 em Ω,

un = 0 sobre ∂Ω.

(2.15)

Agora consideremos o seguinte problema de autovalor:




−∆Nφ1 = λ
φ N−1

1
|x|a em Ω,

φ1 > 0 em Ω,

φ1 = 0 sobre ∂Ω.

(2.16)

Como |x|−a ∈ Ls(Ω) para algum s > 1, usando os resultados contidos em Aguilar-Peral [8] e
Cuesta [24] é conhecido que existe λ1 o primeiro autovalor e sua correspondente autofunção
normalizada φ1, com λ1 positivo e isolado, isto é, existe um δ > 0 tal que o intervalo
(λ1,λ1 +δ ) não tem outro autovalor. Além disso, φ1 ∈Cθ (Ω) para algum θ ∈ (0,1) e φ1 > 0 em
Ω. Usando que φ1|x|−a ∈ L∞(Ω\BR) para cada R > 0 segue por um argumento semelhante ao
feito na prova do Lema 2.3.6 que φ1 ∈C1,ϑ (Ω\{0}) para algum ϑ ∈ (0,1). Para completarmos
a prova deste resultado precisaremos da seguinte afirmação.

Afirmação: Para cada ε ∈ (0,1), existe λ∗ > 0 tal que λ f (t) > (λ1 + ε)tN−1 para todo
λ > λ∗ e t > 0.

De fato, pelo Lema 2.6.1 temos que existe C > 0 tal que f (t) ≥ CtN−1 para todo t > 0,
assim escolhendo λ∗ > 0 tal que C > (λ1 +1)/λ∗. Obtemos para cada ε ∈ (0,1) que

f (t)≥CtN−1 >

(
λ1 + ε

λ∗

)
tN−1.
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Logo escolhendo λn > λ∗, segue pela afirmação acima que λn f (un) > (λ1 + ε)uN−1
n ,

consequentemente, un é super-solução do problema




−∆Nu = (λ1 + ε)
uN−1

|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.17)

Agora notemos que µφ1 é sub-solução do problema (2.17) sempre que µ < λ1 + ε . De fato,
dada ϕ ∈W 1,N

0 (Ω) e não-negativa, então
∫

Ω
|∇(µφ1)|N−2∇(µφ1)∇ϕ dx = µN−1

∫

Ω
(|∇φ1)|N−2∇φ1∇ϕ dx

= µN−1λ1

∫

Ω

φ N−1
1
|x|a ϕ dx

= λ1

∫

Ω

(µφ1)N−1

|x|a ϕ dx

≤ (λ1 + ε)
∫

Ω

(µφ1)N−1

|x|a ϕ dx.

Assim pelo Lema 2.3.6 temos para cada εn = 1/2n e µn < λ1 + εn que existe φεn > 0 solução
do problema (2.17). Desta forma λ n = λ1 + 1/2n é uma sequência de autovalores tais que
λ n → λ1, mas isto contradiz o fato de λ1 ser isolado.

2.6.2 Existência de uma solução para λ ∈ (0,Λ)

No próximo lema mostraremos que Jλ possui uma solução em W 1,N
0 (Ω) para todo λ ∈ (0,Λ).

Lema 2.6.3. (Pλ ) possui uma solução em W 1,N
0 (Ω) para todo λ ∈ (0,Λ).

Prova: Fixemos λ ∈ (0,Λ). Seja λ ∈ (λ ,Λ) tal que (Pλ ) possui uma solução positiva, digamos
u. Definamos

λ := λ inf
t>0

f (t)
tγ .

Por ( f3) temos que

lim
t→0+

f (t)
tγ > 0.

Assim λ > 0. Pelos Lemas 2.3.2 e 2.5.2 existe u única solução positiva do problema:




−∆Nu = λ
uγ

|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.18)
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Pela definição de λ é claro que u é super-solução de (2.18). De fato, para todo ϕ ∈W 1,N
0 (Ω) e

ϕ ≥ 0 temos

λ
∫

Ω

uγ

|x|a ϕ dx≤ λ
∫

Ω

f (u)
|x|a ϕ dx =

∫

Ω
|∇u|N−2∇u∇ϕ dx.

Além disso, pelos Lemas 2.3.3 e 2.3.4 temos que u,u ∈C1,θ (Ω \ {0}) para algum θ ∈ (0,1).
Consequentemente aplicando o Lema 2.5.2 a equação (2.18) obtemos que

u≤ u quase sempre em Ω.

Agora definamos

g(x, t) =





f (u(x)); t < u(x),
f (t); u(x)≤ t ≤ u(x),
f (u(x)); t > u(x).

Seja G(x,u) =
∫ u

0
g(x, t) dt e consideremos o funcional Iλ : W 1,N

0 (Ω)→ R definido por

Iλ (u) =
‖u‖N

N
−λ

∫

Ω

G(x,u)
|x|a dx.

Usando o mesmo argumento do Lema 2.3.6 temos que Iλ é limitado inferiormente em W 1,N
0 (Ω)

e fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Então Iλ possui um mínimo global,
digamos uλ , tal que 0 < u≤ uλ ≤ u quase sempre em Ω. Assim uλ é solução fraca da equação

−∆Nuλ = λ
g(x,uλ )
|x|a em Ω e u = 0 sobre ∂Ω.

Como u≤ uλ ≤ u quase sempre em Ω, temos que uλ é solução de (Pλ ). E assim concluímos a
prova do lema.

2.6.3 Existência de uma solução para λ = Λ

Lema 2.6.4. Existe uma solução uΛ para (PΛ).

Prova: Primeiro mostraremos a seguinte afirmação: Se ε > 0 é suficientemente pequeno, então
para cada λ ∈ (0,Λ) vale os seguintes resultados:

(i) v 7→ Jλ (uλ + v) é limitado sobre {v ∈W 1,N
0 (Ω) : ‖v‖ ≤ ε};

(ii) inf‖v‖≤ε Jλ (uλ + v) é atingido, digamos em vλ .

De fato, para α > α0 existe C1 > 0 tal que f (t)≤C1eα |t|N/(N−1)
, logo

F(uλ + v) =
∫ uλ +v

0
f (t) dt ≤C(uλ + v)eα|uλ +v|N/(N−1)

.
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Como uλ ∈ L∞(Ω) e

|uλ + v|N/(N−1) ≤ 2N/(N−1)(|uλ |N/(N−1) + |v|N/(N−1)).

Usando a expansão da função exponencial, obtemos constantes positivas C2 e C3 tais que

F(uλ + v)≤C1eC2|v|N/(N−1)
. (2.19)

Definamos

ε0 =
1
2

(
N−a

N
αN

C2

)(N−1)/N

.

Assim para ε ∈ (0,ε0), usando (2.19) e a Proposição 1.1.1, obtemos que

sup
‖v‖≤ε

∫

Ω

F(uλ + v)
|x|a dx < ∞.

Deste fato é imediato a afirmativa (i).
Agora, seja (vn) uma sequência minimizante para Jλ (uλ + ·) sobre o conjunto {v ∈

W 1,N
0 (Ω) : ‖v‖ ≤ ε}. Então vn ⇀ vλ fracamente em W 1,N

0 (Ω). Por outro lado, notemos que
existe C > 0 tal que ∫

Ω

f (uλ + v)
|x|a (uλ + v) dx≤C.

Assim, pelo Lema 1.5.1 e pela condição ( f4), obtemos
∫

Ω

F(uλ + vn)
|x|a dx→

∫

Ω

F(uλ + vλ )
|x|a dx.

Consequentemente,

Jλ (uλ + vλ )≤ liminf
n→+∞

Jλ (uλ + vn) = inf
{v∈W 1,N

0 (Ω):‖v‖≤ε}
Jλ (uλ + v).

Donde obtemos o item (ii).
Seja vλ como acima, então usando que uλ é o mínimo global de Iλ , obtemos

Jλ (uλ ) = Iλ (uλ )≤ Iλ (vλ ) < 0. (2.20)

Agora suponha que (λn) é uma sequência tal que λn → Λ e un a correspondente solução de
(Pλn) obtida no Lema 2.6.3. Então por (2.20), temos

Jλn(un)≤ 0 e J′λn
(un) = 0.

Assim, desde que λn é limitada, usando as equações acima obtemos que (un) é uma sequência
limitada em W 1,N

0 (Ω). Então usando o Corolário 1.5.1 do Capítulo 1, obtemos uΛ solução de
(PΛ).

O Teorema 2.1.2 segue dos Lemas 2.6.2, 2.6.3 e 2.6.4.
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2.7 Prova do Teorema 2.1.3

Nesta seção vamos assumir que N = 2 e a ∈ [0,1).

2.7.1 Existência de um mínimo para Jλ quando λ ∈ (0,Λ)

Os argumentos desta subseção são inspirados em idéias contidas nos artigos [37] e [38].
Mostraremos que Jλ possui um mínimo local em H1

0 (Ω) para todo λ ∈ (0,Λ). Para isto,
utilizando os resultados dos trabalhos [37], [38], [40] e [41] é suficiente provarmos que Jλ
possui um mínimo em C1

0(Ω) para todo λ ∈ (0,Λ). Este será o conteúdo do próximo lema.

Lema 2.7.1. Jλ possui um mínimo em C1
0(Ω) para todo λ ∈ (0,Λ).

Prova: Fixemos novamente λ ∈ (0,Λ) e sejam λ ∈ (λ ,Λ) tal que (Pλ ) possui uma solução
positiva, digamos u, e

λ := λ inf
t>0

f (t)
tγ .

Pela condição ( f3) temos que λ > 0. Além disso, sabemos que existe u única solução da
equação





−∆u = λ
uγ

|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.21)

Pela definção de λ temos que u é super-solução de (2.21).
Agora definindo

h(x) =
u(x)γ

|x|a e l(x) =
f (u(x))
|x|a ,

temos que h, l ∈ Lp(Ω) para algum p > 2.
De fato, como 0≤ a < 1, podemos escolher ε > 0 suficientemente pequeno tal que a = 1−ε ,

assim escolhendo p = 2 + ε/2, temos que ap = 2− ε2− 3ε/2 < 2. Desta forma, podemos
escolher q > 1 suficientemente próximo de 1 tal que apq < 2, daí aplicando a desigualdade de
Hölder para 1/q+1/q′ = 1, obtemos

∫

Ω
|h(x)|p dx =

∫

Ω

|u(x)|γ p

|x|ap dx≤
(∫

Ω

1
|x|apq dx

)1/q (∫

Ω
|u(x)|γ pq′ dx

)1/q′

.

Usando a imersão contínua de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para t ∈ [1,+∞) e que apq < 2,

obtemos que a integral acima é finita. Além disso, pela Proposição 1.1.1, temos que

∫

Ω
|l(x)|p dx =

∫

Ω

| f (u)|p
|x|ap dx≤C

∫

Ω

epα|u|2

|x|ap dx < ∞.

Donde concluímos a afirmação.
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Consequentemente, pela desigualdade de Calderon-Zygmund (cf. Teorema 9.9 em [42]),
obtemos que u,u ∈W 2,p

0 (Ω). Como p > 2 segue pelas imersões de Sobolev que u,u ∈C1,θ
0 (Ω)

para algum θ ∈ (0,1).
Assim aplicando o Lema 2.5.2 a equação (2.21), obtemos que u ≤ u quase sempre em Ω.

Por outro lado, temos que

−∆u = λ
uγ

|x|a e −∆u = λ
f (u)
|x|a

com 0 < λ uγ < λ uγ ≤ λ uγ ≤ λ f (u) em Ω. Logo u 6= u em Ω e

−∆(u−u)≥ 0 em Ω.

Consequentemente, pelo Princípio do Máximo de Vásquez (cf. Lema 2.3.5)

u < u em Ω e
∂u
∂η

<
∂u
∂η

< 0 sobre ∂Ω.

Agora observemos que por ( f3), podemos escolher K > 0 suficientemente grande tal que
f (t)+Kt é estritamente crescente para todo t ∈ R+.

De fato, por hipótese já temos que f não-decresce em (0, t∗)∪ (1/t∗,+∞). Então vamos
estudar o intervalo [t∗,1/t∗]. Temos que f é de classe C1 em (0,+∞), logo no intervalo [t∗,1/t∗]
existe m ∈ R tal que f ′(t) ≥ m. Se m > 0 podemos tomar qualquer K > 0. Por outro lado, se
m < 0 temos que

( f (t)+Kt)′ = f ′(t)+K ≥ m+K.

Então basta tomar K >−m.
Agora definamos

g(x, t) =





f (u(x))+Ku(x); t < u(x),
f (t)+Kt; u(x)≤ t ≤ u(x),
f (u(x))+Ku(x); t > u(x).

E consideremos o funcional Iλ : H1
0 (Ω)→ R dado por

Iλ (u) =
‖u‖2

2
+

λK
2

∫

Ω

|u|2
|x|a dx−λ

∫

Ω

G(x,u)
|x|a dx.

Usando o mesmo argumento do Lema 2.3.6, temos que Iλ é limitado inferiormente em H1
0 (Ω)

e fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Então Iλ possui um mínimo global,
digamos uλ , tal que 0 < u≤ uλ ≤ u quase em Ω. Assim uλ é solução fraca da equação

−∆uλ +λK
uλ
|x|a = λ

g(x,uλ )
|x|a em Ω e u = 0 sobre ∂Ω.

Logo pelos Lemas 2.3.3 e 2.3.4 obtemos que uλ ∈C1,θ
0 (Ω) para algum θ ∈ (0,1). Além disso,

como
λ u(x)γ ≤ λuλ (x)γ ≤ λ f (uλ (x)),
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obtemos que

λ u(x)γ +λ Ku(x) < λ [ f (uλ (x))+Kuλ (x)] = λg(x,uλ (x)) < λ f (u(x))+λ Ku(x).

Destas estimativas segue que u 6= uλ , uλ 6= u e

−∆(uλ −u)+
λK(uλ −u)

|x|a ≥ 0 em Ω

e

−∆(u−uλ )+
λK(u−uλ )

|x|a ≥ 0 em Ω.

Consequentemente, considerando β (x) =
λK
|x|a , como β ∈ Ls(Ω) para algum s > 1, obtemos

pelo Corolário 5.3 em [65] que

u < uλ < u em Ω,
∂ (uλ −u)

∂η
< 0 e

∂ (u−uλ )
∂η

< 0 sobre ∂Ω. (2.22)

Para conclímos a prova do lema mostraremos que uλ é um mínimo local de Jλ na topologia
C1

0(Ω). Com efeito, como u < uλ < u temos que uλ é solução de (Pλ ). Além disso, por (2.22)
é conhecido que existe δ > 0 tal que se v ∈C1

0(Ω) e ‖v−uλ‖C1
0(Ω) ≤ δ , então

u < v < u em Ω.

Assim,

Jλ (v)− Iλ (v) = λ
(∫

Ω

G(x,v(x))
|x|a dx−

∫

Ω

F(v(x))
|x|a dx− K

2

∫

Ω

|v(x)|2
|x|a dx

)
.

Notemos que

G(x,v(x)) =
∫ u(x)

0
( f (u(x))+Ku(x)) dt +

∫ v(x)

u(x)
( f (t)+Kt) dt

= f (u(x))u(x)+
∫ v(x)

u(x)
f (t) dt +

K
2

u2(x)+
K
2

v2(x)

e

F(v(x)) =
∫ u(x)

0
f (t) dt +

∫ v(x)

u(x)
f (t) dt = F(u(x))+

∫ v(x)

u(x)
f (t) dt.

Logo, sempre que ‖v−uλ‖C1
0(Ω) ≤ δ temos

Jλ (v)− Iλ (v) = λ
∫

Ω

(
f (u(x))u(x)+

K
2

u2(x)−F(u(x))
)
|x|−a dx = C.

Então como uλ é um mínimo global de Iλ , temos

Jλ (uλ ) = C + Iλ (uλ )≤C + Iλ (v) = Jλ (v).

Portanto, uλ é um mínimo local de Jλ em C1
0(Ω).
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2.7.2 Existência de uma solução do tipo passo da montanha para λ ∈ (0,Λ)

Nesta subseção provaremos a existência de uma segunda solução para o problema (Pλ ). Para
isto seguiremos alguns passos. Inicialmente seja u a única solução do problema singular:




−∆u = λ
uγ

|x|a em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.23)

Consideremos K > 0 tal que f (t)+Kt não-decresce e definamos

f̃ (x,s) =
{

f (s)+Ks se s > u(x),
f (u(x))+Ku(x) se s≤ u(x). (2.24)

Podemos considerar o funcional J̃λ : H1
0 (Ω)→ R dado por

J̃λ (u) =
‖u‖2

2
+

λK
2

∫

Ω

|u|2
|x|a dx−λ

∫

Ω

F̃(x,u)
|x|a dx,

onde
F̃(x,s) =

∫ s

0
f̃ (x, t) dt.

Observemos que se v ∈ H1
0 (Ω)∩C1

0(Ω) é suficientemente próximo a uλ em C1
0(Ω), usando

o mesmo argumento feito na prova do Lema 2.7.1 temos que Iλ (v) = J̃λ (v), então uλ é um
mínimo local para J̃λ restrito a C1

0(Ω). Consequentemente, uλ é um mínimo local para J̃λ em
H1

0 (Ω). Novamente como na prova do Lema 2.7.1 podemos checar que se vλ é um ponto crítico
para J̃λ , então vλ > u em Ω, consequentemente vλ é solução de (Pλ ). Temos também que vλ é
não-trivial. Então para provamos a existência de uma segunda solução para o nosso problema
é suficiente mostrarmos que J̃λ tem um ponto crítico vλ diferente de uλ . Para isto precisamos
de uma generalização da noção de sequência de Palais-Smale a qual foi introduzida em [39].

Definição 2.7.1. Seja F ⊂ H1
0 (Ω) um subconjunto fechado. Dizemos que uma sequência

(un)⊂ H1
0 (Ω) é uma sequência de Palais-Smale para J̃λ no nível ρ ao redor de F se

lim
n→+∞

dist(un,F ) = 0, lim
n→+∞

J̃λ (un) = ρ e lim
n→+∞

‖J̃′λ (un)‖∗ = 0.

Notação: (PS)F ,ρ .

Usando os mesmos argumentos do Lema 1.5.2, temos o seguinte resultado:

Lema 2.7.2. Sejam F ⊂ H1
0 (Ω) um subconjunto fechado e ρ ∈ R. Seja (un) ⊂ H1

0 (Ω)
uma sequência (PS)F ,ρ para J̃λ . Então existem uma subsequência de (un), que denotaremos
novamente por (un) e u0 ∈ H1

0 (Ω) tais que

un ⇀ u0 em H1
0 (Ω)

f (x,un)
|x|a → f (x,u0)

|x|a em L1(Ω)

F(x,un)
|x|a → F(x,u0)

|x|a em L1(Ω).

(2.25)
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Agora provaremos o seguinte fato:

Afirmação 2.7.1. Existe e ∈ H1
0 (Ω)\{0} tal que J̃λ (uλ ) > J̃λ (e).

De fato, vimos no Capítulo 1 que existem constantes θ > 2, C > 0 e d > 0 tais que para
todo u ∈ H1

0 (Ω)
F̃(x,u)≥C|u|θ −d.

Assim, dada v ∈ H1
0 (Ω)\{0}, obtemos que

J̃λ (uλ + tv) =
‖uλ + tv‖2

2
+

λK
2

∫

Ω

|uλ + tv|2
|x|a dx−λ

∫

Ω

F̃(x,uλ + tv)
|x|a dx

≥ ‖uλ + tv‖2

2
+

λK
2

∫

Ω

|uλ + tv|2
|x|a dx−λ

∫

Ω

|uλ + tv|θ −d
|x|a dx.

Logo,

J̃λ (uλ + tv) ≥ t2‖t−1uλ + v‖2

2
+

λKt2

2

∫

Ω
|t−1uλ + v|2 dx (2.26)

− tθ λ
∫

Ω

|t−1uλ + v|θ
|x|a dx+λ

∫

Ω

d
|x|a dx.

Como θ > 2, obtemos que J̃λ (uλ + tv)→−∞ quando t → ∞. Assim concluímos a afirmação.

Agora introduziremos algumas notações. Seja

Γ =
{

γ ∈C([0,1],H1
0 (Ω)) : γ(0) = uλ e γ(1) = e

}
.

Definamos o nível do passo da montanha

ρ0 = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J̃λ (γ(t)).

Então segue que ρ0 ≥ J̃λ (uλ ).
Seja R0 = ‖e− uλ‖. Se ρ0 = J̃λ (uλ ) temos que inf{J̃λ (v) : ‖v− uλ‖ = R} = ρ0 para todo

R ∈ (0,R0). Daí seja F = H1
0 (Ω) se ρ0 > J̃λ (uλ ) e F = {v ∈ H1

0 (Ω) : ‖v− uλ‖ = R0/2} se
ρ0 = J̃λ (uλ ).

Para encontrarmos um segunda solução do problema (Pλ ) precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.7.3. Suponha que ( f1)− ( f5) são satisfeitas, então

ρ0 < J̃λ (uλ )+
(2−a)π

α0
.
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Prova: Consideremos a seguinte sequência de funções construídas por Moser em [53]:

M̃n(x) = (2π)−1/2





(logn)1/2, se |x| ≤ 1/n
log(1/|x|)/(logn)1/2, se 1/n≤ |x| ≤ 1
0, se |x| ≥ 1.

Seja r > 0 tal que Br(0)⊂Ω, onde r será escolhido depois. Definido Mn(x) = M̃n(x/r), temos
que Mn tem suporte contido em Br(0). Além disso, é conhecido que ‖Mn‖ = 1 e Mn ⇀ 0
fracamente em H1

0 (Ω). Provaremos o lema por um argumento de contradição. Suponhamos
que para cada n ∈ N existe tn > 0 tal que

ρ0 = sup
t>0

J̃λ (uλ + tMn) = J̃λ (uλ + tnMn)≥ J̃λ (uλ )+
(2−a)π

α0
. (2.27)

Inicialmente provaremos o seguinte fato.

Afirmação 2.7.2. A sequência (tn) é limitada.

Com efeito, notemos que

J̃λ (uλ + tnMn) =
t2
n
2

∫

Ω
|∇(t−1

n uλ +Mn)|2 dx−λ
∫

Ω

F̂(x,uλ + tnMn)
|x|a dx,

onde F̂ é a primitiva da seguinte função:

f̂ (x,s) =
{

f (s) se s > u(x),
f (u(x)) se s≤ u(x).

Se tn →+∞, temos que

t2
n
2

∫

Ω
|∇(t−1

n uλ +Mn)|2 dx =
t2
n
2

+o(1). (2.28)

Por outro lado, temos

∫

Ω

F̂(x,uλ + tnMn)
|x|a dx≥

∫

B r
n
(0)

∫ uλ +tnMn(0)

0

f̂ (x, t)
|x|a dt.

Sejam
a = max

Ω
u e bn = min

B r
n
(0)

uλ .

Então bn → uλ (0) quando n → +∞. Assim, usando a definição de f̂ , para n suficientemente
grande, obtemos

∫

Ω

F̂(x,uλ + tnMn)
|x|a dx≥

∫

B r
n
(0)

∫ bn+tnMn(0)

a

f (t)
|x|a dt.
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Usando a condição que a não-linearidade f (s) tem crescimento crítico, obtemos constantes
positivas C e ε tais que

f (t)≥Ceεt2
para todo t ≥ a.

Consequentemente, para n suficientemente grande

∫

B r
n
(0)

∫ bn+tnMn(0)

a

f (t)
|x|a dt ≥ C

∫

B r
n
(0)

∫ bn+tnMn(0)

bn+(tn−1)Mn(0)

eεt2

|x|a dt

≥ 2πeε[bn+(tn−1)Mn(0)]2Mn(0)r2−an−(2−a).

Assim, existem constantes positivas m1 e m2 tais que

∫

B r
n
(0)

∫ bn+tnMn(0)

a

f (t)
|x|a dt ≥ m1em2ε(tn−1)2 logn(logn)1/2n−(2−a)

= m1nm2ε(tn−1)2−(2−a)(logn)1/2.

Desta última estimativa junto com (2.28) e usando que tn →+∞, obtemos que

J̃λ (uλ + tnMn)→−∞ quando n→+∞.

O que contradiz a estimativa inferior em (2.27). Portanto, a sequência (tn) é limitada.

Agora vamos estimar J̃λ (uλ + tnMn). Primeiro notemos que

J̃λ (uλ + tnMn) =
t2
n
2

+
1
2

∫

Ω
|∇uλ |2 dx+ tn

∫

Ω
∇uλ ∇Mn dx

+
λK
2

∫

Ω

|uλ + tnMn|2
|x|a dx−λ

∫

Ω

F̃(x,uλ + tnMn)
|x|a dx.

Como uλ é um ponto crítico de J̃λ , temos

J̃λ (uλ + tnMn) =
t2
n
2

+ J̃λ (uλ )−λ
∫

Ω

[F̃(x,uλ + tnMn)− F̃(x,uλ )− tn( f (uλ )+Kuλ )Mn]
|x|a dx.

Esta última equação pode ser escrita da seguinte forma

J̃λ (uλ + tnMn) =
t2
n
2

+ J̃λ (uλ )−λ
∫

Ω

[F̃(x,uλ + tnMn)− F̃(x,uλ )− tn f (x,uλ )Mn)]
|x|a dx

− λ tn
∫

Ω

( f̃ (x,uλ )− f (uλ )−Kuλ )Mn

|x|a dx.

Como f̃ não-decresce e uλ > u em Ω, segue por (2.27) que

t2
n ≥

(2−a)2π
α0

. (2.29)
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Esta última informação será crucial para prova do lema.
Sabemos que tn é o ponto de máximo para aplicação t 7→ J̃λ (uλ + tMn), assim

d
dt

J̃λ (uλ + tMn)|t=tn = 0,

isto é,

∫

Ω
∇(uλ + tnMn)∇Mn dx+λK

∫

Ω

uλ Mn

|x|a dx = λ
∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx. (2.30)

Vamos estimar o lado direito desta equação inferiormente. Seja

cn = min
|x|≤ rn

n

uλ (x),

onde rn será escolhido depois, com B rn
n
(0)⊂Ω. Então como f̃ não-decresce, por ( f5) obtemos

para n suficientemente grande

∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx≥
∫

B rn
n

(0)

h(tnMn(0))Mn(0)eα0(cn+tnMn(0))2

|x|a dx.

Assim,

∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx ≥ 2πh(tnMn(0))Mn(0)eα0(cn+tnMn(0))2
(rn

n

)2−a

= 2πh(tnMn(0))Mn(0)eα0(cn+tnMn(0))2
r2−a

n e−(2−a) logn.

Por outro lado, temos que

(cn + tnMn(0))2 ≥ (tnMn(0))2 +2cntnMn(0).

Assim por (2.29), temos sobre B rn
n
(0)

α0(cn + tnMn(0))2 ≥ α0t2
n(2π)−1 logn+2α0cntn(2π)−1/2(logn)1/2

≥ (2−a) logn+2α0cntn(2π)−1/2(logn)1/2.

Combinando estas estimativas obtemos
∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx≥ 2πh(tnMn(0))Mn(0)e2α0cntnMn(0)r2−a
n .

Fazendo r2−a
n = e−α0cntnMn(0), obtemos que

∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx≥ 2π
tn

h(tnMn(0))tnMn(0)eα0cntnMn(0).
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A menos de subsequência temos que tn → t0 > 0 e cn → uλ (0) > 0, assim existem constantes
positivas c1 e c2 tais que

∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx≥ c1h(tnMn(0))tnMn(0)ec2Mn(0).

Usando a condição ( f5), temos que

h(tnMn(0))tnMn(0)ec2Mn(0) = h(tn[(2π)−1 logn]1/2)tn[(2π)−1 logn]1/2ec2[(2π)−1 logn]1/2 →+∞.

Assim, a menos de subsequência temos

∫

Ω

f̃ (x,uλ + tnMn)Mn

|x|a dx→+∞. (2.31)

Por outro lado, temos que o lado esquerdo da equação (2.30) é limitada.
Com efeito, notemos que
∫

Ω
(∇uλ + tn∇Mn)∇Mn dx+λK

∫

Ω

uλ Mn

|x|a dx =
∫

Ω
∇uλ ∇Mn dx+ tn

∫

Ω
|∇Mn|2 dx

+ λK
∫

Ω

uλ Mn

|x|a dx.

Usando a desigualdade de Hölder e os fatos que ‖Mn‖ = 1 e (tn) é limitada, concluímos a
afirmação.

Esta última afirmação junto com (2.31) resultam numa contradição. E assim segue a prova
do lema.

Agora podemos provar o seguinte resultado.

Lema 2.7.4. Seja uλ o mínimo local para J̃λ obtido no Lema 2.7.1. Então existe outra solução
vλ ∈ H1

0 (Ω) de (Pλ ) do tipo passo da montanha.

Prova: Pelo Lema 2.7.3, temos que

ρ0 < J̃λ (uλ )+
(2−a)π

α0
.

Seja (vn) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência (PS)F ,ρ0 para J̃λ (esta sequência sempre existe pelo

Teorema 1 em [39]). Então pelo Lema 2.7.2 existe vλ ∈ H1
0 (Ω) tal que vn ⇀ vλ em H1

0 (Ω)
e ∫

Ω

f̃ (x,vn)
|x|a dx→

∫

Ω

f̃ (x,vλ )
|x|a dx

e ∫

Ω

F̃(x,vn)
|x|a dx→

∫

Ω

F̃(x,vλ )
|x|a dx.
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Então, vλ é um ponto crítico de J̃λ , e vimos no começo desta subseção que vλ é solução de
(Pλ ). Agora, mostraremos que vλ 6≡ uλ . Para isto temos que considerar dois casos.

Caso 1: ρ0 = Jλ (uλ ) e vλ ≡ uλ .

Neste caso, trabalhamos com F = {v ∈ H1
0 (Ω) : ‖v−uλ‖= R0

2 }. Assim temos

J̃λ (uλ ) = ρ0 =J̃λ (vn)+o(1)

=
1
2
‖vn‖2−λ

∫

Ω

F̃(x,vn)
|x|a dx+o(1)

=
1
2
‖vn‖2−λ

∫

Ω

F̃(x,vλ )
|x|a dx+o(1)

=
1
2
‖vn‖2 + J̃λ (uλ )− 1

2
‖uλ‖2 +o(1).

Desta última estimativa temos que vn → uλ em H1
0 (Ω), pois vn ⇀ uλ e ‖vn‖→ ‖uλ‖. Mais isto

contradiz o fato de (vn) ser uma sequência (PS)F ,ρ0 . Logo, vλ 6≡ uλ .

Caso 2: ρ0 > Jλ (uλ ) e vλ ≡ uλ .

Primeiro mostraremos que

∫

Ω

f̃ (x,vn)vn

|x|a dx→
∫

Ω

f̃ (x,uλ )uλ
|x|a dx. (2.32)

Sabemos que

ρ0 < J̃λ (uλ )+
(2−a)π

α0
.

Logo, existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que

0 <
(

ρ0− J̃λ (uλ )
)

(1+ ε) <
(2−a)π

α0
. (2.33)

Por outro lado,
‖vn‖2

2
−λ

∫

Ω

F(x,vn)
|x|a dx→ ρ0.

Logo,
‖vn‖2 → 2(ρ0 +M0), (2.34)

onde M0 = λ
∫

Ω

F̃(x,uλ )
|x|a dx. Por (2.33), temos que

[
2(ρ0 +M0)−‖uλ‖2](1+ ε) <

(2−a)2π
α0

.

Assim, por (2.34) para n suficientemente grande, temos

(‖vn‖2−‖uλ‖2)(1+ ε) <
(2−a)2π

α0
.
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Daí,

‖vn‖2
(

1−
∥∥∥∥

uλ
‖vn‖

∥∥∥∥
)

(1+ ε) <
(2−a)2π

α0
.

Assim podemos tomar s > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

sα0‖vn‖2 <

(
1−

∥∥∥∥
uλ
‖vn‖

∥∥∥∥
)−1

2π(2−as).

Como vn

‖vn‖ ⇀
uλ

lim‖vn‖ ,

segue pelo Lema 1.6.5 que ∫

Ω

| f̃ (x,vn)|s
|x|as dx≤C.

Visto que ∫

Ω

| f̃ (x,vn)|s
|x|as dx≤C

∫

Ω

esα0‖vn‖2(vn/‖vn‖)2

|x|as dx≤C.

Usando esta estimativa e a imersão contínua de H1
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para t ∈ [1,+∞), obtemos que

∫

Ω

f̃ (x,vn)v2
n

|x|a dx≤
(∫

Ω

| f̃ (x,vn)|s
|x|as dx

)1/s

·
(∫

Ω
|vn|2s′ dx

)1/s′

≤C.

Logo, pelo Lema 1.5.1 concluímos a afirmação (2.32).

Por fim, notemos que

ρ0 = lim
n→+∞

(
J̃λ (vn)− 1

2
〈J̃′(vn),vn〉

)

= lim
n→+∞

(
λ
2

∫

Ω

f̃ (x,vn)
|x|a vn dx−λ

∫

Ω

F̃(x,vn)
|x|a dx

)

=

(
λ
2

∫

Ω

f̃ (x,uλ )
|x|a uλ dx−λ

∫

Ω

F̃(x,uλ )
|x|a dx

)

=
(

J̃λ (uλ )− 1
2
〈J̃′(uλ ),uλ 〉

)
= J̃λ (uλ ).

Mas isto contradiz o fato ρ0 > J̃λ (uλ ). Logo, vλ 6≡ uλ .





CAPÍTULO 3

Sobre uma desigualdade singular do tipo
Trudinger-Moser e suas aplicações

3.1 Introdução

Neste capítulo provaremos uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser com um peso
singular para um domínio suave qualquer em R2 (cf. Seção 3.2, Teorema 3.2.1), e como
consequência deste resultado estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas para
a seguinte classe de problemas singulares:

−∆u+V (x)u =
f (u)
|x|a +h(x), x ∈ R2 (3.1)

onde a ∈ [0,2), h ∈ (H1(R2))∗ = H−1 é uma pequena pertubação com h 6≡ 0 e V : R2 → R é
uma função contínua satisfazendo as seguinte condições:

(V1) existe uma constante positiva V0 tal que

V (x)≥V0 para todo x ∈ R2;

(V2) a função [V (x)]−1 pertence a L1(R2).

Estamos interessado novamente no caso que a não-linearidade f (s) tem o máximo crescimento
sobre s que torna possível tratar o problema (3.1) variacionalmente num espaço de funções
adequado, isto é, o crescimento subcrítico e o crescimento crítico do tipo Trudinger-Moser
[53, 66], os quais definimos da seguinte forma no Capítulo 1: Dizemos que f (s) tem
crescimento subcrítico em +∞ se para todo α > 0

lim
s→+∞

f (s)
eαs2 = 0, (3.2)

e f (s) tem crescimento crítico em +∞ se existe α0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f (s)
eαs2 =

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0.
(3.3)

Similarmente definimos crescimento subcrítico e crítico em −∞.

Além disso, assumiremos as seguintes condições sobre o termo não-linear:

77
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( f0) f ∈C(R,R) e f (0) = 0;

( f1) existem constantes θ > 2 e s1 > 0 tal que para todo |s| ≥ s1,

0 < θF(s) :=
∫ s

0
f (t) dt ≤ s f (s);

( f2) existem constantes positivas R0 e M0 tais que para todo |s| ≥ R0

0 < F(s)≤M0| f (s)|.

Para aplicarmos métodos variacionais consideremos o seguinte subespaço de H1(R2)

E =
{

u ∈ H1(R2) :
∫

R2
V (x)u2 dx < ∞

}
,

o qual é um espaço de Hilbert dotado do seguinte produto interno

〈u,v〉=
∫

R2
(∇u∇v+V (x)uv) dx, u,v ∈ E, (3.4)

para o qual corresponde a norma ‖u‖ = 〈u,u〉1/2. Aqui H1(R2) denota o usual espaço de
Sobolev com a norma

‖u‖1,2 =
[∫

R2
(|∇u|2 + |u|2) dx

]1/2

.

Dizemos que u ∈ E é uma solução fraca do problema (3.1) se

∫

R2
(∇u∇v+V (x)uv) dx−

∫

R2

f (u)
|x|a v dx−

∫

R2
hv dx = 0, (3.5)

para todo v ∈ E. Notemos que soluções fracas de (3.1) são pontos críticos do funcional energia

I(u) =
1
2
‖u‖2−

∫

R2

F(u)
|x|a dx−

∫

R2
hu dx. (3.6)

É importante lembrarmos que a hipótese (V1) implica que a imersão

E ↪→ H1(R2)

é contínua e a condição (V2), junto com a desigualdade de Hölder, implicam que

‖u‖L1(R2) ≤
(∫

R2
V (x)−1 dx

)1/2

‖u‖. (3.7)

Consequentemente,
E ↪→ Lq(R2) para todo 1≤ q < ∞, (3.8)
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com imersões contínuas. Também é bem conhecido que a condição (V2) implica que estas
imersões são compactas para todo 1≤ q < ∞ (cf. [45] e [51]). Além disso,

λ1 := inf
u∈E\{0}

∫
R2(|∇u|2 +V (x)u2) dx∫

R2 u2/|x|a dx
> 0. (3.9)

Outro fato importante é que se h ≥ 0, de forma idêntica ao Capítulo 1 é fácil de ver que o
problema

−∆u+V (x)u =
λ1u+2ueu2

|x|a +h(x), x ∈ R2

não possui soluções positivas. Assim, assumimos a seguinte condição adicional na origem:

( f3) limsups→0
2F(s)

s2 < λ1.

A seguir enunciamos os principais resultados deste capítulo, os quais para fácil referência
distinguimos dois casos.

3.1.1 Caso subcrítico

Ao longo deste capítulo denotaremos por H−1 o espaço dual de H1(R2) com a norma usual
‖ · ‖H−1 .

Teorema 3.1.1. Se f (s) tem crescimento subcrítico em +∞ e −∞, e (V1)− (V2), ( f0), ( f1)
(ou ( f2)), ( f3) são satifeitas, então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ1, o problema (3.1)
tem pelo menos duas soluções fracas. Uma com energia negativa, enquanto outra com energia
positiva.

Além disso, se h(x) tem sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 3.1.2. Sob a mesmas condições do Teorema 3.1.1, se h(x) ≥ 0 (h(x) ≤ 0) quase
sempre em R2, então as soluções obtidas no Teorema 3.1.1 são não-negativas (não-positivas),
respectivamente.

3.1.2 Caso crítico

Teorema 3.1.3. Se f (s) tem crescimento crítico em +∞ e −∞, e que (V1) −
(V2), ( f0), ( f2), ( f3) são satisfeitas. Então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ1, o problema
(3.1) tem uma solução fraca com energia negativa.

Teorema 3.1.4. Assumido as mesmas condições do Teorema 3.1.3 e se adicionarmos que

( f +
4 ) existem constantes p > 2 e Cp tais que

f (s)≥Cpsp−1 para todo s≥ 0,
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onde

Cp >

[
α0(p−2)

2p(2−a)π

](p−2)/2

Sp
p,

e

Sp = inf
u∈E\{0}

(∫

R2
(|∇u|2 +V (x)u2) dx

)1/2

(∫

R2

|u|p
|x|a dx

)1/p
.

Então existe δ2 > 0, tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ2, o problema (3.1) tem uma segunda solução
fraca.

Além disso, se h(x) tem sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 3.1.5. Sob a mesmas condições do Teorema 3.1.4, se h(x)≥ 0 quase sempre em R2,
então as soluções obtidas no Teorema 3.1.4 são não-negativas. Além disso, se h(x) ≤ 0 quase
sempre em R2 e f (s) satisfaz:

( f−4 )
| f (s)| ≥Cp|s|p−1 para todo s ∈ R,

então estas soluções são não-positivas.

Problemas com crescimento subcrítico e crítico exponencial envolvendo o operador
Laplaciano em domínios limitados tem sido extensivamente estudado, veja por exemplo de
Figueiredo-Miyagaki-Ruf [30] e suas referências. Já o problema −∆u +V (x)u = f (u) em
todo o espaço R2 foi tratado primeiramente por Cao [17] considerando o caso não-singular,
homogêneo e com o potencial V convergindo para uma constante quando |x| → +∞. Neste
capítulo motivado pelos resultados do Capítulo 1 e pelos artigos de Adimurthi-Sandeep [5],
J. M. do Ó [32] e J. M. do Ó-de Medeiros-Severo [34] nosso principal objetivo é estabelecer
um resultado de existência e multiplicidade similar ao obtido por J. M. do Ó-de Medeiros-
Severo [34] para o problema (3.1). Para tanto, precisaremos provar uma desigualdade do tipo
Trudinger-Moser com o peso singular |x|−a com a ∈ [0,2) em domínios quaisquer em R2.
Além disso, precisamos estabelecer uma versão de um resultado muito conhecido de Lions
(cf. Seção 3.2, Teorema 3.2.2) com o peso singular |x|−a. Em [34] para o problema com
crescimento crítico a função f (s) satisfaz a condição:

liminf
s→+∞

s f (s)e−α0s2 ≥ β0 > 0. (3.10)

Neste trabalho generalizamos o resultado principal em [34], pois tratamos o caso singular e
a condição ( f +

4 ) no Teorema 3.1.4 é menos restritiva que a condição (3.10).
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Observação 3.1.1. Um exemplo típico de função satisfazendo as condições ( f2),( f3) e ( f +
4 )

com crescimento crítico é

f (s) =





0, se s ∈ (−∞,0);

Cpsp−1 +2s(es2 −1), se s ∈ [0,1];

Cpsp−1 +(e−1)
[
(2s−1)es2−s + s

]
, se s ∈ (1,+∞).

Para provarmos ( f2), é suficiente notarmos que para s > 1 existe A > 0 tal que

F(s) = A+
Cp

p
(sp−1)+(es2−s−1)+

(s2−1)
2

,

assim,

lim
|s|→∞

F(s)
f (s)

= 0.

Para ( f3), é suficiente notarmos que

limsup
s→0

2F(s)
s2 = 2 lim

s→0

Cp
p sp +(es2 −1)− s2

s2 = 0 < λ1.

Além disso, é fácil de ver que f (s) ≥Cpsp−1 para todo s ≥ 0, mostrando que ( f +
4 ) vale. Por

outro lado, notemos que
lim

s→+∞
s f (s)e−s2

= 0.

Observação 3.1.2. Lembremos que a condição ( f2) é mais forte que ( f1), no sentido que ( f2)
implica ( f1).

A prova dos nossos resultados de existência seguirá as mesmas idéias do Capítulo 1. Mais
precisamente por minimização local em combinação com o Teorema do Passo da Montanha.
Primeiro mostraremos que no caso subcrítico o funcional associado ao problema satisfaz a
condição de compacidade de Palais-Smale, e como consequência podemos distinguir uma
solução de mínimo local de uma solução do tipo passo da montanha. Entretanto, novamente
no caso crítico a condição de Palais-Smale não é satisfeita em geral, assim para provar que as
soluções são distintas repetindo o argumento feito no Capítulo 1 faremos um refinamento para
os níveis de energia do funcional associado ao problema. E novamente a condição ( f +

4 ) no
Teorema 3.1.4 será crucial para estimar o nível do passo da montanha.



82 Capítulo 3 Sobre uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser e suas aplicações

3.2 Uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser para
subdomínios em R2

O principal objetivo desta seção é provar uma nova desigualdade o tipo Trudinger-Moser
para um domínio qualquer em R2. No entanto, para um melhor entendimento sobre esta
nova desigualdade que pretendemos provar relembremos inicialmente alguns fatos sobre a
desigualdade de Trudinger-Moser.

Se Ω ⊂ R2 é um domínio limitado a desigualdade de Trudinger-Moser (cf. [53, 66])
estabelece que para todo α > 0 e u ∈ H1

0 (Ω)

eαu2 ∈ L1(Ω)

e existe c > 0 tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫

Ω
eαu2

dx≤ c|Ω| para α ≤ 4π. (3.11)

Além disso, a desigualdade acima é ótima, isto é, para qualquer crescimento eαu2
com α > 4π

o correspondente supremo é +∞.
Por outro lado, o supremo (3.11) torna-se infinito para domínios Ω com |Ω| = ∞, e assim

a desigualdade de Trudinger-Moser não vale para domínios não-limitados. Mais algumas
desigualdades do tipo Trudinger-Moser foram propostas para domínios não-limitados, podemos
citar por exemplo os trabalhos de Cao [17], Adachi-Tanaka [2] e J. M. do Ó [32]. Eles provaram
que para todo α > 0 e u ∈ H1(R2)

(eαu2 −1) ∈ L1(R2)

e também se α < 4π e ‖u‖2 ≤M, então existe uma constante positiva C = C(M,α) tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫

R2
(eαu2 −1) dx≤C(M,α). (3.12)

Em um recente artigo Adimurthi-Sandeep [5] estenderam a desigualdade de Trudinger-
Moser com um peso singular. Eles provaram que se Ω é um domínio limitado em R2 contendo
a origem, u ∈ H1

0 (Ω) e a ∈ [0,2), então

∫

Ω

eαu2

|x|a dx < ∞. (3.13)

e

sup
‖∇u‖2≤1

∫

Ω

eαu2

|x|a dx < ∞ para α/4π +a/2≤ 1. (3.14)

Temos também que a desigualdade acima é ótima, isto é, para qualquer crescimento eαu2
com

α/4π +a/2 > 1 o correspondente supremo é +∞.
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Novamente o supremo (3.14) torna-se infinito para domínios Ω com |Ω|= ∞, e assim (3.14)
não vale para domínio não-limitados.

É importante destacarmos que os resultados acima são válidos para dimensões superiores a
dois. Aqui, motivado pelos trabalhos de Adimurthi-Sandeep [5], Cao [17], Adachi-Tanaka [2]
e J. M. do Ó [32], provaremos uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser com um peso
singular sobre domínio suave qualquer em R2. Mais precisamente, mostraremos o seguinte
resultado:

Teorema 3.2.1. Sejam Ω um domínio suave em R2 contendo a origem, α > 0, a ∈ [0,2) e
u ∈ H1

0 (Ω), então
∫

Ω

(eαu2 −1)
|x|a dx < ∞.

Além disso, se α/4π +a/2 < 1 e ‖u‖2 ≤M, existe uma constante positiva C =C(M,α) tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫

Ω

(eαu2 −1)
|x|a dx≤C(M,α). (3.15)

Temos também que o supremo acima é +∞ quando α/4π +a/2 > 1.

Prova: Inicialmente notemos que

∫

Ω

(eαu2 −1)
|x|a dx≤

∫

R2

(eαu2 −1)
|x|a dx,

desde que qualquer função u ∈ H1
0 (Ω) pode ser extendida como sendo zero no complementar

do domínio Ω, resultando numa função em H1(R2). Assim é suficiente provarmos o resultado
para u ∈ H1(R2).

Usando simetrização é suficiente provarmos a desigualdade requerida para funções não-
negativas, radialmente simétricas e decrescente u(x) = u(|x|). Consideremos a integral acima
dividida em duas partes com um raio ρ0 > 0 a ser escolhido depois.

∫

R2

(eαu2 −1)
|x|a dx =

∫

Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx+

∫

R2\Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx. (3.16)

Para estimar a primeira integral em (3.16), seja v(ρ) = u(ρ)−u(ρ0) se 0≤ ρ ≤ ρ0 e v(ρ)≡ 0
se ρ ≥ ρ0. Então,

u2(ρ) = v2(ρ)+2v(ρ)u(ρ0)+u2(ρ0).

Pela desigualdade de Young, para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que

u2(ρ)≤ (1+ ε)v2(ρ)+(1+Cε)u2(ρ0).

Por outro lado, pelo Lema Radial (cf. [43]), temos

|u(ρ)| ≤ 1√
π
‖u‖2

1
ρ

para todo ρ > 0.
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Assim,

u2(ρ)≤ (1+ ε)v2(ρ)+
(1+Cε)

πρ2
0

‖u‖2
2.

Escolhendo ρ2
0 ≥ (1+Cε)/π , obtemos que

u2(ρ)≤ (1+ ε)v2(ρ)+M2. (3.17)

Logo,

∫

Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx ≤

∫

Bρ0

eα((1+ε)v2+M2)

|x|a dx

≤ eαM2
∫

Bρ0

eα(1+ε)v2

|x|a dx. (3.18)

Desde que v ∈ H1
0 (Bρ0), obtemos por (3.18) e (3.13) que

∫

Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx < ∞, (3.19)

para todo u ∈ H1(R2) e α > 0. Notemos que se ‖∇u‖2 ≤ 1, então
∫

Bρ0

|∇v|2dx =
∫

Bρ0

|∇u|2dx≤
∫

R2
|∇u|2dx≤ 1.

Assim tomando ε > 0 tal que (1+ ε)α/4π + a/2 < 1, e usando a estimativa (3.14) e (3.18),
obtemos C1 > 0 tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫

Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx≤C1eαM2

. (3.20)

Para a segunda integral, escolhendo ρ0 ≥ 1, obtemos

∫

R2\Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx≤

∫

R2\Bρ0

(eαu2 −1) dx.

Logo, por (3.12) ∫

R2\Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx < ∞, (3.21)

para todo u ∈ H1(R2) e α > 0. Além disso, existe C2 = C2(α,M) > 0 tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫

R2\Bρ0

(eαu2 −1)
|x|a dx≤C2(α ,M). (3.22)

Por fim, escolhendo ρ0 = max

{
1,

√
(1+Cε)

π

}
, segue por (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) a

primeira parte do resultado.
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Agora mostraremos que (3.15) não vale se α/4π + a/2 > 1. Para isto consideremos a
sequência de Moser (cf. [53]):

Mn(x) = (2π)−1/2





(logn)1/2 se |x| ≤ 1/n
log(1/|x|)
(logn)1/2 se 1/n≤ |x| ≤ 1

0 se |x| ≥ 1.

É conhecido que Mn ∈ H1(R2), supp(Mn) = B1 e ‖∇Mn‖2 = 1. Assim,

∫

R2

(eαM2
n −1)
|x|a dx≥

∫

B1/n

(eαM2
n −1)
|x|a dx =

2π
2−a

(
n2(α/4π+a/2−1)− 1

n2−a

)
.

Usando que α/4π +a/2 > 1 e fazendo n→+∞, obtemos

∫

R2

(eαM2
n −1)
|x|a dx = +∞.

O que completa a prova.

A desigualdade de Trudinger-Moser foi melhorada por Lions em [50, Teorema I.6]. Ele
provou o seguinte resultado num domínio limitado Ω ⊂ R2: Se (wn) é uma sequência em
H1(Ω) tal que ‖wn‖1,2 = 1 e converge fracamente para w0 em H1(Ω) com ‖w0‖1,2 < 1, então
para todo 0 < p < 4π(1−‖w0‖2

1,2)
−1 vale a seguinte estimativa

sup
n

∫

Ω
epw2

n dx < ∞. (3.23)

Este resultado foi estendido para todo R2 por J. M. do Ó-de Medeiros-Severo em [34]. Eles
provaram que se (wn) é uma sequência em H1(R2) tal que ‖wn‖1,2 = 1, wn ⇀ w0 fracamente
em H1(R2) e ‖w0‖1,2 < 1. Então para todo 0 < p < 4π(1−‖w0‖2

1,2)
−1 vale

sup
n

∫

R2
(epw2

n −1) dx < ∞. (3.24)

A seguir adaptando o argumento feito por J. M. do Ó-de Medeiros-Severo em [34],
estabeleceremos uma versão singular deste resultado em todo R2.

Teorema 3.2.2. Seja (wn) em H1(R2) com ‖wn‖1,2 = 1 e suponha que wn ⇀ w0 fracamente
em H1(R2) com ‖w0‖1,2 < 1. Então para todo 0 < p < 2π(2−a)(1−‖w0‖2

1,2)
−1 e a ∈ [0,2),

temos

sup
n

∫

R2

(epw2
n −1)
|x|a dx < ∞.
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Prova: Desde que wn ⇀ w0 e ‖wn‖1,2 = 1, obtemos que

‖wn−w0‖2
1,2 = 1−2〈wn,w0〉+‖w0‖2

1,2 → 1−‖w0‖2
1,2 <

2π(2−a)
p

.

Assim, para n grande temos

p‖wn−w0‖2
1,2/4π +a/2 < 1.

Agora escolhendo q > 1 mas bem próximo de 1 e ε > 0 satisfazendo

qp(1+ ε2)‖wn−w0‖2
1,2/4π +a/2 < 1,

pelo Lema 3.2.1, temos

∫

R2

[
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

]

|x|a dx =
∫

R2

[
e

qp(1+ε2)‖wn−w0‖2
1,2

(
wn−w0

‖wn−w0‖1,2

)2

−1
]

|x|a dx≤C.

Além disso, desde que

pw2
n ≤ p(1+ ε2)(wn−w0)2 + p(1+

1
ε2 )w2

0,

segue que

epw2
n −1 ≤ (ep(1+ε2)(wn−w0)2

ep(1+1/ε2)w2
0 −1)

≤ 1
q

(
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

)
+

1
r

(
erp(1+1/ε2)w2

0 −1
)

,

onde na última desigualdade usamos que para todo a,b > 0 e q−1 + r−1 = 1 temos

ab−1≤ 1
q
(aq−1)+

1
r
(br−1).

Logo,

∫

R2

(epw2
n −1)
|x|a dx≤ 1

q

∫

R2

[
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

]

|x|a dx+
1
r

∫

R2

[
erp(1+1/ε2)w2

0 −1
]

|x|a dx

≤C,

para n grande e assim o resultado está provado.

Agora faremos uma aplicação simples do Teorema 3.2.1.
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Lema 3.2.1. Seja β > 0 e r > 1. Então para cada α > r existe uma constante positiva C =C(α)
tal que para todo s ∈ R

(eβ s2 −1)r ≤C(eαβ s2 −1).

Em particular, se u ∈ H1(R2) e a ∈ [0,2) então

(eβu2 −1)r

|x|a ∈ L1(R2).

Prova: A primeira parte deste lema foi provada em [34]. Consequentemente, pelo Teorema
3.2.1 segue a segunda parte.

Observação 3.2.1. Como consequência do Teorema 3.2.1, Lema 3.2.1 e da desigualdade de
Hölder, temos que se β > 0 e q > 0 então a função

|u|q (eβu2 −1)
|x|a ∈ L1(R2) para todo u ∈ H1(R2).

3.3 Formulação variacional do problema (3.1)

Pela condição ( f3) temos que

limsup
s→0

f (s)
s

< λ1.

Assim, se f (s) é contínua e tem crescimento subcrítico em +∞ e −∞, então para cada α > 0
existe b1, b2 > 0 tais que para todo s ∈ R

| f (s)| ≤ b1|s|+b2(eαs2 −1). (3.25)

Similarmente, se f (s) é contínua e tem crescimento crítico em +∞ e −∞, então para cada
α > α0 existe c1, c2 > 0 tais que para todo s ∈ R

| f (s)| ≤ c1|s|+ c2(eαs2 −1). (3.26)

Esta estimativa junto com observação 3.2.1 e as condições ( f1) (ou ( f2)), ( f3) implicam que
F (u)
|x|a ∈ L1(R2) para todo u ∈ H1 (

R2). Logo, o funcional energia I : E → R dado por (3.6)

está bem definido. Além disso, usando argumentos idênticos aos feitos no Capítulo 1, podemos
provar que I ∈C1(E,R) com

〈I′(u),v〉=
∫

R2
(∇u∇v+V (x)uv) dx−

∫

R2

f (u)
|x|a v dx−

∫

R2
hv dx,

para todo u,v ∈ E. Consequentemente, pontos críticos do funcional I são soluções fracas do
problema (3.1).
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3.4 Geometria do funcional

Nos próximos lemas estudaremos a geometria do funcional I.

Lema 3.4.1. Se v ∈ E, β > 0, q > 0 e ‖v‖ ≤ M com βM2/4π + a/2 < 1, então existe
C = C(β ,M,q) > 0 tal que

∫

R2

(eβv2 −1)
|x|a |v|q dx≤C‖v‖q.

Prova: Consideremos que r > 1 e suficientemente próximo de 1 tal que rβM2/4π + ra/2 < 1
e sq≥ 1 onde s = r/(r−1). Usando a desigualdade a Hölder, temos

∫

R2

(eβv2 −1)
|x|a |v|q dx≤

[∫

R2

(eβv2 −1)r

|x|ra dx

]1/r

‖v‖q
qs.

Agora, tomemos α > r mas suficientemente próximo de r tal que αβM2/4π + ra/2 < 1, pelo
Lema 3.2.1 e pelo Teorema 3.2.1 temos que

∫

R2

(eβv2 −1)
|x|a |v|q dx≤C1





∫

R2

[eαβM2
(

v
‖∇v‖

)2

−1]
|x|ra dx





1/r

‖v‖q
qs ≤C2‖v‖q

qs.

Finalmente, usando a imersão contínua E ↪→ Lsq(R2), concluímos que

∫

R2

(eβv2 −1)
|x|a |v|q dx≤C‖v‖q.

Lema 3.4.2. Assuma ( f0), ( f1) (ou ( f2)), ( f3) e que f (s) tem crescimento subcrítico (ou
crítico) em +∞ e −∞. Então existe δ1 > 0 tal que para cada h ∈ H−1 com ‖h‖H−1 < δ1,
existe ρh > 0 tal que

I (u) > 0 se ‖u‖= ρh.

Prova: Por ( f3) existe ε,δ > 0 tais que se |s| ≤ δ então

|F(s)| ≤ (λ1− ε)
2

|s|2. (3.27)

Por hipótese f (s) é contínua e tem crescimento subcrítico (ou crítico) em +∞ e −∞. Por ( f1)
(ou ( f2)), para cada q > 2 existe uma constante C = C(q,δ ) tal que

|F(s)| ≤C|s|q(eαs2 −1), (3.28)
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se |s| ≥ δ . Por (3.27) e (3.28) obtemos que

|F(s)| ≤ (λ1− ε)
2

|s|2 +C|s|q(eαs2 −1), (3.29)

para todo s∈R e q > 2. Agora, usando o Lema 3.4.1, (3.9) e a imersão contínua (3.8), obtemos
que

I(u)≥ 1
2
‖u‖2− (λ1− ε)

2

∫

Ω

|u|2
|x|a dx−C‖u‖q−‖h‖H−1‖u‖

≥ 1
2

[
1− (λ1− ε)

λ1

]
‖u‖2−C‖u‖q−‖h‖H−1‖u‖.

Consequentemente,

I(u)≥ ‖u‖
[

1
2

(
1− (λ1− ε)

λ1

)
‖u‖−C‖u‖q−1−‖h‖H−1

]
. (3.30)

Desde que ε > 0 e q > 2, podemos escolher ρ > 0 tal que

1
2

[
1− (λ1− ε)

λ1

]
ρ−Cρq−1 > 0.

Assim para ‖h‖H−1 suficientemente pequeno, existe ρh > 0 tal que I(u) > 0 se ‖u‖= ρh.

Lema 3.4.3. Suponha que f satisfaz ( f1) (ou ( f2)). Então existe e ∈ E com ‖e‖> ρh tal que

I(e) < inf
‖u‖=ρh

I(u).

Prova: Por ( f1) (ou ( f2)), para θ > 2, existem constantes positivas C1 e C2 tais que para todo
u ∈ H1(R2)\{0},

F(u)≥C1|u|θ −C2.

Assim escolhendo ϕ ∈C∞
0 (R2)\{0}, temos

I(tϕ) ≤ t2

2
‖ϕ‖2−C1tθ

∫

K

|ϕ|θ
|x|a dx+C2

∫

K

dx
|x|a − t

∫

K
h(x)ϕ dx,

≤ tN

N
‖ϕ‖N −C1tθ

∫

K

|ϕ|θ
|x|a dx+ t‖h‖∗‖ϕ‖+C3,

onde K = supp(ϕ). Como θ > 2, temos que I(tϕ)→−∞ quando t →+∞. Assim e = tϕ com
t suficientemente grande satisfaz o lema

Para encontrarmos uma solução via minimização local precisaremos do seguinte resultado.

Lema 3.4.4. Se f (s) é contínua e tem crescimento subcrítico (ou crítico) em +∞ e −∞, então
existem η > 0 e v ∈ E com ‖v‖= 1 tal que I(tv) < 0 para todo 0 < t < η . Em particular,

inf
‖u‖≤η

I(u) < 0.
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Prova: Para cada h ∈ H−1, aplicando o Teorema de Representação de Riesz para o espaço de
Hilbert E com o produto interno (3.4), o problema

−∆v+V (x)v = h, x ∈ R2

tem uma única solução v em E. Logo,
∫

R2
hv dx = ‖v‖2 > 0 para cada h 6= 0.

Desde que f (0) = 0, por continuidade segue que existe η > 0 tal que

d
dt

I(tv) = t‖v‖2−
∫

R2

f (tv)
|x|a v dx−

∫

R2
hv dx < 0,

para todo 0 < t < η . Usando que I(0) = 0, devemos ter I(tv) < 0 para todo 0 < t < η .

Desta forma usando estes lemas temos que este funcional tem a mesma geometria do
funcional considerado no Capítulo 1. Assim pelos Lemas 3.4.2 e 3.4.3 existe δ1 > 0 tal que se
‖h‖∗ ≤ δ1 o nível

cM = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) > 0,

onde Γ = {g ∈C([0,1],W 1,N
0 (Ω)) : g(0) = 0,g(1) = e}.

Temos também pelo Lema 3.4.4 que existe η > 0 tal que

−∞ < c0 ≡ inf
‖u‖≤η

I(u) < 0.

Pelos Lemas 3.4.2 e 3.4.3 podemos aplicar o Teorema 1.3.1 para obter uma sequência
(vn)⊂W 1,N

0 (Ω) tal que
I(vn)→ cM e ‖I(vn)‖∗→ 0. (3.31)

Seja ρh como no Lema 3.4.2. Desde que Bρh é um espaço métrico completo com a
métrica induzida pela norma de W 1,N

0 (Ω) e convexo, e o funcional I é de classe C1 e limitado
inferiormente sobre Bρh , segue pelo Teorema 1.3.2 que existe uma sequência (un) em Bρh tal
que

I(un)→ c0 e ‖I′(un)‖∗→ 0. (3.32)

Desta forma precisamos estudar as propriedades das sequências (vn) e (un). O que será o
foco da próxima seção.

3.5 Propriedades das sequências de Palais-Smale

Para provarmos que uma sequência de Palais-Smale converge para uma solução fraca do
problema (3.1) precisamos estabelecer o seguinte lema:
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Lema 3.5.1. Assuma ( f1) (ou ( f2)) e que f (s) tem crescimento subcrítico (ou crítico ) em +∞
e −∞. Seja (un) em E tal que I(un)→ c e I′(un)→ 0. Então

‖un‖ ≤C,
∫

R2

f (un)
|x|a un dx≤C e

∫

R2

F(un)
|x|a dx≤C.

Prova: Temos que

1
2
‖un‖2−

∫

R2

F(un)
|x|a dx−

∫

R2
hun dx = c+o(1),

e para todo ϕ ∈ E
∫

R2
(∇un∇ϕ +V (x)unϕ) dx−

∫

R2

f (un)
|x|a ϕ dx−

∫

R2
hϕ dx = o(‖ϕ‖). (3.33)

Por ( f1) (ou ( f2)), obtemos

C + εn‖un‖ ≥
(

θ
2
−1

)
‖un‖2−

∫

R2

[θF(un)− f (un)un]
|x|a dx

≥
(

θ
2
−1

)
‖un‖2−

∫

{x : |un(x)|<s1}
[θF(un)− f (un)un]

|x|a dx,

onde εn → 0 quando n → ∞. Usando que | f (s)s− F(s)| ≤ C1|s| para todo |s| ≤ s1 e a
desigualdade (3.7), obtemos que

C + εn‖un‖ ≥
(

θ
2
−1

)
‖un‖2−C1‖un‖,

esta desigualdade implica que existe C > 0 tal que ‖un‖ ≤ C. As outras estimativas segue
diretamente das equações acima.

Para provarmos que o limite fraco de uma sequência de Palais-Smale em E é uma solução
fraca de (3.1) usaremos o seguinte resultado de convergência devido a de Figueiredo-J. M. do
Ó-Ruf [29], veja também [30] para o caso não-singular.

Lema 3.5.2. Seja Ω ⊂ R2 um domínio limitado e f : R→ R é uma função contínua. Então
para toda sequência (un) em L1(Ω) tal que

un → u em L1(Ω),
f (un)
|x|a ∈ L1(Ω) e

∫

Ω

| f (un)un|
|x|a dx≤C,

então, a menos de uma subsequência temos

f (un)
|x|a → f (u)

|x|a em L1(Ω).

Destes Lemas segue o seguinte resultado.

Corolário 3.5.1. Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para I. Então existe uma
subsequência que denotaremos novamente por (un) que converge fracamente para uma solução
não-trivial do problema (3.1).
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3.6 Prova dos principais resultados

Para as sequências (vn) e (un) obtidas em (3.31) e (3.32), seque pelo Corolário 3.5.1 os
seguintes fatos:

vn ⇀ uM em E e I(vn)→ cM

un ⇀ u0 em E e I(un)→ c0,

onde uM 6= 0 e u0 6= 0 são soluções fracas do problema (3.1).
Como as convergências são apenas fracas não podemos concluir que uM e u0 são distintas

de imediato. Então para provarmos que de fato estas soluções são diferentes vamos considerar
os casos subcrítico e crítico. O que será o objetivo das próximas seções.

3.6.1 Caso subcrítico

Nesta subseção daremos a prova do Teorema 3.1.1. Assim assumiremos que V satisfaz
(V1)− (V2) e f (s) tem crescimento subcrítico e satisfaz ( f0), ( f1) (ou ( f2)) e ( f3). A
demonstração do Teorema 3.1.1 será consequência do seguinte lema.

Lema 3.6.1. O funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.

Prova: Seja (un) uma sequência de Palais-Smale. Pelo Lema 3.5.1, (un) é uma sequência
limitada, assim a menos de subsequência, podemos assumir que un ⇀ u0 fracamente em
E, un → u0 fortemente em Lq(R2) para todo q ≥ 1 e un(x) → u0(x) quase sempre em R2.
Afirmamos que ∫

R2

( f (un)− f (u0))
|x|a (un−u0) dx→ 0. (3.34)

De fato, usando a desigualdade (3.25), para todo α > 0 obtemos

| f (un)− f (u0)||un−u0| ≤C1
[|un|+ |u0|+(eαu2

n −1)+(eαu2
0 −1)

]|un−u0|.

Esta estimativa junto com a desigualdade de Hölder, Teorema 3.2.1 e o Lema 3.2.1 implicam a
afirmação (3.34). Agora, observemos que

‖un−u0‖2 = 〈I′(un)− I′(u0),un−u0〉+
∫

R2

( f (un)− f (u0))
|x|a (un−u0) dx.

Assim un → u0 fortemente em E.

Prova do Teorema 3.1.1: Pelo Lema 3.6.1 temos que I satisfaz a condição de Palais-Smale,
consequentemente,

I(vn)→ I(uM) = cM e I(un)→ I(u0) = c0.

Donde segue que uM 6= u0. O que prova o Teorema 3.1.1.
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3.6.2 Caso crítico

Nesta subseção daremos as provas dos Teoremas Teoremas 3.1.3 e 3.1.4. Portanto,
assumiremos que f (s) possui crescimento crítico e satisfaz ( f0), ( f1) (ou ( f2)), ( f3) e ( f +

4 ).
A principal de dificuldade deste caso é que em geral o funcional I não satisfaz a condição de
Palais-Smale. Só em determinadas situações.

O próximo lema nos fornece uma condição para o funcional I satisfazer a condição de
Palais-Smale.

Lema 3.6.2. Se (un) é uma sequência de Palais-Smale para I em qualquer nível com

liminf
n→∞

‖un‖2 <
2π(2−a)

α0
,

então (un) possui uma subsequência que converge fortemente em E para uma solução fraca u0
de (3.1).

Prova: Pelo Lema 3.5.1, podemos assumir que un ⇀ u0 fracamente em E, un → u0 fortemente
Lq(R2) para todo q≥ 1 e un(x)→ u0(x) quase sempre em R2. Além disso, pelo Lema 3.5.2,

f (un)
|x|a → f (u0)

|x|a em L1
loc(R

2).

Passando o limite em (3.33), temos
∫

R2
(∇u0∇ϕ +V (x)u0ϕ)dx−

∫

R2

f (u0)
|x|a ϕ dx−

∫

R2
hϕ dx = 0,

para todo ϕ ∈ C∞
0 (R2). Desde que C∞

0 (R2) é denso em E, concluímos que u0 é uma solução
fraca de (3.1).
Afirmamos que un → u0 fortemente em E. De fato, escrevendo un = u0 +wn, segue que wn ⇀ 0
fracamente em E. Assim, wn → 0 fortemente em Lq(R2) para todo 1 ≤ q < ∞. Pelo Lema de
Brezis-Lieb (cf. [15]), obtemos

‖un‖2 = ‖u0‖2 +‖wn‖2 +on(1). (3.35)

Inicialmente provaremos que
∫

R2

f (un)u0

|x|a dx→
∫

R2

f (u0)u0

|x|a dx. (3.36)

Com efeito, desde que C∞
0 (R2) é denso em E, para todo τ > 0 existe ϕ ∈ C∞

0 (R2) tal que
‖ϕ−u0‖< τ . Observemos que

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)u0

|x|a dx−
∫

R2

f (u0)u0

|x|a dx
∣∣∣∣≤

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

R2

f (u0)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣

+‖ϕ‖∞

∫

suppϕ

| f (un)− f (u0)|
|x|a dx.
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Usando que |〈I′(un),u0−ϕ〉| ≤ τn‖u0−ϕ‖ com τn → 0, estimamos a primeira integral acima
da seguinte forma:

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣≤ τn‖u0−ϕ‖+
(∫

R2
|∇un|2 dx

)1/2

‖u0−ϕ‖

+
(∫

R2
V (x)|un|2 dx

)1/2

‖u0−ϕ‖

+‖h‖H−1‖u0−ϕ‖
≤C‖u0−ϕ‖< Cτ,

onde C é independente de n e τ . Similarmente, usando que 〈I′(u0),u0 − ϕ〉 = 0, podemos
estimar a segunda integral obtendo

∣∣∣∣
∫

R2

f (u0)
|x|a (u0−ϕ) dx

∣∣∣∣ < Cτ.

Para estimarmos a última integral usando que
f (un)
|x|a → f (u0)

|x|a fortemente em L1
loc(R

2) e usando

as estimativas anteriores concluímos que

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)u0

|x|a dx−
∫

R2

f (u0)u0

|x|a dx
∣∣∣∣ < 2Cτ.

Esta estimativa implica (3.36), pois τ é arbitrário.
Por (3.35) e (3.36), podemos escrever

〈I′(un),un〉= 〈I′(u0),u0〉+‖wn‖2−
∫

R2

f (un)wn

|x|a dx+o(1),

isto é,

‖wn‖2 =
∫

R2

f (un)wn

|x|a dx+o(1). (3.37)

Agora notemos que pela desigualdade de Hölder e pelo Lema 3.2.1, para qualquer α > α0,
temos

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)wn

|x|a dx
∣∣∣∣ ≤ b1

(∫

R2

|un|2
|x|a dx

)1/2

·
(∫

R2

|wn|2
|x|a dx

)1/2

+ b2

[∫

R2

(
eα‖un‖2(un/‖un‖)2 −1

|x|a
)r

dx

]1/r

‖wn‖r′ .

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder com 1 < s < ∞, as′ < 2, 1/s+1/s′ = 1, 1 < τ < ∞,
aτ ′ < 2, 1/τ +1/τ ′ = 1, 1 < r < ∞ e r′ = r/(r−1), temos

∣∣∣∣
∫

R2

f (un)wn

|x|a dx
∣∣∣∣ ≤ b1(C1‖un‖2

2s +‖un‖2
2)

1/2 · (C2‖wn‖2
2τ +‖wn‖2

2)
1/2

+ b2

[∫

R2

(eαq‖un‖2(un/‖un‖)2 −1)
|x|qa dx

]1/r

‖wn‖r′ .
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Por hipótese, α0‖un‖2 < (2−a)2π para n suficientemente grande. Assim para α > α0 e q > r,
com r > 1 suficientemente próximo de 1 tal que αq‖un‖2/4π +qa/2 < 1. Usando o Teorema
3.2.1 e a imersão compacta (3.8), concluímos que

∫

R2

f (un)wn

|x|a dx→ 0.

Esta estimativa junto com (3.37) implicam que ‖wn‖→ 0, e assim o resultado segue.

A seguir provaremos a existência de uma solução do tipo mínimo local.

Lema 3.6.3. Para cada h ∈ H−1 com 0 < ‖h‖H−1 < δ1, a equação (3.1) tem uma solução fraca
do tipo mínimo local u0 com I(u0) = c0 < 0.

Prova: Seja ρh como no Lema 3.4.2. Podemos escolher ‖h‖H−1 suficientemente pequeno tal
que ρh < ((2− a)2π/α0)1/2. Desde que Bρh é um espaço convexo e completo com a métrica
induzida pela norma de E, e o funcional I é de classe C1 e limitado inferiormente sobre Bρh ,
pelo Teorema 1.3.2 existe uma sequência (un) em Bρh tal que

I(un)→ c0 = inf
‖u‖≤ρh

I(u) e ‖I′(un)‖E ′ → 0.

Notemos que se ‖un‖2 ≤ ρ2
h < (2− a)2π/α0, pelo Lema 3.6.2, existe uma subsequência

de (un) que converge fortemente para uma solução fraca u0 de (3.1). Consequentemente,
I(u0) = c0 < 0.

Assim resumindo temos para as sequências (vn) e (un) obtidas em (3.31) e (3.32) que

vn ⇀ uM em E e I(vn)→ cM

un → u0 em E e I(un)→ c0,

onde uM 6= 0 e u0 6= 0 são soluções fracas do problema (3.1).
Como a primeira convergência é apenas fraca não podemos concluir que uM e u0 são

distintas de imediato. Então para provarmos que de fato estas soluções são diferentes
precisamos de mais informações sobre o nível minimax cM, o que será o objetivos dos próximos
lemas.

Lema 3.6.4. Para todo p > 2 temos que Sp é atingido por uma função up ∈ E.

Prova: Seja p > 2 e (uk)⊂ E uma sequência tal que

∫

R2

|uk|p
|x|a dx = 1 para todo k ∈ N

e (∫

R2
(|∇uk|2 +V (x)u2

k) dx
)1/2

→ Sp quando k →+∞.
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Consequentemente, (uk) é uma sequência limitada em E. Assim sem perda de generalidade
podemos assumir que:

uk ⇀ up fracamente em E,

uk → up fortemente em Ls(R2) para todo s ∈ [1,+∞),

uk(x)→ up(x) quase sempre em R2.

Logo, a menos de subsequência temos

∫

R2

|uk|p
|x|a dx→

∫

R2

|up|p
|x|a dx.

Desta convergência obtemos que ∫

R2

|up|p
|x|a dx = 1.

Por outro lado, temos que
‖up‖ ≤ liminf

k→+∞
‖uk‖= Sp. (3.38)

Por (3.38) e usando a definição de Sp, concluímos que

Sp = ‖up‖.

Como consequência deste lema temos o seguinte resultado:

Lema 3.6.5. Seja Ψ : R+ → R a função definida por:

Ψ(t) =
t2

2

∫

R2
(|∇up|2 +V (x)u2

p) dx−
∫

R2

F(tup)
|x|a dx.

Suponha que ( f +
4 ) vale. Então

max
t≥0

Ψ(t) <
(2−a)π

α0
.

Prova: Pelo Lema 3.6.4, temos que

Sp =
(∫

R2
(|∇up|2 +V (x)u2

p) dx
)1/2

. (3.39)

Usando a condição ( f +
4 ) temos

Ψ(t)≤ t2

2

∫

R2
(|∇up|2 +V (x)u2

p) dx− t pCp

p

∫

R2

|up|p
|x|a dx.
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Por (3.39) e usando que
∫

R2

|up|p
|x|a dx = 1, obtemos

Ψ(t)≤ t2

2
S2

p− t pCp

p
≤max

t≥0

[
t2

2
S2

p− t pCp

p

]
=

(p−2)
2p

S2p/(p−2)
p

C2/(p−2)
p

.

Novamente por ( f +
4 ) temos que

(p−2)
2p

S2p/(p−2)
p

C2/(p−2)
p

<
(2−a)π

α0
.

Assim,

max
t≥0

Ψ(t) <
(2−a)π

α0
.

Donde concluímos o lema.

Como consequência deste lema temos a seguinte estimativa:

Corolário 3.6.1. Assumindo as condições (V1) e ( f2)− ( f +
4 ), se ‖h‖H−1 é suficientemente

pequena, então

max
t≥0

I(tup) = max
t≥0

{
t2

2
‖up‖2−

∫

R2

F(tup)
|x|a dx− t

∫

R2
hup dx

}
<

(2−a)π
α0

.

Prova: Notemos que ‖hup‖1 ≤ ‖h‖H−1‖up‖. Assim, se ‖h‖H−1 é suficientemente pequena,
segue pelo Lema 3.6.5 o resultado.

Precisaremos melhorar a estimativa do corolário 3.6.1.

Corolário 3.6.2. Assumindo as condições ( f2)− ( f +
4 ), temos que existe δ2 > 0 tal que para

todo h ∈ H−1 com 0 < ‖h‖H−1 < δ2, existe u ∈ H1(R2) verificando

I(tu) < c0 +
(2−a)π

α0
para todo t ≥ 0.

Prova: É possível aumentar o ínfimo c0, pois c0 cresce quando ‖h‖H−1 decresce e c0 → 0
quando ‖h‖H−1 → 0. Assim, existe δ2 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1 < δ2, então pelo corolário
3.6.1, temos

max
t≥0

I(tup) < c0 +
(2−a)π

α0
.

Fazendo u = up ∈ H1(R2) temos o resultado do lema.

Observação 3.6.1. Pelo corolário 3.6.2, podemos concluir que

0 < cM < c0 +
(2−a)π

α0
.
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Também utilizaremos o seguinte resultado de convergência:

Lema 3.6.6. Suponhamos que f (s) satisfaz a condição ( f2) e tem crescimento crítico em +∞
e −∞. Se (vn)⊂ E é uma sequência de Palais-Smale para o funcional I e u0 é seu limite fraco,
então a menos de uma subsequência temos

F(vn)
|x|a → F(u0)

|x|a em L1(R2).

Prova: Como consequência dos Lemas 3.5.2 e 3.5.1, para todo R > 0 obtemos

f (vn)
|x|a → f (u0)

|x|a em L1(BR).

Assim, existe g ∈ L1(BR) tal que
| f (vn)|
|x|a ≤ g quase sempre em BR. Por ( f2) concluímos que

|F(vn)| ≤ sup
vn∈[−R0,R0]

|F(vn)|+M0| f (vn)| quase sempre em BR.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

F(vn)
|x|a → F(u0)

|x|a em L1(BR)

para todo R > 0. Fazendo R≥ 1 temos
∫

|x|>R

|F(vn)|
|x|a dx≤

∫

|x|>R
|F(vn)| dx. (3.40)

Então similar a [34, Lema 3.5], obtemos que dado δ > 0 existe R > 0 suficientemente grande
tal que ∫

|x|>R

|F(vn)|
|x|a dx≤Cδ e

∫

|x|>R

|F(u0)|
|x|a dx≤Cδ .

Desde que
∣∣∣∣
∫

R2

F(vn)
|x|a dx−

∫

R2

F(u0)
|x|a dx

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣
∫

|x|≤R

F(vn)
|x|a dx−

∫

|x|≤R

F(u0)
|x|a dx

∣∣∣∣

+
∫

|x|>R

|F(vn)|
|x|a dx+

∫

|x|>R

|F(u0)|
|x|a dx,

obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

R2

F(vn)
|x|a dx−

∫

R2

F(u0)
|x|a dx

∣∣∣∣≤Cδ .

Desde que δ é qualquer, o lema está provado.

Agora estamos em condição de provar a seguinte proposição.
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Proposição 3.6.1. Se δ2 > 0 é suficientemente pequeno, então as soluções de (3.1) são distintas.

Prova: As sequências (un) e (vn) são tais que

un → u0, I(un)→ c0 < 0, 〈I′(un),un〉 → 0, (3.41)

e
vn ⇀ uM, I(vn)→ cM > 0, 〈I′(vn),vn〉 → 0. (3.42)

Agora, suponhamos por contradição que u0 = uM. Desde que também temos que vn ⇀ u0 em
H1(R2), a menos de subsequência, limn→∞ ‖vn‖1,2 ≥ ‖u0‖1,2 > 0. Assim,

wn
.=

vn

‖vn‖1,2
e w0

.=
u0

limn→∞ ‖vn‖1,2
,

implicam que ‖wn‖1,2 = 1 e wn ⇀ w0 fracamente em H1(R2).
Agora, consideraremos duas possibilidades:

(i) ‖w0‖1,2 = 1 e (ii) ‖w0‖1,2 < 1.
Se (i) ocorre, temos que lim

n→∞
‖vn‖1,2 = ‖u0‖1,2, assim vn → u0 fortemente em H1(R2). Pela

proposição 1.2.1, existe g ∈ H1(R2) tal que

|vn| ≤ g quase sempre em R2.

Esta estimativa junto com (3.26) implica que

| f (vn)vn|
|x|a ≤ c1

|g|2
|x|a + c2

|g|(eαg2 −1)
|x|a quase sempre em R2,

para cada α > α0. Pela observação 3.2.1, a função

c1
|g|2
|x|a + c2

|g|(eαg2 −1)
|x|a ∈ L1(R2)

e usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue concluímos
∫

R2

f (vn)vn

|x|a dx→
∫

R2

f (u0)u0

|x|a dx.

Similarmente, ∫

R2

f (un)un

|x|a dx→
∫

R2

f (u0)u0

|x|a dx,

pois un → u0 fortemente em E. Desde que

〈I′(un),un〉= ‖un‖2−
∫

R2

f (un)un

|x|a dx−
∫

R2
hun dx→ 0

e

〈I′(vn),vn〉= ‖vn‖2−
∫

R2

f (vn)vn

|x|a dx−
∫

R2
hvn dx→ 0,
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concluímos que
lim
n→∞

‖vn‖2 = lim
n→∞

‖un‖2 = ‖u0‖2.

Logo, vn→ u0 fortemente em E e consequentemente I(vn)→ I(u0) = c0. Isto é uma contradição
com (3.41) - (3.42).
Agora, suponhamos que (ii) ocorre. Afirmamos que existe δ > 0 tal que

qα0‖vn‖2
1,2 ≤ (2−a)2π

1
1−‖w0‖2

1,2
−δ (3.43)

para n grande. De fato, pela observação 3.6.1, temos

α0 <
(2−a)π

cM− I(u0)
.

Assim, podemos escolher q > 1 mas suficientemente próximo de 1 e δ > 0 tais que

qα0‖vn‖2
1,2 ≤

(2−a)π
cM− I(u0)

‖vn‖2
1,2−δ .

Desde que vn ⇀ u0 fracamente em E, pelo Lema 3.6.6 e pela imersão compacta (3.8), a menos
de subsequência, concluímos que

1
2
‖vn‖2

1,2 =

cM− 1
2

lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx+
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx+on(1).

(3.44)

Assim, para n suficientemente grande, obtemos

qα0‖vn‖2
1,2

≤ (2−a)2π
cM− 1

2
lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx+
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx+on(1)

cM− I(u0)
−δ .

(3.45)

Notemos que
{

cM− 1
2

lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx+
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx

}
(1−‖w0‖2

1,2)

= cM− cM‖w0‖2
1,2− I(u0)+

1
2
‖u0‖2

1,2 +
1
2

∫

R2
V (x)u2

0dx− 1
2

lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx

−
{
−1

2
lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx+
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx

}
‖w0‖2

1,2

≤ cM− I(u0),
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onde temos usado que
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx =−I(u0)+

1
2
‖u0‖2

1,2 +
1
2

∫

R2
V (x)u2

0 dx,
∫

R2
V (x)u2

0dx≤ lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx,

Assim
{

cM− 1
2

lim
n→∞

∫

R2
V (x)v2

ndx+
∫

R2

[
F(u0)
|x|a +hu0 +

1
2

u2
0

]
dx

}
(1−‖w0‖2

1,2)

≤ cM− I(u0).

Esta estimativa junto com (3.45) implica (3.43) para n grande.
Agora, tomando p = (q+ ε)α0‖vn‖2

1,2, segue por (3.43) e pelo Teorema 3.2.2 que

∫

R2

(e(q+ε)α0‖vn‖2
1,2|wn|2 −1)

|x|a(q+ε) dx≤C, (3.46)

para ε > 0 suficientemente pequeno. Usando (3.26), a desigualdade de Hölder e a imersão de
Sobolev, obtemos que

∣∣∣∣
∫

R2

f (vn)(vn−u0)
|x|a dx

∣∣∣∣≤b1

(∫

R2

|vn|2
|x|a dx

)1/2

·
(∫

R2

|vn−u0|2
|x|a dx

)1/2

+b2‖vn−u0‖q′

[∫

R2

(
eα0‖vn‖2

1,2w2
n −1

|x|a
)q

dx

]1/q

,

onde q′ = q/(q−1). Agora, pela desigualdade de Hölder para algum 1 < τ < ∞, Lema 3.2.1,
estimativa (3.46) e a imersão compacta (3.8), obtemos

∣∣∣∣
∫

R2

f (vn)(vn−u0)
|x|a dx

∣∣∣∣≤C1(C2‖vn−u0‖2τ +‖vn−u0‖2)1/2 +C3‖vn−u0‖q′ → 0

quando n→ ∞. Esta convergência junto com o fato que I′(vn)(vn−u0)→ 0 mostra que
∫

R2
∇vn(∇vn−∇v0) dx+

∫

R2
V (x)vn(vn− v0) dx→ 0.

Desde que vn ⇀ u0, temos
∫

R2
∇u0(∇vn−∇v0) dx+

∫

R2
V (x)u0(vn− v0) dx→ 0.

Consequentemente, fazendo a diferença destas duas últimas estimativas obtemos que vn → u0
em E. Assim I(vn)→ I(u0) = c0, o que contradiz (3.41) - (3.42). Portanto, u0 6= uM.

As provas dos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4 segue diretamente da Proposição 3.6.1.
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3.6.3 Provas dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5:

Para provas dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5 no caso h(x) ≥ 0, redefinimos f (s) = 0 para
s < 0. Assim, no caso subcrítco ( f1) vale para s ≥ s1 e no caso crítico ( f2) vale para s ≥ R0.
Notemos que as condições ( f1) e ( f2) foram requeridas para ajudar na verificação de algumas
propriedades das sequências de Palais-Smale no Lema 3.4.3. Notemos também que os Lemas
3.5.1 e 3.6.6 são válidos para esta não-linearidade modificada.

A prova é consequência do seguinte resultado.

Corolário 3.6.3. Se h(x) ≥ 0 quase sempre em R2, então as soluções fracas de (3.1) são não-
negativas.

Prova: Seja u ∈ E um solução fraca de (3.1). Fazendo u+ = max{u,0}, u− = max{−u,0} e
tomando v = u− em (3.5), obtemos que

‖u−‖2 =−
∫

R2
hu−dx≤ 0,

pois f (u(x))u−(x) = 0 em R2. Consequentemente, u = u+ ≥ 0.

Agora, no caso h(x) ≤ 0, em ordem para provar os Teoremas 3.1.2 e 3.1.5, definimos a
seguinte função:

f̃ (s) =
{ − f (−s), se s < 0

f (s), se s≥ 0.

Neste caso, a prova dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5 são dados no seguinte corolário:

Corolário 3.6.4. Suponhamos que ( f−4 ) vale e h(x) ≤ 0 quase sempre em R2. Então existe
pelo menos duas soluções fracas não-positivas de (3.1).

Prova: Consideremos o funcional definido por

Ĩ(u) =
1
2
‖u‖2−

∫

R2

F̃(u)
|x|a dx−

∫

R2
(−h)u dx,

onde F̃ é a primitiva de f̃ . Notemos que f̃ satisfaz as mesmas condições de f . Desde que
−h(x) ≥ 0 quase sempre em R2, pelo corolário 3.6.3, Ĩ(u) tem dois pontos críticos não-
negativos. Seja ũ um destes pontos críticos, isto é,

∫

R2
(∇ũ∇v+V (x)ũv)dx−

∫

R2

f̃ (ũ)v
|x|a dx+

∫

R2
hv dx = 0, ∀ v ∈ E.

Relembrando a definição de f̃ , temos que f̃ (ũ) =− f (−ũ) e substituindo v por−v nesta última
equação, obtemos

∫

R2
[∇(−ũ)∇v+V (x)(−ũ)v]dx−

∫

R2

f (−ũ)v
|x|a dx−

∫

R2
hv dx = 0, ∀ v ∈ E.

o que implica que −ũ é uma solução fraca não-positiva de (3.1).



CAPÍTULO 4

Sobre um desigualdade ótima do tipo
Trudinger-Moser em R2

4.1 Introdução

Neste capítulo provaremos uma nova desigualdade do tipo Trudinger-Moser em todo o
espaço R2. Provaremos também a existência de uma função extremal para esta desigualdade.

Para um melhor esclarecimento desta nova desigualdade relembremos alguns fatos sobre
a desigualdade de Trudinger-Moser: Seja Ω um domínio limitado em RN e W 1,N

0 (Ω) o
completamento de C∞

0 (Ω) com relação a norma

‖u‖1,N =
(∫

Ω
(|∇u|N + |u|N) dx

)1/N

.

Usualmente sobre um domínio limitado usamos a norma de Dirichlet

‖∇u‖N =
(∫

Ω
|∇u|N dx

)1/N

,

no lugar da norma ‖ · ‖1,N . Neste caso, temos a famosa desigualdade de Trundiger-Moser (cf.
[53, 66]) a qual estabelece que

eβ |u|N/(N−1) ∈ L1(Ω), para todo u ∈W 1,N
0 (Ω) e β > 0. (4.1)

Além disso, existe uma constante C(N) > 0 tal que

sup
{u∈W 1,N

0 (Ω): ‖∇u‖N≤1}

∫

Ω
eβ |u|N/(N−1)

dx≤C(N)|Ω| para β ≤ αN , (4.2)

onde αN = Nω1/(N−1)
N−1 e ωN−1 é a medida da esfera unitária em RN .

Esta desigualdade é ótima, no sentido que para qualquer β > αN o correspondente supremo
é +∞. Contudo, Lions [50] provou que se (uk) é uma sequência em W 1,N

0 (Ω) tal que
‖∇uk‖N = 1 e uk ⇀ u0 fracamente em W 1,N

0 (Ω), então para todo p satisfazendo

0 < p <
1

(1−‖∇u0‖N
N)1/(N−1) ,

103
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vale
sup

k

∫

Ω
epαN |uk|N/(N−1)

dx < ∞. (4.3)

Observemos que este resultado fornece mais informação que (4.2) quando uk ⇀ u0
fracamente em W 1,N

0 (Ω) com u0 6≡ 0. Motivado por este resultado de Lions, Adimurthi-Druet
[4] investigaram possíveis extensões de (4.2) para subdomínios limitados de R2, dando uma
informação extra mesmo no caso em que uk ⇀ 0 fracamente em W 1,2

0 (Ω) = H1
0 (Ω). Mais

precisamente, eles provaram que se Ω⊂ R2 é um domínio limitado e

λ1(Ω) = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
‖∇u‖2

2
‖u‖2

2
,

então
Cα(Ω) = sup

{u∈H1
0 (Ω), ‖∇u‖2=1}

∫

Ω
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2

dx (4.4)

satisfaz

Cα(Ω) =
{

< ∞, se 0≤ α < λ1(Ω);
+∞, se α ≥ λ1(Ω).

Notemos que se α = 0 em (4.4), temos a desigualdade de Trudinger-Moser dada em (4.2)
para N = 2.

Outro fato importante é que o supremo em (4.2) torna-se infinito quando o domínio Ω não
tem medida finita, e assim a desigualdade de Trudinger-Moser não vale para domínios não-
limitados. Entretanto, resultados para domínios não-limitados foram estabelecidos, podemos
citar o trabalho de Cao [17] para N = 2. Mais precisamente, ele provou que para todo α > 0 e
u ∈ H1(R2)

(eαu2 −1) ∈ H1(R2).

Além disso, se ‖∇u‖2 ≤ 1, ‖u‖2 ≤M < +∞ e α < 4π , então existe C = C(M,α) tal que
∫

R2
(eαu2 −1) dx≤C(M,α). (4.5)

Este resultado foi estendido para N ≥ 2 por J. M. do Ó [32] e posteriormente melhorado por
Adachi-Tanaka [2] no sentido que C(M,α) = C(α)MN . Mais recentemente Ruf [59] melhorou
este resultado de Cao [17] no sentido que se a norma de Dirichlet é substituída pela norma
padrão de Sobolev, então para todo u∈H1

0 (Ω) existe uma constante d independente do domínio
Ω⊂ R2 tal que

sup
{u∈H1

0 (Ω):‖u‖1,2≤1}

∫

Ω
(eβu2 −1) dx≤ d para β ≤ 4π. (4.6)

Temos também que esta desigualdade é ótima, no sentido em que para qualquer β > 4π o
correspondente supremo é +∞. Entretanto, J. M. do Ó-Medeiros-Severo [34] estenderam o
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resultado de Lions para domínios não-limitados em R2. Mais precisamente, eles provaram que
se (uk)⊂H1(R2) com ‖uk‖1,2 = 1 e tal que uk ⇀ u0 em H1(R2), então para todo p satisfazendo

0 < p <
1

(1−‖u0‖2
1,2)

,

temos
sup

k

∫

R2
(e4π pu2

k −1) dx < ∞. (4.7)

Então, como no caso de um domínio limitado este resultado fornece mais informação que a
desigualdade (4.6) quando uk ⇀ u0 fracamente em H1(R2) com u0 6≡ 0. Assim, motivado pelo
artigo de Adimurthi-Druet [4] investigamos neste capítulo possíveis extensões de (4.6) em todo
R2. Mais precisamente, consideramos o seguinte subespaço E ⊂ H1(R2)

E =
{

u ∈ H1(R2) :
∫

R2
(1+ |x|q)|u|2 dx < ∞ com q > 0

}
,

o qual é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈u,v〉=
∫

R2
(∇u∇v+(1+ |x|q)uv) dx, u,v ∈ E, (4.8)

e a norma correspondente ‖u‖ = 〈u,u〉1/2. É bem conhecido (cf. [23], [58]) que para todo
2≤ s < ∞

E ↪→ H1(R2) ↪→ Ls(R2) (4.9)

com imersões contínuas e E ↪→ Ls(R2) com imersão compacta. Além disso, é claro que

λ1
.= inf

u∈E\{0}

∫
R2(|∇u|2 +(1+ |x|q)|u|2) dx∫

R2 |u|2 dx
≥ 1. (4.10)

O primeiro resultado deste capítulo é o seguinte

Teorema 4.1.1. Seja

`(α) = sup
{u∈E, ‖u‖=1}

∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx. (4.11)

Então

(1) Para todo α ∈ [0,λ1) temos que `(α) < ∞;

(2) Para todo α ∈ [λ1,+∞) temos que `(α) = +∞.

Outra questão muito importante sobre a desigualdade de Trudinger-Moser é a existência
e não-existência de uma função extremal, isto é, uma função que atinge o supremo da
desigualdade de Trudinger-Moser. O primeiro resultado nesta direção foi devido a Carleson-
Chang [19], eles provaram que se Ω é uma bola emRN com N ≥ 2, então existe uma função que
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atinge a desigualdade de Trudinger-Moser. Então Flucher [36] estendeu este resultado quando
Ω é um domínio qualquer limitado em R2. Lin [49] generalizou este resultado de existência
quando Ω é um domínio qualquer limitado em RN com N ≥ 2. Recentemente, Li [46, 47],
obteve resultados de existência de uma função extremal para certas desigualdades do tipo
Trudinger-Moser sobre Variedades compactas com ou sem bordo. Para desigualdades do tipo
proposto por Adimurthi-Druet, em domínios limitados, os primeiros resultados de existência
de uma função extremal, apareceram nos trabalhos de Lu-Yang [52] e Yang [69].

Assim, motivados pelos trabalhos citados acima, investigamos a existência de uma função
extremal para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser proposta no Teorema 4.1.1. Mais
precisamente, provaremos o seguinte resultado

Teorema 4.1.2. Para qualquer α ∈ [0,λ1), existe u ∈ E tal que ‖u‖= 1 e

`(α) =
∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx.

Os resultados deste capítulo complementam e melhoram os resultados principais em
[2, 17, 32, 59], no sentido que mesmo quando α = 0 em `(α), então sobre o espaço E chegamos
ao expoente 4π , o que não era válido nos resultados contidos em [2, 17, 32]. Para α ∈ (0,λ1)
melhoramos o resultado contido em [59]. Além disso, provamos a existência de uma função
extremal para `(α).

A prova do ponto (1) do Teorema 4.1.1 é baseada na análise de blow-up de uma sequência
de soluções de um determinado problema elíptico com crescimento crítico em R2, esta análise
será o conteúdo de várias seções deste capítulo. A prova do Teorema 4.1.2 é baseada em
dois fatos: primeiro um limite superior para `(α) pode ser encontrado utilizando um resultado
clássico devido a Carleson-Chang [19] quando é assumido que o blow-up ocorre, segundo
é possível construir uma sequência de funções vk ∈ {u ∈ E : ‖u‖ = 1} que supera a cota
encontrada inicialmente, assim levando a uma contradição. Esta contradição implica que o
blow-up não ocorre e o Teorema 4.1.2 então segue por estimativas elípticas. A prova do ponto
(2) do Teorema 4.1.1 é baseado num cálculo de funções testes, o qual será apresentado na
Seção 4.6 no final deste capítulo. O método de análise de blow-up é bem conhecido e foi
utilizado nos trabalhos [46, 47, 52, 69]. Entretanto, como nossa desigualdade é sobre o R2

inteiro, encontramos novas dificuldades, por exemplo a perda de compacidade.

4.2 Maximizando funcionais subcríticos

Nesta seção provaremos a existência de uma sequência de funções radiais (uk) em E
maximizante para `(α) quando α ∈ [0,λ1). Para isto, primeiro temos que estabelecer uma
versão da desigualdade (4.7) para o espaço E. Este resultado seguirá adaptando os argumentos
utilizados por J. M. do Ó-Medeiros-Severo em [34].

Lema 4.2.1. Seja (wn) uma sequência no espaço E com ‖wn‖= 1 e tal que wn ⇀ w0 fracamente
em E. Então, para todo 0 < p < 4π(1−‖w0‖2)−1 temos

sup
n

∫

R2
(epw2

n −1) dx < ∞.
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Prova: Desde que wn ⇀ w0 fracamente em E e ‖wn‖= 1, concluímos que

‖wn−w0‖2 = 1−2〈wn,w0〉+‖w0‖2 → 1−‖w0‖2 <
4π
p

.

Assim, para n grande temos p‖wn−w0‖2 < α < 4π para algum α > 0. Escolhendo q > 1
suficientemente próximo de 1 e ε > 0 tais que q(1+ ε2)p‖wn−w0‖2 < α , por (4.5), temos

∫

R2

[
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

]
dx =

∫

R2

[
eqp(1+ε2)‖wn−w0‖2

(
wn−w0
‖wn−w0‖

)2

−1
]

dx

≤
∫

R2

[
eα

( |wn−w0|
‖wn−w0‖

)2

−1
]

dx≤C.

Além disso, desde que

pw2
n ≤ p(1+ ε2)(wn−w0)2 + p(1+

1
ε2 )w2

0,

segue que

epw2
n −1 ≤ ep(1+ε2)(wn−w0)2

ep(1+1/ε2)w2
0 −1

≤ 1
q

(
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

)
+

1
r

(
erp(1+1/ε2)w2

0 −1
)

,

onde nesta última desigualdade usamos que para todo a,b > 0 e q−1 + r−1 = 1 vale

ab−1≤ 1
q
(aq−1)+

1
r
(br−1).

Logo,
∫

R2
(epw2

n −1)dx≤ 1
q

∫

R2

[
eqp(1+ε2)(wn−w0)2 −1

]
dx+

1
r

∫

R2

[
erp(1+1/ε2)w2

0 −1
]

dx

≤C,

para n suficientemente grande. Assim o resultado está provado.

O próximo resultado foi provado em [34], e será muito útil em alguns dos nosso argumentos.

Lema 4.2.2. Seja β > 0 e r > 1. Então, para cada q > r existe uma constante positiva C =C(q)
tal que para todo t ∈ R

(eβ t2 −1)r ≤C(eqβ t2 −1).

Seja Ω um domínio limitado em R2 e

λ1(Ω) := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω(|∇u|2 +(1+ |x|q)u2) dx∫

Ω u2 dx
.

Então, temos o seguinte resultado
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Teorema 4.2.1. Seja

Lα,σ (Ω) = sup
{u∈H1

0 (Ω) : ‖u‖=1}

∫

Ω

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx. (4.12)

Se 0 ≤ α < λ1(Ω) e σ < 4π , então temos que Lα,σ (Ω) < ∞. Além disso, existe uma função
positiva u ∈C1,θ (Ω), para algum θ ∈ (0,1), tal que ‖u‖= 1 e

Lα,σ (Ω) =
∫

Ω

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx.

Prova: Seja (u j)⊂ H1
0 (Ω) tal que ‖u j‖= 1 e

lim
j→+∞

∫

Ω

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx = Lα,σ (Ω).

Desde que (u j) é uma sequência limitada em H1
0 (Ω), a menos de subsequência, temos

u j ⇀ u fracamente em H1
0 (Ω);

u j(x)→ u(x) quase sempre em Ω;
u j → u fortemente em L2(Ω).

Assim, U j(x) =
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
→U(x) =

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
quase sempre em Ω.

Afirmação 4.2.1. u é uma função extremal para Lα,σ (Ω).

Para provarmos esta afirmação é suficiente verificarmos que U j →U fortemente em L1(Ω).
Se ‖u‖= 1 a afirmação é imediata, pois desta forma temos que uk → u fortemente em H1

0 (Ω),
veja detalhes em [34]. Então, vamos considerar o caso em ‖u‖< 1. Notemos que

1+α‖u j‖2
2 → 1+α‖u‖2

2.

Desde que α < λ1(Ω), usando a definição λ1(Ω) e que 1+ s≤ 1
1− s

para 0≤ s < 1, temos

1+α‖u‖2
2 < 1+λ1(Ω)‖u‖2

2 ≤ 1+‖u‖2 ≤ 1
1−‖u‖2 .

Assim,

lim
j→+∞

σ(1+α‖u j‖2
2) <

4π
1−‖u‖2 .

Agora, escolhendo q > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

lim
j→+∞

σq(1+α‖u j‖2
2) <

4π
1−‖u‖2

e q > s > 1 para algum s a ser escolhido posteriormente, obtemos pelos Lemas 4.2.1 e 4.2.2
que

lim
j→+∞

∫

Ω

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]s
dx≤C lim

j→+∞

∫

Ω

[
eqσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx < ∞. (4.13)
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Então, como (u j) é limitada em H1
0 (Ω), usando a imersão de Sobolev e (4.13), existe C1 > 0

tal que ∫

Ω
|u j|

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx≤C1, (4.14)

pois, pela desigualdade de Hölder, temos

∫

Ω
|u j|

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx≤

(∫

Ω
|u j|r dx

)1/r (∫

Ω

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]s
dx

)1/s

,

onde 1/r + 1/s = 1 e s > 1 suficientemente próximo de 1 tal que q > s. Agora, desde que
[eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1] ∈ L1(Ω) segue que dado ε > 0 existe um δ > 0 tal que

∫

A

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx≤ ε se |A| ≤ δ (4.15)

para todo subconjunto mensurável A de Ω, onde |A| denota a medida de Lebesgue de A. Além
disso, usando a imersão de Sobolev, temos que u∈ L1(Ω). Assim, podemos determinar M1 > 0
tal que

|{x ∈Ω : |u(x)| ≥M1}| ≤ δ . (4.16)

Tomando M = max{M1,C1/ε} podemos escrever
∣∣∣∣
∫

Ω

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx−

∫

Ω

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx

∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3

onde
I1 =

∫

{x∈Ω:|u j(x)|≥M}
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx,

I2 =
∫

{x∈Ω:|u j(x)|<M}
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx−

∫

{x∈Ω:|u(x)|<M}

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx

e
I3 =

∫

{x∈Ω:|u(x)|≥M}

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx.

Agora vamos estimar I1, I2 e I3. Por (4.14), temos

I1 =
∫

{x∈Ω:|u j(x)|≥M}
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx

=
∫

{x∈Ω:|u j(x)|≥M}
u j

[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]

|u j| dx≤ C1

M
≤ ε.

Por outro lado, usando (4.15) e (4.16), temos

I3 =
∫

{x∈Ω:|u(x)|≥M}

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx≤ ε .
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Afirmamos que quando j → ∞

I2 =
∫

{x∈Ω:|u j(x)|<M}
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
dx−

∫

{x∈Ω:|u(x)|<M}

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx→ 0.

Esta afirmação segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue desde que a
sequência de funções

g j(x) =
[
eσ(1+α‖u j‖2

2)u
2
j −1

]
χ{x∈Ω:|u j(x)|<M}−

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
χ{x∈Ω:|u(x)|<M}

tende para 0 quase sempre em Ω. Além disso, esta função é dominada por uma função em
L1(Ω), mais precisamente

|g j(x)| ≤
[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
∈ L1(Ω) se |u j(x)| ≥M

e
|g j(x)| ≤C +

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
se |u j(x)|< M

onde
C = sup{(e4π(1+αd)t2 −1) : |t| ≤M},

onde d > 0.
Portanto, segue da Afirmação 4.2.1 que

∫

Ω

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx = Lα ,σ (Ω). (4.17)

Notemos que podemos tomar u≥ 0, pois (4.17) também vale para |u|. Além disso, usando
regularidade elíptica temos que u ∈C1,θ (Ω) (veja detalhes deste argumento na Seção 4.3).

Por outro lado, temos
‖u‖ ≤ liminf

j→+∞
‖u j‖= 1

e desde que
∫

Ω

[
eσ(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

]
dx <

∫

Ω


e

σ
(

1+α
‖u‖2

2
‖u‖2

)
u2

‖u‖2 −1


 dx

se ‖u‖< 1, então ‖u‖= 1.

Para simplificar a notação: Seja σk = 4π−δk com δk ↘ 0, Rk ↗+∞ quando k→+∞, BRk

a bola em R2 centrada na origem com raio Rk e

S(Rk) =

{
v ∈ H1

0 (BRk) :
∫

BRk

(|∇v|2 +(1+ |x|q)|v|2) dx = 1

}
.

Notemos que S(Rk)⊂ E, pois toda função v ∈ S(Rk) pode ser estendida para zero fora de BRk ,
obtendo uma função em H1(R2).
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Corolário 4.2.1. Para qualquer α ∈ [0,λ1) e para cada k ∈ N, existe uma função positiva
uk ∈ S(Rk) tal que uk ∈C1,θ (BRk) para algum θ ∈ (0,1) e

∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx = Lα ,σk(BRk).

Além disso, podemos assumir que
∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx =

∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx

é crescente.

Prova: Desde que λ1(BRk) ≥ λ1, a prova segue do Teorema 4.2.1 escolhendo Ω = BRk e
σk = 4π−δk.

Agora, provaremos o principal resultado desta seção.

Lema 4.2.3. Seja (uk) como acima, então para qualquer 0≤ α < λ1, temos

a) (uk) é uma sequência maximizante para `(α), isto é,

`(α) = lim
k→+∞

∫

R2
(e(4π−δk)(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1) dx.

b) uk pode ser escolhida radialmente simétrica e radialmente decrescente, isto é, uk(|x|) =
uk(|x′|) se |x|= |x′| e uk(|x|)≥ uk(|x′|) se |x| ≤ |x′| .

Prova: a) Seja η ∈C∞
0 (R2, [0,1]) tal que

η(x) =
{

1, se x ∈ B1
0, se x ∈ R2 \B2.

Então dada qualquer ϕ ∈ E com
∫
R2(|∇ϕ|2 +(1+ |x|q)|ϕ|2)dx = 1, temos

τ2(L) :=
∫

R2

(
|∇(η(x/L)ϕ)|2 +(1+ |x|q) |η(x/L)ϕ|2

)
dx→ 1, quando L→+∞.

De fato, primeiro considere ϕ ∈ C∞
0 (R2,R), então existe R > 0 tal que supp(ϕ) ⊂ BR, e

consequentemente, quando L > R, obtemos

τ2(L) =
∫

R2

(
|∇(η(x/L)ϕ)|2 +(1+ |x|q) |η(x/L)ϕ|2

)
dx

=
∫

BR

(
|∇(η(x/L)ϕ)|2 +(1+ |x|q) |η(x/L)ϕ|2

)
dx

=
∫

R2
(|∇ϕ|2 +(1+ |x|q)|ϕ|2)dx = 1.

(4.18)
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Para ϕ ∈ E a afirmação segue por um argumento de densidade. Então para qualquer L fixo e
Rk > 2L, como ‖η( x

L) ϕ
τ(L)‖= 1 e uk atinge a constante Lα,σk(BRk) definida em (4.12), obtemos

as seguintes estimativas:
∫

BL

[
eσk(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx≤
∫

B2L

[
eσk(1+α‖η( x

L ) ϕ
τ(L)‖2

2)|η( x
L ) ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx,

assim ∫

BL

[
eσk(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx≤
∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1)

]
dx

≤
∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1)

]
dx.

(4.19)

Pelo Lema de Fatou, temos
∫

BL

[
e4π(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx =
∫

BL

liminf
k→+∞

[
eσk(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx

≤ liminf
k→+∞

∫

BL

[
eσk(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx.

Assim, por (4.19) temos
∫

BL

[
e4π(1+α‖ ϕ

τ(L)‖2
2)| ϕ

τ(L) |2 −1
]

dx ≤ liminf
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1)

]
dx.

(4.20)

Seja L j → +∞ quando j → +∞, então usando novamente o Lema de Fatou e a desigualdade
(4.20), obtemos

∫

R2

[
e4π(1+α‖ϕ‖2

2)|ϕ |2 −1
]

dx =
∫

R2
lim

j→+∞

[
e

4π(1+α‖ ϕ
τ(L j)

‖2
2)| ϕ

τ(L j)
|2 −1

]
dx

≤ liminf
j→+∞

∫

BL j

[
e

4π(1+α‖ ϕ
τ(L j)

‖2
2)| ϕ

τ(L j)
|2 −1

]
dx

≤ liminf
j→+∞

(
liminf
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1)

]
dx

)

≤ liminf
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1)

]
dx.

Assim, ∫

R2

[
e4π(1+α‖ϕ‖2

2)|ϕ |2 −1
]

dx≤ liminf
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx.

Desde que ϕ é arbitrária, obtemos

`(α)≤ liminf
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx.

Por outro lado,
limsup
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx≤ `(α).
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Logo,

`(α) = lim
k→+∞

∫

R2

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx.

b) Aqui usaremos simetrização de Schwarz, lembremos algumas das suas propriedades
básicas (cf. [43]). Seja 1 ≤ p ≤ +∞ e u ∈ Lp(R2) tal que u ≥ 0. Então existe uma única
função não-negativa u∗ ∈Lp(R2), chamada de simetrização de Schwarz de u, tal que u∗ depende
somente de |x|, u∗ é uma função radialmente decrescente e para todo λ > 0

|{x : u∗(x) > λ}|= |{x : u(x) > λ}|
e existe Rλ > 0 tal que {x : u∗(x) > λ} é uma bola BRλ de raio Rλ centrada na origem. Além
disso, dada G : [0,+∞)→ [0,+∞) uma função contínua e crescente tal que G(0) = 0. Então,
temos ∫

R2
G(u∗(x)) dx =

∫

R2
G(u(x)) dx.

Além disso, se u ∈ H1(R2) então

i) u∗ ∈ H1(R2)

ii) ‖∇u∗‖2 ≤ ‖∇u‖2

iii) ‖u∗‖2 = ‖u‖2.

Agora estamos prontos para provar b). Seja u∗k a simetrização de Schwarz de uk, então como o
potencial V (x) = (1+ |x|q) é radial e crescente, temos que

τ2
k :=

∫

BRk

(|∇u∗k |2 +(1+ |x|q)|u∗k |2) dx≤
∫

BRk

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx = 1.

Notemos que se τk = 1 podemos escolher uk radial e decrescente, pois
∫

BRk

[
eσk(1+α‖u∗k‖2

2)|u∗k |2 −1
]

dx =
∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx. (4.21)

Para obtermos a igualdade (4.21), basta considerarmos G(uk(x)) = eσk(1+α‖uk‖2
2)u

2
k(x) − 1 e

observar que termo o σk(1 + α‖uk‖2
2) = σk(1 + α‖u∗k‖2

2) é constante para cada uk. Temos
que τk ≤ 1, então usando (4.21), temos

∫

BRk

[
eσk(1+α‖u∗k/τk‖2

2)|u∗k/τk|2 −1
]

dx≥
∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx. (4.22)

Por outro lado, u∗k/τk ∈ S(Rk) e consequentemente, temos
∫

BRk

[
eσk(1+α‖u∗k/τk‖2

2)|u∗k/τk|2 −1
]

dx≤
∫

BRk

[
eσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k −1

]
dx. (4.23)

Por (4.21), (4.22), (4.23) e usando novamente o crescimento da função exponencial, obtemos
∫

BRk

[
eσk(1+α‖u∗k/τk‖2

2)|u∗k/τk|2 −1
]

dx =
∫

BRk

[
eσk(1+α‖u∗k‖2

2)|u∗k |2 −1
]

dx,

a qual implica que τk = 1. Assim, concluímos a prova do lema.
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4.3 Análise de blow-up

Nesta seção, usaremos a análise de blow-up para entender o comportamento da sequência
maximizante uk obtida no Lema 4.2.3. A análise de blow-up será composta por vários lemas.

Desde que ‖uk‖ = 1, a menos de subsequência, podemos assumir que uk ⇀ u fracamente
em E. Assim, para provar os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, precisamos somente provar que

lim
k→+∞

∫

R2
(eσk(1+α‖uk‖2

2)|uk|2 −1) dx =
∫

R2
(e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1) dx.

Este é um resultado de convergência que envolve uma análise muito delicada e para isto
considerando

ck = uk(0),

o máximo da função uk temos duas situações a considerar: Primeiro quando (ck) é uma
sequência limitada e segundo quando (ck) é uma sequência não-limitada.

Primeiro vamos escrever a equação de Euler-Lagrange satisfeita por uk. Consideremos o
seguinte funcional J : E → R definido por

J(u) =
∫

R2

(
eσk(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

)
dx.

Utilizando um argumento semelhante ao feito na Seção 1.2 do Capítulo 1, podemos verificar as
seguintes igualdades:

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
∫

R2

d
dt

(
eσk(1+α‖u+tv‖2

2)(u+tv)2
)
|t=0 dx

=
∫

R2
σkeσk(1+α‖u‖2

2)u
2 d
dt

(
(1+α‖u+ tv‖2

2)(u+ tv)2) |t=0 dx

=
∫

R2
σkeσk(1+α‖u‖2

2)u
2
(

2(1+α‖u‖2
2)uv+2α

(∫

R2
uv dx

)
u2

)
dx

= 2σk

∫

R2
uveσk(1+α‖u‖2

2)u
2

dx+2σkα
∫

R2
u2eσk(1+α‖u‖2

2)u
2

dx
∫

R2
uv dx.

Além disso, temos que J é de classe C1 e F(uk) = ‖uk‖2−1 é tal que F ′(uk) 6= 0. Logo, pelo
Teorema dos Multiplicados de Lagrange existe µk tal que µkF ′(uk) = J′(uk), ou seja,

µk

∫

BRk

(∇uk∇v+(1+ |x|q)ukv) dx =

2σk

∫

R2
ukveσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k dx + 2σkα

∫

R2
u2

keσk(1+α‖uk‖2
2)u

2
k dx

∫

R2
ukv dx,

para toda v ∈ E. Tomando v = uk e usando que ‖uk‖= 1, obtemos

µk = 2σk(1+2α‖uk‖2
2)

∫

BRk

u2
keσk(1+α‖uk‖2

2)u
2
k dx.
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Logo, no sentido fraco, temos




−∆uk +(1+ |x|q)uk =
βk

λk
ukeαku2

k + γkuk, em BRk

‖uk‖=1, uk > 0 em BRk

αk =(4π−δk)(1+α‖uk‖2
2)

βk =
1+α‖uk‖2

2
1+2α‖uk‖2

2

γk =
α

1+2α‖uk‖2
2

λk =
∫

BRk

u2
keαku2

k dx,

(4.24)

onde δk é uma sequência de termos positivos que converge para zero.

Agora vamos estudar este problema. Primeiro temos o seguinte lema:

Lema 4.3.1. infk λk > 0.

Prova: Notemos que λk ≥ 0. Agora suponhamos por contradição que λk → 0. Assim,

`(α) = lim
k→+∞

∫

R2
(eαku2

k −1) dx≤ 4π(1+α) lim
k→+∞

∫

R2
u2

keαku2
k dx = 0, (4.25)

onde na última estimativa usamos a seguinte desigualdade (et−1)≤ tet para t ≥ 0 e o fato que
‖uk‖= 1. Note que por (4.25) obtemos que `(α) = 0, o que é impossível.

Agora vamos estudar o comportamento da sequência (ck).

CASO 1: supk ck < ∞.

Esta é a situação mais simples, para concluímos os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 basta provarmos
o seguinte lema.

Lema 4.3.2. Se (ck) é limitada, então `(α) é atingido.

Prova: Seja

Ik =
∣∣∣∣
∫

R2

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx−

∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx
∣∣∣∣ .

Então para L > 0, o qual será escolhido depois, temos

Ik ≤
∣∣∣∣
∫

BL

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx−

∫

BL

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

R2\BL

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

R2\BL

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx
∣∣∣∣ .
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Como (ck) é uma sequência limitada, então usando a equação (4.24) temos ∆uk ∈ Lt(BL) para
todo t ≥ 1, assim por regularidade elíptica temos que uk → u fortemente em C1,θ (BL) para
algum θ ∈ (0,1). Além disso, usando a imersão compacta E ↪→ L2(R2), temos que uk → u em
L2(R2). Assim,

lim
k→+∞

∣∣∣∣
∫

BL

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx−

∫

BL

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx
∣∣∣∣ = 0.

(4.26)
Lembremos que para todo β > 0,

lim
t→0

eβ t2 −1−β t2

t4 =
β 2

2
.

Assim, existe ε > 0 suficientemente pequeno e C > 0 tais que

eβ t2 −1−β t2 ≤Ct4, para todo t ∈ [0,ε ]. (4.27)

Por outro lado, desde que uk é radialmente simétrica e radialmente decrescente, temos

u2
k(L)|BL| ≤

∫

BL

u2
k dx≤ 1.

Logo, podemos determinar L > 0 tal que uk(x) ≤ (ε/3C)1/2 para todo x 6∈ BL. Por (4.27),
obtemos ∫

R2\BL

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx≤C

∫

R2\BL

u4
k dx

= C
∫

R2\BL

u2
ku2

k dx

≤ ε
3

∫

R2
u2

k dx≤ ε
3
.

(4.28)

Por outro lado, para L > 0 suficientemente grande, temos
∣∣∣∣
∫

R2\BL

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx
∣∣∣∣≤

ε
3
. (4.29)

Por (4.26), (4.28) e (4.29), e fazendo ε tender para zero, obtemos

lim
k→+∞

∫

R2

[
eαku2

k −1−αku2
k

]
dx =

∫

R2

[
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1−4π(1+α‖u‖2

2)u
2
]

dx.

Desta equação, obtemos que

lim
k→+∞

∫

R2

(
eαku2

k −1
)

dx =
∫

R2

(
e4π(1+α‖u‖2

2)u
2 −1

)
dx. (4.30)

Assim, u é uma função que atinge `(α).
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CASO 2: ck ↗+∞.

Este caso é mais delicado, e os argumentos utilizados são denominados na literatura de
análise de blow-up.

Definamos

r2
k =

λk

βkc2
keαkc2

k
(4.31)

Inicialmente, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.3. Seja σk = 4π − δk, onde δk ↘ 0. Então, r2
ke

σk
2 c2

k → 0 quando k → +∞.
Consequentemente rk → 0 quando k →+∞.

Prova: Usando as definições de rk e λk, temos que

r2
ke

σk
2 c2

k = λkβ−1
k c−2

k e−αkc2
k e

σk
2 c2

k

= β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k

∫

R2
u2

keαku2
k dx.

Dado L > 0, podemos escrever

r2
ke

σk
2 c2

k = β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k

∫

BL

u2
keαku2

k dx+β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k

∫

R2\BL

u2
keαku2

k dx.

Observe que a segunda integral da igualdade acima pode ser escrita da seguinte forma:

∫

R2\BL

u2
keαku2

k dx =
∞

∑
j=0

α j
k

∫

R2\BL

|uk|2 j+2

j!
dx.

Assim, usando o Lema Radial (cf. [43]), temos

|uk(ρ)| ≤ 1√
π
‖uk‖2

1
ρ

, para todo ρ > 0.

Consequentemente,
∫

R2\BL

|uk|2 j+2 dx ≤ ‖uk‖2 j+2
2

2
π j

∫ +∞

L
ρ−2 j−1 dρ ≤ 1

π j jL2 j .

Assim, ∫

R2\BL

u2
keαku2

k dx≤
∞

∑
j=0

α j
k

j!π j jL2 j ≤
∞

∑
j=0

α j
k

j!π jL2 j ≤C1(L).

Desta última estimativa, temos que

r2
ke

σk
2 c2

k ≤ β−1
k c−2

k

∫

BL

u2
ke−(αk−σk

2 )c2
k eαku2

k dx+C1(L)β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k .
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Agora, usando o fato de que ck = uk(0)≥ uk(x) para todo x ∈ R2 temos

−(αk− σk

2
)c2

k ≤−(αk− σk

2
)u2

k(x), para todo x ∈ R2.

Logo

r2
ke

σk
2 c2

k ≤ β−1
k c−2

k

∫

BL

u2
ke−(αk−σk

2 )u2
k eαku2

k dx+C1(L)β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k

= β−1
k c−2

k

∫

BL

u2
ke

σk
2 u2

k dx+C1(L)β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k .

Afirmamos que existe C > 0 tal que
∫

BL

u2
ke

σk
2 u2

k dx≤C. (4.32)

De fato, temos que ∫

BL

|∇(uk−uk(L))+| dx≤ 1.

Então, pela desigualdade de Trudinger-Moser temos
∫

BL

e4π[(uk−uk(L)+]2 dx≤C(L). (4.33)

Para p < 4π podemos determinar uma constante positiva C(p) tal que

pu2
k ≤ 4π[(uk−uk(L))+]2 +C(p). (4.34)

Combinando (4.33) e (4.34), temos
∫

BL

epu2
k dx≤C(L, p). (4.35)

Seja s > 1 tal que p = sσk/2 < 4π e r tal que 1/s+1/r = 1, então pela desigualdade de Hölder
temos ∫

BL

u2
ke

σk
2 u2

k dx≤
(∫

BL

epu2
k dx

)1/s (∫

BL

|uk|2r
)1/r

.

Então, usando (4.35) e a imersão E ↪→ Lt(R2) para todo t ≥ 2, obtemos (4.32).
Logo, existe C > 0 tal que

r2
ke

σk
2 c2

k ≤Cβ−1
k c−2

k +C1(L)β−1
k c−2

k e−(αk−σk
2 )c2

k .

Como 0 < a0 ≤ βk ≤ A0 e ck ↗+∞, concluímos o resultado.

O próximo lema fornece uma informação muito importante que ocorre no caso Blow-up,
que é uk ⇀ 0 fracamente em E.
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Lema 4.3.4. Para a sequência (uk) temos que uk ⇀ 0 fracamente em E, uk → 0 fortemente
Lq(R2) para todo q≥ 2. Além disso, temos que αk → 4π , βk → 1 e γk → α .

Prova: Como ‖uk‖= 1 e E é um espaço de Hilbert, podemos assumir a menos de subsequência
que

uk ⇀ u0 fracamente em E

e pela imersão compacta E ↪→ L2(R2)

uk → u0 fortemente em L2(R2).

Suponhamos que u0 6= 0 e ‖u0‖< 1, então para todo 0≤ α < λ1, temos

1+α‖uk‖2
2 → 1+α‖u0‖2

2 ≤ 1+‖u0‖2 <
1

1−‖u0‖2 .

Assim para cada R > 0, temos pelo Lema 4.2.1 que eαku2
k é limitado em Lr(BR) para algum r > 1

desde que k seja suficientemente grande, pois eαku2
k = (eαku2

k −1)+1. Assim, pela desigualdade
de Hölder, podemos concluir que

ukeαku2
k ∈ Lr0(BR) para algum r0 > 1.

Assim, obtemos que

h(x) =
βk

λk
ukeαku2

k +[γk− (1+ |x|q)]uk ∈ Lr0(BR).

Pela equação (4.24) temos que ∆uk ∈ Lr0(BR) para algum r0 > 1 e cada R > 0. Aplicando
estimativas elípticas (cf. Teorema 2, [60]) para o problema

−∆uk = h(x) em BR,

existe C(r0) > 0 tal que

‖uk‖∞ ≤C(r0)R−1 (‖uk‖2
2 +RK

)1/2 ≤C(r0)R−1 (1+RK)1/2 ,

onde K = R2(r0−1)/r0‖h‖Lr0(BR). Assim, obtemos que uk é uniformemente limitado em BR, mais
isto contradiz o fato que ck ↗ +∞. Logo, u0 = 0 e consequentemente temos que αk → 4π ,
βk → 1 e γk → α

Agora definamos as funções de blow-up:

{
ψk(x) = c−1

k uk(rkx)
ϕk(x) = ck(uk(rkx)− ck)

(4.36)
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sobre o domínio Ωk =
{

x ∈ R2 : rkx ∈ B1
}

. Notemos que
{

−∆ψk = c−2
k ψkeαk(u2

k(rkx)−c2
k) +[γk− (1+ |x|q)]r2

kψk em Ωk;

−∆ϕk = ψkeαk(u2
k(rkx)−c2

k) +[γk− (1+ |x|q)]r2
kc2

kψk em Ωk.
(4.37)

De fato, temos que

−∆uk +(1+ |x|q)uk =
βk

λk
ukeαku2

k + γkuk em BRk .

Pela definição de ψk, obtemos que

∆uk(rkx) =
1

r2
kc−1

k

∆ψk(x).

Notemos também que

βk

λk
uk(rkx)eαku2

k(rkx) =
c−2

k e−αkc2
k ψk(x)eαku2

k(rkx)

r2
kc−1

k

=
c−1

k

r2
k

ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k).

Combinando estas estimativas temos

− 1
r2

kc−1
k

∆ψk(x)+(1+ |x|q)ψk(x)
c−1

k

=
c−1

k

r2
k

ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) + γk
ψk(x)
c−1

k

.

Multiplicando esta última equação por r2
kc−1

k , obtemos

−∆ψk(x)+(1+ |x|q)r2
kψk(x) = c−2

k ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) + γkr2
kψk(x).

Assim provamos a primeira equação.
Agora usando a definição de ϕk, obtemos que

∆uk(rkx) =
1

r2
kck

∆ϕk(x).

Logo, temos que

− 1
r2

kck
∆ϕk(x)+(1+ |x|q)ψk(x)

c−1
k

=
c−1

k

r2
k

ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) + γk
ψk(x)
c−1

k

.

Multiplicando esta última equação por r2
kck, obtemos

−∆ϕk(x)+(1+ |x|q)r2
kc2

kψk(x) = ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) + γkr2
kc2

kψk(x).

Assim provamos a segunda equação.

Aplicando estimativas elípticas provaremos que:
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{
ψk → 1 em C1,θ

loc (R2),

ϕk → ϕ em C1,θ
loc (R2).

(4.38)

De fato, dado R > 0, como ‖ψk‖∞ ≤ 1, r2
k → 0 e (u2

k(rkx) − c2
k) ≤ 0 para k ∈ N

suficientemente grande, então para todo s≥ 1 temos

−∆ψk = c−2
k ψk(x)eαk(u2

k(rkx)−c2
k) +[γk− (1+ |x|q)]r2

kψk(x) ∈ Ls(BR)

Assim por estimativas elípticas (cf. Capítulo 9, [42]) temos

‖ψk‖W 2,s(BR) ≤C(‖ψk‖Ls(BR) +‖h‖Ls(BR))≤C(R),

onde
h(x) = c−2

k ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) +[γk− (1+ |x|q)]r2
kψk(x).

Como podemos tomar qualquer s, temos que

‖ψk‖C1,θ (BR) ≤C‖ψk‖W 2,s(BR) ≤C(R).

Assim para uma subsequência temos

ψk → ψ em C1,θ
loc (R2).

Por outro lado, usando a definição de ψk segue que ψk(0) = 1. Então, usando a convergência
uniforme acima obtemos que ψ(0) = 1. Além disso, tomando o limite na equação

∫

BR

∇ψk∇v dx = c−2
k

∫

BR

ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k)v dx+ r2
k

∫

BR

[γk− (1+ |x|q)]ψk(x)v dx,

para todo v ∈C∞
0 (BR), como rk → 0, γk → α e ck ↗+∞, obtemos

∫

BR

∇ψk∇v dx→ 0.

Consequentemente, obtemos
∫

BR

∇ψ∇v dx = 0, para todo v ∈C∞
0 (BR).

Assim,
−∆ψ = 0 em BR.

Logo, ψ é harmônica. Temos também que ψ é limitada, pois ψk é uniformemente limitada.
Logo, usando um Teorema tipo Liouville ψ é constante, mais como ψ(0) = 1, então ψ ≡ 1.
Assim, provamos a primeira parte da afirmação (4.38).

Para a segunda parte da afirmação basta observar que

−∆ϕk(x) = ψk(x)eαk(u2
k(rkx)−c2

k) +[γk− (1+ |x|q)]r2
kc2

kψk(x) ∈ Ls(BR),
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para todo s≥ 1, pois (u2
k(rkx)−c2

k)≤ 0, ‖ψk‖∞ ≤ 1 e r2
kc2

k → 0. Assim por estimativas elípticas
(cf. Capítulo 9, [42]) temos para uma subsequência que

ϕk → ϕ em C1,θ
loc (R2).

Agora provaremos que ϕ satisfaz:





−∆ϕ = e8πϕ em R2;
ϕ(0) = 0 = supϕ;∫

R2
e8πϕ dx = 1.

(4.39)

Notemos que

u2
k(rkx)− c2

k = c2
k

(
u2

k(rkx)
c2

k
−1

)
= c2

k(ψ
2
k (x)−1) = c2

k(ψk−1)(ψk +1).

Temos também que

ϕk(x) = ck(uk(rkx)− ck) = c2
k

(
uk(rkx)

ck
−1

)
= c2

k(ψk−1)

Destas estimativas, obtemos que

u2
k(rkx)− c2

k = ϕk(ψk +1)→ 2ϕ em C1,θ
loc (R2).

Temos também que ϕ(0) = 0 pois ϕk(0) = 0 para todo k. Sabemos também pelo Lema 4.3.4
que αk → 4π . Como

0≥ u2
k(rkx)− c2

k → 2ϕ em C1,θ
loc (R2),

obtemos que
ϕ(x)≤ 0 para todo x ∈ R2.

Assim,
supϕ = ϕ(0) = 0.

Agora notemos que
∫

BR

e8πϕ dx =
∫

BR

lim
k→+∞

e8πϕk dx

≤ liminf
k→+∞

∫

BR

eαk(u2
k(rkx)−c2

k) dx

= liminf
k→+∞

e−αkc2
k

∫

BRrk

eαku2
k(x)r−2

k dx
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Usando as definições de rk e λk, e que βk → 1, obtemos que
∫

BR

e8πϕ dx ≤ liminf
k→+∞

βkc2
k

λk

∫

BRrk

eαku2
k(x) dx

= liminf
k→+∞

βk

λk

∫

BRrk

u2
keαku2

k(x) dx+o(1)

≤ 1.

Logo, ϕ satisfaz a seguinte equação:



−∆ϕ = e8πϕ em R2;
ϕ(0) = 0 = supϕ;∫

R2
e8πϕ dx≤ 1.

Usando os resultados contidos em Li (Lema 4.2, [47]) e o teorema de unicidade em [22], é
conhecido que

ϕ(x) =− 1
4π

log(1+π|x|2)
é solução do problema acima. Consequentemente,∫

R2
e8πϕ dx = 1.

Assim concluímos a afirmação (4.39).

Usando os fatos acima temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.5. Dado qualquer A > 1, definamos

uA
k = min{uk,ck/A}.

Então,

limsup
k→+∞

∫

R2
(|∇uA

k |2 +(1+ |x|q)|uA
k |2) dx≤ 1

A
. (4.40)

Prova: Como ‖uk‖= 1, temos que∫

[uk≤ ck
A ]

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx = 1−
∫

[uk>
ck
A ]

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx.

Usando esta estimativa, a definição de uA
k e somando de ambos os lados o termo

∫

[uk>
ck
A ]
|uA

k |2 dx,

obtemos que∫

R2
(|∇uA

k |2 +(1+ |x|q)|uA
k |2) dx

= 1−
(∫

R2
(|∇(uk− ck

A
)+|2 +(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+uk) dx

)

+
∫

R2
(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+uk dx−

∫

[uk>
ck
A ]

(1+ |x|q)u2
k dx

+
∫

[uk>
ck
A ]

(1+ |x|q)|uA
k |2 dx.

(4.41)



124 Capítulo 4 Sobre um desigualdade ótima do tipo Trudinger-Moser em R2

Agora vamos estimar cada um deste termos. Primeiro notemos que:
∣∣∣{x ∈ R2 : uk ≥

ck

A
}
∣∣∣
(ck

A

)2
=

∫

[uk≥ ck
A ]

(ck

A

)2
dx≤

∫

[uk≥ ck
A ]

u2
k dx≤ 1.

Assim, obtemos que ∣∣∣{x ∈ R2 : uk ≥ ck

A
}
∣∣∣≤ A2

c2
k
→ 0.

Desta afirmação podemos escolher uma sequência ρk → 0 tal que

{x ∈ R2 : uk ≥
ck

A
} ⊂ Bρk .

Temos também que uk ⇀ 0 em E, então uk converge em Lp(B1) para todo p > 1. Logo, existe
h ∈ Lp(B1) tal que uk(x)≤ |h(x)| quase sempre em B1. Consequentemente, temos

lim
k→+∞

∫

[uk>
ck
A ]

(1+ |x|q)|uA
k |p dx≤ lim

k→+∞
(1+ρq

k )
∫

[uk>
ck
A ]

up
k dx

≤ lim
k→+∞

(1+ρq
k )

∫

Bρk

|h(x)|p dx

= 0.

(4.42)

Segue desta estimativa que

lim
k→+∞

∫

[uk>
ck
A ]

up
k dx = 0, (4.43)

lim
k→+∞

∫

[uk>
ck
A ]

(1+ |x|q)u2
k dx = 0, (4.44)

e

lim
k→+∞

∫

[uk>
ck
A ]

(1+ |x|q)|uA
k |2 dx = 0. (4.45)

Agora afirmamos que

lim
k→+∞

∫

R2
(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+up

k dx = 0, para todo p > 0. (4.46)

De fato, sobre R2 \Bρk temos que (uk− ck
A )+ = 0. Assim,

lim
k→+∞

∫

R2\Bρk

(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+up

k dx = 0. (4.47)

Por outro lado, temos que

∫

Bρk

(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+up

k dx≤ (1+ρq
k )

(∫

Bρk

|(uk− ck

A
)+|s dx

)1/s (∫

Bρk

urp
k dx

)1/r

,
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onde 1/s+1/r = 1 e tais que rp > 1. Logo, pela desigualdade de Hölder e (4.43), obtemos

lim
k→+∞

∫

Bρk

(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+up

k dx

≤ lim
k→+∞

(1+ρq
k )

(∫

B1

|2h(x)|s dx
)1/s

(∫

Bρk

urp
k dx

)1/r

= 0.

(4.48)

Logo, usando (4.47) e (4.48), obtemos

lim
k→+∞

∫

R2
(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+up

k dx = 0.

Agora testando (4.24) com (uk− ck
A )+, temos

∫

R2
(|∇(uk− ck

A
)+|2 +(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+uk) dx

=
∫

R2
(uk− ck

A
)+

(
βk

λk
ukeαku2

k + γkuk

)
dx

≥
∫

BLrk

(uk− ck

A
)+

(
βk

λk
ukeαku2

k + γkuk

)
dx

=
∫

BL

Aψk(x)−1
A

ψkeαk(ψk+1)ϕk+o(1) dx+o(1).

(4.49)

Esta desigualdade junto com (4.39) diz que

liminf
k→+∞

∫

R2
(|∇(uk− ck

A
)+|2 +(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+uk) dx≥ A−1

A

∫

BL

e8πϕ dx.

Agora fazendo L→+∞, obtemos

liminf
k→+∞

∫

R2
(|∇(uk− ck

A
)+|2 +(1+ |x|q)(uk− ck

A
)+uk) dx≥ A−1

A
. (4.50)

Combinando (4.41), (4.44), (4.45), (4.46) e (4.50), obtemos
∫

R2
(|∇uA

k |2 +(1+ |x|q)|uA
k |2) dx ≤ 1−

(
1− 1

A

)
+o(1) =

1
A

.

Assim, concluímos o resultado.

Assim, temos o seguinte corolário:

Corolário 4.3.1. Dado δ > 0, temos que

lim
k→+∞

∫

R2\Bδ

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx→ 0.
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Prova: Usando que ck ↗ +∞ e uA
k = min{uk,ck/A}, obtemos que uA

k = uk em [uk ≤ c] para k
suficientemente grande, pois ck/A↗+∞. Assim,

∫

[uk≤c]
(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx =

∫

[uk≤c]
(|∇uA

k |2 +(1+ |x|q)|uA
k |2) dx≤ 1

A
,

para qualquer constante c. Fazendo A→+∞, obtemos
∫

[uk≤c]
(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx→ 0.

Para concluímos o resultado basta usarmos que [uk ≤ c] = Br(c)(0), onde r(c) > 0.

Agora provaremos o seguinte lema:

Lema 4.3.6. Temos que

lim
k→+∞

∫

R2
(eαku2

k −1) dx≤ limsup
k→+∞

λk

c2
k

(4.51)

e consequentemente,
λk

ck
→+∞ e sup

k

c2
k

λk
< +∞. (4.52)

Prova: Inicialmente temos que
∫

R2
(eαku2

k −1) dx =
∫

[uk≤ ck
A ]

(eαku2
k −1) dx+

∫

[uk>
ck
A ]

(eαku2
k −1) dx.

Agora usando o crescimento da função exponencial e a definição de λk, temos

∫

R2
(eαku2

k −1) dx ≤
∫

R2
(eαk|uA

k |2 −1) dx+A2 λk

c2
k

∫

R2

u2
keαku2

k

λk
dx

=
∫

R2
(eαk|uA

k |2 −1) dx+A2 λk

c2
k
.

Vamos provar que ∫

R2
(eαk|uA

k |2 −1) dx→ 0.

Desde que uk é radialmente simétrica e radialmente decrescente podemos determinar L > 0 tal
que uk ≤ 1 sobre R2 \BL, então uA

k = uk em R2 \BL. Usando o Lema Radial e que ‖uk‖2 → 0
é conhecido que dado p > 0 existe C(p) > 0 tal que

lim
k→+∞

∫

R2\BL

(epαk|uA
k |2 −1) dx≤ lim

k→+∞
C(p)

∫

R2\BL

u2
k dx = 0. (4.53)

Sabemos também pelo Lema 4.3.5 que

limsup
k→+∞

∫

R2
(|∇uA

k |2 + |uA
k |2) dx≤ 1

A
< 1 quando A > 1.
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Assim segue pela desigualdade de Trudinger-Moser que

sup
k

∫

BL

ep′αk((uA
k−uk(L))+)2

dx < ∞ para todo p′ < A,

pois
lim

k→+∞
{p′αk‖(uA

k −uk(L))+‖2}= lim
k→+∞

p′αk‖uA
k ‖2 < 4π.

Além disso, desde que para todo p < p′

p|uA
k |2 ≤ p′|(uA

k −uk(L))|2 +C(p, p′),

temos
sup

k

∫

BL

(epαk|uA
k |2 −1) dx < ∞ para todo p < A. (4.54)

Por outro lado, a menos de subsequência temos que uA
k → 0 quase sempre R2. Então em BL,

usando um argumento similar ao feito na prova do Teorema 4.2.1, obtemos que

lim
k→+∞

∫

BL

(eαk|uA
k |2 −1) dx = 0. (4.55)

Assim

lim
k→+∞

∫

R2
(eαku2

k −1) dx ≤ lim
k→+∞

A2 λk

c2
k
.

Logo, fazendo A→ 1 obtemos (4.51).

Por fim, se
λk

ck
é limitada ou supk

c2
k

λk
= +∞, então por (4.51) temos

`(α)≤ λk

c2
k
→ 0 quando k →+∞,

o que é impossível. Assim, concluímos o lema.

Usando uma idéia similar a utilizada na prova do Lema 3.7 em [46], provaremos o seguinte
resultado:

Lema 4.3.7. Temos que
βk

λk
ckukeαku2

k converge para a função Delta de Dirac δ0 fracamente, isto

é, para todo η ∈C∞
0 (R2) temos

lim
k→+∞

∫

R2
η(x)

βk

λk
ckukeαku2

k dx = η(0).

Prova: Seja η ∈C∞
0 (R2), então

∣∣∣∣
∫

R2
η(x)

βk

λk
ckukeαku2

k dx
∣∣∣∣≤ I1 + I2 + I3,
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onde

I1 =
∫

[uk≥ ck
A ]\BLrk

η(x)
βk

λk
ckukeαku2

k dx,

I2 =
∫

BLrk

η(x)
βk

λk
ckukeαku2

k dx

e

I3 =
∫

[uk<
ck
A ]

η(x)
βk

λk
ckukeαku2

k dx

para algum A > 1. Agora vamos estimar cada uma destas integrais. Primeiro temos que

|I1| ≤
∫

R2\BLrk

|η(x)|βk

λk
ckukeαku2

k dx

≤ A‖η‖∞

∫

R2\BLrk

βk

λk
u2

keαku2
k dx.

Usando a definição de λk em (4.24), obtemos que

|I1| ≤ Aβk‖η‖∞

(
1−

∫

BLrk

1
λk

u2
keαku2

k dx

)
.

Por (4.31) e (4.36), temos
∫

BLrk

1
λk

u2
keαku2

k dx =
∫

BL

1
λk

u2
k(rkx)eαku2

k(rkx)r2
k dx

=
1
βk

∫

BL

(
uk(rkx)

ck

)2

eαk(u2
k(rkx)−c2

k) dx

=
1
βk

∫

BL

ψ2
k (x)eαk(ψk(x)+1)ϕk(x) dx.

Logo, fazendo k →+∞ e usando βk → 1 e por fim fazendo L→+∞, obtemos que

|I1| ≤ A‖η‖∞

(
1−

∫

BL

e8πϕ dx
)
→ 0,

pois ∫

R2
e8πϕ dx = 1.

Estimando I2:

I2 =
∫

BLrk

η(x)
βk

λk
ckukeαku2

k dx

=
∫

BL

η(rkx)
e−αkc2

k

c2
kr2

k
ckuk(rkx)eαku2

k(rkx)r2
k dx

=
∫

BL

η(rkx)ψk(x)eαk(ψk(x)+1)ϕk(x) dx

= η(0)
∫

BL

e8πϕ dx+o(1) = η(0)+o(1).
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Agora notemos que

I3 =
∫

[uk<
ck
A ]

η(x)
βk

λk
ckukeαku2

k dx

≤ ‖η‖∞βk
ck

λk

∫

[uk<
ck
A ]

ukeαku2
k dx

≤ ‖η‖∞βk
ck

λk

∫

R2
uA

k eαk|uA
k |2 dx.

Combinando o Lema 4.3.5 e o Lema Radial, obtemos que
∫

R2
uA

k eαk|uA
k |2 dx < ∞. (4.56)

Assim, existe C > 0 tal que
I3 ≤C‖η‖∞βk

ck

λk

Por (4.52) temos que
ck

λk
→ 0,

daí concluímos que I3 → 0 quando k → +∞. Combinando as três estimativas terminamos a
prova do lema.

Adaptando os argumentos de M. Struwe em [61], provaremos o seguinte lema:

Lema 4.3.8. Para qualquer R > 0 e 1 < τ < 2, temos que ckuk ⇀ G fracamente em W 1,τ(BR),
onde G é uma função de Green tal que

−∆G+(1+ |x|q)G = δ0 +αG em BR (4.57)

no sentido fraco. Além disso, ckuk → G em C1,θ
loc (R2 \{0}) para algum θ ∈ (0,1).

Prova: Seja Uk = ckuk, assim pela equação (4.24), temos no sentido fraco que

−∆Uk +(1+ |x|q)Uk =
βk

λk
ckukeαku2

k + γkUk em BRk . (4.58)

Primeiro mostraremos que existe C(τ,R) > 0 tal que ‖∇Uk‖τ ≤C(τ,R) para qualquer 1 < τ < 2
e R > 0.

Notemos que γk ∈ [0,λ1). Vamos considerar dois casos:

Caso 1: γk = 0.

Notemos que

−∆Uk +Uk ≤−∆Uk +(1+ |x|q)Uk =
βk

λk
ckukeαku2

k em BRk ,
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assim,

−∆Uk +Uk ≤
βk

λk
ckukeαku2

k em BRk .

Definamos Ωt = {0 ≤ Uk ≤ t} e U t
k = min{Uk, t}, então U t

k ∈ H1
0 (BRk) e pelo Lema 4.3.7,

obtemos
∫

Ωt

(|∇U t
k|2 + |U t

k|2
)

dx ≤
∫

BRk

(−U t
k∆Uk +U t

kUk
)

dx

≤
∫

BRk

U t
k

βk

λk
ckukeαku2

k dx

≤ t.

Seja η uma função radialmente simétrica tal que η ≡ 1 em BR, η ≡ 0 em Bc
2R e η ∈

C∞
0 (R2, [0,1]). Notemos que |∇(ηU t

k)| = |η∇U t
k + U t

k∇η | = 0 em BR ∩Ωc
t , pois U t

k = t e
∇η = 0 em BR ∩Ωc

t . Além disso, usando a simetria da sequência (uk) podemos escolher t
suficientemente grande, se necessário, tal que Ωc

t ⊂ BR, consequentemente
∫

B2R

|∇(ηU t
k)|2 dx =

∫

B2R∩Ωt

|∇(ηU t
k)|2 dx

≤ 2max{1,R−2}
∫

Ωt

(|∇U t
k|2 + |U t

k|2
)

dx.

Assim existe C1(R) > 0 tal que
∫

B2R

|∇(ηU t
k)|2 dx ≤ C1(R)t.

Seja ρ tal que Uk(ρ) = t. Pela estimativa acima, temos que

inf
{∫

B2R

|∇v|2 dx : v ∈ H1
0 (B2R) e v|Bρ = t

}
≤C1(R)t.

É conhecido que o ínfimo acima é atingido por (cf. [61, 69])

V (x) =





−t log( |x|2R)
log(2R

ρ )
em B2R \Bρ ,

t em Bρ .

Calculando ∇V (x), temos

∇V (x) =





−tx
log(2R

ρ )|x|2 em B2R \Bρ ,

0 em Bρ .

Logo, ∫

B2R

|∇V (x)|2 dx =
t2

log2(2R
ρ )

∫

B2R\Bρ

dx
|x|2 =

2πt2

log(2R
ρ )

.
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Donde, obtemos
2πt2

log(2R
ρ )

≤C1(R)t ⇒ ρ ≤ 2Re−2πt/C1(R).

Destes fatos, obtemos que

|{x ∈ B2R : Uk ≥ t}|= |Bρ | ≤C2(R)e−A(R)t ,

onde A(R) é uma constante positiva que depende somente de R. Seja m1 ∈ N tal que t ≤ m1,
então para qualquer δ < A(R), temos

∫

BR

eδUk dx≤ eδm1πR2 +
∞

∑
m=m1

|{m≤Uk ≤ m+1}|eδ (m+1)

≤ eδm1πR2 +C2(R)
∞

∑
m=m1

e−(A(R)−δ )meδ ≤C(R).
(4.59)

Testando a equação (4.24) com a função log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
, obtemos

∫

BR

− log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
∆Uk dx =

∫

BR

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
βk

λk
ckukeαku2

k dx

−
∫

BR

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
Uk dx.

Mais, log
(

2− 1
1+ s

)
≤ log2 para todo s > 0, então

∫

BR

∇
(

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+

)
∇Uk dx ≤ log2

∫

BR

βk

λk
ckukeαku2

k dx

−
∫

BR

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
Uk dx.

Notemos que

∇
(

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+

)
=

2∇Uk

1+2(Uk−Uk(R))+
− ∇Uk

1+(Uk−Uk(R))+

=
∇Uk

(1+2(Uk−Uk(R))+)(1+(Uk−Uk(R))+)

e ∫

BR

log
1+2(Uk−Uk(R))+

1+(Uk−Uk(R))+
Uk dx≥ 0.

Então
∫

BR

|∇Uk|2
(1+Uk−Uk(R))(1+2Uk−2Uk(R))

dx ≤ log2
∫

BR

βk

λk
ckukeαku2

k dx.
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Pelo Lema 4.3.7, tomando ϕ ∈C∞
0 (R2) tal que ϕ ≡ 1 em BR, obtemos

lim
k→+∞

∫

BR

βk

λk
ckukeαku2

k dx≤ lim
k→+∞

∫

R2
ϕ

βk

λk
ckukeαku2

k dx = 1.

Logo, existe k0 ∈ N tal que para todo k ≥ k0, temos
∫

BR

|∇Uk|2
(1+Uk−Uk(R))(1+2Uk−2Uk(R))

dx ≤ log2. (4.60)

Agora, denotando v1 = 1 +(Uk−Uk(R))+ e v2 = 1 + 2(Uk−Uk(R))+. Para cada 1 < τ < 2,
pela desigualdade de Young, obtemos

|∇Uk|τ =
|∇Uk|τ

(v1v2)τ/2 (v1v2)τ/2 ≤ |∇Uk|2
(v1v2)

+(v1v2)τ/(2−τ).

Logo,
∫

BR

|∇Uk|τ dx ≤
∫

BR

|∇Uk|2
(1+Uk−Uk(R))(1+2Uk−2Uk(R))

dx+((1+Uk)(1+2Uk))τ/(2−τ) dx

≤
∫

BR

( |∇Uk|2
(1+Uk−Uk(R))(1+2Uk−2Uk(R))

+CeδUk

)
dx

Por (4.59) e (4.60), obtemos ∫

BR

|∇Uk|τ dx≤C(τ,R).

Caso 2: 0 < γk < λ1.

Primeiro mostraremos que Uk é limitada em L1(BRk). Suponhamos por contradição que existe
uma subsequência tal que ‖Uk‖1 →+∞. Seja wk = Uk/‖Uk‖1. Então ‖wk‖1 = 1 e

−∆wk ≤−∆wk +(1+ |x|q)wk =
1

‖Uk‖1

βk

λk
ckukeαku2

k + γkwk em BRk .

Logo, −∆wk ∈ L1(BRk), assim repetindo o argumento do caso 1, obtemos que
∫

BR

|∇wk|τ dx≤C(τ,R).

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, existe θ(τ) ∈ (0,1) tal que

‖wk‖Lτ (BR) ≤C1(τ,R)‖wk‖θ(τ)
1 ‖∇wk‖1−θ(τ)

Lτ (BR) ≤C(τ,R).

Assim, (wk) é limitada em W 1,τ(BR). Portanto, sem perda de generalidade podemos assumir
que wk ⇀ w em W 1,τ(BR) para qualquer R > 0. Então, usando que ‖Uk‖1 → +∞ e γk → α ,
obtemos

∫

BR

[∇w∇φ +(1+ |x|q)wφ ] dx = α
∫

BR

wφ dx, ∀φ ∈C1(BR), ∀R > 0.
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Então, por uma argumento de densidade, temos
∫

BR

[∇w∇φ +(1+ |x|q)wφ ] dx = α
∫

BR

wφ dx, ∀φ ∈W 1,τ(BR), ∀R > 0.

Como R é arbitrário, obtemos que
∫

R2
[∇w∇φ +(1+ |x|q)wφ ] dx = α

∫

R2
wφ dx, ∀φ ∈W 1,τ(R2).

Desde que α < λ1, usando a definição de λ1 e tomando φ = w, obtemos pela equação acima
que w = 0, o que contradiz o fato que ‖w‖1 = 1. Portanto, temos que ‖Uk‖1 é limitada.

Usando que ‖Uk‖1 é limitada, temos que

−∆Uk +(1+ |x|q)Uk =
βk

λk
ckukeαku2

k + γkUk ∈ L1(BRk).

Assim, novamente pelo mesmo argumento do Caso 1, para qualquer 1 < τ < 2 e R > 0, temos
∫

BR

|∇Uk|τ dx≤C(τ,R).

Como ‖Uk‖1 ≤C, obtemos pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, que existe θ(τ)∈ (0,1)
tal que

‖Uk‖Lτ (BR) ≤C1(τ,R)‖Uk‖θ(τ)
1 ‖∇Uk‖1−θ(τ)

Lτ (BR) ≤C(τ,R). (4.61)

Portanto, (Uk) é limitada em W 1,τ(BR). Assim, Uk converge fracamente para alguma função G
em W 1,τ(BR) para qualquer R e 1 < τ < 2. Pelas imersões de Sobolev temos que Uk é limitada
Lp(BR) para todo p ∈ [1,+∞). Testando a equação (4.24) com φ ∈C∞

0 (BR), obtemos que
∫

BR

(∇φ∇(ckuk)+(1+ |x|q)φckuk) dx =
∫

BR

φ
βk

λk
ckukeαku2

k dx+ γk

∫

BR

φckuk dx.

Fazendo k →+∞, temos pelo Lema 4.3.7 que
∫

BR

(∇φ∇G+(1+ |x|q)φG) dx = φ(0)+α
∫

BR

φG dx, para todo R > 0.

Então, no sentido fraco, temos

−∆G+(1+ |x|q)G = δ0 +αG.

Agora vamos estudar a regularidade da função G. Primeiro fixemos r > 0 tal que r < 2r <
3r < R e escolhamos uma função tal que η ∈C∞

0 (BR \Br, [0,1]) e η ≡ 1 em B3r \B2r. Notemos
que ‖∇(ηuk)‖2 → 0. De fato, usando o Corolário 4.3.1 e a definição da função η , temos

∫

BR\Br

|∇(ηuk)|2 dx =
∫

BR\Br

|η∇uk +uk∇η |2 dx

≤
∫

BR\Br

|∇uk|2 dx+C‖uk‖2
2 → 0.
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Assim,
‖∇(ηuk)‖2 → 0.

Consequentemente, temos que eαkη2u2
k é limitada em Ls(BR\Br) para todo s > 1. De fato, existe

k0 ∈ N tal que sαk‖∇(ηuk)‖2
2 < 4π para todo k ≥ k0, assim pela desigualdade de Trudinger-

Moser, obtemos
∫

BR\Br

esαk(ηuk)2
dx =

∫

BR\Br

e
sαk‖∇(ηuk)‖2

2

(
ηuk

‖∇(ηuk)‖2

)2

dx≤C(R).

Como consequência deste fato temos também que eαku2
k é limitada em Ls(B3r \B2r) para todo

s > 1 e k ≥ k0. Com efeito, temos que
∫

B3r\B2r

esαku2
k dx≤

∫

BR\Br

esαk(ηuk)2
dx≤C(R). (4.62)

Agora notemos que

−∆(ckuk) =
βk

λk
ckukeαku2

k +[γk− (1+ |x|q)]ckuk em BRk .

Assim,

−
∫

B3r\B2r

∆(ckuk) dx =
∫

B3r\B2r

βk

λk
ckukeαku2

k dx+
∫

B3r\B2r

[γk− (1+ |x|q)]ckuk dx.

Notemos que ckukeαku2
k ∈ Lp(B3r \B2r) para qual quer 1 < p < 2. De fato, dado 1 < p < 2, pela

desigualdade de Hölder, temos

∫

B3r\B2r

(
βk

λk
ckukeαku2

k

)p

dx≤C1

(∫

B3r\B2r

(ckuk)sq dx
)1/s (∫

B3r\B2r

es′αku2
k dx

)1/s′

,

onde 1/s + 1/s′ = 1 com sp < 2. Assim, usando (4.61) e (4.62), obtemos que ∆(ckuk) ∈
Lp(B3r \B2r). Aplicando estimativas elípticas (cf. Teorema 2, [60]) segue que existe C(R) > 0
tal que

‖ckuk‖C1,θ (B3r\B5r/2)
≤C1(R).

Logo, pelo Teorema Ascoli-Arzelá, a menos de subsequência, temos ckuk → G em C1,θ (B3r \
B5r/2). Desde que R é arbitrário podemos concluir a última afirmação do lema.

4.4 Um limite superior para `(α)

Nesta seção provaremos a existência de uma limitação superior para `(α). Para tanto,
usando um argumento similar ao utilizado nos trabalhos [44, 46, 47, 52] precisaremos do
seguinte lema devido a Carleson-Chang (cf. [19]):
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Lema 4.4.1. Seja B1 a bola unitária em R2. Suponhamos que vk é uma sequência em H1
0 (B1)

tal que ‖∇vk‖2
L2(B1)

= 1. Se vk ⇀ 0 fracamente em H1
0 (B1), então

limsup
k→+∞

∫

B1

(
e4πv2

k −1
)

dx≤ |B1|e.

Agora provaremos o seguinte resultado:

Proposição 4.4.1. Sob a condição que ck ↗+∞, temos que

`(α)≤ πe4πA0+1,

para todo α ∈ [0,λ1), onde A0 é uma constante.

Prova: Pelo Lema 4.3.8, temos que ckuk → G em C1,θ
loc (R2 \{0}). Assim,

−∆
(

G(x)+
1

2π
log |x|

)
= [α− (1+ |x|q)]G(x) ∈ Lr

loc(R
2), para todo r > 1.

Então, usando estimativas elípticas (cf. Teorema 2, [60]) temos

G(x)+
1

2π
log |x| ∈C1,θ

loc (R2).

Consequentemente, similar a [44, 47, 52] a função de Green G tem a seguinte representação

G(x) =− 1
2π

log |x|+A0 +o(1),

onde A0 é uma constante que só depende de α .
Seja ν a normal unitária exterior a ∂Bδ , então usando o Teorema da divergência, obtemos

∫

R2\Bδ

(|∇G(x)|2 +(1+ |x|q)|G(x)|2) dx = α
∫

R2\Bδ

|G(x)|2 dx−
∫

∂Bδ

G(x)
∂G(x)
∂ (−ν)

dσ

= α‖G‖2
2 +G(δ )

∫

∂Bδ

∂G(x)
∂ν

dσ +oδ (1).

(4.63)
Usando integração por partes em ambos os lados da equação (4.57) sobre Bδ , temos que

∫

Bδ

∆G(x) dx = 1+
∫

Bδ

[α− (1+ |x|q)]G(x) dx.

E novamente pelo Teorema da divergência, obtemos que

∫

∂Bδ

∂G(x)
∂ν

dσ = 1+
∫

Bδ

[α− (1+ |x|q)]G(x) dx.
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Logo, (4.63) pode ser escrita como
∫

R2\Bδ

(|∇G(x)|2 +(1+ |x|q)|G(x)|2) dx

= α‖G‖2
2 +G(δ )+G(δ )

∫

Bδ

[α− (1+ |x|q)]G(x) dx+oδ (1)

= α‖G‖2
2 +G(δ )+oδ (1).

(4.64)

Consequentemente, temos
∫

R2\Bδ

(|∇G(x)|2 +(1+ |x|q)|G(x)|2) dx = − 1
2π

logδ +A0 +α‖G‖2
2 +oδ (1),

Logo, para k suficientemente grande temos
∫

R2\Bδ

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx =
1
c2

k

(
− 1

2π
logδ +A0 +α‖G‖2

2 +oδ (1)+ok(1)
)

.

Agora, sejam bk = uk(δ ) e wk = (uk−bk)+, então wk ∈ H1
0 (Bδ ) e

τk =
∫

Bδ

|∇uk|2 dx = 1−
(∫

R2\Bδ

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx
)
−

∫

Bδ

(1+ |x|q)u2
k dx

= 1−
(∫

R2\Bδ

(|∇uk|2 +(1+ |x|q)|uk|2) dx
)

+ok(1)

= 1− 1
c2

k

(
− 1

2π
logδ +A0 +α‖G‖2

2 +oδ (1)+ok(1)
)

.

Pelo Lema 4.4.1, temos que

limsup
k→+∞

∫

Bδ

(e4π(wk/τ1/2
k )2 −1) dx≤ πδ 2e. (4.65)

Sabemos por (4.39) que em BLrk , ϕk → ϕ em C1,θ
loc (R2), onde ϕk(x/rk) = ck(uk(x)− ck), logo

sobre BLrk provaremos a seguinte estimativa:

αku2
k ≤ 4πw2

k/τk−2logδ +4πA0 +o(1). (4.66)

Com efeito, usando que ukck → G em C1,θ
loc (R2 \ {0}) e que ‖uk‖2 → 0, obtemos as seguintes

estimativas:

αku2
k ≤ 4π(1+α‖uk‖2

2)(wk +bk)2

= 4π(1+α‖uk‖2
2)(w

2
k +2wkbk +b2

k)
= 4πw2

k +8πwkbk +4πb2
k +4πα‖uk‖2

2w2
k +8πα‖uk‖2

2wkbk +4πα‖uk‖2
2b2

k .

Usando a definição de wk, obtemos

αku2
k ≤ 4πw2

k +8π(ck−bk)bk +4πb2
k +12πα‖uk‖2

2(uk− ck)ck +4πα‖uk‖2
2c2

k

= 4πw2
k +8πbkck−4πb2

k +12πα‖uk‖2
2(uk− ck)ck +4πα‖ckuk‖2

2

≤ 4πw2
k +8πbkck +12πα‖uk‖2

2ϕk +4πα‖ckuk‖2
2.
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Assim,
αku2

k ≤ 4πw2
k +8πbkck +4πα‖G‖2

2 +ok(1). (4.67)

Agora vamos estimar o primeiro destes termos. Provaremos que

4πw2
k ≤ 4π(wk/τ1/2

k )2 +2logδ −4πA0−4πα‖G‖2
2 +oδ (1)+ok(1). (4.68)

De fato, denote por Hk(δ ) =− 1
2π

logδ +A0 +α‖G‖2
2 +oδ (1)+ok(1), então

τk = 1− 1
c2

k
Hk(δ )

e

0≤ c−2
k H2

k (δ )⇒−Hk(δ )≤−Hk(δ )+ c−2
k H2

k (δ )⇒−Hk(δ )≤−Hk(δ )
(
1− c−2

k Hk(δ )
)

Multiplicando a última desigualdade por c−2
k w2

k , obtemos que

−c−2
k Hk(δ )w2

k ≤−Hk(δ )
(
1− c−2

k Hk(δ )
)

c−2
k w2

k ⇒−c−2
k Hk(δ )w2

k ≤−Hk(δ )
(
1− c−2

k Hk(δ )
)
.

Assim, temos que

w2
k(1− c−2

k Hk(δ ))≤ w2
k −Hk(δ )

(
1− c−2

k Hk(δ )
)
.

Esta desigualdade implica que

w2
k ≤ w2

k
τk
−Hk(δ ).

Pela definição de Hk(δ ) segue a afirmação.
Agora, usando que bkck → G(δ ), temos

8πbkck =−4logδ +8πA0 +oδ (1)+o(1). (4.69)

Combinando (4.67), (4.68) e (4.69), obtemos (4.66).
Logo, usando (4.66) para k suficientemente grande tal que BLrk ⊂ Bδ , temos

∫

BLrk

eαku2
k dx ≤ δ−2e4πA0+o(1)

∫

BLrk

eαk(wk/τ1/2
k )2

dx

= δ−2e4πA0+o(1)
∫

BLrk

(
eαk(wk/τ1/2

k )2 −1
)

dx+ok(1)

≤ δ−2e4πA0+o(1)
∫

Bδ

(
eαk(wk/τ1/2

k )2 −1
)

dx.

Segue por (4.65) que

limsup
k→+∞

∫

BLrk

eαku2
k dx ≤ πe4πA0+1. (4.70)
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Existe k0 ∈ N tal que {x ∈ R2 : uk(x)≥ ck
A } ⊂ BLrk para k ≥ k0, logo por (4.55), temos

limsup
k→+∞

∫

Bδ \BLrk

(eαku2
k −1) dx = limsup

k→+∞

∫

Bδ \BLrk

(eαk|uA
k |2 −1) dx = 0. (4.71)

Por outro lado, pelo Lema Radial (cf. [43]) existe C = C(δ ) > 0 tal que
∫

R2\Bδ

(eαku2
k −1) dx≤C‖uk‖2

2.

Como ‖uk‖2
2 → 0, obtemos

limsup
k→+∞

∫

R2\Bδ

(eαku2
k −1) dx = 0. (4.72)

Assim para k suficientemente grande, temos
∫

R2
(eαku2

k −1) dx =
∫

BLrk

(eαku2
k −1) dx+

∫

R2\BLrk

(eαku2
k −1) dx

≤
∫

BLrk

eαku2
k dx+

∫

Bδ \BLrk

(eαku2
k −1) dx+

∫

R2\Bδ

(eαku2
k −1) dx.

Por (4.70), (4.71) e (4.72), obtemos que

`(α)≤ πe4πA0+1.

4.5 Prova dos resultados principais no caso: ck ↗+∞

Para provamos os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, argumentando de forma similar a Li em [47]
precisamos construir uma sequência de funções teste contradizendo a proposição 4.4.1. Mais
precisamente, devemos determinar vε ∈ E tais que ‖vε‖= 1 e

∫

R2

[
e4π(1+α‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx > πe4πA0+1, (4.73)

para ε > 0 suficientemente pequeno.
Definamos a sequência:

vε(x) =





C− log(1+π|x/ε|2)+B
4πC

se |x|< Lε

G(|x|)
C

se |x| ≥ Lε,

onde C, B e L são funções de ε (as quais serão definidas depois por (4.75), (4.76) e (4.78)) tais
que:
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(i) L→+∞, C →+∞ e Lε → 0 quando ε → 0;

(ii) C− log(1+πL2)+B
4πC

=
G(Lε)

C
;

(iii)
logL
C2 → 0 quando ε → 0.

A seguir normalizando vε vamos obter algumas informações sobre B, C e L. Primeiro usando
o mesmo argumento das estimativas (4.63), (4.64) e a definição de vε sobre R2 \BLε , temos

∫

R2\BLε
(|∇vε |2 +(1+ |x|q)|vε |2) dx

=
1

C2

(∫

R2\BLε
(|∇G(x)|2 +(1+ |x|q)|G(x)|2) dx

)

=
1

C2

(
α‖G‖2

2−
∫

∂BLε
G(Lε)

∂G(x)
∂ (−ν)

dσ +oδ (1)
)

=
1

C2

(
α‖G‖2

2 +G(Lε)+G(Lε)
∫

BLε
[α− (1+ |x|q)]G(x) dx+oδ (1)

)

=
1

C2

(
α‖G‖2

2 +G(Lε)+oε(1)+oδ (1)
)

=
1

4πC2

(
4πα‖G‖2

2− log(Lε)2 +4πA0 +oε(1)+oδ (1)
)
.

Por outro lado, por um simples cálculo, temos que
∫

BLε
|∇vε |2 dx =

1
4πC2

(
log(1+πL2)−1

)
+O(L−2C−2).

e
∫

BLε
(1+ |x|q)|vε |2 dx = O((Lε)2C2 logL).

Consequentemente, temos que
∫

R2
(|∇vε |2 + (1+ |x|q)|vε |2) dx

=
1

4πC2

(−1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + log(1+πL2)− log(Lε)2 +φ

)
,

onde
φ = O((Lε)2C2 logL(Lε)2 log2(Lε)+L−2 +oε(1)+oδ (1)).

Assim, fazendo ∫

R2
(|∇vε |2 +(1+ |x|q)|vε |2) dx = 1,

obtemos

4πC2 = −1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + log(1+πL2)− log(Lε)2 +φ , (4.74)
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ou seja,

4πC2 =−1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + log(1+πL2)− logL2− logε2 +φ

=−1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + log

(1+πL2)
L2 − logε2 +φ

=−1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + logπ− logε2 +φ .

(4.75)

Por (ii), temos que
4πC2− log(1+πL2)−Λε = 4πG(Lε).

Então combinando com (4.74) e usando a definição de G, obtemos

Λε =−1+4πα‖G‖2
2 +φ . (4.76)

Agora vamos estimar o seguinte termo:
∫

BLε
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε dx.

Afirmamos que em BLε

4π(1+‖vε‖2
2)v

2
ε ≥ (4πC2−2Λε)−2log(1+π|x/ε|2)+4πα‖G‖2

2 +O(C−2 logL).

De fato, temos que
‖vε‖2

2 = C−2‖G‖2
2 +oε(1)

e em BLε , temos que

4π(1+α‖vε‖2
2)v

2
ε = 4π

(
1+αC−2‖G‖2

2
)(

C− log(1+π|x/ε|2)+Λε
4πC

)2

≥ 4π
(
1+αC−2‖G‖2

2
)

C2
(

1−2
log(1+π|x/ε|2)+Λε

4πC2

)

=
(
1+αC−2‖G‖2

2
)[

(4πC2−2Λε)−2log(1+π|x/ε|2)] .

Assim,

4π(1+α‖vε‖2
2)v

2
ε ≥ (4πC2−2Λε)−2log(1+π|x/ε|2)+4πα‖G‖2

2

− 2C−2α‖G‖2
2(log(1+π|x/ε|2)+Λε)

= (4πC2−2Λε)−2log(1+π|x/ε|2)+4πα‖G‖2
2 +O(C−2 log2 L).

Assim provamos a afirmação.
Agora, afirmamos que:

∫

BLε

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx≥ πe4πA0+1 +O((Lε)2C2 logL+L−2 +(Lε)2 log2 Lε).
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De fato, temos que
∫

BLε

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx ≥ e(4πC2−2Λε )+4πα‖G‖2

2+O(C−2 logL)
∫

BLε

1
(1+π|x/ε|2)2 dx

= e(4πC2−2Λε )+4πα‖G‖2
2+O(C−2 log2 L)

∫

BL

ε2

(1+π|x|2)2 dx

= e(4πC2−2Λε )+4πα‖G‖2
2+O(C−2 log2 L)

∫ πL2

0

ε2

(1+ s)2 ds

= e(4πC2−2Λε )+4πα‖G‖2
2+O(C−2 log2 L)ε2 πL2

1+πL2 .

Por (4.74), (4.75), (4.76), temos que

(4πC2−2Λε)+4πα‖G‖2
2 = 1+4πA0 + log(π/ε2)−φ .

Assim, obtemos que
∫

BLε

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx ≥ e1+4πA0+log(π/ε2)−φ+O(C−2 log2 L)ε2(1+O(L−2))

≥ πe1+4πA0 +O((Lε)2C2 logL+L−2 +(Lε)2 log2 Lε).

O que prova a afirmação.
Além disso, em R2 \BLε , temos que

∫

R2\BLε

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx≥ 4π

∫

R2\BLε

∣∣∣∣
G(x)

C

∣∣∣∣
2

dx.

Assim

∫

R2

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx ≥ πe4πA0+1 +4π

∫

R2\BLε

∣∣∣∣
G(x)

C

∣∣∣∣
2

dx

+ O((Lε)2C2 logL+L−2 +(Lε)2 log2 Lε).

Logo,
∫

R2

[
e4π(1+‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx ≥ πe4πA0+1 +

4π
C2

∫

R2\BLε
|G(x)|2 dx (4.77)

+ O((Lε)2C4 logL+C2/L2 +C2(Lε)2 log2 Lε).

Agora tomando L = − logε , obtemos que Lε → 0 quando ε → 0. Logo para concluímos o
resultado precisamos provar que existe C = C(ε) solução da equação (4.75). Para provarmos
esta afirmação defina:

z(t) =−4πt2−1+4πα‖G‖2
2 +4πA0 + logπ− logε2 +φ .
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Desde que

z
((− 2

4π
logε2)1/2

)
= logε2 +oε(1)+ logπ +φ < 0

e

z
((− 1

8π
logε2)1/2

)
=−1

2
logε2 +oε(1)+ logπ +φ > 0

para ε pequeno, temos que z possui um zero no intervalo
((− 1

8π
logε2)1/2

,
(− 2

4π
logε2)1/2

)
.

Assim, para definir C é suficiente considerarmos

4πC2 =− logε2 +O(1). (4.78)

Assim, quando ε → 0, temos
logL
C2 → 0

e então
(Lε)2C4 logL+C2L−2 +C2(Lε)2 log2 Lε → 0.

Logo, (i), (ii) e (iii) valem e podemos concluir por (4.78) que para ε > 0 suficientemente
pequeno ∫

R2

[
e4π(1+α‖vε‖2

2)v
2
ε −1

]
dx > πe4πA0+1.

Assim obtemos uma contradição entre (4.73) e a Proposição 4.4.1, o que implica que (ck) é
limitada.

Assim finalizamos a prova do primeiro ponto do Teorema 4.1.1 e a prova do Teorema 4.1.2,
pois vimos no Lema 4.3.2 que quando (ck) é limitada, `(α) é atingido.

4.6 Calculando funções testes

Nesta seção provaremos o segundo ponto do Teorema 4.1.1, isto é, `(α) = +∞ se α ≥ λ1.
Para prova deste resultado utilizaremos um argumento similar ao feito por Adimuthi-Druet em
[4]. Consideremos λ1 como definido em (4.10), φ1 auto-função positiva associada a λ1 e tal
que ‖φ1‖2 = 1, e a sequência de Moser (cf. [53]):

wk(x) = (2π)−1/2





(logk)1/2 se |x| ≤ 1/k
log(1/|x|)
(logk)1/2 se 1/k ≤ |x| ≤ 1

0 se |x| ≥ 1.
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Lembremos que wk ∈ H1(R2), supp(wk) = B1,
∫

B1

|∇wk|2 dx = 1 e wk ⇀ 0 fracamente em

H1
0 (B1). Agora, definamos

vk = wk + tkφ1,

onde (tk) é uma sequência tal que:

(T1) tk > 0 para todo k ∈ N;

(T2) tk → 0 quando k →+∞;

(T3) βk = tk(logk)1/2 →+∞ quando k →+∞;

(T4) t2
k (logk)1/2 → 0 quando k →+∞.

Podemos tomar por exemplo tk = (logk)−1/3. Nosso principal objetivo é provar que

∫

R2


e

4π
(

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2

)
v2
k

‖vk‖2 −1


 dx→+∞.

Para nossa proposta, calculamos ‖vk‖2 e ‖vk‖2
2. Primeiro, temos que

‖vk‖2 = ‖wk‖2 +2tk
∫

B1

(∇wk∇φ1 +(1+ |x|q)wkφ1) dx+ t2
k ‖φ1‖2.

Usando as definições de λ1 e φ1, temos

‖vk‖2 = 1+
∫

B1

(1+ |x|q)w2
k dx+2λ1tk

∫

B1

φ1wk dx+λ1t2
k . (4.79)

Como
0≤

∫

B1

(1+ |x|q)w2
k dx≤ 2‖wk‖2

2 → 0,

obtemos que ∫

B1

(1+ |x|q)w2
k dx→ 0. (4.80)

Agora, vamos estimar o termo tk
∫

B1

φ1wk dx. Notemos que

tk
∫

B1

φ1wk dx = (2π)−1/2tk

{∫

|x|≤1/k

√
logkφ1 dx+

∫

1/k≤|x|≤1

log(1/|x|)√
logk

φ1 dx
}

= (2π)−1/2 tk√
logk

{∫

|x|≤1/k
logkφ1 dx+

∫

1/k≤|x|≤1
log(1/|x|)φ1 dx

}
.

Usando que βk = tk
√

logk, temos
tk√
logk

= t2
k β−1

k ,
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assim

tk
∫

B1

φ1wk dx = (2π)−1/2t2
k β−1

k

{∫

|x|≤1/k
logkφ1 dx+

∫

1/k≤|x|≤1
log(1/|x|)φ1 dx

}
.

Notemos que

0≤
∫

|x|≤1/k
logkφ1 dx = logk

∫

|x|≤1/k
φ1 dx≤ 2π‖φ1‖∞

logk
k2 → 0 quando k →+∞.

Logo,

tk
∫

B1

φ1wk dx = o(t2
k β−1

k )+(2π)−1/2t2
k β−1

k

∫

1/k≤|x|≤1
log(1/|x|)φ1 dx. (4.81)

Definamos

G(x) =

{
(2π)−1/2 log(1/|x|) se |x| ≤ 1

0 se |x| ≥ 1.

Combinando (4.79), (4.80), (4.81) e utilizando o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, obtemos

‖vk‖2 = 1+λ1t2
k +2λ1t2

k β−1
k

∫

B1

φ1G(x) dx+o(t2
k β−1

k ). (4.82)

Analogamente, temos que

‖vk‖2
2 = t2

k +2t2
k β−1

k

∫

B1

φ1G(x) dx+o(t2
k β−1

k ). (4.83)

De fato,
‖vk‖2

2 = ‖wk‖2
2 +2tk

∫

B1

wkφ1 dx+ t2
k ‖φ1‖2

2,

usando que ‖wk‖2→ 0, ‖φ1‖2 = 1 e a estimativa acima para tk
∫

B1

wkφ1 dx, obtemos o resultado.

Por (4.82), (4.83) e usando o Lema 4.6.1 (ver o final desta seção), obtemos que

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2 = 1+αt2

k +2αt2
k β−1

k

∫

B1

φ1G(x) dx+o(t2
k β−1

k )+O(t4
k )

e pelo Lema 4.6.2 (ver o final desta seção), temos
(

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2

)
1

‖vk‖2 = 1+(α−λ1)
(

t2
k +2t2

k β−1
k

∫

B1

φ1G(x) dx
)

+ o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ).

Desde que α ≥ λ1, obtemos que
(

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2

)
1

‖vk‖2 ≥ 1+o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ).
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Agora, notemos que

4π
(

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2

)
v2

k
‖vk‖2 ≥ 4π(w2

k + tkφ1)2(1+o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ))

≥ 4π(w2
k +2tkwkφ1)(1+o(t2

k β−1
k )+O(t4

k ))

= 4π
(
(2π)−1 logk +2(2π)−1/2tk

√
logkφ1

)
(1+o(t2

k β−1
k )+O(t4

k ))

= (2logk +4
√

2πβkφ1)(1+o(t2
k β−1

k )+O(t4
k )).

Denotemos θk = o(t2
k β−1

k ) e ξk = O(t4
k ), então em B1/k, temos

(2logk +4
√

2πβkφ1)(θk +ξk) = 2θk logk +θkβkφ1(x)+2ξk logk +ξkβkφ1(x)≥ o(βk).

Logo,

4π
(

1+α
‖vk‖2

2
‖vk‖2

)
v2

k
‖vk‖2 ≥ 2logk +4

√
2πβkφ1 +o(βk).

Seja

I =
∫

|x|≤1/k
(e2logk+4

√
2πβkφ1+o(βk)−1) dx = k2

∫

|x|≤1/k
e4
√

2πβkφ1+o(βk) dx−
∫

|x|≤1/k
dx.

Lembremos que φ1(0) > 0, logo existe k0 ∈ N tal que φ1(x) > 0 para todo x ∈ B1/k e k ≥ k0.
Assim, temos que

mk = min
x∈B1/k

φ1(x) > 0.

Assim, por (T3)

I ≥ k2
∫

|x|≤1/k
e4
√

2πβkmk+o(βk) dx−
∫

|x|≤1/k
dx = 2π

(
e4
√

2πβkmk+o(βk)− 1
k2

)
→+∞.

Donde concluímos o resultado.

Agora provaremos dois lemas que usamos na prova anterior.

Lema 4.6.1. Suponhamos que (T1)− (T4) são satisfeitas e sejam

Ak = 1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +o(t2

k β−1
k ) e Bk = t2

k +2β−1
k t2

kC +o(t2
k β−1

k ).

Então, temos que

α
Bk

Ak
= αt2

k +2αβ−1
k t2

kC +o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ).

Prova: É suficiente provarmos que

Bk

Ak
− (t2

k +2β−1
k t2

kC) = o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ).
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Usaremos a seguinte notação Dk = o(t2
k β−1

k ). Assim,

Bk

Ak
− (t2

k +2β−1
k C) =

t2
k +2β−1

k t2
kC +Dk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− (t2
k +2β−1

k C)

=
Dk− (t2

k +2β−1
k t2

kC)(λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

=
Dk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− t2
k Dk(1+2β−1

k C)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− t4
k (λ1 +4λ1β−1

k C +4λ1β−2
k C2)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

.

Como tk → 0, βk →+∞ e Dk → 0, obtemos

Dk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= o(t2
k β−1

k ),

t2
k Dk(1+2β−1

k C)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= o(1)

e
t4
k (λ1 +4λ1β−1

k C +4λ1β−2
k C2)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= O(t4
k ).

Assim, concluímos o Lema.

Lema 4.6.2. Suponhamos que (T1)− (T4) são satisfeitas e sejam

Ck = 1+αt2
k +2αβ−1

k t2
kC +o(t2

k β−1
k )+O(t4

k ) e Fk = 1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +o(t2

k β−1
k )

Então, temos que

Ck

Fk
= 1+(α−λ1)t2

k +2(α−λ1)β−1
k t2

kC +o(t2
k β−1

k )+O(t4
k ).

Prova: É suficiente provarmos que

Ck

Fk
−Ek = o(t2

k β−1
k )+O(t4

k ),

onde
Ek = 1+(α−λ1)t2

k +2(α−λ1)β−1
k t2

kC.
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Usaremos as seguintes notações Dk = o(t2
k β−1

k ) e Λk = O(t4
k ). Assim,

Ck

Fk
−Ek =

1+αt2
k +2αβ−1

k t2
kC +Dk +Λk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

−{
1+(α−λ1)t2

k +2(α−λ1)β−1
k t2

kC
}

=
Dk +Λk +λ1t2

k +2λ1β−1
k t2

kC

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− λ1t2
k +λ1αt4

k +2αλ1β−1
k t4

kC−λ 2
1 t4

k −2λ 2
1 β−1

k t4
k

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− 2λ1β−1
k t2

kC +2αλ1β−1
k t4

kC +4αλ1β−2
k t4

kC2−2λ 2
1 β−1

k t4
kC−4λ 2

1 β−2
k t4

kC2

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− Dk(1+(α−λ1)t2
k +2(α−λ1)β−1

k t2
kC)

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

Observemos que os termos com t2
k se anulam nas três primeiras parcelas, assim obtemos

Ck

Fk
−Ek =

Λk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

+ t4
k
−λ1α−4αλ1β−1

k C +λ 2
1 +2λ1β−1

k −4αλ1β−2
k C2 +1λ1β−1

k C +λ 2
1 β−2

k C2

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

− Dk[(α−λ1)t2
k +2(α−λ1)β−1

k t2
kC]

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

.

Como tk → 0, βk →+∞ e Dk → 0, obtemos

Λk

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= O(t4
k ),

t4
k [−λ1α−4αλ1β−1

k C +λ 2
1 +2λ1β−1

k −4αλ1β−2
k C2 +1λ1β−1

k C +λ 2
1 β−2

k C2]

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= O(t4
k )

e
Dk[(α−λ1)t2

k +2(α−λ1)β−1
k t2

kC]

1+λ1t2
k +2λ1β−1

k t2
kC +Dk

= o(t2
k β−1

k ).

Assim, concluímos o Lema.
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