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Resumo

Usando métodos variacionais e 0 método de sub e super solugdes, neste trabalho estudamos
existéncia e multiplicidade de solucdes para algumas classes de problemas elipticos singulares
envolvendo crescimento critico do tipo Trudinger-Moser.

Tratamos também de uma generalizacdo para desigualdade de Trudinger-Moser e a
existéncia de uma fungdo extremal. A prova deste resultado € baseada na anélise de blow-up.

Palavras-chave: Equacdes elipticas de segunda ordem, equacdo de Schrodinger, métodos
variacionais, expoente critico, desigualdade de Trudinger-Moser, andlise de blow-up.
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Abstract

Using variational methods and the method of sub and super solutions, in this thesis we
studied existence and multiplicity of solutions for some classes of singular elliptic problems
involving growth of the Trudinger-Moser type.

Also treat a generalization for the Trudinger-Moser inequality and the existence of an
extremal function. The proof of this result is based on the blow-up analysis.

Keywords:  Second order elliptic equations, Schrodinger equation, variational methods,
critical exponents, Trudinger-Moser inequality, blow-up analysis.
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Lista de Figuras

Neste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

C, Cy, C1, C, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

Se Q C RY ¢ um conjunto mensurével, entdo |Q| denota sua medida de Lebesgue em
R¥;

Bpr denota a bola aberta centrada na origem e raio R > 0;
X* € o dual topoldgico do espaco de Banach X

(-,-) denota o par dual entre X* e X;

2 b

Denotemos a convergéncia fraca em X por “ — ” e a convergéncia forte por “ — ;
supp(f) denota o suporte da fungéo f;
ut =max{u,0} e u” = max{—u,0};

Xo denota a funcao caracteristica do conjunto €2;

du 0 d
Vu = ( v ! > denota o gradiente da funcao u;

dx;’ dxy’  dxn
N 92y
Au = —— denota o Laplaciano de u;
Lo P

Anu = div(|Vu|¥~2Vu) denota o N—Laplaciano de u;

LP(Q):{u:QeRmensurével :/ |u|pdx<°<>}com1§p<oerCRNumaberto
Q

conexo, denota o espaco de Lebesgue com norma dada por

= { [ o) "

L>(Q) denota o espago das fungdes mensurdveis que sdo limitadas quase sempre em Q
com norma dada por

||l = inf{C > 0: |u(x)| < C quase sempre em Q};

XV
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e Cy (RN) denota o espaco das fungdes infinitamente diferencidveis com suporte compacto;

« C%°(Q) =ueC(Q): sup M <o com 0 < o <1, e Cho(Q) sio as
x,yeQ ’X - y‘
funcdes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estdo em C%°(Q);

e Para 1 < p < Hoo,

WLP(Q):{ueLP(Q):Hg,-eLP(Q); ugdx:—/g,—(pdx,V(pECS"(Q)eizl,m,N}
i Q

o= (v o)

e Wol"” () é o fecho do espaco C; () com respeito a norma acima. Quando p = 2,
escrevemos W!2(Q) = H'(Q) e WOI’Z(Q) =Hj(Q).

com norma dada por

I

* Paral < p < oo, p* = ]\% € o expoente critico de Sobolev.



Introducao

Neste trabalho estudamos problemas envolvendo equagdes elipticas de segunda ordem que
envolvem questdes de perda de compacidade devido a imersao de Sobolev no caso Trudinger-
Moser.

As técnicas aqui utilizadas sdo: métodos variacionais, mais precisamente, teoria dos pontos
criticos, passo da montanha e minimizag¢do. Usamos também o método de sub e super solugdes
e andlise de blow-up.

As classes de problemas que foram abordadas no presente trabalho tém varias aplicagdes,
por exemplo: em glaciologia; em mecanica dos fluidos no estudo dos fluidos ndo newtonianos;
em elasticidade ndo linear; em algumas reacOes de difusdo, e na extragdo de petrdleo.
Estudamos também problemas relacionados a existéncia de ondas estaciondrias para a equagdo
de Schrodinger. Citamos por exemplo [31, 45] e suas referéncias para o desenvolvimento dos
aspectos fisicos para os tipos de problemas citados acima.

Este trabalho estéd dividido em quatro capitulos.

No Capitulo 1 estudamos a existéncia e multiplicidade de solugdes fracas para a classe de
problemas singular da forma:

:f(x’u)+h(x) em Q.
x| (0.1)

u=>0 sobre dQ,

onde Ayu = div(|Vu|Y~2Vu) é o operador N—Laplaciano, Q é um dominio limitado contendo
1N

aorigemem RY com N >2,a € [0,N), h € (W, (Q))* = W1V ¢ uma pequena pertubacio
com N'=N/(N—1), h # 0 e a ndo-linearidade f(x,s) tem crescimento subcritico ou critico
do tipo Trudinger-Moser, os quais definimos a seguir: Dizemos que f(x,s) tem crescimento
subcritico em oo se

| (x,9)]

saToo W =0, uniformemente em x € Q, paratodo o >0 0.2)

e f(x,s) tem crescimento critico em +oo se existe oy > 0 tal que

|flx,s)| 0, uniformemente em x € Q, paratodo o > 0,

§— o0 ea‘S‘N/(Nfl) o

0.3
+oco, uniformemente em x € Q, paratodo o < 0. ©.3)
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Similarmente definimos crescimento subcritico e critico em —oo. Esta nocdo de criticalidade
em WO1 N (Q) ¢ motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [53, 66].

Assumimos também as seguintes condi¢des sob a nao-linearidade f(x,s):
(fo) f(x,s) € C(QxR,R), f(x,0) = 0 para todo x € Q;

(f1) existem 6 > N e sy > 0 tais que para todo |s| > s; e x € Q,
N
0 < OF(x,s):= 9/ flx,r) dt <sf(x,s);
0

(f2) existem constantes R, M > 0 tais que para todo |s| > Re x € Q

0 < F(x,s) < M|f(x,s)];

, NF (x,s)
(f3) limsup_, B <A1,

onde A; é o primeiro autovalor do seguinte problema nao-linear:

AluN =2y

e

—div (|Vu[N2Vu) = uew,"N(Q).

Os principais resultados deste capitulo sdo enunciados como segue:

Teorema 1. Suponha que f(x,s) tem crescimento subcritico em +oo e —oo, e satisfaz as
condi¢bes (fo), (f1) (ou (f2)) e (f3). Entdo existe 8 > 0 tal que o problema (0.1) possui
pelo menos duas solugdes fracas em WOI’N(Q) sempre que 0 < |||, < 8;. Uma com energia
positiva e outra com energia negativa.

Teorema 2. Suponha que f(x,s) tem crescimento critico em +oo e —oo, ¢ satisfaz as condigdes
(fo), (f2) e (f3). Entdo existe 8; > 0 tal que o problema (0.1) possui pelo menos uma solugdo
fraca em WOl N (Q) com energia negativa sempre que 0 < |||, < 8.

Denotemos por r o raio da maior bola centrada na origem e contida em €.
Teorema 3. Assumindo as condigoes do Teorema 2 e se

(fy) existe By tal que

N-1
. a5V N—a N—a
k“_ﬂ?ofsf(x’ s)e = Po> pN=agl+1/2+-+1/(N-1) \ ¢ '

Entao existe & > 0 tal que o problema (0.1) possui uma segunda solu¢do sempre que
0 < [|Aflx < 6.
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A prova dos nossos resultados segue por minimiza¢do local em combinagdo com teorema
do passo da montanha sem a condi¢do de Palais-Smale. Mostramos que no caso subcritico o
funcional associado ao problema satisfaz a condi¢do de compacidade de Palais-Smale, e como
consequéncia podemos distinguir uma solu¢io que € um minimo local de uma solucao do tipo
passo da montanha. Porém, no caso critico a condi¢do de Palais-Smale ndo € satisfeita em
geral, assim para provar que as solucdes s@o distintas o argumento € mais delicado, requerendo
um refinamento para os niveis de energia do funcional associado ao problema. A condi¢do
(f4F) no Teorema 3 € crucial para estimar o nivel do passo da montanha.

Observacoes.

1. Problemas elipticos envolvendo o operador Laplaciano e crescimento critico em termos
da desigualdade de Trudinger-Moser em dominios limitados de R? foram abordados em
[6, 7, 30] para o caso ndo-singular e homogéneo, isto é, a =0 e h = 0. J& os problemas
quase-lineares para o N—Laplaciano e com crescimento critico em dominios limitados
de RN, com N > 2, foram estudados em [3, 32], considerando o caso nao-singular e
homogéneo. O caso ndo-homogéneo foi focado em [64]. Nestes trabalhos, entre outras
condi¢des, assume-se no lugar de ( fj ) que:

3 1 N N-—1
liminfs F(x,s)e @l 5 g il (%> : (0.4)

onde d € o raio da maior bola contida em Q.

2. O estudo dos resultados deste capitulo foi motivado pelos trabalhos [3, 32, 64] e por
um recente artigo de Adimurthi e Sandeep [5] onde eles provaram uma versao singular
da desigualdade de Trudinger-Moser e estudaram a existéncia de solucdes fracas para o
seguinte problema quase-linear e homogéneo

N—2
—Ayu = M em Q,
]

u=0 sobre JdQ.

3. Os resultados deste capitulo generalizam os resultados principais em [3, 5, 30, 32, 64],
no sentido em que consideramos o caso singular e ndo-homogéneo. Além disso, para
problemas com crescimento critico e ndo-singular, a condi¢do (0.4) € mais restritiva que
a hipétese ( f4+ ) no Teorema 3, pois no caso ndo-singular podemos tomar r = d.

No Capitulo 2 estudamos a existéncia e multiplicidade de solucdes fracas para uma classe
de problemas singular da forma:

u>0 em Q, (P2)

u=0 sobre 0Q,
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onde Q é um dominio limitado em RY contendo a origem com N > 2, A é um pardmetro
positivo, a € [0,N) e a ndo-linearidade f(s) envolve uma combinagdo de termos cdncavos e
convexos e satisfaz as seguintes condicoes:

(f1) f é uma funcio continua e de classe C'((0, +o0)), com f(s) = 0 paratodos <0e f(s) >0
para todo s > 0;

(f2) f tem crescimento critico em +o0 do tipo Trudinger-Moser com expoente ¢ > 0;
(f3) existe y € (0,N —1) tal que
lim &

>0
s—0t s7

e a fungdo s — f(s)/s"~! ndo-cresce em (0,t,) para algum ¢, € (0,1) e a aplicagio
t — f(t) ndo-decresce no intervalo (0,z,) U (1/t,,);

(f4) existem R > 0e M > 0 tais que para todo s > R
N
H@:/f@mgMﬂw
0

Os principais resultados deste capitulo sdo os seguintes:

Teorema 4. Suponha que a € [0,N), N > 2 e f(s) satisfaz as condi¢des (f1) — (fa). Entdo
existe Ay > 0 tal que para qualquer A € (0,2), o problema (P, ) possui uma tnica solugio,
digamos u,, com a propriedade ||u; || < .

Teorema 5. Suponha que a € [0,N), N > 2 e f(s) satisfaz as condi¢des (f1) — (fa). Entdo
existe A € (0,+c0) tal que (P,) possui pelo menos uma solugcdo para todo A € (0,A] e ndo
possui solugcdo para A > A.

Teorema 6. Suponha que a € [0,1), N =2 e f(s) satisfaz as condi¢coes (f1) — (f4) e vale a
seguinte hipotese adicional:

(fs) Existe uma fungdo h: R — [0,+o0) tal que

liminfsh(s)e®’ = +oo paratodo € >0

§—> o0
e existe Ry > 0 tal que para todo s > Ry
£(s) > h(s)e®s".

Entao existe A € (0,+o0) tal que (P),) possui pelo menos duas solugdes para todo A € (0,A),
ndo existe solu¢do para A > A e pelo menos uma solugdo quando A = A.
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Os ingredientes principais para provarmos os resultados deste capitulo sdo o método de sub
e super solugdes e a minimizacdo de funcionais. Para utilizarmos o método de sub e super
solugdes provamos um teorema de comparagdo para problemas singulares. No caso N = 2 um
argumento de minimiza¢do local na topologia de Cé(Q) foi usado para mostrarmos que uma
determinada solucao € um minimo local para o funcional associado ao problema em estudo. Em
seguida mostramos a existéncia de uma segunda solugdo via passo da montanha. Para tanto, foi
necessdrio estudarmos os niveis de energia e a convergéncia das sequéncias de Palais-Smale.

Observacao.

1. Os teoremas deste capitulo generalizam alguns resultados obtidos em [40] pois
consideramos o caso singular e uma classe mais geral de ndo-linearidades.

No Capitulo 3 estudamos a existéncia e multiplicidade de solucdes fracas para seguinte
classe de problemas singulares:

f(u)

—Au+V(x)u = e

+h(x), xeR? (0.5)

onde a € [0,2), h € (H'(R?))* = H~! é uma pequena pertubagio com hZ0eV : R? - R é
uma fung¢do continua satisfazendo as seguinte condi¢des:

(V1) existe uma constante positiva Vj tal que
V(x) >Vy paratodo x¢€ R2:
(V) afungdo [V (x)]~! pertence a L' (R?).
Considera-se novamente o caso em que a ndo-linearidade f(s) tem o méaximo crescimento
sobre s que permite estudar o problema (0.5) variacionalmente num espagco de funcgdes

adequado, ou seja, o crescimento subcritico e o crescimento critico do tipo Trudinger-Moser
[53, 66]. Além disso, assumimos as seguintes condicoes:

(fo) feCR,R)ef(0)=0;

(f1) existem 6 > 2 e s; > 0 tal que para todo |s| > s,
N
0< 8F(s) := 9/ £() dt < sf(s);
0

(f2) existem Ry > 0 e My > 0 tais que para todo |s| > Ry

0 < F(s) < Molf(s)]-
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Para aplicar métodos variacionais, considera-se o seguinte subespaco de H'!(R?)

E:{MEHI(]RZ):/

V(x)u? dx < oo}.
R2

O qual € um espago de Hilbert dotado do produto interno
(u,v) = /Z(Vqu—i— V(x)u) dx, u,veE, (0.6)
R

e a norma ||ul| = (u,u)'/?.

Assumimos também a seguinte condi¢do sob a ndo-linearidade na origem:

2F (s)

() timsup, g =2 < A,

onde

2 2
e i S (VP V() dx

0.7
ucE\{0} Jr2u?/|x|* dx ©-D

Os principais resultados deste capitulo sdo os seguintes:

Teorema 7. Suponha que f(s) tem crescimento subcritico em +e e —co, ¢ que (V}) —
(Va), (fo), (f1) (ou (f2)), (f3) sdo satifeitas, entdo existe & > 0 tal que se 0 < ||h||y-1 < 61,
o problema (0.5) tem pelo menos duas solucdes fracas. Uma com energia positiva, enquanto
outra com energia positiva.

Teorema 8. Suponha que f(s) tem crescimento critico em —+oo e —oo, e que (Vi) —
(Va), (fo), (f2), (f3) sdo satisfeitas. Entdo existe 6; > 0 tal que se 0 < ||h|| ;-1 < 81, 0 problema
(0.5) tem uma solugdo fraca com energia negativa.

Teorema 9. Assumindo as mesmas condi¢oes do Teorema 8 e se adicionarmos que

(fyF) existem constantes p > 2 e C,, tais que

f(s)>CpsP™! paratodo s>0,

onde

ao(p—2) ] (p—2>/2S57

A (/Rz(|Vu|2—|—V(x)u2)dx)l/2.

uceE\{0} </ |u|P dx) 1/p
R |x]

Entao existe 6, > 0 tal que se 0 < ||h||-1 < 02, o problema (0.5) tem uma segunda solugio
fraca.
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A prova destes resultados segue por argumentos similares aos do Capitulo 1. Mais
precisamente, por minimiza¢do local em combinacio com o teorema do passo da montanha.

7z

No entanto, como o dominio do problema € ndo-limitado surgem novas dificuldades, por
exemplo: precisamos provar uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser para
dominios quaisquer de R%. Além disso, precisamos estabelecer uma versio singular de um
resultado muito conhecido de Lions.

Observacoes.

1. O problema (0.5) foi abordado em [17] considerando a = 0, h = 0 e com o potencial V
convergindo para uma constante quando |x| — 4o0. Em [34] foi estudado a existéncia e
multiplicidade de soluc¢des fracas para o problema (0.5) para o caso ndo-singular e ndo-
homogéneo. Porém para o problema com crescimento critico foi assumido no lugar de
(f4F) no Teorema 9 a seguinte condigdo:

liminfsf(s)e~ %" > By > 0. (0.8)

§— oo

2. O Teorema 9 generaliza o resultado principal contido em [34], pois considera o caso
singular e a hipétese ( ff ) € menos restritiva que condigao (0.8).

Finalmente, no Capitulo 4 considerando o espaco de funcdes
E= {u e H'(R?): /R2(1 + x| |uf* dx <o com g > O}
munido do produto interno
(u,v) = /RZ(VMVV+ (1+|x|Yuv) dx, u,v€E, 0.9)

e a norma ||u| = (u,u)'/?. Provamos os seguintes resultados.

Teorema 10. Seja

)= sup / [e4”(1+°‘””“%)“2—1] dx. (0.10)
{u€ek, |ju]=1} /R

Entao
(1) Para todo o € [0,11) temos que £(o) < 0.
(2) Para todo o € [Ay,+o0) temos que £(0) = oo,

onde ) )
\V/ q
By e SVl () ) d
ucE\{0} Jg2 |ul? dx

(0.11)



8 Introdugio

Teorema 11. Para qualquer o« € [0,A), existe u € E tal que |ju|]| =1e

(o) = / [e4n<1+allu\\%)u2_1 dr.
R2

As provas dos Teoremas 10 e 11 sdo baseadas na andlise de blow-up de uma sequéncia de
solucdes de um determinado problema eliptico com crescimento critico em R? e num célculo
de fungdes testes. O método de andlise de blow-up é bem conhecido e foi utilizado em vérios
trabalhos como por exemplo [46, 47, 52, 69].

Observacoes.

1. O Teorema 10 generaliza os resultados obtidos nos trabalhos [2, 17, 32], no sentido
em que mesmo nho caso para ¢ = 0 atingimos o expoente 47, 0 que ndo era valido
nos resultados citados acima. Jd no caso que o € (0,4;) o Teorema 10 generaliza um
resultado obtido em [59].

2. O Teorema 11 € um resultado de existéncia de funcdo extremal.

Com o intuito de ndo ficarmos recorrendo a Introdugcdo e de tornar os capitulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais, bem
como, as hipdteses sobre as fungdes com mais detalhes.



CAPITULO 1

Sobre uma classe nao-homogénea de problemas
quase-lineares singulares e criticos

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucdes fracas para uma classe
de problemas singular da forma

S (x,u)

|

—Ayu = +h em Q
i (x) (1.1)

u=>0 sobre 0dQ,

onde Ayu = div(|Vu|Y~2Vu) é o operador N—Laplaciano, Q é um dominio limitado contendo
aorigemem RY com N >2,a € [0,N), h € (WOI’N(Q))* = W~V ¢ uma pequena pertubagio
com N'=N/(N—1), h #0, e a ndo-linearidade f(x,s) tem o maximo crescimento sobre
s que permite tratar o problema (1.1) variacionalmente no espaco de Sobolev WO1 ’N(Q).

Aqui, WOI’N(Q) denota o espago de Sobolev modelado em LV(Q) com a norma |ju| =

(fo |Vu|Vdx) UN e 1N espaco dual de WO1 N (Q) com a norma usual || - [|,.

Problemas elipticos envolvendo o operador N—Laplaciano em dominios limitados de RV
tém sido estudado no caso ndo-singular por vérios autores, veja os importantes trabalhos de
Adimurthi [3], J. M. do O [32], Tonkes [64] e suas referéncias. Motivado por um recente artigo
de Adimurthi-Sandeep [5], onde eles provaram uma versdo da desigualdade de Trudinger-
Moser com um peso singular num dominio limitado contendo a origem, estudaremos esta classe
de problemas considerando o caso singular. Trataremos esta classe de problemas considerando
ndo-linearidades com crescimento subcritico e crescimento critico, os quais definimos a seguir.

Dizemos que f(x,s) tem crescimento subcritico em +oo se

|f(x,5)]

sl_l,rfoo W =0, uniformemente em x € Q, paratodo o >0 (1.2)

e f(x,s) tem crescimento critico em +oo se existe o > 0 tal que

| f(x,8)] 0, uniformemente em x € Q, paratodo o > o,

§—o0 plls +oo, uniformemente em x € Q, paratodo o < Q.

Similarmente definimos crescimento subcritico e critico em —eco. Esta nog¢do de criticalidade
em WO1 N(Q) ¢ motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser [53, 66], a qual diz que se

9
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u e WOl N (Q) entdo eV ¢ L'(Q), para todo o > 0. Além disso, existe uma constante
C=C(N)>0tal que

N/(N
pald

sup V<l se o< ay, (1.4)

[lul| <1/

1/(N—1 . . o
onde oy =N a)N/_(l ) e wy_; é a medida da esfera unitdria em RV,

Observacao 1.1.1. As definicoes (1.2) e (1.3) foram introduzidas por Adimurthi em [3] (ver
também de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [30] e J. M. do o) [32]).

A seguir enunciamos as principais condi¢des sobre o qual o nosso problema seré estudado:

(fo) f(x,5) € C(QxR,R), f(x,0) = 0 para todo x € Q;

(f1) existem constantes 8 > N e 51 > 0 tais que para todo |s| > s e x € Q,

0< OF (x,5) := e/osf(x,t) dr <sf(x,s);

(f2) existem constantes R, M > 0 tais que para todo |s| > Re x € Q,

0<F(x,s) <M|f(x,s)];

) NF(x,s
(f3) limsup,_q # <,

onde A; é o primeiro autovalor do seguinte problema néo-linear:

AlulN"2u
| |3|C|a_’ uewy™

Como |x|7* € L*(Q) para algum s > 1, é conhecido (cf. [8, 24]) que existem um menor
autovalor positivo, o qual denotamos por A;, e uma autofuncio positiva Y associada A; que
resolve (1.5). Além disso, A; é autovalor simples, isto é, qualquer duas solu¢des u, v de (1.5)
satisfaz u = cv para alguma constante c. E A; é caracterizado variacionalmente como

1nf{/ V[N : /||u||1: }

Observe que para a classe de problemas considerada neste capitulo ndo podemos utilizar a
desigualdade de Trudinger-Moser devido a presenga da singularidade |x| . Para superar esta
dificuldade usamos a versao da desigualdade de Trudinger-Moser devido a Adimurthi-Sandeep
[5] com um peso singular, mais precisamente:

—div (|Vu[N2Vu) = Q). (1.5)
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Proposicio 1.1.1. Seja Q um dominio limitado em RN (N > 2) contendo a origem e u €
Wol"N (Q). Entdo, paratodo o >0 ea € [0,N),

ea\u\N/(Nfl)

————— dx < oo,
/Q e[

ot|uN/(N=1)

e

sup / ———— dx <o,
uj<1/e |x

se, e somente se, oc/ay +a/N < 1.

Além disso,

Aqui, estamos interessados em solucdes fracas de (1.1), isto &, funcdes u € WO1 ’N(Q) tais
que

/ VulN"2Vuvy dx—/ flru), dx—/ Wy de=0, YvewN@). (1.6
Q o |x@ Q

Observe que se f(x,s) tem crescimento subcritico ou critico, utilizando a Proposi¢do 1.1.1,
a expressao em (1.6) estd bem definida e além disso, solug¢des fracas de (1.1) sd@o pontos
criticos de um determinado funcional /, para mais detalhes confira a Secdo 1.2. As principais
dificuldades desta classe de problemas sdo a presenca da singularidade |x|~“, o crescimento
critico e o operador ndo-linear Ayu = div(|Vu|[¥~2Vu).

Vejamos agora os principais resultados deste capitulo, os quais para uma fécil referéncia
dividiremos em dois casos:

1.1.1 Caso subecritico

Teorema 1.1.1. Suponha que f(x,s) tem crescimento subcritico em +oo ¢ —oo e satisfaz as
condigdes (fo), (f1) (ou(f2))e (f3). Entdo existe 8; > 0 tal que (1.1) possui pelo menos duas

solugdes fracas em WO1 N (Q) sempre que 0 < ||h||. < 8;. Uma com energia positiva e outra com
energia negativa.

Além disso, se i(x) possui sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 1.1.2. Assumindo as mesmas condi¢ées do Teorema 1.1.1, se h(x) > 0 (h(x) < 0)
quase sempre em 2. Entao as solugcbes obtidas no Teorema 1.1.1 sdo ndo-negativas (nao-
positivas), respectivamente.

1.1.2 Caso critico

Teorema 1.1.3. Suponha que f(x,s) tem crescimento critico em —+oo e —oo, e satisfaz as
condi¢oes (fy), (f2) e (f3). Entdo existe 8; > 0 tal que (1.1) possui pelo menos uma solugao
fraca em WO1 N (Q) com energia negativa sempre que 0 < |||, < 6.

Agora denotemos por r o raio da maior bola centrada na origem e contida em Q.

Teorema 1.1.4. Assumindo as condi¢des do Teorema 1.1.3 e se



12 Capitulo 1 Sobre uma classe ndo-homogénea de problemas quase-lineares singulares e criticos

(fy) existe By tal que

N/ (N=1) N-—a N—a\"!
§— oo eraeH-l/Z-ﬁ-“H-l/(N—l) )

liminfsf(x,s)e %! > Bo > ”

entdo existe & > 0 tal que (1.1) possui uma segunda solug¢@o sempre que 0 < ||A]|« < ;.
Além disso, se h(x) possui sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 1.1.5. Assumindo as mesmas condi¢des do Teorema 1.1.4, se h(x) > 0 quase sempre
em £, entdo as solugcbes obtidas nos Teoremas 1.1.3 e 1.1.4 sdo nao-negativas. Além disso se
h(x) <0 quase sempre em Q e

(f, ) existe By tal que

N—-1
. — g s|N/N-1) N—a N—a
liminfsf(x,s)e = Po > N—agl+1/ 2+ 1/(N-1) )

entdo estas solugdes sdo nao-positivas.

Neste capitulo generalizamos os resultados principais em [3, 5, 30, 32, 64], pois estamos
considerando o caso singular e ndo-homogéneo. Além disso, para problemas com crescimento
critico e ndo-singulares a condicao

B 1 N N—1
limins Flx,s)e @SN S g N (%> , (1.7)

onde d € raio da maior bola contida em €, considerada nos trabalhos [3, 5, 32, 64], é mais
restritiva que a condigao ( fj ) no Teorema 1.1.4, pois no caso ndo-singular podemos considerar
r como sendo o raio da maior bola contida em Q.

Observacao 1.1.2. Notemos que se N =2,00 =4m e a =0, a condicao (fj) diz que

2 1
liminf 4 > By >
S oo sf(x,s)e = BO eTr

5

Em [30] (veja também [3, 5, 32, 64], para problemas quase-lineares) foi usada a mesma
condig¢do acima com 27 em vez de em. Para assumir esta condicdo eles usaram a sequéncia
de Moser. Para obtermos este melhoramento sobre o crescimento da ndo-linearidade f(x,s) em
+o0, serd crucial em nosso argumento usarmos uma nova sequéncia introduzida em [28].

Observacdo 1.1.3. A ndo-linearidade f(x,s) serd ligeiramente modificada nos Teoremas 1.1.2
e 1.1.5 para obtermos solugdes ndo-negativas e ndo-positivas. Essencialmente impomos
condigdes de simetria sobre f(x,s).

Vejamos exemplos de func¢des que satisfazem as condi¢des dos teoremas acima.
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Exemplo 1.1.1. Quando N = 2 um exemplo tipico de fung¢do continua com crescimento
subcritico em o0 e —oo, € satisfazendo as condigoes (f1) e (f3) é

f(x,5) = g(x)(2scos(s?) + 2se’ + s%¢%),
onde g : Q — R é uma fungdo continua tal que 0 < g(x) < A1 /4 em Q.

Com efeito, notemos que F(x,s) = g(x)(sen(s?) +s%¢*). Para verificarmos (f;) é suficiente
notarmos que
F(x,s) , sen(s?) + s%e* . sen(s?)s2e S+ 1
im = lim = lim =
5| o0 SF(X,8)  |s|—oo (25C08(52) + 25€5 + 52€5)  |s| o0 2C08(52)e S +2+ 5

Além disso, (f3) vale, pois

sen(s?) +s%¢*

OF
limsup 2% 20() lim >

4 <M.
s—0 52 s—0 g(X) :

Exemplo 1.1.2. Quando N = 2 um exemplo tipico de fungdo satisfazendo as condigdes
(f2),(f3) e (f;F) com crescimento critico é a fungdo f : Q x R — R definida por

2

fx,s) =2g(x)se’,
onde g : Q — R é uma fungao continua tal que 0 < g(x) < A1/2 em Q.

Com efeito, f(x,s) tem crescimento critico com expoente 0y = 1. Agora mostraremos que
(f2), (f3) e (f;) sdo validas. Por defini¢do, temos que

N
Flxs) = [ flan,
0
logo, como f(x,s) = 2g(x)ses2, temos

F(x,s) = /OS 2g(x)tet2dt = g(x) (.es2 —1).

Consequentemente,
2

lim F(x,s) ~ tim (e —1)

§—>00 f(xjs) sl—>oo 25652

=0.
O que prova a condi¢do (f>). Agora, para mostrarmos (f3), notemos que

2F (x,s)

(e —1)
. e -1

lim 5

= lim2
lim — im 2¢(x)

s—0 S

Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos

2F
2F(x5)

i
s—0 S2

= lim Zg()c)es2 =2g(x) < Ay.

s—0
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Portanto f satisfaz a a condig@o (f3).
Além disso, temos

lim sf(x, s)e_o‘os2 = lim 2g(x)szesze_s2 = lim 2g(x)s? = oo,

§—00 §—00 §—00

o que prova (f;").
Observacao 1.1.4. A condi¢io (f3) € essencial para obtermos solugdes ndo-triviais.

De fato, seja Q C R? e consideremos a funcdo f : @ x R — R definida por

fx,s) = A5+ 5%

Note f(x,s) tem crescimento critico com expoente 0y = 1 e ndo satisfaz a condic¢do (f3).
Agora, consideremos o seguinte problema:

—Au=————— em Q e u=0 sobre JQ.

Multiplicando esta equacdo por y; (onde Y € a primeira autofuncdo do problema (1.5)) e
integrando, obtemos

—/Aul//ldx:ll ||adx /”e i g, (1.8)
Q

|

Usando integracao por partes, temos que

—/Aulyldx:/VuVIllldx:—/uAlmdx
Q Q Q

Logo, a equacgdo (1.8), pode ser escrita da seguinte forma

u ue
~ | utyy de= ll/|% ar+ | |x|a%dx

No entanto, temos que

—Al//lzﬂ,lll)i/—|la em Q e y; =0 sobre JQ.

/Il/u%dx:/l]/u%der/ue ll’1

Q |« Q |« x|

Assim,

Consequentemente,

/ ey dx=0.
Q

x|
Donde, obtemos que u = 0.

Portanto, a condigdo (f3) é fundamental para obtermos o resultado de existéncia de solug¢des
ndo-triviais.
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Observacio 1.1.5. A condi¢io (f>) é mais forte que (f1), no sentido em que (f,) implica (f1).
E imediato verificar que integrando a condicdo (f)) existem constantes positivas Cy, C; tais
que

F(x,5) > Cys|® —Ca, Y(x,5) € QxR. (1.9)

Por outro lado, segue por ( f2) que existem constantes positivas Cy, C, tais que

F(x,s) > Ciel™ —C,, V(x,5) € QxR. (1.10)

A prova dos nossos resultados seguird por minimizacdo local em combinacdo com o
Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢do de Palais-Smale. Mostraremos que no caso
subcritico o funcional associado ao problema satisfaz a condi¢do de compacidade de Palais-
Smale, e como consequéncia podemos distinguir uma solu¢cdo de minimo local de uma solucao
do tipo passo da montanha. Entretanto, no caso critico a condicdo de Palais-Smale ndo
¢ satisfeita em geral, assim para provar que as solugdes sao distintas o argumento € mais
delicado, requerendo um refinamento para os niveis de energia do funcional associado ao
problema. Assim a condicio ( fj ) no Teorema 1.1.4 serd crucial para estimar o nivel do passo
da montanha.

1.2 Formulacao variacional

Sob as condigdes que a fungdo f(x,s) é continua e possui crescimento subcritico (ou critico)
em +oo e —oo, como definido em (1.2) e (1.3), temos que dado & > 0 (ou & > 0y), existe uma
constante C > 0 tal que

|f(x,8)] < Ce®™™™ ) paratodo (x,s) € Q x R. (1.11)
De fato, para todo ¢ > 0 (ou & > ), dado € > 0 existe R > 0 tal que
|f(x,8)] < geols ! sempre que  (x,5) € Q X [Rg,+0). (1.12)

Agora, consideremos a restri¢io de f(x,s) ao conjunto compacto Q x [0,R.]. Sendo f(x,s)
uma fun¢do continua, existe uma constante M > 0 tal que

|f(x,s)| <M paratodo (x,s) € Q x[0,Re].

N/N—1
Por outro lado, desde que eols™

C > 0 de forma que

¢ uma funcdo crescente, podemos escolher uma constante

f(x,s)| < Ce®™™ ™ paratodo  (x,s) € Q x [0,Re]. (1.13)

Consequentemente, usando (1.12) e (1.13), obtemos que

V/N-1

1f(x,s)] < Ce® paratodo (x,s5) € Q X [0, +oo). (1.14)
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Similarmente usando que f(x,s) tem crescimento subcritico (ou critico) em —oo, obtemos uma
estimativa como (1.14) em Q x (—o0,0]. Assim, concluimos (1.11).
Agora, usando a condi¢do (f3), existem €, > 0 tais que

A —
|F(x,8)| < %MN sempre que |s| < 8. (1.15)

Usando a estimativa (1.11), temos que para cada ¢ > N existe uma constante C = C(g,6) >0
tal que

|F(x,s)] < C|s|qeo‘|s|N/<N_l) sempre que |s| > §. (1.16)
Por (1.15) e (1.16), obtemos

A —€ -
[F(x,5)| < (IN—)|S|N+C|S|‘160”N/(N Y paratodo s€R e ¢g>N. (1.17)

Sejau e WO1 ’N(Q), entdo pela Proposicao 1.1.1 e a desigualdade de Holder, temos que se ¢ > 0
eqg>0

ul? € L'(Q) paratodo ue W, (Q). (1.18)

F
Consequentemente, por (1.17) e (1.18) obtemos que ——— € L'(Q). Logo, o funcional

I: WO1 N(Q) — R definido por

MN X, U
I(u):HAU —/QF(’ ) av— [ n(xude

estd bem definido. Além disso, usando argumentos padrdes mostraremos que [ €
c'(w,(Q),R) com

S(x,u)

e[

(1’(u),v>=/g|vu\N—2Vuvv dx—/Q vdx—/gh(x)v dx, (1.19)

para todo v € WOI’N(Q). Consequentemente, os pontos criticos do funcional 7 sdo solugdes
fracas do problema (1.1).

Para prova das afirmac¢des acima precisamos da préxima Proposi¢do, a qual € uma reciproca

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para o espago WO1 N(Q)

Proposicao 1.2.1. Seja (u,) uma sequéncia em WO1 N(Q) que converge fortemente. Entdo
existem uma subsequéncia (u,,) de (u,) e g € WOI’N(Q) tais que |up, (x)| < g(x) quase sempre
em Q.

Prova: Veja [35, Proposi¢do 1]. ]

E bem conhecido as derivadas de Fréchet da primeira e terceira parcelas do funcional /,
assim para provarmos (1.19), € suficiente mostrarmos o seguinte lema:
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Lema 1.2.1. O funcional .7 Wo1 N (Q) — R definido por

f(u):/QFOC’u)dx

e

é de classe C! (WOI’N(Q),R) e

(F'(u),v) = vdx paratodo ve WOI’N(Q).

Prova: Sejau € WO1 N (Q) fixada. Para cada v € WO1 N (Q) consideremos

r(v)=F(u+v)—F(u)— /Q fg[au)v dx. (1.20)

Afirmamos que
)l _

vi—o [V
ou, equivalentemente,

L —0. (1.21)

[vall =0 [Vl

De fato, consideremos a fung¢do g : [0, 1] — R definida por

F(x,u+v,) —F(x,u) fxu+tvn Vn g
x| e

Consequentemente,

) S

r(vy) / / (e, 1vn) f(x’u))vn drdx.

x|

Donde obtemos

Logo,

e ’</ Vf(eu+tvy) — (x,u)||v | drd
n n .

x|



18 Capitulo 1 Sobre uma classe ndo-homogénea de problemas quase-lineares singulares e criticos

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

(v |</ / |f (e u+tvy,) — (x’u)’|v|dxdt
n n .

x|

Pela desigualdade de Holder para r > 1 tal que ar <N e 1/r+1/s =1, obtemos

r l/r

|x|ar

Usando a imersdo de Sobolev WO1 ’N(Q) — L*(Q) para todo s € [1,0), obtemos

<C/< (G u+1vy) f(x,u)lrdx>1/rdt_

|x’ar

anll

Agora notemos que

fCruttva) = flra)l _ (el 4 ceolu™ )

|x‘ar — |x|ar

Assim, para € [0, 1] temos

N/(N-1) N/(N-1)
\f(x,u+rvn>—f<x,u>vgc<emvn' L )

|x|ar ‘xlar ‘x‘ar

Como (v,) converge fortemente para zero em WOI’N(Q), pela Proposi¢do 1.2.1 existem uma
subsequéncia (vy,) C WO1 NQ)ehe WO1 N(Q) tais que [V, (x)] < |h(x)| quase sempre em Q,
consequentemente

e uttvn) = flu)]” _ c <earu+ﬁ’v/<’“) ear|u|N/(N1)>
o )

’x’ar ‘x‘ar + ’x’ar

quase sempre em Q. Logo, pela Proposi¢do 1.1.1, temos

| O uttv) — f(x,u)|"

~ 1
|x|ar SgeL (Q)7

e pelas imersdes de Sobolev, obtemos u(x) + vy, (x) — u(x) quase sempre em Q. Sendo f
continua, obtemos

| (s () + 10, () = f (o, u(x)) "

|x‘ar

— 0 quase sempre em €.

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

( f Gt tvy) = f(x,0)| dx)”’%
Q
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Por outro lado, usando que

(Vg

HWJ

~

/ ( [ (s tv,) f@mnr@)”’m_

|x|ar

Obtemos
r(vi) _
Vg 1=0 [V ||

O que prova a afirmacdo (1.21).
Agora notemos que %' (u) : WOI’N(Q) — R é linear e limitado, pois

1S e, fGewlt N
| / |)C|a (/ |X|aq ) ||vHPa

onde ¢ > 1 etal que 1/g+1/¢' =1 e ag < N. Pela imersdo de Sobolev WOI’N(Q) — L*(Q)
para todo s € [1,e0) e usando a Proposi¢do 1.1.1, obtemos

[(F" (), )] <Cv].
Para provarmos que .%’ é continuo, seja u,, — u em WO] ’N(Q). Entao,

JECEE COIPN

|

|7 () = F ()|« = sup
ol <1

) = rerwl N
< (f i 2L 0}

onde usamos a desigualdade de Holder para r > 1 tal que ar < Ne 1/r+1/s = 1. Usando as
imersdes de Sobolev, a Proposi¢do 1.1.1 e argumentando como acima, obtemos

1" (ttn) = Z"(u) ||« — 0.

O que prova que .%' € continuo.

1.3 Resultados de existéncia via métodos variacionais

Inicialmente relembremos a defini¢ao da condi¢ao de Palais-Smale.

Definicao 1.3.1. Seja E um espago de Banach real. Dizemos que o funcional I : E — R satisfaz
a condi¢do de Palais-Smale se toda sequéncia (u,) em E tal que |I(u,)| < C e I'(u,) — 0 em
E*, possui uma subsequéncia que converge fortemente.

Nossos resultados de existéncia serdo obtidos aplicando-se a seguinte versao do Teorema do
Passo da Montanha sem a condi¢do de Palais-Smale, o qual € uma consequéncia do Principio
Variacional de Ekeland como abordado em [27].
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Teorema 1.3.1 (Teorema 5.1, [27]). Seja E um espaco de Banach real e I € C'(E,R). Suponha
que existe uma vizinhanga U de 0 em E e 6 > 0 que satisfazem as seguinte condigdes:

@) 1(0) =0,

(ii) 7(u) > O na fronteira de U,

(iii) Existe e ¢ U tal que I(e) < 4.
Entao, para o niimero c¢ definido por:

= inf I(g(t)) >0
¢ = Inf max (g(t)) = 6,

existe uma seqiiéncia (u,) em E tal que
I(u,) —c e I'(u)—0 em E*,
ondeT"={g € C([0,1],E) : g(0) =0,g(1) =e}.

Outra consequéncia do Principio Variacional de Ekeland abordada em [27], que usaremos
€ o seguinte teorema.

Teorema 1.3.2 (Teorema 4.4, [27]). Seja E um espago de Banach real e [ : E — R uma
funcional semicontinuo inferiormente o qual é limitado inferiormente. Além disso, suponha
1 € C1(E,R). Entéo, para cada € > 0 existe ue € E tal que

Iue) <infl+e e |1'(ue)e <&

1.4 Geometria do Funcional

Nos préximos lemas estudaremos a geometria do funcional /.

Lema 1.4.1. Sev e WOI’N(Q), B>0,g>0e|v|<McomBMY/ VNV /oy +a/N < 1, entdo

existe C > 0 tal que
emV'N/(MU

/Q s e

Prova: Consideremos r > 1 suficientemente préximo de 1 tal que rBMN/N=1) /oy +ar/N < 1
esq > 1,onde s =r/(r—1). Usando a desigualdade de Holder, temos

v _ 1/r
eﬁ\V\NﬂN*l) (rﬁ||v|\N/(N*1)(H)N/(N n) /

e
- wMedx< dx q
S e | Rr vl

Agora, usando a imersdo continua WO1 N(Q) < 15(Q) para todo sq > 1 e a Proposigdo 1.1.1,
concluimos o resultado. ]
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Lema 1.4.2. Suponha as condi¢ées (fo), (f1) (ou (f2)), (f3) e que f(x,s) possui crescimento
subcritico (ou critico) em 4o e —co. Entdo existe 8, > 0 tal que para cada h € W—1N com
|1l < 81, existe pp, > 0 tal que

I(u)>0 se |ul|=
Prova: Vimos no inicio da formulacao variacional que

i—¢)
N

goalstY/ V1

[s|¥ +Cls|e

IF(x,5)] < (1.22)

paratodo s € Re g > N. Agora, sejau € Wol’N(Q) tal que o||ul|¥/™=V /oy +a/N < 1, pelo
Lema 1.4.1 e pela defini¢do de A;, obtemos que

1 11—8 LtN
- e I TN

N Q |x|¢
1 A —
> 3 [0 2 -t~ o
Consequentemente,
1 ()Ll —8) _ _
I(u) 2 Jluf| | (1= el ¥ = Cllue] 7 — [[A] | - (1.23)
N M

Desde que € > 0 e g > N, podemos escolher p > 0 tal que

1 (M—8&)] noi g1
N[l gy ]p Cp? " >0.

Logo, para ||h||. suficientemente pequeno existe p, > 0 tal que I(u) > 0 se ||ul| = pp. n

Observacao 1.4.1. Notemos que se h = 0, entdo pela demonstracdo anterior para p
suficientemente pequeno, temos I(u) > 0 sempre que ||u|| < p e I(u) > 0 quando |ju|| =

Lema 1.4.3. Suponha que f(x,s) satisfaz (f1) (ou (f2)). Entdo existe e € WO]’N(Q) com
\le|| > pn e tal que

I(e) < inf I(u).
llull=pn

Prova: Por (f}) (ou (f2)) para 6 > N, existem constantes positivas C| e C, tais que
F(x,s) >C;s® —C, paratodo seR.

Sejau € WOl N(©)\ {0} e ndo-negativa. Entio

I(1u) <_””HN Cut /||adx+C2/ e /Qh(x)udx,
N
< Slul¥ —cu? [

|VM+NWHW+Q
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Como 6 > N, obtemos que I(tu) — —oo quando t — +oo. Para concluimos a prova do Lema
basta escolher e = fu com ¢ suficientemente grande. ]

Para encontrarmos uma solucdo de minimo local precisamos determinar uma bola
apropriada para aplicarmos minimizac¢ao, a qual serd uma consequéncia do seguinte lema.

Lema 1.4.4. Suponha que f(x,s) possui crescimento subcritico (ou critico) em oo e —oo,
entdo existemn >0ev € WOI’N(Q) com ||v|]| =1 tais que I(tv) < 0 para todo 0 <t <1n. Em
particular,

inf I(u) <O.
[Jull<n
Prova: Paracadahe W1V sejav e Wo1 ’N(Q) a unica solucao do problema

—Ayv="h(x) em Q e v=0 sobre JQ.

Entdo, / h(x)v dx = ||v|¥ > 0 para cada & # 0. Lembremos que para ¢ > 0
Q

d N~ fx,tv)
Sa() =1 IHVHN—/Q vdx—/gh(x)vdx.

]

Logo, como f(x,0) = 0 para todo x € Q, existe n > 0 tal que

d :
az(zv):tNluvHN—/Qf(x tv)vdx—/gh(x)vdx<0,

|
paratodo 0 < ¢ < n. Como I(0) = 0e I é continuo, entdo I(rv) < Oparatodo0 <r<7n. =
Portanto, pelos Lemas 1.4.2 e 1.4.3 existe 0; > 0 tal que se ||A||« < ; o nivel

= inf I(g(r)) >0,
cm = inf max (g(2))

onde I' = {g € C([0,1], Wy () : g(0) = 0,¢(1) = ¢}.
Temos também pelo Lema 1.4.4 que existe 1 > 0 tal que

—oo < o= inf I(u) <O.
lull<n

A figura a seguir ilustra uma idéia da geometria satisfeita pelo funcional /.
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W (@)

gl [ i o — i

Pelos Lemas 1.4.2 e 1.4.3 podemos aplicar o Teorema 1.3.1 para obter uma sequéncia
(va) € Wy N (Q) tal que

I(vp) —em e |[I(vy)|« — 0. (1.24)

Seja p, como no Lema 1.4.2. Desde que By, é um espago métrico completo com a

métrica induzida pela norma de Wol ’N(Q) e convexo, e o funcional  é de classe C' e limitado

inferiormente sobre I_Bph, segue pelo Teorema 1.3.2 que existe uma sequéncia (u,) em th tal

que
I(tn) — co e ||[I'(un)]l« — O. (1.25)

Desta forma precisamos estudar as propriedades das sequéncias (v,) e (u,). O que serd o
foco da préxima sec¢ao.
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1.5 Propriedades das sequéncias de Palais-Smale

Para mostrarmos que o limite fraco em WO1 ’N(Q) ¢ uma solucdo de (1.1) usaremos o seguinte
resultado de convergéncia provado por de Figueiredo-J. M. do O-Ruf [29], veja também [30]
para o caso ndo-singular.

Lema 1.5.1. Seja Q C RY um dominio limitado e f : Q x R — R uma fungio continua. Entdo
para qualquer sequéncia (u,) em L' (Q) tal que

f(x un ’f X, Un un’

dx < C,
e e T

Uy — uem L (Q),

a menos de subsequéncia, temos que

m L'(Q).

Para provar que uma sequéncia de Palais-Smale converge para uma solu¢do do problema
(1.1), adaptando os argumentos em [32] para o caso singular, estabelecemos o seguinte lema:

Lema 1.5.2. Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I em qualquer
nivel. Entdo (u,) é limitada em WO1 N(Q), existe uma subsequéncia de (uy,) que denotaremos
novamente por (uy,) e u € WOI’N(Q) tais que

em LY(Q) (1.26)

Vin|N "2V, — |VulN 2V fracamente em (LN VD (Q))N. (1.27)

Prova: Seja (u,) C WO1 N (Q) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto &,

1 "
]T]/Q\Vun\Ndx—/ ’x’” dr— / ity dx — ¢ (1.28)
€
/|Vun|N_2Vuan dx— f(r;’f:”)v dx—/h(x)vdx—>0 (1.29)
Q Q

para todo v € WOI’N(Q).
Passo 1: (u,) é limitada em WOl NQ).
De fato, por (1.28) e (1.29), temos que

(1)l [ (EFE 20D (6 1) [ oy 0| < €6l

onde &, — 0 quando n — oo, Assim,

(3= 1) ol =@ = 1 ) | CELEtI S0 o <
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Esta estimativa junto com as condi¢des (fy) e (f1), implicam que (u,) é limitada em
I,N

W ().
Desta forma, a menos de subsequéncia, temos

Up —u em WOI’N(Q),
u, —u em LI(Q) paratodo g€ [l,00), (1.30)

up(x) — u(x) quase sempre em Q.

Entdo usando que (u,) é limitada em WOI’N()Q e o Lema 1.5.1 junto com (1.29), obtemos
que (u,) possui uma subsequéncia tal que (1.26) vale.
Com efeito, como ||u,|| < C, temos que

—CIHhH*S/Qh(x)undxgclﬂhH*.

Esta estimativa em conjunto com (1.29), implicam que

/ M|un|dx§ C
Q

e[

Como u, — uem L'(Q) a afirmagio segue.
Passo 2: (u,) possui uma subsequéncia tal que (1.27) vale.

Desde que (|Vu,|N~2Vu,) é limitada em (LN/(V-1D(Q))¥, sem perda de generalidade
podemos assumir que
Vi,V - em 2'(Q) e

\Viun N "2V, — v fracamente em (LN/NV=D(Q))V,

onde i é uma medida regular ndo-negativa e 2’(Q) € o espago das distribui¢des sobre Q.
Sejac >0e .o ={xcQ: Vr>0, u(B,(x)NQ) > o}. Afirmamos que < é um conjunto
finito.
Com efeito, temos que

w(s) = lim |Vu,|Ndx < C.
To

n— oo

Suponha por contradi¢do que existe uma sequéncia de pontos distintos (x;) em 27;. Desde
que para todo r > 0, u(B,(x) NQ) > o, obtemos que u({x;}) > o, o que implica que
U () = +o0, 0 que é uma contradi¢do. Assim, s = {x1,X2,...,Xn}

Sejau € WV (), onde ¢ é um dominio limitado em RY. E bem conhecido (cf. [14]) que
existem constantes positivas r; € C; dependendo somente de N tais que

N/(N-1)
(i)
/ o \T%N ) dx < Cy.
1%
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Consequentemente, existem constantes positivas r, € C, tais que

N/(N-1)
2 (/19 )
/ dx < C,. (1.31)
o ]

De fato, seja 0 < r, < rjet > 1 tais que rp/r; +at/N = 1. Usando a desigualdade de Holder,
obtemos que

N/(N-1) N/(N—1 r/n
2 (Jul/1Vull v ) u )/‘ >

L at/N
/ e dx < / erl(|VuLN(ﬁ) dx (/ ; dx) < G,.
Vi x| o o |x|N/t

Afirmacdo 1.5.1. Para todo subconjunto relativamente compacto K de Q\ <75 e ¢ > 0 tal que

oc!/V=V /) 4 a/N < 1,

fim fﬁcﬁn i [ f|x|a

De fato, seja xo € K e rp > 0 tais que l(By,(x0) N Q) < 0. Consideremos uma fungéo
¢ € Cy(Q,[0,1]) tal que ¢ =1 em Bro (x0)NQe@=0em Q\ B, (xg). Assim

temos

fim Vin N dx = / _9du < u(By(w)NQ) <o

n— /B, (x)Q

Logo, para n € N suficientemente grande e € > 0 suficientemente pequeno, temos

/ |Vun|Ndx§/ VuNodu < (1—e)o
Bro (XO)ﬂQ Bm (XO)ﬂQ

Esta estimativa junto com (1.31), implicam que

q
/ (M) dx < C (1.32)
B%o(XO)ﬂQ |x|4

para ¢ > 1 suficientemente préximo de 1 de forma que gaec'/™=1 /ry +aq/N < 1.
Agora, notemos que

Bry (xo)ﬂQ

onde

11:/ 7|f(x,un)—af(x,u)“u’dx e L= M’ i — ] dx
Brg (x0)N |x|

Bry (x0)NQ x|«
7
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Note que, pela desigualdade de Holder, (1.32) e a imersdo de Soboleyv,

. 1/d
Izz/ f(x’un>|un—u|dx§C(/ |ty — u|? dx) — 0.
Bry ()@ |x[“ Q
2

Afirmamos que I} — 0. De fato, dado &€ > 0, por densidade podemos tomar ¢ € C5'(Q) tal
que |[u—@||y < € e assim

[ Mt e o Sl
Bry (x0)NQ x| Bry ()@ |x[*
2
+ 7’f(x7un)_f(x7u)||q)|dx
Bry (x0)NQ x|
2
flxu
.\ Vel g,
Bry ()@ x|
2
Aplicando a desigualdade de Holder e usando (1.32), obtemos que
) ey )
f(x,uy f(x,uy
B%o(xo)mQ x| B%o(xo)ﬂQ x|
Usando o Lema 1.5.1,
fx7un —fx,u fxaun —fx,u
[ el gy [ WSl
Bry (XO)ﬂQ |x| Br70 (X())ﬂQ |x|

Pela Proposicao 1.1.1, temos

/ 7|f(x’au>||q)_u|d.x_>0.
B%o(XO)ﬂQ |x]

Para concluir a afirmacao basta usar que K € compacto e repetir o mesmo argumento sobre uma
cobertura finita de bolas.
Para completar a prova de (1.27), estabelecemos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1.5.2. Seja & > 0 fixo e suficientemente pequeno tal que B, (x;) NBgy(x;) =0 se
i#jeQg={xecQ:|x—xj| >¢&,j=1,2,...,m}. Entao

/ (IVitn N2Vt — |Vu[N=2Vid) (Vi — Vaa) dx — 0.
Qe

De fato, seja 0 < £ < g e ¢ € C5(RY,[0,1]) tais que ¢ =1 em B;/5(0) e ¢ =0 em
Q\ B (0). Tomando

v =1-Y o (x_exj>
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temos 0 < W <1, ye =1l em Q, = ﬁ\UTZIB(xj,S), Ye =0 em U;”ZIB(xj,%) e Yeuty, € um

sequéncia limitada em WO1 N(Q). Usando (1.29) com v = Weuy, temos

X, u
f(|x|an) Velty dx — /thlfs”n dx < & || Weunl],

/ VitV 2V, V (Weuy) dx—/
Q Q

a qual implica

ViV, v+ Vi) s [ L (,’j;;‘” ety dx— | e, dx < | et
Entao,
/Q _\Vun\Nws+un\Vun|N*2Vuane - %f (’Z”Z”)un] dx — /Q heuty dx < & || Weunl|. (1.33)
Agora, usando (1.29) com v = —y,u, temos
[ N-2 N-2 J(x, un)
/Q _—IVunl VeV, Vi — [V " “uVu, Ve + e P u] dx+ /th/gudx < & | Weul|.
(1.34)
Usando que a fungdo g : RY — R, g(v) = |[v|" é estritamente convexa temos que
0 < (|Vun|N "2V, — |VulN 72Vu) (Vu, — V).
Consequentemente,
0< /Q (IVitn [N =2Viuy) — VitV "2V00) (Vi — Var) dx
€
< /Q (IVitn V"2V 10 — [Vt [V -2V00) Vit — Vi) e dlx.
Esta estimativa pode ser escrita como
0< /Q[|Vun|ng — VitV 2 e Vi, Vi — | VulN 2w Vu Vi, + |VulN we] dx. (1.35)
Por (1.33), (1.34) e (1.35), obtemos
0 < /g [—|Vun|N_2l[/g + un|Vun|N_2VunVl[/g + Wg%un + Wghl/ln:| dx + &, || Weuy||

f(X,Mn)

x|

+ /Q [|Vun|Nl//gVunVu — | Vit [N AV, Ve — ye u— l//,ghu] dx + & || yeu|

+ /Q [|Vu,,|Nl//8 — |Vun|N_2l//gVunVu — |Vu|N_21//£VuVun + |Vu|Nl//g] dx.

0< / Vit [N "2V, Ve (1, — 1) dx—l—/ Ve |[VulN2Vu(Vu — Vu,) dx
¢ ° (1.36)

+ /ngf(X7:n)(un_u) dx+/Q‘l’sh(Mn—“) dx + & || Weul| + €| Weun||-

[
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Vamos estimar cada integral em (1.36) separadamente. Note que para 6 > 0 arbitrario, usando
a desigualdade de interpolacio ab < §a™/WV—1) 4+ C5bN, com Cs = §'V, obtemos

LIVl 2V Ve —u) dv <6 [ Vi e+ Cs [y dx

1/r 1/s
< ocics( [Ivwertar) ( [lu-nar)
Q Q

onde 1/r+1/s = 1. Assim, desde que u, — u em L*¥(Q) e § é arbitrdrio, obtemos que

lim sup / Vit [N 2V, Ve (u— ) dx < 0. (1.37)
Q

n—-—oo

Usando que u#, — u em WOl N (Q), obtemos que

/ e ViV "2V u(Vit — Vi) dx — 0. (1.38)
Q
Agora, afirmamos que
X, u
A 8f(‘x‘a") (4y — u) dx — 0. (1.39)
Com efeito,
/ l;lgﬂx’un)(un—u) dx = st(x,un)un dx—/ ng(x u)udx
Q |x[« Q |x|“ |x|a
f X un
AT
vl
~ f(x7 ) ey
Aplicando a afirmagdo 1.5.1 com g(x,u) = e (x) ] e K = Q¢ ), temos que
fow G [ v e [ v Wi
S/2 8/2 ‘x|

Usando o Lema 1.5.1, obtemos

ll/gf(xvun)u dx—>/ Wef(x,au)
o |x|

e

Assim, por (1.36) e usando (1.37), (1.38) e (1.39), concluimos que a afirmac¢do 1.5.2 vale.
Finalmente pela a afirmacio 1.5.2, desde que & € arbitrdrio, obtemos

Vu,(x) — Vu(x) quase sempre em Q.

O que junto com o fato da sequéncia (|Vu, |V ~2Vu,) ser limitada em (LN/™V=1(Q))N, implicam
que
Vitn[N "2 Vuy = [VulV V0 em (VD@

a menos de subsequéncia. Assim, concluimos a prova do Lema. ]

Y

Deste Lema segue o seguinte resultado.
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Corolario 1.5.1. Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale para I. Entdo existe uma
subsequéncia que denotaremos novamente por (u,) que converge fracamente para uma solugao
ndo-trivial do problema (1.1).

Prova: Usando o Lema 1.5.2, a menos de subsequéncia, podemos assumir que u, — u
fracamente em WOI’N(Q). Agora, por (1.29), tomando o limite e usando novamente o Lema
1.5.2, temos que

/ VuV 2 VuVe dx— / flou)
Q o |x]

|x

(pdx—/h(x)(pdx:O, para todo ¢ € C5(Q).
Q

Desde que Cy(€2) € denso em WO1 N(Q), concluimos que u é solugdo fraca de (1.1). Como
h # 0, concluimos que u # 0. ]

1.6 Prova dos resultados principais

Para as sequéncias (v,) e (u,) obtidas em (1.24) e (1.25), seque pelo Coroldrio 1.5.1 os
seguintes fatos:
Vp — uy em WOI’N(Q) e I(v) —cm
Up — up em WOI’N(Q) e I(uy) — co,

onde up; # 0 e uy # 0 sdo solucdes fracas do problema (1.1).

Como as convergéncias sdo apenas fracas ndo podemos concluir que uys e ug sao distintas
de imediato. Entdo para provarmos que de fato estas solug¢des sdo diferentes vamos considerar
0s casos subcritico e critico. O que serd o objetivo das préximas segdes.

1.6.1 Caso subcritico

Nesta subse¢do daremos a prova do Teorema 1.1.1. Portanto, assumiremos que f(x,s)
possui crescimento subcritico e satisfaz (fy), (f1) (ou (f2)) e (f3). A demonstragido do Teorema
1.1.1 serd consequéncia do seguinte lema.

Lema 1.6.1. O funcional I satistaz a condi¢do de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale. Pelo Lema 1.5.2 (u,) é limitada, logo a
menos de subsequéncia, podemos assumir que u, = uy + wy, onde w, — 0 em WO1 ’N(Q) e
wp, — 0em L1(Q), g € [1,%0). Pelo Lema de Brezis-Lieb (cf. [15]), temos que

el = Haeo ][ + [wall ¥ + o(1).

Afirmamos que

/f(xaun)uodx_)/ flx uo)uodx quando 1 — oo, (1.40)
Q Q

Y
x| x|
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Com efeito, desde que Cj’(€2) é denso em WO] N (Q), entdo para todo T > 0 existe @ € Cy(Q)
tal que ||@ —up|| < 7. Notemos que

[ L), g, [ fm),, ‘ < |[ L, _(p)dx‘
x N N
fX uo)
+ T 1o — @) dx (1.41)
+ ol /‘f“‘" feeml g
e
Notemos que
p N_2 fx u,,
1 () 10— 9)] = /|wn| Vi ¥ (i~ @) de— [ S w0~ 9) dx— [ h(x)g d
o[ [ Ly, g dx\ - \ [ VN2V, o~ 9) e~ [ (oo dx'
|x|a Q Q
fxyun —
> ) dx\—uunnN uto — ]|+ ] 10 — ]
Logo
fx Mn

TR 0= 9) dx‘ <1 (1), 10 = @)+ llun ¥ o — @Il + 1] | to — ]

< Clluo— || < Cr,

onde C € independente de n. Similarmente, usando que (I'(ug),up — @) = 0, temos que

0) (o — @) dx' <Cr.

Para estimar o ultimo termo em (1.41) usamos o fato que f(rc"l:n) — f(|X,|Z£0) mL'(Q). E
X X

consequentemente destas estimativas, obtemos que

lim / Sl f %10), | < 20

| [ 5 I
Esta estimativa implica que

xX,u
(I' (uy), un) = (I'(ug), up) + ||wn||N—/Qf( n)wn dx+o(1).

Donde obtemos

[wa||¥ = /Q f(r;’ﬁ")wn dx+o(1).
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Como ||u,|| < C, podemos escolher g > 1 suficiente préximo de 1 e o > 0 pequeno tal que

otgl|un |V N1 Jo +ga/N < 1, pois f(x,s) tem crescimento subcritico. Entdo,
q q0t|un|| N/(N- l)|”un” ‘N/N D
a\ [ o x|
Logo,
SOtn) e < Clwnlly — 0.
Consequentemente ||w,|| — O e o resultado segue. u

Prova do Teorema 1.1.1: Pelo Lema 1.6.1 temos que [ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale,
consequentemente,

I(vy) = Luy) =cy e I{uy) — I(ug) = cop.

Donde segue que uy # ug. O que prova o Teorema 1.1.1.

1.6.2 Caso critico

Nesta subsecdo daremos as provas dos Teoremas Teoremas 1.1.3 e 1.1.4. Portanto,
assumiremos que f(x,s) possui crescimento critico e satisfaz (fo), (f1) (ou (f2)), (f3) e (f3").
A principal de dificuldade deste caso é que em geral o funcional I ndo satisfaz a condi¢do de
Palais-Smale. S6 em determinadas situagoes.

O préximo lema nos fornece uma condi¢@o para o funcional / satisfazer a condi¢do de
Palais-Smale.

Lema 1.6.2. Seja (v,) uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I em qualquer nivel
com |
N—a (XN)N_

N g
entdo (v,) possui uma subsequéncia que converge fortemente.

liminf||v, || < (
n—oo

Prova: Pelo Lema 1.5.2, podemos assumir que v, — U fracamente em Wo1 ’N(Q), onde v € uma
solucdo fraca do problema (1.1). Pelas imersdes de Sobolev temos que v, — v em L9(Q) para
todo g € [1,+00), e Vy(x) — V(x) quase sempre em Q.

Afirmamos que v, — V.
De fato, escrevendo v, = v + wj,, segue que w, — 0 em W0 N(Q). Logo w, — 0 em L9(Q)
para todo g € [1,0). Pelo Lema de Brezis-Lieb (cf. [15]), temos que

[oall¥ = [0V + [[wal Y +0(1). (1.42)

Pelo mesmo argumento da prova do Lema 3.6.1, temos que

fxv” v dx — /f (143)

x| e
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Assim, por (1.42) e (1.43), podemos escrever

F00) et o(1),

((00). 02) = {1'(0),0) + [ |* = [

isto €,

HWnHN:/Qf(f;;”)wndxw(l). (1.44)

o] < (V=)™
n N a() )

para n suficientemente grande, podemos escolher g > 1 suficientemente proximo de 1 tal que

Desde que

aoq||va [NV oty + ga/N < 1.

Entao,
‘N/N 1) |Hv H ‘N/(N 1)

qo‘OHUn (
/ ('f(x—“”) dx < c/ dr < C.
Q |x[@ |x|4

fxvn

e

Logo,
wpdx < Cljwyl|y — 0.
Consequentemente ||w,|| — 0 e o Lema segue.
|

Agora, como consequéncia do lema anterior provaremos o Teorema 1.1.3. Isto a existéncia
de uma soluc¢do com energia no nivel cy.

Lema 1.6.3. Para cada h € W'~ com 0 < ||h, < &), a equagdo (1.1) possui uma solugdo
tipo minimo uy com I (ugp) = ¢y < 0.

Prova: Seja p, como no Lema 1.4.2. Podemos escolher ||%||, suficientemente pequena tal que

N—aay\N N
e ()"

Desde que th € um espago métrico complete com a métrica induzida pela norma de WO1 N(Q) e
convexo, e o funcional / é de classe C! e limitado inferiormente sobre By, , segue pelo Teorema
1.3.2 existe uma sequéncia (u,) em B, tal que

I(uy) — co= inf I(u) and ||I'(uy,)]|+ — O.

[[ull <pn

N—aoy\V!
N < N - oN
™ <o < ()

Observemos que
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pelo Lema 1.6.2, existe uma subsequéncia de (u,) a qual converge fortemente para uma solug¢do
up de (1.1). Portanto, I(up) = co < 0.
]
Assim resumindo temos para as sequéncias (v,) e (u,) obtidas em (1.24) e (1.25) que

Vp — Uy em WOI’N(Q) e I(vy) —cm

U, — up em WOI’N(Q) e I(uy) — co,

onde uy; # 0 e uy # 0 sdo solugdes fracas do problema (1.1).

Como a primeira convergéncia € apenas fraca ndo podemos concluir que uy; € uy sao
distintas de imediato. Entdo para provarmos que de fato estas solugdes sdo diferentes
precisamos de mais informagdes sobre o nivel minimax ¢y, 0 que serd o objetivos dos préximos
lemas.

Inicialmente vamos considerar a seguinte sequéncia, a qual foi construida em [28]. Para
n € N defina § zzl(;ﬂeseja

(1= g e 0<r<n
n
yalt) = N-1 An+1

+(n(1=8,)N"D/N) g n<t,

(a1 — 8 )N 8 A, e /T

onde A, é definido por

Ap

1 1 o(1/n% se N=2
T2l 1IN O(log*(n)/n®) se N >3.

A sequéncia (y,) tem as seguintes propriedades:
* (yn) C C([0,400)), diferencidvel quase sempre, com y,(0) =0e y, (1) > 0;
* Jo @ dr =1
o limy_seo 5 o o/ N0 1gs — 1 4 1 H1/241/(N-1).

Para mais detalhes a respeito desta sequéncia veja [28].

Agora seja y,(t) = N(N_l)/Nwli,él\iVn(e_t/N), com |x|¥ = e~". Desta forma definimos uma

fungdo V,(x) = V,(|x|) sobre B;(0), a qual é ndo-negativa e radialmente simétrica. Além disso,
temos que

—+oo
[ @ = [ o ar=1.
B1(0) 0

Agoraseja f = 1%, entdo para cada V,, definimos uma outra fun¢ao nao-negativa e radialmente
simétrica M,, da seguinte maneira:

Va(p) = BN-D/Npg, (p/P),
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para p € [0, 1]. Logo
1 L,
| Wio)eap = [ 18 (p)1p"p.
consequentemente, ||V,|| = ||M,]|| = 1.

Para o préximo Lema definimos M,(x,r) = M,(x/r). Assim M,(x/r) € WO]’N(Q),
supp(My (x,7)) = Br(0) e [|[My(-,r)|| = 1.

Lema 1.6.4. Suponha que (f2), (f3) e (f,") sdo satisfeitas. Entdo existe n € N tal que

N F(x,tM, 1 /N— N1
max _ _/ M dx < J— a% .
>0 N Jo |x|* N N o

Prova: Suponhamos por contradi¢do que para todo n

N F N N—1
max t_ _/ M dx Z l N a% .
>0 | N Jo |x¢ N\ N o

Pelo Lema 1.4.3 e a observagado 1.4.1, temos que

N F(x,tM,)

— = dx <0,
N Jao |x¢

para ¢ suficientemente grande. Por outro lado, pelo Lema 1.4.2 existe 8 > 0 e > 0 tal que

N —
[ F(x,tMy) >3,
N Jo |x¢

Assim se considerarmos a fun¢do g : [0,&,] — R definida por

Y F(x,tM,)
N Jo |xf@

g(?) dx,

onde [0, &,] é escolhido de forma que g(¢) > 0. Como para cada n € N, g é uma fungéo continua,
existe t, € [0, &,] tal que

t,) = t).
g(tn) téﬁ}f}é]g()

Logo, para todo n € N, existe #, > 0 tal que

ﬁ_ F(x,t,My) dx = max ﬁ_/ F(x,tMp) de b
N Q |x|“ >0 Q

Afirmacio 1: A menos de subsequéncia (1,,) € tal que

N—1
tN—> N—a@ .
n N a()
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De fato, temos que

i F(x,tnM,,)dx>l N—aoay N*I'
N Jo |x|* TN\ N o
Mas como F (x,t,M,) > 0 em Q para n suficientemente grande, temos
N—aopy\N!
N N
t, > — . 1.45
Desde que
d (Y F(x,tM,
(e _/ F(x,tMy) dx | =0,
dt\N Jo [|x|*
para t = t,, segue que
t.M My,
= fx s Mndxz/ S i), g (1.46)
B Br(0) [

Por outro lado, segue de ( ff ) que dado € > 0 existe R, > 0 tal que

uf (x,u) > (Bo— €)e®l"

Agora notemos que t,M, > R em Bﬁ(O) para n suficientemente grande. Assim por (1.46) e
(1.47), obtemos que

N/ (N=1)

paratodo u > R;. (1.47)

00t My [N/ VD

N> ,B—s/ e g
(o )L(o> xe

N—a oColt by N/
- —
B-o () | o
ryN=a 1 o)V N-D N_1_q
= (Bo—¢&)oy_ (’;> /O (0l () VNV N1 —a g

Tomando p = 7'/B obtemos

N—a [l N _
<£> / W oaltVa (N O N1 g
0

> (Bo—¢€)on_1 p

N—a

Fazendo 7 = e'/N, temos que

p\N-a [+ _aN N/N-1)
> (Po—¢ )N ;(—) /0 et mn() e dt.

Portanto,

:NZ
\%

Wy_1 (r\N—a [teo %N  N/N-1), 5 _
(Bo — €)= (—) / e N=a™ (n=2logm) 1 4,
n

N—a
otON tN/(N—l)(

= (B &) N e

n—2logn)—(N—a)logn—n
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Desta ultima estimativa segue que (f,) é uma sequéncia limitada. Assim (f,) possui uma
subsequéncia convergente, que denotaremos novamente por (z,). Afirmamos que

N—aq N-l
N N
t N — . 1- 8
" ( N OC()) (1.48)

Suponhamos que (1.48) ndo vale, entdo existe um & > 0 tal que a menos de subsequéncia,
temos

NN S 5 N—aoy

o N
Logo,
Wy_1 (r\N—a [t %N N/(N—1)
0oz Bo—o)y— (%) / camta P g
—a \n 0
Oy—1 (r\N=a [T (5 2T _11)(n-21
2 (ﬁO_S)NN 1 (‘) / e(aaN(N*a)—" )(n Og”)e—l dr
—a \n n
N _ N N
_ (ﬁo—S);)Nfer’“esaNW*”)n (8 gy v—ay T1)2logn—(N a)logn. (1.49)
—da

Tomando o limite em (1.49), obtemos que #, — 4o, 0 que é uma contradicdo. Logo, a
afirmacdo 1 vale.

Agora, considere A, = {x € B,(0) : t,M,, > R¢} e B, = B,(0) \ A,.. Por (1.46) temos que

(oM, [N/ (V1)) (|t My [N/ V=1
¥ o[ we [ ¢ o
B,(0) B,

e ||

7
b [ L),y g (1.50)
B, |x

Note que M,(x) — 0 quase sempre em B,(0) e as fungdes caracteristicas xp,(x) — 1 quase
sempre em B, (0) quando n — oo. Logo 1,M,(x) < R¢ em B, consequentemente pelo Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

dx —

N/(N-1)
/ e(a()'tnMn‘ ) a)N—erfa
T N—a
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Agora notemos que

J(N—1) VL IN/(N=1)
ea0|tnMn|N eaﬂhnMn‘

- dx = AN —dx
/ +(0) x| B1(0) x|

= Wy— 17’N /e(x0|t,,n ‘/ le"dp

N/Nl) _
= le I‘N /eNat”" )l NldT

ooN N/(N-1)
_ (DNer_a/ N3 sltnyn ()] o dr
0

N—a
oo _
2 wN—1 }"N_a/ eyflv/(N 1)(1)—1‘ dr.
N—a 0

Passando o limite em (1.50), obtemos que

N—aoy\"! ON-1 N—q 14+1/24+1/(N—1) ON-1 N-qa
- > — = )
( N Oco) > (Bo—¢) (N—arN (1—}—(3 ) N—arN

Esta estimativa implica que

N—aay Nt ON—1 N—a ol T1/2++1/(N=1)
(MFU2) et

Como € € arbitrdrio, obtemos que

< N—a N—a\N!
Po < PN=agl+1/24+1/(N=1) \ " g :

O que contradiz ( ff ). Desta forma segue o resultado do lema. [ ]

Para obtermos o resultado que as solugdes uy; e up s@o distintas precisamos melhorar a
estimativa do Lema 1.6.4. Primeiramente temos o seguinte coroldrio.

Corolario 1.6.1. Sob as hipdteses (f2) — (f;"), se ||h||« € suficientemente pequena, entdo

N F(x,tM 1 — N-l
max ——/de—t/thdx < — N—aay )
>0 | N Jao |x[¢ Q N\ N mo

Prova: Notemos que ||hM,,||; < ||4]|«. Logo, tomando ||| suficientemente pequena e usando
o Lema 1.6.4 o resultado segue. ]

Deste coroldrio e do Lema 1.6.4, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1.6.2. Sob as hipdteses (f>) — (f;"), existe 8 > 0 tal que para todo h € W~V " com
0 < ||h]|« < 8, existe uma fun¢do u € WO1 N (Q) com suporte compacto verificando

| /N— N-1
I(tu)<co+ﬁ< Na%) paratodo t> 0.
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Prova: Notemos que ¢y cresce quando ||A||. decresce, pois co — 0 quando ||A]|« — 0. Logo,
existe &, > 0 tal que

N—a oy
N o

1 N-1
max[(tM,) < co+ — ( ) sempre que 0 < ||i][« < 0.

>0 N

Tomando u =M, € WO1 N (Q), o resultado estd provado. |

Observacao 1.6.1. Pelo Coroldrio 1.6.2, podemos concluir que

1 /N—aoy N-l
0< < - — .
M co+N< N 050)

Precisaremos também dos seguintes resultados para demonstrarmos que uy € uy sao
distintas.

Lema 1.6.5. Seja {uy : ||ux|| = 1} uma sequéncia em WOl N (Q) convergindo fracamente para
uma fungdo ndo-nula u. Entdo, para todo 0 < p < (1 — [lul|¥)"VWN=1 ac [0,N) e s> 1
suficientemente proximo de 1 tal que as < N, vale o seguinte:

epaNN&as‘uk|N/(N71)
sup/ — dx < oo.
k JQ x|

A prova deste resultado segue usando a desigualdade de Holder e a Proposi¢do 1.1.1.

Lema 1.6.6. Suponha que f(x,s) satisfaz (f») e que possui crescimento critico em +oo e —co.

Seja (v,) C Wo1 ’N(Q) uma sequéncia de Palais-Smale para I e v o seu limite fraco, entdo a
menos de subsequéncia

Prova: Como consequéncia do Lema 1.5.2, temos que

f(x7 Un) - f(x,'l)) em Ll (Q)
x| x|
: 1 |f(x7 vn>|
Logo, existe g € L' (Q) tal que —‘ ‘ < g quase sempre em Q. Por (f>) segue que
X a

|F(x,0,)] < sup |F (x,0,)| +Mof(x,v,) quase sempre em Q.
(x,00)€QX [~ R.R]

Portanto, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue generalizado (cf. [43])

F(x,v,) F(x,0)

m L'(Q).

Agora provaremos o seguinte resultado.
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Proposicao 1.6.1. Para 6, > 0 suficientemente pequeno as solugdes uyy e ug sao distintas.

Prova: Sejam (v,) e (u,) as sequéncias de Palais-Smale obtidas em (1.24) e (1.25), entdo

Uy — Uy em WOI’N(Q) e v, —uy em WOI’N(Q)
Huy) —co<0 e I(vy) = ey>0
(I'(up),un) =0 e (I'(vy),vn) — 0. (1.51)

Suponhamos que ug = uys. Entdo, pelo Lema 1.6.6, temos que

1 (x,u
1) = ol = [ ) o [ aug r-to(1) =

x|

1 F(x,up)
I(v :—VN—/—’dx—/hxudx—l-ol:c.
(n) = g lall™ = | P | Hx)uo (1) =cm
Subtraindo estas equagdes, obtemos que

lletn|[Y — ||l — N(co—cap) <O quando n — oo, (1.52)

Desde que (uy) e (v,) sdo ambas sequéncias de Palais-Smale, temos que

(7 (1) ) = Hun||N—/Qf(’):’zn)undx—/gh(x)undx—>0

(' (va), V) = anHN—/ f(‘);":")vndx—/ h(x)vn dx — 0.
Q Q
Logo,

¥ = [lva]¥ = / {f(xauw Sl ) fOnu)

_ /Q[h(un_uo) —h(vy, —up)] dx — 0. (1.53)

! L. . P ,
Desde que h € wLN oy, — up € v, — ug, € imediato que o ultimo termo tende para zero. J4 o
segundo termo podemos escrever como segue:

f X ”n f(x7 ”n) _f(x7 Vn)
vn)dx—/ ]

|x’a a

v, dx.

Notemos que
f X ”n

|

—v,)dx— 0 quando n — co.
De fato, provamos no Lema 1.6.3 que para ||A]| € (0, 01 ), a sequéncia minimizante (u,) satisfaz

a seguinte desigualdade:
< (Y22}
u — .
" N op
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Logo, podemos escolher ¢ > 1 suficientemente proximo de 1 tal que
qO£0||un||N/(N_1)/O£N—|—aq/N < 1.

Consequentemente,

NAW=L))

q (g0t |/ N =)l
/ <|f(x,un)l) dxgc/ e dx < C. (1.54)
Q Q

x| x|

Desde que u, — ug e v, — ugp, obtemos que (u, —v,) — 0 em WOI’N(Q). Assim, usando a
desigualdade de Holder e estimativa acima, obtemos que

x,u
/ \x\“n ) dx < Cllun — vallyy — 0.
Agora, provaremos que
/Q f(X, Mn)pgaf(X, Vn) v, dx — 0. (155)

Seja v, = up + wy, temos que w, — 0. Desde que v, é uma sequéncia do passo da montanha e
v 7> up. Entdo lim,_,. [|wy|| > 0, caso contrdrio v, — up fortemente em WO1 N (Q). Notemos
que a equagao (1.55) pode ser escrita da seguinte forma:

/f(xaun>_f<x,vn)u dx+/ f(xaun)_f(xavn>w dx—0
o B T e B " '

a a

Pelo Lema 1.5.2, temos que f(x,u,)/|x|* e f(x,v,)/|x|* convergem em L!'(Q) para
f(x,up)/|x|*. Usando o mesmo argumento da prova do Lema 1.6.1, o primeiro deste termos
converge para zero. Agora, consideremos o segundo termo, isto é,

/ f(x,un)—f(x,vn>wndx:/ f(x,un)wndx_/ Feva)
o o [ o [

|

Usando a estimativa (1.54), a desigualdade de Holder e a imersdo de Sobolev WO1 ’N(Q) —
L°(Q) para todo s > 1, obtemos que

1/q
(gt /-0y \

fx,uy) e
o ([ ) <t o

Por fim, mostraremos que

/fxvn wpdx — 0 quando n — oo.

Pelo Coroldrio 1.6.2, fazendo &, pequeno se necessdrio, temos que

1 (N—aoay\V!
0< < — —_— .
M CO+N< N ao)
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Logo,
1) — () +0(1) = vl = L luall¥ +0(1)
M C() = Vn I/tn 0] = N Vn N l/ln (0]
1 1
= Sl — ol +o(1)
< 1 /[N—aoy N-1
N\ N o ’

Assim, podemos tomar s > 1 suficientemente préximo de 1 tal que

N—1
N —as oy
HWW—WMW<( ——) .

N sop
Logo,
—1/(N=1)
N —
sa v/ VD < ay == (1 - HMOII D . (1.56)
Vn
Agora definamos U, = H:_ZH Entdo ||U,||=1e U, = Uy = m. Além disso,
pois lim,—, oo ||V || > |Juo]|. Assim,
_ _ 1/s
(SaOHVnHN/(N l)l vn |N/(N 1))
flx,v e [E2]
/ lx’a” ndx<C /Q e de | fwally- (1.57)

Consequentemente, pelo Lema 1.6.5, (1.56) e usando o fato que ||w,||y — 0, obtemos que
/ fxvn) wy, dx — 0.

Portanto, por (1.53) segue que [u,||Y — |[va||Y — 0. Mas isto contradiz (1.52), e assim
concluimos que ug Z uyy. ]

A prova do Teorema 1.1.4 segue diretamente da Proposicdo 1.6.1.

1.6.3 Prova dos Teoremas 1.1.2 ¢ 1.1.5:

Para prova dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.5 no caso em que A(x) > 0, redefinimos f(x,s) da
seguinte forma:
o) flx,s), se (x,5) € Qx[0,400)
f(x,s) = { 0, se  (x,5) € QX (—o0,0].

Logo, no caso subcritico (f]) vale para s > s; e para o caso critico (f,) vale para s > R.
Lembremos que as hipéteses (f1) e (f2) sdo necessdrias para verificarmos a condi¢do de Palais-
Smale e para prova do Lema 1.5.2, e estes resultados continuam véalidos também para a nao-
linearidade modificada.

A prova é uma consequéncia do seguinte resultado.
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Corolario 1.6.3. Se h(x) > 0 quase sempre em Q, entdo as solugdes fracas de (1.1) sdo néo-
negativas.

Prova: Seja u € WO1 N(Q) uma solucdo fraca de (1.1). Fazendo ut = max{u,0}, u~ =
max{—u,0} e tomando v = u~ como fungio teste, como (I'(u),v) = 0, obtemos que

oY = = [ hxuax <o,

pois f(x,u(x))u” (x) = 0 em Q. Consequentemente, u = u™ > 0. ]

Agora, para o caso h(x) < 0, para provarmos os Teorema 1.1.2 e 1.1.5, redefinimos f(x,s)
para
~ B —f(x,—s), se (x,5)€ QX (—,0)
f(x,s)—{ flx,s), se (x,5)€Qx][0,4o0).

Neste caso, a prova dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.5 € dado pelo seguinte corolario:

Corolario 1.6.4. Suponha que (f, ) vale e h(x) < 0 quase sempre em Q. Entdo existe pelo
menos duas solugdes fracas ndo-positivas de (1.1).

Prova: Consideremos o seguinte funcional

F(x,u)

T = gl = [ S5 e [ (<htopu s,

onde F é a primitiva de ]7 Por sua defini¢ao fvsatisfaz as mesmas hipétese de f. Entdo, desde

que —h(x) > 0 quase sempre em Q, segue pelo Coroldrio 1.6.3 que /(u) tem dois pontos criticos
nao-negativos. Seja u um destes pontos criticos, isto &,

/]Vﬁ|N2VﬁVvdx—/ f(x’mvdx—f—/h(x)vdx:O, vvewNeQ).
Q Q Q

x|

Pela construgdo de f, temos que f(x,i) = —f(x,—i). Substituindo v por —v nesta Gltima
igualdade, obtemos que

_ fx,—u) _ 1N
/QW(—a)yN 2V(—L7)Vvdx—/ngdx—/gh(x)vdx—0, vve WM (Q.

Donde obtemos que —u é uma solug@o nao-positiva de (1.1). ]






CAPITULO 2

Sobre uma classe homogénea de problemas
quase-lineares singulares e criticos

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a existéncia e multiplicidade de solu¢des para uma classe de
problemas singular da seguinte forma:

Af(u)
—AN X[ Q, ]
u>0 em Q, (P2)
u=20 sobre 0JQ,

onde Ayu = div(|Vu[N=2Vu) é o operador N—Laplaciano,  é um dominio limitado em RY
contendo a origem com N > 2, A é um pardmetro positivo, a € [0,N) e o termo ndo-linear
f(s) envolve uma combinag@o de termos cOncavos e convexos e crescimento critico do tipo
Trudinger-Moser em —+oco.

Historicamente problemas elipticos em dominios limitados, envolvendo termos concavos e
convexos e crescimento critico t€ém sido estudados extensivamente depois do trabalho inicial
de Ambrosetti-Brezis-Cerami [10]. Eles estudaram o seguinte problema:

—Au=uND/WN-2 124 em Q,
u>0 em Q, 2.1
u=>0 sobre JQ,
onde 0 < g < 1. Eles provaram que existe A > 0 tal que (2.1) possui pelo menos duas solugdes

sempre que A € (0,A) e ndo existe solu¢do quando A > A. Subsequentemente em [37] e [38]
e foi abordado a correspondente versdo quase-linear:

—Apu = W Tl em Q,
u>0 em £, 2.2)
u=>0 sobre dQ,

onde Apu = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p—Laplaciano, 1 < p < N, p* = Np/(N —p) e
0 < g < p— 1. Foi obtido um resultado similar, mas com p e g restritos as seguintes condicoes:

2N/(N+2)<p<3 ou p>3 e p'—1-2/(p—1)<g<p-1.

45
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Em [56] considerando Q = Bg(0), foi possivel obter um resultado similar ao de Ambrosetti-
Brezis-Cerami [10], mas este resultado sé foi possivel devido aos resultados dos artigos [16]
e [25], onde foi provado que toda solucdo de (2.2) é radialmente simétrica. Assim a versdao
quase-linear com 1 < p < N e envolvendo um termo nao-linear com crescimento critico sobre
um dominio geral ndo possui ainda resultados de multiplicidade completos.

Neste capitulo motivados pelos trabalhos [5] e [40] estudaremos a versdo singular e quase-
linear para o caso p = N e com crescimento critico do tipo Trudinger-Moser.

A seguir enunciamos as principais condicdes sobre o qual abordaremos inicialmente o
problema (P ):

(f1) f é uma fungio continua e de classe C'((0,+o0),R), com f(s) = 0 para todo s < 0 e
f(s) > 0 para todo s > 0;

(f2) f tem crescimento critico em oo do tipo Trudinger-Moser com expoente ¢ > 0;

(f3) Existe y€ (0,N —1) tal que
lim &

>0
s—0t s7

e a funcio s — f(s)/sV ! ndo-cresce em (0,z,) para algum ¢, € (0,1), e a aplicagio
t — f(t) é ndo-decresce no intervalo (0,7,) U (1/t,,00);

(f4) Existem R > 0 e M > 0 tais que para todo s > R
S
F(s) = / F(t) di < Mf(s).
0

Os préximos teoremas contém os principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.1.1. Suponha que a € [0,N), N > 2 e f(s) satisfaz as condi¢des (f1) — (f3). Entdo
existe Ay > 0 tal que para qualquer A € (0,Ap), o problema (P,) possui uma tnica solugio,
digamos u; , com a propriedade ||u) ||s < t..

Teorema 2.1.2. Suponha quea € [0,N), N > 2 e f(s) satisfaz as condi¢oes (f1) — (f4). Entdo,
existe A € (0,4c0) tal que (P) possui pelo menos uma solugcdo para todo A € (0,A] e ndo
possui solu¢do para A > A.

Teorema 2.1.3. Suponha quea € [0,1), N =2 e f(s) satisfaz as condi¢des (f1) — (f1) e vale a
seguinte hipdtese adicional:

(fs) Existe uma fungdo h: R — [0, +o0) tal que

liminfsh(s)e® = +e paratodo € >0

§— o0
e existe Ry > 0 tal que para todo s > Ry
f(s)> h(s)eaosz.

Entao existe A € (0,+o0) tal que (P),) possui pelo menos duas solugdes para todo A € (0,A),
ndo existe solu¢do para A > A e pelo menos uma solugdo quando A = A.
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As principais dificuldades em tratar esta classe de equagdes € que envolvem o operador
N—Laplaciano, o crescimento critico e a perda de regularidade das solucdes em x = 0 devido a
presenca da singularidade |x|~¢ paraa € [0,N).

O ingrediente principal para provar os resultados principais deste capitulo sdo o método de
sub e super solucdes e a minimizacdo de funcionais. Para tanto, se faz necessdrio obtermos
um teorema de comparacgdo para o problema singular. No caso N = 2 um argumento de
minimizacao local na topologia de Cé (Q) serd usado para mostrarmos que uma determinada
solu¢do € um minimo local para o funcional associado ao problema em estudo. Depois
provaremos a existéncia de uma segunda solugcdo do tipo passo da montanha. Para isto
estudaremos os niveis criticos e as sequéncias de Palais-Smale.

Importante destacarmos que os resultados deste capitulo complementam alguns resultados
do trabalho [40] no sentido que estamos considerando o caso singular e uma classe mais geral
de ndo-linearidades.

Observacao 2.1.1. Para N =2 um exemplo tipico de ndo-linearidade satisfazendo as condigdes

(f1)—(f5) €
0 se € (—o0,0);
)= s e se [0, +o0),
ondey=1/2,00=1¢eh(s) = s1/2e=s"2,
De fato, (f1), (f2) e (fs) sdo imediatas. Agora, para verificarmos (f3) notemos que

s—0t Sl/2 s

¢ decrescente no intervalo (0,7, ) para algum ¢, suficientemente pequeno, pois para s positivo e
préximo de zero, temos que

(S_l/zes2_sl/2)' = %s_3/zesz_sl/2 <4s2 —s1/2 1) < 0.
Por fim, notemos que existe sg > 0 tal que para s > sg
s1/2 < 25— %s‘l/z.

Assim para s > s¢ existe C > 0 tal que

1/2 2 12
— %0 %

S s 1
F(s) :/ tl/2ezZ_t1/2 dr = C—l—/ (2t _ Et—l/z)eﬂ_,l/z g — C—l—esz_s
0 50

Consequentemente,
F(s)

ST

Donde obtemos a condi¢do (f3).
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2.2 Formulacao Variacional

Associado ao problema (P, ) temos o funcional Jj : Wo1 ’N(Q) — R definido por

u N u
() = ”]\U —A/Qif'a) dr,

onde [lul| = (fq [VulN ) . Argumentando como no Capitulo 1 e utilizando a Proposigado
1.1.1, temos que a derivada de Fréchet deste funcional é dada por

/|vu\N 2V dx z/

Assim, os pontos criticos de J; sao as solugdes fracas de (Py).

vde, YveWw,"V(Q).

|

Ao longo deste capitulo utilizaremos as seguintes defini¢des para sub e super-solugdo.

Definicio 2.2.1. Uma fungdo u € WO1 N(Q)NL=(Q) é chamada sub-solucdo de (P;) se

/|Vu|N 2Vqudx<7L/ vdx wew,NQ), v>o.

e

Da mesma forma, uma fungdo u € WO1 N(Q) NL>(Q) é chamada super-solucido de (P),) se

/\vu|N 2Vavy dx>),/ BT J® ae, wew @), v=o.
2.3 Alguns resultados de existéncia

Nesta secdo provaremos dois resultados bdsicos de existéncia. Para o primeiro resultado
utilizaremos o seguinte lema bastante conhecido na literatura (cf. [43] proposicao 1.2):

Lema 2.3.1. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e ® : E — R um funcional tal que:
(i) @ ¢ fracamente semicontinuo inferiormente;

(ii) @ € coercivo, isto €, P(u) — oo quando ||u|| — +oo.

Entao & é limitado inferiormente e existe uy € E tal que

D(ug) = 1ngI>.

Como consequéncia deste resultado provaremos o seguinte lema.
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Lema 2.3.2. Consideremos o seguinte problema singular:

h(u)
Ay = o)
VAT e 0 (2.3)

u=0 sobre dQ,

onde Q ¢ um dominio limitado em R¥ contendo a origem, a € [0,N) e h: R — R é uma fungio
continua tal que h(t) < C|t|P para algum C >0 e B € [0,N — 1). Entdo o problema (2.3) possui
uma solugdo fraca em WO1 NQ).

Prova: Consideremos o funcional J : WO1 N (Q) — R definido por

MN _l/t
= [ E

N |

onde H(u) = /O ) ar.

Mostraremos que este funcional satisfaz as condi¢des do Lema 2.3.1:

(i) E bem conhecido que J é de classe C' e

W) = [ a2V ac— [ hu)

o |x|

vdx, Vve WOI’N(Q).

Logo, os pontos criticos de J sdo solucdes fracas para o problema (2.3).

(ii) J é coercivo. De fato,

MN _l/l
s — el _/QHde

N |

Jlu] ¥ / !u\ﬁ“
>
= N [3+1 X

Usando a desigualdade de Holder para 1/g+1/¢' = 1 com g > 1 suficientemente préximo

de 1 de modo que ga < N e a imersdo compacta de Sobolev WO1 ’N(Q) — L'(Q) parat € [1,+o0),
obtemos uma constante C; > 0 tal que

B+1 1 1/q
u
/Q| ||x|a = H HB (B+1) (/dex) SCZ“MHﬁ+1.

Consequentemente, existe C3 > 0 tal que

JulY

J(u) = —C[ul P*.

Como f € [0,N — 1), segue que J(u) — oo quando |[u|| — H-oo.
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(iii) J é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Com efeito, é conhecido
que a norma € fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Assim, s falta provar
que o segundo termo é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Seja u, — u
em WO1 N (), pela imersdo compacta de Sobolev WO1 N(Q) — L (Q) parat € [1,400), temos que
(u,) possui uma subsequéncia, a qual denotaremos novamente por (u,) tal que u,(x) — u(x)
quase sempre em Q e u, — uem L* B+tD(Q), onde s’ = s/(s — 1) é 0 expoente conjugado de s
com s > 1 tal que as < N. Além disso, existe € L' (Q) tal que

|un(x)|s/(ﬁ+l) <I(x) quase sempreem Q.

Usando a continuidade de H, temos que

H(un(x)) _ H(u(x))
e[ |

quase sempre em Q.

Como [H(1)|* < Clt|" B+ para algum C > 0, usando novamente a desigualdade de Holder e
o fato que as < N, obtemos uma constante C4 > 0 tal que

H ’ 1/s 1/s
/ (un) dx < G (/ iy |* (B+1) dx) <Gy (/ 1(x)| dx) .
Q |x|¢ Q Q
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue generalizado (cf. [43])
concluimos que o o
[ ) [ B,
o |x o |xf

e dai concluimos a afirmacao. Portanto, podemos aplicar o Lema 2.3.1 para o funcional J para
obter um minimo em WO1 NQ). u

2.3.1 Alguns resultados de regularidade
O préximo resultado foi provado por James Serrin (cf. o artigo [60], Teoremas 2 e 8).
Lema 2.3.3. Seja Q um dominio qualquer em RN e sejau € WO1 ’N(Q) uma solucdo da seguinte

equagao
—Ayu = a(x)u 1 +b(x),

onde a,b € L*(Q) para algum s > 1. Entdou € L7 (Q) eu € C?

loc

(Q), para algum 6 € (0,1).
O préximo Lema é uma consequéncia dos resultados contidos nos artigos [48] e [63].

Lema 2.3.4. Seja Q um dominio limitado em RV que possui fronteira suave e seja u €
WOI’N(Q) NL>(Q) tal que Ayu € L*(Q). Entdao u € C'9(Q), para algum 6 € (0,1).

O Principio de Méximo a seguir foi provado por Visquez no artigo [67].
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Lema 2.3.5. Sejam Q C RY um dominio e u € C'(Q) tal que u > 0 quase sempre em Q,

Apu € L2 (Q) eApu < B(u) quase sempre em Q, onde B : [0,+0) — R é uma fungdo continua

ndo-decrescente, com 3(0) = 0 e satisfazendo uma das seguintes condi¢ées:
(1) B(sp) =0 para algum sy > 0 ou
(2) B(s) >0 paratodos>0e

/01 (sB(s)) "7 ds = oo.

Seu#0emQ, entdou >0 em Q. Além disso, se u € C'(QU {xo}) com u(xo) = 0 para algum
xo € dQ que satisfaz a condi¢do da bola interior (isto é, existe B, C Q tal que B,NJdQ = {xo}),
entao

onde M € a normal unitdria exterior a x.
Agora estamos em condicdes de provarmos o principal resultado desta secao.

Lema 2.3.6. Sejam u e u sub e super solugdes tais que u < u em £, respectivamente do
problema singular: 3
h(u)
—Ayu=—>"F em Q,
x|
u>0 em Q,

u=0 sobre dQ,

2.4)

onde Q é um dominio limitado contendo a oriegam e h: R — R, é uma fungdo continua
tal que h(r) < Clt|P para algum C > 0, B € [0,N —1) e h(t) = 0 para todo t < 0. Entdo
o problema (2.4) possui uma solugdo fraca u em WOI’N(Q) tal que u < u < u. Além disso,
ueC®(Q)nch9(Q\ {0}) para algum 6 € (0,1) eu > 0 em Q.

Prova: Inicialmente definamos a fun¢ao hiR— R por

E imediato que existe M > 0 tal que /(x,7) < M, pois u, i € L () e h é uma fungdo continua.
Em seguinda consideremos o funcional J : WO] ’N(Q) — R definido por

~ MN X, U
= A,

N |

onde 3
F(x,u) = / (1) dr.
0
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Assim, pelo Lema 2.3.2 obtemos um ponto de minimo # em WOl ’N(Q) para o funcional J.
Afirmacao: u <u <uem Q.

Como u € sub-solucio e # um ponto de minimo de J, temos que

/\VE\NZVW(Dde/ M) o g
Q Q |x]

h
/ IVulN2VuVe dx = / (x’au)(pdx,
Q o |«

para todo ¢ € Wol’N(Q), ¢ > 0. Entio,

/ (|VZ|N—2VE— |VM|N_2Vu)Vq) dx < / (h(u) — h(x,u))
) ST

¢ dx.

Escolhendo ¢ = (u—u)™, obtemos pela definigdo de ha seguinte igualdade

/Q (E(ﬂ> _h(x7 I/t)) (Z_ u)—l— dx = (E(E) _h(x’u)) (Z_ u) dx =0.

|x|4 [u—u>0] |x[“

Consequentemente,
/ (IVuN "2V — |Vu[N"2Vu)Ve dx < 0.
[u—u=0]

Por outro lado, € bem conhecido que existe Cy > 0 tal que

Cnlx—yN < (¥ 2x—[yN %) (x—y) paratodo x,y€R".

Assim,
[ V@0 M= [ -l ae=o,
Q lu—u>0]
logo,
(u—u)" =0 quase sempreem Q,
ou seja,

u <u quase sempre em Q.

Da mesma forma, podemos verificar que u < u. Portanto,
u<u<u quasesempreem Q.

Por outro lado, como Z(x, u) = h(u), segue da definigio de 1 que u é solugdo de (2.4).
A regularidade de u segue dos Lemas 2.3.3 e 2.3.4, pois
h(u(x))

b(x) = T € L’(Q) paraalgum s> 1.
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Entdo, pelo Lema 2.3.3 u € L=(Q) N C%(Q) para algum 6 € (0,1). Assim, temos que
Anu € L”(Q\ Bg(0)) paratodo R>0.

Logo, pelo Lema 2.3.4 u € C19(Q\ {0}) para algum 6 € (0,1). N
Para concluimos o lema, vamos provar que u > 0 em Q. Seja Q = Q\ Bg/,(0), onde

Br(0) C Q, usando que Ayu < 0e Ayu € Lz(Q\BR/Z(O)), segue pelo Lema 2.3.5 que

u>0 em Q\Bgr;(0).
Assim existe § > 0 tal que u(x) > & para todo x € dBg(0). Agora defina u = ulp, ) e v =125
em Bg(0), entdo

/ \ValN"2Vave dx > / VW[V "2VyVe dx Ve € CT(Br(0)), ¢ >0.
Bg(0) Br(0)

Consequentemente, obtemos que u > & > 0 quase sempre em £, mas como u é uma funcéo
continua. Obtemos que u > 0 em Q. [ ]

2.4 Existéncia de um minimo local para A pequeno

Nesta secdo mostraremos a existéncia de um minimo local para J; em uma pequena
. . LN < . - A
vizinhanga da origem em W, (Q). Este é o contetido dos préximos trés lemas.

Lema 2.4.1. Suponham que (f1) — (f>) sdo satisfeitas, entdo existem constantes positivas Ay,
Ry e 0 tais que Jy (u) > 6 sempre que |ju|| = Ry e A € (0,2).
Prova: Por (f1) — (f2) existe uma constante C > 0 tal que

a|s|N/(N—1),

f(s) <Ce Va > op.

Assim,

u u - i
F(u) :/ f(s) dsgC/ ea|s|N/(N 1) ds§Cea|u|N/<N l)’u‘.
0 0

Seja 1/g+1/s =1 com g > 1 suficientemente préximo de 1 de modo que ga < N. Pela
desigualdade de Holder e a imersdo continua de Sobolev WOI’N(Q) — [}(Q) parat € [1,+c0),
obtemos uma constante C; > 0 tal que

F ou
/ W4 < cf 8 ax
Q

o I

P/ N0y -\ 1 Lo\
¢ / a dx (/ ]u\ dx)
Q |x|q o

e T A 14
“ ax | u.
Q |x|qa

IN

IN
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Agora escolhendo ||u|| de forma que
qa||u NN Jay + ga/N < 1,

ou seja,

]| < Ry (N—qa.ﬂ)(Nl)/N.
N  qo

Segue pela Proposicdo 1.1.1 que existe C, > 0 tal que

F(u
sup/ (a)dx <(.
Jufl <Ry /2 1]

Consequentemente,
RY A
inf Jy(u) > ——AC,.
e, 72 = 7y
Assim para A9 = R{)V /2C,N, obtemos que
RN
inf Jy(u)>=%=§>0.
[[ull=Ro () 2 2N

Lema 2.4.2. Sejam Ry, Ay ¢ 6 como no Lema 2.4.1. Entdo para cada A € (0,2), temos que
J),(tu) < 0 parat > 0 suficientemente pequeno e u € WOI’N(Q) \ {0}.

Prova: Por (f]) e (f3) existem constantes positivas o e 7 tais que f(¢) > ot? paratodot € [0, T].
Consequentemente, existe 6> > 0 tal que F(tu(x)) > oz (tu(x))"*! sempre que tu(x) € [0, 1],
onde x € Q. Assim para cada u € WOI’N(Q) \ {0} temos

N
J(tu) = Ht;‘VH ) ‘it‘z)dx
Q
< Sl eyt [ 4 ey Flw) 4
[tu<1] |x|@ [tu>1 |x|@

onde fu <71]={x e Q:ru(x) <t}etu>r1]={xecQ:tu(x) >t} Usando o fato que F é
nfo-negativa, temos que

tN : ’u’w—l
) < Sl - Acﬂ’*/ B gy
[fu<r] |X|a

N-7-1 \u|7+1
(e [ M)
v lul o

Como (N—y—1)>0, [tu < 1] /Q (pois tu — 0 e T > 0) quando r — 0T e u # 0, obtemos
que J; (tu) < 0 para ¢ > 0 suficientemente pequeno.
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Lema 2.4.3. J) possui um minimo local ndo-trivial préximo da origem em WO] ’N(Q) para todo

A €(0,2).

Prova: E conhecido que a bola Bg,(0) em Wo] N(Q) ¢ um espaco métrico completo com a

métrica induzida pela norma de WO] ’N(Q) e convexo. Por outro lado, o funcional J), € de classe
C! e pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, J; é limitado inferiormente sobre Bg,(0). Assim pelo Teorema
1.3.2 existe uma sequéncia (u,) em Bg,(0) tal que

Jy (up) — co = ” 1an Ja(w) <0 e |J3(up)|s — 0 quando n— +oo.
ul|<Rop

Como (u,) C Bg,(0) provamos no Lema 1.6.2 que existe uma subsequéncia (uy,) de (u,) que
converge fortemente para u; e necessariamente usando o fato que J; é de classe C! temos que
|lup |l < RoeJy(uy,) = co < 0. Portanto, u; é um minimo local de J;.

u

2.5 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta secdo, usando o método de sub e super solu¢gdes mostraremos que para todo A > 0
suficientemente pequeno o problema (P;) admite uma tdnica solu¢do u; com a propriedade
||tz ||eo < 2. Inicialmente lembremos do seguinte resultado bastante conhecido na literatura:

Lema 2.5.1. Sejam w > 0 e v > 0 duas fung¢des continuas em £ e diferencidveis quase sempre
em Q, para p > 1 defina

P LTI p—2
Liv,w) =|Vy|P 4+ (p— 1)W|VW| —pF|VW| VwVy,

R(v,w) = |Vy|P = V( )| Vw|P~2Vw.

P
wp—1

Entao
(@) L(v,w) =R(v,w);
(ii)) L(v,w) > 0 quase sempre em Q;

(iii) L(v,w) = 0 quase sempre em Q se, e somente se, existe kK € R tal que v = xku em cada
componente conexa de Q.

Este resultado é conhecido como a identidade de Picone, e ou desigualdade de Picone
para o operador p—Laplaciano, uma prova deste resultado pode ser encontrada em [9]. Como
aplicacao deste resultado fazendo uma adaptag¢do dos argumentos utilizados na prova do Lema
4.1 do artigo [1], provamos o seguinte lema:
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Lema 2.5.2. Seja p : [0,+o0) — [0,+o0) uma fungdo continua tal que p(s)/s¥~! é nio-
crescente. Sejam v,w € WO1 ’N(Q) fungbes continuas e diferencidveis quase sempre em €2, sub-
e super-solucdo fracas respectivamente do problema

—ANu:—p(u> em £,
]

u>0 em Q.
Entao, w > v quase sempre em Q.

Prova: Por defini¢do de sub- e super-solugdo, para toda y, ¢ € WO1 "N(Q) nao-negativas, temos
que

/Q VYW des | ’|’)E|Va) W dx 2.5)
e

/Q VW[V 2VWV dx > /Q p‘i‘vz)(p dx. 2.6)
Consequentemente,

/ (IVwN2Vwve — VvV 2ViVy) dxz/ 1a (PwW)p—p(My) dx. (2.7
Q Qx|

Seja @ = (V¥ —w) T € WO1 N(Q), como v > 0ew > 0em Q, podemos considerar as seguintes
funcgdes testes

¢ ¢
Y= \ﬁ (S (P = N1 (28)

Denotemos
A:/ (IVw|"2VvwVe — VvV 2Vavy) dx.
Q

Por (2.7) e (2.8), temos que
1 (pw) pv)
A = /QW (WNl o le) (VN_WN)+dx
1 w v
/[ — (5}](\,_)1 — 51\1(—)1) (vN—wN)+dx.

vow] [x]?

Como p(s)/s¥~1 é ndo-crescente, temos que o lado direito da desigualdade acima é ndo-
negativo. Agora mostraremos uma estimativa para o lado esquerdo. Como w e v sdo
diferencidveis quase sempre em €2, temos que

N—lv _ _ N—2 \V/
A= [ vwprvn YO W DwT eV
0 2N—D)

Wolve — (N — 1)V 2¢Vy
N-2
- /Q|Vv| Vv AT dx.
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Para ¢ = (VY —w") T, temos a menos de um conjunto de medida nula que
Vo=NO""lvv— WN’IVW)X[VZW],
e consequentemente sobre QN [v > w|, temos as seguintes igualdades

N—IV . . N—2 \V/ -1
W Ve - (V= DwTTe W:NVIZ,_IVV—(N—l)ﬂVW—VW

w2(N—=1) w wh
e
W=Ive — (N - 1)W2¢Vy wh—1 wh
VZ(N*I) = —NWVW—F (N— l)v—NVW+VV
Assim,
—IV o -1 N—2 \V/
o W2(N-1)
WV — (N— 1)WWV 2V
o N-2
[ vs2v S dx

N N-2 WY N N
- / N ViV 2V — (v — 1) VY — [V Y ) d
QNy>w] w w

wh ! N-2 wh N N
+ / N Vv ViVw — (N —1)—|Vv|" — |V )dx
QNy>w) ( vVl | ’ ( ) vV | | | |

- / Ly (x)de+ La(x)dx.
QNy>w) QNy>w]

Daf segue pelo Lema 2.5.1 que Li(x) <0e Ly(x) <0em Q. Entdao A < 0. No entanto, sobre
conjunto [v > w| temos que

pw) pv)
wN—-1 [ N—1 2 0.

Consequentemente o conjunto [v > w] tem medida de Lebesgue nula. Donde concluimos que
w > v quase sempre em Q. ]

O resultado anterior foi demonstrado para o operador Laplaciano por Ambrosetti-Brezis-
Cerami em [10], no entanto, a prova ndo vale em geral para o p—Laplaciano.

2.5.1 O problema modificado

Nesta subsecdo consideraremos a fungao ]7: R — R definida por

~ f(t) se t<t,,
f(t) = (2.9)
ft) se t>t,.
E o seguinte problema singular:
‘x‘a (ﬁ )
>0 em Q, A

u=0 sobre JdQ.



58 Capitulo 2 Sobre uma classe homogénea de problemas quase-lineares singulares e criticos

Lema 2.5.3. O problema (P, ) possui uma tinica solugio i) em WO1 “N(Q).

Prova: Temos que fé uma funcgdo limitada, logo existe M > O tal que f(t) < M para todo
t € R, assim pelo Lema 2.3.2 o problema (P, ) possui uma solugdo fraca em WO] ’N(Q), digamos

u) . Além disso, tomando a(x) =0 e b(x) = A f(uy (x))|x|~* e usando que

b(x) < ?x?;[ € L’(Q) paraalgum s> 1,
obtemos pelo Lema 2.3.3 que i), € C?(Q) para algum 6 € (0,1). Assim Ayi;, € L*(Q\ Bz(0))
para cada R > 0. Entdo, por um argumento semelhante ao feito no Lema 2.3.6 obtemos que
i, € C19(Q\{0}) paraalgum 6 € (0, 1). Por fim, usando a condi¢io (f3) temos que £ (s) /s !
nao-cresce, entdo usando a regularidade acima podemos aplicar o Lema 2.5.2, o qual implica
que a solucao de (Ia) ¢ unica. Além disso, pelo Lema 2.4.2 obtemos que u, € ndo-trivial.

|
Usando o mesmo argumento da prova do lema anterior temos que o problema singular:
Y
w
—Ayw=— em Q,
x|
(2.10)

w>0 em Q,
w=0 sobre  0Q,

tem uma tnica solugdo w € WO1 7N(Q), visto que p(t) =t satisfaz as condi¢des do Lema 2.5.2.

Observagio 2.5.1. Podemos escolher uma constante & > 0 tal que f(¢) < EtY para todot € R.

Este resultado é imediato quando 7 € (—eo,0], pois neste caso f(¢) = 0. Por outro lado, sabemos

que f(t) <M paratodot € R, logoset > t,

7 <M 2.11)

J4 no intervalo (0,,), temos que f(7)/t¥~! ndo-cresce. Assim, dado 7y > 0 temos

(t) < = M r e |
N7 < yr =Mo sempre que t € [o,1.).
0

~

Como ¥ > tN~1 sobre o intervalo [ty, ], obtemos que

Ft) < Myt (2.12)

Assim combinando (2.11) e (2.12), obtemos & > 0 tal que f(¢) < &r” para todo ¢ > 0.
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2.5.2 Solucdes de (P, ) de norma L™ pequena

Lema 2.5.4. Seja Ag = E~'(t,||w||=")N~="~!. Entao para todo A € (0,9) o problema (P;)
possui uma tnica solugdo tal que ||uy ||« < t..

Prova: A prova deste lema serd dividida em afirmacdes. Inicialmente consideremos v; a dnica
solu¢do do problema

o7
—Ayvy, =AEL em Q,
o (2.13)
vy, >0 em Q, '
vy =0 sobre  JQ.
Afirmacdo 1: (1§) Friw v, € solug@o do problema (2.10).
De fato, temos que
—AN((AE)TT ) = —div([V[(AE)T v, ][V 2V[(AE) 7, )
= —div((AE) TN - (AE) TN Vv, [V 2V,
Assim,
1 N-1 N—2
—AN((AE) 7 1Nvy) = —(AE) N div([Vvy [T V). (2.14)

Como v, € solucdo do problema (2.13), segue usando a igualdade (2.14) que

1 N—1 VY y vY
—AN((AE) T, ) = ()L&)mm’x/’la _ (gg)mﬁ'

Logo,

O que prova a afirmacdo.

Afirmacdo 2: ||v; |l < t. paratodo A € (0, 2).

1
De fato, pela unicidade da solugéo w, temos que w = (A&)7 Vv, . Consequentemente,
para A € (0,29) e & > 0, obtemos

1 1

[Valleo = (AE) 7T [[W]leo < (A0&) V7T [[ W]

Assim pela defini¢ao de Ay temos

_ _ o 1
alle < (ENE]WIZHY 7 IE) T T |W]ew = 1.
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Afirmaciio 3: v; é super-solugdo do problema (Py).

De fato, dada ¢ € WO1 7N(Q) uma fungdo teste ndo-negativa, segue pela observacio 2.5.1 que

’)/ ~
/W‘%’NzVV;LV(de = ;u;/ V2 ® 2,1/ e
Q 0 A

e ]

Agora para concluimos a prova do lema seja ) a solugdo do problema (lf‘a) obtida no Lema
2.5.3, entdo u) também é sub-solug¢do. Consequentemente, pelo Lema 2.5.2 e a afirmacao 3,
obtemos que u; < v, quase sempre em € para todo A € (0,4¢). Logo,

2230 < V2 ||o0 < 2.

Agora basta verificarmos que i, é solugdo do problema (P, ). Temos que ||u} || < t., entdo

iy, < t, quase sempre em €, logo f(ii;) = f(ii)) quase sempre em Q, consequentemente i
¢ soluc@o do problema (P,). Por outro lado, as solu¢des de (P;) com esta propriedade sdo
também solugdes do problema (P, ), mas (P ) possui solucio tnica, donde segue a unicidade.
]

O Teorema 2.1.1 segue do Lema 2.5.4.

2.6 Prova do Teorema 2.1.2

A prova serd dividida em trés partes.

2.6.1 Nao-existéncia para A > 0 grande

Inicialmente presisamos do seguinte resultado.

Lema 2.6.1. Existe C > 0 tal que f(t) > Ct¥~! para todot > 0.

Prova: No intervalo (0,z,) temos que f(¢)/t¥~! ndo-cresce, consequentemente
t
ft) > %tlv_l paratodo t € [0,z,).
L

Por outro lado, como f tem crescimento critico em 4o, dado M > 0 existe Ay, > 0O tal que
F(£) > M ™Y
paratodo O < o < o e t > Apy. Logo existe M, > 0 tal que

ft) > MV 1 paratodo > Ay.
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Usando que f é uma fungéo continua e estritamente positiva em [t,,Ays|, obtemos m > 0 tal
que f(¢) > m. J4 no intervalo [t,,A] temos que AN, ' > V=1 logo

N—1
PO 2 0 g = (B

m

" A\ N1
C:min{f]\(,—_l,Mz,(—M) },
t* m

concluimos a prova do Lema. [

Assim, escolhendo

Agora provaremos o principal resultado desta subsecao.

Lema 2.6.2. Seja A :=sup{A > 0: (P,) tem uma solugdo }. Entdo 0 < A < co.

Prova: Pelo Lema 2.4.2 € imediato que A > 0. Vamos mostrar que A < . Suponhamos por
contradi¢do que existe uma sequéncia de nimeros reais (A,) tal que A, — o para a qual o
problema (P, ) possui uma solug@o uy, isto &,

—Anu, = lnm em Q,
S 2.15
u, >0 em Q, 215
u, =0 sobre JdQ.
Agora consideremos o seguinte problema de autovalor:
¢N—1
—An; = A1 em Q,
x| (2.16)
01 >0 em Q .
¢ =0 sobre  JQ.

Como |x|7% € L*(Q) para algum s > 1, usando os resultados contidos em Aguilar-Peral [8] e
Cuesta [24] é conhecido que existe A; o primeiro autovalor e sua correspondente autofuncio
normalizada ¢;, com A; positivo e isolado, isto é, existe um 6 > 0 tal que o intervalo
(A1, A1 + &) ndo tem outro autovalor. Além disso, ¢; € C?(Q) paraalgum 6 € (0,1) e ¢; >0em
Q. Usando que ¢y |x| ¢ € L=(Q\ Bg) para cada R > 0 segue por um argumento semelhante ao
feito na prova do Lema 2.3.6 que ¢; € C1'?(Q\ {0}) para algum @ € (0, 1). Para completarmos
a prova deste resultado precisaremos da seguinte afirmacao.

Afirmacfio: Para cada € € (0,1), existe A, > 0 tal que Af(¢t) > (A + €)t¥~! para todo
A>Aet>0.

De fato, pelo Lema 2.6.1 temos que existe C > 0 tal que f(¢) > Ct¥~! para todo ¢ > 0,
assim escolhendo A, > 0 tal que C > (A; + 1)/A.. Obtemos para cada € € (0,1) que

fiy>cVN > (?) N1
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Logo escolhendo 4, > A, segue pela afirmagdo acima que A,f(u;) > (A + &)ul 7!,
consequentemente, u, € super-solucao do problema

4N-1
—Anu = (7(,1 + 8) | | em Q,
2.17
u>0 em Q, ( )
u=20 sobre JQ.

Agora notemos que U@, é sub-solugido do problema (2.17) sempre que i < A; + €. De fato,
dada ¢ € WO1 ’N(Q) e ndo-negativa, entdo

| Vool 2V iuonvear = p¥t [ (76l Tnvpd

_ Nll/
!W

_ /1/ H‘Tl’a

< (M+e)/g%¢dx-

Assim pelo Lema 2.3.6 temos para cada €, = 1/2n e u, < A; + &, que existe ¢¢, > 0 solugdo
do problema (2.17). Desta forma A, = A; + 1/2n é uma sequéncia de autovalores tais que
A, — A1, mas isto contradiz o fato de A; ser isolado.

|

2.6.2 Existéncia de uma solucdo para A € (0,A)

No préximo lema mostraremos que J, possui uma solu¢do em WO1 N(Q) para todo A € (0,A).
Lema 2.6.3. (P)) possui uma solu¢io em WOI’N(Q) para todo A € (0,A).

Prova: Fixemos A € (0,A). Seja A € (A,A) tal que (Py) possui uma solugo positiva, digamos
u. Definamos

Por (f3) temos que

Assim A > 0. Pelos Lemas 2.3.2 e 2.5.2 existe u tnica solugéo positiva do problema:

—Ayu=A — em Q,

u>0 em £, (2.18)

u=>0 sobre JdQ.
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Pela defini¢do de A € claro que % é super-solucdo de (2.18). De fato, para todo ¢ € WO1 ’N(Q) e
¢ > 0 temos

_/ ,x,a‘de /1/ e (pdx /|Vu\N 2VaVedx.

Além disso, pelos Lemas 2.3.3 e 2.3.4 temos que u,i € C19(Q\ {0}) para algum 6 € (0, 1).
Consequentemente aplicando o Lema 2.5.2 a equagdo (2.18) obtemos que

u<u quase sempreem L.

Agora definamos

flu); t<u(x),
glx,t) =4 f(); u(x) <t <u(x),
fu(x));  t>ux).

Seja G(x,u) = / g(x,t) dt e consideremos o funcional 7 : Wo] N (Q) — R definido por
0

I, (u)

|X|“

Usando o mesmo argumento do Lema 2.3.6 temos que [; € limitado inferiormente em WOI’N(Q)
e fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Entdo /; possui um minimo global,
digamos u , tal que 0 < u <uy; < u quase sempre em Q. Assim u) € solucdo fraca da equagdo

—ANu;L:lM em Q e u=0 sobre JQ.

|

Como u < uy <u quase sempre em Q, temos que u; ¢ solucéo de (P ). E assim concluimos a
prova do lema.
]

2.6.3 Existéncia de uma solugio para A = A

Lema 2.6.4. Existe uma solugdo uy para (Py).

Prova: Primeiro mostraremos a seguinte afirmacgdo: Se € > 0 € suficientemente pequeno, entao
para cada A € (0,A) vale os seguintes resultados:

(i) v Jy (uy +v) é limitado sobre {v € WOI’N(Q) vl < e}
(ii) ianngg-’A(”A +v) é atingido, digamos em v, .
De fato, para @ > o existe C; > 0 tal que f(z) < Clea|"N/(N71), logo

N/ (V=1)

uy+v
Fluy +v) = /O £() df < Cluy, +v)eat
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Como uy € L*(Q)e
luy, +V|N/(N—1) < 2N/(N—1)(|MA|N/(N—1) + |V|N/(N—1))_

Usando a expansdo da fun¢@o exponencial, obtemos constantes positivas C, e C3 tais que

\)‘N/(Nil)

F(uy +v) < 12 (2.19)

Definamos

En = — -
72\ N &

Assim para € € (0, &), usando (2.19) e a Proposicédo 1.1.1, obtemos que

1 <N—a aN>(N1)/N

Deste fato € imediato a afirmativa (i).

Agora, seja (v,) uma sequéncia minimizante para J, (u; + -) sobre o conjunto {v €
WO1 N(@) : |lv|| < &}. Entdo v, — v, fracamente em WO1 N(Q). Por outro lado, notemos que
existe C > 0 tal que

/fu;t—l—v (uy +v)dx <C.

x|
Assim, pelo Lema 1.5.1 e pela condi¢@o (f4), obtemos
/ F(up +vn) dr / F(up+va)
] e

Consequentemente,

Iy, (uy +vy) <liminfJy (uy, +vy,) = inf Iy (uy, +v).
e {vew, N (Q):|v]|<e}

Donde obtemos o item (ii).
Seja v, como acima, entdo usando que u; € o minimo global de /), obtemos

JA(MA)ZIA(MA)SIA(V;L)<O. (2.20)

Agora suponha que (4,) é uma sequéncia tal que A, — A e u, a correspondente solu¢do de
(P,,) obtida no Lema 2.6.3. Entdo por (2.20), temos

Do (un) <0 e Jj (un) =0,

Assim, desde que A, é limitada, usando as equac¢des acima obtemos que (u,) é uma sequéncia

limitada em Wo1 ’N(Q). Entdo usando o Coroldrio 1.5.1 do Capitulo 1, obtemos u, solucdo de
(Pa)-
|
O Teorema 2.1.2 segue dos Lemas 2.6.2,2.6.3 ¢ 2.6.4.
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2.7 Prova do Teorema 2.1.3

Nesta se¢do vamos assumir que N =2ea € [0,1).

2.7.1 Existéncia de um minimo para J, quando A € (0,A)

Os argumentos desta subsecdo sdo inspirados em idéias contidas nos artigos [37] e [38].
Mostraremos que J; possui um minimo local em H}(Q) para todo A € (0,A). Para isto,
utilizando os resultados dos trabalhos [37], [38], [40] e [41] € suficiente provarmos que Jj
possui um mfnimo em C}(Q) para todo A € (0,A). Este serd o contetido do préximo lema.

Lema 2.7.1. J) possui um minimo em C}(Q) para todo A € (0,A).

Prova: Fixemos novamente A € (0,A) e sejam A € (A,A) tal que (P;) possui uma solugio
positiva, digamos u, e

A=A infm.
>0 7

Pela condi¢do (f3) temos que A > 0. Além disso, sabemos que existe u unica solucdo da
equagdo

u?
—Au=A— em Q,
|X|a 2.21
u>0 em £, (2:21)
u=>0 sobre JdQ.

Pela defingdo de A temos que % € super-solugdo de (2.21).
Agora definindo
_ faw)
x|

hx) = u(x)?

e

?

temos que i,/ € LP(Q) para algum p > 2.

De fato, como 0 < a < 1, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que a = 1 — €,
assim escolhendo p = 2+ €/2, temos que ap =2 — €2 -3¢ /2 < 2. Desta forma, podemos
escolher g > 1 suficientemente préximo de 1 tal que apg < 2, dai aplicando a desigualdade de

Holder para 1/g+1/¢' = 1, obtemos
P 1 1/q ) 1/q
/ |h(x)|1’dx:/ L™ < (/ —dx) (/ u(x)| 7P dx) .
Q o |x|p Q |x[aPa Q

Usando a imersdo continua de Sobolev WOI’N(Q) — [}(Q) para t € [1,4+) e que apg < 2,
obtemos que a integral acima € finita. Além disso, pela Proposi¢do 1.1.1, temos que

(P potful?
/|l(x)|de=/de§C ¢ dr<o
Q Q |x|o Q |x|or

Donde concluimos a afirmacao.
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Consequentemente, pela desigualdade de Calderon-Zygmund (cf. Teorema 9.9 em [42]),
obtemos que u,u € WO2 P (Q). Como p > 2 segue pelas imersdes de Sobolev que u,u € Cé’e(ﬁ)
para algum 6 € (0,1).

Assim aplicando o Lema 2.5.2 a equacdo (2.21), obtemos que u < u quase sempre em L.
Por outro lado, temos que

— e —Au=24A y
x| [x]

—Au

com0<Au? <Au’ <Au <Af(#)emQ. Logoi#uemQe
—Au—u)>0 em Q.

Consequentemente, pelo Principio do Maximo de Véasquez (cf. Lema 2.3.5)

u<u em O e % %<O sobre JQ.
an 811
Agora observemos que por (f3), podemos escolher K > 0 suficientemente grande tal que
f(t) + Kt é estritamente crescente para todo r € R .

De fato, por hipétese ja temos que f ndo-decresce em (0,z,) U (1/t4,4o0). Entdo vamos
estudar o intervalo [z, 1/t.]. Temos que f é de classe C' em (0, +o0), logo no intervalo [t,, 1 /]
existe m € R tal que f/(¢t) > m. Se m > 0 podemos tomar qualquer K > 0. Por outro lado, se
m < 0 temos que

(f)+Kt) = f'(t) +K >m+K.

Entdao basta tomar K > —m.
Agora definamos

flu(x))+Ku(x); 1 <u(x),
glx,t) = f(6)+Kt; u(x) <1 <ux),
fa(x))+Ku(x); t>u(x)
E consideremos o funcional I : Hy () — R dado por

el ul?

I () = —/1/
=104 28 Q|x|a |x|a

Usando o mesmo argumento do Lema 2.3.6, temos que I, € limitado inferiormente em H_ (Q)
e fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Entdo /) possui um minimo global,
digamos u,, tal que 0 < u < uy < u quase em . Assim u; € solucdo fraca da equagdo

—Auy, +7LK’ z Ag(T ‘”A)

Logo pelos Lemas 2.3.3 e 2.3.4 obtemos que u), € C01,9(§> para algum 6 € (0, 1). Além disso,
como

em Q e u=0 sobre JQ.




2.7 Prova do Teorema 2.1.3 67

obtemos que

Au(x)" + A Ku(x) < A[f (up (x)) + Kup (x)] = Ag(x,up, (x)) < Af((x)) + A Ku(x).

Destas estimativas segue que u 7 uy, uy = ue

AK (uy —
—Auy, —g)+% >0 em Q
X
) AK(a
At —uy ) + (’u’:ul) >0 em Q
X
. AK
Consequentemente, considerando f(x) = |—a como fB € L*(Q) para algum s > 1, obtemos
X
pelo Corolério 5.3 em [65] que
d(uy — d(u—
u<uy <u em Q,(ug—n)<0 e %<0 sobre JQ. (2.22)

Para conclimos a prova do lema mostraremos que u#; € um minimo local de J; na topologia
CO (Q). Com efeito, como u < u; < u temos que uy, € solugdo de (P). Além disso, por (2.22)
é conhecido que existe § > 0 tal que se v € CJ(Q) e ||v—uy ||C1 < 6, entdo

u<v<u em Q.

Assim,

)~ = [ Cor g [ EUED g K ] L ),

Notemos que

1(x)
G(x,v(x)) :/0 (F(u(x)) + Ku(x) dt—l—/ (1) + Kr) dt

:fmwmw+émfmw+5fm+

u(x) v(x) v(x)
e [ @ a=Fue) s [0 a

Logo, sempre que ||v —uy, ||C1 < § temos

300 =0 = [ ((F)ut) + 51200 - Flule) ) o ax=C.
Entdo como u; é um minimo global de 7, , temos
() =C+ 1 (up) SC+D(v) = (v).

Portanto, u; é um minimo local de J; em C}(Q).
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2.7.2 Existéncia de uma solucéo do tipo passo da montanha para A € (0,A)

Nesta subse¢do provaremos a existéncia de uma segunda solugio para o problema (P)). Para
isto seguiremos alguns passos. Inicialmente seja u a inica solu¢do do problema singular:

u?
—Au=A— em Q,
1 2.23
u>0 em £, (2.23)
u=>0 sobre JdQ.

Consideremos K > 0 tal que f(¢) + K7 ndo-decresce e definamos

~ B f(s)+Ks se s> u(x),
Fe) =1 ey o rute) se s2ue) 229

Podemos considerar o funcional j;L : H& (Q) — R dado por

- el | AK [ [uf? /F(x,u)
=022 [ B g2 [ 2 gx

onde

F(x,s) = /Osf(x,t) dr.

Observemos que se v € H}(Q) N C}(Q) é suficientemente préximo a u; em C}(Q), usando
0 mesmo argumento feito na prova do Lema 2.7.1 temos que I; (v) = J; (v), entdo u; é um
minimo local para JN;L restrito a Cé (Q). Consequentemente, u; é um minimo local para JN,1 em
H& (Q). Novamente como na prova do Lema 2.7.1 podemos checar que se v; é um ponto critico

para Jj, entdo v; > u em Q, consequentemente v, é solucdo de (Py ). Temos também que v, é
nao-trivial. Entdo para provamos a existéncia de uma segunda solu¢do para o nosso problema
¢ suficiente mostrarmos que J; tem um ponto critico v, diferente de u,. Para isto precisamos
de uma generalizacdo da no¢do de sequéncia de Palais-Smale a qual foi introduzida em [39].
Defini¢ao 2.7.1. Seja % C Hé (Q) um subconjunto fechado. Dizemos que uma sequéncia
(un) C H(% (Q) € uma sequéncia de Palais-Smale para J, no nivel p ao redor de .7 se
lim dist(u,, Z) =0, lim Jy(u,)=p e lim [|J} (un)|l« =0.
n——oo n—--o0 n——-o0
Notagao: (PS) 7 p.
Usando os mesmos argumentos do Lema 1.5.2, temos o seguinte resultado:

Lema 2.7.2. Sejam .7 C H}(Q) um subconjunto fechado e p € R. Seja (u,) C Hj(Q)
uma sequéncia (PS) z , para J). Entdo existem uma subsequéncia de (u,), que denotaremos
novamente por (uy) € ug € H} (Q) tais que

Uy — Ug em H}(Q)
f(X, un) f(x,l/t()) 1
e e e 2.25)
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Agora provaremos o seguinte fato:
Afirmacio 2.7.1. Existe e € H} (Q)\ {0} tal que J; (uy) > Jy (e).

De fato, vimos no Capitulo 1 que existem constantes 6 > 2, C > 0 e d > 0 tais que para
todo u € H} (Q)

ﬁ(xvu) > C‘u|9 -
Assim, dada v € Hj(Q) \ {0}, obtemos que

~ g, +1v||? |up +1v[* +tv|? F(x F(x,up +1v)
J t = = dx — l/
l(ul_{— V) 2 + 2 o |X|a |X|a
uaz +2v]]? Jup +tv]? up +1v° —d
lta TV 28 [ A TV g g [ BAT DD 74y
= T2 +3 2 0 I T
Logo,
2
~ 1~ /th
Ty te) > 2 ”AJFVH /|t1u v dx (2.26)
1 9
t~ d
%/' Y dx.
x| a[x]

Como 0 > 2, obtemos que jjl (uy, +1v) — —oo quando t — 0. Assim concluimos a afirmacéo.

Agora introduziremos algumas notagdes. Seja

r={yeC(0.1].H(®) : 70) =1y e 7(1) =¢}.

Definamos o nivel do passo da montanha

po = inf sup J; (7(1)).
Yelieo,1)

Entiio segue que pg > J; (1)
Seja Ry = |le — u;L|| Se po = J3 (i) temos que mf{J,l( ) :||[v—uy || = R} = po para todo
R € (0,R). Dai seja .F = H} (Q) se po > Jy(up) e F = {v e H}(Q): |[v—uy| = Ro/2} se

Po = Ja(uz).
Para encontrarmos um segunda solug@o do problema (P; ) precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.7.3. Suponha que (f)) — (fs) sdo satisfeitas, entdo

2—a)m

<.7u +
po < Jj (uy,) %
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Prova: Consideremos a seguinte sequéncia de funcdes construidas por Moser em [53]:

N (logn)'/?, se x| <1/n
M, (x) = 27) 12 log(1/|x])/(logn) /2, se  1/n<|x| <1
0, se  |x| > 1.

Seja r > 0 tal que B,(0) C , onde r serd escolhido depois. Definido M, (x) = M, (x/r), temos
que M, tem suporte contido em B,(0). Além disso, é conhecido que ||M,||=1e M, — 0
fracamente em H& (). Provaremos o lema por um argumento de contradi¢do. Suponhamos
que para cada n € N existe 7, > 0 tal que

~ ~ ~ 2—a)rw
po = supJy (uy +tMy) = J; (uy, +t,My) > Iy (uy) + @2-a)m (2.27)
>0 Qo
Inicialmente provaremos o seguinte fato.
Afirmacdo 2.7.2. A sequéncia (t,) é limitada.
Com efeito, notemos que
~ tnM,
T (5, + taMy,) 2/ﬁv-ﬂm+M)Fm A/ x”?;" 2 g,
X
onde F é a primitiva da seguinte fungdo:
S ) se s> ulx),
P ={ fuly %o +Zu
Se t,, — 400, temos que
Iy -1 2 ty
5/W@urmm|az—+du (2.28)
2 Jo 2

Por outro lado, temos
F t 1M t
/ S w>/ / Hfn)
Q x| r( x|

a=maxuy e b, = min uy.
Q B (0)

Sejam

Entdo b, — u) (0) quando n — +eo. Assim, usando a defini¢do de ]/‘\, para n suficientemente

grande, obtemos
bn+tn il
/F(x Sy + 1M, dx>/ / dt
Q x| \W
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Usando a condi¢do que a nao-linearidade f(s) tem crescimento critico, obtemos constantes
positivas C e € tais que

ft) > Ce®” paratodo 1> a.

Consequentemente, para n suficientemente grande

bl1+tnMn bn—l-tnMn 12
ol s of [ 2
By (0 |X| b+ (tn—1)My (0 IXI

Z 27tee[bn+(tn I)Mn (O)]ZMn (O) rzfanf(zfa) X

Assim, existem constantes positivas m; e mj tais que

/ /b”+Z”M”(O) ‘f(() dr > mlemﬁ(fn 1)? log"(logn)1/2n7(27a)
r X “

3

_ mlnmze(tnfl)zf@fa)(1Ogn)l/2.
Desta dltima estimativa junto com (2.28) e usando que t,, — +oo, obtemos que
Iy (uy +1,My,) — —oo  quando 1 — oo,

O que contradiz a estimativa inferior em (2.27). Portanto, a sequéncia (t,) ¢ limitada.

Agora vamos estimar J, (uy, +1t,M,). Primeiro notemos que

2
~ t 1
J?L(”l —I—l‘nMn) = i—l——/ |Vu,1|2dx—|—tn/ Vu), VM,, dx

N |uy, + 1M, |2dx /I/ F(x,uy, +1,M )dx.
2 o e[
Como u; € um ponto critico de JN,I, temos
2 ~
~ M) — F —t Ku; )M,
Tty +1aMy) = EJFJA w2 [ F (ox,up, + 1aMy) — (x,|MTa) n(f(up) + Kup )My) |
X
Esta ultima equacgdo pode ser escrita da seguinte forma
; ~
~ xu +t.M,) — F(x,uy ) —t,.f (x,uy )M,
_ ll}l/ (f(x7l’t),) _f(ul) _Kul)Mn dx.

Q ]

Como fnﬁo-decresce e uy > uem Q, segue por (2.27) que
2—a)2
2 (27027 (2.29)

)



72 Capitulo 2 Sobre uma classe homogénea de problemas quase-lineares singulares e criticos

Esta ultima informacdo seré crucial para prova do lema.
Sabemos que 7, é o ponto de maximo para aplicagdo t — Jy (uy +tM,), assim

d ~
EJ/I (up +tMy)| =1, =0

isto €,

uy M, dx — )L f x,uy, + taMy) M,

dx.
Q [x e

/ V(1 + 1uMy) VM, dx+ AK
Q

Vamos estimar o lado direito desta equacao inferiormente. Seja

Cn = |1Tl<lrrln ul( )

(2.30)

onde r,, serd escolhido depois, com B (0) C €. Entdo como f ndo-decresce, por ( f5) obtemos

para n suficientemente grande

a()(CnJFtnMn(O))z
f x,uy +t,M,)M, de/ h(t,M, (0))M;,(0)e dx.
xl By (0) Jxl
Assim,
2—a
f : ul |_|_|t; ) n d_x Z Zﬂh(tnMn(0))Mn(0)6a0(0"+t"M"(0))2 <Q>
X n

- 27rh(tnMn(0))Mn(())eoco(anrr,.Mn(o))Zrz_ae_(z_a)1ogn_

n

Por outro lado, temos que
(cn+ t,,M,,(O)) > (t.M, (0))2 + 2cntyM,(0).
Assim por (2.29), temos sobre B (0)

oot (2m) " logn + 2apet,(21) /% (logn) /2

aO(Cn +tnMn(0))2 >
> (2—a)logn+2ayct,(27) "2 (logn) '/,

Combinando estas estimativas obtemos

fx uy +t,M, )
x|

% dx > 27h(t,M,(0))M,(0) o200CntnMn(0) 2—a

n

Fazendo 2% = e~ %nMn(0) gbtemos que

x,uy +t,M,)M, 2%
f L g 20, (0)1, M, (0)e ),
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A menos de subsequéncia temos que 1, — fy > 0 e ¢, — uy (0) > 0, assim existem constantes
positivas c; e c; tais que

f x,uy +t,M,)M,
R

" dx > c1h(tuMy (0))tuMy (0)e>0).

Usando a condigdo (fs), temos que

1/2

Rt My (0))1,M,, (0)e2M1O) = (1, [(27)~ logn]/2)tu[(27) ' log ] /2ec2l2m) ogn] 2, o

Assim, a menos de subsequéncia temos

J St MM gy e 2.31)
Q

x|

Por outro lado, temos que o lado esquerdo da equacgdo (2.30) € limitada.
Com efeito, notemos que

M,
/(Vu;t—}—thMn)VMndx%—)LK o e /Vu,IVMnd)H—t,,/ VM,|? dx
Q Q |x[¢ Q Q
M,
+ AK [ gy
o [x
Usando a desigualdade de Holder e os fatos que ||M,|| =1 e (#,) é limitada, concluimos a

afirmacao.
Esta dltima afirmacao junto com (2.31) resultam numa contradicao. E assim segue a prova
do lema.
]
Agora podemos provar o seguinte resultado.

Lema 2.7.4. Seja u; o minimo local para J:l obtido no Lema 2.7.1. Entao existe outra solucao
vy, € H3(Q) de (P)) do tipo passo da montanha.

Prova: Pelo Lema 2.7.3, temos que

2—a)rm

<JNu +
Po A (uy) %

Seja (v4) C H} (L) uma sequéncia (PS)z p, para J,, (esta sequéncia sempre existe pelo
Teorema 1 em [39]). Entdo pelo Lema 2.7.2 existe vy € Hj(Q) tal que v, — v, em Hj(Q)

e ~
fx,v) fxv;L
e,

] x|

/ﬁ(x,V,J dx—>/ f(x7vl) dx
o |x o |x
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Entdo, v, € um ponto critico de le e vimos no comeco desta subsecdo que v, € solucdo de
(P,). Agora, mostraremos que v, # u, . Para isto temos que considerar dois casos.

Caso 1: pp =J) (1) e vy =uy.

Neste caso, trabalhamos com .# = {v € H}(Q) : |[v—u, || = %} Assim temos
I (u) = po =J3(va) +o(1)
x Vi)
= Sl -2 [ 22 e el

=InlP-2 [ £ ﬁ? +o(1)
= Sl 2) = 5 s [P +-o(1).

Desta tltima estimativa temos que v, — u, em HJ (Q), pois v, — uy, € ||[vu|| — [|uy ||. Mais isto
contradiz o fato de (v,) ser uma sequéncia (PS) z p,. Logo, v) # u;.
Caso 2: py > J) (uy) e vy =uy.

Primeiro mostraremos que

q x| V|Z g [0 x| ”ﬁ (2.32)
X X
Sabemos que
0 u —
A\HA %0
Logo, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que
~ 2—a)rm
< (po—J,l(u;L)> (1—}-8)<ﬂ (2.33)
Por outro lado, )
[Vl F(x,vn)
[ S ax
Logo,
[vall* = 2(po + M), (2.34)
onde My = /l/ M dx. Por (2.33), temos que
(2—a)2rm

[2(po +Mo) — |lup||*] (1+€) <

Assim, por (2.34) para n suficientemente grande, temos

(Il =y |2) (1 4-) < =227
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Dai,
up

ol (1= g e < S5

Assim podemos tomar s > 1 suficientemente proximo de 1 tal que

2 up
S””””‘<(1‘Huvu
n

D_l 27w(2 — as).

Como
Vn N M;L
[vall  Him [|va|”
segue pelo Lema 1.6.5 que
|f X Vn
e
Visto que
2 2
\f X, V)| / 5%lvall* (v /l[vall)
<C dx <C.
IxI“S Q lx[as =

Usando esta estimativa e a imersio continua de H} (Q) — L'(Q) parat € [1,+o0), obtemos que

1/s 1/s
f X Vn n d.x< |f x Vn . |vn|2S/ dx SC'
o IX|‘” Q

Logo, pelo Lema 1.5.1 concluimos a afirmacao (2.32).

Por fim, notemos que

| =

po =n@&(ﬁwa—<fmmw0

- (35 [T
( [P e [ F )

_ (amm—éﬁwnmm):ﬁwn-

Mas isto contradiz o fato pg > le (uy,). Logo, vy # uy.






CAPITULO 3

Sobre uma desigualdade singular do tipo
Trudinger-Moser e suas aplicacoes

3.1 Introducao

Neste capitulo provaremos uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser com um peso
singular para um dominio suave qualquer em R? (cf. Secdo 3.2, Teorema 3.2.1), e como
consequéncia deste resultado estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucdes fracas para
a seguinte classe de problemas singulares:

—Au+V(x)u = ) +h(x), xeR? (3.1)

R

onde a € [0,2), h € (H'(R?))* = H~! é uma pequena pertubacio com 2 #0eV : R> — R é
uma func¢do continua satisfazendo as seguinte condicoes:

(V1) existe uma constante positiva Vj tal que

V(x)>Vy paratodo x¢€ R2:

(V) afungdo [V (x)]~! pertence a L' (R?).

Estamos interessado novamente no caso que a nao-linearidade f(s) tem o maximo crescimento
sobre s que torna possivel tratar o problema (3.1) variacionalmente num espaco de fungdes
adequado, isto €, o crescimento subcritico e o crescimento critico do tipo Trudinger-Moser
[53, 66], os quais definimos da seguinte forma no Capitulo 1: Dizemos que f(s) tem
crescimento subcritico em oo se para todo o > 0

fim )

§——+o0 eas2

=0, (3.2)

e f(s) tem crescimento critico em oo se existe o > 0 tal que

m}ﬂ@:{o, Ya > ap,

3.3
s=rteo p0ts? too, Vo0 < Qp. G

Similarmente definimos crescimento subcritico e critico em —oo.

Além disso, assumiremos as seguintes condi¢des sobre o termo ndo-linear:

7
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(fo) f€C(R,R)e f(0)=0;

(f1) existem constantes 6 > 2 e s; > 0 tal que para todo |s| > s1,
N
0 < OF(s) = / F(0) dr < sf(s):
0
(f2) existem constantes positivas Ry e M tais que para todo |s| > Ry
0 < F(s) < Mo|f(s)].

Para aplicarmos métodos variacionais consideremos o seguinte subespago de H'! (R?)

E:{uEHl(Rz):/

2 o0
RzV(x)u dx < },

o qual € um espaco de Hilbert dotado do seguinte produto interno
(u,v) = /2(Vqu—l—V(x)uv) dx, u,v€eE, (3.4)
R

para o qual corresponde a norma ||u|| = (u,u)'/?. Aqui H'(R?) denota o usual espaco de
Sobolev com a norma

I

1/2
= | 0w |
R2

Dizemos que u € E € uma solugdo fraca do problema (3.1) se

[ W

R |x|?

/ (VuVv+V (x)uv) vdx— / hv dx =0, (3.5)
R2 R2

para todo v € E. Notemos que solucdes fracas de (3.1) sdo pontos criticos do funcional energia

I F
I(u):§||u||2—/Rz |)§|L;> dr— [ hud. (3.6)

E importante lembrarmos que a hipétese (V1) implica que a imersdo
E— H' (RZ)

é continua e a condi¢do (V5 ), junto com a desigualdade de Holder, implicam que

1/2
||MHL1(]R2) < (/RZV(X)_l dx) ||u]]- (3.7)

Consequentemente,
E — L9(R?) paratodo 1< g < oo, (3.8)
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com imersdes continuas. Também é bem conhecido que a condi¢do (V,) implica que estas
imersdes sdo compactas para todo 1 < g < oo (cf. [45] e [51]). Além disso,

- Jre(Vul> +V(x)u?) dx
A= f 0. 3.9
! ue}zr{{o} Jr2u?/|x|* dx - (3:9)

Outro fato importante é que se & > 0, de forma idéntica ao Capitulo 1 é facil de ver que o
problema

+h(x), xeR?

nao possui solucdes positivas. Assim, assumimos a seguinte condi¢ao adicional na origem:

2F(s)

(f3) limsup,_,q 2 <A

A seguir enunciamos o0s principais resultados deste capitulo, os quais para facil referéncia
distinguimos dois casos.
3.1.1 Caso subcritico

Ao longo deste capitulo denotaremos por H~! o espaco dual de H'(R?) com a norma usual
(NIPEE

Teorema 3.1.1. Se f(s) tem crescimento subcritico em +o e —co, ¢ (V1) — (V2), (fo), (f1)
(ou (f2)), (f3) sdo satifeitas, entdo existe 01 > 0 tal que se 0 < ||h||;—1 < 81, o problema (3.1)
tem pelo menos duas solugdes fracas. Uma com energia negativa, enquanto outra com energia
positiva.

Além disso, se h(x) tem sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 3.1.2. Sob a mesmas condigdes do Teorema 3.1.1, se h(x) > 0 (h(x) < 0) quase
sempre em R?, entdo as solucdes obtidas no Teorema 3.1.1 sdo ndo-negativas (ndo-positivas),
respectivamente.

3.1.2 Caso critico

Teorema 3.1.3. Se f(s) tem crescimento critico em o e —oo, e que (V) —
(Va), (fo), (f2), (f3) sdo satisfeitas. Entao existe 8; > 0 tal que se 0 < ||h|| ;-1 < &, o problema
(3.1) tem uma solucdo fraca com energia negativa.

Teorema 3.1.4. Assumido as mesmas condi¢des do Teorema 3.1.3 e se adicionarmos que

(fyF) existem constantes p > 2 e C, tais que

f(s) > Cpsf”_l paratodo s> 0,
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onde

Sp=inf (/Rz"V”|2+V<x>u2>dx)l/2

P 1 1/
ueE\{0 p p
{0} </ |ul )
R? |x[

Entao existe & > 0, tal que se 0 < ||h||z-1 < 02, 0 problema (3.1) tem uma segunda solugdo
fraca.

Além disso, se h(x) tem sinal definido, o seguinte resultado vale:

Teorema 3.1.5. Sob a mesmas condi¢ées do Teorema 3.1.4, se h(x) > 0 quase sempre em R2,
entdo as solugcdes obtidas no Teorema 3.1.4 sdo ndo-negativas. Além disso, se h(x) < 0 quase
sempre em R? e f(s) satisfaz:

(f3)
|f(s)| > Cpls|P~"  paratodo scR,

entdo estas solugoes sdo nao-positivas.

Problemas com crescimento subcritico e critico exponencial envolvendo o operador
Laplaciano em dominios limitados tem sido extensivamente estudado, veja por exemplo de
Figueiredo-Miyagaki-Ruf [30] e suas referéncias. Ja o problema —Au+V(x)u = f(u) em
todo o espago R? foi tratado primeiramente por Cao [17] considerando o caso nio-singular,
homogéneo e com o potencial V convergindo para uma constante quando |x| — +oo. Neste
capitulo motivado pelos resultados do Capitulo 1 e pelos artigos de Adimurthi-Sandeep [5],
J.M. do O [32] e J. M. do O-de Medeiros-Severo [34] nosso principal objetivo € estabelecer
um resultado de existéncia e multiplicidade similar ao obtido por J. M. do O-de Medeiros-
Severo [34] para o problema (3.1). Para tanto, precisaremos provar uma desigualdade do tipo
Trudinger-Moser com o peso singular |x|~¢ com a € [0,2) em dominios quaisquer em RZ.
Além disso, precisamos estabelecer uma versdo de um resultado muito conhecido de Lions
(cf. Secgdo 3.2, Teorema 3.2.2) com o peso singular |x|~*. Em [34] para o problema com
crescimento critico a func¢do f(s) satisfaz a condig@o:

liminfsf(s)e” %" > By > 0. (3.10)

§— o0

Neste trabalho generalizamos o resultado principal em [34], pois tratamos o caso singular e
a condigao ( f4+ ) no Teorema 3.1.4 é menos restritiva que a condig¢do (3.10).
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Observacdo 3.1.1. Um exemplo tipico de fungdo satisfazendo as condigdes (f>),(f3) e (f;")
com crescimento critico é

0, se s € (—o0,0);
f(s) = Cps"™! —|—2s(es2 —1), se se€0,1];
Cps" 1+ (e—1) (25—1)652*S+s , se s€(1,400).

Para provarmos ( f»), é suficiente notarmos que para s > 1 existe A > 0 tal que

C 21
F(s)=A+-L(sP 1)+ (5 — 1)+ =1
)4 2
assim,
F
lim ﬁ =
[ == f(s)
Para (f3), é suficiente notarmos que
G P 52 2
LsP 4 (e —1)—s
limsup Z(S):2lim P ( 5 ) =0< .
s—0 N s—0 s

Além disso, € facil de ver que f(s) > C,sP~! para todo s > 0, mostrando que (f,") vale. Por
outro lado, notemos que

lim sf(s)e™ =0.

§— o0

Observacdo 3.1.2. Lembremos que a condigdo (f>) € mais forte que (f1), no sentido que (f>)
implica (f1).

A prova dos nossos resultados de existéncia seguird as mesmas idéias do Capitulo 1. Mais
precisamente por minimizagdo local em combinagdo com o Teorema do Passo da Montanha.
Primeiro mostraremos que no caso subcritico o funcional associado ao problema satisfaz a
condicdo de compacidade de Palais-Smale, e como consequéncia podemos distinguir uma
solu¢do de minimo local de uma solucdo do tipo passo da montanha. Entretanto, novamente
no caso critico a condicao de Palais-Smale nao € satisfeita em geral, assim para provar que as
solugdes sao distintas repetindo o argumento feito no Capitulo 1 faremos um refinamento para
os niveis de energia do funcional associado ao problema. E novamente a condi¢ao ( fj ) no
Teorema 3.1.4 serd crucial para estimar o nivel do passo da montanha.
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3.2 Uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser para
subdominios em R?

O principal objetivo desta se¢do é provar uma nova desigualdade o tipo Trudinger-Moser
para um dominio qualquer em R?. No entanto, para um melhor entendimento sobre esta
nova desigualdade que pretendemos provar relembremos inicialmente alguns fatos sobre a
desigualdade de Trudinger-Moser.

Se Q c R? é um dominio limitado a desigualdade de Trudinger-Moser (cf. [53, 66])
estabelece que para todo o > 0 e u € H} (Q)

e existe ¢ > 0 tal que

”Vs1|1|p<l/ge°‘”2 dx <c|Q| para o <A4r. (3.11)
Ujj2>

Além disso, a desigualdade acima € 6tima, isto €, para qualquer crescimento e com o > 4T
o correspondente supremo € oo,

Por outro lado, o supremo (3.11) torna-se infinito para dominios Q com |[Q| = oo, ¢ assim
a desigualdade de Trudinger-Moser nao vale para dominios ndo-limitados. Mais algumas
desigualdades do tipo Trudinger-Moser foram propostas para dominios ndo-limitados, podemos
citar por exemplo os trabalhos de Cao [17], Adachi-Tanaka [2] e J. M. do O [32]. Eles provaram
que para todo & >0 e u € H'(R?)

(™ — 1) € LY(R?)

e também se @ < 47 e ||u|l» < M, entdo existe uma constante positiva C = C(M, &) tal que

sup / (€™ — 1) dx < C(M, ). (3.12)
IVul<1 /R

Em um recente artigo Adimurthi-Sandeep [5] estenderam a desigualdade de Trudinger-
Moser com um peso singular. Eles provaram que se Q é um dominio limitado em R? contendo
a origem, u € H} (Q) e a € [0,2), entdo

2

e(xu
/ dx < co. (3.13)
Q |«
e
e
sup dx <o para a/4m+a/2<1. (3.14)

IVul,<1/@ ||

, . . s s . A . 2
Temos também que a desigualdade acima é Gtima, isto €, para qualquer crescimento e**" com
o/4m+a/2 > 1 o correspondente supremo é +oo.
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Novamente o supremo (3.14) torna-se infinito para dominios Q com |Q| = oo, € assim (3.14)
ndo vale para dominio nao-limitados.

E importante destacarmos que os resultados acima sdo vélidos para dimensdes superiores a
dois. Aqui, motivado pelos trabalhos de Adimurthi-Sandeep [5], Cao [17], Adachi-Tanaka [2]
e J. M. do O [32], provaremos uma versdo da desigualdade de Trudinger-Moser com um peso
singular sobre dominio suave qualquer em R?. Mais precisamente, mostraremos o seguinte
resultado:

Teorema 3.2.1. Sejam Q um dominio suave em R? contendo a origem, o >0, a € [0,2) e

u € H}(Q), entdo
aur 1
/ u dx < 0,
o |xf

Além disso, se a/4n+a/2 < 1 e ||lu||» <M, existe uma constante positivaC = C(M, «) tal que

(e 1)

[Vul2<1
Temos também que o supremo acima € +oo quando o /4mw+a/2 > 1.

Prova: Inicialmente notemos que

2

/KﬁilQM< ) g
Q

e TR

desde que qualquer fun¢do u € H& (Q) pode ser extendida como sendo zero no complementar
do dominio Q, resultando numa funcio em H'(R?). Assim é suficiente provarmos o resultado
parau € H'(R?).

Usando simetrizacdo € suficiente provarmos a desigualdade requerida para fungdes nao-
negativas, radialmente simétricas e decrescente u(x) = u(|x|). Consideremos a integral acima
dividida em duas partes com um raio py > 0 a ser escolhido depois.

o o o
/ udx: udx+/ udx' (3.16)
R R2\B,,

e[ Bpy X[ |

Para estimar a primeira integral em (3.16), sejav(p) = u(p) —u(pg) se 0 < p < pgev(p) =0
se p > po. Entao,

() =v*(p) +2v(p)u(po) +u*(po).
Pela desigualdade de Young, para cada € > 0 existe C¢ > 0 tal que

u?(p) < (1+€)v(p) + (1+Ce)u?(po)-

Por outro lado, pelo Lema Radial (cf. [43]), temos

1 1
u(p)| < ﬁ””HZE para todo p > 0.
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Assim, ( )
1+C
u?(p) < (1+e)v*(p) +~——ul3.
Py
Escolhendo pg > (1 +C;)/m, obtemos que
u*(p) < (1+eWv*(p) +M>. (3.17)

Logo,

oau® _ a((14+€)v>+M?)
/ =D 4 < / T
BP() |x|(l B,DO ’x’a

a(1+€)?
< e“Mz/ SR (3.18)
B

Desde que v € H(} (Bp,), obtemos por (3.18) e (3.13) que

/ (™ =1 4 < oo, (3.19)
Bpo

e

para todo u € H'(R?) e o > 0. Notemos que se ||Vul||; < 1, entdo
/ Vv |dx = / Ve < / Vudx < 1.
Po Bpy R?
Assim tomando € > 0 tal que (1+¢&)a/4w+a/2 < 1, e usando a estimativa (3.14) e (3.18),
obtemos C; > 0 tal que
(ex” 1) e
sup / — T dx <Cie™™ . (3.20)
[Vul2<17Bpy x|

Para a segunda integral, escolhendo pg > 1, obtemos

ou?
—1
/ udxg/ (e“”z—l)dx.
R2\By, | X[ R2\Bp,
Logo, por (3.12)
ou
—1
/ =D 4y < oo, (3.21)
R2\Bp,

|
para todo u € H'(R?) e a@ > 0. Além disso, existe C; = Co(at,M) > 0 tal que

(e — 1)

sup / - dx < G (o, M). (3.22)
V<1 /BBy, ]

(1+Ce)
T

Por fim, escolhendo py = max { 1, }, segue por (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) a

primeira parte do resultado.
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Agora mostraremos que (3.15) ndo vale se @/4w +a/2 > 1. Para isto consideremos a
sequéncia de Moser (cf. [53]):
(logn)'/? se |x| <1/n

My(x) = (27) 12 % e 1/n<ld <

0 se |x|]>1.

(¢

E conhecido que M,, € H'(R?), supp(M,) = Bj € ||[VM,]||» = 1. Assim,

) 2
[ s [0 g 20 (o LY
R2 Bl/n

|x|@ - |x|@ 2—a n*-a

Usando que o /4mw+a/2 > 1 e fazendo n — oo, obtemos

aM?
P
/ udx:_f_oo.

Rz |x[¢

O que completa a prova.
[ ]

A desigualdade de Trudinger-Moser foi melhorada por Lions em [50, Teorema 1.6]. Ele
provou o seguinte resultado num dominio limitado Q C R?: Se (w,) é uma sequéncia em
H(Q) tal que ||wp||12 = 1 e converge fracamente para wo em H'!(Q) com ||wo||12 < 1, entdo
para todo 0 < p < 47(1 — ||wol|? ,) ! vale a seguinte estimativa

sup /Q P dx < oo, (3.23)
n

Este resultado foi estendido para todo R? por J. M. do O-de Medeiros-Severo em [34]. Eles
provaram que se (w,) é uma sequéncia em H'(R?) tal que ||wy||12 = 1, w, — wy fracamente
em H'(R?) e ||wol|12 < 1. Entdo para todo 0 < p < 47(1 — |jwo||?,) ! vale

sup [ (P — 1) dx < oo, (3.24)
n JR2

A seguir adaptando o argumento feito por J. M. do O-de Medeiros-Severo em [34],
estabeleceremos uma versio singular deste resultado em todo R2.

Teorema 3.2.2. Seja (w,) em H'(R?) com ||w,||12 = 1 e suponha que w, — wy fracamente
em H'(IR?) com ||wo||12 < 1. Entéo para todo 0 < p < 2(2—a)(1 —||wo||?,) "' ea € [0,2),

temos )
Il |
sup/ u dx < oo.
R2 |x|

n
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Prova: Desde que w, — wg e ||wy,|[12 = 1, obtemos que

2w(2—a)
2 2 2
[wn —=woll12=1=2(wy,wo) + |lwol[12 — 1= |lwoll12 < -

Assim, para n grande temos
pllwn — W()Hiz/él-ﬂ? +a/2 <1.
Agora escolhendo ¢ > 1 mas bem proximo de 1 e € > 0 satisfazendo
qap(1+€%)llwa —wollf 2/4m +a/2 < 1,

pelo Lema 3.2.1, temos

2
2 2 Wn—w(o
|:eqp(1+€2)(wn—w0)2 _ 1:| eqp(1+€ )”Wn_WOHl,Z(HwanOHLz) . 1]

/ m:/[ dx < C.
R? x| R? x|«

Além disso, desde que

1
pwi < p(1+€%)(wn —wo)* + p(1+ 5w,
segue que

PV — 1 < (eP(IHE)wn—wo)? pp(14+1 /€W _ 1)

§é<ﬂmwﬂwrmﬁ_0+é<WMHw%%_Q

Y

onde na tltima desigualdade usamos que para todo a,b >0e g~ ' +r~! =1 temos

1 1
ab—1< c—](aq— 1)+;(br— 1).
Logo,
(epw% _ 1) | [eqp(1+€2)(w,,—wo)2 _ 1] | |:erp(l+1/82)wg -1
—dx < — dx+ — dx
Jo = g e o Tl I

<C,

para n grande e assim o resultado estd provado.

Agora faremos uma aplicacdo simples do Teorema 3.2.1.
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Lema 3.2.1. Seja 3 > 0er > 1. Entdo para cada o > r existe uma constante positivaC = C(ct)
tal que para todo s € R

(P — 1) <C(e?Ps —1).

Em particular, se u € H'(R?) e a € [0,2) entdo
e LY(R?).

Prova: A primeira parte deste lema foi provada em [34]. Consequentemente, pelo Teorema
3.2.1 segue a segunda parte. ]

Observacao 3.2.1. Como consequéncia do Teorema 3.2.1, Lema 3.2.1 e da desigualdade de
Holder, temos que se B > 0 e g > 0 entdo a fungdo

Caa)

q
Jul P

e L'(R?) paratodo ue H'(R?).

3.3 Formulacao variacional do problema (3.1)

Pela condicdo (f3) temos que

, s
limsup f(s) < Ay.
s—0 S

Assim, se f(s) é continua e tem crescimento subcritico em +eo ¢ —eo, entdo para cada ot > 0
existe by, by > 0 tais que paratodo s € R

£ (5)] < buls| +ba(e™ —1). (3.25)

Similarmente, se f(s) é continua e tem crescimento critico em +oo € —oo, entdo para cada
o > o existe ¢y, cp > 0 tais que para todo s € R

£(5)] < cils] +ca(e® —1). (3.26)

Esta estimativa junto com observagdo 3.2.1 e as condi¢des (f1) (ou (f2)), (f3) implicam que

F

% € L'(R?) para todo u € H! (]Rz). Logo, o funcional energia / : E — R dado por (3.6)
X

estd bem definido. Além disso, usando argumentos idénticos aos feitos no Capitulo 1, podemos

provar que I € C'(E,R) com

(VuVv+V (x)uv) dx — f(u)v dx—/ hv dx,
2 R2 |x|¢ R2

) = [

R

para todo u,v € E. Consequentemente, pontos criticos do funcional / sdo solucdes fracas do
problema (3.1).
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3.4 Geometria do funcional

Nos préximos lemas estudaremos a geometria do funcional /.

Lema 34.1. SevE E, B >0,g>0c¢|v]|] <M com BM?/4x +a/2 < 1, entdo existe
C=C(B,M,q) > 0 tal que

2
(e#” ~ 1)
|l e < el
R |

Prova: Consideremos que r > 1 e suficientemente préximo de 1 tal que rfM? /4% +ra/2 < 1
e sq > 1 onde s =r/(r—1). Usando a desigualdade a Holder, temos

sz - BVZ _ r l/r
uquxS (e—l)dx v]]4..
R2 |x|a R2 |x|ra qs

Agora, tomemos ¢ > r mas suficientemente préximo de r tal que afM?/4x +ra/2 < 1, pelo
Lema 3.2.1 e pelo Teorema 3.2.1 temos que

2 1/r

(B” —1) [e“ﬁ"ﬂ(ﬁ) 1]
L hraezad | art g < Colvlg
R2 R2

] e

Finalmente, usando a imerséo continua E — L*(R?), concluimos que

B 1
[ ars e
R[]

Lema 3.4.2. Assuma (fy), (f1) (ou (f2)), (f3) e que f(s) tem crescimento subcritico (ou
critico) em -+oo e —oo, Entdo existe 8 > 0 tal que para cada h € H~' com ||h||z-1 < &1,
existe p;, > 0 tal que

I(u)>0 se |ull = pa-

Prova: Por (f3) existe £,0 > 0 tais que se |s| < § entdo

(M —¢)

Fs) < 2

|s]?. (3.27)

Por hipétese f(s) é continua e tem crescimento subcritico (ou critico) em oo e —oo. Por (f)
(ou (f2)), para cada g > 2 existe uma constante C = C(q, §) tal que

F(s)] < Cls|?(e®” —1), (3.28)
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se |s| > 8. Por (3.27) e (3.28) obtemos que

AM—€
|F(s)| < %\SIZ+C|s]q(easz—l), (3.29)
paratodo s € Re g > 2. Agora, usando o Lema 3.4.1, (3.9) e a imerséo continua (3.8), obtemos

que

Lo (aee) [
102 gl = 7 [ e el [l
1T (M—g)
> 5 1= B el - .
Consequentemente,
1 (11—8) _
160 2 5 (1= 2552 ) el =l = il (3.30)

Desde que € > 0 e g > 2, podemos escolher p > 0 tal que

! [1— (% _8)] p—Cpi~!>0.
M

2

Assim para ||h|| ;-1 suficientemente pequeno, existe p, > 0 tal que I(u) >0se |ul| =p,. =

Lema 3.4.3. Suponha que f satisfaz (f1) (ou (f2)). Entdo existe e € E com ||e|| > py, tal que

I(e) < inf I(u).
llull=pn

Prova: Por (f1) (ou (f2)), para 6 > 2, existem constantes positivas Cj e C, tais que para todo
ue H'(R?)\ {0},
F(u) 2 Cl\u|9 —Cz.

Assim escolhendo ¢ € C3(R?) \ {0}, temos

12 0 dx
109) < Slolr—cu® [ 12 avrc, [ &t [ g
2 K |x] K |x| K

<ol —cu [ |
<0 [

w!edx .
x[a + ]k« || + Cs5,

onde K = supp(¢). Como 6 > 2, temos que I(t¢p) — —oo quando t — +oo. Assim e = ¢ com
t suficientemente grande satisfaz o lema ]

Para encontrarmos uma solucao via minimizagao local precisaremos do seguinte resultado.

Lema 3.4.4. Se f(s) € continua e tem crescimento subcritico (ou critico) em oo e —oo, entio
existemn >0ev € E com ||v|| =1 tal que I(tv) < 0 para todo 0 < t < 1. Em particular,

inf I(u) < 0.
Jull<n



90 Capitulo 3 Sobre uma desigualdade singular do tipo Trudinger-Moser e suas aplica¢des

Prova: Para cada 4 € H~!, aplicando o Teorema de Representacdo de Riesz para o espago de
Hilbert E com o produto interno (3.4), o problema

—Av+V(x)v=h, xeR?

tem uma unica solugcdo v em E. Logo,
/zhv dx=|v|[*>0 paracada h#0.
R

Desde que f(0) = 0, por continuidade segue que existe 11 > 0 tal que

d tv)
ey =elp= [ L9, 40— / hy dx < 0,
dr R [x[¢
para todo 0 < ¢ < 1. Usando que /(0) = 0, devemos ter I(zv) < 0 para todo 0 < ¢ < 7. |

Desta forma usando estes lemas temos que este funcional tem a mesma geometria do
funcional considerado no Capitulo 1. Assim pelos Lemas 3.4.2 e 3.4.3 existe 0; > 0 tal que se
|||« < 8; o nivel

cy = inf max I(g(t)) > 0,
v = inf max (¢(2))
1N )
onde I' = {g € C([0,1], W, () : 8(0) = 0,8(1) = e}
Temos também pelo Lema 3.4.4 que existe 7 > 0 tal que

—oo < ¢cop= inf I(u) <O.
lul<n

Pelos Lemas 3.4.2 e 3.4.3 podemos aplicar o Teorema 1.3.1 para obter uma sequéncia
(vn) C WOI’N(Q) tal que
I(vp) — e e | I(vy)|« — 0. (3.31)

Seja p, como no Lema 3.4.2. Desde que Eph € um espaco métrico completo com a

métrica induzida pela norma de W (Q) e convexo, e o funcional  é de classe C' e limitado
inferiormente sobre Bph, segue pelo Teorema 1.3.2 que existe uma sequéncia (u,) em Bph tal
que

I(uy) — co € ||I'(up)]|« — O. (3.32)

Desta forma precisamos estudar as propriedades das sequéncias (v,) e (u,). O que serd o
foco da proxima sec¢ao.

3.5 Propriedades das sequéncias de Palais-Smale

Para provarmos que uma sequéncia de Palais-Smale converge para uma solugdo fraca do
problema (3.1) precisamos estabelecer o seguinte lema:
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Lema 3.5.1. Assuma (f) (ou (f>)) e que f(s) tem crescimento subcritico (ou critico ) em oo
e —oo. Seja (u,) em E tal que I(u,) — c e I'(u,) — 0. Entdo

n F(uy,
fwl<c. [y acc e [T gecc
R x| R

2 e T

Prova: Temos que

1 F
_||un||2_/ (u4n) dx—/ hu, dx =c+o(1),
2 R R2

2 |l
eparatodo ¢ € E
/ (VMnV(P+V(x)un(p)dx_/
R2 R
Por (f1) (ou (f2)), obtemos
C+ &|un| = (g—l) ||u,,||2_/2 [OF (un) = f ()]
R

e

> (9 _ 1) HunHZ _/ [GF(”n> _af(un)un] dx,
2 (ol ()| <1} x|

onde & — 0 quando n — . Usando que |f(s)s — F(s)| < Ci|s| para todo |s| < s e a
desigualdade (3.7), obtemos que

2 [xfe

pdi— [ hpdi=o(lol).  (333)

0
Ct el = (§ 1) lnl? = il

esta desigualdade implica que existe C > 0 tal que ||u,|| < C. As outras estimativas segue
diretamente das equagdes acima. ]

Para provarmos que o limite fraco de uma sequéncia de Palais-Smale em E € uma solugdo
fraca de (3.1) usaremos o seguinte resultado de convergéncia devido a de Figueiredo-J. M. do
O-Ruf [29], veja também [30] para o caso ndo-singular.

Lema 3.5.2. Seja Q C R? um dominio limitado e f : R — R é uma fungio continua. Entio
para toda sequéncia (u,) em L' (Q) tal que
un— uem L1 (@), 20 ¢ 110y e / G
x| o

entdo, a menos de uma subsequéncia temos

flm) S

Destes Lemas segue o seguinte resultado.

Corolario 3.5.1. Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale para I. Entdo existe uma
subsequéncia que denotaremos novamente por (u,) que converge fracamente para uma solugao
ndo-trivial do problema (3.1).
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3.6 Prova dos principais resultados

Para as sequéncias (v,) e (u,) obtidas em (3.31) e (3.32), seque pelo Coroldrio 3.5.1 os
seguintes fatos:

vp—uy em E e I(vy,)—cu
u, —ugp em E e I(u,)— co,

onde up; # 0 e uy # 0 sdo solucdes fracas do problema (3.1).

Como as convergéncias sdo apenas fracas ndo podemos concluir que uys e ug sio distintas
de imediato. Entdo para provarmos que de fato estas solucdes sdo diferentes vamos considerar
0s casos subcritico e critico. O que serd o objetivo das préximas secgdes.

3.6.1 Caso subcritico

Nesta subsecdo daremos a prova do Teorema 3.1.1. Assim assumiremos que V satisfaz
(Vi) = (V2) e f(s) tem crescimento subcritico e satisfaz (fy), (fi) (ou (f2)) e (f3). A
demonstragdo do Teorema 3.1.1 serd consequéncia do seguinte lema.

Lema 3.6.1. O funcional I satistaz a condi¢do de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale. Pelo Lema 3.5.1, (u,) é uma sequéncia
limitada, assim a menos de subsequéncia, podemos assumir que u, — uo fracamente em
E., u, — uq fortemente em L9(R?) para todo ¢ > 1 e u,(x) — uo(x) quase sempre em R

Afirmamos que
/]R2 (Fta) = FW0) ¢, 0y g — 0, (3.34)

e

De fato, usando a desigualdade (3.25), para todo o > 0 obtemos

1 (tn) = £ (u0) [t — 10| < Ci [[ttn] + |tt0] + (€5 — 1)+ (€6 — 1)] |, — ut]-

Esta estimativa junto com a desigualdade de Holder, Teorema 3.2.1 e o Lema 3.2.1 implicam a
afirmacdo (3.34). Agora, observemos que

(f () — f(u0))

R? x|«

||un—uo||2: (I'(uy) — 1’ (1), up — ug) + (ty — up) dx.

Assim u, — ug fortemente em E. [ ]

Prova do Teorema 3.1.1: Pelo Lema 3.6.1 temos que [ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale,
consequentemente,

I(vy) = L(upy) =cy e I(up) — I(ug) = co.

Donde segue que uy; # ug. O que prova o Teorema 3.1.1.
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3.6.2 Caso critico

Nesta subse¢do daremos as provas dos Teoremas Teoremas 3.1.3 e 3.1.4. Portanto,
assumiremos que f(s) possui crescimento critico e satisfaz (fp), (f1) (ou (f2)), (f3) e (f").
A principal de dificuldade deste caso é que em geral o funcional I ndo satisfaz a condi¢cao de
Palais-Smale. S6 em determinadas situacgoes.

O préximo lema nos fornece uma condi¢do para o funcional / satisfazer a condig¢do de
Palais-Smale.

Lema 3.6.2. Se (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale para I em qualquer nivel com

2m(2—
limint |2 < 22C=4),
Nn—oo ao

entdo (u,) possui uma subsequéncia que converge fortemente em E para uma solugdo fraca u
de (3.1).

Prova: Pelo Lema 3.5.1, podemos assumir que u, — ug fracamente em E, u,, — ug fortemente
L4(R?) para todo g > 1 e u,(x) — ug(x) quase sempre em R?. Além disso, pelo Lema 3.5.2,

flw)  fluo)

| |

em L}OC(R2).

Passando o limite em (3.33), temos

S (up)

R2 |x|?

/ (VitgV e +V (x)uo@) dx — (pdx—/ he dx =0,
R2 R2

para todo ¢ € CJ(R?). Desde que C3(R?) é denso em E, concluimos que ug € uma solugdo
fraca de (3.1).

Afirmamos que u, — ug fortemente em E. De fato, escrevendo u, = ug+ wy, segue que w, — 0
fracamente em E. Assim, w, — 0 fortemente em L9(R?) para todo 1 < g < . Pelo Lema de
Brezis-Lieb (cf. [15]), obtemos

[unl|* = [0 ][> + |wall* + 0n(1). (3.35)

Inicialmente provaremos que

f(un)uo dr f(uo)uo dx

R2  |x]® rR2 x|

(3.36)

Com efeito, desde que Cy (R?) é denso em E, para todo T > 0 existe ¢ € C6°(R2) tal que
|@ — ug|| < 7. Observemos que

flun)uo o [ fluo)uo dx‘ | [ ) (10— ) dx'
R2  |x]“ R2  |x]* ~Jr2 x|
fluo) (o — ) dx'
R2 [x[*

+lloll- [ .
suppe x|
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Usando que [(I'(uy),up — @)| < T,|luo — @|| com 7, — 0, estimamos a primeira integral acima
da seguinte forma:

R2 |x]?

1/2
(-9 35 < o= ol + [ 19uf ar) ol

1/2
(vl ar) - ol
R2

+ Il -1 lluo — @]l
< Cllug - ¢l < Cr,

onde C € independente de n e 7. Similarmente, usando que (I'(ug),up — @) = 0, podemos
estimar a segunda integral obtendo

f(uo)

R2 x|

(u()— (p) dx‘ < CT.

flw)  fluo)

el Xl

Para estimarmos a ultima integral usando que fortemente em Ll oc (R?) e usando

as estimativas anteriores concluimos que

flun)uo o[ f(uo)ug

lim
R2 |x[@ R |x|¢

n—oo

dx' < 2Cr.

Esta estimativa implica (3.36), pois T € arbitrario.
Por (3.35) e (3.36), podemos escrever

fun Wn

<I’(un)a”n> = <I (uo),u0) + HWnHZ ‘x‘a

dx+o(1),

isto é,

Iwall?= |, f(‘bz"lw” dx+o(1). (3.37)

Agora notemos que pela desigualdade de Holder e pelo Lema 3.2.1, para qualquer o > o,

temos
2 1/2 2 1/2
R |x[* R2 |x[* R? |x|?

B LD <o B S
/ a dx HWnHr/.
R? x|

Por outro lado, pela desigualdade de Holder com 1 < s < oo, as’ <2,1/s+1/s'=1,1 < T <oo,
at’ <2,1/t4+ 1/ =1,1<r<eer =r/(r—1), temos

f(“n Wn

rR2  |x|®

+ by

M’ b1 (CuJun[35 + llal|3) /2 - (Callwal 13 + [[wal3)'/2

1/r
odlinlP /a2 _ 1
/! La|

e[

+ b
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Por hipétese, ||un||> < (2 —a)27 para n suficientemente grande. Assim para & > g e g > 7,
com r > 1 suficientemente préximo de 1 tal que aq||u,||? /47 +qga/2 < 1. Usando o Teorema
3.2.1 e a imersdo compacta (3.8), concluimos que

S (un)wn

R [ dx — 0.

Esta estimativa junto com (3.37) implicam que ||wy|| — 0, e assim o resultado segue. u

A seguir provaremos a existéncia de uma solu¢do do tipo minimo local.

Lema 3.6.3. Paracadah € H™' com0 < ||h||;;-1 < 8y, a equagdo (3.1) tem uma solugdo fraca
do tipo minimo local uy com (up) = co < 0.

Prova: Seja p; como no Lema 3.4.2. Podemos escolher ||A| ;-1 suficientemente pequeno tal
que py < ((2—a)2m/ap)'/?. Desde que B, € um espago convexo e completo com a métrica
induzida pela norma de E, e o funcional 7 é de classe C I e limitado inferiormente sobre Eph,
pelo Teorema 1.3.2 existe uma sequéncia (u,) em I_Bph tal que

I(uy) —co= inf I(u) e ||[I'(uy)||pr — O.
llull<pn

Notemos que se ||un||> < p? < (2 —a)27m/ap, pelo Lema 3.6.2, existe uma subsequéncia
de (u,) que converge fortemente para uma solucdo fraca uy de (3.1). Consequentemente,
I(up) =co < 0. ]

Assim resumindo temos para as sequéncias (v,) e (u,) obtidas em (3.31) e (3.32) que
vp—uy em E e I(vy,)—cu

u, —ug em E e I(u,)— co,

onde uy # 0 e ug # 0 sdo solugdes fracas do problema (3.1).

Como a primeira convergéncia € apenas fraca nao podemos concluir que uy; e uy sao
distintas de imediato. Entdo para provarmos que de fato estas solugdes sdo diferentes
precisamos de mais informagdes sobre o nivel minimax ¢y, 0 que serd o objetivos dos proximos
lemas.

Lema 3.6.4. Para todo p > 2 temos que S, € atingido por uma fun¢do u, € E.

Prova: Seja p > 2 e (1) C E uma sequéncia tal que

p
/ i dx=1 paratodo ke N
R

2 |xe

1/2
</RZ(|VMI<\2+V(X)M;%)(1X) — S, quando k — oo,
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Consequentemente, (i) € uma sequéncia limitada em E. Assim sem perda de generalidade
podemos assumir que:

up — u, fracamente em E,
up — u, fortementeem L*(R?) paratodo s € [I,+oo),

up(x) — up(x) quase sempre em RZ.

Logo, a menos de subsequéncia temos

/ |uk|pdx—>/ |”p|pdx
R2 x| R2 |x|¢

Desta convergéncia obtemos que
p
u
/ ’ p| dx=1.
R x|

lipl| < Tim inf[|us[| = Sp- (3.38)

Por outro lado, temos que

Por (3.38) e usando a defini¢ao de S, concluimos que

Sp = llupll-
]
Como consequéncia deste lema temos o seguinte resultado:
Lema 3.6.5. Seja¥: R, — R a fungio definida por:
_r 2 2 F(tup)
) =5 [L0VapP 4V () ar— [ S
Suponha que (f,") vale. Entdo
2
max ¥(r) < M.
>0 o
Prova: Pelo Lema 3.6.4, temos que
1/2
— 2 2
S, = (/Rz(|vu,,| V() dx> . (3.39)
Usando a condi¢do (f;") temos
Y1) < t2 \V4 2 Vv 2 dx tpCP |”P|p
<5 [V Vi) ac—er=r [ T
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p
Por (3.39) e usando que / 4 dx =1, obtemos
R

2 x|
12 ) C ) C (p—2) §2r/(r=2)
< Q2 _ 4P ~ g2 _ 4P| p '
P < 2Sp ! p _r?za(;([ZSp ! p} 2p CI%/(P—2)

Novamente por (f,") temos que

(p_2> Sip/(p_z) (2—Cl)7r
2 /0D

Assim,

2
max ¥ (r) < M.
>0 oo

Donde concluimos o lema. ]

Como consequéncia deste lema temos a seguinte estimativa:

Corolario 3.6.1. Assumindo as condi¢des (V1) e (f2) — (f;). se ||h||y—1 € suficientemente
pequena, entao

2
B t ) F(tup) 2—a)m
rtnzagd(tup) —f}‘i‘g‘{ﬂ”p“ —/R2 X dx—t/thupdx < e

Prova: Notemos que ||huyl||1 < ||A]|g-1]lupl|. Assim, se ||h||5-1 € suficientemente pequena,
segue pelo Lema 3.6.5 o resultado. ]

Precisaremos melhorar a estimativa do corolario 3.6.1.

Corolario 3.6.2. Assumindo as condigdes (f2) — (f;"), temos que existe &, > 0 tal que para
todoh € H=! com 0 < ||h||y-1 < &, existe u € H'(R?) verificando

2—a)m
(04)]

I(tu) < co+ paratodo t>0.

Prova: E possivel aumentar o infimo ¢, pois co cresce quando ||k||;-1 decresce e cg — 0
quando ||i||z-1 — 0. Assim, existe &, > 0 tal que se 0 < ||||z—1 < &, entdo pelo coroldrio

3.6.1, temos
2—a)m
max/(tu,) < co+ &.
t>0

Fazendou=u, € H !(R?) temos o resultado do lema. [ ]

Observacao 3.6.1. Pelo coroldrio 3.6.2, podemos concluir que

2—a)w
0<cM<co—|—( @) .
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Também utilizaremos o seguinte resultado de convergéncia:

Lema 3.6.6. Suponhamos que f(s) satisfaz a condi¢do (f,) e tem crescimento critico em oo
e —oo. Se (v,) C E é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I e uq € seu limite fraco,
entdo a menos de uma subsequéncia temos

|/ (va)

Assim, existe g € L!(Bg) tal que e
x

< g quase sempre em Bg. Por (f>) concluimos que

|F(vn)| < sup  |F(vy)|+Mp|f(vn)| quase sempre em Bg.
Vne[iROaRO}

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

e~ e o L)
para todo R > 0. Fazendo R > 1 temos
FOu)] g < IF (vy)] dox. (3.40)
>k x| o

Entdo similar a [34, Lema 3.5], obtemos que dado > 0 existe R > 0 suficientemente grande

tal que
F F
>R |x|® x>k ||

/Rz F\S‘r’l) dx_/ﬂ%z% dx‘ : /IXISR Fliv!:’l) dx_/lxwe F|§Cb|tg) dx‘

F F
+/ |(wﬂm+/ |<wﬂw7
W>rR - |x| >R ||

Desde que

obtemos . .
lim / (v) dx—/ Fluo) 4| < cs.
n—|Jr2 |x|® R x|
Desde que 0 é qualquer, o lema estd provado. [ ]

Agora estamos em condicao de provar a seguinte proposicao.
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Proposicio 3.6.1. Se &, > 0 é suficientemente pequeno, entao as solugdes de (3.1) sdo distintas.
Prova: As sequéncias (uy) e (v,) so tais que

up — ug, 1(up) —co<0, (I'(uy),u,) — 0, (3.41)

Vo = up, I(vy) — ey >0, (I'(v,),v,) — 0. (3.42)

Agora, suponhamos por contradicao que uy = uys. Desde que também temos que v, — ug em
H'(R?), a menos de subsequéncia, lim, . ||[v||1.2 > |luo||12 > 0. Assim,

Vn N uo
limn_m anH 12 ’

Wy = |
implicam que ||wy,||12 =1 e w, — wg fracamente em H L(R?).
Agora, consideraremos duas possibilidades:

(@) lwoll12 =1 e (é0) [woll12 < 1.
Se (i) ocorre, temos que l1m [vall12 = ||uol|1 2, assim v, — ug fortemente em H' (R?). Pela

proposicdo 1.2.1, existe g € H (Rz) tal que
|va| < g quase sempre em R2,

Esta estimativa junto com (3.26) implica que

2 ag® _
ol _ 18P, Il —1)

uase sempre em R>
e = e e P ’

para cada o > 0. Pela observacdo 3.2.1, a funcdo

2 agr 1

e

81”18l )

] x|

e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos
f(Vn)Vn dx N f(u())u() dx

R x| R |xlf

Cl € L1 (Rz)

Similarmente,
f(un)un f(MO)MO
dx —

R | R |

)

pois u, — ug fortemente em E. Desde que

unu
I () 1) = a2 — f Fltn)tn g /hWM—m

x|

(I'(Va),vn) = ||vn\|2_/]Rz S (vn)vn dx—/thVn dx — 0,

]
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concluimos que
Tim [[val|* = lim [Jun||* = [|uo|.

Logo, v, — ug fortemente em E e consequentemente (v, ) — I(ug) = co. Isto € uma contradicdo
com (3.41) - (3.42).
Agora, suponhamos que (ii) ocorre. Afirmamos que existe § > 0 tal que

1
q00|[vall12 < (2 - a2 — - =8 (3.43)
1= {[wolli

para n grande. De fato, pela observagdo 3.6.1, temos

2—a)m

< ——27
ey —I(up)

Assim, podemos escolher ¢ > 1 mas suficientemente préximo de 1 e § > 0 tais que

2 (2 Ll)i[ 2
12 = CM—I(MO) ||Vn||1,2

Desde que v,, — ug fracamente em E, pelo Lema 3.6.6 e pela imersao compacta (3.8), a menos
de subsequéncia, concluimos que

Sl =
1 (3.44)
cy — = lim V 2dx—I—/ 21 dx+o0,(1).
2 n—eo 2
Assim, para n suficientemente grande, obtemos
q00||vall7 2
1 F 1
cy — = lim V(x)v,%dx+/ (uo) + hug + =ub | dx+ 0,(1) (3.45)
2 n—oo JR2 R2 |x|“ 2
<(2—a)2m —9.

CM — I(u())

Notemos que

1. F(up 1
Loy im [ veomiacs [ [0 4o+ 3id] axh - )

n—oo JR2

1 1 1
= cw = cuwoll} = o) + 5luolF o+ 5 [ Ve =3 fim [ v (xvids

n—oo JR2

1 2 1 2
‘{‘EJEEL [ Veniacs [ {ma o+ 3% } }||WO||1,2

S CM_I(MO)a
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onde temos usado que

/RZ [F(uo) + huo + %u%} dx = —1I(up) +

[
/ V (x)ujdx < hm/ vadx,
R2

1
E/RZV(x)u% dx,

Assim

1 1
{on=tim [ veodaes [ 1700 4o+ Jud] ax 1 )
< ey —1(up).
Esta estimativa junto com (3.45) implica (3.43) para n grande.
Agora, tomando p = (¢ + E)OCOHVn”%g’ segue por (3.43) e pelo Teorema 3.2.2 que

(e(CI"‘S)aOHVnH%,z‘Wn‘Z _ 1)
/Rz |x|a(q4‘€) dr<C, (3.46)

para € > 0 suficientemente pequeno. Usando (3.26), a desigualdade de Holder e a imersdo de
Sobolev, obtemos que

2 2
f(vn)(vn—u())dx <b / ’vn|2dx 1/ ‘ / ‘vn—uo|2d)C 1/
R e = U o R [x[
wlllZ w2\ 9 1Y
L) e
R2 |x|

onde ¢’ = q/(q—1). Agora, pela desigualdade de Holder para algum 1 < T < o, Lema 3.2.1,
estimativa (3.46) e a imersao compacta (3.8), obtemos

S (Vn) (v — o)

R? x|«

dX‘ < C1(Cal|va = 0|2z + v — uo[|2) /> + C3[va — ol ¢ — O
quando n — oo, Esta convergéncia junto com o fato que I’ (v,,) (v, — up) — 0 mostra que
/ Vv, (Vv, — Vig) dx+/ V (x)vy(vy — vo) dx — 0.
R2 R2
Desde que v,, — ug, temos
/2Vu0(an Vo) dx+/2V(x)uo(vn ) dx — 0.
R R

Consequentemente, fazendo a diferenca destas duas ultimas estimativas obtemos que v, — ug
em E. Assim I(v,) — I(ug) = co, 0 que contradiz (3.41) - (3.42). Portanto, uy # uy. (]

As provas dos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4 segue diretamente da Proposicao 3.6.1.
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3.6.3 Provas dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5:

Para provas dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5 no caso h(x) > 0, redefinimos f(s) = O para
s < 0. Assim, no caso subcritco (f]) vale para s > s e no caso critico (f2) vale para s > Ry.
Notemos que as condi¢des (f) e (f2) foram requeridas para ajudar na verificagéo de algumas
propriedades das sequéncias de Palais-Smale no Lema 3.4.3. Notemos também que os Lemas
3.5.1 e 3.6.6 sdo validos para esta nao-linearidade modificada.

A prova é consequéncia do seguinte resultado.

Corolirio 3.6.3. Se h(x) > 0 quase sempre em R?, entdo as solugdes fracas de (3.1) sdo ndo-
negativas.

Prova: Seja u € E um solugdo fraca de (3.1). Fazendo u™ = max{u,0}, u~ = max{—u,0} e
tomando v =u~ em (3.5), obtemos que

Ju 2=~ [ hudx <o,
R

pois f(u(x))u~ (x) = 0 em R?. Consequentemente, u = u" > 0. |

Agora, no caso h(x) < 0, em ordem para provar os Teoremas 3.1.2 e 3.1.5, definimos a
seguinte funcao:

=~ —f(=s), s<0
f(s)—{ f(s), sS: s> 0.

Neste caso, a prova dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.5 s@o dados no seguinte corolario:

Corolario 3.6.4. Suponhamos que (f, ) vale e h(x) < 0 quase sempre em R?. Entdo existe
pelo menos duas solugdes fracas ndo-positivas de (3.1).

Prova: Consideremos o funcional definido por

) =l [T o [ -

onde F é a primitiva de f Notemos que ]7 satisfaz as mesmas condi¢des de f. Desde que
—h(x) > 0 quase sempre em R?, pelo coroldrio 3.6.3, I (u) tem dois pontos criticos ndo-
negativos. Seja u um destes pontos criticos, isto €,

/Z(VWv+V(x)L7v)dx— (i) dx—i—/zhvdx:O, VveE.
R R

R2 |x]?

Relembrando a defini¢do de £, temos que f(ﬁ) = — f(—u) e substituindo v por —v nesta dltima
equagdo, obtemos

/[V(—va+V(x)(—mv]dx— f(_ﬁ)vdx—/ hdx=0, VveE.
R2 R2 || R2

o que implica que —u é uma solugdo fraca ndo-positiva de (3.1). [ ]



CAPITULO 4

Sobre um desigualdade 6tima do tipo
Trudinger-Moser em R?

4.1 Introducao

Neste capitulo provaremos uma nova desigualdade do tipo Trudinger-Moser em todo o
espaco R?. Provaremos também a existéncia de uma funcio extremal para esta desigualdade.

Para um melhor esclarecimento desta nova desigualdade relembremos alguns fatos sobre
a desigualdade de Trudinger-Moser: Seja Q um dominio limitado em RY e WO1 ’N(Q) 0
completamento de Cj’(2) com relacdo a norma

1/N
o = ([ 09+ 1y a)

Usualmente sobre um dominio limitado usamos a norma de Dirichlet

1/N
(Vb = (9" ax)

no lugar da norma || - || 5. Neste caso, temos a famosa desigualdade de Trundiger-Moser (cf.
[53, 66]) a qual estabelece que

M e 11Q), paratodo ue WN(Q) e B>0. 4.1)

Além disso, existe uma constante C(N) > 0 tal que

» sup /Qem”'N/(Nl) dx <C(N)|Q| para B < o, (4.2)
{ueWy " (Q): [|Vully<1}

onde oy =N wli,/flfl_ D e wy_ é a medida da esfera unitdria em RV.
Esta desigualdade € 6tima, no sentido que para qualquer 8 > ay o correspondente supremo
¢ +oo. Contudo, Lions [50] provou que se (u;) é uma sequéncia em WO1 N(Q) tal que

|\Vug||v = 1 e ux — ug fracamente em WO1 N (Q), entio para todo p satisfazendo

1
(1= [[Vuo [j) 1/ V=17

O<p<

103
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vale
sup [ er it g < oo “3)
© Jo

Observemos que este resultado fornece mais informacido que (4.2) quando up — ug
fracamente em W, ’N(Q) com ug # 0. Motivado por este resultado de Lions, Adimurthi-Druet
[4] investigaram possiveis extensdes de (4.2) para subdominios limitados de R2, dando uma
informagdo extra mesmo no caso em que u; — O fracamente em WO1 Q) = H}(Q). Mais
precisamente, eles provaram que se Q C R? é um dominio limitado e

\VJ 2
),1(9): || u‘l27
ueH} (@)\{0} lull3
entao
Co(Q) = sup / Arliraluly)e gy (4.4)
{ueH} (Q), [|Vul=1} /€
satisfaz

<o, se 0< a<A(Q);
Ca(Q)_{ +oo, se a>A(Q).

Notemos que se & = 0 em (4.4), temos a desigualdade de Trudinger-Moser dada em (4.2)
para N = 2.

Outro fato importante é que o supremo em (4.2) torna-se infinito quando o dominio Q ndo
tem medida finita, e assim a desigualdade de Trudinger-Moser ndo vale para dominios ndo-
limitados. Entretanto, resultados para dominios nao-limitados foram estabelecidos, podemos
citar o trabalho de Cao [17] para N = 2. Mais precisamente, ele provou que para todo & > 0 e
uc H'(R?)

(€™ —1) € H'(R?).

Além disso, se ||Vulla < 1, |lul|a <M < 4+~ e o < 4, entdo existe C = C(M, o) tal que
/ (™ —1) dy < C(M, ). (4.5)
R

Este resultado foi estendido para N > 2 por J. M. do O [32] e posteriormente melhorado por
Adachi-Tanaka [2] no sentido que C(M, &) = C(o)M". Mais recentemente Ruf [59] melhorou
este resultado de Cao [17] no sentido que se a norma de Dirichlet é substituida pela norma
padrao de Soboleyv, entdo para todo u € Hé (Q) existe uma constante d independente do dominio
Q C R? tal que

sup / (eﬁ”2 —1)dx<d para B <d4rm. (4.6)
{ueHy (Q):lluf 21} 742

Temos também que esta desigualdade é 6tima, no sentido em que para qualquer 8 > 47 o
correspondente supremo € +oo. Entretanto, J. M. do O-Medeiros-Severo [34] estenderam o
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resultado de Lions para dominios no-limitados em R?. Mais precisamente, eles provaram que
se (ux) C H'(R?) com |Jug||12 = 1 e tal que uy — up em H' (R?), entdo para todo p satisfazendo

1
O<p<——7—,
(1—[luoll )
temos
2
sup [ (e*™P" —1) dx < oo, (4.7)
Kk JR?

Entdo, como no caso de um dominio limitado este resultado fornece mais informagdo que a
desigualdade (4.6) quando u; — ug fracamente em H ! (Rz) com ug # 0. Assim, motivado pelo
artigo de Adimurthi-Druet [4] investigamos neste capitulo possiveis extensdes de (4.6) em todo
R%. Mais precisamente, consideramos o seguinte subespaco E C H' (]RZ)

E:{ueHl(Rz):/2(1+]x]q)]u|2dx<oo com q>0},
R

o qual é um espacgo de Hilbert com o produto interno

(u,v) = /Z(VMVV—‘F (I+|x|Yuv) dx, u,v€E, (4.8)
R
e a norma correspondente ||u|| = (u,u)'/?. E bem conhecido (cf. [23], [58]) que para todo
2<s< o0
E — H'(R?) — L*(R?) (4.9)

com imersdes continuas e E < L*(R?) com imersdo compacta. Além disso, é claro que

Jro IVl + (1 + [x])|u?) dx

A= inf > 1. 4.10
' ueE\(0) Jg2 |u|? dx - (410)
O primeiro resultado deste capitulo € o seguinte
Teorema 4.1.1. Seja
_ an(1+allu)})u® _ ]
) sup /]RZ [e D 1] dx. @.11)

{ueE, [lul=1}
Entao
(1) Para todo o € [0,A;) temos que {() < oo;
(2) Para todo o € [A1,+o0) temos que £(ot) = +oo.

Outra questdao muito importante sobre a desigualdade de Trudinger-Moser € a existéncia
e ndo-existéncia de uma funcdo extremal, isto €, uma fun¢do que atinge o supremo da
desigualdade de Trudinger-Moser. O primeiro resultado nesta direcdo foi devido a Carleson-
Chang [19], eles provaram que se  é uma bolaem RY com N > 2, entdo existe uma fungio que
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atinge a desigualdade de Trudinger-Moser. Entdo Flucher [36] estendeu este resultado quando
Q é um dominio qualquer limitado em R?. Lin [49] generalizou este resultado de existéncia
quando Q é um dominio qualquer limitado em RN com N > 2. Recentemente, Li [46, 47],
obteve resultados de existéncia de uma funcdo extremal para certas desigualdades do tipo
Trudinger-Moser sobre Variedades compactas com ou sem bordo. Para desigualdades do tipo
proposto por Adimurthi-Druet, em dominios limitados, os primeiros resultados de existéncia
de uma funcdo extremal, apareceram nos trabalhos de Lu-Yang [52] e Yang [69].

Assim, motivados pelos trabalhos citados acima, investigamos a existéncia de uma fungao
extremal para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser proposta no Teorema 4.1.1. Mais
precisamente, provaremos o seguinte resultado

Teorema 4.1.2. Para qualquer o € [0,A)), existe u € E tal que |[u]| =1 e
o) = [ [ermtiraliie ] ax
R2

Os resultados deste capitulo complementam e melhoram os resultados principais em
[2, 17,32, 59], no sentido que mesmo quando @ = 0 em ¢(a), entdo sobre o espago E chegamos
ao expoente 47, o que ndo era valido nos resultados contidos em [2, 17, 32]. Para o € (0,4)
melhoramos o resultado contido em [59]. Além disso, provamos a existéncia de uma fungdo
extremal para /().

A prova do ponto (1) do Teorema 4.1.1 é baseada na andlise de blow-up de uma sequéncia
de solugdes de um determinado problema eliptico com crescimento critico em R?, esta andlise
serd o conteido de vdrias secdes deste capitulo. A prova do Teorema 4.1.2 € baseada em
dois fatos: primeiro um limite superior para ¢(¢) pode ser encontrado utilizando um resultado
classico devido a Carleson-Chang [19] quando € assumido que o blow-up ocorre, segundo
¢ possivel construir uma sequéncia de fungdes vy € {u € E : |lul| = 1} que supera a cota
encontrada inicialmente, assim levando a uma contradi¢do. Esta contradicdo implica que o
blow-up nado ocorre e o Teorema 4.1.2 entdo segue por estimativas elipticas. A prova do ponto
(2) do Teorema 4.1.1 é baseado num célculo de fungdes testes, o qual serd apresentado na
Secdo 4.6 no final deste capitulo. O método de andlise de blow-up é bem conhecido e foi
utilizado nos trabalhos [46, 47, 52, 69]. Entretanto, como nossa desigualdade € sobre o R?2
inteiro, encontramos novas dificuldades, por exemplo a perda de compacidade.

4.2 Maximizando funcionais subcriticos

Nesta se¢do provaremos a existéncia de uma sequéncia de fungdes radiais (u;) em E
maximizante para ¢(a) quando o € [0,A4;). Para isto, primeiro temos que estabelecer uma
versao da desigualdade (4.7) para o espacgo E. Este resultado seguird adaptando os argumentos
utilizados por J. M. do O-Medeiros-Severo em [34].

Lema4.2.1. Seja (wy,) uma sequéncia no espago E com ||wy|| = 1 e tal que w,, — wy fracamente
em E. Entéo, para todo 0 < p < 47(1 —||wol|?)~"! temos

sup/ (epw%—l)dx<00.
n JR2
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Prova: Desde que w, — wy fracamente em E e ||w,|| = 1, concluimos que

4r
[1wn = wol|* = 1 =2(wn, wo) + [lwo|* — 1 = [|wolI> < =

Assim, para n grande temos p||w, —wo|> < & < 47 para algum o > 0. Escolhendo g > 1
suficientemente préximo de 1 e € > 0 tais que (1 + &%) p|lw, —wo||* < &, por (4.5), temos

Wn—w 2
/R2 [eqp(l+82)(wn—wO)2 _ 1} dx — /Rz [eqp(l+32)||wn*W0\|z<m> —1] dx

IA

Wn—Ww, 2
/Rz [ea(\}w‘n-wgl’\) — 1] dx<C.
Além disso, desde que

1
pwn < p(148%) (wn —wo)> +p(1+ —3)w,

segue que
ePW% -1 < ep(1+62)(WII*WO)2eP(1+1/82)Wg —1

<1 (eqp<1+ez><wn—w()>2 _ 1) +% (erp(m/sz)w% _ 1>

)

q

onde nesta tltima desigualdade usamos que para todo a,b >0e g ' +r~!1 =1 vale

1 1
ab—1<=(a?—1)+—(b" —1).

q r
Logo,
/ (™ — 1)dx < © / [eqp<1+ez)<wn—wo>2 _ 1] det L [erp(m/eZ)w% _ 1] dx
R2 T qJR2 r Jr2
<C,
para n suficientemente grande. Assim o resultado esta provado. ]

O préximo resultado foi provado em [34], e serd muito ttil em alguns dos nosso argumentos.

Lema 4.2.2. Seja 3 >0er> 1. Entdo, para cada q > r existe uma constante positivaC = C(q)
tal que para todot € R

(P — 1) < C(e?P” —1).
Seja Q um dominio limitado em R? e

2 q\,,2
M@= np (P4 dx
ueH, ()\{0} Jou? dx

Entdo, temos o seguinte resultado
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Teorema 4.2.1. Seja

Lao(Q) = sup /[ec<1+allu%>u2_1] dx. (4.12)
{ueH} () : ||ul|=1} 7€

Se 0 < o < 4(Q) e 0 < 4, entdo temos que Ly ¢(Q) < oo. Além disso, existe uma fungdo
positivau € C19(Q), para algum 0 € (0,1), tal que ||ul =1 e

Lao(@) = [ e —1] g
’ Q
Prova: Seja (u;) C H}(Q) tal que ||u;|| =1e

lim [e“(”““”f“%)”? - 1} dx = Lo o (Q).
JoteJQ ’

Desde que (u;) é uma sequéncia limitada em H] (Q), a menos de subsequéncia, temos

u; — u fracamente em HJ (Q);
uj(x) — u(x) quase sempre em Q;
u; — u fortemente em L2(Q).

Assim, Uj(x) = [eG(HO‘””fH%)”? - 1] —U(x) = [e"(”o‘““”%)”z — 1| quase sempre em Q.

Afirmacéo 4.2.1. u é uma fungao extremal para Ly ().

Para provarmos esta afirmagao € suficiente verificarmos que U; — U fortemente em LY(Q).
Se ||lu|| = 1 a afirmagdo é imediata, pois desta forma temos que u; — u fortemente em H_ (Q),
veja detalhes em [34]. Entdo, vamos considerar o caso em ||u|| < 1. Notemos que

L+ alujl — 1+ oul3.

1
Desde que o < A;(€2), usando a definicdo A;(Q) e que 1 +5 < 1= para 0 < s < 1, temos
-5

L afull3 < 1+ Ay (@)l < 1+ [lu]? <

L= luf>
Assim,
Ar
lim o(1+alu;|3) < ——.
oo ( || J||2) 1—||M||2
Agora, escolhendo ¢ > 1 suficientemente préximo de 1 tal que
4w
lim oq(l+alul}) < ——
oo Q< || 1”2) 1— ||I/t”2

e g > s > 1 para algum s a ser escolhido posteriormente, obtemos pelos Lemas 4.2.1 e 4.2.2
que

lim [e"“*“””f"%)“?—l]s dx < C Lim [e‘f"“*“””f“%)“?—l] dr <oo.  (413)
JoteJo - JeteJo
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Entdo, como (u;) ¢ limitada em H& (Q), usando a imersdo de Sobolev e (4.13), existe C; > 0
tal que

/ juj] [ 7ol 1] ax <, (4.14)
Q
pois, pela desigualdade de Holder, temos

1/s

1/r R
/ ) [eo(1+a||u,-u§)u§_1] dr < (/ |uj|rdx) (/ [eo(1+allu,-\\%)u§_1] dx) 7
Q Q Q

onde 1/r+1/s=1e s > 1 suficientemente préximo de 1 tal que ¢ > s. Agora, desde que
[e"(lJFO‘”“H%)”2 —1] € L1(Q) segue que dado € > 0 existe um § > 0 tal que

/%Wﬂw@f_qmgg se [A] <5 (4.15)
A

para todo subconjunto mensurdvel A de Q, onde |A| denota a medida de Lebesgue de A. Além
disso, usando a imersao de Sobolev, temos que u € L (Q). Assim, podemos determinar M; > 0
tal que

[{xeQ:|u(x)| > M} < 8. (4.16)

Tomando M = max{M;,C;/€} podemos escrever

/{gﬂmWMw_iyh_/[fumwbﬁ_qd4:h+b+@
Q Q

onde

h:/ [eotselunldd _ ] gy
{er:|uj(x)|2M}

[eo(uauujl\%)u? — 1} dx — /

oo [eG(HO‘HMH%)MZ _ 1] dx
x€Q:|u(x)|<M

b=
{xEQ:\uj(x)KM}

- [est el 1] g
{xeQ:lu(x)|>M}

Agora vamos estimar I, I, e I3. Por (4.14), temos
I :/ [eG(HaHWH%)u? _ 1] dx
{er:|uj(x)|2M}

uj[ec<r+aqu9u§__l}

_/{er:|uj(x)|2M} |Lt]|

Por outro lado, usando (4.15) e (4.16), temos

h:/ Fwﬂwwﬁ_Q&S&
{xeQ:|u(x)|>M}
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Afirmamos que quando j — oo

L= / [60(1+0¢HWII%)M§ _ 1} di — / [ea<1+a||uu%>u2 _ 1] dic — 0.
{xEQ:|uj(x)|<M} {xeQ:lu(x)|<M}

Esta afirmacdo segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue desde que a
sequéncia de fungdes

wil2)2 N
gj(x) = [66(1+al| ill2des 1] X {xeQ:lu;(x)| <M} — [ea(lw” 2 — 1] XfxeQ:|u(x)| <M}

tende para O quase sempre em Q. Além disso, esta fun¢do € dominada por uma fun¢do em
L'(Q), mais precisamente

|gj(x)| < [eG(H-OCHMH%)uz . 1} GLI(Q) se |uj(x)| >M

c
g5(0)] < C+ [ecUTaMB 1] s juy(x) < M
onde ,
C = sup{ ("™ 1) : [t < M},
onde d > 0.

Portanto, segue da Afirmacdo 4.2.1 que
/Q [ec(l—s-aHMH%)Mz _ 1] dr = Lo o(Q). (4.17)

Notemos que podemos tomar u > 0, pois (4.17) também vale para |u|. Além disso, usando
regularidade eliptica temos que u € C19 (Q) (veja detalhes deste argumento na Secdo 4.3).
Por outro lado, temos
[Juel] < Timinf fJuf| = 1
j=rteo

e desde que

I3 ) 2
/[eo(lJraIIu%)uz_l} dx</ eG(H“nun%)uuuZ_l d
Q Q

se ||u]| < 1, entdo ||u|| = 1.
u
Para simplificar a notacdo: Seja oy = 47w — & com & \, 0, Ry /" +oo quando k — oo, B,
a bola em R? centrada na origem com raio Ry e

S(Ry) = {v € Hy (Bg,) :/B (Vv + (1 +[x]9)|v]?) dx= 1}.

Ry

Notemos que S(Rx) C E, pois toda funcdo v € S(Ry) pode ser estendida para zero fora de Bg,,
obtendo uma func¢io em H'(R?).
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Corolario 4.2.1. Para qualquer o € [0,A) e para cada k € N, existe uma fungdo positiva
u € S(Ry) tal que uy, € C19(Bg,) para algum 6 € (0,1) e

/ [eckmauuk\l%)ui _ 1] dx = Lo o, (Br,)-
BRk |

Além disso, podemos assumir que

/ [eck(lJraHukH%)M/%_l} dr — / [eok<1+a|\uk||%>ui_1 dx
R2 Bg,

€ crescente.

Prova: Desde que A;(Bg,) > Ay, a prova segue do Teorema 4.2.1 escolhendo Q = Bg, ¢
oy = 41 — Oy.
(]

Agora, provaremos o principal resultado desta secao.
Lema 4.2.3. Seja (1)) como acima, entdo para qualquer 0 < o < A1, temos

a) (uy) € uma sequéncia maximizante para {(a), isto €,

o) = tim [ (M0 raluddid _ 1) g
k—+o0 JR2

b) u; pode ser escolhida radialmente simétrica e radialmente decrescente, isto €, u(|x|) =
we([¥]) se x| = [¥'] e i (|x]) > wi(|X]) se [x] <[]

Prova: a) Seja n € C(R?, [0, 1)) tal que

(x) = I, sexe B
= 0, sex€R?\B,.

Entdo dada qualquer ¢ € E com [p2(|V@|? + (1 + |x]|9)|@]?)dx = 1, temos
()= [ (V/LI)P + (1 ) [n(6/L)9R ) dx 1, quando L -+eo

De fato, primeiro considere ¢ € C7(R% R), entdo existe R > 0 tal que supp(¢) C Bg, e
consequentemente, quando L > R, obtemos

2(L) = [ (IVme/De)+ 1+ n(x/L)el ) dx
= /BR <!V(n(X/L)<P)|2+ (1+[x[7) |n(x/L)(p|2> dx (4.18)

= [LUVPP+(1+[xf)[pP)dx = 1.
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Para ¢ € E a afirmacdo segue por um argumento de densidade. Entdo para qualquer L fixo e
Ry, > 2L, como ||n(%)%|| = 1 e u atinge a constante Ly s, (Bg,) definida em (4.12), obtemos
as seguintes estimativas:

/ [eakmau 513152 1} dx</ [eakmann(%) I3 G) < >'2_1} dx
By - By ’
assim
/ [eok<1+an 2 13) 5 2 1] dx < / [eck<1+a||uku%>u%_1)} dx
B By (4.19)
< / [eokuwnukn%)uz_])] d.
< [
Pelo Lema de Fatou, temos
/[4n<1+a|| 513151 1]dx _ ﬁminf[ (a5 1) 2 1}dx
Br By k— o0
< liminf [e e(1+allzs 1)l 7 1} dx.
T k= Br.
Assim, por (4.19) temos
/ [4n<1+a|| 5118125 2 1] e < liminf [eok<1+a||uku%>u%_1)} dr.
Bl T kot JR2
(4.20)

Seja Lj — +oo quando j — +oo, entdo usando novamente o Lema de Fatou e a desigualdade
(4.20), obtemos

2
/ [e4n<1+au<p||§>|<p|2_1] dr — / im {M(Halm' ol |_1] dy
R2 R2 j—rtoo

9 _12)|-22
{e4ﬂ(1+a|T<LJ.)|2)T(Lj)|

< liminf

. - 1} dx
J—teo BLj

< liminf<1iminf [Gk(w”“k” Wk—l)] dx)

< liminf [eck(““““k“%)“i - 1)} dx.
k~>+o<> RZ
Assim,

/ [647T(1+05H<P||§)|<P|2 _ 1] dx < liminf |:eck(1+a”“k”%)”1% - 1} dx.

Desde que ¢ ¢ arbitrdria, obtemos
¢(a) < liminf [eck(1+0‘“”kH%)”% _ 1} dr.
- k—>—|—<x) RZ

Por outro lado,

lim sup [eak<1+auuku%>u%_1] dx < ((at).
k~>+oo R2 -
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Logo,
o) = tim [ [entelulig ] ax
k— oo JR2
b) Aqui usaremos simetrizacdo de Schwarz, lembremos algumas das suas propriedades
bésicas (cf. [43]). Sejal < p< +weuc LP(RZ) tal que u > 0. Entdo existe uma tnica
funcdo ndo-negativa u* € LP (]Rz), chamada de simetrizacdo de Schwarz de u, tal que u* depende
somente de |x|, u* é uma fun¢io radialmente decrescente e para todo A > 0

H{x:u"(x) > A} = {x:ulx) > A}

e existe Ry > 0 tal que {x: u*(x) > A} é uma bola Bg, de raio R) centrada na origem. Além
disso, dada G : [0,+) — [0, +o0) uma fungdo continua e crescente tal que G(0) = 0. Entdo,
temos

/ Gu* (x)) dx = / G(u(x)) dx.
R2 R2

Além disso, se u € H'(R?) entio

i) u* € H'(R?)

i) [|Va*|2 <[ Vull2

i) [[o*{|2 = [|ul]2.

Agora estamos prontos para provar b). Seja u;; a simetrizagdo de Schwarz de u;, entdo como o
potencial V(x) = (1 + |x|?) é radial e crescente, temos que

i= [ (VP ) e < [ (Vi (1) ) de= 1.
Ry

Ry

Notemos que se T, = 1 podemos escolher u; radial e decrescente, pois

/ [eakuwuuzu%)\uz\z_l] die — / [eokuwnukn%)ui_l dx. 4.21)
Bg, Bry

Para obtermos a igualdade (4.21), basta considerarmos G(uy(x)) = Ok IFalului(x) _ 1 ¢
observar que termo o ok(1 + a|jux|3) = or(1 + o||uf||3) é constante para cada u. Temos
que T, < 1, entdo usando (4.21), temos

/ {eouwauu,t/rkubu,t/mz_1} 4y > / [eokuwnuknﬁ)u,%_]} dx. 4.22)
Bg,  JBg,

Por outro lado, u} /7, € S(Ry) e consequentemente, temos

/ [eoku+a\|u,t/rk|\%)\u,t/rk\2_1} dx < /
Bg,

Bg,

[eok<1+a|\ukn%>u,% _ 1} dx. (4.23)

Por (4.21), (4.22), (4.23) e usando novamente o crescimento da fun¢cdo exponencial, obtemos

/ [eokamnu;:/rkH%>|u;:/rk|2_1]dx _ / [eok(1+a\|uzu§>|uz\2_1] dr,
Bg, Bry

a qual implica que 7, = 1. Assim, concluimos a prova do lema.
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4.3 Analise de blow-up

Nesta se¢do, usaremos a andlise de blow-up para entender o comportamento da sequéncia
maximizante u; obtida no Lema 4.2.3. A andlise de blow-up serd composta por varios lemas.

Desde que ||ug|| = 1, a menos de subsequéncia, podemos assumir que u; — u fracamente
em E. Assim, para provar os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, precisamos somente provar que

lim [ (eoetrelulBinl 1) gy = [ (enO+alulde _ 1y gy
k—+oo JIR2 R2

Este é um resultado de convergéncia que envolve uma andlise muito delicada e para isto
considerando

cx = ug(0),

o méximo da funcdo u; temos duas situagdes a considerar: Primeiro quando (c¢i) é uma
sequéncia limitada e segundo quando (c;) € uma sequéncia nao-limitada.

Primeiro vamos escrever a equacdo de Euler-Lagrange satisfeita por u;. Consideremos o
seguinte funcional J : E — R definido por

_ o(1+allul3)u® _
J(u)—/Rz<ek 2 1) dx.

Utilizando um argumento semelhante ao feito na Secdo 1.2 do Capitulo 1, podemos verificar as
seguintes igualdades:

- J(u+1v) —J(u) _ / i (eck(1+aHu+th%)(u+tv)z> o dx
t—0 t R? dr )

d

= /zckeak(l+a|u||%)u2 (2(1+a‘|u||%)uv—|—2(x (/2MV dx> l/l2) dx
R R

— 20, / et el g 4 o5 o / 2eoalulde g0 [ da
R2 R2 R2

Além disso, temos que J é de classe C! e F(uy) = |juy||> — 1 é tal que F’(uy) # 0. Logo, pelo
Teorema dos Multiplicados de Lagrange existe 1 tal que (i F’' (uy) = J'(uy), ou seja,

Hk/B (Vi Vv + (14 x[D)uev) dx - =
R

k
2,2 2,2
2Gk/Rz wveStaludm gy 4 2Gka/]Rz u]%eck(]"‘a””kuz)”k dx/Rz wv dx,

para toda v € E. Tomando v = u, e usando que ||uy|| = 1, obtemos

e =201+ 20 g [B) [ e (et g
B

Ry
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Logo, no sentido fraco, temos

—Auk—i—(l—i—|x|q)uk=%ukeak”%+ykuk, em BRk
]| =1, up >0 em Bg,
op = (47 — &) (1+ of|ux |3)
2
ﬁk: 1+Oc||uk||22 (4.24)
1+ 20t |3
” o
k=" A _ 112
1+ 20 ug||3

2
Ak :/ uiea""k dx,
BRk

\
onde & é uma sequéncia de termos positivos que converge para zero.

Agora vamos estudar este problema. Primeiro temos o seguinte lema:
Lema 4.3.1. inf; A, > 0.

Prova: Notemos que A; > 0. Agora suponhamos por contradi¢cdo que A; — 0. Assim,

((a) = lim (e“k"i — 1 dx<4rn(l+a) lim u,%eak”% dx =0, (4.25)
k— o0 JR2 k—4o0 JR2

onde na dltima estimativa usamos a seguinte desigualdade (¢’ — 1) <te’ parar > 0 e o fato que
||ug|| = 1. Note que por (4.25) obtemos que /() = 0, o que é impossivel.
]

Agora vamos estudar o comportamento da sequéncia (cy).
CASO 1: sup; ci < oo.

Esta € a situagdo mais simples, para concluimos os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 basta provarmos
o seguinte lema.

Lema 4.3.2. Se (c) € limitada, entdo {(a) € atingido.

Prova: Seja
tom | [ [eot 1= o] e [ [0y —an(r+ aluled] o]
R R
Entdo para L > 0, o qual serd escolhido depois, temos

I <

S [t 1] ar— [ [ (1 o] d’“‘
By B,

/ [eakui —1- (xkuﬂ dx‘ +
R2\By,

[ [etmeete -1~ am(+ afulfne] dx’ |
R2\By,
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Como (ci) é uma sequéncia limitada, entdo usando a equagio (4.24) temos Auy, € L'(By) para
todo 7 > 1, assim por regularidade eliptica temos que uy — u fortemente em C'-%(B;) para
algum 6 € (0,1). Além disso, usando a imersio compacta E — L?(R?), temos que u; — u em
L2(R?). Assim,

lim / [eo‘k“i - ockui] dx — / [e4”(1+“‘|”||%>“2 1—d4n(1+ a||u||%)u2] dX‘ =0.
k— oo B, By,
(4.26)
Lembremos que para todo 8 > 0,
Br* _ 1 _ B2 2
t—0 t 2
Assim, existe € > 0 suficientemente pequeno e C > 0 tais que
P’ —1- B2 <, paratodo 1€ 0,¢]. (4.27)

Por outro lado, desde que u; € radialmente simétrica e radialmente decrescente, temos

W(L)|By g/B 2 de< 1.

L

Logo, podemos determinar L > 0 tal que u(x) < (g/ 3C)l/ 2 para todo x & B;. Por (4.27),
obtemos
2
/ [e“k"k - akui] dx<C ut dx
R2\By,

=C / wpug dx (4.28)

Por outro lado, para L > 0 suficientemente grande, temos

(4.29)

Lo [t —an(i+ el dx‘ <
R2\B,
Por (4.26), (4.28) e (4.29), e fazendo € tender para zero, obtemos

lim [e“k"i—l—akui] de = / [e“”(”“"“”%)”z—1—4n(1+a||u\|§)u2] dx.
k—>+<x> ]RZ RZ

Desta equacio, obtemos que

lim <e“k”%—1) dx = / (e‘“f(”“””“%)“z—l) dx. (4.30)
k—>+o<> R2 RZ

Assim, u é uma fungio que atinge /(). [ ]
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CASO 2: ¢; /" +oo.

Este caso € mais delicado, e os argumentos utilizados sdo denominados na literatura de
andlise de blow-up.

Definamos

A
=t (4.31)
Brcie®

Inicialmente, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.3. Seja o, = 4n — &, onde & \, 0. Entdo, r,%e%clz — 0 quando k — Hoo.
Consequentemente ry — 0 quando k — oo,

Prova: Usando as defini¢des de r; e A, temos que
2 1 -2 _ 2 Ok 2
r}%ezck — )Lkﬁk lckZe %Cii o2 €k
Ok \ 2 2
= BlegZe (@) | 2o %M (.
k Ck R2

Dado L > 0, podemos escrever

Ok 2 Ok -2 2 Ok -2 2
r2€7kck _ ﬁflcfZef((xkak)ck uzeak”k dx+ ﬁflcfZef((xkak)ck w2 e%Y dx.
k k "k k k “k 2 k
By R2\By,

Observe que a segunda integral da igualdade acima pode ser escrita da seguinte forma:

ak”kdx a/
/1R2\BL Z k Jr2\,

Assim, usando o Lema Radial (cf. [43]), temos

2j+2
|Mk| dr.

1 1
uk(p)| < ﬁ””kHZI—)a para todo p > 0.
Consequentemente,
+oo .
/ |I/t |2j+2dx < ||I/t ||2]+2 / p—2j—1 dp < 1 -
R2\By, )L ) jL2]

Assim,
j o a}{
“"”k dx < —— < ——— < C(L).
/R2\BL K¢ Z ‘mJLZJ _J.Z()j!mmf =G

Desta ultima estimativa, temos que

Ok .2 2

2 % 2 —(op—k)2 oy -1 -2 —(oyp—%
rie2% < ﬁk . /B uie (=7 ) pelty dx+Ci(L)B; "¢, "e (=7 )er,
L
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Agora, usando o fato de que ¢; = ug(0) > uy(x) para todo x € R? temos
—(og — = )cp < —(og — —k)u,%(x), paratodo x € R>.

Logo
9% .2 1 _ _ _ %\, 2 2 1 -9 _ _ %2
petd < Bl [ upe (o Prienid arr o (L) Pe (o B
By

2

= B [ utedd axrainp e @B,
B
Afirmamos que existe C > 0 tal que
2 %k
uge2 "t dx < C. (4.32)
Br

De fato, temos que

|V (g — g (L)) 7] dx < 1.
Br

Entdo, pela desigualdade de Trudinger-Moser temos
/ Al LT g < (L), (4.33)
Br

Para p < 4w podemos determinar uma constante positiva C(p) tal que
pui; < 4n(u — (L)) +C(p). (4.34)

Combinando (4.33) e (4.34), temos
/ e dx < C(L, p). (4.35)
By,

Sejas > 1 tal que p =s0;/2 <4mertal que 1 /s+ 1/r =1, entdo pela desigualdade de Holder

temos " y
N r
Sk 2 2
Br B B

Entio, usando (4.35) e a imersdo E «— L (R?) para todo ¢ > 2, obtemos (4.32).
Logo, existe C > 0 tal que

Ok 2 -1 — 1 -9 — (o — %2
e % < CB 2 +Ci(L)B; ey 2e (@2,

Como 0 < ag < B < Ag e ci /" +, concluimos o resultado. [

O préximo lema fornece uma informac¢do muito importante que ocorre no caso Blow-up,
que € u;, — 0 fracamente em E.
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Lema 4.3.4. Para a sequéncia (uy) temos que u; — O fracamente em E, u; — 0 fortemente
L4(IR?) para todo g > 2. Além disso, temos que oy — 47, By — 1 e Y — a.

Prova: Como ||uy|| = 1 e E é um espago de Hilbert, podemos assumir a menos de subsequéncia
que
u, — ug fracamenteem FE

e pela imersdo compacta E — L?(R?)
up — ug fortemente em L*(RR?).

Suponhamos que ug # 0 e ||up|| < 1, entdo para todo 0 < o < A, temos

1

o 3 = 1 oo < 1+ ol <

Assim para cada R > 0, temos pelo Lema 4.2.1 que % & limitado em L"(BgR) para algum r > 1

desde que k seja suficientemente grande, pois eOHI; = (e“k“% — 1)+ 1. Assim, pela desigualdade
de Holder, podemos concluir que

e € Lo (Br) paraalgum ro> 1.

Assim, obtemos que

h(x) = %“keak”'% + [ = (14 el )]ur € L7 (Bg).

Pela equacdo (4.24) temos que Auy € L'0(Bg) para algum ry > 1 e cada R > 0. Aplicando
estimativas elipticas (cf. Teorema 2, [60]) para o problema

—Au; = h(x) em Bg,
existe C(rp) > 0 tal que
Juellee < COoIR™ (el + RE)'* < Cro)R™ (14 RK)'2,
onde K = R2(0=1)/70]| || (Bg)- Assim, obtemos que u; € uniformemente limitado em Bg, mais

isto contradiz o fato que c¢; " +oo. Logo, uy = 0 e consequentemente temos que o — 47,
Br—ley—o

]
Agora definamos as fun¢des de blow-up:
~1
Vie(x) = ¢ ug(ryx) (4.36)
Pr(x) = cr(ur(rix) — )
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sobre o dominio Q; = {x eR?:nx € B } Notemos que

{ — AW = ¢ e DD [y — (14 )]y em Qs 437)

— A = YWD =) 4 [y (14 |x[)] 22y em Q.
De fato, temos que

e (1 e = P g em B,
k

Pela definicdo de yy, obtemos que

1
] AWk(x>

Auy (rx) = 5
TeCk

Notemos também que

2 2
-2 —oye oy (rex) ~1
2 c, e kY (Xx)e "k c 2 _2
—g’;uk(rkx)e“k”k(’kx) — _k 5 (1) == l[/k(x)eak(”k(rkx) ).

- 2
Tk T

Combinando estas estimativas temos

Vi (x)
=,

1 X C e
o) + (14 ) ) = Sy gty
cc c r

TicCr k k C

Multiplicando esta ultima equacgdo por r,%ck_l, obtemos

— A () + (14 XD P2y (x) = o 2 (x)e 00D o2y (x).

Assim provamos a primeira equacao.
Agora usando a defini¢do de ¢, obtemos que

1
Au(rix) = ——Ae(x).

rkck
Logo, temos que
1 (X e ! 2 (1) —c2 (X
A+ (1 o) ) Gy (yenf ) -eh) oy Y
T Ck Cp T Cp

Multiplicando esta dltima equac@o por r,%ck, obtemos

—A@(x)+ (14 |x|q)r,%c%l//k(x) = l//k(x)ea"(”/%(r"x)_clz) + ykr,%c,%l[/k(x).

Assim provamos a segunda equagao.

Aplicando estimativas elipticas provaremos que:
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{ e (4.38)

1,6
O — @ emC). (R?).
De fato, dado R > 0, como ||Yillw <1, 77 — 0 e (ui(rgx) —ci) < 0 para k € N
suficientemente grande, entdo para todo s > 1 temos
—AWg = ¢ W) e EID L [y — (14 )]y (v) € L (B)

Assim por estimativas elipticas (cf. Capitulo 9, [42]) temos

1Wellw2s (Bgy < CUIWklLs(8r) + 1Bl 3(8r)) < C(R),

onde , ,
h(x) = ¢ 2yi(x) e =) 4 [y — (14 [x])]rf i (x).

Como podemos tomar qualquer s, temos que

Wil cre gy < CllWillwassp) < C(R).

Assim para uma subsequéncia temos

Wi — ¥ em Cp2 (R?).

loc

Por outro lado, usando a defini¢do de y; segue que y;(0) = 1. Entdo, usando a convergéncia
uniforme acima obtemos que y(0) = 1. Além disso, tomando o limite na equagio

iy de =2 [ (e Dydes? | g (14 f)play d
Br Bgr Br
para todo v € CJ'(Bg), como r — 0, ¥ — o e ¢ /" 400, obtemos
Vl//va dx — 0.
Br

Consequentemente, obtemos

VyVvdx=0, paratodo ve Cy(Bg).
Bg
Assim,
—Ay =0 em Bg.

Logo, ¥ é harmoOnica. Temos também que y € limitada, pois y; € uniformemente limitada.
Logo, usando um Teorema tipo Liouville y é constante, mais como y(0) = 1, entdo y = 1.
Assim, provamos a primeira parte da afirmacao (4.38).

Para a segunda parte da afirmacao basta observar que

—AQ(x) = Wi (x)e® W)= 4 [y — (1 + [x]9)] 22y (x) € L¥(B),
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para todo s > 1, pois (3 (rix) —c7) <0, || Wil < 1 € rfc — 0. Assim por estimativas elfpticas

(cf. Capitulo 9, [42]) temos para uma subsequéncia que

O — @ em CII’G(RZ).

oc

Agora provaremos que ¢ satisfaz:

—A@ =8 em R?;

¢(0) =0=supy; (4.39)
/egmpdx:l.
R2
Notemos que
i (1)
- =t (13 1) =G - 1) = dw- D )
k

Temos também que

Pr(x) = ci(ur(rex) — cx) = i (uk(rkx) - 1) = ct(yi— 1)

Ck

Destas estimativas, obtemos que

() —ct =g (e +1) =20 em C0(R?).

loc

Temos também que @(0) = 0 pois ¢(0) = 0 para todo k. Sabemos também pelo Lema 4.3.4

que o — 4x. Como
0> ul(rx) —ci —2¢ em Ch(R?),

loc

obtemos que
@(x) <0 paratodo xeRZ2

Assim,
supp = ¢(0) =0.

Agora notemos que

/ ST dx = / lim %% dx
Br BRk—>+oo

< liminf [ e%R00)=cd) gy
- k— oo BR

e e o2 200 _
= liminfe O"‘Ck/ eo‘k”k(x)rkzdx
BRrk

k— oo
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Usando as defini¢oes de ry e A, e que B — 1, obtemos que

2

C 2
/ A dx < liminf PGk / PLACIRT
BR k—)+oo k BRrk

= 11m1nfB—/ ,%eak”%(x) dx+o(1)
k—)+oo 2’k BRrk
< 1.
Logo, ¢ satisfaz a seguinte equacao:
—A@ = 8 em R?;
¢(0) =0 = supo;

/ ST dx < 1.
RZ

Usando os resultados contidos em Li (Lema 4.2, [47]) e o teorema de unicidade em [22], é
conhecido que

— 1 2
0(x) = —log(1+ i)

€ solucao do problema acima. Consequentemente,

/ ST dx = 1.
R2

Assim concluimos a afirmacao (4.39).

Usando os fatos acima temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.5. Dado qualquer A > 1, definamos
u‘,? = min{uk,ck/A}.

Entao,
1
limsup [ (|Vafd | + (14 |x]9) |l |*) dx < = (4.40)
k—>~|»oo RZ A
Prova: Como |[[u;|| = 1, temos que
Jopcy (e 4 ) = 1= (04 (0 ) 0
(<% [ >%]
Usando esta estimativa, a definicao de u‘,;‘ e somando de ambos os lados o termo / N | ”?3 ’2 dx,
>4
obtemos que !
LVt P (1 1) )
Ck
=1 ([P S (o )~ ) ) )
(4.41)

A= = [ () ds

> £

g (TP 0
Z



124 Capitulo 4 Sobre um desigualdade 6tima do tipo Trudinger-Moser em R?

Agora vamos estimar cada um deste termos. Primeiro notemos que:

2 2
QQWWQ¥QK3>=/ \G@ mg/ 2 < 1.
ATTAA =% \ A =3

Assim, obtemos que

2
Ck A
eR?:uyy > = ’ <= —0.
‘{x = A} - c,% -
Desta afirmagdo podemos escolher uma sequéncia p;y — 0 tal que

{xERZ:ukE%}CBPk.

Temos também que u; — 0 em E, entdo u; converge em L”(B;) para todo p > 1. Logo, existe

h € LP(By) tal que ug(x) < |h(x)| quase sempre em B;. Consequentemente, temos

lim U+MW@VM§QM(H¢@/ ol dx
— o0

koo > [ix> %]

< Jim (1) [ [h(o)7 ax

k— o0 ok
=0.
Segue desta estimativa que
lim up dx =0,
koo [uy >
lim (14 x| u? dx = 0,

Jim [ (i
e

lim (14 [x]9) > dx = 0.

koo J [y > f

Agora afirmamos que

kEToo ]RZ(I + [ x|?) (uy — %)ﬂtf dx=0, paratodo p>0.

De fato, sobre R2 \ By, temos que (uy — Z—")* = 0. Assim,

. Ck
lim 1+ |x]9) (up — =) "u? dx = 0.
Jim [ 0= )

Por outro lado, temos que

Pk Pk

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

1/s 1/r
Ck Ck Ky I
/B<1+|x|q><uk—z>+uzdxs<1+p,?>(/B (o — ) dx) (/Bkdx> ,
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onde 1/s+1/r =1 e tais que rp > 1. Logo, pela desigualdade de Holder e (4.43), obtemos

fim [ (14 i) — Sl dx

k—>+oo Bpk
1/s 1/r (4.48)
< lim (14 / 2h(x)|* dx / P dx =0.
m Pk ( | )N > (Bpkuk
Logo, usando (4.47) e (4.48), obtemos
lim [ (14 x|9) (e — =) Tu? dx = 0.
k—-+oo JR2 Al Tk
Agora testando (4.24) com (ux — %)™, temos
+12 4 q Ck\+
9 =P (1 1) = 5 )
= [t St (Gt ) v
By (4.49)
Z/B (”k_X) ( ”eakuk+7k”k> dx
er
:/ kaeak(wwlmw(l)dx+0(1)_
BL A
Esta desigualdade junto com (4.39) diz que
timinf [ ([ (e — )P4 (14 ) (i — ) Fag) de > AL [ o8m0 gy
k—-+oo JR2 A A - A Jp
Agora fazendo L — +oo, obtemos
.. Ck A—1
liminf [ (|V (g — S92 4+ (14 ] 9) (g — p— 4.
iminf [ (VG = 2071 (1 Wl ) (e = 25) ") de > — (4.50)
Combinando (4.41), (4.44), (4.45), (4.46) e (4.50), obtemos
Vil |? NPy de < 11— =1
VP + Dy dr < 1= (11 ) +o(1) = 5.
Assim, concluimos o resultado. [ ]

Assim, temos o seguinte corolério:

Corolario 4.3.1. Dado 6 > 0, temos que

lim Vu|? + (14 x| |u|?) dx — 0.
Jim R2\85(| k™ (14 [x] D) | %)
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Prova: Usando que ¢; /" +oo € u‘,‘c‘ = min{u,c;/A}, obtemos que uf = u em [y < c| para k
suficientemente grande, pois cx/A /" +oo. Assim,

1
/ (!Vuk|2+(1+|xl")luk|2>dx:/ (Vi[> + (L4 x| uf|?) dx < —,
[ <c] g <c] A

para qualquer constante c¢. Fazendo A — 4o, obtemos

[ VP (14 o) ) dx 0.
[ <c]

Para conclufmos o resultado basta usarmos que [u; < c] = B,(.(0), onde r(c) > 0. ]

Agora provaremos o seguinte lema:

Lema 4.3.6. Temos que

A
lim [ (%% —1) dx <limsup (4.51)
k—+oo JR2 k—too Cf
€ consequentemente,
lk C%
— — 4o e sup— < oo, (4.52)
Ck k Ak

Prova: Inicialmente temos que
/(e“k“%—udx _ / C(e®d 1y de+ [ (e — 1) d.
R? [ <] > %]

Agora usando o crescimento da fungdo exponencial e a defini¢do de A, temos

2 oqus
/ (eak”%_l)dx < / (eak|”11?|2_1)dx+Azk_]2</ de
R? R cp IR A
= (eak|"?|2—1)dx+A2Q.
R? c?
k

Vamos provar que
/2(60"‘”73|2 —1)dx—0.
R

Desde que u, € radialmente simétrica e radialmente decrescente podemos determinar L > O tal
que uy < 1 sobre R?\ By, entdo u{ = uy em R?\ B;. Usando o Lema Radial e que [|u]|» — 0
¢ conhecido que dado p > 0 existe C(p) > 0 tal que

lim P 1V dy < lim C / u? dx = 0. 453
k—+-o0 RZ\BL( ) koo (p) R2\B,, k ( )

Sabemos também pelo Lema 4.3.5 que

limsup | (Vi [* + [u|*) dx <

1
msup 1 <1 quando A >1.
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Assim segue pela desigualdade de Trudinger-Moser que

sup P A= L)) gy < oo paratodo p’ <A,

k /B

pois

lim {p/ogl|(uf — (L))" |7} = lim plog |l < 4.

k—soo k—eo
Além disso, desde que para todo p < p’
plug > < Pl — u (L)) +C(p, p'),

temos
2
sup | (Pl — 1) dx <o paratodo p < A. (4.54)
k JBL
Por outro lado, a menos de subsequéncia temos que uz‘ — 0 quase sempre R”. Entio em By,
usando um argumento similar ao feito na prova do Teorema 4.2.1, obtemos que

lim | (e%il” — 1) dx=0. (4.55)
k—>+oo BL
Assim
. o u? . ZA’k
lim (%% —1)dx < lim A”—.
k—+4o0 JR2 k— oo Ck

Logo, fazendo A — 1 obtemos (4.51).

M ... . C]%
Por fim, se — € limitada ou sup

. k3 = +o0, entdo por (4.51) temos
k k

A
la) < —; — 0 quando k — oo,
Ck

o que € impossivel. Assim, concluimos o lema. [ ]
Usando uma idéia similar a utilizada na prova do Lema 3.7 em [46], provaremos o seguinte

resultado:

2 . .
Lema 4.3.7. Temos que &ckukeo‘kuk converge para a fungao Delta de Dirac &, fracamente, isto

Ak
é, para todo ) € C3(R?) temos

. B oyu?
1 L cpuge®™ M dx =1(0).
GJim 007 e n(0)

Prova: Seja 11 € Ci(R?), entdo

/RZ n (x)%ck”keaku’% dX‘ <h+bhL+1,
k
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onde B
I =/ . 1 (x) P e ™% d,
x> %]\BLs, A
L= n(x)&ckukea"“% dx
Ber A’k
e

Bk o u?
I :/ x) —crupe™ "k dx
3 WK%}”( )A«k k%K

para algum A > 1. Agora vamos estimar cada uma destas integrais. Primeiro temos que

nlo< [, meolEeuend ac
R\By,, A

Br 2 ogu?
< A o —ue%Me dx.
> HTIH /IRZ\BL,k )“k k

Usando a definicdo de A; em (4.24), obtemos que

1
L] <AB|IN || (1 —/ —u%e“k"l% dx) .
By A‘k

k
Por (4.31) e (4.36), temos
/ uzea"”k dx = ! ui (rix)e ak”’%(rkx)r,% dx
Ber B, lk

1 uk(rkx) 2 2 2
_ 1 / (_) () ~c) gy
Bk By Ck

W2 () B HDR() g

1
Bx /B,
Logo, fazendo k — +oo e usando By — 1 e por fim fazendo L — +o0, obtemos que

| SAllnllw(l—/ 70 dx) 0,
Br

/ ST dx = 1.
R2

L = / n(x)&ckukea"”%dx
Ber A‘k

pois

Estimando /:

— O C
= /n(rkx)—e kckuk(rkx) ak”%(rkx)r,%dx
_ /,, ) U () e D90 g

_ n(O)/BLes’W’ dx+o(1) = n(0)+o(1).
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Agora notemos que

Bk o
L = / x)—crupe™ " dx
T e MR
< InlloBest [ e ds
N A (<]

Sk o i [?
S o

IN

Combinando o Lema 4.3.5 e o Lema Radial, obtemos que
/ e dy < oo, (4.56)
R

Assim, existe C > 0 tal que
Ck
s < Clln Bt
k

Por (4.52) temos que

Ck 0

— =

Ak ’
dai concluimos que I3 — 0 quando k — +oco. Combinando as trés estimativas terminamos a
prova do lema. [

Adaptando os argumentos de M. Struwe em [61], provaremos o seguinte lema:

Lema 4.3.8. Para qualquer R >0 e 1 < T < 2, temos que cjuy — G fracamente em W% (Bg),
onde G é uma fungao de Green tal que

~AG+(1+[x|9)G =8 +0aG em By (4.57)
no sentido fraco. Além disso, ciu; — G em Cllo’f (R?\ {0}) para algum 6 € (0,1).

Prova: Seja Uy = cruy, assim pela equacgado (4.24), temos no sentido fraco que
AU+ (1 + 29U = %Ckukea"”’% U em B, 458)
k

Primeiro mostraremos que existe C(7,R) > 0 tal que | VU||: < C(7,R) para qualquer 1 < 7 <2
eR>0.
Notemos que ¥ € [0,4;). Vamos considerar dois casos:

Caso 1: y, =0.
Notemos que

—AU,+ U < —AU + (1 + |x|q)Uk = %Ckukeaku’% em Bg,
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assim,
B 2
(07
—AU+ U, < —/lkckuke “k em Bg,.

Definamos Q; = {0 < Uy <t} e U} = min{Uj,t}, entdo U} € H}(Bg,) e pelo Lema 4.3.7,
obtemos

| (VuiP+uiP) ax < [ (-Upav+ U ds
Q Bg,

tﬁ (Xkuk dx

< U, —crure
Bg, )Lk

< t

Seja M uma funcdo radialmente simétrica tal que 1 =1 em Bg, 1 =0 em B5p e 1 €
Cy(R2,[0,1]). Notemos que [V(nU!)| = [nVU! +U!Vn| =0 em BgNQ¥, pois Ul =1 €
Vn =0em BpNQf. Além disso, usando a simetria da sequéncia (1) podemos escolher ¢
suficientemente grande, se necessdrio, tal que Qf C Bg, consequentemente

| ovauprar = [ vnupPas
Bor BrrN&
< 2max{1,R—2}/ (IVUL* + |UL?) d.
Q
Assim existe C;(R) > 0 tal que

| Ivauprar < cry.

Bog

Seja p tal que Ui(p) =t. Pela estimativa acima, temos que
inf{/ V> dx:vEHy(Bar) e Vg, =t} < Ci(R)t.
B

E conhecido que o infimo acima é atingido por (cf. [61, 69])

—tlog(5z)
— SR\ em Bor\ By,
V(x)= log( ) 2%\ Bp
t em Bp.
Calculando VV (x), temos
—tx Bop\ B
————— em B \Bp,
VV(x) =1 log(F)l?
0 em B,.

Logo,

12 dx 2712
Lowera= o [ S =
Bor log (7) Bor\Bp x| 10g(7)



4.3 Andlise de blow-up 131

Donde, obtemos

= < C(R)t = p < 2Re /R,

Destes fatos, obtemos que
[{x € Bog : Uy > t}| = |Bp| < Ca(R)e AR

onde A(R) é uma constante positiva que depende somente de R. Seja m; € N tal que ¢t < my,
entdo para qualquer 6 < A(R), temos

/ %V dx < ™M R? + Z {m < Uy <m+1}|20m+D
Bg m=m|

(4.59)

(o)

< MR+ Co(R) Y e UR=Omed < (R).
m=m;j

1+2(Ux—Uk(R))*

Testando a equacgdo (4.24) com a fung¢ao log T (U= Ue(R) T obtemos
k— Yk

LA 20Uk = Ue(R)™ B\ i g,
1+ (U= Uk(R))* A

1+ 2(Ui — Uk(R)*
)*

1+ (Ux — U(R)

AU, dx = lg

/ og LT 2U— Uk(R))
Br 1+ (Ux— Uk(R)) "

—_ lg

Uy dx.

1
Mais, log (2 — F) < log?2 para todo s > 0, entdo
s

142(Up — Up(R))*
/V(log +2(Uc = Ui(R)) )Vdex < log2
Bg

B a
1+ (Ur—U(R)* 7, e d

Bg A'k
1+2(Ux—U(R)) "

- 1 B (U~ U(R)) U d.
Notemos que
(1 1+2(Uk—Uk(R))+) B 2VU; - VU,
I+ U—UR)Y ) 14+2(Ui—UR) Y 1+ (U — Ur(R)*

VU,
(14+2(Ux = Ur(R)) ") (1 + (U — Ur(R)) 1)

142U — U(R))*
1+ (U —Uk(R)+

lg Uy dx > 0.

Entao

/ VU dx < log2 &ckuke“k”i dx.
Bg (1+ Uk — Ug(R))(1 +2U; — 2Ui(R)) - B M
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Pelo Lema 4.3.7, tomando ¢ € C(R?) tal que ¢ = 1 em Bg, obtemos
: Be o : Br 2
lim —crupe® e dx < lim —crupe® e dx = 1.
e S5 A KUk s am qu))Lk KUk

Logo, existe ky € N tal que para todo k > ko, temos

/ IVU|?
Br (1+ U — Ui(R))(1+2U; — 2Ui(R))

Agora, denotando vi = 1+ (Uy — Ui(R))" e vo = 1 +2(Uy — Ui(R))™". Paracada 1 < 7 <2,
pela desigualdade de Young, obtemos

dx < log2. (4.60)

IVU|* = %(Vlvz)r/z < % + (vyvp) Y70
Logo,
T VU? /(2—1)
f 7o s < e ey (U200

/ ( [VU|?
Bg \ (14U — Ur(R)) (1 +2U; — 2Ui(R))

Por (4.59) e (4.60), obtemos

+Ce5Uk) dx

/ IVUL[* dx < C(1,R).
Bg

Caso2: 0 <y < Ay.

Primeiro mostraremos que Uy é limitada em L! (Br,)- Suponhamos por contradi¢do que existe
uma subsequéncia tal que ||Uy||; — +oe. Seja wy = Uy /||Ux||1- Entéo ||wi|1 =1e

1 ;A 2
B—ckuke“"”k—l—}/kwk em Bg,.

—Awg < =Awge+ (1 + [x[T)wy = Ukl Ak

Logo, —Awy € L! (BRr,), assim repetindo o argumento do caso 1, obtemos que
/ Ve[ dx < C(2,R).
Br
Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, existe 6(7) € (0, 1) tal que
0 1-6
Iwell ) < Cr (e R) i} Vw51 < C(e,R).
Assim, (wy) é limitada em W1*(Bg). Portanto, sem perda de generalidade podemos assumir

que wy — w em W17(Bg) para qualquer R > 0. Entio, usando que ||U]|; — +> e % — @,
obtemos

/B[VWV¢+(1+|x|q)w¢]dx:OC/ wo dx, Vo €C'(Bg), VR>O.

Br
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Entdo, por uma argumento de densidade, temos
/B VWV + (1+ |x|9)wé] dx = a/B wo dx, Vo €W (Bg), VR>O.
R R
Como R ¢ arbitrario, obtemos que
/R2 VWV + (14 [x|9)we] dx = oc/R2 wo dx, Vo € WhT(R?).

Desde que o < Ay, usando a defini¢do de A; e tomando ¢ = w, obtemos pela equacdo acima
que w = 0, o que contradiz o fato que ||w||; = 1. Portanto, temos que ||U||; € limitada.
Usando que ||Ug||; € limitada, temos que

2
—AU;, + (1 + |x|q)Uk = %Ckukeakuk + Uk € L (BRk)-
k

Assim, novamente pelo mesmo argumento do Caso 1, para qualquer 1 < 7 <2 e R > 0, temos
/ IVU|T dx < C(1,R).
Bg

Como ||Uy||1 < C, obtemos pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, que existe 6(7) € (0,1)
tal que

10kl 250 < €1 (5 RNULT I VUL 2 ) < C(5.R). (4.61)

Portanto, (Uy) é limitada em W!%(Bg). Assim, Uy converge fracamente para alguma fungio G
em W'?(Bg) para qualquer R e 1 < T < 2. Pelas imersdes de Sobolev temos que Uy, ¢ limitada
LP(Bg) para todo p € [1,+o0). Testando a equagdo (4.24) com ¢ € C; (Br), obtemos que

/B (VOV (cruy) + (14 |x|?)dcruy) dx / q)—c uge® i dx + yk/B dcruy dx.
R R
Fazendo k — oo, temos pelo Lema 4.3.7 que
/B (VoVG+ (1+x|7)9G) dx = ¢(0) + OC/B ¢G dx, paratodo R > 0.
R R
Entao, no sentido fraco, temos
—AG+ (1+|x])G = &+ aG.
Agora vamos estudar a regularidade da funcido G. Primeiro fixemos r > 0 tal que r < 2r <

3r < R e escolhamos uma fungdo tal que ) € C5’(Br \ B,,[0,1]) e n = 1 em B3, \ B,,. Notemos
que |V(nug)||2 — 0. De fato, usando o Coroldrio 4.3.1 e a defini¢do da fungdo 1, temos

[ vmuwPRar = [ mVituvnp
Bg\B, Bg\B,

< [ Vi et Clagl 0.
R\Br
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Assim,
IV(nue) 2 — 0.

Consequentemente, temos que %N’ & limitada em L* (Bg \ B;) paratodo s > 1. De fato, existe
ko € N tal que soy ||V (nug)||3 < 47 para todo k > ko, assim pela desigualdade de Trudinger-
Moser, obtemos

Nug

2
/ ) g e“"k"“””k)"%(W) dx < C(R).
BR\Br BR\Br B

. , 2,
Como consequéncia deste fato temos também que e%" é limitada em L°(B3, \ B,,) para todo
s > 1 ek > ky. Com efeito, temos que

/ SO dx < / S’ dy < C(R). (4.62)
BSr\BZV BR\Br
Agora notemos que
— Bk oyl q
—A(cruy) = l—kckuke e — (A +|x|9)]ckux  em  Bg,.
Assim,
[ Mewyar= [ Powmentact [ e (0 e a
BSr\BZr B3r\BZr k BSr\BZr

Notemos que ckukeo‘k”% € LP(Bs, \ By,) para qual quer 1 < p < 2. De fato, dado 1 < p <2, pela
desigualdade de Holder, temos

Bk 2\ 7 /s Iy 2 1/
/ (—Ckukeakuk) dx < Cy (/ (crug)™ dx) (/ oF Okt dx) ,
B3, \Bo, A’k B3, \Ba, B3, \Ba,

onde 1/s+1/s' =1 com sp < 2. Assim, usando (4.61) e (4.62), obtemos que A(cyuy) €
L? (B3, \ Ba). Aplicando estimativas elipticas (cf. Teorema 2, [60]) segue que existe C(R) > 0
tal que

lexttellcro 85, < C1(R)-

Logo, pelo Teorema Ascoli-Arzeld, a menos de subsequéncia, temos cxuy — G em C19 (B3, \
Bs, /2). Desde que R € arbitrdrio podemos concluir a tltima afirmagdo do lema.
|

4.4 Um limite superior para /()

Nesta secéio provaremos a existéncia de uma limitagdo superior para ¢(c). Para tanto,
usando um argumento similar ao utilizado nos trabalhos [44, 46, 47, 52] precisaremos do
seguinte lema devido a Carleson-Chang (cf. [19]):
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Lema 4.4.1. Seja B a bola unitdria em R?. Suponhamos que v, é uma sequéncia em H(} (B1)
tal que ||Vvk||i2(31) = 1. Se vy — 0 fracamente em H_ (B)), entdo

limsup (e‘mv% — 1) dx < |Byle.
k—4o JBj

Agora provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 4.4.1. Sob a condigdo que ¢ /" +oo, temos que
6(00 < 71.6471:A0+1,

para todo o € [0,1,), onde Ay é uma constante.

Prova: Pelo Lema 4.3.8, temos que cyuy — G em Cllo’f (R?\ {0}). Assim,
1
—A (G(x) + ﬁlog ]x]) = [a— (1+|x|9)])G(x) € L}, .(R?), paratodo r> 1.

Entdo, usando estimativas elipticas (cf. Teorema 2, [60]) temos

1

G(x) + =—log|x| € CLO(R?).
2
Consequentemente, similar a [44, 47, 52] a funcdo de Green G tem a seguinte representacao
G(x) = — - log|x| + A0 + o(1)
x) =——Ilog|x 0
o g 0 ;

onde Ag € uma constante que s6 depende de .
Seja v a normal unitdria exterior a d Bg, entdo usando o Teorema da divergéncia, obtemos

_ B dG(x)
/RZ\BS(WG(")P* (14 x[9)|G(x)[*) dx = a/]Rz\Ba G(x) | dx o8, G(x)8(—v) do
— oc||G||%+G(5)/aBS agi") do +os(1).

(4.63)
Usando integracdo por partes em ambos os lados da equacio (4.57) sobre Bg, temos que

AG(x) dx =1+ [ [a—(1+]x]9)]G(x) dx.
Bg Bs

E novamente pelo Teorema da divergéncia, obtemos que

aG(x) .
/aB(S gy 0 =1+ J, le—(I+]G() de
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Logo, (4.63) pode ser escrita como
/ (IVG@)P? + (1 + x| G(x)[?) dx
R2\Bs

=aHGH%+G(5>+G(5)/B [oc— (14 |x]9)]G(x) dx+05(1) (4.64)
= a||G|j3+G(8) +o05(1).

Consequentemente, temos
1
/ (VG +(1+[x)|Gx)P) dx = —-—logd+Ao+a|G|j3 +0s(1),
R2\Bg 27

Logo, para k suficientemente grande temos
1 1

[, (VP + ) ax = 2 (=5 toed A0+ @Gl +o5(1) +ox(1) ).

R2\Bj c; 2r
Agora, sejam by = u(8) e wy = (uy — by) ", entdo wy € H} (Bs) e

s [ W ar = 1= ([0 ) ax) - [ i a

Bs R\Bs Bs
= 1= (L, VP (1 ) ) + o)
R?\Bs

1 1
= 1 L (g toud a0 a6+ os(h) au(h)).

o 2
Pelo Lema 4.4.1, temos que
1/2
limsup [ (40%/%)° 1) dx < 16%. (4.65)
k——oo J/Bg§

Sabemos por (4.39) que em By, ¢y — ¢ em Cllo’f (R?), onde @i (x/ry) = cx(ug(x) — cx), logo
sobre By, provaremos a seguinte estimativa:

oguy < Anw? /1 —2log 8 +4mAg+o(1). (4.66)

Com efeito, usando que uxcy — G em Cllo’f (R?\ {0}) e que ||lux||» — 0O, obtemos as seguintes
estimativas:
gy < Am(1+ oflug]|3) (wi + br)?
= 4m(1+ ofluel|3) (W + 2w + 5)
= Anw? + 8Twiby + ATh? + Aot |ug || 3w + 8mer| k| Zwibr + 4o || 367

Usando a definicao de wy, obtemos
OCku]% < 47[W]% + 87T(Ck — bk)bk —|—47'L'b]% + 127[06||Mk||%(uk — Ck)Ck + 47[06”1,{](“%6‘%
= 47'L'W% + 87hic, — 47[[9% + 127t06||uk|]%(uk — Ck)Ck —|—47'L'OCHCkLtk||%
< 47rw,%+87rbkck+ 127roc\|uk\|§(pk +47ra|]ckuk\|%.
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Assim,
ogur < 4nw? 4 8mhycy + 4mar||G|)5 + ox(1).

Agora vamos estimar o primeiro destes termos. Provaremos que

4w} < Am(we/t/?)? 4 210g 5 —4mAg — 4mat|| G|} + 05 (1) + 0x(1).

1
De fato, denote por Hy(8) = —ElogS + Ao+ a|/G|3+05(1) +0x(1), entio

1
T = 1— —2Hk(6)
Ck
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(4.67)

(4.68)

0 < ¢; *HE(8) = —Hi(8) < —Hy(8) + ¢ *HE (8) = —Hy(8) < —Hi(8) (1 — ¢ *Hi(8))

Multiplicando a dltima desigualdade por c,?zw,%, obtemos que

—c *Hi(8)wi < —Hi(8) (1 —ck_sz((S)) ¢ 2w = —c; Hy(8)wi < —Hy () (1 —ck_sz(S)) .

Assim, temos que
wi (1= ¢, 2Hy(8)) < wi — Hi(8) (1 — ¢, 2Hi(8)) .

Esta desigualdade implica que

Pela defini¢do de Hy(9) segue a afirmagdo.
Agora, usando que bicp — G(8), temos

87bycy = —4log 8 + 87wAg +05(1) +o(1).

Combinando (4.67), (4.68) e (4.69), obtemos (4.66).
Logo, usando (4.66) para k suficientemente grande tal que By,, C Bg, temos

/ oW gy < 5ze4nA0+o(1)/ 000/ gy
BL}'k

BLVk

—  §-2,AmAo+o(1) /

(ea"(w"/rli/z)z - 1) dx +ox(1)
BLI‘k

< 5—Ze4ﬂA0+0(1)/ (eak(wk/fkl/z)z_1> dx.
)

B

Segue por (4.65) que

2
lim sup e dx < getAotl
k—+oo Ber

(4.69)

(4.70)
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Existe kg € N tal que {x € R ug(x) > %Y C By, parak > ko, logo por (4.55), temos
q A « P gop
limsup (€% — 1) dx = limsup (e — 1) dx = 0. @.71)
k——+oo Bg\Ber k— oo Bg\Ber

Por outro lado, pelo Lema Radial (cf. [43]) existe C = C(6) > 0 tal que
L, (e 1) de < Clu3
R?\Bs
Como ||ug]|3 — 0, obtemos

limsup (%" — 1) dx = 0. (4.72)
k— oo Rz\Bg

Assim para k suficientemente grande, temos

/(e“k“%—ndx - / (e 1) du+ (% 1) d
R2 Ber IRz\BL"](

< / U dx + (%" — 1) dx+ (%" — 1) dk.
By, Bs\BLr, R2\Bj

Por (4.70), (4.71) e (4.72), obtemos que

g(OC) < 7T€4EA0+1.

4.5 Prova dos resultados principais no caso: ¢, / +

Para provamos os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, argumentando de forma similar a Li em [47]
precisamos construir uma sequéncia de fungdes teste contradizendo a proposicdo 4.4.1. Mais
precisamente, devemos determinar ve € E tais que ||ve]| =1 e

/2 |:e4ﬂ(1+(XHVg||%)V% _ 1 dx > 7.L.e4-717A()+17 (473)
R

para € > 0O suficientemente pequeno.
Definamos a sequéncia:

o log(l+mlx/el*) +B
4rnC
G(|x])
C

onde C, B e L sao fung¢des de € (as quais serdo definidas depois por (4.75), (4.76) e (4.78)) tais
que:

se |x| <Le
ve(x) =

se |x| > Le,
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(i) L — o0, C — 4o e Le — 0 quando € — 0;

log(1+7L*)+B  G(Le)
4nC - Cc

(i) C—

logL
(iii) 5~ — 0 quando € — 0.

A seguir normalizando ve vamos obter algumas informagdes sobre B, C e L. Primeiro usando
0 mesmo argumento das estimativas (4.63), (4.64) e a definicdo de v¢ sobre R? \ BLe, temos

/ (vl + (1+ D lvel) x
R2\B/¢

- & /RZ\BL}WG@H (14 W IG)P) o)

il 6
= & (e [, oue3aoon)
= C% (OCHGHZ—FG(LFJ)—FG(LFJ)/L [a — (1+ |x]7)]G(x) dx+03(1))
= 2 (@lGIB+ GLe) +oe(1) +o5(1)
1

= gz (4malGl3 —log(Le)* +4mAg +0e(1) +05(1)) -

Por outro lado, por um simples cdlculo, temos que

1
2 _ 2 —2~—2
/BL£|VV€| dx_m(log(HnL)—l)JrO(L C™%).

/ (1+ x|9)|ve 2 dx = O((Le)?Clog L).

Le

Consequentemente, temos que
LAVl + (e el s

1
= a2 (1 +4na| G|} +4mAg +log(1+ nL?) —log(Le)* + @),

onde
¢ = O((Le)*C*logL(Le)*log?(Le) + L2 +0¢(1) +05(1)).
Assim, fazendo
/quvvem (1+[x] ) vel?) dv =1,

obtemos

4nC? = —1+4n0|G||3+4mAg+log(1+nL?) —log(Le)* + ¢, (4.74)
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ou seja,

4nC* = —1+4nal|G|3 +4nAg +log(1 + nL?) —logL? —loge? + ¢

(1+7L?)

= —1 +4na|/G||3 +4mAy+log 12 —loge?+¢ (4.75)
= —1 +4na||G||3 +4mAy+logm —loge? + ¢.

Por (ii), temos que
4mC? —log(1+ nL?) — A = 4nG(Le).

Entdo combinando com (4.74) e usando a defini¢do de G, obtemos
Ae = —1+4na|G|3+¢. (4.76)

Agora vamos estimar o seguinte termo:
/ AT(Hvel3? gy
Bre

Afirmamos que em By ¢
4r(1+ |[ve||3)v2 > (4nC?* —2A¢) — 2log(1 + mt|x/e|*) + 4mat||G||3 + O(C*logL).

De fato, temos que
2 —2 2
[vells = C7[|Gl|5 +0e(1)

e em Brg, temos que

o log(! +7r\x/£|2)+/\6)2
4nC
log(1 + 7|x/e]?) +Ae)
4nC?
= (1+aC?|G|3) [(4nC* —2A,) —2log(1 + z|x/e|?)] .

41+ afve3v: = 47r(l+aC_2||G||%)<

> 4n (1+aC?|G|3)C? (1 -2

Assim,

4r(14allvel3)v: > (4rC*—2A¢) —2log(1+ nt|x/e?) + 4na||G||3
— 20 2a||G||5(log(1 4 m|x/€|*) + A¢)
= (47C%* —2A;) —2log(1+ 7|x/€|?) +4ma||G|3 + O(C 2 log* L).

Assim provamos a afirmacao.
Agora, afirmamos que:

/ [e“”(lﬂlveu%)vé —1| dx> me*™ot 1 O((Le)*C*log L+ L™ + (Le)*log” Le).
Bre
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De fato, temos que

/ [e4n(1+|\vg||%)vg_1 dr > e(47tC2—2Ag)+47ra|G|%+0(CzlogL)/ ;22
Bre Bre (1+7|x/€[?)
2

o(47CP-2A¢)+470|G[3+0(C 2 log? L) / €

B, (14 m|x[?)?
nL? e2
ds

_ 4rCP-2Ae)+4ma|G[3+0(C 2108 L) /

0o (1+5)?

2
4nC?-20¢) H4a|[GI3+0(C 2 log? L) g2 L
1 +mL?

_
Por (4.74), (4.75), (4.76), temos que
(47C% — 2A¢) +4ma||G||3 = 1 +4mAg +log(n/€%) — ¢.
Assim, obtemos que

/ [e4ﬂ(1+\|v£||%)vé_1] dx e1+47rA0+10g(7T/82)—¢+0(C*2logzL)EZ(l+0(L_2))
BLE

v

v

zre' 44 1 O((Le)?CPlog L+ L2 + (Le)*log> Le).

O que prova a afirmacdo.
Além disso, em R?\ Bre, temos que

/ [esmtreieli ] / G@) [
e elVe — 1| dx >4m —=| dx.
R2\BL£ o Rz\BLg C
Assim
2,2 G(x) ?
/ |:e47'c(l+||ng2)ve_1i| dx > M4nAo+1+4ﬂ/ G2 N
R? RZ\BLS C
+ O((Le)*C*logL+ L% + (Le)*log® Le).
Logo,
/ [e4ﬂ<1+|\vs||%)v%_1] dx > 7re4’”‘0+1+4—72r / IG(x)]? dx 4.77)
R2 C* Jr2\B,,
+ O((Le)*C*logL+C?/L* +C*(Le)*log® Le).
Agora tomando L = —logé€, obtemos que Le — 0 quando € — 0. Logo para concluimos o

resultado precisamos provar que existe C = C(¢€) solucdo da equagdo (4.75). Para provarmos
esta afirmacgdo defina:

2(t) = —4nr* — 1 +4n0||G||3 +4mAg + log w —log e + ¢.
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Desde que

2
4 ((— Elogsz)l/z) =loge*+o0e(1)+logm+¢ <0

1 1
z ((— glogez)]ﬂ) = —Elog82+og(l) +logm+¢ >0

para € pequeno, temos que z possui um zero no intervalo

1 n1/2 2 2\ 1/2
((—glogs) ’(_E10g8> .
Assim, para definir C € suficiente considerarmos
4mC? = —loge? +0(1). (4.78)

Assim, quando € — 0, temos
logL

cz 0

€ entao
(Le)*C*log L+ C*L™% +C*(Le)* log® Le — 0.

Logo, (i), (i1) e (iii) valem e podemos concluir por (4.78) que para € > 0 suficientemente
pequeno

/ [e4n(1+a|\vs||§)vg_l Qe > e+l
R2

Assim obtemos uma contradi¢do entre (4.73) e a Proposi¢do 4.4.1, o que implica que (cg) é
limitada.

Assim finalizamos a prova do primeiro ponto do Teorema 4.1.1 e a prova do Teorema 4.1.2,
pois vimos no Lema 4.3.2 que quando (¢) € limitada, ¢(¢) € atingido.

4.6 Calculando funcoes testes

Nesta se¢@o provaremos o segundo ponto do Teorema 4.1.1, isto é, £(0t) = +oo se @ > A;.
Para prova deste resultado utilizaremos um argumento similar ao feito por Adimuthi-Druet em
[4]. Consideremos A; como definido em (4.10), ¢, auto-fungdo positiva associada a A; e tal
que ||91]]2 = 1, e a sequéncia de Moser (cf. [53]):

(logk)'/?  se x| < 1/k
wi(x) = (2m) 712 log(1/lx]) 1/k<|x| <1

(logk)!/2
0 se x| > 1.
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Lembremos que wy € H'(R?), supp(wi) = By, / IVwi|* dx = 1 e w; — 0 fracamente em
By

Hj (B1). Agora, definamos
= wi+ 101,

onde (1) é uma sequéncia tal que:

Ty) ty > O paratodo k € N;

(T1)
(1) ty — 0 quando k — +-oo;

(T3) Br = te(logk)/? — 4o quando k — -oo;
(Ta) ¢

Ty) t7(logk)'/? =0 quando k — oo.

Podemos tomar por exemplo #;, = (log k)_l/ 3. Nosso principal objetivo é provar que

el 2
47r<1+oc k%) b
/ 0 ) Tl 1| dy — oo
R2

Para nossa proposta, calculamos ||vi||* e ||vk||3. Primeiro, temos que
Il = il 426 | (Vw914 (1 i) de+-22
1

Usando as defini¢des de A; e ¢, temos

el =1+ [ (1 beftw? vt 22 | g de e @79)
1 1
Como
0= [ (1419w} ar < 2wl 0,
B
obtemos que
/(1+|x|q)w,%dx—>0. (4.80)
By
Agora, vamos estimar o termo #; /B ¢1wy dx. Notemos que
1
log(1/x[)
t wdx:27rl/2{/ Vo dx/ — Uy dx
k/Bl o x| < gko 1/k<lx|<1 +/logk o
— 2n—1/2—{/ logk dx—i—/ log(1/|x dx}.
(27) Togk Ui 8 1 o g(1/|x])¢1

Usando que B = t;+/logk, temos
Ik

2np—1
Viogk kP
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assim

tk/ drwy dx = (2n)1/2z,§ﬁk1{/ log ko, dx+/ log(1/|x)) 1 dx}.
B, <1 /k 1/k<|x|<1

Notemos que

logk
og/ logke; dx = logk 01 dx < 27|91 |l —5~ — 0 quando Kk — oo,
x| <1/k x|<1/k k
Logo,
n [ g de— o)+ Cm) ARBC [ tog(1/lhgrdx. @8
B, 1/k<|x|<1
Definamos

G(x):{(zﬂ)l/zlog(l/!ﬂ) se | <1
0 se |x]>1.

Combinando (4.79), (4.80), (4.81) e utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, obtemos

Hkaz = 1+7th,%+2ﬂtlt,§ﬁkl/3 ¢1G(x)dx+0(t,§ﬁlgl). (4.82)
1
Analogamente, temos que
I3 = 228" [ 0iG() de+oliEp ) (4.83)
1

De fato,
Ivell3 = il -+ 21 | wedn dx-+2llonl3
1

usando que ||w||2 — 0, ||¢1]|2 = 1 e a estimativa acima para # / wi @ dx, obtemos o resultado.
B

Por (4.82), (4.83) e usando o Lema 4.6.1 (ver o final desta ségﬁo), obtemos que

v
1+a” y 1_|_atlf—|—2at,%[3k_1/3 $1G(x) dx+o(tf B, ) +O(1})
1

e pelo Lema 4.6.2 (ver o final desta se¢@o), temos

2 1 B
(1+a”t’£”%) = 1+(oc—/ll)(t,§+2t,fﬁk 1/31 $1G(x) dx)
+ 0B )+ o).

Desde que o > A1, obtemos que

2
v 1
<1+OCM) W > 1+0(l‘]3ﬁk_1)+0(l‘]?).
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Agora, notemos que

2

47r(1+oc||vk”%) va/jP > An(wi+u01)2(1+o(B ) +01))

> An(wi+ 20w (1+o( B ) +0(1))

_ 471:<(27r)_1logk+2(2n)_1/2tk\/logk¢1> (1+0(2B ")+ 0(th))

= (2logk+4v2mBdr)(1+o(t B )+ O(1)).
Denotemos 6, = o(t]fﬁk_l) e & = O(t}), entdo em By jj, temos

(2loghk +4V27B1) (O + &) = 26 logk + O i (x) + 2E logk + EcBidr (x) > o(By).

Logo,
vell3) vE
47 1+a||v ) Tl > 2logk +4v 271 + o(Br).
k k
Seja
I— / (21oek VTR 0B _ ) dy — &2 / AV2EBd+o(B) gy dx.
x|<1/k x|<1/k x|<1/k

Lembremos que ¢;(0) > 0, logo existe ko € N tal que ¢;(x) > 0 para todo x € By, € k > ko.
Assim, temos que
= mi 0.
my xrer}gllr;k o1(x) >

Assim, por (73)

. / VIRt o(B) g be— 2 (84mﬁkmk+o<ﬁk> - l2> e,
Ix|<1/k k

lx|<1/k
Donde concluimos o resultado.

Agora provaremos dois lemas que usamos na prova anterior.

Lema 4.6.1. Suponhamos que (T}) — (T4) sdo satisfeitas e sejam
Av=1+MF 20 B GC+o(@B ) e Bi=1+2B 17 C+o(2B ).
Entao, temos que
B
ocA—k = atf +2aB, ' FC+o(igB ) +0(tf).
k
Prova: E suficiente provarmos que

By _ _
A (12 +2B; '12C) = o(i2B; 1) + O(1)).
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. ~ 2n—1 .
Usaremos a seguinte notagdo Dy = o(t; 8, ). Assim,

2 1.2
R0 = O
Dy — (2 + 2B, '12C) (Mt} +2M B 't2C+Dy)
1+ Mt} +2M B 112C + Dy
Dy B t2Di(1+2B,'C)

1+ M+ 2B 2C+Dy 1+ Mt +20 B '12C + Dy
tH(M +4M B C+4M B 2CR)

L+ Mt +20 B, 2C+ Dy

Como t;y — 0, B — +o0 e D — 0, obtemos

Dy
1+ M1 +20 B, 112C+ Dy

=o(i7B; 1),

12D (1+2B,'C) B
1+ Mt} + 20 B '12C + Dy

o(1)

td (M +4M B C+40 B2 CP)

= 0(1}).
l—f—llllz—f—leﬁk_ltl%C—f—Dk (k)

Assim, concluimos o Lema.
Lema 4.6.2. Suponhamos que (T}) — (T4) sdo satisfeitas e sejam

Cr=1+af +2aB ' GC+o(tB ) +0(t)) e Fo=1+Mtf+2MB ' FC+o(itB )
Entao, temos que

C _ _
FZ =1+ (o — M) +2(a— )BT 2C+ oY) + 0r}).
Prova: E suficiente provarmos que

Cr _
7B o(iZB ) +0(t)),

onde
Ep=1+(a—)f+2(a—4)B; '1EC.
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Usaremos as seguintes notagdes Dy = o(t7 3, DeA,= O(t}). Assim,

C 1+ a2 +2aB; 'F2C+ D+ A
—k—Ek = k 5 By 7112 k k—{l+((X—?Ll)t,%+2(a—7tl)ﬁk*1t,%C}
Fy 1—}-7(‘11]( +2Alﬁk t;C+ Dy
_ Dk—f—/\k-f-)l,ll‘]% +27Ll/3k_1t,fC B )Lll‘]% —f-)LlOCtg +2a/llﬁk_1t,fC—7let,f — Zﬂ,lzﬁk_ltg
1+ Mt +20 B, 112C + Dy 1+ Mt +20 B, 112C + Dy

2B EC+ 200 B HC + 4ok B ACE — 202 B, e — 4A2 B, At C?
1+ Mt + 20 B, '2C+ Dy
Di(1+ (a— )2 +2(a— A1) B, '3C)
1+ Mt +2M0 B, '12C+Dy

Observemos que os termos com t,% se anulam nas trés primeiras parcelas, assim obtemos

Ci Ak
Fi M2 20B O+ Dy
‘o M —4al B CH+ AT+ 2B — dak B PC*+1MB ' C+APBC
1+ At +22 B 13C+ Dy
Del(a— A2 +2(a— M) B 2C)
LM + 2B ' C+Dy

Como t; — 0, By — +o0 € Dy — 0, obtemos

Ay B
1 +All‘]§ +211ﬁk71t%C+Dk

O(1i),

=Moo —40d B ' C+ A7 +2M B —4ah B °C + 1B 'C+ATBCY]
1+ Mt +20 B, 12C + Dy

o(r)

Dil(o0—A)e2 +2(a— 1) B, 12C] _
1+ Mt +20 B, 12C + Dy

Assim, concluimos o Lema.

O(tlgﬁ/:l)-
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