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Resumo

Deduzimos desigualdades do tipo Trudinger-Moser para uma classe de espacos de Sobolev
modelados em espagos de Lebesgue com peso. As desigualdades que obtivemos estendem
para dimensdes nao-inteiras resultados classicos e fornecem uma ferramenta apropriada para
o estudo de uma classe de problemas envolvendo crescimento critico associado a uma familia
de operadores elipticos quasilineares que incluem; em particular, os operadores Laplaciano,
p—Laplaciano e k—Hessiano, quando agindo em funcdes simétricas. Ademais, investigamos
existéncia de fungdes extremais para alguns problemas de maximizagdo associados aquelas
desigualdades.

Palavras-chave: Desigualdades de Trudinger-Moser, espagos de Sobolev com peso,
operadores elipticos quasilineares, fun¢des extremais, crescimento critico exponencial.
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Abstract

We derive sharp Trudinger—Moser type inequalities for weighted Sobolev spaces. The
inequalities that we obtain here extend for fractional dimensions the classical results and
provides suitable tools for study of the critical exponential problem associated to a class of
quasilinear elliptic operators which includes in particular the Laplacian, p—Laplacian and
k—Hessian operators; when consider acting on symmetric functions. Moreover, we discuss the
existence of extremal for the maximizing problem associated with some this new Trudinger—
Moser type inequalities.

Keywords: weighted Sobolev spaces, Trudinger—Moser type inequalities, quasi-linear elliptic
operators, extremal functions, critical exponential growth.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Equacoes elipticas com crescimento critico

O estudo de equagdes elipticas com crescimento critico tem recebido bastante atencdo
nos ultimos anos. Aqui, o crescimento critico € determinado por algumas caracteristicas
particulares dos espacos de fungdes nos quais se busca resolver tais equagdes, em geral, via
célculo variacional. O exemplo que melhor ilustra essa situacdo é o fendmeno critico de
Sobolev; no qual, a criticalidade € dada pelas inclusdes de Sobolev. Como veremos a seguir, 0
caso critico € delicado e requer métodos especificos devido a perda de compacidade.

Foi verificado por Pokhozhaev [56], usando uma identidade que ficou conhecida como
identidade de Pokhozhaev, que o problema

*7
—Au=u*""!

cm .Q.7 u‘aQ = 07 (1.1)
ndo tem solugdo nao-trivial se Q C R", n > 3 é um dominio limitado e estrelado com relacao
a algum ponto e 2* = 2n/(n —2) é o expoente critico de Sobolev. Esta terminologia provém
do fato de que as inclusdes de Sobolev H}(Q) < L(Q) sdo compactas para ¢ < 2* mas a
compacidade € perdida para ¢ = 2*. Por outro lado, Brezis e Nirenberg [13] observaram que a
equacdo com um termo de pertubacdo

—Au=Aut+u* " em Q, upq =0, (1.2)

tem solugdes positivas para 0 < A < A} e n > 4. Se n = 3 ainda existe A* > 0 tal que o
problema acima tem solug@o positiva sempre que A* < A < A, onde A; é o primeiro autovalor
do Laplaciano com condi¢ao de Dirichlet homogénea. Desde entdo, a equacgdo (1.2) passou a
ser conhecida como problema de Brezis-Nirenberg. Este problema tem sido bastante estudado
e existem varias extensoes parciais dos resultados acima, quando o Laplaciano € trocado pelo
p—Laplaciano, com 1 < p < n. Para resultados de existéncia e de ndo-existéncia de solugdes
referimos [32, 33, 35, 41], se Q € um dominio limitado qualquer. Para o caso em que Q = By
¢ uma bola de raio R > 0, vérios resultados foram obtidos por Knaap e Peletier [45, 46]; os
quais, usando o método de inversdo de Emden-Fowler, generalizaram resultados anteriormente
obtidos em [7, 8].

Se n = 2, ou mais geralmente, se p = n; as inclusdes de Sobolev WOl Q) — LI(Q) sdo
compactas para todo ¢ > 1. Além disso, p* = np/(n — p) ~ o (formalmente), se p — n;
e assim, € natural esperar a validade da inclusdo Wol’n(Q) — L”(Q); no entanto, um contra-
exemplo mostra que isso néo ocorre (se Q = By, basta tomar u(x) = Inln(e/|x|)). Entio surgiu a
questdo de encontrar o melhor crescimento permitido; isto é, uma funcao g(¢) com crescimento
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maximo possivel e tal que g(u) € L'(Q) sempre que u € WO1 "(Q). Nesse sentido, de forma
independente, S. Pokhozaev [57] e N. Trundiger [65] mostraram que exp(|u|7T) € L'(Q)
sempre que u € Wol’"(Q). Além disso, esses autores mostraram que existe 1 > 0 tal que
Jo exp(L|u|7T)dx < 1 para todo u € Wol’"(Q) com ||Vul|, < 1. Um pouco depois N. Trudinger
et al. [42] mostraram que o crescimento exponencial é 6timo, isto é, se g(z) é uma fungdo
com crescimento mais répido do que exp(¢7-1), entdo g(u) & L' (Q) para algum u € WO1 Q).
Em [54], J. Moser apresentou uma versao mais apurada destes resultados a qual passou a ser
conhecida como desigualdade de Trudinger-Moser. De forma precisa, J. Moser mostrou que
paratodopt >0eu € Wol’"(Q) temos exp(i|u|7 1) € L'(Q); além disso,

=T < <
sup /e““ T dx { :iQ\ se U ;“n .
ueWy"(Q): [Vl <17 = se 1> Uy,

onde |Q| denota a medida de Lebesgue de Q em R”, ¢ > 0 depende apenas de i e n e
1

Wy = na)rf‘l, onde @, € a drea da superficie esférica §"=1  R". Assim, no caso p =n o
crescimento exponencial € critico, governado pela desigualdade de Trudinger-Moser e u, € a
constante critica.

A existéncia de fungdes extremais para o supremo (1.3) no caso subcritico, isto €, se i < Uy,
€ garantida facilmente. Por exemplo, pode-se usar o teorema da convergéncia de Vitali. Ja o
caso critico, isto é, se [l = UU,, requer técnicas delicadas. De fato, levou 10 anos até que, varios
autores, resolvessem esse problema. O primeiro avanc¢o deve-se a L. Carleson e A. Chang [16],
que mostraram a existéncia de extremais, se 2 = B; C R” € a bola unitéria centrada na origem.
Em seguida, M. Struwe [61] garantiu extremais para pequenas pertubacdes da bola By C R? e
M. Flucher [34] completou para Q C R?. Finalmente, K. Lin [51] mostrou que hd extremais
para (1.3) se Q C R", n > 3 € qualquer dominio limitado com fronteira suave.

Observamos que o problema (1.3), no caso critico e com n = 2, estd associado com a
seguinte equagao

1

2
—Au = Aue*™ em Q, U =0, com A = —————,
f u2647tu
Q

(1.4)

e a existéncia de extremais para (1.3) garante solucao positiva para esta equagao. Isto contrasta
com o problema critico (1.1).

O limiar para a existéncia de solucdes do problema associado ao crescimento critico
exponencial (ou de Trudinger-Moser) foi investigado por diversos autores, veja [26] e suas
referéncias. Em particular, um fendmeno andlogo aquele devido a Brezis e Nirenberg (1.2) foi
detectado. Em [27], investigou-se a fronteira entre a existéncia e a ndo-existéncia de solucdes
para o problema critico

—Au=h(u)e" em B; CR? w5 =0 (1.5)

em fun¢do de um termo de menor ordem 4 que comporta-se como h(r) = K/r®, para r
suficientemente grande. Constatou-se que o problema (1.5) tem solucdo positiva paraa < 1 e
K > 0, no entanto, existe K, > 0 tal que a solubilidade é perdida paraa > 1e 0 < K < K. Ainda,

2
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se a = 1, hd solugdo para K > 4/e!/2 e existe 0 < Ky < 4/e'/? tal que (1.5) ndo tem solugdo
se 0 < K < Ky. Como podemos ver, o limite entre a existéncia e a ndo-existéncia de solugdes
€ delicado. Esse fenomeno € tipico de problemas criticos, lembre-se dos resultados de Brezis-
Nirenberg, onde o acréscimo de um termo de pertubacdo de menor ordem foi suficiente para
produzir solucdes. Para finalizar, gostariamos de enfatizar que, como observado por Coron [20]
e Bahri e Coron [10], as propriedades geométricas e topoldgicas do dominio sdo determinantes
na questdo da solubilidade de problemas envolvendo crescimento critico.

1.2 Simetria radial e operadores elipticos quasilineares

Na secdo anterior, observamos que a topologia e a geometria do dominio influenciam na
solubilidade de uma equacao diferencial. Nesta se¢do, veremos que; para uma larga classe de
problemas, as solucdes de uma equacdo diferencial herdam algumas propriedades de simetria
do dominio. Um trabalho pioneiro nessa direcao € devido a Gidas et al. [38]; onde investigou-se
simetria radial para solu¢gdes da equacao

—Au= f(u) em By CR", uyp =0, (1.6)

onde B; unitdria centrada na origem 0 € R”". Mostrou-se que f € C' é suficiente para garantir
que qualquer solugio positiva u € C? do problema acima é simétrica e radialmente decrescente.
Isto é, existe uma fungéo v: [0, 1) — R tal que u(x) = v(r) para todo x € By, com V' (r) < 0; onde
r = |x|. Resultados como este foram largamente estudados e sdo conhecidos como simetrias
do tipo Gidas-Ni-Nirenberg; para resultados recentes referimos [48]. Estes autores, veja ainda
[39], investigaram simetria de solucdes positivas também para o caso ilimitado

—Au= f(u) em R" n>3, com u(x)=0(]x|™"), v>0 para |x| — oo, (1.7)

e mostraram simetria radial para uma larga classe de funcdes f. Assim, para uma classe bem
ampla de fungdes f, o problema (1.6), equivale ao seguinte

PN + f(u) =0 em (0, 1),

u'(0) =u(1)=0. s

Para n > 2, vérios autores t€m investigado esse problema. Em [9] Atkinson e Peletier
consideraram o caso n = 2, através do shooting method, estabeleceram condicdes sob f para
existéncia de solugdo positiva para (1.8). O curioso nesse trabalho € que as condi¢des para
a solubilidade ndo sdao formuladas em termos do crescimento de f; mas, por meio de uma
desigualdade envolvendo g € g/, onde g = Inf. Em [27], veja (1.5) acima, foi estudado o
problema critico exponencial na bola B; C R?. Veja [6], para resultados sobre a existéncia de
solu¢des que mudam de sinal para o problema critico exponencial.

A questdo da simetria radial para equacdes envolvendo o operador p—Laplaciano, p # 2
tem sido investigado por diversos autores. Em [31], Felmer et. al investigaram simetria radial
para solugdes ndo-negativas do problema

Apu+f(u) =0 em QCR", upyq =0, (1.9)

3
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onde Ayu = div(|Vu|P~2Vu) é o operador p—Laplaciano, com p > 2 e Q = By. Ficou
provado que, para f sob condi¢des bastante gerais, qualquer solu¢do nao-negativa de (1.9)
€ necessariamente positiva, radial e decrescente. Em [23], investigou-se dominios limitados
Q C R” com simetrias direcionais e conclui-se resultados similares. Jd o casoemque 1 < p <2
e Q =R", a garantia de simetria radial para solucdes de (1.9) pode ser encontrada em [22]; veja
também [21]. Dessa forma, para uma larga classe de funcdes f, o problema (1.9) reduz-se ao
seguinte
AN P20 4 f(u) =0 em (0, 1), 10
u'(0) =u(1)=0. (1.10)

O problema acima tem recebido atencdo de diversos autores. Em [37], usando o shooting
method, estabeleceu-se diversas condi¢des sobre f para a existéncia de solugdes. Se p < n, a
existéncia foi garantida essencialmente para toda f com crescimento subcritico, e; com mais
algumas restri¢des, se f tem comportamento critico e supercritico. Se p = n, condicdes de
existéncia foram estabelecidas para f com crescimento critico exponencial. Para resultados
complementares, indicamos [36] e suas referéncias. Veja ainda [62] para resultados sobre
unicidade de solugdes.
Agora, considere a equagdo

Sk(D*u)+ f(u) =0 em QCR", uyq=0, (1.11)

onde S (Dzu), 1 <k < né o operador k—Hessiano [66, 69], definido como a soma de todos
os menores k x k da matriz Hessiana D?u. Por exemplo, S (D?u) = Au e S, (D*u) = det D*u
¢ o operador de Monge-Ampere. Se Q = By C R", a técnica moving plane method, usada
pelos autores acima para garantir simetria radial para p—Laplaciano se aplica ao operador
k—Hessiano, veja [28] para o operador de Monge-Ampere. Assim, (1.11) reduz-se a

' (0) =u(1) = 0. (1.12)

{ P ) 4 ) =0 em (0, 1),
De acordo com os resultados de simetria discutidos; para uma larga classe de fungdes f,
todos os problemas acima sdo casos particulares da seguinte familia de problemas

-0/ a 1B, —
{r (r*u[Pu) + f(u) =0 em (0,R), (1.13)

u'(0) =u(R) =0,

onde 0 < R < oo ¢ 0s pardmetros &, 6 > 0e B > —1 s@o nimeros reais.
Para a, 8 e 6 como acima, denotamos por L := L(«, 3, 0) a familia de operadores definida
por
Lu=r"9%|Pu'y. (1.14)

Essa familia de operadores vem sendo estudada por vérios autores; destacamos os trabalhos de
P. Clément et al. [19], D. de Figueiredo et al. [24] e J. Jacobsen e K. Schmitt [43, 44] onde
vérios resultados foram obtidos sob diferentes condi¢des nos pardmetros o, 3 e 6.
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Observamos que os parametros discretos n,k € N em (1.8), (1.10) e (1.12) foram trocados
por pardmetros continuos ,f3,0 € R em (1.13). Em geral, quando se estuda esses tipos de
problemas via técnicas de EDQO’s (shooting method), veja [37] e [36] por exemplo; o uso do
parametro continuo ndo causa problema, no entanto; para um estudo via célculo variacional, a
situacdo € diferente visto que os espacos de Sobolev padroes sdo modelados em subconjuntos
de R", n € N. Assim, para uma abordagem variacional da familia de problemas (1.13), uma
familia correspondente de espagos X = X (R, «, B, 6) faz-se necessaria. Os principais objetivos
desse trabalho sdo os seguintes:

* Apresentar uma classe de espagcos de Sobolev com peso XRI,’[3 +2((x ,0) apropriado para
uma abordagem variacional da familia de problemas em (1.13)-(1.14).

* Estabelecer uma versdo da desigualdade de Trudinger-Moser para os espagos

X;’ﬁ +2(oc, ) a qual permitira estender (1.3) (na forma radial) para espacos de Sobolev
com peso e para dimensdes ndo-inteiras.

* Estabelecer a existéncia de funcdes extremais para a desigualdade do tipo Trudinger-
Moser obtida.

* Estabelecer uma forma otimizada para a desigualdade de Trudinger-Moser em
X;’ﬁ +2(oc ,0) e provar a existéncia de fungdes extremais para esta desigualdade.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma:

1.2.1 Capitulo 2

No Capitulo 2, apresentaremos a classe de espacos de Sobolev X,%’p (a,0) e discutiremos suas
principais propriedades. Distinguiremos dois casos: caso Sobolev e o caso Trudinger-Moser e
provaremos alguns resultados que servirdo de base para nosso trabalho. Incluiremos um estudo
sistematico das inclusdes da forma X,%’p (or,0) — LL. Neste ponto, veremos que existe um
expoente critico de Sobolev para a continuidade e/ou compacidade destas inclusoes.

1.2.2 Capitulo 3

Provaremos uma versdo da desigualdade de Trudinger-Moser para os espagos X;’p (a,0).
A chave para a prova dessa nova desigualdade envolve algumas estimativas delicadas, veja
Lema 3.2.1 e Corolario 3.2.1, as quais permitem provar um fato que estende ligeiramente
um resultado devido a J. Moser, veja Lema 3.3.1, e ainda oferecer uma nova prova para este.
Tais estimativas sdo uma extensdo das estimativas devido a L. Carleson e A. Chang contidas
em [16]. Além disso, consideraremos algumas extensdes da nova desigualdade de Trudinger-
Moser obtida. Nesse sentido, provaremos uma forma singular e outra desigualdade na forma
invariante por escalar contemplando dominios ilimitados.
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1.2.3 Capitulo 4

O objetivo do Capitulo 4 € provar a existéncia de funcdes extremais para a desigualdade
do tipo Trundiger-Moser estabelecida no Capitulo 3. Para isso, provaremos uma extensao
para X,%’p (a,0) do famoso concentration-compactness principle devido a P.-L. Lions [52].
Além disso, oferecemos uma estimativa para o funcional de Moser ao longo de sequéncias
concentradas em X ;’p (o, 0) a qual permitira aplicar a estratégia em duas etapas de L. Carleson

e A. Chang [16] generalizada para os espagos X,é’p (a,0).

1.2.4 Capitulo 5

Neste capitulo, provaremos uma forma otimizada para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser
em Xli’p (a,0). Esta estimativa fornece mais informagdes; tanto a respeito da alternativa de
concentracdo e compacidade do Capitulo 4, veja Corolério 4.2.1, quanto da desigualdade de
Trudinger-Moser do Capitulo 3, veja Teorema 3.3.1. Além disso, provaremos a optimalidade
desta desigualdade e estabeleceremos a existéncia de funcdes extremais. Para isso, provaremos
uma estimativa uniforme para uma familia de solu¢des do problema critico associado a classe
de operadores definida por (1.14). Nossa andlise da forma otimizada da desigualdade do tipo
Trudinger-Moser conclui-se aplicando a alternativa de concentracdo e compacidade aliada a
técnica de blow up analysis. Para a existéncia de fun¢des extremais, combinamos a alternativa
de concentracdo e compacidade e a estratégia em duas etapas de L. Carleson e A. Chang por
meio de uma estimativa de concentracdo obtida no Capitulo 4, veja Teorema 4.3.1.



CAPITULO 2

A classe de espacos de Sobolev X, (e, 6)

Neste capitulo introduzimos a classe de espacos de Sobolev com peso X;’p (a,0) e
apresentamos algumas de suas principais propriedades. Estes espacos serdo nosso ambiente
natural de trabalho e apresentam-se como adequados para o estudo de uma classe de
problemas elipticos quasilineares que incluem o operador k—Hessiano como caso particular,
quando agindo em fung¢des radialmente simétricas. Além disso, como veremos nos capitulos
seguintes, estes espacos permitem estender alguns resultados cldssicos para incluir dimensoes
fraciondrias.

2.1 Introducao

Para cada niimero real 6 > 0, o elemento volume generalizado para dimensdes fraciondrias €
definido por
2T
Wp = (2.1)
0+1
(%)
no qual ['(x) = ;" 'e~"dt é a fungdio gamma de Euler. Note que, para cada n > 1 inteiro,
@,—1 coincide com a drea da superficie esférica da bola unitdria em R". Definimos a integracio

em dimensdes fraciondrias através da medida de Lebesgue com peso Ay dada por

2o (B) = a)g/redr
B
onde B é um subconjunto boreliano, isto é, B pertence a o —algebra gerada pelos abertos de
R U {=£eo}. Observamos aqui que, se B = (0,R) é um intervalo finito e 6 = n— 1 ¢ um nimero
inteiro, entdo A4,_1(B) é a medida de Lebesgue da bola de raio R centrada na origem Bg C R”.
Por esta razdo iremos utilizar a notagao

R
Brlo :/0 de.

Além disso, seja f : Bg C R” — R uma fun¢ao radialmente simétrica, isto é, existe g : (0,R) —
R tal que f(x) = g(|x|) para todo x € Bg. Entdo f é integravel em Bg, com respeito a medida
de Lebesgue dx, se, e somente se, g ¢ integravel em (0, R), com respeito a medida A,,_1, e vale
a igualdade

R R
BRf(x)dx:a)nl/O g(r)r”_]dr:/o g(r)dA,_.

7



CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

Assim, a medida Ay estende de forma natural a integracdo padrdao em R” para espagos com
dimensdes fraciondrias. Nao € nosso objetivo discutir a formalidade axiomdtica que rege
tais espagos, para isso o leitor é referido a [59, 55] onde a base axiomdtica e aplicacdes a
problemas fisico matematicos sdo apresentadas. Nosso interesse € fornecer resultados sobre
uma classe de espagos de fungdes X,?p (a,0) que inclua dimensdes fraciondrias e seja ao
mesmo tempo apropriado para o estudo de uma classe de problemas elipticos quasilineares
que inclui o operador k-Hessiano (restrito as fun¢des simétricas) como caso particular. Como
veremos, a classe XI?P (a, 0) sera constituida por espacos de Sobolev modelado em espagos de
Lebesgue com respeito a medida Ag . Mais precisamente, seja 0 < R < oo, Para cada ¢ > 1
e 6 > 0, denotemos LZ = L‘é (0,R) o espago de Lebesgue definido pelo conjunto das fungdes
mensurdveis u : (0,R) — R tais que

R 1/q
(/ |u(r)|que) <o se 1<g<os,
0

ess sup |u(r)| < oo se g =oo.
0<r<rR

2.2)

Jullg =

Se 8 = 0, temos o espago de Lebesgue usual L] = L4(0, R) munido com a norma padrio ||u||q.

Sejam o« > 0, p > 1 e 6 > 0 nimeros reais. Denotamos W,%”D (a,0) o espago das fungdes
localmente absolutamente continuas u : (0,R) — R tais que u € L‘g e u' € Lb. Este espaco tem
a propriedade de Banach se munido com a norma

1/p
e (7 L (23)

Seja X ;’p (o, 0), ou simplesmente Xg, o fecho do conjunto

X = {u € W,}P(a,e) Slimu(r) = O}
r—R
com respeito a norma (2.3).
Devido a uma desigualdade do tipo Hardy, os espacos Xg tém propriedades importantes
que os fazem um modelo apropriado para o estudo, via cdlculo variacional, de problemas

envolvendo a seguinte classe de operadores elipticos quasilineares
Lu:=r"0 (P 24)

A classe de operadores definidas por L = L(«, 3,0) tem sido objeto de pesquisa nos dltimos
anos. Destacamos os trabalhos de P. Clément et al. [19], D. de Figueiredo et al. [24] e
J. Jacobsen e K. Schmitt [43, 44] onde vérios resultados foram obtidos sob diferentes condi¢des
nos parametros o, f3 e 6.

Para finalizar, observamos que os seguintes operadores, quando agindo em fungdes
simétricas definidas em bolas Bg C R", estdo inclusos na classe de operadores definidos por
L.

Operador o B 0

Laplaciano n—1 0 n—1
m-Laplaciano (m > 1) n—1 m—?2 n—1
k-Hessiano n—k k—1 n—1
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2.2 Notacoes e resultados preliminares

Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades dos espacos W,;"p (o, 0) introduzidos na
secdo anterior.

Seja I = (a,b) C R um intervalo. Denotaremos AC(I) ou AC(a,b) o conjunto das
fungdes u : I — R absolutamente continuas em todo compacto [c, d| C I.

Para cada 6 > 0, defina Ty : L} (0,R) — L%(0,R) por

Tou(r) = a)é/qu(r)re/q.
Note que Ty € um operador linear sobrejetivo e
lull g = || Toull s,

ou seja, Tp é uma isometria linear. Como consequéncia Lg ¢ um espaco de Banach com a
norma (2.2) e, além disso, este € um espaco uniformemente convexo, se 1 < g < oo,

Teorema 2.2.1. ng "P(at,0) é um espago de Banach com a norma definida em (2.3).

Prova: Seja (u;) uma sequéncia de Cauchy em WI% "P(0r,0). Em particular, (u) e (u}) sdo
sequéncias de Cauchy em LZ e LY, respectivamente. Podemos tomar 7 e u; tais que

ug—up em Ly e up—u em Lb. (2.5)
Em particular, existe uma subsequéncia (ukj) tal que
u;(r) =~ do(r) e w(r)—ui(r) qtpem (0,R). (2.6)
Afirmacao 2.2.1. Existe uy € AC(0, R) tal que uo(r) =1o(r) q.t.p em (O,R) e uy = u.

Seja rp em (0, R) tal que ukj(ro) — Tp(ro), sendo cada u; um elemento de AC(0, R), temos
r

uy; (r) = uy;(ro) —l—/ uﬁcj (s)ds, re(0,R). (2.7)
0]

Uma vez que u; € Lk, dado [c,d] C (0, R), segue da desigualdade de Holder

p—1

d d 1 P
/|u1(s)]ds§Hu1HLg </ (@s%) 7T ds) <o
C C

Segue-se que u1 € L} (0,R), e assim, definindo u : (0, R) — R por

loc

uo(r) =To(ro) + /rrul(s) ds, re(0,R) (2.8)

temos uy € AC(0, R). Ainda, para todo r € (0, R), usando a desigualdade de Holder

p—1

r r 1 p
/ |u;<](s) —uy(s)|ds < ||u§<j —uillp (/ (gs*) 71 ds) —0, se j—oo
ro ro

9
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em virtude de (2.5). Dessa forma, por (2.6), (2.7) e (2.8) temos
|ug; () — uo(r)| < |ug; (ro) —o(ro)| +/ up, (s) —ur(s)|ds =0, se j—oo  (2.9)
0]

Logo, u,(r) — uo(r) para todo r € (0, R) e por (2.6) temos uo(r) = uo(r) q.t.p em (0, R).
Ainda, por (2.8) ¢ claro que u(, = u; 0 que prova a afirmac@o.

Combinando a Afirmacao 2.2.1 com (2.5) vemos que uy € WRI"p(a,G) e u, — ug em
WR1 'P(a, 0) donde segue a completude. u

Observacao 2.2.1. O argumento acima permite concluir que toda funcdo u € Xé’p (a,0)
satisfaz lim,_,gu(r) = 0.

De fato, se u € Xg entdo existe uma sequéncia (1) C ng’p (a,0) tal que

}guk(r) =0, VkeN e |u— uHWIé,p(a’e) —0 se k—oo. (2.10)
Assim, a menos de subsequéncia, temos
u(r) = u(r) e wu(r)—d(r) qtpem (0,R). (2.11)
Usando integrais indefinidas como em (2.7) e (2.8) obtemos,
R
g (r0) — u(ro)| +/ We(s)—id(5)|ds = 0, se ks oo 2.12)
0]

Ainda, para todo r € (0, R), como em (2.10)
|u(r)| < ug(r)| + [ (r) — u(r)| < Jug(r)] + |ug(ro) — u(ro)| +/r |y (s) —u'(s)]ds.

Portanto, usando (2.10) segue

i ()] < () — )|+ [ ()~ ()1 s

r—R
Agora, fazendo k — oo acima e usando (2.12) concluimos a prova da Observacao.

Teorema 2.2.2. Suponha 1 < p < . Entao, WRI’p (o, 0) é separdvel, reflexivo e uniformemente
convexo. Em particular, o mesmo vale para o subespago fechado X;’p (a,0).

Prova: Seja | < p < eo. Lembramos que o espago LP(0, R) x LP(0, R) é separavel, reflexivo e
uniformemente convexo se munido com a norma

=

1t V) llrserr = (lllZy + [V]175)

Para «, 6 > 0, considere a aplicacdo Ty ¢ : WRI"p(a, 0) — LP x LP dada por
Toou = (wé/pu(r)re/l’, a)é/pu/(r)ra/p> )

10
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Para cada u € Wy'? (e, 8), é claro que
etz = g0y

Segue que Ty 9 € uma isometria linear. Sendo W,;"p (a,0) completo, segue que este é
isométrico a um subespaco fechado de L”(0, R) x L”(0, R). Uma vez que as propriedades de
separabilidade, reflexibilidade e convexidade uniforme sdo mantidas para subespagos fechados
e preservadas por isometrias, segue o resultado. ]

O estudo dos espagos WI% "P(at,0) pode ser feito sob virias condi¢des nos parimetros ., p
e 0. Para uma abordagem sistemdtica, destacamos dois casos com comportamentos bastantes
distintos: O caso Sobolev, quando vale a condi¢ao

la—p+1>0]

e o caso Trudinger-Moser, se vale a condi¢ao

la—p+1=0.]

Esta nomenclatura ficara clara nas se¢des seguintes.
Em nosso trabalho estaremos interessados principalmente no caso Trudinger-Moser, no
entanto, o caso Sobolev serd de grande ajuda em nossos resultados.

2.3 Desigualdade de Hardy e inclusoes de Sobolev para X é’p (a,0)

Nesta se¢do estabeleceremos algumas desigualdades do tipo Sobolev para os espacos Xg. Como
veremos adiante, este problema estd relacionado com desigualdades do tipo Hardy para fungdes
absolutamente continuas. Inicialmente, vamos introduzir algumas notacdes e resultados que
aparecem em [47]. Para cada intervalo (a,b) C R denotamos por W(a, b) o conjunto das
fungdes mensurdveis, positivas e finitas q.t.p em (a, b). Ainda ACg(a, b) denota o espaco
das fungodes u € AC(a,b) tais que lim,_,,- u(r) = 0. Uma questdo interessante abordada por
B. Opic e A. Kufner em [47] foi a seguinte:

Sejam p, q > 1 niimeros reais e v, w € IW(a, b). Sob que condi¢des em p, q, a, b, v e w existe
uma constante C > 0 tal que a desigualdade

b 1/q b 1/p
</ |u|qwdr) <C (/ |u’|pvdr) (2.13)

seja verdadeira para toda u € ACg(a,b)?

O problema acima pode ser traduzido em uma desigualdade do tipo Hardy. A questdo
crucial é determinar condi¢des para que o operador linear Hy : LP(a,b;v) — Li(a,b;w)
definido por

)= [ s @14

esteja bem definido e seja continuo. Aqui, LP(a, b;v) é a notagdo padrdo para o espago de
Lebesgue com peso, veja [47, p.45]. A continuidade e a compacidade do operador Hz podem
ser determinada pela andlise das seguintes constantes e funcdes auxiliares:

11
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(i) Paral < p<g<oo e v,w € W(a,b), defina a fun¢do Fx : (a, b) — [0, 0] por
r 1/q b , 1/p
Fr(r) = Fx(r;a,b,w,v,q,p) = (/ w(s) ds) (/ vITP (s) ds) (2.15)
a r
e ainda By € [0, 0] por

Br = Bgr(a,b,w,v,q,p) = sup Fx(r). (2.16)

a<r<b

(ii) Paral <g < p <o e v,w € W(a,b), defina Ax = Ax(a, b, w, v, q, p) € [0,0o0] por

Ag = {/ab [(/arw(s) ds)]/q (/rbvlp'(s)ds)l/q]mvlP’(r)dr}l/m, 2.17)

onde
1 1 1 1 1 1 1

p p q g m q p

Com esta notacdo, B. Opic e A. Kufner mostraram que o operador Hr € continuo se, e s se,
Br € finito ou se, e sO se, Ag € finito conforme 1 < p < g < oo oul < g < p <oo. Além disso,
para 1 < p < g < oo, Hy € compacto se, € somente se,

Br(a,b,w,v,q,p) <eo e lim Fx(r)= lim Fz(r) =0. (2.18)

r—at r—b~

Ja no caso em que 1< g < p <oo, Hg é compacto se, € somente se,
Ar(a, b, w, v, q, p) < . (2.19)

Para mais detalhes sobre estes resultados, veja [47][p. 65 e 83].
Nas secOes seguintes, iremos usar os resultados acima para determinar condi¢des sobre
o, p, 0,K, g e R para as quais X,é’p(oc, 0) estd incluso em LY.

2.3.1 Inclusdes X, (o, 0) — L

Nesta se¢ao vamos considerar desigualdades de Sobolev para Xz no caso limitado, ou seja,
0 < R < 0. Nosso primeiro resultado € o seguinte

Lema 2.3.1. Suponha que ¢, p, 0 sdo tais que 6 > a — p. Entdo a norma ||u||W1ﬁp(a 0) definida
R ’

em (2.3) é equivalente a norma do gradiente

|u 1,Lb, = HM/HL’&

no subespago X;’p (a,0). Em particular, no caso Trudinger-Moser estas normas sio
equivalentes para todo o, 6 > 0,e p > 1.

12
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Prova: Desejamos verificar que existem constantes positivas a e b tais que

allullg, < Nullyy g gy < Dl |z

paratodou € X Ié’p (a,0). A existéncia da constante a segue imediatamente da defini¢do (2.3).
Para garantir a existéncia de b, vamos verificar que existe C > 0 tal que

R R
/ u(r)|PdAg < C / 1 () PdAg (2.20)
0 0

para todo u € ACr(0,R). De fato, como vimos na se¢do anterior, a existéncia de tal C > 0 é
equivalente mostrar que By, definido por (2.16), € finitocoma=0,b =R, w = @y o, v = wyr*
e p = ¢q. Um célculo direto fornece

1/p
—1 041 p-a-l  6-at
k1 (# (rPtIRpP?I —r Pa1p>) se OC—p—i—l?éO»

ky(rpTIn— se a—p+1=0,
r

Fr(r) =

onde k; = (g /0y (6 +1))/P. Uma vez que estamos supondo 8 > o — p, em todo caso, temos
Br = supg.,.g Fr(r) finito e vale (2.20). Finalmente, visto que ACg(0,R) N Xg € denso em Xg
segue o resultado. [

Em geral, a propriedade de convexidade uniforme ndo é preservada por normas
equivalentes, sendo assim faz-se necessario destacar

Corolario 2.3.1. Suponha 1 < p < e 6 > o — p, entdo Xlé’p(a,e) é um espaco
uniformemente convexo munido com a norma || - ||, -

Prova: Usando o Lema 2.3.1 vemos que Xg € um espago de Banach com a norma || - [|; ;».
Defina, Ty, : Xg — LP por
Tou= a)é/pr“/p .

E claro que
| Tou|r = ||””1.,L5’5-

Logo, o resultado segue como no Teorema 2.2.2. ]

2.3.1.1 Caso Sobolev

Nessa se¢do apresentaremos estimativas para os espacos Xg no caso Sobolev.

Teorema 2.3.1 (Estimativas para XI% P(a,0), a — p+1>0). Suponha que 0 < R < 0. Sejam

Kk>0eue Xé’p(a, 0) com a — p+ 1 > 0. Entéo, existe uma constante C > 0 que independe
de u tal que
leell g < Cll'll, (2.21)

desde que o, p, K e g satisfagam uma das alternativas seguintes:

13
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(i) kx>a—p e qge(l,p,ou
(i) k<a—p e qge(l,pY),

onde

*

; (k+1)p
=p"(a,p, k)= —2—.
p =p(ap,K) p——
Prova: Por densidade € suficiente provar (2.21) para u € ACg(0,R) N Xg. De acordo com (2.13),
(2.16) e (2.17) o estudo da existéncia de C em (2.21) para u € ACr(0,R) pode ser feito através
dos valores B € Agx coma =0, b =R, w = @,r*, v = wyr*. Suponha o — p+ 1 > 0, entdo
um cdlculo direto fornece

p—oa—1, p'(k+1) P(x+1)  p—a—1

1/p
FR(”):KI(’” p—1 ¢ —r 4 R 1 ) , 1<p<g<eo, (2.22)

onde K| é uma constante positiva. Além disso, para 1 < g < p < oo,

r 1/q R 1 1/4 Lﬂ_i_a(l—p’)-o-l
([ @) [Mow 7 as) T =o( T,
0 r

quando » — 0. Portanto,

Ap = ( /0 e dr) p’"’q, com  f(r) = O(")

onde . . N
K-+ a(l—p')+
p="1 L P o ’,’) +a(l—p). (2.23)
pP—q q pP—dq q
Logo,
Ag é finito & P+1>0. (2.24)

(i) Se ¥k > ¢ — p temos p* > p. Portanto, a andlise de (2.21) é feita através de Bgr. Mas por
(2.22) este € finito para todo g € (1, p*].

(ii) Se k¥ < ox — p temos p < p*. Assim, analisamos (2.21) por Az. No entanto, combinando
(2.23) e (2.24) temos

Ag éfinito & P+1>0

o
s ktl-—24 950
2
(k+Dp _
< —"==p. 2.25
I<ag—p+1 P (2.25)
Logo, (2.21) vale para 1 < g < p*. |
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Definicdao 2.3.1. O expoente

*

K+1)p
= p(a, ,K———(
p p (o, p,x) o—p+l

é chamado expoente critico para a inclusido
l,p q
Xz (a,0) — L.
Como consequéncia do resultado anterior, temos o seguinte

Corolario 2.3.2. Sejam R > 0 e k > 0 nimeros reais. Suponhaquex —p+1>0e6 > o — p.
Entao,

(i) Se k> & — p, ainclusio Xy (at,0) — L% é continua para g € (1, p*]
(ii) A inclusdo Xé’p(a, 0) — Ll é compacta para q € (1, p*).

Prova: Note que, pelo Lema 2.3.1, a norma || - le,p(a € equivalente a norma || - [|; ;».
R ) ’

6)

(i) Segue imediatamente de (2.21) e do item (i) do Teorema 2.3.1.
(ii) Defina Hy : L5, — L% por

(Hgu)(r) = /rRu(s) ds.

Afirmacdo 2.3.1. O operador Hg é compacto para todo q € (1, p*).

Se Kk > a — p, vale p* > p. Usando (2.18), para 1 < p < g < o, Hz é compacto se, e
somente se, By € finito e
lim Fx(r) = lir%FR(r) =0. (2.26)
r—

r—0
Portanto, segue de (2.22) que Hy é compacto, quando p < g < p*.
Se Kk < o0 — p, vale p* < p. Por (2.19), para 1 < g < p < oo, Hz é compacto se, e somente se,
Ag é finito. Assim, segue de (2.25) que Hy é compacto para g € (1, p*). Isto prova a afirmagio.
Agora, para toda u € Xg temos

u(r) = / _i(s)ds qrpem (0.R).

Portanto, o operador inclusdo i : Xz < L% pode ser expressado pela composi¢io i = Hgo T,
onde T : Xg — LI& é 0 oposto do operador diferenciagdo, isto é, Tu = —u’, o qual é claramente
continuo. Logo, i : Xg < L. é compacto para g € (1, p*). ]
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2.3.1.2 Caso Trudinger-Moser

Neste secdo vamos provar algumas estimativas do tipo Sobolev para o caso Trudinger-Moser.

Teorema 2.3.2 (Estimativas para X;’p(oc, 0),a—p+1=0). Sejam R >0, k>0, a >0 e
p > 1 nimeros reais. Suponha que o — p+ 1 = 0. Entao, existe uma constante C > 0 tal que

lull g < Cll|I 12, (2.27)

para todo u € Xé’p(a, 0)eqge(1,00).

Prova: Seja u € ACz(0,R) N Xg. Como no Teorema 2.3.1, vamos analisar os valores Br e Ag
coma=0,b=R, w= 0r*, v = wgr®.
Para ¢ — p+ 1 = 0, um célculo direto fornece

Pe+l) R

Fa(r) = K (rq ln7) "o l<p<g<oo (2.28)

onde K3 é uma constante positiva. Por outro lado, para 1 < g < p < oo,

Q=
<=

plg=1)

R R - (k+1)
Ar = K3 / (ln—) o r P*qp_ldr
0 r

onde K3 é uma constante que depende de o, p, K € g. Fazendo a mudanca s = ln§ obtemos

K+l ° pla=l) _(k+lp
Ar = K3R ¢ / s 4 e pr4-ds
0

1
p

Q=

Finalmente, fazendo
(k+1p_

P—9q
_1
P

1
_ ([ (=D o 1
AR:K3{/ T le—fdr} p:K3{F(u)} , (2.29)
0 P—q

onde I'(x) = [5°+* e, x > 0 é a fungiio gamma de Euler e K3 é uma constante que depende
apenas de o, p, K, g e R.

Agora, seja g € (1,00). Se g € [p, ) segue de (2.28) que Bz = supy.,.g Fr(r) finito e vale
(2.27). Além disso, se g € (1, p), segue de (2.29) que A é finito e vale (2.27). [ ]

)

segue-se

-
Q=

Corolario 2.3.3. Sejam R > 0 e k > 0 nimeros reais. Suponha que oo — p+ 1 = 0. Entao, a
inclusdo X" (e, 0) — LY é compacta para g € (1, ).
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CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

Prova: Pelo Lema 2.3.1, a norma | - [|1.» € equivalente a norma || - [|; ;». Logo, segue do
R )

(e,0)
Teorema 2.3.2 que vale a inclusdo i : Xg < L. Vamos verificar que esta inclusdo é compacta.
Definimos o operador Hy : L5, — L% por

(Hit) () = / * u(s) ds.

Argumentando como no Coroldrio 2.3.2 € suficiente verificar que Hg € compacto para g €
(1, 00). No entanto, visto que por (2.28) temos By finito e lim, o Fr(r) = lim,_,g Fr(r) =0
segue que Hy compacto para g € [p, ). Ainda, por (2.29) temos A finito e, assim, Hy é
compacto também para g € (1, p). |

2.3.2 Inclusdes do tipo Sobolev X’ (o, 0) < LY

Nesta se¢do iremos estabelecer algumas desigualdades de Sobolev para XP (a,0). Como na
secdo anterior, a andlise da inclusdo do tipo

X5P (0, 0) < LY

serd realizada por meio do estudo dos valores Az € Bg paraa =0, b = oo, w = @,r*, v = 0y r?.
Para estes dados € facil verificar que Az = oo. Assim, vamos considerar apenas o caso
I<p<g<oo.

Lema 2.3.2. Suponhaa—p+1>0ek > o — p. Entao Xa" (0, 0) — L% continuamente, com
q=rp*(a,p,K).

Prova: Note que a condicdo kK > a — p implica que p < p*. Paraa =0, b = oo, w = @1,
v = Wy r® um célculo direto fornece

K+1+P*IX*1

Fr(r)=Kr « P, re(0,00),
com K dependendo apenas de &, p, K e g. Segue-se que

Br = sup Fi(r)

0<r<oo

é finito se, e somente se, ¢ = p*(a, p, k). Portanto, existe uma constante C > 0 tal que

lull o < Clladllpg, < Cllullyro g gy ¥ 10 € Xe(et,6).

L% 0)’

Teorema 2.3.3 (Estimativa Xolo’p(a, 0),a—p+1>0). Suponhacx —p+1>0e6>a—p.
Entao a inclusao
XLP (0, 8) < LY

é continua para todo p < q < p*(a,p,0).

17



CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

Prova: E claro que Xo” (o, 0) < LY. Ainda, pelo Lema 2.3.2, temos X&P (0, 0) — L’;*. Logo,
dado u € Xolo’p(oc, 6) temos u € L} ﬁLg*. Assim, dado p < ¢ < p*, escolha 0 < 7 < 1 tal que

1_1 1—71

+—
q p p*

Usando o Lema 2.3.2 novamente e a desigualdade de Holder temos

T+1—7

T 1—7 _
Julzg < el " < Cll A5 7 o) = Clllytoe )

2.4 O espaco dual de X, (ct, 6)

Nesta secdo daremos uma caracterizagdo para o espaco dual de X,%’p (a,0).

A proposi¢ao seguinte € um resultado cldssico na teoria de medida e integracdo e é vélida
para medidas mais gerais do que Agy; veja por exemplo [11]. A prova que iremos apresentar
aqui segue as linhas daquela em [14] e exporemos apenas por completude e para fixar a notacao
que usaremos nos resultados posteriores.

Se X é um espago vetorial normado, denotamos por X* o espago dual de X.

Proposiciio 2.4.1 (Representagdo de Riesz). Sejam 1 < p <eo, 8 >0e f € (Ly)*. Entdo existe

uma tnica funcdo v € L’(;/ tal que
R
flu)= / uvdAg
0
e além disso,

171y = ¥l

Prova: Considere operador T : L’é, — (L5)* que associaa cada v € LZ, o funcional T, : Lj — R
definido por

R
Tou= / uvdAig.
0
Usando a desigualdade de Holder temos

Tl < llull g VIl Vs € L.

Segue que 7, € (L)* com
Tl < Ml

Por outro lado, para cada v € LZ/ escolhendo ug € Lg definido por

uo(r) = { v(r)? =2u(r), se v(r)#0
0, se v(r)=0.

18



CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

Segue que
| Tyuo|

Juollzs

T D\ % > = ||V .
1Tl gz = IV,

Portanto,

/
HTVH(LP =, VVELI(;.
o) 24

Resta verificar que o operador 7' € sobrejetivo. Para isso, seja E = T(LZ,). Sendo Lgl completo
¢ suficiente provar que o subespaco fechado E é denso em (LZ)*. Pelo Teorema de Hahn-
Banach E € denso desde que o tnico funcional g € (L‘Z)** tal que g(E) = 0 seja o funcional
identicamente nulo. Assim, seja g € (Lp)** tal que

g(T,) =0, Vve Lg.

A reflexibilidade de Lf implica que g(T;,) = T, (ug) para algum ug € Lj. Portanto,

R /
/ ugvddg =g(T,) =0, Vvell.
0

p—2

Escolhendo v = ug “ug na igualdade acima vemos que ug, = 0 e, portanto g = 0. ]

O espago dual de Xé’p (a, 0) sera denotado por X, Lp l(oc ,0). Argumentando ainda como
em [14], provaremos o seguinte:

_ / . / / .
Teorema 2.4.1. Seja f € X; 7 (o, 0). Entdo existem wy € LY ew; € LY tais que

R R
f(u)z/0 MWOd/leJr/O Wwiddg, YVueXy’(a,6) (2.30)

p/ p/ L/
1l 17 (.00 = (HWo||L§/ + [lwi HLg/)" :
Além disso, quando R < e e 8 > ot — p, podemos tomar wy = 0.

Prova: Considere Z = L} x Lp, equipado com a norma

1

e, )iz = (Jully +Iv17, )

e a isometria linear T :X;’p(a, 0) — Z dada por Tu = (u,u’). SejaY = T(Xg) C Z equipado
com a norma de Z e defina o funcional linear g : ¥ — R por

8(Tu) = f(u), VueXg. (23D
Temos g € Y* e ainda
lely-= sup |g(Tu)l= —sup |f@)]=lflly 1 o g
| 7ulz=1 el 1 )= A
(@,



CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

pois T € uma isometria. Pelo teorema de Hahn-Banach podemos tomar G € Z* tal que

G(w)=g(w), VweY e |Gz = (2.32)

||f||XR_1’p,((X,9)'
Considere iy : Ljj — Z e iy : Ly — Z definidos por
i1(u) =(u,0) e ir(v)=(0,v).

Agora, sejam Py € (L)* e P, € (Ly)* definido por P = Goij e P, = Goiy. Pelo teorema de

/ /
representacio de Riesz podemos tomar wg € L‘Z e wy € Lb tais que

R R
Py (u) :/ uwopdly e P(u)= / uwy dAg.
0 0

Note que, dado z = (u,v) € Z temos G(z) = P (u) + P(v). Isto é,

R R
G(u,v) :/ uwqy dig —l—/ vwy dAg.
0 0

Em particular, usando (2.31) e (2.32), dado u € X temos

R R
f(u)=G(Tu) = P(u) + P,(u) = /0 uvy dig +/0 u'vy dAg

o que dd a férmula de representacdo (2.30). Além disso, pela desigualdade de Holder

/ ;oL
G(u,v)| < ||MHL‘ZHW0HL1(;’ Hlvlizglwil < M)z (IIWon,e,f + |’W1|Zg')”'7

para todo (u,v) € Z, donde

/ oL
1Gllz- < (I!Wol!ig + HWllzg/)"'-

Por outro lado, seja z = (ug,u;) € Z onde, para j =0, 1

uj(r) = { Wiy i), se wilr) £0
0

0, se w;(r)=

Assim,

/ /

HuoH’L’g = HWOHig/ e |ully, = HWlHZg-
Portanto,

4 4

Gluoyur)] ||Wo||L5/+||W1IIL$/

— p o1
H(I/loaul)HZ (||w0||ig/+||wl||ZpI)P

p/ p/ L/
= ({|lwo + (w1 P
(ol + 7y
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CAPITULO 2 Espagos de Sobolev Xg

Segue que

_ 4 PNy

1Gllz: = Chwoll, - lwrll )

e usando (2.32) o mesmo vale para || ]|, -1,/
R

(a.0)"

Se0<R<oeB>a—p,temos pelo Lema 2.3.1 que a norma || - HWI’p((X é equivalente
R )

0)
anorma || - ||, ;» sobre o espago X,%’p (a,0). Considerando X,%"p (a,0) equipado com a norma

[I1ly, 1z € aplicando o argumento anterior com Z = LheT: X,%’p — Z dada por Tu = u/, obtemos
o resultado com wqg = 0. [ |

21



CAPITULO 3

Desigualdades do tipo Trudinger-Moser para os
espacos de Sobolev X, (ct, 6)

O objetivo deste capitulo € fornecer algumas desigualdades do tipo Trudinger-Moser para
a classe de espacos de Sobolev Xli,’p (a,0). Estas desigualdades generalizam os resultados
classicos permitindo incluir dimensdes fraciondrias. Além disso, analisamos a optimalidade
das desigualdades obtidas exibindo suas constantes 6timas.

3.1 Introducao

Considere Q C R", n > 2 um dominio com fronteira regular e seja W7 (Q) o espago de Sobolev
munido com a norma Hqup = [|[Vul|5 + ||u||5, onde || - ||, representa a norma padrdo dos

espagos de Lebesgue LP(Q), p > 1. Seja Wol"p (Q) c WIP(Q) o completamento do espago
CZ(Q) com respeito a norma ||u||; ,, onde CZ°(Q) é o espago das fungdes de classe C* e
com suporte compacto contido em . Como observado no Capitulo 1; para 1 < p < n,
as desigualdades cldssicas de Sobolev garantem as inclusdes continuas Wol’p (Q) — L1(Q)
desde que p < ¢ < p* :=np/(n— p). No caso limite p = n temos WOI’"(Q) — L9(Q) para
p < g < o0, porém, um exemplo simples mostra que WO1 Q) ¢ L2(Q). Se Q € limitado,
anorma |[u||1 , é equivalente & norma de Dirichlet ||Vu||,; neste caso, trocando os espagos de
Lebesgue pelos espagos de Orlicz, N. Trudinger provou que WO1 "(Q) < Ly (€2) continuamente,
onde o espago de Orlicz Ly(Q) é determinado pela fungdo ¢(r) = etV 1 Mais
precisamente, N. Trudinger mostrou que ||u||¢ < C||u||1,, para todo u € WOI’"(Q), onde | - [[¢
denota a norma de Luxemburgo definida como o infimo do conjunto dos valores k£ > 0 tais que
Jo ¢ (|u|/k) dx < 1. Em particular, existe pt > 0 tal que [ ¢ (ut|u|)dx <1 paratodo u € Wol’"(Q)
com ||Vul||, < 1. Este resultado foi aprimorado por J. Moser que encontrou a melhor constante
u provando o seguinte: Para qualquer 4 >0eu € WOl P (Q) temos exp(p|u|m1) € L' (Q). Além

disso,
o < <u,
W, "(Q) ¢ | Vulp <17 H = Hn,

onde |Q| denota a medida de Lebesgue de Q em R" e
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CAPITULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

Estimativas da forma (3.1) s@o conhecidas como Desigualdades do tipo Trudinger-Moser e
constituem um tema de pesquisa atual. Indicamos [25, 26, 53] e suas referéncias, para o leitor
interessado em um aprofundamento nesse tema.

Existem vdrias extensOes para a desigualdade em (3.1). Em particular, Adimurthi e
Sandeep [5] provaram uma versdo singular da desigualdade de Trudinger-Moser: Seja Q C R"
dominio limitado com fronteira regular, com 0 € Q e ¢ € [0, n). Entdo,

eHlul T |
dx < oo, Yuew,"(Q) e u>0. 3.2
/Q BE 1"(Q) e u (3.2)
Além disso,
lul 7T c
sup / e—adx§C(n,G)|Q] se, € sO se, ﬂ—f——é 1. (3.3)
Vul,<1/Q 1] T

As formulagdes para os supremos em (3.1) e (3.3) ndo sdo aplicdveis se a medida de
Lebesque || for infinita; portanto, na formulacdo (3.1), a desigualdade de Trudinger-Moser
nao pode ser abordada para dominios ilimitados. No entanto, no caso em que = R", Cao [15]
paran =2 e J. M. do O [30], para n > 2, provaram que A, (ulu|77) € L'(R") para todo u > 0
e u € WH(R"), onde

n—2 X/
An (.X) = ex — .
— jl
j=0
Além disso, se i < Uy e ||u||, < M, existe uma constante C(n,M, ) > 0 tal que

sup [ A(klu[7T)dx < C(n, M, ).
V<1 /R

Mais recentemente, S. Adachi e K. Tanaka [1] provaram a seguinte versao invariante por escalar
da desigualdade de Trudinger-Moser: dado u € (0, u,) existe uma constante C(n, i) tal que

u )7 RSN L
/nA"<“<kun> )‘“SC( ey e VTEINO

O objetivo deste capitulo € estender esses resultados para os espagos de Sobolev Xli,’p (a,0)
permitindo considerar dimensdes fraciondrias.

Ressaltamos que nossos resultados podem ser aplicados para o estudo, via métodos
variacionais, da familia de problemas elipticos quasilineares

Lu+f(u)=0 em (0O,R),

u>0 em (0,R),
u'(0) =u(R) =0,
onde Lu = —r 0 (r*|u/|Pu’)’, com B,6 > 0e o —B —1 =0 e a funcio f(s) tem crescimento

critico exponencial.
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CAPITULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

3.2 A integral indefinida de uma funcdo em L7 (0, )

Nesta se¢do vamos fornecer uma estimativa uniforme para integrais indefinidas de fun¢des em
um subconjunto limitado Kg C L”(0,0). Inicialmente, vamos fixar algumas nota¢oes. Para
cada 6 > 0e p > 2, definimos Kg por

Ks = {y/eLP(O,oo); /”\st < 5}.
0

Agora, para cada ¢ > 0 fixado, denotamos L(c, d) por

oo t
L(c,6) = sup exp (c/ 1//(s)ds—t> dr.
0 0

yeKs

Sejam I'(x) = [;°t* le~"ds, x > 0 a fungfio gamma de Euler e W(x) = I"(x)/I'(x) a fungdo
digama. As seguintes propriedades a respeito destas funcdes especiais podem ser encontradas
em [3, Theorem 1.2.5]:

> (1 1 N -
Y(1) = —v, ‘I‘(x)—‘P(l)zZ(———) e lP(X)_k—;()(x—'—k)z (3.4)

k
y= lim (Z 1 —logk>
J

k—yoo | 4=
j=l1
¢ a constante de Euler. Com esta notagc@o temos o seguinte resultado
Lema 3.2.1. Paracadac > 0e 6 > 0 o supremo L(c, §) satisfaz:
(a) L(c,d) é finito.

(b) L(c,8) é atingido por uma fungio y € KsNC' comy >0e y #0

(©) L(e.5) < exp (<ij1>1)—1 5 L (p) +y) |

Prova: (a) Pela definicdo de L(c, §), podemos trocar y por |y| sem diminuir a integral. Assim,
vamos supor que ¥ > 0. Fixado v € K5 e A > 0, para cada t > A a desigualdade de Holder

fornece
p—1

t _
/ w(s)ds < SPAF + 80 (1—A)T .
0

Note
! 1 p-1 1
/l;/(s)dsg&’t e limx »=0.
0

X—r00

Logo, escolhendo N > 2”¢P§ + A podemos escrever

t 1 op-l t—A
c/ y(s)ds <cOorA P —1—7, paratodo > N.
0
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Portanto, dado € > 0, temos
o Ll 4 N
/ VOt < 9ee8PAT 4 oY oy ks, 3.5)
N
desde que escolhamos
£ 1 p-l
N = max{2/c§ +4,~2log 5 — A 1 2c87A" ).

Por outro lado, para qualquer y € Kg a desigualdade de Holder fornece

p—1

N se t<N.

=

t
| wioas<s
0
Portanto, combinando isto com (3.5) concluimos que L(c, §) € finito.

(b) Para cada y € K§, denotaremos

I(w):/:exp (c/ot l//(s)ds—t> dt e In(y) :/ONexp (c/ot l,l/(s)ds—t) dr.

Seja (y;) C Ks uma sequéncia maximizante, isto é, I(y;) converge para L(c,0). Em
particular, (y;) é limitada em L”(0,), e por reflexibilidade, a menos de um refinamento para
subsequéncia, temos y; — Y em LP (0,00). Além disso, a semicontinuidade inferior da norma
na topologia fraca garante Y € Kg5. Sendo assim, para cada N > 0 temos

Vilon = Yol em LF[O,N].

Assim, a caracteriza¢do da convergéncia fraca em L”[0, N| (veja [58, Theorem 11]) nos fornece

t t
lim/ l,llj(s)ds:/ Wwo(s)ds, Ve [0,N].
0 0

J—reo
Relembramos que

1 _
/ wi(s)ds < SPN"7 em [0,N)].
0

Assim, dado € > 0, escolhemos N satisfazendo (3.5) e usando o teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue, obtemos

Tim Iy () = In(vo) = In(yj) — €,
para j grande o suficiente. Isto em conjunto com (3.5) implica em

I(yo) > In(wo) > In(y)) —& > I(y;) —2¢.

Fazendo j — oo, obtemos
I(yp) > L(c,0) —2e.
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Sendo € > 0 tomado arbitrario, temos

I(yo) = L(c, ).

Para verificar que y # 0 € suficiente mostrar que I(yp) > 1, pois 1(0) = 1. Para isso, dado
€ >0, defina ¢ : (0,00) — R por

857 O<S<1
1
e’ ’ 2(8—¢)
= - (s— <5< N =
Vel(s) (8 2(5—3)“ 1)) S lSs<I+ T (3.6)
0, s21+2(88—£)

Temos [, |We|’dt = & para qualquer € > 0 e, portanto W € Ks. Agora, dado ¢ > 0, escolha
£ > 0tal que ce!/? = 1. Assim,

1 ‘ °° t
I(yo) = L(c,8) = I(ye) = /0 el Ve()ds gy 4 /1 e JoVe(s) 4= g

= 1+/wecf5 Vel gy
1

> 1.

Resta verificar que yq pode ser escolhida de classe C'. Para isso, note que

oo t
L(c,0) = sup [ exp <c/ y(s)ds— t) dr
0 0

YeSs

onde
o= {werpe: [vora=sh

Pelo teorema de multiplicadores de Lagrange, existe uma constante p > 0 tal que

oo " 1 oo
[ eswono (/O <p<s>ds) a=p [ WP w00 dr, ¥ g € L7(0,20).

Em particular,

/0 Tl w1y ) dr — p /O TP 2w (O (1) di, YheCH(0,0).  (3.7)

1 . . . z
Um vez que e¢ Jovo(s)ds—t ¢ yma funcdo continua, sua integral indefinida F(¢) é de classe C' em

(0,00) e satisfaz
F'(t) = e“lovols)ds—t, (3.8)
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Assim, por (3.7) concluimos

| FO+plw@r2w@)n @ = [ (FOR O +F0n) d
_ /wi(F(t)h(t))dt:0
o dr

pois h € C(l) (0,0). Portanto, pelo lema de Dubois-Reymond, podemos escrever

F+p|wol” v =C q.tpem (0,%). (3.9)

Assim, a fungio @ = C — F é de classe C' e satisfaz ¢ = p|wo|?2yp q.t.p em (0,%0). Note
ainda que @ € estritamente decrescente, visto que @' = —F’ < 0 em (0,00). Ainda, yp > 0
implica @ > 0 q.t.p em (0,e). Afirmamos que ¢ > 0 em (0,c0). De fato, se ¢(ty) = 0 para
algum #p > 0 entdo @(t) = ftg ¢'(s)ds < 0 para qualquer ¢ > fyp o que contradiz ¢ > 0 q.t.p em

(0,00). Logo, @ >0e y(t) = (q)/p)l’%' (t) uma fungio de classe C' satisfazendo W = yp q.t.p
em (0,%0) e I(y) = I(yy). Portanto, podemos tomar uma fungio w € C! como extremal de
L(c,9).

(c) Usando a expressdo para ¢’ = —F’ em (3.8) € a equacdo (3.9) vemos que y satisfaz

ecfé y(s)ds—t _ )'OW/(I)(II/(t))p_z

para alguma constante Ag. Fazendo v(t) = ¢ [ w(s)ds —t, a equagdo acima pode ser escrita
como

") = (1) (14v (1)) (3.10)
onde A = Apc!~P. Além disso, v satisfaz
/000(1 +V()Pdt =cP5, v(0)=0, V(o)=—1 e v(wo)=—oco. (3.11)
Usando integrag@o por partes segue por (3.10)
et :%(1+v’(t))p—1%(l—l—v'(t))p_l—{—C. (3.12)

Por (3.11), fazendo t — o obtemos C = 0. Portanto, combinando a equagdo acima com (3.10),
segue

1 2 1
Vi) =—(1+V (1)) ——— (14+V(2)).
()= (147(0)* == (14V()
Integrando temos
P\ -1
1+v’(t):L(1+Beﬁ) : (3.13)
p—1

onde B > 0 € escolhido tal que

P — / (1+/(1))Pdr. (3.14)

0
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Combinando (3.13) e (3.14); e fazendo a mudanca de varidvel u = 1 +Beﬁ, obtemos

rs — (P oy [ 1 u—= (L i, _ 1
w0 = G e G L e e
> ()= 1) llog(1+1/B) = (¥(p) +7)], (3.15)

onde, nesta dltima estimativa, usamos as propriedades da funcdo digama destacadas em (3.4).
Por outro lado, fazendo r = 0 em (3.12), usando (3.11) e (3.13), podemos escrever

p p—1
A (LN A p_ 1 . (3.16)
p\p—1 1+B p—1\p—1 1+B

Levando em conta (3.11), (3.13) e integrando em (3.10) segue

= A red _ A 1 \*!
v(t) gy — e PN P P
/0 e'\dr p—l/o dt( +V/(1))"dr . <p—1 1+B) ,

a qual junto com (3.15) e (3.16) fornece a estimativa desejada. [
A seguinte consequéncia do Lema 3.2.1 fornece uma estimativa que desempenhard um
papel chave em nosso trabalho. Este resultado ainda serd usado nos capitulos seguintes.

Corolario 3.2.1. Sejam p > 2, a > 0 e 6 > 0 nimeros reais. Para cada fun¢do w continuamente
diferencidvel por partes comw >0 e [°|w'|Pdr < & temos

oo _ pfl P
/ eW”f)—fdrgqu(“)‘“;eXp((p 1) ‘ Y”+‘P(p)+7/>,

1— &1 p P

onde Yy, =0(1— SV =IN1=r ¢ = qwi=1(a) e q é 0 expoente conjugado de Holder para p.
Prova: Seja w uma funcdo como acima. Fazendo
x=t—a, Yx)=wx+a)—w(a)

claramente temos
w(t) = y(x) +w(a), Vx > 0.

Paral <g<2ed>0,temos (s +d)? < di+qd? s+ |s|? para s > —d. Assim, visto que
w > 0, obtemos

w(t)? = (W) +w(a)? < wla) +qw(a)™ y(x) + |y ). 3.17)

Uma vez que y(0) =0 e [;°|y'|’dx < &, a desigualdade de Holder fornece |y(x)|7 <
§/(P=Vx. Portanto, (3.17) implica em

(oo} (o} L
/ Mg < / (@) +qw(@) y(0)+87 T x—(x+a) 4,
a 0

_ e L / 7 o) vy,
| — &m0
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onde y = (1 —8YP=D)x, ¢ = gw? ' (a) e o(y) = y(x). Agora,

wlp__ll_p/wlp
| eras=(1=577) " [Ciyrac <y,

e o resultado segue do item (c) do Lema 3.2.1. [

3.3 Desigualdade de Trudinger-Moser para X é’p (a,0)

Nesta se¢@o vamos estabelecer uma generalizacao natural da estimativa de J. Moser (3.1) para

os espacos de Sobolev X,;’p(oc, 0) com 0 < R < = ¢ sob a condi¢do o — p+ 1 = 0. Neste caso,
como vimos no Coroldrio 2.3.3, paratodo k > 0e g € (1, =)

XaP(,0) — L

compactamente. Além disso, quando o¢ — p+ 1 > 0 e min{x,0} > o — p, foi estabelecido no
Corolério 2.3.2 que

(k+1)p

a—p+1

continuamente e (formalmente) p* — o quando & — p+ 1 — 0. Apesar destes fatos, para
a—p+1=0e0 <R < oo, escolhendo

u(r) =1In(In(eR/r))

XpP(a,0) = LL, 1<q<p‘=

vemos que X ;’p (a,0) ¥ LY. No entanto, provaremos que

R _p_
ue Xy (a,0) implica / e d < oo.
0

Mais precisamente, provaremos a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser:

Teorema 3.3.1. Sejam ox > 1, p > 2 e k, 8 > 0 niimeros reais. Suponha que o0 —p+1 =0,
_P_
entio exp(|u|71) € LY para quaisquer u € X,il,’p(a, 0) e u > 0. Além disso,

R h < <
sup / e/J|M|1 ldl;( { :oco(a7‘uaK)|BR|K zz u ;.LLOC.,K‘ (318)
ueXg” (0, 0):ull, ;p <1 0 = K> Ho e,
onde
L o
Mo = (K+Dog, 00 =G (3.19)
(%57)

Neste ponto, faremos algumas observagdes rapidas.

1. Considerando a desigualdade de Trudinger-Moser cléssica (3.1) restrita ao subespaco das
fungdes simétricas Wril’dn(Q) C WO1 "(Q), Q= Bg CR", a desigualdade (3.18) estende
esta em dois sentidos: primeiro a dimensio inteira n > 2 € trocada por um numero real
qualquer p > 2 e; segundo, a medida de Lebesgue dx é trocada por uma medida de
Lebesgue ponderada dA,. Observe que, se kK = n — 1, a medida dA,,_; coincide com a
medida de Lebesgue dx na forma radial.
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2. Observe que em (3.18) ndo ha restricdes a medida dAg, 0 > 0 apesar de esta aparecer
na defini¢do dos espagos Xé’p(a, 0). Isto se deve a fato de que a norma || - ”Wl"”(oc 0) é
R ’

equivalente a || [|; ;» quando ¢ —p+1=0e 6 > 0. Como veremos, no caso ilimitado

R = oo, essa liberdade nao € permitida.
Na prova do Teorema 3.3.1, por um argumento de densidade, € suficiente considerar
u € XgNC'(0,R]. E claro que podemos supor u > 0. Agora, fazemos
1

r=Re %1 e w(t)=0Z" (k+1)a u(r).

Usando o — p+ 1 = 0, é facil verificar

R oo
/ 1 (F)PdAg = / W/ (1) |Pdr (3.20)
0 0

e ainda
u

R upet =B 5T
/e“'”' dAK:|BR|K/ e Hax dr. (3.21)
0 0

Como consequéncia da reducao (3.20)-(3.21) a prova do Teorema 3.3.1 reduz-se ao seguinte
Lema.

Lema 3.3.1. Considere p >2 e q = p/(p—1) o expoente conjugado de Holder para p. Seja
K o conjunto das fungdes w € C'[0,) tais que w > 0, w(0) =0 e [3*|w/|Pdt < 1. Entdo,
exp(pwi(t) —1t) € L'(0, o) para quaisquer p > 0 e w € K. Ademais,
« < <
sup [ eP"!(0)~tgy sa se psl (3.22)
wek Jo =0 se p>1,
onde c| depende apenas de p.

Prova: Inicialmente, iremos provar que para quaisquer p > 0 e w € K temos
/ P01 s < oo, (3.23)
0

Para isso, note que dado € > 0, existe T = T'(€) tal que [, [w'|Pdr < €. Assim, a desigualdade
de Holder fornece | 1
w(t) <w(T)+¢er(t—T)s, paratodo t>T.
Segue que
t

lim &]) =0.

t—roo t§
Portanto, temos pw?(t) < t/2, para t grande o suficiente, o que implica em (3.23). A seguir,

vamos mostrar que (3.23) tem uma cota superior uniforme para w € K, desde que p < 1. Se
p < 1 ¢ébem simples. De fato, neste caso, para qualquer w € K temos

wit) = [ Wis)as < ( / t|W'(s)|pds)[l) o< ihs
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e, portanto,

/mepw‘l(t)—tdt < /WC(P—l)tdt < 1/(1 —p)
0 0

Agora, suponha p =1 e tome w € K. Iremos analisar dois casos:

Caso (a): wi(t) <t —2In" ¢ paratodo ¢ € [1,0). Neste caso, temos

/Mewq([)tdt S /00621n+[dt S 2.
0 0

Caso (b): Existe a € [1,), menor nimero real, tal que w9 (a) = a —2In" a. Aqui, fazemos

5 :/w\w'(t)\pdt.

Pelo Corolario 3.2.1, obtemos a desigualdade

/"" gy < 1K)y, (3.24)
a 1—96rT
onde
1
K=wi(a) |1+ 61 —d
P—l(_grr)r-

Ainda, a desigualdade de Holder fornece

wi(a) < ( / “|w'<s>|”ds) i< (1-8)a

0 que implica

+ p—1 2n™t
59_(1_21‘; ") <(p-1=—2, (3.25)

pois wi(a) =a—2InTae 1 —t? <d(l1—t), t >0 para qualquer d > 1. Agora
K=a(l—871)"PF(a),

onde

) 6 2InTa 2Inta 1\ P-1
— (1—5P—1> .
p—1 p—1 a a

Uma vez que

a estimativa (3.25) fornece

+ ~1 * -
F(a)§2ln a{1_<1_5pll>17 B 1) ]g(p—l)l’pl (2ln a>p1'

a
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Assim, concluimos

— 1) 2In"Ta\?
k< P=b -a< . “). (3.26)
(1—-¢&rT)p-1 a
Visto que elna < a para a > 0, usando (3.25), obtemos 6 < 1 — (1 — %)pfl :=d,; donde
1 1
< (3.27)

1—=671  1—dyrT

Agora note que a fungio g(x) = x (me)q ¢ uniformemente limitada em [1,0) por uma constante

que depende apenas de p. Assim, combinando (3.24), (3.26) e (3.27), concluimos
| et <en.
a

Esta estimativa e a desigualdade
a
/eW@Imgz
0

implicam que (3.23) € uniformemente limitada para w € K, quando p < 1.

Finalmente, vamos provar que [gx no Teorema 3.3.1 € a melhor constante ou,
equivalentemente, que p = 1 € a melhor constante no Lema 3.3.1. Para isso, consideramos
as funcdes de J. Moser definidas por:

! .
— se 0<r<,

w; (t ) =< J
J

Q= I

se t>].

E claro que [;° w'iPdf = 1. Além disso, se p > 1, temos

/ P dr > elP=1)i 0, se j—oo,
0
]
Apontamos que, sob a hipétese mais forte w' > 0, o Lema 3.3.1 foi provado por
J. Moser [54]. J. Moser dispunha desta hipétese na sua redugdo do tipo (3.20)-(3.21) devido
ao uso da desigualdade de Polya-Szegd, a qual garante que, se u € WO1 "(Q) entdo seu
rearranjamento simétrico decrescente com respeito a medida de Lebesgue u* ainda pertence
a WOI’”(BR), com |Q| = |Bg|. Aqui, na presenca de medidas de Lebesgue ponderadas do tipo
dAy, a > 0, ndo temos uma desigualdade de PSlya-Szego para X;’p (a,0) que permita trocar
u € Xg por sua simetrizada com respeito a medida dA,, e garantir a monotonicidade na redugio.
Assim, uma extensdo do resultado de J. Moser foi necessédria. Observamos ainda que a prova
dada acima ndo segue as linhas daquela dada por J. Moser e, portanto, apresentamos uma nova
prova do resultado classico de J. Moser.
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3.4 Desigualdade do tipo Trundiger-Moser na forma singular

Nesta secdo estabeleceremos uma desigualdade de Trudinger-Moser para os espagos
Xli’p (a,0),0 < R < o na presenga de um termo singular 1/r°, ¢ > 0. Inicialmente, para
cada p > 2 denotaremos p’ = p/(p —1). Como esta nota¢do, temos

Teorema 3.4.1. Sejam o« > 1, p>2 e 6 > 0 tais que &« — p+ 1 = 0. Entdo, para qualquer
u>0eoc €0, x+1), temos

R /
%;&Mpfﬂmw<m VueXy"(a,0). (3.28)
Além disso, R
sup l/)e“”pr_adlk<:ao (3.29)
MEXR¢||MHLL1&§1 0
u
se, e somente se, g — KLH <.

Prova: Sejau € Xlé’p(oc, 0). Um vez que f(f |u/|PdAg < oo, dado € > 0 podemos escolher ry > 0
pequeno o suficiente para que [”|u/|PdAq < €. Dessa forma, se 0 < r < ry, a desigualdade de
Holder implica

1 €

u(r)| < lu(ro) |+ (&/@a)? (In2) "

Segue que
lim & —0.
r— R\ 7
(In%)”
Portanto, se r; € pequeno o suficiente, temos
/ R
plul? <a(k+1)In—, 0<r<ry, (3.30)
r

onde a € escolhido talque 0 <a < 1 — KLH' Assim, temos

Logo, segue de (3.30)
/rl e“|u|p/r_0d)b;c < /rl ea(;<+l)ln§r—cf(m’( _ Ra(K'-H) /r1 r_g_a(lc+1)d)LK < oo,
0 0 0

Uma vez que a integral em (3.28) ¢ finita no compacto [r,R], a conclusdo (3.28) segue da
estimativa acima.
Se 0 =0, a estimativa em (3.29) se reduz ao caso ndo-singular garantido pelo
(e}

Teorema 3.3.1. Assim, podemos supor ¢ > (. Inicialmente, se K4 9 <1, o resultado
Ha,x K+1
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segue da desigualdade de Holder. De fato, por meio do teorema do valor intermedidrio, escolha

s > 1 tal que
U 5O

+
Hax K+1

R R o= R Fany
/ / Ha,x 1 K+

/ e’y =oqp,. < ( / e““'“'pdk,() ( / — d?LK)

0 0 0

I

R ' Ha,
< c( / ot dl,() ,
0

pois K — %1 + 1> 0. Assim, (3.29) segue do Teorema 3.3.1.
u

. . . G .
Agora, suponha ¢ € (0, K+ 1) e considere o caso critico: Goe T T = 1. Este caso

serd analisado por meio de uma mudanca de varidvel adequada. Por simplicidade, denotamos

d= # e daf &7 = 1 —d. Com esta notagéo (3.29) torna-se

Portanto,

R 4 Po(d—1)(k+1
Sup / e ua,K|M| r( - )(K+ )dl]{ < o,
ueXgp: ”qu,Lﬁgl 0

Sejau € X;’p(a, ). Considere a mudanca

1
r=ti e v(t)=d"u(r). (3.31)
Obviamente é [a—p(l—d)+1—d] = a, pois @ — p+1=0. Logo,
R R?
/ 1 ()| dAg = / W ()P dAg (332)
0 0
e ainda
R o 1 R4 o
/ eitaxlel” =Dkt gz, =~ / eHasl O g2 (3.33)
0 0

Por (3.32) e (3.33) segue

d

R d ' d-1 1 1 R s
sup / edHoelul” L (d=1)(x+1) gp <~ sup / elaxl " g2 (3.34)
0 0

uEXR:HuHLLgSl vEXRd:HvHLLZSl

Portanto, (3.29) segue do Teorema 3.3.1 aplicado a X;;,p (o, 0). Resta verificar que (3.29) ndo

vale sob a condi¢io ﬁ + 37 > 1. Paraisso, para cada 0 < [ < R defina

u(r)=— R (3.35)




CAPITULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

Para cada /, usando ot — p+ 1 = 0, € fécil verificar que [[u[|; ;» = 1. Além disso, pela defini¢ao

Mo = (K+ l)a)é/a obtemos

R ’ l ’
| et o = [Cerinloan,
0 0
1 -
- eua.x(KH)]nl/r_GdlK
0

(R) (ktD)phs  jx—o+1
g wK' —_ _—

l K—o+1
(k+1)u
R Hax 1
Kk—o+1 l(x+1)(‘é‘7+,ﬁ—1)
M, o
Portanto, se T +T > 1, obtemos

3.5 Forma invariante por escalar

Para cada p > 2, defina
Lp]
Ap(x) =¢' — Z

m=0"""

xm
_'7

xeR

onde | p| denota o maior inteiro menor do que p.

Teorema 3.5.1. Sejam o« > 1, 6 > 0 e p = o+ 1. Entdo, para qualquer u € (0, Ly g), existe
uma constante C que depende apenas de [L, p e 0 tal que

= )\ lull 2 \” |
/OA,, u g <C ° | vuexi?(a,0)\{0}, (3.36)

']l ']] .z

onde p' = p/(p—1) é o expoente conjugado de Hélder para p.

Prova: Seja u € X.. de classe C!(0,0). Primeiro, usamos a mudanga de varigvel

Entdo w(t) estd definida em R e satisfaz

lim w(t) =0. (3.37)

t——o0
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Uma vez que o — p+ 1 =0, é simples verificar

[ wwraa = [ wrd, (3.38)
0 —oo
~ 14 — % -Pr °° Pt
/O u(r)rdde = C2(0+1) /_Oo|w(t)| eldr (3.39)
e ainda N _
/0 Ap (Wlu()I”) aro =1B1lo |4, ( HZ p |w<t>!”’) e'dr. (3.40)

Dessa forma, para completar a prova do Teorema 3.5.1 € suficiente mostrar que, para cada
0 < p < 1, existe uma constante C > 0 dependendo apenas de p tal que

/m (p|w( ’dt<C/ (1)|Pe"dr, (3.41)

para toda w € C' (R) satisfazendo a condicio (3.37) e tal que

/ W (1)|Pdi = 1. (3.42)
Considere os conjuntos
A={teR:|w()|<1} e B={reR:|w()|>1}.

E claro que a A e B sio disjuntos e R = A UB. Assim, vamos dividir (3.41) em duas partes.
Primeiro, note que (3.37) implica A # 0. No entanto, existe M > 0 que s6 depende de p tal que
Ap(x) < Mx!P) sempre que 0 < x < 1. Assim, para ¢ € A temos |w()| < 1 e portanto

/A,, <p|w(t)|p ~tdr <M/ (1)|Pe"dt. (3.43)
A
A andlise para o conjunto B € mais delicada. Primeiro, note que B é um aberto em R.

Pela estrutura de abertos da reta, B se exprime de modo tnico como reunido enumeravel de
intervalos abertos dois a dois disjuntos. Isto é, podemos escrever

B = Ujenl, Ii:((l,‘,bi) com I,-ﬂIJ-:(D se i#J.
Uma vez que os intervalos I; = (a;,b;) sdo disjuntos, seus extremos nao pertence ao conjunto

B. Assim, a; € A ou a; = — e b; € A ou b; = . Pela condi¢do (3.37), temos a; € A e dai
w(a;) < 1. Logo, a desigualdade de Holder e (3.42) implicam

t 1
w(t)] < 1+/ W (s)lds < 14 (r —a))?", 1€ (ai, by). (3.44)
aj
Agora, dado € > 0 existe C¢ tal que
1 1
I+s” <((14+¢€)s+Ce)”, Vs>0.
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Portanto, (3.44) implica
w(O)|” < (1+€)(t—a)+Ce, tE€ (abi)

Sendo 0 < p < 1, tomando € > 0 tal que p(1+ €) < 1 podemos escrever

/%iAp (p|w(t)|1"> e ldr S/éi exp (p|w(t)|l" —t> dt

1

b;
s/a' exp{p(1+€)(t—a))+pCe —1}

:/%iexp{p(l—ke) —1)(t —ai) +pCe —a;}dt

ePCe

= (e —e_bl'> bi —aj),
onde f(x) = % € Re f() =1, se b; = . Note que f é uniformemente limitada.
De fato, |f(x)| < 1 para todo x € R. Logo,
" A ") e d s @i _g b 3.45
o) e s PO (e en) |
], 4 (it —(p(i+e) G4
Por outro lado, como |w| > 1 em B, para todo i € N
b; b;
/ w(r)|Pe~"dr > / e 'dr = <e—“i —e—bi) . (3.46)
a; a;

Combinando (3.45) e (3.46), obtemos
epcs

lzi/a’ p|W ) e 'dr < m i/:l lw(t)|Pe~"dt.

Portanto, o teorema da convergéncia mondtona implica em

ePCe o0
A, (plw(t p —/w 1)|Pe”’ —/ w(t)|[Pe"dt.
o (Pt e S T ey S M)
Segue da desigualdade acima e de (3.43) que (3.41) € valida escolhendo

C>M+eP%/(1-p(1+¢)).

Isto prova o teorema. u

Uma propriedade importante da estimativa (3.36) € a sua invariancia por escalar. De fato,
paraa >0 e u € X'’ (at, 0) considere uy(r) = u(ar). Usando a condi¢io ot — p+ 1 = 0 é facil
verificar

p = ||“||1,L’g,-
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Além disso,

—(6+1

P ) p
luallp =a lell

P p
/MA . Jua(r)| g = a(9+1)/°°A " |u(r))| dle.
o " gz o " (| 7

Note que a constante critica iy 9 do Teorema 3.5.1 depende da medida dAy que aparece

na defini¢cdo do espago Xt (a,0). Além disso, o proximo resultado mostra que a restricao
U < Ug,g no Teorema 3.5.1 € 6tima. Observe que esta exclui o caso U = [y ¢ €em contraste
com (3.18).

Teorema 3.5.2. Sejam o > 1,0 >0 e p= o+ 1. Paracada U > |y ¢ existe uma sequéncia
(u;) C X" (, ) tal que

1 o ! .
Wl =1 e o [ Ay (n ()" ) ako 5o se jsen
“ il Jo

Prova: Considere a seguinte sequéncia de funcodes

0, se t <0,
wi(t) = j_%t, se 0<r<j,
jﬁ, se t>].
E simples verificar
Jim i) =0 e [ a1, (3.47)

Além disso, temos
o 1 ri .
wi)|Pe ldt =~ [ tPedr+ 7 le/ 50 se j— oo
oo J JJo

donde

oo

/ wi(t)[Pedt 50 se oo, (3.48)

Um célculo simples permite concluir

/_O:OAp <|Wj(t)|p,> e 'dt = /OjAp <]- (é)p/> e_tdt-l—/ijp(j)e_tdf

V
o\\
('ol
o
~
|
§ —

S
IMs
3 |
~
s
O\K.:
e
3
hB\
o
X
o
~
_|_
/N
(D\A
|
o
S
~_—
o
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Dessa forma, para j grande o suficiente,

/:OA,, (|wj(z)|f”> e~dr > % (3.49)

Agora, a prova do Teorema 3.5.2 segue do argumento do inicio da prova do Teorema 3.5.1, veja
(3.40), depois de combinar as estimativas (3.47) e (3.49). [
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CAPITULO 4

Funcoes extremais

O objetivo desse Capitulo € provar a existéncia de funcdes extremais para a desigualdade
de Trudinger-Moser estabelecida pelo Teorema 3.3.1. Para isso, provaremos um principio
de concentragcdo e compacidade para os espacos X,;’p (a,0) e, com ajuda do Corolario 3.2.1,
aplicaremos um método baseado na estratégia em duas etapas devido L. Carleson e A. Chang.

4.1 Introducao

4.1.1 Crescimento critico em WO1 P(Q): Ocaso p=nversus | <p<n

Seja WO1 ?(Q) o espago de Sobolev cldssico munido com a norma de Dirichlet || Vu]|,, onde
Q C R" é¢ um dominio limitado com fronteira regular.
No caso 1 < p < n, as desigualdades de Sobolev garantem que as inclusdes

np
n—p

W, P(Q) = LI(Q), 1<q<p"=p*(p,n)=

sdo continuas. Além disso, os resultados de compacidade de Rellich-Kondrachov garantem que
estas inclusdes sdo compactas no caso estrito g < p*. Dessa forma, definindo

S(n,p,q,2) = sup |u|?dx 4.1)
[Vul[p<1/L

temos
S(n,p,q,Q) <o, se 1<g<p".

Além disso, por compacidade, S(n,p,q,Q) é atingido por uma fungdo u € WOI"I7 (Q), se
q < p*. No caso critico ¢ = p*, a constante S(n, p, p*, Q) nunca é atingida e é explicitamente
independente do dominio €.

No caso p = n, o crescimento critico é determinado pela desigualdade de Trudinger-Moser
(3.1). De acordo com esta desigualdade, definindo

J(u,nQ) = sup /e“"”‘dx 4.2)
[Vull,<1 Q

temos |

J(p,n,Q) <oo, se 0<p<p,=nw,",
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e ainda J(u,n,Q) é explicitamente dependente do dominio Q. E relativamente f4cil garantir
que J(u,n,Q) é atingido por uma fungdo extremal u € WOI’"(Q), quando 0 < u < u,. Jao
caso critico 4 = U,, € delicado. No entanto, em contraste com o caso 1 < p < n, L. Carleson
e A. Chang [16] provaram que J(i,,n, Q) possui fungdo extremal, quando Q = B; € a bola
unitaria com centro em 0 € R”, n > 2. Alguns anos depois, M. Struwe [61], usando técnicas
de blow-up analysis, garantiu a existéncia de fun¢do extremal para pequenas pertubagdes da
bola B; C R2. Introduzindo um novo método, deformacdes conformes, M. Flucher [34] provou
a existéncia de extremal quando Q é um dominio limitado (suave) qualquer em R?. Por fim,
K. Lin [51] generalizou estes resultados para Q C R, n > 2.

4.1.2 Crescimento critico em X,i’p(oc, 0):Ocasoox—p+1=0versusa—p+1>0

Seja 0 < R < o. Suponha ¢ — p+1 >0 e min{k,0} > a — p. Como vimos no Capitulo 2,
neste caso, as inclusoes

K+1
XgP(,0) > LE, 1<q<p*=p (a,pK) = rfc——plpl

sdo continuas e, sob a condi¢cdo 1 < g < p*, estas sdo compactas. Seja

R
S(a7p7q7 KvR) - sup |M’qdl1(
full, p <170

Segue que
S(et,p,q,K,R) <eo, 1<q<p".

Para 1 < g < p*, a inclusdo compacta descrita acima assegura que S(Q, p,q, K, R) possui uma
funcdo extremal u € Xg. Por outro lado, no caso critico g = p*, D. G. de Figueiredo et al. [19]
mostraram que S(a, p, p*, K, R) ndo é atingido e que independe de R.
No caso @ — p+1 =0, o crescimento critico € dado pelo Teorema 3.3.1. Neste caso,
definindo
R _P_
J(a,u,p,K,R) = sup el dR (4.3)

<10
H””]_’Lg—

temos

J(a, i, p,k,R) <o, se 0<u<pUgx=(K+ l)wé/a.
No que segue veremos que J(o, i, p, K, R) possui uma funcdo extremal u € X;’p (o, 0) mesmo
no caso critico U = Uy . Para g < Ugx isto serd uma consequéncia do teorema da
convergéncia de Vitali. No caso critico, [l = [iy k, usaremos alguns resultados de compacidade
estabelecidos na proxima se¢ao combinados com um método baseado em uma estratégia de
duas etapas devido a L. Carleson e A. Chang [16].

4.2 Alternativas de concentracio ou compacidade

Em 1985 P. -L. Lions [52] estabeleceu um célebre principio que passou a ser conhecido como
concentration-compactness principle. Em seu trabalho P. -L. Lions investiga a questdo crucial
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da compacidade para inclusdo de Trudinger-Moser WOI’"(Q) — Lg, (Q) e prova que exceto
por “pequenas vizinhangas fracas de 0” esta inclusd@o é compacta e a constante L, pode ser
melhorada ao longo de certas sequéncias em WOI’"(Q). Mais precisamente, seja (u;) uma
sequéncia maximizante para o supremo (3.1), como u = t,,. A menos de um refinamento por
subsequéncia, podemos assumir que u; — u em WO1 "(Q). O principio de P. -L. Lions afirma
que hd apenas duas alternativas:

(i) Compacidade: u realiza o supremo (3.1),

(ii) Concentragdo: a sequéncia (u;) é tal que u; — Oe ||Vu,|l, — &, para algum xo € Q, onde
Ox, denota a medida de Dirac concentrada em xg € Q.

No argumento da prova desse principio, P. -L. Lions provou que dada uma seguéncia (u;) em
W, () tal que || Vu;|l, < 1eu; —u0emW,”" (), entio

4.4)

= 1
limsup [ e 2" dy < oo, se 0<g< —.
i o (1= [Vulf)

Esse resultado garante que, ao longo de tais sequéncias, a constante critica u, pode ser
melhorada. Mais recentemente, R. Cemy et al. [17], seguindo um novo enfoque, provaram
uma versao mais apurada dos resultados acima.

Nesta secdo, investigaremos a desigualdade (3.18) estabelecida no Teorema 3.3.1 e
obteremos uma alternativa de concentracdo ou compacidade para a classe de espagos
Xlé’p (a,0). Inicialmente, seguindo as idéias contidas em [17, Theorem 1.1] obteremos uma
versao de (4.4) para dimensdes ndo-inteiras.

Teorema 4.2.1. Sejam o« > 1, 6,k >0 e p= o+ 1. Considere uma sequéncia (u;) em
Xy’ (0, 0) tal que

lujllyp <1 e uj—u em XgP(,0) com u#0. (4.5)
Entao,
limsu Req““-f"‘“f‘%d/l <o se g<P (4.6)
fi € L =e se g=P |
onde 1
_ s g <1,
P=P(a,p,u) =« (1— [y |u[PdAy)r! 4.7)
e se |lully =1

Prova: Inicialmente, para qualquer u € Xlé’p (@, 0) satisfazendo |[ul[; ;» <1 temos

1

u)l < (00 w)" re o) @)
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onde p' = p/(p—1). De fato, dado u € X,:,’p(oc, 0) temos lim,_,gu(r) = 0, logo a desigualdade
de Holder e a hipétese o — p+ 1 = 0 fornecem

o)< [ Wles = [ (aksto) (an's ) o

< _él R\ 7
< ully gy (@a®107) "

Agora, argumentamos por contradi¢do. Suponha que exista uma sequéncia (u;) C Xg
satisfazendo (4.5) com 0 < [[u[[, ;» <1 e tal que

R /
/ 41 o xclujl” dAx — o se j—> oo, (4.9)
0

para algum ¢; < P. Afirmamos que dados g2 € (q1, P), jo € Ne rg € (0, R) existem j > jo e

r € (0, rp) tais que
1
1 R\
luj(r)| > < 1ln7) .
G2 ¢

Suponha que esta afirmag@o ¢é falsa. Entdo existem jy € N e rg € (0,R) tais que

1 R\” L
|MJ(I’)|< lln7 VFG(O,I‘Q),‘]Z‘]().
q20¢
Isto em combinacdo com a — p+ 1 =0 e (4.8) implica que para quaisquer q; < g3 € k > ko,
n 4q

R / R R
/ o1 o el |P dA, S/ qu(KH)ln’dlK-i-/ eql(K+1)ln§d/lK<°°,
0 0 ro

o que contradiz (4.9) e prova nossa afirmacdo. Portanto, a menos de um refinamento por
subsequéncia de (u;), existe uma sequéncia (r;) tal que

1 R\” 1
luj(r)| > ( T ln7> e 1< R para todo j € N. (4.10)
pog

Agora, dado L > 0, definimos os operadores T* e Ty agindo em qualquer fungio v: (0,R) — R
da seguinte forma

TL(V) =min{|v|,L}sign(v) e Tp(v)=v— TL(V),

onde sign(x) representa a fungo sinal. Se v € AC(0, R) entdo TX(v) e T (v) ainda pertencem a
AC(0,R). Além disso, em quase todo ponto r € (0,R) vale
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E facil verificar
R / R L / R /
/0 yuj|Pd/1a:/0 T () |dea+/0 IT2(u))') A @.11)

Usando a hipétese (4.5) e a inclusdo compacta Xlé’p(a, 0) — L k>0, veja Corolério 2.3.3,
a menos de subsequéncia, u; — u em L e u;(r) — u(r) em quase todo ponto r € (0,R). Em
particular,

TL(uj)(r) — TL(u)(r) e Tr(uj)(r) = Tp(u)(r) qtpem (0,R).

Ainda, por (4.11), as sequéncias (T%(u;)) e (T (u;)) sao limitadas no espago uniformemente
convexo Xg, veja Teorema 2.2.2. Assim,

TL(MJ') — TL(M) emXr e TL(uj) — TL(M) em Xg.

Uma vez que |T(u)'| — |u/| q.t.p em (0,R) quando L — oo, para qualquer ¢3 € (¢, P) fixado,
o lema de Fatou garante

(4.12)

1= Jo WP dAe (CB)M

L= J§ TR ) |PdAg = NP/
desde que L seja escolhido grande o suficiente. Por (4.10), para cada j € N suficientemente
grande temos |u;(r;)| > Lo. Assim, visto que u;(r) — 0 se r — R, existe s; € (r;, R), o menor
nimero tal que |u;(s;)| = Lo. Andlogo a (4.8), usando (4.10) e a desigualdade de Holder,
obtemos

I _1 R\7
— 0 *In— ) —Lo < |ui(r;)| —|ui(sj)| < luj(r;) —u;(s;)]

q> rj
Sj ,
< / W, (r) | dr

g

j S L 1 R 5

A p _ 1 /

< (/’|u;|ma> (a)a"‘ln—)p.
rj rj

1
7

1\7»r Sj %
_ I\p
(CB) < (/ ) d/'La) . (4.13)

J

Portanto, se j € suficientemente grande,

Sendo s; > r; o menor nimero em (r;, R) tal que |u;(s;)| = Lo, temos |u;| > Ly em (7}, s;).
Assim, pela defini¢do de 77, segue

R S S
| )17 820 = [ Ty 1 8 = [ de

J J

Logo, combinando (4.5), (4.11) e (4.13) podemos escrever

R 1\7!
/ T2 (u;) P dAg < 1— (—) .
0 q3
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Usando a semicontinuidade da norma || - [|; ;» na topologia fraca de XpP(,0) e (4.12) a
estimativa acima implica em
1

R —1
g > (1—lim.inf/ |TL°(uj)'\pd),a) ’
J 0

1

R p—1
> (1 -/ |TL°<u>'\sza)
0

R —1
> @<1_/ |”/|pdka> ’ = g3,
P 0

0 que representa uma contradi¢do.

Para o caso fOR |u'|PdAg = 1, podemos proceder de forma andloga com algumas pequenas
modificacdes que indicaremos a seguir. Dado g; > 0, fixamos g > ¢g;. Na parte final do
argumento, fixamos g3 > g qualquer e escolhemos Ly > 0 tal que

* Lo "PAdy > 1 L™
TLo(y >1—= | — ,
/0| (u)'|PdAq 2(%)

em vez de (4.12). Entdao, como anteriormente, se j € grande o suficiente para que (4.13) seja

satisfeita, obtemos
R L . 1\7!
/|T°<u,->|f’dxa31—(—) |
0 q3

Assim, visto que 720 (u;) — T%0(u) em Xg, a semicontinuidade da norma || - | 1,14, ha topologia
fraca fornece uma contradigao.

A seguir, vamos mostrar que o expoente P = P(«, p,u) dada por (4.7) é 6timo. Para isso,
dado ag € (0,1), exibiremos uma sequéncia (u;) C Xg tal que

”ujHLLgC:lv uj—u em Xg, u;j(r)—u(r) qtp em (O,R)

R —% ’
ully 1p = a0, e / L U D L7 y WS quando j — oo.
’ 0

Para conseguir isso, introduzimos a seguinte versdao da sequéncia de Moser:

( R
0 se EgrSR,
vi(r) '_lllnR se Re*%< <R
. — C 4 JR— — K r —_—
/ - mE, 3 =r=7
A R _
C2jP se Ogrgge T
\

onde ¢; = (K + l)l/pa)(;l/p e co = (k+ 1)~ 1¢; foram escolhidos de forma que cada v; seja
continuamente diferencidvel por partes e ||vj|[; ;» = 1. Considere a fun¢do u € Xg dada por

A se 0<r<—,

u(r) = 34 2R
3A——r se — <r<R,
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onde A foi escolhido tal que |[ul[, ;» = ao. Finalmente, defina

1 .
uj=u+(l—ap))rvj, jeN.
Dessa forma, existem constantes Ci e Cé tais que

J

R S R Be it S I
el T ga > [T (i) T g,
0 0

1\
(c§+ jp’) —J
= Cje — 00, S€ J — oo,
/
J
J € N. Em particular, a menos de subsequéncia, u; — w em Xli’p (a,0) e a inclusdo compacta
Xg”(,0) — LE garante que u;(r) — w(r) q.t.p em (0, R). Mas, usando que v;(r) — 0 em
quase todo ponto r € (0,R), é fécil verificar que u;(r) — u(r) q.t.p em (0,R). Assim,

Além disso, visto que os suportes de u' e V/; sdo disjuntos, temos |u;]|, p, = 1 para cada

lujlly pp =1, uj—u em Xg, wuj(r)—u(r) qtp em (0,R)

como desejado. ]
E conveniente introduzir a seguinte notagao.

Definiciio 4.2.1. Uma sequéncia (u;) C Xg serd dita concentrada na origem se

R
lujlly <1, uj—0 em Xg e limsup i |u|P dAg =0, ¥ 1o > 0.
j—eo Jrg

Ainda, sob a condi¢do o — p+ 1 = 0, denotamos

R _p_
I(u):/ eHaxll”T 47 Ve XM (a,8) (4.14)
0
c
J(o,p,k,R)=sup I(u). (4.15)
HMHLL{Z’SI

Com esta notagdo, temos a seguinte versao da alternativa de concentracao ou compacidade de
P. -L. Lions para a classe de espacos X,i’p(oc, 0).

Corolario 4.2.1. Sejama>1,p>2e6, k>0 taisque o — p+1 =0. Seja (u;) uma sequéncia
tal que [lul[, ;» <1 eu; — u em Xg. Entdo, temos as seguintes alternativas:

(a) Compacidade, isto é, I(u;) — I(u), onde I é definido em (4.14); ou

(b) Concentragdo, isto é, (u;) € uma sequéncia concentrada na origem.
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Prova: Se u; — u # 0, pelo Teorema 4.2.1, podemos tomar

1

1<q<P=(1—[ufl )7

/
tal que a sequéncia (e”aa’d”f'p ) seja limitada em L. Entdo, o teorema da convergéncia de Vitali
garante que (a) ocorre. Resta provar a seguinte afirmacao.

Afirmacio 4.2.1. Seu; — u =0 e (u;) ndo concentra-se na origem, entao

R W R P
im ettt i = [Tetes” a = 1Bl
] oo

Uma vez que (u;) ndo é concentrada na origem, existem 0 <A < 1 e ry > 0 tais que
R
/ ;[P dAg > A
ro
para j suficientemente grande. Isto implica em
o
/ WP dAg <1—A.
0
Assim, a desigualdade de Holder fornece

) = i)+ [ ()

< uj(rg) + g " (1 —A)117 (m@)P :
r

Ainda, sendo ||ujl|; ;» < 1elim.gu;(r) =0, segue

~ =

1 R
uj(ro) < oy " (ln—>

o
Logo, as desigualdades acima implicam em

/

1 p

/ 0 InR—1Inrg\ / 1
1P < INin— || —— 1-A
Haelugl? < (4 1) [(lnro—lnr) +(1-a)7

A expressdo entre colchetes na desigualdade acima tende para(1 —A)l/ (p=1), quando r — 0.
Logo, podemos tomar 0 < r| < rg pequeno tal que valha

Halugl?” < (R 1)((1=A)PT+v0)In ™, 0<r<r, (4.16)

onde vy € escolhido tal que
1

1—(1—A)7T > vy > 0.
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Agora, seja p > 0 arbitrario. Usando(4.16) e reduzindo ry, se necessario, podemos escrever

1

r / r — 7
/)le“a~xujp dA,K-S\/O e(K+1)((17A)P 1+V0)11'170 dAKSC/ri‘K <p, (4.17)

onde |

ck=k—(k+1)((1-A)rT+v)+1
e ¢/ é uma constante positiva que s6 depende de @ e k. Note que ¢ > 0 em vista da escolha de
Vo. Por conveniéncia, para u € Xg tal que [lul|; ;» <1, denotamos

R / r / R /
1(u) :/ etoll” Ape 1y (u) :/ eHaxll” qa e L(u) :/ eHaxlul” ga. .
0 0

r

Claramente I(u) = I, (u) + I (u). Agora, pela desigualdade de Holder, para r; < r < R, podemos

escrever 1 1
1/ R\Y 1/ R\7¥
r ry

Visto que u;(r) — 0 q.t.p em (0,R), o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue fornece
lli_)rglz(ul) =05(0) > hL(u;)—p, (4.18)
onde j € suficientemente grande. Combinando (4.17) e (4.18) segue que
1(0) 2 1(0) = h(uj) —p = 1(uj) = I (uj) — p = 1(u;) —2p. (4.19)
Levando em conta (4.19), temos

1(0) < lim I(u;) < 1(0) +2p.

=

Uma vez que p > 0 foi tomado arbitrario, segue a afirmacao. ]

4.3 Analise das sequéncias concentradas

Na tentativa de encontrar fun¢Ges extremais para (4.3), no caso critico L = Ug k, veja (4.15);
segundo o Corolério 4.2.1, o que pode dé errado € a sequéncia maximizante tomada concentrar-
se na origem. Assim, necessitamos analisar o valor do funcional de Moser (4.14) ao logo destas
sequéncias. Nesse sentido, temos

Teorema 4.3.1. Seja (u;) C Xli’p (a,0) uma sequéncia concentrada na origem. Entdo

limsup [ #exI” ! 4, < |Bglx (1er¥0)
jeo JO
onde ¥(p) =T"(p)/T'(p) € a fungdo digama e
4Ny
v= i, (2 7 —1“('"))

€ a constante de Euler.
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Prova: Observamos que ¥(p) +7v > 0, veja [3, p.13]. Logo, podemos assumir

R _p_
limsup [ eMex®!” " dA, > 2|Bgly, (4.20)

. L. ~ L . . 171) ~ .
pois caso contririo, ndo hd o que provar. Assim, seja (u;) C Xz" (¢t,0) uma sequéncia

concentrada na origem satisfazendo (4.20). Uma vez que ||u;l|; ;» <1 e lim,gu;(r) =0
para todo j € N, temos

/ R
Haluj(NI” < (k+DIn—, Vre (0,R), 4.21)

onde p’ = p/(p—1). Afirmamos que, para cada j € N, existe um maior nimero r; €
(0, Re~V/(¥+1)] tal que

/ R R
Mo icluj(rj)|P = (k+1)In——2In" (k+1)In— (4.22)
' j rj
e ainda
lim r; = 0. (4.23)
J—roe

De fato, tendo em vista (4.21), temos
/ R R R
o cluj (PP < (k+1)In= = (k+ 1)In= —2In*(k+ 1)In=, Vr>Re 1.
’ r r r

Assim, se (4.22) ndo € valida, devemos ter

/ R R R
Uaiclui ()7 < (k+1)In==(k+1)In—=—2In"(k+1)In—, Vre (0,R).
r r r

Usando a mudangaz = (k+1)In 17?, a desigualdade acima fornece

R R
/ ekl 43, < / (et DI =2l (et In g5
0 0

1
Re ®iT R oo . R .
_ / e(FHD I E 2 (et )k g7 eI 43
0

1
Re «+1
< |BR],<</ —Zdt+/ dt)
1t 0

— Z‘BRlK"

Isto contraria (4.20). Portanto, existe uma sequéncia (r;) como em (4.22). Resta verificar que
rj — 0, se j — oo. Isto segue da hipétese de concentracdo de (u;). De fato, dado € > 0, existe

Jo = jo(€) tal que 1

R =1 e—1
(/8 |u;|pd)’a) < e ; \V/] Z jO-
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Note que

e—1

R R R
(k+1)In— < (k+1)In——2In"(k+1)In—, Vre(0,R),
r r r

assim, a desigualdade de Holder implica em

1
axlu ()P < (/ i) e i

R
< (K+1)ln—
e
R R L
< (k+1)In—=—-2In*(k+1)ln—, Vre(e,R) e j>jo.
r r

Isto implica em r; < €, para todo j > jo. Portanto, vale (4.23).
Agora, executamos a mudanga

1

— (it l)ln§, wi(t) = ©F (k+ 1)aTu;(r)

e denotamos

R
=(x+1)In—.
rj

Aplicando o Corolério 3.2.1, com
rj oo
w=wj, a=a; e 5:5]~:/1|u'j|pdla:/ wh|P dt,
0 aj

obtemos
Kj-i-ll"(p)-i-)/

/Jeua,xujw W = IBR|:</ e 7' ds < |Bgle S, (4.24)
0 aj 1—og;r!
onde
g
(p—D(1-67

Afirmamos que 6]- —0eK;— 0, se j — oo. De fato, note

Kj:w;)(aj) 1+ —aj.

1
l)pl

: / R 7
W? (aj) = .uoz,ic”? (rj)) = Max (/r —u/'(s) ds)

1
(i) e
Tj

< (1 5)’”“1

IN
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Combinando esta desigualdade com (4.22) podemos escrever

2Inta;\7 ! 2InTa;
6js1—(1— . “’> <(p-D"U 50, se jores,
aj aj

pois aj — oo por (4.23). Agora, note que (4.22) equivale a wfl (aj) =aj—2In"a;. Assim,
argumentando como no Lema 3.3.1, equacdes (3.25) e (3.26), podemos escrever

(p—1)7 .a.(21n+aj)p,
(—srpt N @

J

K; <

0 que implica K; — 0, se j — oo. Isto prova nossa afirmac@o. Dessa forma, segue de (4.24)

rj /
limsup [ ~efexltil” da, < |Bplce? T¥®). (4.25)

Por outro lado, dado ry > 0, temos

/ R / I’ll R
Bl < ([l da)” e+ Din
o

1

R p—1 R
< (/ |u'j\pdla) (k+1)In—, Yrelr,R].
ro rg
Usando a hipétese de concentragdo, concluimos que fe, i |u;(7) P — 0 uniformemente em todo
compacto da forma [rg, R] C (0, R). Assim, dados € > 0 e ry € (r;,Re™/(<+1)) existe jo € N
tal que
Uaxluj(r)|P <e, Vrelr,R e Yj>jo.

Tendo em vista que r; é¢ o maior niimero em (0, ReV/ (K“)] satisfazendo (4.22), segue

R / 0 / R /
/ ehaxluil” qp . = / eHaxlujl” dk,(-l—/ ehaxluil” qp.
rj rj ro
rj o
R 1 1
= es/ dA¢ +|B —
o St |Brl (k+ DIk (k+ 1)k

S |BR|K'7

para € e rog pequenos o suficiente. Combinando esta tltima estimativa com (4.25), concluimos
a prova do Teorema. [
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4.4 Existéncia de fun¢oes extremais

A existéncia de fungdes extremais para (4.3), no caso subcritico U < Ug x, € garantida

facilmente pelo teorema da convergéncia de Vitali. De fato, seja (u;) C X,;’p (o,0) uma
sequéncia tal que

R _P_
lejlly p <1 e J(a,p,p,i,R) = lim [ ebl” d,. (4.26)

J=*J0
A menos de um refinamento por subsequéncia, podemos supor
uj—u em XgP(a,0) e u;(r)—u(r) qtpem (O,R). (4.27)

Dado pt < Ug x, podemos tomar g > 1 tal que gl < Ug . Dessa forma, usando o Teorema 3.3.1,
temos exp(u|u j|p/ (”*1)) uniformemente limitada em L} para algum ¢ > 1. Assim, usando
(4.27), o teorema da convergéncia de Vitali fornece

R r R . R _r
J(ot,p,p,ic,R) = lim | e l"  dAe= [ lime* " dp, = / eMlul” " g
J=°J0 0 Jj—eo 0
No caso critico U = gk, a existéncia de extremal para (4.3) € delicada. Para lidar com
esta situacdo usaremos um método que generaliza uma estratégia em duas etapas devido a
L. Carleson e A. Chang que descrevemos brevemente a seguir.
Assumindo que o supremo (4.2), com Q = B; ¢ U = U, ndo tem funcdo extremal,
L. Carleson e A. Chang provaram que qualquer sequéncia maximizante é necessariamente
concentrada na origem e, para obter uma contradi¢io, calcularam o valor do funcional de
Moser ao longo destas sequéncias. Mais precisamente, suponha que (4.2) nao € atingido, entdao
qualquer sequéncia maximizante (u;) C WO1 ""(B1) para (4.2) satisfaz

uj—0 em W,"(B;) e lim Vu;["dx =0 V¥p>0.

J==Jp<|x|<1

Além disso, em uma parte bastante intrigante, L. Carleson e A. Chang provaram a seguinte
estimativa para o funcional de Moser agindo em qualquer sequéncia maximizante concentrada
na origem (u;) C WO]’”(BI):

s1 L
limsup | et 1"™ dx < |By| <1+e1+z+--~+m>.

Em seguida, para obter uma contradi¢do, para cada n > 2, eles exibiram uma funcido w, €
W, " (B;) tal que

||VWan =1 € / e“n'Wnlﬁ dx > |Bl| (1 +el+%+...+ﬁ> ‘
By

A seguir, com a ajuda do Teorema 4.3.1, aplicaremos uma estratégia semelhante a descrita
acima e provaremos existéncia de fungdes extremais para (4.3) mesmo para [L = [lq .
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CApriTULO 4 Funcbes extremais

Teorema 4.4.1. Sejam o« > 1, 6,k > 0 ¢ p = a+ 1. Entdo, para todo lI < g x, €Xiste uma
funcdo extremal para o supremo em (4.3). Isto €, existe u € Xé’p((x, 0) tal que

R P
J((X,[J,p, KvR) - A e”|u|p71 d)’K'

Prova: Como vimos no inicio desta se¢do, podemos supor (L = [y x. Neste caso, suponha

que o supremo em (4.3) ndo possui fung¢do extremal e tome (u;) C Xlé’p (o, 0) uma sequéncia
maximizante como em (4.26) e (4.27). De acordo com o Coroldrio 4.2.1, a sequéncia (u;) é
necessariamente concentrada na origem. Assim, o Teorema 4.3.1 fornece

R i
timsup |~ etesll ™ a2, < Byl (1-+e7H40)
joeo Jo

onde ¥(p) =I"(p)/T'(p) é a funcdo digama e ¥ = im0 (L7, + —In(m)) € a constante de
Euler. Portanto, para concluir a prova do Teorema € suficiente mostrar que, para cada p > 2,
existe uma fungéo w), € XRl,’p(a, 0) tal que [[wyll; ;p =1€

R ’
/ ehaxlnl” 4 > |Bg|x (1 +e7+‘*’<1’>) , (4.28)
0

onde p' = p/(p—1) o que representa uma contradi¢do. Para isso, para cada p > 2, defina

(p—l)#
p

(k+1)In se Re ®1<r<R

?

e~

N

wp(r) = 9 R _Np. .
(Dﬁ(K—F])%ﬂ ((K%—l)ln;—l) , se Re =1 <r<Re xi

1 Np
(Np—1)7", se 0<r<Re ®T,

\

onde N, é uma constante escolhida de forma que w), € Xé’p(a, 6) e [[wpll, 1z = 1. De fato,
temos

Ny=1+(p—1)e”" 7 (4.29)
Definimos
R o
I(wy) = /0 ehatol” Ade = I + b+ I,
onde
Np
Re ®+1
Il - / eNp_]qu(,
0
Re™ *AT
e K
b :/ v, el I 43
Re ®+1 ’
R 2= ((k+1)In B )P’
I3 = /Pe” (et i) dAx
Re «+1
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A seguir, vamos calcular cada uma dessas trés integrais. Primeiro, € ficil verificar que

_ |BR|K‘
€

_ |BR‘K

L L

(Np—p)-
Ainda, usando a mudanca de varidvel t = (k + 1) In g, podemos escrever
P Etp/ —t
I — |BR|,</ 7 dr
0
donde, fazendo 7 = t/p, obtemos

1 /
L =p|BR|K/ e~ =Pt g,
0

Portanto, usando a defini¢do de N), em (4.29), temos

1+N,— by —
I(wp) = (—e” p+p/0 elP—17 Pfdr) |Br|x

2— 1 / / /
- ( Lap e(’J‘”’”"”dr+<p—1>e”"""1)|BR|,<.
0

Dessa forma, para concluir (4.28), basta verificar que

2 _ 1 / , ,
ep—i—p/ eP DT Pt gry (p—1)e? P s 1470 wp>2. (4.30)
0

Para isso, note que h(7) = (p — 1)t — pt satisfaz: h(t) > —p7 para 7 € (0, %] e h(t) > —1
para T € [1/p, 1]. Logo,

1 1 1 2 _
p/ eh(r)d7:>p/peprd7:+£/ dr=1--""2
0 0 € % €

Portanto, (4.30) reduz-se a
(p— e P> ey p>a 4.31)
Isto equivale a verificar que a fungéo f : [2,00) — R definida por
f(p)=¥(p)+y—In(p—1)—p"+p'+1

é ndo-positiva. Usando o célculo elementar, é suficiente verificar que f(2) =0e f'(p) <0,
para todo p € (2,%0). De fato, usando as propriedades da fun¢do digama destacadas em (3.4),
temos

> /1 1
f(z):ql(z)+y—1:—j_zl(j+—l—})—1:0.
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Por outro lado,

Além disso,

= - 1 1
¥'(p) = < =
kzo<k+p>2 kzo(k+p—%)(k+p+%) (p—1)
© d
@(p’p—p’) =p" (Inp' = p'+1) +(p - 1)%.

Portanto, (4.31) segue da seguinte afirmacao.
Afirmacao 4.4.1. Para todo p > 2, temos

1

p—

<pP(Inp' —p'+1)+(p = 1)*+(p' 1),

=

onde p'=p/(p—1).

Fazendo
1 < 1 )
xX=— ok
2\ p— 3
temos | 4+
0<x<-<1 e p= a
3 1—x
Portanto, lembrando que
1+4+x = x2itl
1 = <1
T Z;)2]'+1’ se <1,
podemos escrever
1 1 1 1
<Inp' < (4.32)
p—3 12(p—3)° p—3 10(p—3)?

Seja g : [2,00) — R definida por g(p) = plnp’. Temos g’(p) = Inp’ — p' + 1. Logo, a igualdade
g(p) = g(2)+ [ ¢ (t)dt equivale a

P t 1
Inp'” =1n4 / In— — —— | dt
np net 2 (nt—l t— 1) ’
e, usando (4.32), podemos escrever
p 1 1 1
Inp'” < 1n4+/ -+ — — dr
2 \r—5 10(r—3)>* -1

1 3
= 1n4+1n(p—§)—1n§ +p—In(p—1),
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onde
pie 1 /P 1 & — 1 4_ 1 - 1
" 10 (t—%)3 20\ 9 (p—%)2 45°

1
p/pgg (p_j).
3 p—1

Portanto, visto que Inp’ — p’ +1 < 0, nossa afirmag¢do reduz-se a

1 8eP (p— %)

Dessa forma,

(Inp' —p'+ 1)+ (p = 1)*+(p' - 1). (4.33)

Fazendos=p' — 1= Iﬁ, temos, por (4.32),

1 I 1
p—3 P—1  20p—3)(p-1)
Portanto, a expressao no lado direito de (4.33) ndo € menor do que

4eP
s+ s2 — —s2

3

e o lado esquerdo é igual a 2s/(s+2). Assim, para garantir (4.33), é suficiente verificar

lnp'—sz

4eP
(%—1) (s+2) < 1. (4.34)
Se p >3, temos s < 1/2, e como p < 1/45, a desigualdade acima € clara. Suponha 2 < p < 3.
Pela defini¢do de p € fécil verificar p < (p —2)/30. Agora, note que

In g

e <1+bx, 0<a<b, sempreque 0<x< .
a

Para x = p—2, escolhendo a = 1/30 e b = 1/28 temos
_ —2
pem <1422
T
Note aindas+2=3—(p—2)/(p— 1), assim o lado esquerdo em (4.34) néo é maior do que

G ) (5) = (457) (-560)
p=2 p-2  (p—=2)p
7 3(p-1) 21(p-1)

1+

1 1
< 1+(p-2)(z—o—-
< 13 (55 )
< 1
pois 1/7 <1/3(p—1), para todo 2 < p < 3. Isto prova nossa afirmagao. |
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CAPITULO 5

Forma otimizada para a desigualdade de
Trudinger-Moser em X, (0, 0)

Neste capitulo discutiremos uma forma otimizada para a desigualdade de Trundiger-Moser
estabelecida no Capitulo 3. A forma 6tima que iremos apresentar dard informacdes mais
precisas; tanto a respeito da alternativa de concentracdo e compacidade do Capitulo 4,
Coroldrio 4.2.1, quanto da desigualdade de Trudinger-Moser do Capitulo 3, Teorema 3.3.1.
Além disso, investigaremos a existéncia de funcdes extremais para a desigualdade obtida.
Nosso estudo serd baseado nos resultados do Corolario 4.2.1, técnicas de blow up analysis e no
método em duas etapas de L. Carleson e A. Chang aprimorado para os espagos X,;’p (a,0).

5.1 Introducao

Seja Q C R” dominio limitado com bordo regular e considere WO1 "(Q) o espago de Sobolev
classico. Motivados pela desigualdade de Trudinger-Moser cldssica e pelos resultados de
Lions, Adimurthi e O. Druet [4], para n = 2, e, mais recentemente, Y. Yang [67], para n > 3,
investigaram o supremo

1 _n_
Sup /e“'l(l+nul|2)n1|u|nl d‘x7
ueWy (@) [ Vul, <17

onde 1 € um ndmero real ndo-negativo. Constatou-se que existe um nimero A; > 0 tal que
o supremo acima ¢ finito sempre que 1 € [0,A}) e torna-se infinito para n > A;. Além
disso, no caso em que € finito, o supremo referido possui uma funcao extremal. O principal
objetivo desse capitulo é oferecer uma andlise semelhante do supremo acima para a classe de
espacgos X, ,%’p (a,0), com p = a+ 1. Os resultados que provaremos neste capitulo estendem os
resultados dos autores acima para dimensdes fraciondrias.

Inicialmente, vamos apresentar alguns fatos que motivam a andlise de um tal supremo.
Sejam v > 1, p>2e 6 >0 tais que &« — p+ 1 = 0. Definimos o funcional de Moser
Ju :X;’p(a, 6) — R associado a constante y > 0 por

B

Como vimos no Capitulo 3, para cada u > 0e u € X;’p(a, 6), temos exp(u|u|?/(P~V) e LL,
K > 0. Assim, J, estd bem definido. Ainda, segundo o Teorema 3.3.1, existe uma constante
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CAPITULO 5 Trudinger-Moser: forma otimizada

critica Ug x tal que

sup Ju(u) < oo, se,esomentese, U< Uy
ueXp : ||uH1~,L§§1

Por outro lado, segundo o Teorema 4.2.1, ao longo de certas sequéncias o funcional de Moser
pode ser uniformemente limitado mesmo para alguns valores [ > [y x. Mais precisamente, se
(u;) € uma sequéncia tal que |[u;|, ;» < 1eu; — u#0em Xg, entdo

1

limsupJgy,, (u;) < oo, sempreque 1 < g < <1 — Hqu L,,>_pj
j_>°° y =

Se o limite fraco € nulo, isto €, u; — 0 em Xz o limite superior acima ainda € finito, pelo
Teorema 3.3.1, no entanto, nenhuma informacao extra é obtida, pois nao € possivel escolher
um tal g > 1. Neste capitulo obteremos informagdes precisas mesmo quando u; — u = 0.

Para isso, note que para quaisquer 1 >0 e u € X;’p(oc, 6), com 0 < [luf|; ;» <1 satisfazendo
Nlulizy < llully - temos

T nlullfy < T+ {lullf < 7= leell§ 1
7LOC

1
Portanto, o Teorema 4.2.1 sugere que existem valores 11 > 0 tais que
1

— P
R g, (1+nuun” )” =
sup / e ' L dAg < 0. (5.1)
0

Xg : <1
ueXp : [lully p <

No caso n = 0, isto reduz-se ao Teorema 3.3.1. Iremos analisar os valores i € (0,0). Mais
precisamente, mostrararemos que existe uma constante A > 0 tal que o supremo acima € finito
e possui fungdo extremal para 1 € [0,A;) e torna-se infinito se 7 > A;.

5.2 Optimalidade

Nesta secdo, vamos verificar que existe uma constante A; > 0 tal que o supremo em (5.1) é
infinito sempre que 11 > A;. Inicialmente, necessitamos de alguns resultados a respeito do
problema de autovalor associado a classe de operadores definida por (2.4).

5.2.1 O primeiro autovalor

Sejam o, 6 > 0 e p > 2 niimeros reais. O problema de autovalores, com condicao de Dirichlet
homogénea, para a classe de operadores definida em (2.4) consiste em encontrar A € R e
ue Xlé’p(a, 0)\ {0} tais que

Lu+AlulP2u=0 em (0,R)

u'(0) =u(R) =0, ©2)
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onde
Lu= —rfe(ra]u/]p_zu')/. (5.3)

Definimos o primeiro autovalor associado a classe de problemas acima por

R 1 P da
A=A p,0.8)—  int 0 (D" 0%

1 . . (5.4)
ueXy?(a,0)\{0} Jo |u(r)|P ddg

Sob as condi¢ées x —p+1 >0e 6 > o — p, o Corolério 2.3.2 garante que a inclusdo
Xa (@, 0) — Ly

¢ continua. Ainda, se 6 > o — p, esta € compacta. Isto garante que A é positivo. Além disso,
se a condi¢c@o de regularidade 6 > o — 1 € assumida, D. de Figueiredo et al. [19] mostraram
que A é, de fato, o menor autovalor do problema acima e possui uma fungdo extremal (auto-
funcio) ¢; € XxNC'[0, R] com ¢; > 0 em [0, R). A seguir, mostraremos que estes resultados
continuam vélidos sob as condi¢des

a—p+1=0 e 6>a—1.
Nestas condicoes, seja () em Xlé’p (a,0)\ {0} uma sequéncia minimizante para A;. Isto &,

1, = 1 11P
||”J||L§—1 ¢ Al—}g{}oH”J“LLQ-

Isto implica que (u;) € limitada no espago uniformemente convexo Xz e podemos assumir que
uj — up em Xg, a menos de um refinamento por subsequéncia. Ainda, passando novamente a
uma subsequéncia, a inclusdo compacta Xlé’p (0,0) — Lg dada pelo Corolério 2.3.3, implica
que uj — ug em L5, Assim, ||uo|| 1 = 1. Agora, usando a primeira desigualdade de Clarkson,
podemos escrever

uj—+up||” uj—url|? 1( » »
< = |lu; =+ ||u )
donde
P P
Uj—uj 1 P P ) uj+ul .
< _ . J— .
D) 17L‘gc = 9 (HMJHI,LQ + ||ulH17Lg‘ Al Ls —0 se Js [ — o0

Segue que (u;) é uma sequéncia de Cauchy em X;’p(oc, 0). Logo,

— 1 AT - p —
A= tim [y = ol e lollg =1 (55)
Assim, uy € Xg € uma funcdo extremal para Aj. Resta verificar que podemos escolher
up € C'[0, R] com uy > 0 em [0, R). Para isso, argumentamos como em [19]. Primeiro, note

que podemos supor uy > 0, pois trocando ug por |ug| o valor Aj ndo se altera. Uma vez que ug
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¢ uma funcdo extremal, pelo teorema de multiplicadores de Lagrange, ug é uma solugao fraca
para a classe de problema (5.2) com A = Ay, isto é, u satisfaz

/|u0|P Zuvdla—Al/ luol?2uov dAg, Vv eXiP(a,0). (5.6)

Para cada p > 0, escolhemos uma fungéo teste v, € Xg dada por

1 se 0<s<r,
1
vo(s) = 1+E(r—s) se r<s<r+p, (5.7)
0 se r+p<s<R.

Usando vy na equagio (5.6) e fazendo p — 0, obtemos a equagdo integral

—(@ar® [y (r) |72l (r) = Ay /O luo|P2uodAg. (5.8)

Segue desta equacgdo que i € estritamente decrescente em (0, R). Portanto, lim,_,g uo(r) = 0
implica uy > 0 em (0, R). Além disso, fazendo

En =l e g(r) =

o0 r“/ Juo|PuodAg,

a equagdo (5.8) fornece —uj, = & o g. Notando que g € C (0, R] e & é continua em R, temos
ug € C 1 (0, R]. Para verificar a continuidade de u’o em 0, usamos a condi¢do 0 > o — 1, para
garantir que lim,_,og(r) = 0.

5.2.2 A constante otima

Nesta secdo, vamos verificar que o supremo em (5.1) torna-se infinito para 1 > A;. Por
simplicidade, para u,n >0eu € X;’p (o, 0), denotamos

1
=T

M1, u) = p(L+nlull7p) 7 (5.9)

e entao

R ’
Jg(u):/o ki’ 4y o Dy ={ue X" (@,0) : uly <1}, (5.10)

onde p' = p/(p—1). Com esta nota¢do temos.

Teorema 5.2.1. Sejamoa>1,p>2e0 >0taisquea—p+1=0e 0 > o — 1. Entao, existe
uma sequéncia (ve)e=o0 C Dy tal que J], , (ve) — oo, para todo 1 > Ay, se € — 0.
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Prova: Seja ¢y = uo/Ai/p, onde uy € XgNC'[0, R] com ug > 0 em (0, R) satisfaz (5.5). E fécil
verificar que ¢y satisfaz

o o 19417 dAg,
Jo lpolP dAg

Para cada 0 < € < &, definimos ¢ : (0, R) — R por

lolly 2 = 1. (5.11)

( 1
0+1. 1\/
( + ln—)p se 0<r<e,
Uoo €

r)= (5.12)
Pe(r) alnl+b se £<r<a,
r

[ te(cs+C(po—cs)) se O <r<R,

onde 1
0+11.1\7
<mlng> —1leCs

1 1
lng—lng

, b=tecg—aln,

65:%(6)7 a—= S

e a fungiio { € C'[0,R] satisfaz 0 < { <1, {=0em0<r<3,{=1em25<r<Re
|§'| <2/ para & > 0 pequeno o suficiente. A constante ¢ € escolhida talque

1 1
te — 0, tflngéoo e t§+llng—>0, se €—0. (5.13)

Por exemplo, podemos tomar 7 = (In(1/€))~'/P, com p < p < p+ 1. Assim, temos @ em
Xé’p (a, 0). Finalmente, seja
Pe

Ve = ———.
C el

A seguir, vamos verificar que Jﬂa‘g (ve) — oo, para todo 1 > Ay, se € — 0. Para isso, usando
a—p+1=0e(5.13), para € — 0, temos

A

6 1 1 t
[0t = o (1n g =t ) = 1= L (10 (1).
£ <wln1) r
Ha o £
Além disso, para 6 — 0,
26
|tk ara =ito(67)
)

e, uma vez que || ¢y ||y ;= 1, temos
R 26
[letrare = (1= [ el a)
28 0
— 2(1-0(5")).
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Assim,
R / feCsp P
/ QP A = 1 — — P (1 o, (1))+12 (14 0(87)). (5.14)
B <9+1ln1>?
Ho o €

Portanto, combinando esta estimativa com (5.11), temos

R
Aillellf, = A </26\v£]l’dﬂ.9>

AP R 26
= Tl (/ ol a2~ | |¢0|de9)
H(p‘gHLLﬁ 0 0

= £ (1+0(8")+0(F)). (5.15)
Ainda por (5.14), temos
_p Pltecs 174 »
el ;p =1+ T (1 +0e(1)) - (1+0(8")). (5.16)
s o 9+1 lnl) p/ —
Ha o £
Para 0 < r < g, temos 1
0+1 l)p’
r)= In—
?e(r) (.uoc,ﬁ €

Portanto, usando (5.15) e (5.16), obtemos

/ 1 s .
tao Arvellel” = (041 () (14 Adbelly) " loel %,
1 6+1 1
> (6+1)In—+——(In=- ) O(8”
> (o nmg ol () o @)
/ 5 1\ 7
+ PO+ 1)wfcste lng (I+o0g(1)).
Escolhendo & = 1/t:(In(1/€))"/?, pela definicio de 7z em (5.13), temos £/8 — 0 e

t20(87)In(1/€) = O(1), quando € — 0. Além disso, cg = @y(0) + O(8). Assim, se 1 > Ay,
levando em conta a estimativa acima, temos

€ /
Jﬁaﬁe(vf) > Jﬁé,e(VS)Z/O eM(#a,97A17Vs)‘Ve|P d)Lg
1
> Col (0+Df go(0)e(In 1) (1+0c(1)+0(1)

para alguma constante C > 0. Fazendo € — 0, concluimos Jﬂa o (Ve) = oo |
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5.3 Sequéncia de extremais subcriticos

Nesta secao mostraremos que o supremo em (5.1) € finito para o caso subcritico, isto €, quando
a constante [y ¢ € trocada por U < [y ¢. Além disso, esse supremo possui fungdes extremais
para cada U < Ug g. De fato, exibiremos uma sequéncia de fungoes extremais subcriticos que
ainda € uma “sequéncia maximizante” para o caso critico I = Ug g. Para isso, sejam D e
J Z] (u) definido por (5.10) e A; o primeiro autovalor definido por (5.4).

Teorema 5.3.1. Sejamo > 1,p>2e 60 > o taisque ® — p+ 1 = 0. Entdo, paracada€ >0e
n € [0,A1), existe ug € Xg NC'[0,R] com luglly 1p =1 tal que
Ji o—e(ug) = sup Ji o (u). (5.17)

Hoo—E
ueD

Prova: Seja (u;) C D uma sequéncia maximizante para o supremo acima, ou seja,

lim J;! ) = supJ! :
]LI)Iolo .uoc.efg(u]) Sglp ,ua,efg(u)

A menos de um refinamento por subsequéncia, podemos assumir que (u;) satisfaz
uj = ugemXg, uj(r)—ue(r) qtpem(0,R) e uj— ueemlLj.
Por simplicidade, denotaremos

£i(r) =Moo — & Mu)u;(r)]” e fe(r) =M(Hap — €, 0, ue)|ue(r)|”,

onde M é dado por (5.9). Assim, temos exp f;(r) — exp fe(r) q.t.p em (0,R), se j — oo. Neste
ponto, afirmamos que, para cada € > 0, o limite fraco u, € tal que ue # 0. De fato, suponha por
contradi¢do que ug = 0. Isto implica que 1+ 7 Huj||§,é — 1. Assim, visto que g0 — € < Ug.6,
podemos tomar g > 1 tal que gM(Ug o — €,M,u;) < Ug g, para j suficientemente grande, e
segue do Teorema 3.3.1 que (exp f j) ¢ uniformemente limitada em LZ, g > 1. Uma vez que
fj(r) = 0q.t.pem (0,R), o teorema da convergéncia de Vitali assegura que exp f; — 1 em Lé.
Isto implica que
|Brlo = sup Jji ,—(u)
ueDy

o que é uma contradi¢do. Isto prova nossa afirmagdo. Uma vez que ug Z0e n € [0, A} ), temos

L+nlully, — 1"’”””6”% <

» se j— oo
LB

P Y

T [ell?,

Logo, para j grande o suficiente, podemos escrever

1
J S =1
(4 nlul) 77 < (1= uell? ) 7" = Pl pue).

Portanto, escolhendo m > 1 tal que m(liy 9 —€) < Ug g, 0 Teorema 4.2.1, garante que (exp f j) é
uniformemente limitada em L}, m > 1. Visto que f;(r) — fe(r) q.t.p em (0,R), argumentando
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como acima, o teorema da convergéncia de Vitali implica que exp f; — exp fe em L};. Dessa
forma,

T o e(ue) = sngZ}ae e(u). (5.18)

Note que u; — ue em X,é’p(oc 6) implica [[ugl]; ;» < liminfj e [|ujl|; ;o < 1. Além disso,
|ugll; ;» < 1 implica Jﬂa_’ef (we) > Ju o 8( ¢), para we = ug/|[ugll; ;2. Logo, podemos
assumir que |[ugll; ;2 = 1 e, visto que XR P(a,0) é uniformemente convexo, deduzimos

1 . A :
que u; — ue em Xz (@, 0). Dessa forma, podemos assumir que a sequéncia de extremais
subcriticos (ug) satisfaz:

luellyp =1, ug>0 em (O,R) e wuj—ue em Xg'(a,0).

Agora, visto que cada ue € uma funcdo extremal, o teorema de multiplicadores de Lagrange
afirma que, para todo v € XI%»P (a,0), ue satisfaz a equagio

b _p=2 ' R
/0 |ul,|P~ zusv d?La—dg/O Ue |ug| 5T eHelue|” vdﬂ,g—l—c,g/o |u8|l’—2u£vd7tg, (5.19)
€
na qual
L
He = (Hae_g)(l+n|‘u8|’p )T,
be = (1+1|lucll p)/(1+277||ue||Lg)7

5.20
= /(1420 ue]},), (5:20)

de = / g |” eHeleel” dg.
L 0
Para garantir que ue € C'[0,R], procedemos como em [19], veja Secdo 5.2.1. Para resultados
mais gerais recomendamos [64]. Usando a fung@o teste v, definida em (5.7) e fazendo p — 0,
a equacdo fraca (5.19) fornece a equagao integral

O (— il (7)| P2l /fug ))dAe, qtpem (O,R]. (5.21)

onde b
1 /
flue(s)) = d_£|u£’pfleﬂelue|p + ce|ue P 2ue.
€

2
Assim, aplicando a fungdo &(7) = |t|_%t (esta funcdo é a inversa de ¢ — |¢|P~%¢), a equagio
(5.21) implica

—ty =& oge, (5.22)

onde

ge(r) =

/ " Flue(s)) dAg.

wara 0
Sendo g, continua em (0, R], segue que ug € C! (0,R]. Para r = 0; visto que 0 > o — 1, temos
lim, 0 g (r) = 0. Assim, u,(0) = 0 e ue € Xp” (o, 0) NC' [0, R). n
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Observacio 5.3.1. Observamos que ug > 0 e (5.22) implicam que ue € C'[0, R] é uma fungio
decrescente. Em particular, para cada € > 0, podemos denotar

ag = rrer[lg);] ug(r) = ug(0).

O préximo resultado mostra que a sequéncia de extremais subcriticos (ug) do teorema
acima, em um certo sentido, pode ser usada como sequéncia maximizante para o problema
critico. Mais precisamente,

Corolario 5.3.1. Nas hipoteses do Teorema 5.3.1; seja (ug) a sequéncia de extremais
satisfazendo (5.17). Entdo, limg_, Jﬂa.e,g(ug) = SUp,ep, Jﬂaﬂ (u).

Prova: E claro que
limsupJﬂae,S(ug) < sup Jﬂae(”)-
£—0 ’ uebDy

Por outro lado, pelo Teorema 5.3.1, para cada u € Dy, temos

I, o (u) <liminfJ]

minfJy ,—e(u) <HminfJy o (ue)

e—0

o qual implica
sup Jﬂa,e () < lig(l)lf.]ﬂa’e_g(ug).

ueDy
Portanto,
: n _ n
;IL%J,ua"g—S (Ltg) - uSEqu] '],Uoc,e (u)7
0 que completa a prova. []

Neste ponto, enfatizamos que a andlise completa do supremo em (5.1) pode ser realizada
através de um estudo detalhado da “sequéncia maximizante” (ug) construida no Teorema 5.3.1.
A seguir, vamos provar uma alternativa de concentracio ou compacidade, andloga ao
Coroldrio 4.2.1, para o supremo (5.1) ao longo da sequéncia (ug). Isto ainda serd uma
consequéncia do Teorema 4.2.1. Inicialmente, a menos de um refinamento por subsequéncia,
podemos supor

ue — up em XpP(0,0), ue — ug em LY e ue(r) = up(r) gtpem (0,R).  (5.23)
Com esta notagdo temos o seguinte.

Teorema 5.3.2. Nas hipéteses do Teorema 5.3.1; seja (ug) a sequéncia de extremais subcriticos
satistazendo (5.17) e (5.23). Entdo, ocorre uma das seguinte alternativas:

) . 1,
(a) Compacidade, isto &, ug — ug %0 em Xz (0, 0) e Jﬂa:e (uo) = sup,ep, Jﬂa,e (u), ou
(b) Concentragio, isto é, (ug) é uma sequéncia concentrada na origem.

Além disso, no caso (a), temos ug € C 1 [0, R].
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Prova: Inicialmente, denotamos

fe(r) :=M(Ug.,M,ue)|uel” e for) :=M(ug.e,m,u0)|uol”. (5.24)

A prova € dada analisando dois casos:
(I). Suponha uy Z 0 em (5.23). Como ug — ug em LY, paracada 0 < n < Ay,

N
ML, e) — M(1,1,m0) < (1 [Juol|? )77 = P(at,p,up).

Portanto, podemos tomar m > 1 tal que 1 < g, :=M(m, N, ue) < P(a, p,up), para € > 0 pequeno
o suficiente. Assim, o Teorema 4.2.1 implica que (exp f¢) € uniformemente limitada em L.
Ainda, visto que por (5.23), f¢(r) — fo(r) q.t.p em (0,R), o teorema da convergéncia de Vitali
garante que exp fe — exp fo em Lb. Ou equivalente,

; n —_
él.li;%‘]ﬂa,@ (u£> - J#a,e (Lt()) ’

No entanto, pelo Corolério 5.3.1

sup Jﬂa o (1)

— lim J" P _m
ueD ’ N ;lin] <u£) < ggr(l)‘]ﬂa,e (u£> - Jua,e (uo)

0 Ho.0—E

Portanto, temos Jﬂaﬂ (u0) = sup,ep, J(u). Ou seja, ocorre a alternativa (a). Resta verificar

Hoo
que up € C'[0,R]. Para isso, como ug é uma funcio extremal, pelo teorema de multiplicadores

de Lagrange, uq satisfaz a equacdo fraca

R P ip—2. 1 4 by R 1 I’/ R 2 1
/ g P2y’ dAg = == | Juo| 7 eHoluol vd/19+co/ luo|P2ugvdie, Vve XpP(a,8),
0 0J0 0

onde 1
Ho = Hao (141 o 17)77,

bo = (141 luol%,)/(1-+ 21 o] ).
co=n/(1+2n]fuoll).

R , o
do:/ luo| P eHoliol” 4.
0

\
Portanto, a regularidade de uo segue como no Teorema 5.3.1.

(I) Se up = 0 em (5.23), veremos que (u¢) é concentrada na origem. O argumento para isto
¢ andlogo ao que usamos no Coroldrio 4.2.1, parte (b). Em vista disso, vamos omitir alguns
detalhes repetitivos. Segundo este, argumentando por contradi¢cao, podemos tomar 0 < A < 1
e ro > 0 tais que

/

p
+(1—A)1/1’] ,

1
7

/ InR—1
baoluel? < (6+1)1n™ [(—“)

r Inrg—Inr
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para todo € > 0 suficientemente pequeno. Uma vez que ue — 0 em L2, a estimativa acima
fornece

(b0, ue)uel” < (04 1)(148)(1-A)FT +&)n"% 0<r<n, (529

onde r; < rg é tomado pequeno o suficiente, 6 > 0 e &y > 0 foram escolhidos satisfazendo
1
—1

(1+8) ' =(1-A)rT > &.
Agora, seja p > 0 fixado arbitrariamente. Por (5.25), reduzindo r; se necessario, concluimos
/ 1 ’
/ " eilHaomue)luel?” g5, < / O NER(-ATT BN 410 < S < p (5.26)
0 0

onde ¢’ > 0 é uma constante positiva, que s6 depende de ot e 0, e

1

cg=0—(0+1)(1+8)((1-A)rT+)+1.

Note que cg > 0, tendo em vista as escolhas de J e .
Agora, para cada u € D1, denotemos

r / R /
I(u) = /0 Mo M0l 430 o Jo(u) = / Mool g,
ry

Levando em conta (5.23), o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos da

lim Jp (ue) = Jo(up) > Jo(ue) — p, (5.27)

e—0

para € > 0 suficientemente pequeno. Combinando (5.26) e (5.27) segue-se

Tio(0) = Dao(ug) > Ja(ue) —p > I8 o (ue) —2p > Jﬂaﬁeig(ug) —2p. (5.28)

Usando (5.28) e o Corolario 5.3.1 e fazendo € — 0, obtemos

Uma contradi¢do, pois estamos supondo uy =0 e p > 0 € arbitrario. Logo, ue é concentrada na
origem. ]

Corolario 5.3.2. Nas hipéteses do Teorema 5.3.1; se a sequéncia de nimeros reais (dg)e0,
definida por a; = max,¢|o g |ue(r)|, € limitada, entdo vale a alternativa (a) do Teorema 5.3.2.

Prova: Se (ac) ¢ limitada, devido  inclusdo X7 (ct,8) < L) e a igualdade luelly rp =1,
temos (exp f¢) uniformemente limitada em L, para todo p > 1 e fe(r) — fo(r) g.tpem (O,R).
Aqui, fe e fp sdo definidas como em (5.24). Assim, como na parte (I) do Teorema 5.3.2, o
teorema da convergéncia de Vitali e o Corolério 5.3.1 fornecem Jﬂave (uo) = sup,ep, Jﬂa,s (u).
Isto implica que ug # 0 e o resultado segue como no caso (I) acima. ]
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Observacao 5.3.2. De acordo com os resultados acima, o problema de investigagdo do supremo
(5.1) param € [0,0), pode ser completado ao analisarmos o caso em que

ue =0 em XpP(0,0) e ag—oo, se €—0. (5.29)

De fato. Paran > Ay, o Teorema 5.2.1 garante que este supremo torna-se infinito. No caso em
quen € [0, A1), segundo o Teorema 5.3.2 e o Coroldrio 5.3.2; se a condigio (5.29) falha, entdo

o0 supremo em questdo € finito e possui uma fung¢do extremal ug € X;’P (a,8)NC'[0, R].

De agora em diante, vamos nos dedicar ao (dltimo) caso dado por (5.29). Esta é uma
situacdo bastante complexa e; para sua andlise, necessitaremos de vdrias resultados a respeito
da classe de operadores definida por (5.3) aliados a técnicas de blow up analysis.

5.4 Estimativa uniforme para uma familia de solu¢oes

Nesta se¢do provaremos estimativas uniformes para uma familia de solu¢des de um problema
associado a classe de operadores definida por (5.3). Mais precisamente, investigaremos do
problema

{ Lu+ f+nu’2u=0 em (0,R)

u'(0) =u(R) =0,
onde f € L} e Lu=—r2(r¥u/(r)|P~2u/(r))’, com o, p, 6 e 1 satisfazendo as condigdes
a—pt1=0, 6>a e nel0,A) (5.30)

para A; dado por (5.4). Enfatizamos que durante essa se¢do estaremos assumindo estas
condi¢Oes sobre o, p e 0.

Estimativas andlogas as que iremos apresentar, no caso cldssico, foram inicialmente obtidas
por H. Brezis e F. Merle [12], depois desenvolvidas por M. Struwe [60] e; mais recentemente,
Y. Yang [67]. Aqui, estenderemos estes resultados para a classe de problema acima.

Lema 5.4.1. Sejage X ,%’p (a, 0) uma fungdo decrescente satisfazendo a equagcao

R R
/ €172V dhy = / frdlg, VveXi(a,9), (5.31)
0 0
onde f € Lj,. Entdo, para qualquer 0 < y < /.La7a/||lelJ{a, temos exp(xg) € L., com
%]
R
/ ¢ d)g < C(a, 7)|Brla- (5.32)
0

Além disso, g € X;’q(oc, 0) para qualquer 1 < g < p com

gl zg < Clot.q.RIIf ). (5.33)
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Prova: Para cada ¢t > 1, definimos g’ = min{g,7}. Usando g’ como fung¢@o teste em (5.31)
seque-se

R
/O |Vg|P~2VgVg dAy < t £l (5.34)

Uma vez que g € uma fungio decrescente, para cada ¢t > 1, existe um nimero p = p(¢) tal que
g >t no intervalo [0, p]. Portanto, g'(r) =t em [0, p] e g’ (r) = g(r) para qualquer r > p. Por
(5.34), obtemos

R R
inf / IVo|PdAy < / (Vg 1P dAg <t fll,1 (5.35)
{oeXr 90,0~} JO 0 0
Pela compacidade da inclusdo Xé’p (a,0) = L, k> 0e 1 < m< oo, podemos verificar que o
infimo acima possui uma fungdo extremal ¢y € Xlé’p (a, 0) tal que @p(r) =t no intervalo (0, p).
A equacgdo de Euler-Lagrange associada com este infimo tem unica solu¢do dada por

tIn®

@o(r) = lné em  (P.R), (5.36)

t em (0,p).

Calculando o valor H(pOHf;7 (5.35) fornece

Ly’
p<Re onde 1= 0/ fly) /"
Uma vez que {g >t} = (0,p), a estimativa anterior implica em

Aa({g>1}) = |Bpla < e |Brla (5.37)
onde B = Ug o/ || f Hzé %. Agora, (5.32) segue da seguinte afirmacio.

Afirmacao 5.4.1. Suponha que, para qualquert > 1, valha

Aa({re (0,R): g(r) > 1}) < Ae |Bg|q (5.38)
com constantes uniformes A,B € R. Entao, (5.32) € valida para qualquer ¥ < B com

C <expy+245B X2 /((B-x)Ing),
onde { = (x+B)/2x.

De fato, seja § = % > 1. Entido, por (5.38),

J e = L (<) <)
= Jj=0

[e5)

< ¥ e ({7 < g(n)) (5.39)

Jj=0

<AY B By,
j=0
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Observamos que y§ — B = # < 0. Assim, uma vez que {/ < exp({/) para qualquer j > 0,
obtemos _ . )2

Y e m oy s i L % |

i ) 1—¢xS—B = (B—x)InC

Como i,y e*$dAq < e*|Bg|q, esta tltima estimativa e (5.39) comprovam nossa afirmagdo.
Agora, escolhendo A =1¢ B = /.Laﬂ/HfH%a e usando (5.37), entdo a Afirmagdo 5.4.1
0

implica em (5.32).
Nos resta averiguar a estimativa (5.33). Para isso, usamos a fungao teste In (1 +2g)/(1+g)
na equacdo (5.31) para obter

/R Ve iy < £l n2 (5.40)
o (I+g)(1+2g) * = Wl ™™ '

Pela desigualdade de Young, para qualquer 1 < g < p, temos
|Vel”
((1+¢)(1+2¢))

Vgl (Ha.a8) 21111}
< +C(a,q, e o .

Portanto, combinando (5.32) e (5.40) obtemos (5.33). [

Vgl < +((1+g)(1+2g))7

Teorema 5.4.1. Para cada € > 0, seja ge € X;’p (a, 0) uma fungdo decrescente satisfazendo

R R R
| letr 2/ daa = [ fevdrg4m [ leelgevdre, Yy E X (@.0), (54D
0 0 0

onde (f¢) € limitada em L}, e 0 < 1 < A;. Entdo, g¢ € X;’q(a, 0) para qualquer p/2 < g<pe
Hgé‘Hl,Lz‘ S C(a7Q7R7C0)
onde ¢ € uma cota superior para (f¢) em L},.

Prova: Se 1 = 0 isto segue imediatamente do Lema 5.4.1.
Para o caso geral 0 < 1 < Aj, primeiro afirmamos que (g¢) é limitada em Lz_l. Para
provar isso, argumentamos por contradigdo. Suponhamos que ||gel[, -1 — oo, se € — 0. Defina,
0

h£||LZ_1 =leh,(r)= g’g(r)/||gg||Lg_1. Pela equacéo (5.41)

he = gg/”gg”Lg—l. Obviamente,
podemos verificar que A, satisfaz

R R_
/ WL P2HL dAg = / Fovdlg, VveXh(a,6), (5.42)
0 0
onde

1 -1
zm(fﬁmge\” )
t Lg

fe
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Note que (f¢) é limitada em L}. Usando o caso especial em que 1 = 0, temos (k) limitada

em Xlz’q(a, 0), sempre que 6 > @ — g, veja Lema 2.3.1. Em particular, he — h em Xll’q(oc, 0).

Umavezque p>geo—p+1=0,temos ¢ —¢g+1 > 0. Logo, fica definido o expoente critico
*

] (6+1)q
= p*(a,q,0) = ——1
p*=p'(a,q,0) pr—

Visto que, por (5.30), 6 + 1 > p e, por hipétese, ¢ > p/2, temos p — 1 < p*. Segue do

7z

Coroldrio 2.3.2 que a inclusdo Xz (e, 8) < Lb~' é compacta. Assim, he — h em Lb ' e

he(r) — h(r) q.tp em (0,R). Logo, temos |||, -1 = lime—o ||h¢||, -1 = 1. Por outro lado, a
0 0

equacao (5.42) implica que A satisfaz

R R
/ W P21V dAg =1 / |h|P~2hv dAg.
0 0

Como 1 < Ay, temos & = 0 o que contraria ||A|| w = 1. Portanto (g¢) é limitada em L‘Zil e

podemos escrever a equacao (5.41) como
k / 2.1 7 R
/0 |8el” "8V dAq :/O fevdAg,

com fe = fe + n|ge|P2ge limitada em Lé. Assim, o resultado geral segue do caso particular
em que 1 = 0 trocando f¢ por fe. ]

5.5 Blow up analysis

Nesta secdo usaremos técnicas de blow up analysis para analisar o caso restante no supremo
(5.1), veja a Observagdo 5.3.2. Isto €, estaremos supondo

ug —0 em X,?p(a,e) e ag—o, se €—0,

onde (u¢) é a sequéncia de extremais subcriticos dada pelo Teorema 5.3.1. Ainda, durante esta
secdo estaremos supondo que & > 1, p > 2 e 6 > 0 sdo tais que

a—p+1=0 e 6>a. (5.43)
Na situagdo acima, as constantes g, be € ce em (5.20) satisfazem
He = Ug o, be—1 e ce—m, se €—0.

Nossa andlise serd concluida por uma série de Lemas. Inicialmente, para investigar o
comportamento de cada ue em torno de r = 0, vamos considerar as seguintes funcdes auxiliares.
Para cada € > 0, seja r¢ definido por

rotl = e (5.44)

/ P
all beekede
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onde p' = p/(p—1) e dg é dado em (5.20). Assim, para 0 < r < r¢R, definimos

de (5.45)

Para comecar, temos o seguinte.
Lema 5.5.1. Sejam r¢, ve e we dados por (5.44) e (5.45). Entao

/
. v . .
(i) Para qualquer 0 < U < g g , temos hn}) rg +lehae — (. Em particular, l1n(1) re =0,
E— E—

(i) Se & — 0, temosve — 1 em C}, [0,00) e we — w em C)) [0,00), onde w € dada por

loc

1/a
p—1 < 0+1 Wy
w(r) = — In(1-+c¢ rl’*l>, com Cop=|—— ,
)= s 9 o0 (e+ 1)

(iii) A fungdow do item (ii ) satisfaz /0 e Ha.ow(r) dAg = 1.

Prova: (i) Note que 1 < [lg 9 € Ue — [, implicam em (He — ) (|ue|? — aé’/) <0, para €
suficientemente pequeno. Assim, pela defini¢do rg, temos

1
bgagl

1 R , /
, / Jug | eHluel” dg. (5.46)
beal Jo

/ R / / /
PO+ gal / g M) (el —al)tptluel” 4.
0

<

Escolhendo m > 1 tal que mu < g ¢ € aplicando a desigualdade de Holder, segue

m—1
/

R R J Wl R s
/ |u8\pe“‘“€| dAg < /emmue d2e / |ue|m-T dAg <c,
0 0 0
mp

onde na ultima estimativa usamos o Teorema 3.3.1 e a inclusdo continua X;’p (0, 0) =Ly ".
Assim, (i) segue de (5.46), lembrando que by — 1 e ag — oe.

(ii) Usando (5.19) podemos verificar que cada v, satisfaz

R R

e Lofre L "l

/ VP27 dAg :aP/ v 7T ehelluelren)l”—as )z
0 ¢ Jo (5.47)

R

re _
+rg+1c£/0 velP2vezdAg,
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para todo z(r) = v(rer) com v € X,;’p(oc, ). Para cada p > 0, escolhendo a fungéo teste v,
dada por (5.7), na equagdo acima e fazendo p — 0, podemos concluir

1 r
g v (r)P~! = / e 717 etellnees)' =l g 4 481, ¢ o /0 Vel 2vedAg. (5.48)

ab al re
Fixado rog > 0 arbitrdrio, em vista do item (i), temos ro < R/re para € > 0 pequeno o suficiente.
/

Além disso, temos 6 > o, |vg| < 1le (\ugll’ (rgs) —af) <0. Assim, como ag — o0, ce — 1
e r8*! — 0, a equacdo (5.48) implica que v, — 0 uniformemente em [0,7y]. Uma vez que
ve(0) = 1 para qualquer € > 0, temos ve — 1 em C}, [0, 00).

Para analisar o comportamento de wg, argumentamos como acima. A equacdo (5.19)
fornece

R R R

e re 1 o0 re _
/0 |W8|p 2W8Z d}[{a :/0 |v€|p71 eﬂe(‘ue(”s”” ag )Zdle —|—Clgl’g+1Cg/0 |V8’p ZVSZdAG

e, portanto

I /L s r [r
(oalwé(r)V’_]:r—a/O |ve| 7T eHellue(res)l” _“g)dlg—l—agrgﬂcgr—a/o velP"2vedAg. (5.49)

Por (i), obtemos agrf*lce — 0. Assim, por (5.49), temos (w)) limitada em C|0, ro] para
qualquer rp > 0. Uma vez que we(0) = 0, para qualquer € > 0, concluimos que (wg) é
equicontinua e uniformemente limitada em C[0, ro]. Portanto, o teorema de Ascoli-Arleza nos
dd weg — w uniformemente em [0, ro]. Sendo ry > 0 arbitrdrio, segue que we — wem CP [0, 00).

Resta verificar que w € dada pela expressao do item (ii). Um célculo simples fornece
lue|? (res) —al = p'we(s) (14 Og(Jve| — 1)). (5.50)

)
Aplicando a funcéo ¢ — \t|7§71t em (5.49) e integrando em (0, r), podemos verificar

1
r 1 t I Iy 1
wel) = = | (a) ) (‘w1e“ewe“ss)"’-“é’>+a8r§+1c£1vgv’-2ve)%) &
o

Uma vez que we — wem Cp) [0,00) e ve — 1 em C}, [0, 0), levando em conta (5.50) e fazendo
€ — 0, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue garante a igualdade

1

" 1 Loy w(s p-1
w(r) = —/0 (a)at“/o el Hao ()d)Lg) dr.

Portanto, w € uma func¢do diferencidvel e satisfaz a equacao

— 0 (r W [P2W) = wgr® e Hao¥() em [0, 00),
w(0) =0, w'(0)=0.

E ficil verificar que w(r), dado pela expressdo do item (ii), satisfaz esta equac@o. Por unicidade
de solugdo segue o resultado.
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(iii) Inicialmente, relembramos a igualdade
[ = T
0o (145 [(x+y)’
Esta integral € conhecida como beta integral sobre a semi-reta positiva. Além disso, a fungao

gama de Euler satisfaz I'(1) = 1 e I'(x+ 1) = xI"(x), para x > 0. Para detalhes sobre estes fatos,
recomendamos [3].

x,y>0.

6+1
Em vista dos resultados acima, executando a mudanga de varidvel s = cq g7 ot , podemos
escrever
/oo ep/ﬂa,ew(r) d)ve _ /°° d)ve
0 0 ( "—i')p
1+ Co,p7 " !
" 551
= — ——ds .
T (551)
C(p-1I) _
(p—1)——————==1.
C(p)

Neste ponto, enfatizamos que o resultado do item (ii) involve um problema de classificagao
de solugdes para a classe de operadores definidas por (5.3). Resultados semelhantes, no caso
cléassico, pode ser encontrados em W. Chen e C. Li [18].

O proximo resultado fornece um limite superior para o supremo (5.1).

Lema 5.5.2. limg%OJga_e,g(ug) < |Bg|g + limsup,_, dg/af;/. Em particular,

. Qg
lim — =0.
851’(1) dg

Prova: Para cada A > 1, definimos «2 = min{ug,ae/A}. Afirmamos que

R +|P A—1
v (ug _ %) dAg =22 (5.52)

li
1m A

e—0.J0

P 1
dAg = 1 (5.53)

e—0.J0
De fato, como ||”£HL§ — 0, usando a funcio teste v = (ue —ae/A)" em (5.19) (onde

ut = max{u,0}), para R > 0, podemos escrever

R ag\ +1|? be (R 1
__< —— —1 H£|“e‘p __<
/0 \Y (l/lg A ) dka ds / ’u8|17 (& (u A ) dlg
+ Cg/ |I/lg|p_ Ug — a£> dle

dg

> / |I/l8|p le[ngbtg| <ug—_>+d19 +08(1)
— de A

R + 1 /
- /0 (VE_%> [ve| P eugpwg(s)(pros(l))dl@+08(1)-

74



CAPITULO 5 Trudinger-Moser: forma otimizada

Portanto, pelo item (ii) do Lema 5.5.1, temos

ag\*|”
v (ue-%)
Uma vez que R foi tomado arbitrario, segue do item (iii) do Lema 5.5.1 que
ag\t|’ A—1
V (e f) Ao > ——. (5.54)
De forma analoga, usando a funcio teste v = u4 em (5.19), temos

R be [ L el !
/O VidPdrg = d_/o g | 7T ghele u’gdlg—kcg/o g P~V g
€

R
liminf
e—0 Jo

1 (R,
ddg > ‘u/ el taow(s) dAg.
A Jo

R
liminf
e—0 Jo

bg reR 1 e |u |p/
= d_/ Jug| P77 el g dAg +o0¢ (1)
£
R ,,A
_ / e (res) || 1t gherwe(5)(140e(1) 430 + 0, (1),
0 de
Note 3 (res)/ag — 1/A. Assim,
R 1
lim nf / Vil |P dAg > / el’#aﬂW(S)dA@zZ. (5.55)
0

Note que |[ugl|; ;» =1 implica

/]VuA]l’d?La /' (e =) o

Combinando esta igualdade com (5.54) e (5.55), podemos verificar que (5.52) e (5.53) s@o
validas.

dla - 1.

Agora, se limsup,_,, dg /ak ae = oo, a primeira parte do Lema 5.5.2 é claramente verdadeira.
Suponha limsup,._, dg/czE < oo, Obviamente A|ug| > ag em {ue > ag/A}, logo

A / el gz + eHeluel” g3
Ha,0— £< 8) {ue<ae /A} 0 {Mg>ag/A} 0

< /eugwm d2g +dgAp/ luel” eheluel” 4.
14 0 d

0 ag €
/

R / AP

< / eHel el ddg + de =

0 ag

Por (5.53), temos HAI/PVMQHL,& <1, para cada A > 1. Assim, (exp(u£]u8 P )) é limitada em

1
Lg com 8 = Ar-1T. Portanto,

/ d
hmJﬂ o o (ue) < |Bg|g +AP limsup —.
€0 e—0 ab
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Finalmente, fazendo A — 1, concluimos a primeira parte do Lema 5.5.2.

Por contradi¢do, suponha que (dg¢/ae) € limitada. Neste caso, a primeira parte do

Lema 5.5.2 e 0o Lema 5.3.1 fornecem

. de 1
supJﬂw"e(u)g|BR|9+11msup—8 — = |Brle;

ueS| e—0 aea I

=
£
o qual € impossivel, como veremos na proxima secao.

Destacamos a seguinte consequéncia do Lema 5.5.2.

reR /
Lema5.5.3. limJ]! .(uc) = |Bglo+ lim limsup [  etel“e” d)g.
g0 Had R—oeo g0 JO

Prova: Fixado R > 0, temos

R /
/VRC“‘?'”E'p dAg > |Br|e — |B,gle-
€

Usando isto em combinagdo com limg_,q |Br£§|9 =0, temos

reR / R ’ R /
lim sup efeltel” q2e < limsup [ efell” dlg —liminf [ eel“el” da,

e—0 JO e—0 JO €—0

R ’
< limsup | e*elel” dpg — |Bglg
e—0

e ainda

reR / R
/0 eheluel” 43, — ;{8 /Oep'uew8<s)(1+oe<|ve—1>>d;te.

as bg

Assim, aplicando o item (ii) do Lema 5.5.1 podemos escrever

rgﬁ % dS
lim limsup eHeluel” 420 = limsup — .
R—eo g—0 JO e=0 ab

Portanto, o resultado segue por (5.56)-(5.57) e Lema 5.5.2.

Lema 5.5.4. Para cadav € C° [0,R] e 0 < ro <R, temos

1o b
lim £

1 /
—ag|ug |71 gheluel” vdlg = &(v),
e—=0.J0 e

onde & é a medida de Dirac concentrada na origem. Em particular,

be L 4 e
€ e |ug |71 eleluel é limitada em L}
de
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Prova: Para0 <ry <R, R>0eA > 1, escrevemos
(0, ro) = ({ue > ag/AY\(0, reR)) U{ug < ag/A}U(0, r¢R)
onde € > 0 é pequeno tal que (0, reR) C (0, ),
{ug >ae/A} :={re(0,r9) :ue(r)>ae/A} e {ug<aeg/A}:={re(0,ry):us(r)<ag/A}.

Dividimos a integral em (5.58) em trés partes, conforme a decomposi¢iao acima, e denotamos
por 11, I e I3, respectivamente. Fazendo ¢ = sup,c(o g [v(r)], podemos escrever

AbgC/ |u8|pl el-ls|u£\p’ dlo
T de J{ug>ae/AN\(0.¢R)

1 R / g
< Abgc (l——/ ‘V€|p eﬂe(|”s(’es)|p ae)dA,g)
be Jo

F /
— Ac <1—/ el’“aﬂW(S)d)Le), se €—0.
0

I

Fazendo R — oo e usando o item (iii) do Lema 5.5.1, concluimos I; — 0, quando € — 0.
E claro que

R ’
L< “—Sbgc/ g | 7T kel 2. (5.59)
de 0

Para 6 > p, podemos escolher A > 1 (suficientemente préximo 1) e € > 0 pequeno o suficiente
l — —
para que 1/8+1/(A7T —¢) = 1. Fazendo uf = A'/Puf, por (5.53), temos ||ul|, ;» < 1.
Ainda,
1
1 o Al —¢ ey 7
(Apfl —8) ,LLg]u’g|p =7 He|ud|P < pe|ud|P .

Ap-1

Usando a desigualdade de Holder, a compacidade da inclusdo Xé’p (a,0) — LZ, g>1leo
Teorema 3.3.1, temos

1
1 p—1
R / R 5/ R — 1/(Ar=1—¢)
/|u8|p%e#eu‘2p dxgg(/ |u£|Pd)Lg> </ eHeldl cm@) < oo,
0 0 0

Portanto, combinando (5.59) e o Lema 5.5.2, concluimos que I, — 0 se € — 0.
Agora, para algum T € [0, R], temos

R iy
b= [l ) g ang
0
E /
_ Wm/ Ive(s)| 71 &P Vel 10e(vel=1)) g .
0

Fazendo € — 0 primeiro, e entdo fazendo R — oo, obtemos Iz — 8(v) = v(0).
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Finalmente, escolhendo v =1 e ry = R em (5.58), podemos verificar

. R bg 1 lu |p'

lim [ —aglug|r~Telel"el dlg =1,
e~0J0 dg

o qual completa a prova. ]

A seguir, com a ajuda das estimativas dadas pelo Teorema 5.4.1, descreveremos a forma

como a sequéncia de extremais subcriticos (ug) converge no entorno do ponto de blow up
r=0.

Teorema 5.5.1. Seja p/2 < q < p. Para cada 0 < n < Ay, existe uma fungdo g = gy tal que
1

al'ug — g em Xlé’q(a, 0) e satisfaz

R
/|g = ’dla—&)(v)—i—n/o 7 2gvddg, Vv eEX P (a,0)NCO0,R],  (5.60)

onde & é a medida de Dirac concentrada na origem. Além disso,

1

0
(i) af "ug —gemCj, .

(0,R],

l
(i) af'u, — ¢ em Ly/(r\,R)], para todo r; > 0,

(iii) Existe Ag = lim,_s (g(r) + 85l r) E ainda, temos

0-+1
g(r) = — 2 lnr+Ag+2(r),
U0

comz € C'(0,R]NCY[0,R] e z(0) = 0.

Prova: Usando a equacdo (5.19), obtemos

: ) ip—2, T Uy R aebe 1 o
/ Ia I/tglp g V dla = / |I/l |p*1 e[ig‘ug| v d).«g
0 de
l
+ CS/ |a "ue [P 2al ugv dig. (5.61)

1 ’
Pelo Lema 5.5.4, temos (% |ug|P T eHeluel”) limitada em L}. Portanto, o Teorema 5.4.1
1
implica que (a2 'ue) é limitada no espaco uniformemente convexo X,%’q(oc, 0). Em particular,
1
al'ug — gem Xé’q(oc, 0). Segue das hipédteses do teorema, veja ainda (5.43) e Corolério 2.3.2,

. = 1 -1 4
que a inclusdo XR’q(OC, 0) — Lg € compacta. Portanto, a menos de um refinamento por
subsequéncia, temos

1 1
p—1

al ug —g em Lp1 e al'ue(r)—g(r) qtp em (O,R). (5.62)
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Argumentando como na equacdo (5.22), a equagdo (5.61) fornece

L 1 [Taeb 1 /

= - ele 1 p

Oglal g P! = oc/ || 7T etele” d2g
r® Jo dg

e N (5.63)
—l——;/ a2 " ue|P2al ue dAg.
r=.Jo

_p=2 ..
Entdo, usando a fungdo ¢t — |¢| 7=t em (5.63) e depois integrando em (r, R), podemos escrever

S R/ 1 gt =)
al e (r) = / ( /O fg(ug)dl(;) dr, (5.64)

Wt

onde
agbe

1 / 1 1
|ue|ﬁ e,u€|u£\P + Ce’a571 Me’p_za§71 Ug.

fs(us) =

Levando em conta o Lema 5.5.4 e (5.62) e fazendo € — 0 em (5.64), o teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue nos fornece

€

1

1 R 1 t —1
o) = 2 / —<1+n/ |g|P_1d),9)p dr. (5.65)
Uao Jr 0

Portanto, g é diferencidvel e satisfaz

1 r =
/(1) = (Wa <1+n / |g|’”dle>) . (5.66)

Agora, aplicando a funcdo ¢ — |t|P~t, segue

r
—wa(r¥g P2y = 141 /0 18171 dAg. (5.67)

Finalmente, dado v € X ,%’p (o, 8)NC°[0,R], multiplicando a equagdo acima por ' e integrando
em (0,R), vemos que g satisfaz a equacéo (5.60).
1
(i) Seja r; > 0 fixado arbitrariamente. Por (5.62), temos (af - ug) limitada em L‘Z*l. Assim,
1

combinando (5.63) com o Lema 5.5.4, obtemos |a2 " u’.(r)| < c2/ry em [r1,R], onde ¢, depende
1

apenas p,R,1,q e 6. Analogamente, (5.64) fornece al " ue limitada em C° [r1,R]. Portanto, o
1
teorema de Ascoli-Arzela implica que a2 ' ue converge para algum g em C°[ry,R] e por (5.62)
temos g = 8.
1
(ii) Argumentando como no item anterior, podemos verificar |a? ' u,(r)| < c3/r1, para todo
1

r € [r1,R]. Além disso, combinando (5.63) com (5.66) segue que a? 'ul(r) — g'(r) em todo
ponto r € [r,R]. Portanto, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos fornece o
resultado desejado.
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(iii) Por (5.43) temos 6 > p — 1. Logo, é facil verificar

1
t -1
(1+n/|g|p_ld7tg>p =1+4+o0(t) se t—0.
0

Assim, usando (5.65), um calculo direto fornece

0+1 0+1
nr—

g(r)+ Inr (InR+O(R—r)). (5.68)
U0 Hoo
Portanto, por (5.68), podemos tomar
0+1
Ao :=lim(g(r)+ i Inr).
r—0 Hea0
Fazendo 041
z(r) =g(r)+ Inr—Ap
Hoo
obtemos o item (iii). [ ]

O resultado seguinte ¢ uma consequéncia do Teorema 5.5.1 e completa a anélise do supremo
(5.1), veja a Observacao 5.3.2.

Corolario 5.5.1. Suponha que ug — 0 em X,;’p(oc, 0) e ag = ug(0) — oo, se € — 0. Entao,

sup Jﬂaie(u) <o, VMel0,A).
ueD;

1
Prova: Seja 11 € [0, Ay). Pelo Teorema 5.5.1, existe g = gn, tal que al ' ug — g em Xli’q(oc, 0)
para p/2 < g < p. Por (5.43),temos 6 +1 > p= o+ 1 e, sendo p/2 < g temos

A (6+1)g
= p*(at,q,0) = ——%.
p<p =p'(aq,0) o—gt1

Assim, a inclusido X 40 0) < LP é compacta. Lo 0, a menos de subsequécia, podemos
R 1 0 p g q p
1
assumir que a? ' ug — g em L. Por hipétese, ug — 0 em L. Logo, podemos verificar
q € 8 0 p 0 g0, p
’ ’ Tl
M(ﬂa,ean,ue)|a£|p _Ua,6|as|p = ﬂa,GI:”é’HlL)g +0e(1). (5.69)
Portanto,

R ’ ’ ’
Jllxe*g(ue) — / eM(ua,G_&m”s)We‘p —(Ug,0—8)|uel? e(ﬂa,9—3)|”e|p dl@
’ 0

Mttt |ael” —aplacl? [ tiaoluel?
< e «.,0,1],Ue)|de a,0 e e .0 |Ue dlg
0

Finalmente, combinando o Corolario 5.3.1, o Teorema 3.3.1 e a estimativa (5.69), obtemos o
resultado. [
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5.6 Funcoes extremais

Nesta secdo iremos investigar a existéncia de fungdes extremais para o supremo (5.1) no dltimo
caso. Isto é, sob a condi¢do

ue =0 em Xp'(a,0) e ag=ue(0) > se £—0, (5.70)

onde (ug) é a sequéncia de extremais subcriticos dados pelo Teorema 5.3.1, veja a
Observacdo 5.3.2. Para lidar com esta situacdo, usaremos o método em duas etapas devido
L. Carleson e A. Chang [16] aprimorado para os espacgos X,;’p (a,0). Na primeira etapa,
sob a condi¢do (5.70), daremos uma cota superior para o supremo (5.1) e; na segunda etapa,
verificaremos que a cota superior dada pela etapa inicial € falsa. Esta contradicdo exclui o caso
(5.70).

Como na sec¢do anterior, estaremos assumindo que o > 1, p > 2 e 6 > 0 sdo tais que

a—p+1=0 e 0>a. (5.71)

As etapas do método serdo dadas nas duas subsecdes seguintes.

5.6.1 Etapal: Uma cota superior.

Sob a condi¢cdo (5.70) temos o seguinte

sup Il o (1) < |Bglg +eHuoo 7 T¥@) gy |
uchg

onde A é dado pelo Teorema 5.5.1, VY é a funcdo digama e y é a constante de Euler.

Prova: Seja p > 0 nimero real. Pelo item (ii) do Teorema 5.5.1 podemos verificar
k / 1 R /\p—1
[l dha = [ 117 dha+oe(1). (5:72)
p al Jp
Ainda, por (5.67), Teorema 5.5.1 (iii) e integrac@o por partes,
R R r !
[l ara = [T=(1n [ lglr! ag)g (rar
p p 0
R
= &lp)+n [ [8l" ko +0(pInp) +o(1).

Combinando esta estimativa com (5.72) e usando o comportamento assint6tico de g dada pelo
item (iii), temos

R 1
| eel? e = (g0 gl +op(1) +oe(1)).

Ae

81



CAPITULO 5 Trudinger-Moser: forma otimizada

Defina uig (r) = max {ug(r) — ug(p),0}, entdo ue € X;’p(oc, 0). A equagdo acima fornece

P p P
/Oyvugy A < /O]u8| e

1
= 1= (s e el rop()roel)). 573

Defina

1
te = 1= (8(p) +1lgll7, +0p (1) +0c(1)).
de

Usando o Teorema 5.3.2 e (5.73), podemos aplicar o Teorema 4.3.1 a sequéncia (ug/ ’L'é /p )e
obter a estimativa

p — o 1/py!
limsup [~ eteolte/=17 1 < [Bylg (14-e7+¥0)). (5.74)

e—=0 JO

Agora, voltamos nossa atengo para vizinhangas do tipo [0,7¢R), onde R > 0 é um niimero real.
Pelo Lema 5.5.1, temos we — w em Cj) _[0,00), entdo ug(s) = ag + 0 (R), onde 0g(R) — 0, se
€ — 0 para qualquer R > 0 fixado. Assim, para algum 0 < ¥ < 1,

[\

eluel” < oo luel” + pr o el 7y (14 MO fuellf ) 7 Jae +0e (R
p—1 Ly Ly
1
= Hacoluel? + oo laf ey +-oe(1)
= “a76|”8|p +I~La76pi1”g”€§+08(1)- (5.75)
Analogamente,
/ / 1
ue|? = |ue|? + p'lue| 7 Tue(p) +0e(1). (5.76)
Usando (5.75) e (5.76), obtemos
/ / 1
Heluel” < Hopuel? ‘i‘Na,Ol%ngHig + oo || Tue(p) +0e(1). (5.77)

Ainda, pela defini¢do de 7, temos

1 1 1
@ = =y () nlel +op(1) +oe(D).
Portanto,

’ 1, Ll

Hea6 lug|P = Ho0 g /Té |V T
1
— oy Hae Ha,0M
— Haalme/ 17 20 (o) - O gl 0p(1) +0x(1). (579
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Pelo item (i) do Teorema 5.5.1 podemos escrever

1 _
Noc,epl|ﬁe|”_] ue(p) = .uoc,eplg(P)‘f'Os(R)‘ (5.79)
Assim, por (5.77), (5.78) e (5.79) segue

L,
Ue|ug|P < N(x,e‘ﬁe/fsp‘p +Na,9g(p)+op(1>+0£(R)v

em [0, r¢R], para qualquer R > 0 fixado. Esta estimativa implica em

rek / — FEE _ 1 /
/ eheluel” qp0 < eua,eg(P)+0p(1)+0£(R)/ ehaolie/w 17 qp,. (5.80)
0 0
Por um argumento andlogo ao usado no Lema 5.5.3,
reR — % / P = % !
lim sup eHaolie/% 17 40 < limsup [ eleolfe/% " g, — 1Bolo.
e—0 0 0 0

Logo, por (5.80)

1
7, / P — Dy
llm Sup ¢ e“&“u&'lp dle S eﬂa,eg(l))+”p(l) llm Sup el“LO!‘9|ME/T£p |p dle
£—0 0 £—0 0

_ ,Bp|eeua,eg(p)+0p(1)_

Dessa forma, combinando a estimativa (5.74), o Corolario 5.3.1, e 0o Lema 5.5.3 , a estimativa
acima fornece

reR ,
sup Jjl, ,(u) = |Bglg+ lim limsup eteluel” g
uchy R—oo g0 JO

< |Bgle + eHa.08(p)F0op(1) <1 _|_eY+‘P(P)) 1Bplo — eua,eg(P)JrOp(l)‘Bp‘e

|Bg|g + eHa08(P)top(1)+1+¥(p) 1By lo.

Assim, a cota superior desejada segue da estimativa acima fazendo p — 0 levando em conta a
defini¢do de |Bp|g e usando o Teorema 5.5.1 item (ii). n
5.6.2 [EtapaIl: Inspecao por funcoes teste.

Existe uma sequéncia (Vg) C Dy tal que

I, o (0e) > |Bglg +eHaotot¥(P)+7|py | (5.81)
para € > 0 suficientemente pequeno.
Prova: Inicialmente, destacamos que a func¢do g dada pelo item (iii) do Teorema 5.5.1 satisfaz

0-+1
g(r)=— u+9 Inr4+Ag+ O (r9+1 In” r) , (5.82)
«,
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para r > 0 em uma vizinhancga da origem suficientemente pequena. De fato, pela expressao
dada pelo item (iii) do Teorema 5.5.1, temos

/ gl g = 0+ P ). (5.83)
0

Logo, a equacgdo (5.67) fornece

—g'(r) =

Inr+0O (re In?~! r) )
U0

Assim, (5.82) é valida.
Agora, para cada € > 0, definimos

—1 o+1
C—C »1 (p ln<1+ca9(r/8) +1>—|—Ag), O<r<eL,
vg(r): uaae

1
C rig(r), eL<r<R,

onde cq g = (w9 /(04 1))/%. As constantes C, Ag, e L sdo fungdes de &, que iremos definir
mais adiante satisfazendo:

(i) L—oo, C—oe eL—0, se €—0,
i) c—c ot (2 lln<1—|—ca9LP )+ Ae) —C rig(el).

Escolhendo z¢(r) = min{g(r),g(eL)} como fung¢do teste na equagdo (5.60) e usando que g é
uma fun¢do decrescente (veja (5.66)), € facil verificar

eL eL
1087 % = i (e e [ el ara = [ el dha il ).

Dessa forma, por (5.82) e (5.83), podemos escrever

/ L[ e = (

Relembramos que, para todo x > 1,

+1
IneL-+Ao+1|s]7, + ((EL)(m 1nP(8L))> . (5.84)
a,0

1
—@—QAmeu—w@:ww+%

veja [3, pdgina 26] para detalhes. Assim, paraa > 0e x > 1, temos

a gl 1 1
/ ds:/ (1—7)1=dr
0o (I+s)* u T

I4a

x—1
:(1ia) In(1+a)+(x—1) +”f‘zlrl(l—)dy (5.85)

(i) "warawrio(2).

84




CAPITULO 5 Trudinger-Moser: forma otimizada

quando a — oo. Assim, usando (5.85), temos
eL
| okl azg
0
( r )P'(97p+2)
E

1 0 1 P reL r
=— (LCO‘_J’) / 5 A
CP \ Ugp € 0 ( "f})

l + C(X’O (é) p

(5.86)
0+1
p— 1 Ca, oL P -1 sp—l
= 7 / ds
CP Ug,p Jo (I+s)P
= p——l p—1 ( @) B +1 )
1t ) 7o)
na qual
041
Ca76Lp_l
AL = —  ex1-
1+Ca7eLp71
Fazendo f(f |V.|P dA¢ = 1 e combinando (5.84) e (5.86), temos
r_p—1 +1
Cl =— (¥(p)+7)— IneL+ Ay
Ha.6 U0
-1 011
+nlgll?, + 2 ——ar lln(lJrca,(,L?ﬂ) (5.87)
6 Moo

0+1

+o ((eL)G“ln”(eL)) Lo ).
Assim, (ii) e (5.82) fornecem

AEZ_

—1 1 0+1
P (w(p)+ 1) +nlsll, + E—ap " = D)in (1+caeL )
.uoc,e .u“OC,

(5.88)
*Lﬂ 0+1q..p
+O(L 7 1) +0((eL)? ' InP(eL)).
Ainda, visto que [|vg||?, — Oe HCP%lngzp — ||gll7», & fcil verificar
0 0 0

Mt 0.1 06)C" = T glfy o). (5.89)

Por simplicidade, denotaremos
He = M(.LLOC,GJ n, DS)'

Observamos que |1 — t|1’/ > 1— p't, para todo t € R. Assim, por (5.89), para r € (0, L),
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podemos escrever

Level” = mcr|1-

Vv

0+1\ P
Ue.0M r\ p—1
b€ + B0l < (14 e () )~ pwor'n
+ 0 (C‘p/(eL)e“ 1nP(sL)) 4o (C—P AP n(1 +ca’9L%)) _

Agora, usando as expressoes para C” e A, dadas (5.87) e (5.88), respectivamente, podemos
deduzir da estimativa acima

L 0" > laoAo+¥(p)+y—(0+1)IneL+ (p—1)In(1+cqoLrT)
B <p)ln<l+c‘” ) +) (5.90)
+ 0((sL )0+ In? (¢ ) 0 f%)
+o(c7ap (14 cqol? ).

Denotemos
0(e) =0 ((eL)"+1 1nP(eL)) +0 (L*%> 40 (C—P’ 1n2L) .
Com esta notagdo, segue da estimativa (5.90) acima
Helvel” > tapdo+¥(p )-I—)/—l—lne_(e“)+lnc’gt7_61
— pin(T+cq (r/e)r 1) +6(e). (5.91)

Andlogo ao Lema 5.5.1, item (iii), temos

L dA _ 6+l
/ 69+1 = 1+0(L 2t}>-
O (1+caesr)P

Portanto, usando a estimativa acima, a desigualdade elementar e* > 1 +x,x € R e (5.91),
obtemos

eL ' A
/ eelvel” gp, > (e.ua,e ot (P)+Y|Bl|9>
0

L da
x /0<1+C :s‘”i)p (1+0(¢))

—  eHapAot¥(p +7|Bl lg+0(e). (5.92)
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Por outro lado,
R _ o R . ,
/eﬂelvel e > /L(1+/.Ls\vg|”)d).9
€

L €

! R , /
> IBalo + ttagC 7T ( R (cfweL)"“))
s
P— .

+ 0 (cfl(eL)"“lnP’(eL)) +o (C 1) (5.93)
Assim, combinando (5.92) e (5.93), segue
Jﬂaje(vg) > |BR|9+eua,er+‘P(p)+Y|Bl|6
! R , !
+ HaoC 7T { / Il dxe+0(cfl<eL)9+‘1nP<eL)) +o(1)}
0
_ e+l P2,
+ UgeC P T|O|CPTL T )+0(C » T In"L||.
Escolha L = —Iné. Logo, fazendo € — 0, temos
- 041 _0+1 =2,
Cil ((8L) InP(eL) + L p—l) S0 e C 7T L 0.
Portanto, para € pequeno o suficiente, temos
il o (Ve) > |Bg|o + ettt 0 gy
]
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