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Resumo

Deduzimos desigualdades do tipo Trudinger-Moser para uma classe de espaços de Sobolev
modelados em espaços de Lebesgue com peso. As desigualdades que obtivemos estendem
para dimensões não-inteiras resultados clássicos e fornecem uma ferramenta apropriada para
o estudo de uma classe de problemas envolvendo crescimento crítico associado a uma família
de operadores elípticos quasilineares que incluem; em particular, os operadores Laplaciano,
p−Laplaciano e k−Hessiano, quando agindo em funções simétricas. Ademais, investigamos
existência de funções extremais para alguns problemas de maximização associados àquelas
desigualdades.

Palavras-chave: Desigualdades de Trudinger-Moser, espaços de Sobolev com peso,
operadores elípticos quasilineares, funções extremais, crescimento crítico exponencial.
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Abstract

We derive sharp Trudinger–Moser type inequalities for weighted Sobolev spaces. The
inequalities that we obtain here extend for fractional dimensions the classical results and
provides suitable tools for study of the critical exponential problem associated to a class of
quasilinear elliptic operators which includes in particular the Laplacian, p−Laplacian and
k−Hessian operators; when consider acting on symmetric functions. Moreover, we discuss the
existence of extremal for the maximizing problem associated with some this new Trudinger–
Moser type inequalities.

Keywords: weighted Sobolev spaces, Trudinger–Moser type inequalities, quasi-linear elliptic
operators, extremal functions, critical exponential growth.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Equações elípticas com crescimento crítico

O estudo de equações elípticas com crescimento crítico tem recebido bastante atenção
nos últimos anos. Aqui, o crescimento crítico é determinado por algumas características
particulares dos espaços de funções nos quais se busca resolver tais equações, em geral, via
cálculo variacional. O exemplo que melhor ilustra essa situação é o fenômeno crítico de
Sobolev; no qual, a criticalidade é dada pelas inclusões de Sobolev. Como veremos a seguir, o
caso crítico é delicado e requer métodos específicos devido à perda de compacidade.

Foi verificado por Pokhozhaev [56], usando uma identidade que ficou conhecida como
identidade de Pokhozhaev, que o problema

−∆u = u2∗−1 em Ω, u|∂Ω = 0, (1.1)

não tem solução não-trivial se Ω ⊂ Rn, n ≥ 3 é um domínio limitado e estrelado com relação
a algum ponto e 2∗ = 2n/(n− 2) é o expoente crítico de Sobolev. Esta terminologia provém
do fato de que as inclusões de Sobolev H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) são compactas para q < 2∗ mas a
compacidade é perdida para q = 2∗. Por outro lado, Brezis e Nirenberg [13] observaram que a
equação com um termo de pertubação

−∆u = λu+u2∗−1 em Ω, u|∂Ω = 0, (1.2)

tem soluções positivas para 0 < λ < λ1 e n ≥ 4. Se n = 3 ainda existe λ ∗ > 0 tal que o
problema acima tem solução positiva sempre que λ ∗ ≤ λ < λ1, onde λ1 é o primeiro autovalor
do Laplaciano com condição de Dirichlet homogênea. Desde então, a equação (1.2) passou a
ser conhecida como problema de Brezis-Nirenberg. Este problema tem sido bastante estudado
e existem várias extensões parciais dos resultados acima, quando o Laplaciano é trocado pelo
p−Laplaciano, com 1 < p < n. Para resultados de existência e de não-existência de soluções
referimos [32, 33, 35, 41], se Ω é um domínio limitado qualquer. Para o caso em que Ω = BR
é uma bola de raio R > 0, vários resultados foram obtidos por Knaap e Peletier [45, 46]; os
quais, usando o método de inversão de Emden-Fowler, generalizaram resultados anteriormente
obtidos em [7, 8].

Se n = 2, ou mais geralmente, se p = n; as inclusões de Sobolev W 1,n
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) são

compactas para todo q > 1. Além disso, p∗ = np/(n − p) ∼ ∞ (formalmente), se p → n;
e assim, é natural esperar a validade da inclusão W 1,n

0 (Ω) ↪→ L∞(Ω); no entanto, um contra-
exemplo mostra que isso não ocorre (se Ω=B1, basta tomar u(x) = ln ln(e/|x|)). Então surgiu a
questão de encontrar o melhor crescimento permitido; isto é, uma função g(t) com crescimento
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CAPÍTULO 1 Introdução

máximo possível e tal que g(u) ∈ L1(Ω) sempre que u ∈ W 1,n
0 (Ω). Nesse sentido, de forma

independente, S. Pokhozaev [57] e N. Trundiger [65] mostraram que exp(|u|
n

n−1 ) ∈ L1(Ω)

sempre que u ∈ W 1,n
0 (Ω). Além disso, esses autores mostraram que existe µ > 0 tal que∫

Ω exp(µ|u|
n

n−1 )dx ≤ 1 para todo u ∈W 1,n
0 (Ω) com ∥∇u∥n ≤ 1. Um pouco depois N. Trudinger

et al. [42] mostraram que o crescimento exponencial é ótimo, isto é, se g(t) é uma função
com crescimento mais rápido do que exp(t

n
n−1 ), então g(u) ̸∈ L1(Ω) para algum u ∈W 1,n

0 (Ω).
Em [54], J. Moser apresentou uma versão mais apurada destes resultados a qual passou a ser
conhecida como desigualdade de Trudinger-Moser. De forma precisa, J. Moser mostrou que
para todo µ > 0 e u ∈W 1,n

0 (Ω) temos exp(µ|u|
n

n−1 ) ∈ L1(Ω); além disso,

sup
u∈W 1,n

0 (Ω) :∥∇u∥n≤1

∫
Ω

eµ|u|
n

n−1 dx
{

≤ c|Ω| se µ ≤ µn
= ∞ se µ > µn,

(1.3)

onde |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω em Rn, c > 0 depende apenas de µ e n e

µn = nω
1

n−1
n−1, onde ωn−1 é a área da superfície esférica Sn−1 ⊂ Rn. Assim, no caso p = n o

crescimento exponencial é crítico, governado pela desigualdade de Trudinger-Moser e µn é a
constante crítica.

A existência de funções extremais para o supremo (1.3) no caso subcrítico, isto é, se µ < µn,
é garantida facilmente. Por exemplo, pode-se usar o teorema da convergência de Vitali. Já o
caso crítico, isto é, se µ = µn, requer técnicas delicadas. De fato, levou 10 anos até que, vários
autores, resolvessem esse problema. O primeiro avanço deve-se a L. Carleson e A. Chang [16],
que mostraram a existência de extremais, se Ω = B1 ⊂Rn é a bola unitária centrada na origem.
Em seguida, M. Struwe [61] garantiu extremais para pequenas pertubações da bola BR ⊂ R2 e
M. Flucher [34] completou para Ω ⊂ R2. Finalmente, K. Lin [51] mostrou que há extremais
para (1.3) se Ω ⊂ Rn, n ≥ 3 é qualquer domínio limitado com fronteira suave.

Observamos que o problema (1.3), no caso crítico e com n = 2, está associado com a
seguinte equação

−∆u = λue4πu2
em Ω, u|∂ Ω = 0, com λ =

1∫
Ω u2e4πu2 , (1.4)

e a existência de extremais para (1.3) garante solução positiva para esta equação. Isto contrasta
com o problema crítico (1.1).

O limiar para a existência de soluções do problema associado ao crescimento crítico
exponencial (ou de Trudinger-Moser) foi investigado por diversos autores, veja [26] e suas
referências. Em particular, um fenômeno análogo àquele devido a Brezis e Nirenberg (1.2) foi
detectado. Em [27], investigou-se a fronteira entre a existência e a não-existência de soluções
para o problema crítico

−∆u = h(u)eu2
em B1 ⊂ R2, u|∂ B1 = 0 (1.5)

em função de um termo de menor ordem h que comporta-se como h(r) = K/ra, para r
suficientemente grande. Constatou-se que o problema (1.5) tem solução positiva para a < 1 e
K > 0, no entanto, existe K2 > 0 tal que a solubilidade é perdida para a> 1 e 0<K <K2. Ainda,
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CAPÍTULO 1 Introdução

se a = 1, há solução para K > 4/e1/2 e existe 0 < K0 < 4/e1/2 tal que (1.5) não tem solução
se 0 < K < K0. Como podemos ver, o limite entre a existência e a não-existência de soluções
é delicado. Esse fenômeno é típico de problemas críticos, lembre-se dos resultados de Brezis-
Nirenberg, onde o acréscimo de um termo de pertubação de menor ordem foi suficiente para
produzir soluções. Para finalizar, gostaríamos de enfatizar que, como observado por Coron [20]
e Bahri e Coron [10], as propriedades geométricas e topológicas do domínio são determinantes
na questão da solubilidade de problemas envolvendo crescimento crítico.

1.2 Simetria radial e operadores elípticos quasilineares

Na seção anterior, observamos que a topologia e a geometria do domínio influenciam na
solubilidade de uma equação diferencial. Nesta seção, veremos que; para uma larga classe de
problemas, as soluções de uma equação diferencial herdam algumas propriedades de simetria
do domínio. Um trabalho pioneiro nessa direção é devido a Gidas et al. [38]; onde investigou-se
simetria radial para soluções da equação

−∆u = f (u) em B1 ⊂ Rn, u|∂B1 = 0, (1.6)

onde B1 unitária centrada na origem 0 ∈ Rn. Mostrou-se que f ∈C1 é suficiente para garantir
que qualquer solução positiva u ∈C2 do problema acima é simétrica e radialmente decrescente.
Isto é, existe uma função v : [0, 1)→R tal que u(x) = v(r) para todo x∈B1, com v′(r)< 0; onde
r = |x|. Resultados como este foram largamente estudados e são conhecidos como simetrias
do tipo Gidas-Ni-Nirenberg; para resultados recentes referimos [48]. Estes autores, veja ainda
[39], investigaram simetria de soluções positivas também para o caso ilimitado

−∆u = f (u) em Rn, n ≥ 3, com u(x) = O(|x|−ν), ν > 0 para |x| → ∞, (1.7)

e mostraram simetria radial para uma larga classe de funções f . Assim, para uma classe bem
ampla de funções f , o problema (1.6), equivale ao seguinte{

r1−n(rn−1u′)′+ f (u) = 0 em (0, 1),
u′(0) = u(1) = 0.

(1.8)

Para n ≥ 2, vários autores têm investigado esse problema. Em [9] Atkinson e Peletier
consideraram o caso n = 2, através do shooting method, estabeleceram condições sob f para
existência de solução positiva para (1.8). O curioso nesse trabalho é que as condições para
a solubilidade não são formuladas em termos do crescimento de f ; mas, por meio de uma
desigualdade envolvendo g e g′, onde g = ln f . Em [27], veja (1.5) acima, foi estudado o
problema crítico exponencial na bola B1 ⊂ R2. Veja [6], para resultados sobre a existência de
soluções que mudam de sinal para o problema crítico exponencial.

A questão da simetria radial para equações envolvendo o operador p−Laplaciano, p ̸= 2
tem sido investigado por diversos autores. Em [31], Felmer et. al investigaram simetria radial
para soluções não-negativas do problema

∆pu+ f (u) = 0 em Ω ⊂ Rn, u|∂Ω = 0, (1.9)

3



CAPÍTULO 1 Introdução

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p−Laplaciano, com p > 2 e Ω = B1. Ficou
provado que, para f sob condições bastante gerais, qualquer solução não-negativa de (1.9)
é necessariamente positiva, radial e decrescente. Em [23], investigou-se domínios limitados
Ω⊂Rn com simetrias direcionais e conclui-se resultados similares. Já o caso em que 1< p< 2
e Ω =Rn, a garantia de simetria radial para soluções de (1.9) pode ser encontrada em [22]; veja
também [21]. Dessa forma, para uma larga classe de funções f , o problema (1.9) reduz-se ao
seguinte {

r1−n(rn−1|u′|p−2u′)′+ f (u) = 0 em (0, 1),
u′(0) = u(1) = 0.

(1.10)

O problema acima tem recebido atenção de diversos autores. Em [37], usando o shooting
method, estabeleceu-se diversas condições sobre f para a existência de soluções. Se p < n, a
existência foi garantida essencialmente para toda f com crescimento subcrítico, e; com mais
algumas restrições, se f tem comportamento crítico e supercrítico. Se p = n, condições de
existência foram estabelecidas para f com crescimento crítico exponencial. Para resultados
complementares, indicamos [36] e suas referências. Veja ainda [62] para resultados sobre
unicidade de soluções.

Agora, considere a equação

Sk(D2u)+ f (u) = 0 em Ω ⊂ Rn, u|∂Ω = 0, (1.11)

onde Sk(D2u), 1 ≤ k ≤ n é o operador k−Hessiano [66, 69], definido como a soma de todos
os menores k× k da matriz Hessiana D2u. Por exemplo, S1(D2u) = ∆u e Sn(D2u) = det D2u
é o operador de Monge-Ampère. Se Ω = B1 ⊂ Rn, a técnica moving plane method, usada
pelos autores acima para garantir simetria radial para p−Laplaciano se aplica ao operador
k−Hessiano, veja [28] para o operador de Monge-Ampère. Assim, (1.11) reduz-se a{

r1−n(rn−k|u′|k−1u′)′+ f (u) = 0 em (0, 1),
u′(0) = u(1) = 0.

(1.12)

De acordo com os resultados de simetria discutidos; para uma larga classe de funções f ,
todos os problemas acima são casos particulares da seguinte família de problemas{

r−θ (rα |u′|β u′)′+ f (u) = 0 em (0, R),
u′(0) = u(R) = 0,

(1.13)

onde 0 < R ≤ ∞ e os parâmetros α, θ ≥ 0 e β >−1 são números reais.
Para α , β e θ como acima, denotamos por L := L(α ,β ,θ) a família de operadores definida

por
Lu = r−θ (rα |u′|β u′)′. (1.14)

Essa família de operadores vem sendo estudada por vários autores; destacamos os trabalhos de
P. Clément et al. [19], D. de Figueiredo et al. [24] e J. Jacobsen e K. Schmitt [43, 44] onde
vários resultados foram obtidos sob diferentes condições nos parâmetros α, β e θ .
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CAPÍTULO 1 Introdução

Observamos que os parâmetros discretos n,k ∈ N em (1.8), (1.10) e (1.12) foram trocados
por parâmetros contínuos α,β ,θ ∈ R em (1.13). Em geral, quando se estuda esses tipos de
problemas via técnicas de EDO’s (shooting method), veja [37] e [36] por exemplo; o uso do
parâmetro contínuo não causa problema, no entanto; para um estudo via cálculo variacional, a
situação é diferente visto que os espaços de Sobolev padrões são modelados em subconjuntos
de Rn, n ∈ N. Assim, para uma abordagem variacional da família de problemas (1.13), uma
família correspondente de espaços X = X(R,α,β ,θ) faz-se necessária. Os principais objetivos
desse trabalho são os seguintes:

• Apresentar uma classe de espaços de Sobolev com peso X1,β+2
R (α,θ) apropriado para

uma abordagem variacional da família de problemas em (1.13)-(1.14).

• Estabelecer uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser para os espaços
X1,β+2

R (α,θ) a qual permitirá estender (1.3) (na forma radial) para espaços de Sobolev
com peso e para dimensões não-inteiras.

• Estabelecer a existência de funções extremais para a desigualdade do tipo Trudinger-
Moser obtida.

• Estabelecer uma forma otimizada para a desigualdade de Trudinger-Moser em
X1,β+2

R (α,θ) e provar a existência de funções extremais para esta desigualdade.

Nosso trabalho está organizado da seguinte forma:

1.2.1 Capítulo 2

No Capítulo 2, apresentaremos a classe de espaços de Sobolev X1, p
R (α ,θ) e discutiremos suas

principais propriedades. Distinguiremos dois casos: caso Sobolev e o caso Trudinger-Moser e
provaremos alguns resultados que servirão de base para nosso trabalho. Incluiremos um estudo
sistemático das inclusões da forma X1, p

R (α ,θ) ↪→ Lq
κ . Neste ponto, veremos que existe um

expoente crítico de Sobolev para a continuidade e/ou compacidade destas inclusões.

1.2.2 Capítulo 3

Provaremos uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser para os espaços X1,p
R (α ,θ).

A chave para a prova dessa nova desigualdade envolve algumas estimativas delicadas, veja
Lema 3.2.1 e Corolário 3.2.1, as quais permitem provar um fato que estende ligeiramente
um resultado devido a J. Moser, veja Lema 3.3.1, e ainda oferecer uma nova prova para este.
Tais estimativas são uma extensão das estimativas devido a L. Carleson e A. Chang contidas
em [16]. Além disso, consideraremos algumas extensões da nova desigualdade de Trudinger-
Moser obtida. Nesse sentido, provaremos uma forma singular e outra desigualdade na forma
invariante por escalar contemplando domínios ilimitados.
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1.2.3 Capítulo 4

O objetivo do Capítulo 4 é provar a existência de funções extremais para a desigualdade
do tipo Trundiger-Moser estabelecida no Capítulo 3. Para isso, provaremos uma extensão
para X1,p

R (α ,θ) do famoso concentration-compactness principle devido a P.-L. Lions [52].
Além disso, oferecemos uma estimativa para o funcional de Moser ao longo de sequências
concentradas em X1,p

R (α,θ) a qual permitirá aplicar a estratégia em duas etapas de L. Carleson
e A. Chang [16] generalizada para os espaços X1,p

R (α ,θ).

1.2.4 Capítulo 5

Neste capítulo, provaremos uma forma otimizada para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser
em X1,p

R (α ,θ). Esta estimativa fornece mais informações; tanto a respeito da alternativa de
concentração e compacidade do Capítulo 4, veja Corolário 4.2.1, quanto da desigualdade de
Trudinger-Moser do Capítulo 3, veja Teorema 3.3.1. Além disso, provaremos a optimalidade
desta desigualdade e estabeleceremos a existência de funções extremais. Para isso, provaremos
uma estimativa uniforme para uma família de soluções do problema crítico associado à classe
de operadores definida por (1.14). Nossa análise da forma otimizada da desigualdade do tipo
Trudinger-Moser conclui-se aplicando a alternativa de concentração e compacidade aliada à
técnica de blow up analysis. Para a existência de funções extremais, combinamos a alternativa
de concentração e compacidade e a estratégia em duas etapas de L. Carleson e A. Chang por
meio de uma estimativa de concentração obtida no Capítulo 4, veja Teorema 4.3.1.
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CAPÍTULO 2

A classe de espaços de Sobolev X1,p
R (α,θ)

Neste capítulo introduzimos a classe de espaços de Sobolev com peso X1,p
R (α,θ) e

apresentamos algumas de suas principais propriedades. Estes espaços serão nosso ambiente
natural de trabalho e apresentam-se como adequados para o estudo de uma classe de
problemas elípticos quasilineares que incluem o operador k–Hessiano como caso particular,
quando agindo em funções radialmente simétricas. Além disso, como veremos nos capítulos
seguintes, estes espaços permitem estender alguns resultados clássicos para incluir dimensões
fracionárias.

2.1 Introdução

Para cada número real θ ≥ 0, o elemento volume generalizado para dimensões fracionárias é
definido por

ωθ =
2π

θ+1
2

Γ(θ+1
2 )

(2.1)

no qual Γ(x) =
∫ ∞

0 tx−1e−t dt é a função gamma de Euler. Note que, para cada n ≥ 1 inteiro,
ωn−1 coincide com a área da superfície esférica da bola unitária em Rn. Definimos a integração
em dimensões fracionárias através da medida de Lebesgue com peso λθ dada por

λθ (B) = ωθ

∫
B

rθ dr

onde B é um subconjunto boreliano, isto é, B pertence à σ−álgebra gerada pelos abertos de
R∪{±∞}. Observamos aqui que, se B = (0,R) é um intervalo finito e θ = n−1 é um número
inteiro, então λn−1(B) é a medida de Lebesgue da bola de raio R centrada na origem BR ⊂ Rn.
Por esta razão iremos utilizar a notação

|BR|θ =
∫ R

0
dλθ .

Além disso, seja f : BR ⊂Rn →R uma função radialmente simétrica, isto é, existe g : (0,R)→
R tal que f (x) = g(|x|) para todo x ∈ BR. Então f é integrável em BR, com respeito a medida
de Lebesgue dx, se, e somente se, g é integrável em (0,R), com respeito a medida λn−1, e vale
a igualdade ∫

BR

f (x)dx = ωn−1

∫ R

0
g(r)rn−1dr =

∫ R

0
g(r)dλn−1.

7



CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Assim, a medida λθ estende de forma natural a integração padrão em Rn para espaços com
dimensões fracionárias. Não é nosso objetivo discutir a formalidade axiomática que rege
tais espaços, para isso o leitor é referido a [59, 55] onde a base axiomática e aplicações à
problemas físico matemáticos são apresentadas. Nosso interesse é fornecer resultados sobre
uma classe de espaços de funções X1,p

R (α ,θ) que inclua dimensões fracionárias e seja ao
mesmo tempo apropriado para o estudo de uma classe de problemas elípticos quasilineares
que inclui o operador k-Hessiano (restrito às funções simétricas) como caso particular. Como
veremos, a classe X1,p

R (α,θ) será constituída por espaços de Sobolev modelado em espaços de
Lebesgue com respeito à medida λθ . Mais precisamente, seja 0 < R ≤ ∞. Para cada q ≥ 1
e θ ≥ 0, denotemos Lq

θ = Lq
θ (0,R) o espaço de Lebesgue definido pelo conjunto das funções

mensuráveis u : (0,R)→ R tais que

∥u∥Lq
θ
=


(∫ R

0
|u(r)|q dλθ

)1/q

< ∞ se 1 ≤ q < ∞,

ess sup
0<r<R

|u(r)|< ∞ se q = ∞.
(2.2)

Se θ = 0, temos o espaço de Lebesgue usual Lq
0 = Lq(0,R) munido com a norma padrão ∥u∥Lq .

Sejam α ≥ 0, p ≥ 1 e θ ≥ 0 números reais. Denotamos W 1, p
R (α ,θ) o espaço das funções

localmente absolutamente contínuas u : (0,R)→ R tais que u ∈ Lp
θ e u′ ∈ Lp

α . Este espaço tem
a propriedade de Banach se munido com a norma

∥u∥W 1, p
R (α,θ) =

(
∥u∥p

Lp
θ
+∥u′∥p

Lp
α

)1/p
. (2.3)

Seja X1,p
R (α ,θ), ou simplesmente XR, o fecho do conjunto

X =

{
u ∈W 1, p

R (α ,θ) : lim
r→R

u(r) = 0
}

com respeito à norma (2.3).
Devido a uma desigualdade do tipo Hardy, os espaços XR têm propriedades importantes

que os fazem um modelo apropriado para o estudo, via cálculo variacional, de problemas
envolvendo a seguinte classe de operadores elípticos quasilineares

Lu := r−θ (rα |u′|β u′)′. (2.4)

A classe de operadores definidas por L = L(α ,β ,θ) tem sido objeto de pesquisa nos últimos
anos. Destacamos os trabalhos de P. Clément et al. [19], D. de Figueiredo et al. [24] e
J. Jacobsen e K. Schmitt [43, 44] onde vários resultados foram obtidos sob diferentes condições
nos parâmetros α , β e θ .

Para finalizar, observamos que os seguintes operadores, quando agindo em funções
simétricas definidas em bolas BR ⊂ Rn, estão inclusos na classe de operadores definidos por
L.

Operador α β θ
Laplaciano n−1 0 n−1
m-Laplaciano (m > 1) n−1 m−2 n−1
k-Hessiano n− k k−1 n−1

8



CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

2.2 Notações e resultados preliminares

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades dos espaços W 1, p
R (α ,θ) introduzidos na

seção anterior.
Seja I = (a, b) ⊂ R um intervalo. Denotaremos AC(I) ou AC(a, b) o conjunto das

funções u : I → R absolutamente contínuas em todo compacto [c, d]⊂ I.
Para cada θ ≥ 0, defina Tθ : Lq

θ (0,R)→ Lq(0,R) por

Tθ u(r) = ω1/q
θ u(r)rθ/q.

Note que Tθ é um operador linear sobrejetivo e

∥u∥Lq
θ
= ∥Tθ u∥Lq,

ou seja, Tθ é uma isometria linear. Como consequência Lq
θ é um espaço de Banach com a

norma (2.2) e, além disso, este é um espaço uniformemente convexo, se 1 < q < ∞.

Teorema 2.2.1. W 1, p
R (α ,θ) é um espaço de Banach com a norma definida em (2.3).

Prova: Seja (uk) uma sequência de Cauchy em W 1, p
R (α ,θ). Em particular, (uk) e (u′k) são

sequências de Cauchy em Lp
θ e Lp

α , respectivamente. Podemos tomar u0 e u1 tais que

uk → u0 em Lp
θ e u′k → u1 em Lp

α . (2.5)

Em particular, existe uma subsequência (uk j) tal que

uk j(r)→ u0(r) e u′k j
(r)→ u1(r) q.t.p em (0, R). (2.6)

Afirmação 2.2.1. Existe u0 ∈ AC(0, R) tal que u0(r) = u0(r) q.t.p em (0,R) e u′0 = u1.

Seja r0 em (0, R) tal que uk j(r0)→ u0(r0), sendo cada uk j um elemento de AC(0, R), temos

uk j(r) = uk j(r0)+
∫ r

r0

u′k j
(s)ds, r ∈ (0, R). (2.7)

Uma vez que u1 ∈ Lp
α , dado [c,d]⊂ (0, R), segue da desigualdade de Hölder

∫ d

c
|u1(s)|ds ≤ ∥u1∥Lp

α

(∫ d

c
(ωαsα)−

1
p−1 ds

) p−1
p

< ∞.

Segue-se que u1 ∈ L1
loc(0,R), e assim, definindo u0 : (0, R)→ R por

u0(r) = u0(r0)+
∫ r

r0

u1(s)ds, r ∈ (0, R) (2.8)

temos u0 ∈ AC(0, R). Ainda, para todo r ∈ (0, R), usando a desigualdade de Hölder

∫ r

r0

|u′k j
(s)−u1(s)|ds ≤ ∥u′k j

−u1∥Lp
α

(∫ r

r0

(ωαsα)−
1

p−1 ds
) p−1

p

→ 0, se j → ∞

9



CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

em virtude de (2.5). Dessa forma, por (2.6), (2.7) e (2.8) temos

|uk j(r)−u0(r)| ≤ |uk j(r0)−u0(r0)|+
∫ r

r0

|u′k j
(s)−u1(s)|ds → 0, se j → ∞. (2.9)

Logo, uk j(r) → u0(r) para todo r ∈ (0, R) e por (2.6) temos u0(r) = u0(r) q.t.p em (0, R).
Ainda, por (2.8) é claro que u′0 = u1 o que prova a afirmação.

Combinando a Afirmação 2.2.1 com (2.5) vemos que u0 ∈ W 1, p
R (α,θ) e uk → u0 em

W 1, p
R (α,θ) donde segue a completude.

Observação 2.2.1. O argumento acima permite concluir que toda função u ∈ X1,p
R (α,θ)

satisfaz limr→R u(r) = 0.

De fato, se u ∈ XR então existe uma sequência (uk)⊂W 1, p
R (α,θ) tal que

lim
r→R

uk(r) = 0, ∀ k ∈ N e ∥uk −u∥W 1, p
R (α,θ) → 0 se k → ∞. (2.10)

Assim, a menos de subsequência, temos

uk(r)→ u(r) e u′k(r)→ u′(r) q.t.p em (0, R). (2.11)

Usando integrais indefinidas como em (2.7) e (2.8) obtemos,

|uk(r0)−u(r0)|+
∫ R

r0

|u′k(s)−u′(s)|ds → 0, se k → ∞. (2.12)

Ainda, para todo r ∈ (0, R), como em (2.10)

|u(r)| ≤ |uk(r)|+ |uk(r)−u(r)| ≤ |uk(r)|+ |uk(r0)−u(r0)|+
∫ r

r0

|u′k(s)−u′(s)|ds.

Portanto, usando (2.10) segue

lim
r→R

|u(r)| ≤ |uk(r0)−u(r0)|+
∫ R

r0

|u′k(s)−u′(s)|ds.

Agora, fazendo k → ∞ acima e usando (2.12) concluímos a prova da Observação.

Teorema 2.2.2. Suponha 1< p<∞. Então, W 1, p
R (α,θ) é separável, reflexivo e uniformemente

convexo. Em particular, o mesmo vale para o subespaço fechado X1, p
R (α ,θ).

Prova: Seja 1 < p < ∞. Lembramos que o espaço Lp(0, R)×Lp(0, R) é separável, reflexivo e
uniformemente convexo se munido com a norma

∥(u, v)∥Lp×Lp =
(
∥u∥p

Lp +∥v∥p
Lp

) 1
p .

Para α , θ ≥ 0, considere a aplicação Tα,θ : W 1, p
R (α,θ)→ Lp ×Lp dada por

Tα,θ u =
(

ω1/p
θ u(r)rθ/p, ω1/p

α u′(r)rα/p
)
.
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Para cada u ∈W 1, p
R (α ,θ), é claro que

∥Tα,θ u∥Lp×Lp = ∥u∥W 1, p
R (α,θ).

Segue que Tα,θ é uma isometria linear. Sendo W 1, p
R (α ,θ) completo, segue que este é

isométrico a um subespaço fechado de Lp(0, R)×Lp(0, R). Uma vez que as propriedades de
separabilidade, reflexibilidade e convexidade uniforme são mantidas para subespaços fechados
e preservadas por isometrias, segue o resultado.

O estudo dos espaços W 1, p
R (α ,θ) pode ser feito sob várias condições nos parâmetros α, p

e θ . Para uma abordagem sistemática, destacamos dois casos com comportamentos bastantes
distintos: O caso Sobolev, quando vale a condição

α − p+1 > 0

e o caso Trudinger-Moser, se vale a condição

α − p+1 = 0.

Esta nomenclatura ficará clara nas seções seguintes.
Em nosso trabalho estaremos interessados principalmente no caso Trudinger-Moser, no

entanto, o caso Sobolev será de grande ajuda em nossos resultados.

2.3 Desigualdade de Hardy e inclusões de Sobolev para X1, p
R (α,θ)

Nesta seção estabeleceremos algumas desigualdades do tipo Sobolev para os espaços XR. Como
veremos adiante, este problema está relacionado com desigualdades do tipo Hardy para funções
absolutamente contínuas. Inicialmente, vamos introduzir algumas notações e resultados que
aparecem em [47]. Para cada intervalo (a, b) ⊂ R denotamos por W(a, b) o conjunto das
funções mensuráveis, positivas e finitas q.t.p em (a, b). Ainda ACR(a, b) denota o espaço
das funções u ∈ AC(a,b) tais que limr→b− u(r) = 0. Uma questão interessante abordada por
B. Opic e A. Kufner em [47] foi a seguinte:

Sejam p, q > 1 números reais e v, w ∈ W(a, b). Sob que condições em p, q, a, b, v e w existe
uma constante C > 0 tal que a desigualdade(∫ b

a
|u|qwdr

)1/q

≤C
(∫ b

a
|u′|pvdr

)1/p

(2.13)

seja verdadeira para toda u ∈ ACR(a,b)?
O problema acima pode ser traduzido em uma desigualdade do tipo Hardy. A questão

crucial é determinar condições para que o operador linear HR : Lp(a, b ;v) → Lq(a, b ;w)
definido por

(HR f )(r) =
∫ b

r
f (s)ds (2.14)

esteja bem definido e seja contínuo. Aqui, Lp(a, b ;v) é a notação padrão para o espaço de
Lebesgue com peso, veja [47, p.45]. A continuidade e a compacidade do operador HR podem
ser determinada pela análise das seguintes constantes e funções auxiliares:

11
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(i) Para 1 < p ≤ q < ∞ e v,w ∈ W(a,b), defina a função FR : (a, b)→ [0,∞] por

FR(r) = FR(r ; a, b, w, v, q, p) =
(∫ r

a
w(s)ds

)1/q(∫ b

r
v1−p′(s)ds

)1/p′

(2.15)

e ainda BR ∈ [0,∞] por

BR = BR(a, b, w, v, q, p) = sup
a<r<b

FR(r). (2.16)

(ii) Para 1 < q < p < ∞ e v,w ∈ W(a,b), defina AR = AR(a, b, w, v, q, p) ∈ [0,∞] por

AR =

{∫ b

a

[(∫ r

a
w(s)ds

)1/q(∫ b

r
v1−p′(s)ds

)1/q′
]m

v1−p′(r)dr

}1/m

, (2.17)

onde
1
p
+

1
p′

= 1 =
1
q
+

1
q′

e
1
m

=
1
q
− 1

p
.

Com esta notação, B. Opic e A. Kufner mostraram que o operador HR é contínuo se, e só se,
BR é finito ou se, e só se, AR é finito conforme 1 < p ≤ q < ∞ ou 1 < q < p < ∞ . Além disso,
para 1 < p ≤ q < ∞, HR é compacto se, e somente se,

BR(a, b, w, v, q, p)< ∞ e lim
r→a+

FR(r) = lim
r→b−

FR(r) = 0. (2.18)

Já no caso em que 1 < q < p < ∞, HR é compacto se, e somente se,

AR(a, b, w, v, q, p)< ∞. (2.19)

Para mais detalhes sobre estes resultados, veja [47][p. 65 e 83].
Nas seções seguintes, iremos usar os resultados acima para determinar condições sobre

α , p, θ ,κ , q e R para as quais X1,p
R (α ,θ) está incluso em Lq

κ .

2.3.1 Inclusões X1, p
R (α ,θ) ↪→ Lq

κ

Nesta seção vamos considerar desigualdades de Sobolev para XR no caso limitado, ou seja,
0 < R < ∞. Nosso primeiro resultado é o seguinte

Lema 2.3.1. Suponha que α , p, θ são tais que θ ≥ α − p. Então a norma ∥u∥W 1, p
R (α,θ) definida

em (2.3) é equivalente à norma do gradiente

∥u∥1,Lp
α
= ∥u′∥Lp

α

no subespaço X1, p
R (α,θ). Em particular, no caso Trudinger-Moser estas normas são

equivalentes para todo α , θ ≥ 0, e p > 1.
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Prova: Desejamos verificar que existem constantes positivas a e b tais que

a∥u′∥Lp
α
≤ ∥u∥W 1, p

R (α,θ) ≤ b∥u′∥Lp
α
,

para todo u ∈ X1, p
R (α ,θ). A existência da constante a segue imediatamente da definição (2.3).

Para garantir a existência de b, vamos verificar que existe C > 0 tal que∫ R

0
|u(r)|pdλθ ≤C

∫ R

0
|u′(r)|pdλα (2.20)

para todo u ∈ ACR(0,R). De fato, como vimos na seção anterior, a existência de tal C > 0 é
equivalente mostrar que BR, definido por (2.16), é finito com a = 0, b = R, w =ωθ rθ , v =ωαrα

e p = q. Um cálculo direto fornece

FR(r) =


k1

(
p−1

p−α −1

(
r

θ+1
p−1 R

p−α−1
p−1 − r

θ−α+p
p−1

))1/p′

se α − p+1 ̸= 0,

k1

(
r

θ+1
p−1 ln

R
r

)1/p′

se α − p+1 = 0,

onde k1 = (ωθ/ωα(θ +1))1/p. Uma vez que estamos supondo θ ≥ α − p, em todo caso, temos
BR = sup0<r<R FR(r) finito e vale (2.20). Finalmente, visto que ACR(0,R)∩XR é denso em XR
segue o resultado.

Em geral, a propriedade de convexidade uniforme não é preservada por normas
equivalentes, sendo assim faz-se necessário destacar

Corolário 2.3.1. Suponha 1 < p < ∞ e θ ≥ α − p, então X1, p
R (α ,θ) é um espaço

uniformemente convexo munido com a norma ∥ · ∥1,Lp
α
.

Prova: Usando o Lema 2.3.1 vemos que XR é um espaço de Banach com a norma ∥ · ∥1,Lp
α

.
Defina, Tα : XR → Lp por

Tαu = ω1/p
α rα/p ·u′.

É claro que
∥Tαu∥Lp = ∥u∥1,Lp

α
.

Logo, o resultado segue como no Teorema 2.2.2.

2.3.1.1 Caso Sobolev

Nessa seção apresentaremos estimativas para os espaços XR no caso Sobolev.

Teorema 2.3.1 (Estimativas para X1 ,p
R (α ,θ), α − p+1 > 0). Suponha que 0 < R < ∞. Sejam

κ ≥ 0 e u ∈ X1, p
R (α,θ) com α − p+1 > 0. Então, existe uma constante C > 0 que independe

de u tal que
∥u∥Lq

κ
≤C∥u′∥Lp

α
(2.21)

desde que α , p,κ e q satisfaçam uma das alternativas seguintes:
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(i) κ ≥ α − p e q ∈ (1, p∗], ou

(ii) κ < α − p e q ∈ (1, p∗),

onde
p∗ = p∗(α, p,κ) =

(κ +1)p
α − p+1

.

Prova: Por densidade é suficiente provar (2.21) para u∈ACR(0,R)∩XR. De acordo com (2.13),
(2.16) e (2.17) o estudo da existência de C em (2.21) para u ∈ ACR(0,R) pode ser feito através
dos valores BR e AR com a = 0, b = R, w = ωκrκ , v = ωαrα . Suponha α − p+ 1 > 0, então
um cálculo direto fornece

FR(r) = K1

(
r

p−α−1
p−1 +

p′(κ+1)
q − r

p′(κ+1)
q R

p−α−1
p−1

)1/p′

, 1 < p ≤ q < ∞, (2.22)

onde K1 é uma constante positiva. Além disso, para 1 < q < p < ∞,(∫ r

0
(ωκsκ) ds

)1/q(∫ R

r
(ωαsα)1−p′ ds

)1/q′

= O(r
κ+1

q +
α(1−p′)+1

q′ ),

quando r → 0. Portanto,

AR =
(∫ R

0
f (r)dr

) p−q
pq

, com f (r) = O(rP)

onde

P =
pq

p−q
κ +1

q
+

pq
p−q

α(1− p′)+1
q′

+α(1− p′). (2.23)

Logo,
AR é finito ⇔ P+1 > 0. (2.24)

(i) Se κ ≥ α − p temos p∗ ≥ p. Portanto, a análise de (2.21) é feita através de BR. Mas por
(2.22) este é finito para todo q ∈ (1, p∗].

(ii) Se κ < α − p temos p < p∗. Assim, analisamos (2.21) por AR. No entanto, combinando
(2.23) e (2.24) temos

AR é finito ⇔ P+1 > 0

⇔ κ +1− αq
p

+
q
p′

> 0

⇔ q <
(κ +1)p
α − p+1

= p∗. (2.25)

Logo, (2.21) vale para 1 < q < p∗.
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Definição 2.3.1. O expoente

p∗ = p∗(α , p,κ) =
(κ +1)p
α − p+1

é chamado expoente crítico para a inclusão

X1, p
R (α,θ) ↪→ Lq

κ .

Como consequência do resultado anterior, temos o seguinte

Corolário 2.3.2. Sejam R > 0 e κ ≥ 0 números reais. Suponha que α − p+1 > 0 e θ ≥ α − p.
Então,

(i) Se κ ≥ α − p, a inclusão X1,p
R (α,θ) ↪→ Lq

κ é contínua para q ∈ (1 , p∗]

(ii) A inclusão X1,p
R (α ,θ) ↪→ Lq

κ é compacta para q ∈ (1, p∗).

Prova: Note que, pelo Lema 2.3.1, a norma ∥ · ∥W 1, p
R (α ,θ) é equivalente à norma ∥ · ∥1,Lp

α
.

(i) Segue imediatamente de (2.21) e do item (i) do Teorema 2.3.1.
(ii) Defina HR : Lp

α → Lq
κ por

(HRu)(r) =
∫ R

r
u(s)ds.

Afirmação 2.3.1. O operador HR é compacto para todo q ∈ (1, p∗).

Se κ ≥ α − p, vale p∗ ≥ p. Usando (2.18), para 1 < p ≤ q < ∞, HR é compacto se, e
somente se, BR é finito e

lim
r→0

FR(r) = lim
r→R

FR(r) = 0. (2.26)

Portanto, segue de (2.22) que HR é compacto, quando p ≤ q < p∗.
Se κ < α − p, vale p∗ < p. Por (2.19), para 1 < q < p < ∞, HR é compacto se, e somente se,

AR é finito. Assim, segue de (2.25) que HR é compacto para q ∈ (1, p∗). Isto prova a afirmação.
Agora, para toda u ∈ XR temos

u(r) =
∫ R

r
−u′(s)ds q.t.p em (0,R).

Portanto, o operador inclusão i : XR ↪→ Lq
κ pode ser expressado pela composição i = HR ◦ T ,

onde T : XR → Lp
α é o oposto do operador diferenciação, isto é, Tu =−u′, o qual é claramente

contínuo. Logo, i : XR ↪→ Lq
κ é compacto para q ∈ (1, p∗).
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

2.3.1.2 Caso Trudinger-Moser

Neste seção vamos provar algumas estimativas do tipo Sobolev para o caso Trudinger-Moser.

Teorema 2.3.2 (Estimativas para X1,p
R (α,θ), α − p+ 1 = 0). Sejam R > 0, κ ≥ 0, α > 0 e

p > 1 números reais. Suponha que α − p+1 = 0. Então, existe uma constante C > 0 tal que

∥u∥Lq
κ
≤C∥u′∥Lp

α
, (2.27)

para todo u ∈ X1,p
R (α,θ) e q ∈ (1, ∞).

Prova: Seja u ∈ ACR(0,R)∩XR. Como no Teorema 2.3.1, vamos analisar os valores BR e AR
com a = 0, b = R, w = ωκrκ , v = ωαrα .

Para α − p+1 = 0, um cálculo direto fornece

FR(r) = K2

(
r

p′(κ+1)
q ln

R
r

) 1
p′
, 1 < p ≤ q < ∞, (2.28)

onde K2 é uma constante positiva. Por outro lado, para 1 < q < p < ∞,

AR = K3


∫ R

0

(
ln

R
r

) p(q−1)
p−q

r
(κ+1)p

p−q −1 dr


1
q−

1
p

.

onde K3 é uma constante que depende de α , p,κ e q. Fazendo a mudança s = ln R
r obtemos

AR = K3R
κ+1

q

{∫ ∞

0
s

p(q−1)
p−q e−

(κ+1)p
p−q s ds

} 1
q−

1
p

.

Finalmente, fazendo

τ =
(κ +1)p

p−q
s,

segue-se

AR = K̃3

{∫ ∞

0
τ

(p−1)q
p−q −1e−τ dτ

} 1
q−

1
p

= K̃3

{
Γ
(
(p−1)q

p−q

)} 1
q−

1
p

, (2.29)

onde Γ(x) =
∫ ∞

0 tx−1e−t , x > 0 é a função gamma de Euler e K̃3 é uma constante que depende
apenas de α , p,κ , q e R.

Agora, seja q ∈ (1,∞). Se q ∈ [p, ∞) segue de (2.28) que BR = sup0<r<R FR(r) finito e vale
(2.27). Além disso, se q ∈ (1, p), segue de (2.29) que AR é finito e vale (2.27).

Corolário 2.3.3. Sejam R > 0 e κ ≥ 0 números reais. Suponha que α − p+ 1 = 0. Então, a
inclusão X1,p

R (α ,θ) ↪→ Lq
κ é compacta para q ∈ (1, ∞).
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Prova: Pelo Lema 2.3.1, a norma ∥ · ∥W 1, p
R (α,θ) é equivalente à norma ∥ · ∥1,Lp

α
. Logo, segue do

Teorema 2.3.2 que vale a inclusão i : XR ↪→ Lq
κ . Vamos verificar que esta inclusão é compacta.

Definimos o operador HR : Lp
α → Lq

κ por

(HRu)(r) =
∫ R

r
u(s)ds.

Argumentando como no Corolário 2.3.2 é suficiente verificar que HR é compacto para q ∈
(1, ∞). No entanto, visto que por (2.28) temos BR finito e limr→0 FR(r) = limr→R FR(r) = 0
segue que HR compacto para q ∈ [p, ∞). Ainda, por (2.29) temos AR finito e, assim, HR é
compacto também para q ∈ (1, p).

2.3.2 Inclusões do tipo Sobolev X1, p
∞ (α ,θ) ↪→ Lq

κ

Nesta seção iremos estabelecer algumas desigualdades de Sobolev para X1, p
∞ (α ,θ). Como na

seção anterior, a análise da inclusão do tipo

X1, p
∞ (α ,θ) ↪→ Lq

κ

será realizada por meio do estudo dos valores AR e BR para a = 0, b = ∞, w = ωκrκ , v = ωαrα .
Para estes dados é fácil verificar que AR = ∞. Assim, vamos considerar apenas o caso
1 < p ≤ q < ∞.

Lema 2.3.2. Suponha α − p+1 > 0 e κ ≥ α − p. Então X1, p
∞ (α ,θ) ↪→ Lq

κ continuamente, com
q = p∗(α , p,κ).

Prova: Note que a condição κ ≥ α − p implica que p ≤ p∗. Para a = 0, b = ∞, w = ωκrκ ,
v = ωαrα um cálculo direto fornece

FR(r) = Kr
κ+1

q + p−α−1
p , r ∈ (0,∞),

com K dependendo apenas de α , p,κ e q. Segue-se que

BR = sup
0<r<∞

FR(r)

é finito se, e somente se, q = p∗(α , p,κ). Portanto, existe uma constante C > 0 tal que

∥u∥
Lp∗

κ
≤C∥u′∥Lp

α
≤C∥u∥W 1,p

∞ (α,θ), ∀ u ∈ X1,p
∞ (α,θ).

Teorema 2.3.3 (Estimativa X1,p
∞ (α,θ), α − p+ 1 > 0). Suponha α − p+ 1 > 0 e θ ≥ α − p.

Então a inclusão
X1,p

∞ (α,θ) ↪→ Lq
θ

é contínua para todo p ≤ q ≤ p∗(α, p,θ).
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Prova: É claro que X1,p
∞ (α,θ) ↪→ Lp

θ . Ainda, pelo Lema 2.3.2, temos X1,p
∞ (α ,θ) ↪→ Lp∗

θ . Logo,
dado u ∈ X1,p

∞ (α ,θ) temos u ∈ Lp
θ ∩Lp∗

θ . Assim, dado p ≤ q ≤ p∗, escolha 0 ≤ τ ≤ 1 tal que

1
q
=

τ
p
+

1− τ
p∗

.

Usando o Lema 2.3.2 novamente e a desigualdade de Hölder temos

∥u∥Lq
θ
≤ ∥u∥τ

Lp
θ
∥u∥1−τ

Lp∗
θ

≤C∥u∥τ+1−τ
W 1,p

∞ (α,θ)
=C∥u∥W 1,p

∞ (α,θ).

2.4 O espaço dual de X1, p
R (α,θ)

Nesta seção daremos uma caracterização para o espaço dual de X1, p
R (α,θ).

A proposição seguinte é um resultado clássico na teoria de medida e integração e é válida
para medidas mais gerais do que λθ ; veja por exemplo [11]. A prova que iremos apresentar
aqui segue as linhas daquela em [14] e exporemos apenas por completude e para fixar a notação
que usaremos nos resultados posteriores.

Se X é um espaço vetorial normado, denotamos por X∗ o espaço dual de X .

Proposição 2.4.1 (Representação de Riesz). Sejam 1 < p <∞, θ ≥ 0 e f ∈ (Lp
θ )

∗. Então existe
uma única função v ∈ Lp′

θ tal que

f (u) =
∫ R

0
uvdλθ

e além disso,
∥ f∥(Lp

θ )
∗ = ∥v∥

Lp′
θ
.

Prova: Considere operador T : Lp′
θ → (Lp

θ )
∗ que associa a cada v ∈ Lp′

θ o funcional Tv : Lp
θ →R

definido por

Tvu =
∫ R

0
uvdλθ .

Usando a desigualdade de Hölder temos

|Tvu| ≤ ∥u∥Lp
θ
∥v∥

Lp′
θ
, ∀u ∈ Lp

θ .

Segue que Tv ∈ (Lp
θ )

∗ com
∥Tv∥(Lp

θ )
∗ ≤ ∥v∥

Lp′
θ
.

Por outro lado, para cada v ∈ Lp′
θ escolhendo u0 ∈ Lp

θ definido por

u0(r) =

{
v(r)p′−2v(r), se v(r) ̸= 0
0, se v(r) = 0.
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Segue que

∥Tv∥(Lp
θ )

∗ ≥
|Tvu0|
∥u0∥Lp

θ

= ∥v∥
Lp′

θ
.

Portanto,
∥Tv∥(Lp

θ )
∗ = ∥v∥

Lp′
θ
, ∀ v ∈ Lp′

θ .

Resta verificar que o operador T é sobrejetivo. Para isso, seja E = T (Lp′
θ ). Sendo Lp′

θ completo
é suficiente provar que o subespaço fechado E é denso em (Lp

θ )
∗. Pelo Teorema de Hahn-

Banach E é denso desde que o único funcional g ∈ (Lp
θ )

∗∗ tal que g(E) = 0 seja o funcional
identicamente nulo. Assim, seja g ∈ (Lp

θ )
∗∗ tal que

g(Tv) = 0, ∀ v ∈ Lp′
θ .

A reflexibilidade de Lp
θ implica que g(Tv) = Tv(ug) para algum ug ∈ Lp

θ . Portanto,∫ R

0
ugvdλθ = g(Tv) = 0, ∀ v ∈ Lp′

θ .

Escolhendo v = up−2
g ug na igualdade acima vemos que ug = 0 e, portanto g ≡ 0.

O espaço dual de X1,p
R (α,θ) será denotado por X−1,p′

R (α,θ). Argumentando ainda como
em [14], provaremos o seguinte:

Teorema 2.4.1. Seja f ∈ X−1,p′
R (α,θ). Então existem w0 ∈ Lp′

θ e w1 ∈ Lp′
α tais que

f (u) =
∫ R

0
uw0 dλθ +

∫ R

0
u′w1 dλα , ∀ u ∈ X1,p

R (α ,θ) (2.30)

e
∥ f∥

X−1,p′
R (α,θ)

= (∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1∥p′

Lp′
α
)

1
p′ .

Além disso, quando R < ∞ e θ ≥ α − p, podemos tomar w0 = 0.

Prova: Considere Z = Lp
θ ×Lp

α equipado com a norma

∥(u, v)∥Z =
(
∥u∥p

Lp
θ
+∥v∥p

Lp
α

) 1
p

e a isometria linear T : X1, p
R (α ,θ)→ Z dada por Tu = (u, u′) . Seja Y = T (XR) ⊂ Z equipado

com a norma de Z e defina o funcional linear g : Y → R por

g(Tu) = f (u), ∀u ∈ XR. (2.31)

Temos g ∈ Y ∗ e ainda

∥g∥Y ∗ = sup
∥Tu∥Z=1

|g(Tu)|= sup
∥u∥

W1,p
R (α,θ)

=1
| f (u)|= ∥ f∥

X−1, p′
R (α,θ)

,
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CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

pois T é uma isometria. Pelo teorema de Hahn-Banach podemos tomar G ∈ Z∗ tal que

G(w) = g(w), ∀w ∈ Y e ∥G∥Z∗ = ∥ f∥
X−1, p′

R (α,θ)
. (2.32)

Considere i1 : Lp
θ → Z e i2 : Lp

α → Z definidos por

i1(u) = (u,0) e i2(v) = (0,v).

Agora, sejam P1 ∈ (Lp
θ )

∗ e P2 ∈ (Lp
α)

∗ definido por P1 = G ◦ i1 e P2 = G ◦ i2. Pelo teorema de

representação de Riesz podemos tomar w0 ∈ Lp′
θ e w1 ∈ Lp′

α tais que

P1(u) =
∫ R

0
uw0 dλθ e P2(u) =

∫ R

0
uw1 dλα .

Note que, dado z = (u,v) ∈ Z temos G(z) = P1(u)+P2(v). Isto é,

G(u,v) =
∫ R

0
uw0 dλθ +

∫ R

0
vw1 dλα .

Em particular, usando (2.31) e (2.32), dado u ∈ XR temos

f (u) = G(Tu) = P1(u)+P2(u′) =
∫ R

0
uv0 dλθ +

∫ R

0
u′v1 dλα

o que dá a fórmula de representação (2.30). Além disso, pela desigualdade de Hölder

|G(u,v)| ≤ ∥u∥Lp
θ
∥w0∥Lp′

θ
+∥v∥Lp

α
∥w1|Lp′

α
≤ ∥(u,v)∥Z (∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1|p

′

Lp′
α
)

1
p′ ,

para todo (u,v) ∈ Z, donde

∥G∥Z∗ ≤ (∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1|p

′

Lp′
α
)

1
p′ .

Por outro lado, seja z = (u0,u1) ∈ Z onde, para j = 0,1

u j(r) =

{
w j(r)p′−2w j(r), se w j(r) ̸= 0
0, se w j(r) = 0.

Assim,
∥u0∥p

Lp
θ
= ∥w0∥p′

Lp′
θ

e ∥u1∥p
Lp

α
= ∥w1∥p′

Lp′
α
.

Portanto,

|G(u0,u1)|
∥(u0,u1)∥Z

=

∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1∥p′

Lp′
α

(∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1∥p′

Lp′
α
)

1
p
= (∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1∥p′

Lp′
α
)

1
p′ .

20



CAPÍTULO 2 Espaços de Sobolev XR

Segue que

∥G∥Z∗ = (∥w0∥p′

Lp′
θ
+∥w1∥p′

Lp′
α
)

1
p′

e usando (2.32) o mesmo vale para ∥ f∥
X−1,p′

R (α,θ)
.

Se 0 < R < ∞ e θ ≥ α − p, temos pelo Lema 2.3.1 que a norma ∥ · ∥W 1, p
R (α,θ) é equivalente

à norma ∥ · ∥1,Lp
α

sobre o espaço X1,p
R (α,θ). Considerando X1,p

R (α,θ) equipado com a norma

∥·∥1,Lp
α

e aplicando o argumento anterior com Z = Lp
α e T : X1,p

R → Z dada por Tu= u′, obtemos
o resultado com w0 = 0.

21



CAPÍTULO 3

Desigualdades do tipo Trudinger-Moser para os
espaços de Sobolev X1,p

R (α,θ)

O objetivo deste capítulo é fornecer algumas desigualdades do tipo Trudinger-Moser para
a classe de espaços de Sobolev X1,p

R (α,θ). Estas desigualdades generalizam os resultados
clássicos permitindo incluir dimensões fracionárias. Além disso, analisamos a optimalidade
das desigualdades obtidas exibindo suas constantes ótimas.

3.1 Introdução

Considere Ω⊂Rn, n≥ 2 um domínio com fronteira regular e seja W 1,p(Ω) o espaço de Sobolev
munido com a norma ∥u∥p

1,p = ∥∇u∥p
p + ∥u∥p

p, onde ∥ · ∥p representa a norma padrão dos

espaços de Lebesgue Lp(Ω), p ≥ 1. Seja W 1,p
0 (Ω) ⊂ W 1,p(Ω) o completamento do espaço

C∞
c (Ω) com respeito à norma ∥u∥1,p, onde C∞

c (Ω) é o espaço das funções de classe C∞ e
com suporte compacto contido em Ω. Como observado no Capítulo 1; para 1 ≤ p < n,
as desigualdades clássicas de Sobolev garantem as inclusões contínuas W 1, p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω)

desde que p ≤ q ≤ p∗ := np/(n− p). No caso limite p = n temos W 1,n
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para

p ≤ q < ∞; porém, um exemplo simples mostra que W 1,n
0 (Ω) ̸⊂ L∞(Ω). Se Ω é limitado,

a norma ∥u∥1,p é equivalente à norma de Dirichlet ∥∇u∥p; neste caso, trocando os espaços de
Lebesgue pelos espaços de Orlicz, N. Trudinger provou que W 1,n

0 (Ω) ↪→ Lϕ (Ω) continuamente,
onde o espaço de Orlicz Lϕ (Ω) é determinado pela função ϕ(t) = eµ|t|n/(n−1) − 1. Mais
precisamente, N. Trudinger mostrou que ∥u∥ϕ ≤ C∥u∥1,n para todo u ∈ W 1,n

0 (Ω), onde ∥ · ∥ϕ
denota a norma de Luxemburgo definida como o ínfimo do conjunto dos valores k > 0 tais que∫

Ω ϕ (|u|/k) dx≤ 1. Em particular, existe µ > 0 tal que
∫

Ω ϕ(µ|u|)dx≤ 1 para todo u∈W 1,n
0 (Ω)

com ∥∇u∥n ≤ 1. Este resultado foi aprimorado por J. Moser que encontrou a melhor constante
µ provando o seguinte: Para qualquer µ > 0 e u ∈W 1,p

0 (Ω) temos exp(µ|u|
n

n−1 )∈ L1(Ω). Além
disso,

sup
u∈W 1,n

0 (Ω) :∥∇u∥n≤1

∫
Ω

eµ|u|
n

n−1 dx
{

≤C(µ,n)|Ω| se µ ≤ µn
= ∞ se µ > µn,

(3.1)

onde |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω em Rn e

µn = nω
1

n−1
n−1, ωn−1 =

2πn/2

Γ(n
2)

.
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Estimativas da forma (3.1) são conhecidas como Desigualdades do tipo Trudinger-Moser e
constituem um tema de pesquisa atual. Indicamos [25, 26, 53] e suas referências, para o leitor
interessado em um aprofundamento nesse tema.

Existem várias extensões para a desigualdade em (3.1). Em particular, Adimurthi e
Sandeep [5] provaram uma versão singular da desigualdade de Trudinger-Moser: Seja Ω ⊂ Rn

domínio limitado com fronteira regular, com 0 ∈ Ω e σ ∈ [0, n). Então,

∫
Ω

eµ|u|
n

n−1

|x|σ
dx < ∞, ∀ u ∈W 1,n

0 (Ω) e µ > 0. (3.2)

Além disso,

sup
∥∇u∥n≤1

∫
Ω

eµ|u|
n

n−1

|x|σ
dx ≤C(n,σ)|Ω| se, e só se,

µ
µn

+
σ
n
≤ 1. (3.3)

As formulações para os supremos em (3.1) e (3.3) não são aplicáveis se a medida de
Lebesque |Ω| for infinita; portanto, na formulação (3.1), a desigualdade de Trudinger-Moser
não pode ser abordada para domínios ilimitados. No entanto, no caso em que Ω =Rn, Cao [15]
para n = 2 e J. M. do Ó [30], para n ≥ 2, provaram que An(µ|u|

n
n−1 ) ∈ L1(Rn) para todo µ > 0

e u ∈W 1,n(Rn), onde

An(x) = ex −
n−2

∑
j=0

x j

j!
.

Além disso, se µ < µn e ∥u∥n ≤ M, existe uma constante C(n,M,µ)> 0 tal que

sup
∥∇u∥n≤1

∫
Rn

An(µ|u|
n

n−1 )dx ≤C(n,M,µ).

Mais recentemente, S. Adachi e K. Tanaka [1] provaram a seguinte versão invariante por escalar
da desigualdade de Trudinger-Moser: dado µ ∈ (0, µn) existe uma constante C(n,µ) tal que

∫
Rn

An

(
µ
(

|u|
∥∇u∥n

) n
n−1
)

dx ≤C(n,µ)
∥u∥n

n
∥∇u∥n

n
, ∀ u ∈W 1,n(Rn)\{0}.

O objetivo deste capítulo é estender esses resultados para os espaços de Sobolev X1,p
R (α,θ)

permitindo considerar dimensões fracionárias.
Ressaltamos que nossos resultados podem ser aplicados para o estudo, via métodos

variacionais, da família de problemas elípticos quasilineares
Lu+ f (u) = 0 em (0,R),

u > 0 em (0,R),
u′(0) = u(R) = 0,

onde Lu = −r−θ (rα |u′|β u′)′, com β ,θ ≥ 0 e α −β − 1 = 0 e a função f (s) tem crescimento
crítico exponencial.
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3.2 A integral indefinida de uma função em Lp(0,∞)

Nesta seção vamos fornecer uma estimativa uniforme para integrais indefinidas de funções em
um subconjunto limitado Kδ ⊂ Lp(0,∞). Inicialmente, vamos fixar algumas notações. Para
cada δ > 0 e p ≥ 2, definimos Kδ por

Kδ =

{
ψ ∈ Lp(0,∞);

∫ ∞

0
|ψ |pds ≤ δ

}
.

Agora, para cada c > 0 fixado, denotamos L(c,δ ) por

L(c,δ ) = sup
ψ∈Kδ

∫ ∞

0
exp
(

c
∫ t

0
ψ(s)ds− t

)
dt.

Sejam Γ(x) =
∫ ∞

0 tx−1e−t dt, x > 0 a função gamma de Euler e Ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x) a função
digama. As seguintes propriedades a respeito destas funções especiais podem ser encontradas
em [3, Theorem 1.2.5]:

Ψ(1) =−γ, Ψ(x)−Ψ(1) =
∞

∑
k=0

(
1

k+1
− 1

x+ k

)
e Ψ′(x) =

∞

∑
k=0

1
(x+ k)2 (3.4)

onde

γ = lim
k→∞

(
k

∑
j=1

1
j
− logk

)
é a constante de Euler. Com esta notação temos o seguinte resultado

Lema 3.2.1. Para cada c > 0 e δ > 0 o supremo L(c,δ ) satisfaz:

(a) L(c,δ ) é finito.

(b) L(c,δ ) é atingido por uma função ψ ∈ Kδ ∩C1 com ψ ≥ 0 e ψ ̸≡ 0

(c) L(c,δ )≤ exp
((

p−1
p

)p−1
cpδ

p +Ψ(p)+ γ
)
.

Prova: (a) Pela definição de L(c,δ ), podemos trocar ψ por |ψ| sem diminuir a integral. Assim,
vamos supor que ψ ≥ 0. Fixado ψ ∈ Kδ e A ≥ 0, para cada t ≥ A a desigualdade de Hölder
fornece ∫ t

0
ψ(s)ds ≤ δ

1
p A

p−1
p +δ

1
p (t −A)

p−1
p .

Note ∫ t

0
ψ(s)ds ≤ δ

1
p t

p−1
p e lim

x→∞
x−

1
p = 0.

Logo, escolhendo N ≥ 2pcpδ +A podemos escrever

c
∫ t

0
ψ(s)ds ≤ cδ

1
p A

p−1
p +

t −A
2

, para todo t ≥ N.
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Portanto, dado ε > 0, temos∫ ∞

N
ec
∫ t

0 ψ(s)ds−tdt ≤ 2ecδ
1
p A

p−1
p −A

2 e−
N
2 ≤ ε, ∀ ψ ∈ Kδ , (3.5)

desde que escolhamos

N ≥ max{2pcpδ +A,−2log
ε
2
−A+2cδ

1
p A

p−1
p }.

Por outro lado, para qualquer ψ ∈ Kδ a desigualdade de Hölder fornece∫ t

0
ψ(s)ds ≤ δ

1
p N

p−1
p se t ≤ N.

Portanto, combinando isto com (3.5) concluímos que L(c,δ ) é finito.

(b) Para cada ψ ∈ Kδ , denotaremos

I(ψ) =
∫ ∞

0
exp
(

c
∫ t

0
ψ(s)ds− t

)
dt e IN(ψ) =

∫ N

0
exp
(

c
∫ t

0
ψ(s)ds− t

)
dt.

Seja (ψ j) ⊂ Kδ uma sequência maximizante, isto é, I(ψ j) converge para L(c,δ ). Em
particular, (ψ j) é limitada em Lp(0,∞), e por reflexibilidade, a menos de um refinamento para
subsequência, temos ψ j ⇀ ψ0 em Lp(0,∞). Além disso, a semicontinuidade inferior da norma
na topologia fraca garante ψ0 ∈ Kδ . Sendo assim, para cada N > 0 temos

ψ j|[0,N] ⇀ ψ0|[0,N] em Lp[0,N].

Assim, a caracterização da convergência fraca em Lp[0,N] (veja [58, Theorem 11]) nos fornece

lim
j→∞

∫ t

0
ψ j(s)ds =

∫ t

0
ψ0(s)ds, ∀ t ∈ [0,N].

Relembramos que ∫ t

0
ψ j(s)ds ≤ δ

1
p N

p−1
p em [0,N].

Assim, dado ε > 0, escolhemos N satisfazendo (3.5) e usando o teorema da convergência
dominada de Lebesgue, obtemos

lim
j→∞

IN(ψ j) = IN(ψ0)≥ IN(ψ j)− ε,

para j grande o suficiente. Isto em conjunto com (3.5) implica em

I(ψ0)≥ IN(ψ0)≥ IN(ψ j)− ε ≥ I(ψ j)−2ε.

Fazendo j → ∞, obtemos
I(ψ0)≥ L(c,δ )−2ε.
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Sendo ε > 0 tomado arbitrário, temos

I(ψ0) = L(c,δ ).

Para verificar que ψ0 ̸≡ 0 é suficiente mostrar que I(ψ0) > 1, pois I(0) = 1. Para isso, dado
ε > 0, defina ψε : (0,∞)→ R por

ψε(s) =



ε
1
p , 0 < s ≤ 1(
ε − ε2

2(δ − ε)
(s−1)

) 1
p

, 1 ≤ s ≤ 1+
2(δ − ε)

ε

0, s ≥ 1+
2(δ − ε)

ε
.

(3.6)

Temos
∫ ∞

0 |ψε |p dt = δ para qualquer ε > 0 e, portanto ψε ∈ Kδ . Agora, dado c > 0, escolha
ε > 0 tal que cε1/p = 1. Assim,

I(ψ0) = L(c,δ )≥ I(ψε) =
∫ 1

0
ec
∫ t

0 ψε (s)ds−t dt +
∫ ∞

1
ec
∫ t

0 ψε (s)ds−t dt

= 1+
∫ ∞

1
ec
∫ t

0 ψε (s)ds−t dt

> 1.

Resta verificar que ψ0 pode ser escolhida de classe C1. Para isso, note que

L(c,δ ) = sup
ψ∈Sδ

∫ ∞

0
exp
(

c
∫ t

0
ψ(s)ds− t

)
dt

onde

Sδ =

{
ψ ∈ Lp[0,∞) ;

∫ ∞

0
|ψ(t)|p dt = δ

}
.

Pelo teorema de multiplicadores de Lagrange, existe uma constante ρ > 0 tal que∫ ∞

0
ec
∫ t

0 ψ0(s)ds−t
(∫ t

0
φ(s)ds

)
dt = ρ

∫ ∞

0
|ψ0(t)|p−2ψ0(t)φ(t)dt, ∀ φ ∈ Lp(0,∞).

Em particular,∫ ∞

0
ec
∫ t

0 ψ0(s)ds−th(t)dt = ρ
∫ ∞

0
|ψ0(t)|p−2ψ0(t)h′(t)dt, ∀ h ∈C1

0(0,∞). (3.7)

Um vez que ec
∫ t

0 ψ0(s)ds−t é uma função contínua, sua integral indefinida F(t) é de classe C1 em
(0,∞) e satisfaz

F ′(t) = ec
∫ t

0 ψ0(s)ds−t . (3.8)
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Assim, por (3.7) concluímos∫ ∞

0

(
F(t)+ρ |ψ0(t)|p−2ψ0(t)

)
h′(t)dt =

∫ ∞

0

(
F(t)h′(t)+F ′(t)h(t)

)
dt

=
∫ ∞

0

d
dt

(F(t)h(t)) dt = 0

pois h ∈C1
0(0,∞). Portanto, pelo lema de Dubois-Reymond, podemos escrever

F +ρ|ψ0|p−2ψ0 =C q.t.p em (0,∞). (3.9)

Assim, a função φ = C−F é de classe C1 e satisfaz φ = ρ |ψ0|p−2ψ0 q.t.p em (0,∞). Note
ainda que φ é estritamente decrescente, visto que φ ′ = −F ′ < 0 em (0,∞). Ainda, ψ0 ≥ 0
implica φ ≥ 0 q.t.p em (0,∞). Afirmamos que φ > 0 em (0,∞). De fato, se φ(t0) = 0 para
algum t0 > 0 então φ(t) =

∫ t
t0 φ ′(s)ds < 0 para qualquer t > t0 o que contradiz φ ≥ 0 q.t.p em

(0,∞). Logo, φ > 0 e ψ(t) = (φ/ρ)
1

p−1 (t) uma função de classe C1 satisfazendo ψ = ψ0 q.t.p
em (0,∞) e I(ψ) = I(ψ0). Portanto, podemos tomar uma função ψ ∈ C1 como extremal de
L(c,δ ).

(c) Usando a expressão para φ ′ =−F ′ em (3.8) e a equação (3.9) vemos que ψ satisfaz

ec
∫ t

0 ψ(s)ds−t = λ0ψ ′(t)(ψ(t))p−2

para alguma constante λ0. Fazendo v(t) = c
∫ t

0 ψ(s)ds− t, a equação acima pode ser escrita
como

ev(t) = λv′′(t)
(
1+ v′(t)

)p−2 (3.10)

onde λ = λ0c1−p. Além disso, v satisfaz∫ ∞

0
(1+ v′(t))pdt = cpδ , v(0) = 0, v′(∞) =−1 e v(∞) =−∞. (3.11)

Usando integração por partes segue por (3.10)

ev(t) =
λ
p

(
1+ v′(t)

)p − λ
p−1

(
1+ v′(t)

)p−1
+C. (3.12)

Por (3.11), fazendo t → ∞ obtemos C = 0. Portanto, combinando a equação acima com (3.10),
segue

v′′(t) =
1
p

(
1+ v′(t)

)2 − 1
p−1

(
1+ v′(t)

)
.

Integrando temos

1+ v′(t) =
p

p−1

(
1+Be

t
p−1

)−1
, (3.13)

onde B ≥ 0 é escolhido tal que

cpδ =
∫ ∞

0
(1+ v′(t))pdt. (3.14)

27



CAPÍTULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

Combinando (3.13) e (3.14); e fazendo a mudança de variável u = 1+Be
t

p−1 , obtemos

cpδ = (
p

p−1
)p(p−1)

∫ ∞

B+1

1
(u−1)up du = (

p
p−1

)p(p−1) ∑
k=1

1
(k+ p−1)(B+1)k+p−1

≥ (
p

p−1
)p(p−1) [log(1+1/B)− (Ψ(p)+ γ)] , (3.15)

onde, nesta última estimativa, usamos as propriedades da função digama destacadas em (3.4).
Por outro lado, fazendo t = 0 em (3.12), usando (3.11) e (3.13), podemos escrever

1 =
λ
p

(
p

p−1
· 1

1+B

)p

− λ
p−1

(
p

p−1
· 1

1+B

)p−1

. (3.16)

Levando em conta (3.11), (3.13) e integrando em (3.10) segue∫ ∞

0
ev(t)dt =

λ
p−1

∫ ∞

0

d
dt

(
1+ v′(t)

)p−1 dt =− λ
p−1

(
p

p−1
· 1

1+B

)p−1

,

a qual junto com (3.15) e (3.16) fornece a estimativa desejada.
A seguinte consequência do Lema 3.2.1 fornece uma estimativa que desempenhará um

papel chave em nosso trabalho. Este resultado ainda será usado nos capítulos seguintes.

Corolário 3.2.1. Sejam p ≥ 2, a > 0 e δ > 0 números reais. Para cada função w continuamente
diferenciável por partes com w ≥ 0 e

∫ ∞
a |w′|pdt ≤ δ temos∫ ∞

a
ewq(t)−tdt ≤ ewq(a)−a 1

1−δ
1

p−1
exp

((
p−1

p

)p−1 cpγp

p
+Ψ(p)+ γ

)
,

onde γp = δ (1−δ 1/(p−1))1−p, c = qwq−1(a) e q é o expoente conjugado de Hölder para p.

Prova: Seja w uma função como acima. Fazendo

x = t −a, ψ(x) = w(x+a)−w(a)

claramente temos
w(t) = ψ(x)+w(a), ∀x ≥ 0.

Para 1 < q ≤ 2 e d ≥ 0, temos (s+ d)q ≤ dq + qdq−1s+ |s|q para s ≥ −d. Assim, visto que
w ≥ 0, obtemos

w(t)q = (ψ(x)+w(a))q ≤ w(a)q +qw(a)q−1ψ(x)+ |ψ(x)|q. (3.17)

Uma vez que ψ(0) = 0 e
∫ ∞

0 |ψ ′|pdx ≤ δ , a desigualdade de Hölder fornece |ψ(x)|q ≤
δ 1/(p−1)x. Portanto, (3.17) implica em∫ ∞

a
ewq(t)−tdt ≤

∫ ∞

0
ew(a)q+qw(a)q−1ψ(x)+δ

1
p−1 x−(x+a) dx

= ewq(a)−a 1

1−δ
1

p−1

∫ ∞

0
ecφ(y)−ydy,

28



CAPÍTULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

onde y = (1−δ 1/(p−1))x, c = qwq−1(a) e φ(y) = ψ(x). Agora,∫ ∞

0
|φ ′|pdy =

(
1−δ

1
p−1

)1−p ∫ ∞

0
|ψ ′|pdx ≤ γp,

e o resultado segue do item (c) do Lema 3.2.1.

3.3 Desigualdade de Trudinger-Moser para X1, p
R (α ,θ)

Nesta seção vamos estabelecer uma generalização natural da estimativa de J. Moser (3.1) para
os espaços de Sobolev X1,p

R (α ,θ) com 0 < R < ∞ e sob a condição α − p+1 = 0. Neste caso,
como vimos no Corolário 2.3.3, para todo κ ≥ 0 e q ∈ (1, ∞)

X1,p
R (α ,θ) ↪→ Lq

κ

compactamente. Além disso, quando α − p+1 > 0 e min{κ,θ} ≥ α − p, foi estabelecido no
Corolário 2.3.2 que

X1,p
R (α,θ) ↪→ Lq

κ , 1 < q ≤ p∗ =
(κ +1)p
α − p+1

continuamente e (formalmente) p∗ → ∞ quando α − p + 1 → 0. Apesar destes fatos, para
α − p+1 = 0 e 0 < R < ∞, escolhendo

u(r) = ln(ln(eR/r))

vemos que X1,p
R (α ,θ) ̸↪→ L∞

κ . No entanto, provaremos que

u ∈ X1,p
R (α ,θ) implica

∫ R

0
e|u|

p
p−1

dλκ < ∞.

Mais precisamente, provaremos a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser:

Teorema 3.3.1. Sejam α ≥ 1, p ≥ 2 e κ, θ ≥ 0 números reais. Suponha que α − p+ 1 = 0,
então exp(µ|u|

p
p−1 ) ∈ L1

κ para quaisquer u ∈ X1,p
R (α,θ) e µ > 0. Além disso,

sup
u∈X1,p

R (α,θ):∥u∥1,Lp
α
≤1

∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ

{
≤C(α ,µ,κ)|BR|κ se µ ≤ µα,κ
= ∞ se µ > µα,κ ,

(3.18)

onde

µα ,κ = (κ +1)ω
1
α
α , ωα =

2π
α+1

2

Γ(α+1
2 )

. (3.19)

Neste ponto, faremos algumas observações rápidas.

1. Considerando a desigualdade de Trudinger-Moser clássica (3.1) restrita ao subespaço das
funções simétricas W 1,n

rad (Ω) ⊂ W 1,n
0 (Ω), Ω = BR ⊂ Rn, a desigualdade (3.18) estende

esta em dois sentidos: primeiro a dimensão inteira n ≥ 2 é trocada por um número real
qualquer p ≥ 2 e; segundo, a medida de Lebesgue dx é trocada por uma medida de
Lebesgue ponderada dλκ . Observe que, se κ = n− 1, a medida dλn−1 coincide com a
medida de Lebesgue dx na forma radial.
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2. Observe que em (3.18) não há restrições à medida dλθ , θ ≥ 0 apesar de esta aparecer
na definição dos espaços X1, p

R (α ,θ). Isto se deve a fato de que a norma ∥ · ∥W 1, p
R (α,θ) é

equivalente a ∥ · ∥1,Lp
α

quando α − p+1 = 0 e θ ≥ 0. Como veremos, no caso ilimitado
R = ∞, essa liberdade não é permitida.

Na prova do Teorema 3.3.1, por um argumento de densidade, é suficiente considerar
u ∈ XR ∩C1(0,R]. É claro que podemos supor u ≥ 0. Agora, fazemos

r = Re−
t

κ+1 e w(t) = ω
1

α+1
α (κ +1)

α
α+1 u(r).

Usando α − p+1 = 0, é fácil verificar∫ R

0
|u′(r)|pdλα =

∫ ∞

0
|w′(t)|pdt (3.20)

e ainda ∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ = |BR|κ
∫ ∞

0
e

µ
µα,κ |w|

p
p−1 −tdt. (3.21)

Como consequência da redução (3.20)-(3.21) a prova do Teorema 3.3.1 reduz-se ao seguinte
Lema.

Lema 3.3.1. Considere p ≥ 2 e q = p/(p− 1) o expoente conjugado de Hölder para p. Seja
K o conjunto das funções w ∈ C1[0,∞) tais que w ≥ 0, w(0) = 0 e

∫ ∞
0 |w′|p dt ≤ 1. Então,

exp(ρwq(t)− t) ∈ L1(0, ∞) para quaisquer ρ > 0 e w ∈K. Ademais,

sup
w∈K

∫ ∞

0
eρwq(t)−tdt

{
≤ c1 se ρ ≤ 1
= ∞ se ρ > 1, (3.22)

onde c1 depende apenas de p.

Prova: Inicialmente, iremos provar que para quaisquer ρ > 0 e w ∈K temos∫ ∞

0
eρwq(t)−tdt < ∞ . (3.23)

Para isso, note que dado ε > 0, existe T = T (ε) tal que
∫ ∞

T |w′|pdt < ε. Assim, a desigualdade
de Hölder fornece

w(t)≤ w(T )+ ε
1
p (t −T )

1
q , para todo t ≥ T.

Segue que

lim
t→∞

w(t)

t
1
q

= 0.

Portanto, temos ρwq(t) < t/2, para t grande o suficiente, o que implica em (3.23). A seguir,
vamos mostrar que (3.23) tem uma cota superior uniforme para w ∈ K, desde que ρ ≤ 1. Se
ρ < 1 é bem simples. De fato, neste caso, para qualquer w ∈K temos

w(t) =
∫ t

0
w′(s)ds ≤

(∫ t

0
|w′(s)|pds

) 1
p

t
1
q ≤ t

1
q ;
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e, portanto, ∫ ∞

0
eρwq(t)−tdt ≤

∫ ∞

0
e(ρ−1)tdt ≤ 1/(1−ρ).

Agora, suponha ρ = 1 e tome w ∈K. Iremos analisar dois casos:

Caso (a): wq(t)≤ t −2ln+ t para todo t ∈ [1,∞). Neste caso, temos∫ ∞

0
ewq(t)−tdt ≤

∫ ∞

0
e−2ln+ tdt ≤ 2.

Caso (b): Existe a ∈ [1,∞), menor número real, tal que wq(a) = a−2ln+ a. Aqui, fazemos

δ =
∫ ∞

a
|w′(t)|pdt.

Pelo Corolário 3.2.1, obtemos a desigualdade∫ ∞

a
ewq(t)−tdt ≤ 1

1−δ
1

p−1
eK+Ψ(p)+γ , (3.24)

onde

K = wq(a)

[
1+

1
p−1

δ

(1−δ
1

p−1 )p−1

]
−a.

Ainda, a desigualdade de Hölder fornece

wq(a)≤
(∫ a

0
|w′(s)|pds

) q
p

a ≤ (1−δ )
1

p−1 a.

o que implica

δ ≤ 1−
(

1− 2ln+ a
a

)p−1

≤ (p−1)
2ln+ a

a
, (3.25)

pois wq(a) = a−2ln+ a e 1− td ≤ d(1− t), t ≥ 0 para qualquer d ≥ 1. Agora

K = a(1−δ
1

p−1 )1−pF(a),

onde

F(a) =
δ

p−1
− δ

p−1
2ln+ a

a
− 2ln+ a

a

(
1−δ

1
p−1

)p−1
.

Uma vez que

1−
(

1−δ
1

p−1

)p−1
≤ (p−1)δ

1
p−1 ,

a estimativa (3.25) fornece

F(a)≤ 2ln+ a
a

[
1−
(

1−δ
1

p−1

)p−1
− δ

p−1

]
≤ (p−1)

p
p−1

(
2ln+ a

a

) p
p−1

.
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Assim, concluímos

K ≤ (p−1)q

(1−δ
1

p−1 )p−1
·a
(

2ln+ a
a

)q

. (3.26)

Visto que e lna ≤ a para a > 0, usando (3.25), obtemos δ ≤ 1−
(
1− 2

e

)p−1
:= dp; donde

1

1−δ
1

p−1
≤ 1

1−dp
1

p−1
. (3.27)

Agora note que a função g(x) = x
( lnx

x

)q
é uniformemente limitada em [1,∞) por uma constante

que depende apenas de p. Assim, combinando (3.24), (3.26) e (3.27), concluímos∫ ∞

a
ewq(t)−tdt ≤ c1.

Esta estimativa e a desigualdade ∫ a

0
ewq(t)−tdt ≤ 2

implicam que (3.23) é uniformemente limitada para w ∈K, quando ρ ≤ 1.
Finalmente, vamos provar que µα,κ no Teorema 3.3.1 é a melhor constante ou,

equivalentemente, que ρ = 1 é a melhor constante no Lema 3.3.1. Para isso, consideramos
as funções de J. Moser definidas por:

w j(t) =


t

j
1
p

se 0 ≤ t ≤ j,

j
1
q se t ≥ j.

É claro que
∫ ∞

0 |w′
j|pdt = 1. Além disso, se ρ > 1, temos∫ ∞

0
eρwq

j(t)−tdt ≥ e(ρ−1) j → ∞, se j → ∞.

Apontamos que, sob a hipótese mais forte w′ ≥ 0, o Lema 3.3.1 foi provado por
J. Moser [54]. J. Moser dispunha desta hipótese na sua redução do tipo (3.20)-(3.21) devido
ao uso da desigualdade de Pólya-Szegö, a qual garante que, se u ∈ W 1,n

0 (Ω) então seu
rearranjamento simétrico decrescente com respeito a medida de Lebesgue u∗ ainda pertence
a W 1,n

0 (BR), com |Ω| = |BR|. Aqui, na presença de medidas de Lebesgue ponderadas do tipo
dλα , α ≥ 0, não temos uma desigualdade de Pólya-Szegö para X1, p

R (α ,θ) que permita trocar
u ∈ XR por sua simetrizada com respeito à medida dλα e garantir a monotonicidade na redução.
Assim, uma extensão do resultado de J. Moser foi necessária. Observamos ainda que a prova
dada acima não segue as linhas daquela dada por J. Moser e, portanto, apresentamos uma nova
prova do resultado clássico de J. Moser.
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3.4 Desigualdade do tipo Trundiger-Moser na forma singular

Nesta seção estabeleceremos uma desigualdade de Trudinger-Moser para os espaços
X1,p

R (α,θ), 0 < R < ∞ na presença de um termo singular 1/rσ , σ > 0. Inicialmente, para
cada p ≥ 2 denotaremos p′ = p/(p−1). Como esta notação, temos

Teorema 3.4.1. Sejam α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ 0 tais que α − p+ 1 = 0. Então, para qualquer
µ > 0 e σ ∈ [0, κ +1), temos∫ R

0
eµ|u|p′ r−σ dλκ < ∞, ∀ u ∈ X1,p

R (α ,θ). (3.28)

Além disso,

sup
u∈XR :∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
eµ|u|p′ r−σ dλκ < ∞ (3.29)

se, e somente se, µ
µα ,κ

+ σ
κ+1 ≤ 1.

Prova: Seja u ∈ X1,p
R (α,θ). Um vez que

∫ R
0 |u′|pdλα < ∞, dado ε > 0 podemos escolher r0 > 0

pequeno o suficiente para que
∫ r0

0 |u′|pdλα < ε. Dessa forma, se 0 < r ≤ r0, a desigualdade de
Hölder implica

|u(r)| ≤ |u(r0)|+(ε/ωα)
1
p

(
ln

r0

r

) 1
p′
.

Segue que

lim
r→0

u(r)(
ln R

r

) 1
p′
= 0.

Portanto, se r1 é pequeno o suficiente, temos

µ|u|p
′
≤ a(κ +1) ln

R
r
, 0 < r ≤ r1, (3.30)

onde a é escolhido tal que 0 < a < 1− σ
κ+1 . Assim, temos

κ −σ −a(κ +1)+1 = (κ +1)
(

1− σ
κ +1

−a
)
> 0.

Logo, segue de (3.30)∫ r1

0
eµ|u|p′ r−σ dλκ ≤

∫ r1

0
ea(κ+1) ln R

r r−σ dλκ = Ra(κ+1)
∫ r1

0
r−σ−a(κ+1)dλκ < ∞.

Uma vez que a integral em (3.28) é finita no compacto [r1,R], a conclusão (3.28) segue da
estimativa acima.

Se σ = 0, a estimativa em (3.29) se reduz ao caso não-singular garantido pelo
Teorema 3.3.1. Assim, podemos supor σ > 0. Inicialmente, se µ

µα,κ
+ σ

κ+1 < 1, o resultado
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segue da desigualdade de Hölder. De fato, por meio do teorema do valor intermediário, escolha
s > 1 tal que

µ
µα ,κ

+
sσ

κ +1
= 1.

Portanto, ∫ R

0
eµ|u|p′ r−σ dλκ ≤

(∫ R

0
eµα,κ |u|p

′
dλκ

) µ
µα,κ
(∫ R

0
r−

κ+1
s dλκ

) sσ
κ+1

≤ C
(∫ R

0
eµα ,κ |u|p

′
dλκ

) µ
µα ,κ

,

pois κ − κ+1
s +1 > 0. Assim, (3.29) segue do Teorema 3.3.1.

Agora, suponha σ ∈ (0, κ + 1) e considere o caso crítico: µ
µα,κ

+ σ
κ+1 = 1. Este caso

será analisado por meio de uma mudança de variável adequada. Por simplicidade, denotamos
d = µ

µα,κ
e daí σ

κ+1 = 1−d. Com esta notação (3.29) torna-se

sup
u∈XR : ∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
edµα,κ |u|p

′
r(d−1)(κ+1)dλκ < ∞.

Seja u ∈ X1,p
R (α,θ). Considere a mudança

r = t
1
d e v(t) = d

1
p′ u(r). (3.31)

Obviamente 1
d [α − p(1−d)+1−d] = α , pois α − p+1 = 0. Logo,∫ R

0
|u′(r)|dλα =

∫ Rd

0
|v′(t)|pdλα (3.32)

e ainda ∫ R

0
edµα,κ |u|p

′
r(d−1)(κ+1)dλκ =

1
d

∫ Rd

0
eµα ,κ |v(t)|p

′
dλκ . (3.33)

Por (3.32) e (3.33) segue

sup
u∈XR :∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
edµα,κ |u|p

′
r(d−1)(κ+1)dλκ ≤ 1

d
sup

v∈XRd :∥v∥1,Lp
α
≤1

∫ Rd

0
eµα ,κ |v(t)|p

′
dλκ . (3.34)

Portanto, (3.29) segue do Teorema 3.3.1 aplicado a X1,p
Rd (α ,θ). Resta verificar que (3.29) não

vale sob a condição µ
µα ,κ

+ σ
κ+1 > 1. Para isso, para cada 0 < l < R defina

ul(r) =
1

ω
1
p

α



(
ln

R
l

) 1
p′

se 0 ≤ r ≤ l,

ln R
r(

ln R
l

) 1
p

se l ≤ r ≤ R.
(3.35)
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Para cada l, usando α − p+1 = 0, é fácil verificar que ∥ul∥1,Lp
α
= 1. Além disso, pela definição

µα,κ = (κ +1)ω1/α
α obtemos∫ R

0
eµ|ul |p

′
r−σ dλκ ≥

∫ l

0
eµ|ul |p

′
r−σ dλκ

= e
µ

µα ,κ (κ+1) ln R
l

∫ l

0
r−σ dλκ

= ωκ

(
R
l

)(κ+1) µ
µα,κ lκ−σ+1

κ −σ +1

=
R

(κ+1)µ
µα,κ

κ −σ +1
1

l(κ+1)
(

µ
µα,κ + σ

κ+1−1
) .

Portanto, se µ
µα,κ

+ σ
κ+1 > 1 , obtemos

limsup
l→0

∫ R

0
eµ|ul |p

′
r−σ dλκ = ∞.

3.5 Forma invariante por escalar

Para cada p ≥ 2, defina

Ap(x) = ex −
⌊p⌋

∑
m=0

xm

m!
, x ∈ R

onde ⌊p⌋ denota o maior inteiro menor do que p.

Teorema 3.5.1. Sejam α ≥ 1, θ ≥ 0 e p = α + 1. Então, para qualquer µ ∈ (0, µα,θ ), existe
uma constante C que depende apenas de µ, p e θ tal que

∫ ∞

0
Ap

µ

(
|u(r)|
∥u′∥Lp

α

)p′
dλθ ≤C

(
∥u∥Lp

θ

∥u′∥Lp
α

)p

, ∀ u ∈ X1,p
∞ (α ,θ)\{0}, (3.36)

onde p′ = p/(p−1) é o expoente conjugado de Hölder para p.

Prova: Seja u ∈ X∞ de classe C1(0,∞). Primeiro, usamos a mudança de variável

r(t) = e−
t

θ+1 , w(t) = ω
1

α+1
α (θ +1)

α
α+1 u(r).

Então w(t) está definida em R e satisfaz

lim
t→−∞

w(t) = 0. (3.37)
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Uma vez que α − p+1 = 0, é simples verificar∫ ∞

0
|u′(r)|p dλα =

∫ ∞

−∞
|w′(t)|pdt, (3.38)∫ ∞

0
|u(r)|p dλθ =

ωθ
ωα

(θ +1)−p
∫ ∞

−∞
|w(t)|p e−tdt (3.39)

e ainda ∫ ∞

0
Ap

(
µ|u(r)|p

′
)

dλθ = |B1|θ
∫ ∞

−∞
Ap

(
µ

µα,θ
|w(t)|p

′
)

e−tdt. (3.40)

Dessa forma, para completar a prova do Teorema 3.5.1 é suficiente mostrar que, para cada
0 < ρ < 1, existe uma constante C > 0 dependendo apenas de ρ tal que∫ ∞

−∞
Ap

(
ρ |w(t)|p

′
)

e−tdt ≤C
∫ ∞

−∞
|w(t)|pe−tdt, (3.41)

para toda w ∈C1(R) satisfazendo a condição (3.37) e tal que∫ ∞

−∞
|w′(t)|pdt = 1. (3.42)

Considere os conjuntos

A = {t ∈ R : |w(t)| ≤ 1} e B = {t ∈ R : |w(t)|> 1}.

É claro que a A e B são disjuntos e R = A∪B. Assim, vamos dividir (3.41) em duas partes.
Primeiro, note que (3.37) implica A ̸= /0. No entanto, existe M > 0 que só depende de p tal que
Ap(x)≤ Mx⌊p⌋ sempre que 0 ≤ x ≤ 1. Assim, para t ∈ A temos |w(t)| ≤ 1 e portanto∫

A
Ap

(
ρ |w(t)|p

′
)

e−tdt ≤ M
∫ ∞

−∞
|w(t)|pe−tdt. (3.43)

A análise para o conjunto B é mais delicada. Primeiro, note que B é um aberto em R.
Pela estrutura de abertos da reta, B se exprime de modo único como reunião enumerável de
intervalos abertos dois a dois disjuntos. Isto é, podemos escrever

B = ∪i∈NIi, Ii = (ai, bi) com Ii ∩ I j = /0 se i ̸= j.

Uma vez que os intervalos Ii = (ai,bi) são disjuntos, seus extremos não pertence ao conjunto
B. Assim, ai ∈ A ou ai = −∞ e bi ∈ A ou bi = ∞. Pela condição (3.37), temos ai ∈ A e daí
w(ai)≤ 1. Logo, a desigualdade de Hölder e (3.42) implicam

|w(t)| ≤ 1+
∫ t

ai

|w′(s)|ds ≤ 1+(t −ai)
1
p′ , t ∈ (ai, bi). (3.44)

Agora, dado ε > 0 existe Cε tal que

1+ s
1
p′ ≤ ((1+ ε)s+Cε)

1
p′ , ∀ s ≥ 0.

36



CAPÍTULO 3 Desigualdades do tipo Trudinger-Moser

Portanto, (3.44) implica

|w(t)|p
′
≤ (1+ ε)(t −ai)+Cε , t ∈ (ai, bi).

Sendo 0 < ρ < 1, tomando ε > 0 tal que ρ(1+ ε)< 1 podemos escrever∫ bi

ai

Ap

(
ρ |w(t)|p

′
)

e−tdt ≤
∫ bi

ai

exp
(

ρ|w(t)|p
′
− t
)

dt

≤
∫ bi

ai

exp{ρ(1+ ε)(t −ai)+ρCε − t}

=
∫ bi

ai

exp{ρ(1+ ε)−1)(t −ai)+ρCε −ai}dt

=
eρCε

1− (ρ(1+ ε))

(
e−ai − e−bi

)
f (bi −ai),

onde f (x) = ex−eρ(1+ε)x

ex−1 , x ∈ R e f (∞) = 1, se bi = ∞. Note que f é uniformemente limitada.
De fato, | f (x)| ≤ 1 para todo x ∈ R. Logo,∫ bi

ai

Ap

(
ρ |w(t)|p

′
)

e−tdt ≤ eρCε

1− (ρ(1+ ε))

(
e−ai − e−bi

)
. (3.45)

Por outro lado, como |w|> 1 em B, para todo i ∈ N∫ bi

ai

|w(t)|pe−tdt ≥
∫ bi

ai

e−tdt =
(

e−ai − e−bi
)
. (3.46)

Combinando (3.45) e (3.46), obtemos

∞

∑
i=1

∫ bi

ai

Ap

(
ρ|w(t)|p

′
)

e−tdt ≤ eρCε

1− (ρ(1+ ε))

∞

∑
i=1

∫ bi

ai

|w(t)|pe−tdt.

Portanto, o teorema da convergência monótona implica em∫
B

Ap

(
ρ|w(t)|p

′
)

e−tdt ≤ eρCε

1− (ρ(1+ ε))

∫
B
|w(t)|pe−tdt ≤ eρCε

1− (ρ(1+ ε))

∫ ∞

−∞
|w(t)|pe−tdt.

Segue da desigualdade acima e de (3.43) que (3.41) é válida escolhendo

C ≥ M+ eρCε/(1−ρ(1+ ε)).

Isto prova o teorema.
Uma propriedade importante da estimativa (3.36) é a sua invariância por escalar. De fato,

para a > 0 e u ∈ X1, p
∞ (α ,θ) considere ua(r) = u(ar). Usando a condição α − p+1 = 0 é fácil

verificar
∥ua∥1,Lp

α
= ∥u∥1,Lp

α
.
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Além disso,
∥ua∥p

Lp
θ
= a−(θ+1)∥u∥p

Lp
θ

e ∫ ∞

0
Ap

µ

(
|ua(r)|
∥u′a∥Lp

α

)p′
dλθ = a−(θ+1)

∫ ∞

0
Ap

µ

(
|u(r)|
∥u′∥Lp

α

)p′
dλθ .

Note que a constante crítica µα,θ do Teorema 3.5.1 depende da medida dλθ que aparece
na definição do espaço X1,p

∞ (α ,θ). Além disso, o próximo resultado mostra que a restrição
µ < µα,θ no Teorema 3.5.1 é ótima. Observe que esta exclui o caso µ = µα,θ em contraste
com (3.18).

Teorema 3.5.2. Sejam α ≥ 1, θ ≥ 0 e p = α + 1. Para cada µ ≥ µα,θ existe uma sequência
(u j)⊂ X1, p

∞ (α ,θ) tal que

∥u′j∥Lp
α
= 1 e

1
∥u j∥p

Lp
θ

∫ ∞

0
Ap

(
µ
(
|u j(r)|

)p′
)

dλθ → ∞ se j → ∞.

Prova: Considere a seguinte sequência de funções

w j(t) =


0, se t ≤ 0,

j−
1
p t, se 0 ≤ t ≤ j,

j
1
p′ , se t ≥ j.

É simples verificar

lim
t→−∞

w j(t) = 0 e
∫ ∞

−∞
|w′

j(t)|pdt = 1. (3.47)

Além disso, temos∫ ∞

−∞
|w j(t)|pe−tdt =

1
j

∫ j

0
t pe−tdt + jp−1e− j → 0 se j → ∞,

donde ∫ ∞

−∞
|w j(t)|pe−tdt → 0 se j → ∞. (3.48)

Um cálculo simples permite concluir∫ ∞

−∞
Ap

(
|w j(t)|p

′
)

e−tdt =
∫ j

0
Ap

(
j
(

t
j

)p′
)

e−tdt +
∫ ∞

j
Ap( j)e−tdt

=
∫ j

0
exp

(
j
(

t
j

)p′

− t

)
dt −

⌊p⌋

∑
m=0

1
m!

j−
m

p−1

∫ j

0
tmp′e−tdt

+

(
e j −

⌊p⌋

∑
m=0

jm

m!

)
e− j

≥
∫ j

0
e−tdt −

⌊p⌋

∑
m=0

1
m!

j−
m

p−1

∫ j

0
tmp′e−tdt +

(
e j −

⌊p⌋

∑
m=0

jm

m!

)
e− j
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Dessa forma, para j grande o suficiente,∫ ∞

−∞
Ap

(
|w j(t)|p

′
)

e−tdt ≥ 1
2
. (3.49)

Agora, a prova do Teorema 3.5.2 segue do argumento do início da prova do Teorema 3.5.1, veja
(3.40), depois de combinar as estimativas (3.47) e (3.49).
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CAPÍTULO 4

Funções extremais

O objetivo desse Capítulo é provar a existência de funções extremais para a desigualdade
de Trudinger-Moser estabelecida pelo Teorema 3.3.1. Para isso, provaremos um princípio
de concentração e compacidade para os espaços X1,p

R (α ,θ) e, com ajuda do Corolário 3.2.1,
aplicaremos um método baseado na estratégia em duas etapas devido L. Carleson e A. Chang.

4.1 Introdução

4.1.1 Crescimento crítico em W 1,p
0 (Ω): O caso p = n versus 1 < p < n

Seja W 1,p
0 (Ω) o espaço de Sobolev clássico munido com a norma de Dirichlet ∥∇u∥p, onde

Ω ⊂ Rn é um domínio limitado com fronteira regular.
No caso 1 < p < n, as desigualdades de Sobolev garantem que as inclusões

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 < q ≤ p∗ = p∗(p,n) =

np
n− p

são contínuas. Além disso, os resultados de compacidade de Rellich-Kondrachov garantem que
estas inclusões são compactas no caso estrito q < p∗. Dessa forma, definindo

S(n, p,q,Ω) = sup
∥∇u∥p≤1

∫
Ω
|u|q dx (4.1)

temos
S(n, p,q,Ω)< ∞, se 1 < q ≤ p∗.

Além disso, por compacidade, S(n, p,q,Ω) é atingido por uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω), se

q < p∗. No caso crítico q = p∗, a constante S(n, p, p∗,Ω) nunca é atingida e é explicitamente
independente do domínio Ω.

No caso p = n, o crescimento crítico é determinado pela desigualdade de Trudinger-Moser
(3.1). De acordo com esta desigualdade, definindo

J(µ,n,Ω) = sup
∥∇u∥n≤1

∫
Ω

eµ|u|
n

n−1 dx (4.2)

temos
J(µ,n,Ω)< ∞, se 0 < µ ≤ µn = nω

1
n−1
n−1
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e ainda J(µ,n,Ω) é explicitamente dependente do domínio Ω. É relativamente fácil garantir
que J(µ,n,Ω) é atingido por uma função extremal u ∈ W 1,n

0 (Ω), quando 0 < µ < µn. Já o
caso crítico µ = µn, é delicado. No entanto, em contraste com o caso 1 < p < n, L. Carleson
e A. Chang [16] provaram que J(µn,n,Ω) possui função extremal, quando Ω = B1 é a bola
unitária com centro em 0 ∈ Rn, n ≥ 2. Alguns anos depois, M. Struwe [61], usando técnicas
de blow-up analysis, garantiu a existência de função extremal para pequenas pertubações da
bola B1 ⊂R2. Introduzindo um novo método, deformações conformes, M. Flucher [34] provou
a existência de extremal quando Ω é um domínio limitado (suave) qualquer em R2. Por fim,
K. Lin [51] generalizou estes resultados para Ω ⊂ Rn, n ≥ 2.

4.1.2 Crescimento crítico em X1,p
R (α ,θ): O caso α − p+1 = 0 versus α − p+1 > 0

Seja 0 < R < ∞. Suponha α − p+ 1 > 0 e min{κ ,θ} ≥ α − p. Como vimos no Capítulo 2,
neste caso, as inclusões

X1,p
R (α,θ) ↪→ Lq

κ , 1 < q ≤ p∗ = p∗(α , p,κ) =
(κ +1)p
α − p+1

são contínuas e, sob a condição 1 < q < p∗, estas são compactas. Seja

S(α, p,q,κ,R) = sup
∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
|u|q dλκ .

Segue que
S(α, p,q,κ ,R)< ∞, 1 < q ≤ p∗.

Para 1 < q < p∗, a inclusão compacta descrita acima assegura que S(α , p,q,κ ,R) possui uma
função extremal u ∈ XR. Por outro lado, no caso crítico q = p∗, D. G. de Figueiredo et al. [19]
mostraram que S(α , p, p∗,κ,R) não é atingido e que independe de R.

No caso α − p + 1 = 0, o crescimento crítico é dado pelo Teorema 3.3.1. Neste caso,
definindo

J(α,µ, p,κ ,R) = sup
∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ , (4.3)

temos
J(α,µ, p,κ ,R)< ∞, se 0 < µ ≤ µα,κ = (κ +1)ω1/α

α .

No que segue veremos que J(α,µ, p,κ,R) possui uma função extremal u ∈ X1,p
R (α,θ) mesmo

no caso crítico µ = µα,κ . Para µ < µα,κ isto será uma consequência do teorema da
convergência de Vitali. No caso crítico, µ = µα,κ , usaremos alguns resultados de compacidade
estabelecidos na próxima seção combinados com um método baseado em uma estratégia de
duas etapas devido a L. Carleson e A. Chang [16].

4.2 Alternativas de concentração ou compacidade

Em 1985 P. -L. Lions [52] estabeleceu um célebre princípio que passou a ser conhecido como
concentration-compactness principle. Em seu trabalho P. -L. Lions investiga a questão crucial
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da compacidade para inclusão de Trudinger-Moser W 1,n
0 (Ω) ↪→ LΦµ (Ω) e prova que exceto

por “pequenas vizinhanças fracas de 0” esta inclusão é compacta e a constante µn pode ser
melhorada ao longo de certas sequências em W 1,n

0 (Ω). Mais precisamente, seja (u j) uma
sequência maximizante para o supremo (3.1), como µ = µn. A menos de um refinamento por
subsequência, podemos assumir que u j ⇀ u em W 1,n

0 (Ω). O princípio de P. -L. Lions afirma
que há apenas duas alternativas:

(i) Compacidade: u realiza o supremo (3.1),

(ii) Concentração: a sequência (u j) é tal que u j ⇀ 0 e ∥∇u j∥n ⇀ δx0 para algum x0 ∈ Ω, onde
δx0 denota a medida de Dirac concentrada em x0 ∈ Ω.

No argumento da prova desse princípio, P. -L. Lions provou que dada uma seguência (u j) em
W 1,n

0 (Ω) tal que ∥∇u j∥n ≤ 1 e u j ⇀ u ̸≡ 0 em W 1,n
0 (Ω), então

limsup
j→∞

∫
Ω

eµn q |u j|
n

n−1 dx < ∞, se 0 < q <
1

(1−∥∇u∥n
n)

1
n−1

. (4.4)

Esse resultado garante que, ao longo de tais sequências, a constante crítica µn pode ser
melhorada. Mais recentemente, R. Černý et al. [17], seguindo um novo enfoque, provaram
uma versão mais apurada dos resultados acima.

Nesta seção, investigaremos a desigualdade (3.18) estabelecida no Teorema 3.3.1 e
obteremos uma alternativa de concentração ou compacidade para a classe de espaços
X1,p

R (α,θ). Inicialmente, seguindo as idéias contidas em [17, Theorem 1.1] obteremos uma
versão de (4.4) para dimensões não-inteiras.

Teorema 4.2.1. Sejam α ≥ 1, θ ,κ ≥ 0 e p = α + 1. Considere uma sequência (u j) em
X1, p

R (α ,θ) tal que

∥u j∥1,Lp
α
≤ 1 e u j ⇀ u em X1, p

R (α,θ) com u ̸≡ 0. (4.5)

Então,

limsup
j→∞

∫ R

0
eqµα,κ |u j|

p
p−1

dλκ

{
< ∞ se q < P
= ∞ se q ≥ P, (4.6)

onde

P = P(α , p,u) =


1

(1−
∫ R

0 |u′|p dλα)
1

p−1
se ∥u∥1,Lp

α
< 1,

∞ se ∥u∥1,Lp
α
= 1.

(4.7)

Prova: Inicialmente, para qualquer u ∈ X1, p
R (α,θ) satisfazendo ∥u∥1,Lp

α
≤ 1 temos

|u(r)| ≤
(

ω− 1
α

α ln
R
r

) 1
p′
, r ∈ (0,R), (4.8)
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onde p′ = p/(p−1). De fato, dado u ∈ X1, p
R (α ,θ) temos limr→R u(r) = 0, logo a desigualdade

de Hölder e a hipótese α − p+1 = 0 fornecem

|u(r)| ≤
∫ R

r
|u′(s)|ds =

∫ R

r

(
ω

1
p

α s
α
p |u′(s)|

)(
ω

− 1
p

α s−
α
p

)
ds

≤ ∥u∥1,Lp
α

(
ω− 1

α
α ln

R
r

) 1
p′
.

Agora, argumentamos por contradição. Suponha que exista uma sequência (u j) ⊂ XR
satisfazendo (4.5) com 0 < ∥u∥1,Lp

α
< 1 e tal que∫ R

0
eq1µα,κ |u j|p

′
dλκ → ∞ se j → ∞, (4.9)

para algum q1 < P. Afirmamos que dados q2 ∈ (q1, P), j0 ∈ N e r0 ∈ (0, R) existem j > j0 e
r ∈ (0, r0) tais que

|u j(r)| ≥

(
1

q2ω
1
α
α

ln
R
r

) 1
p′

.

Suponha que esta afirmação é falsa. Então existem j0 ∈ N e r0 ∈ (0,R) tais que

|u j(r)|<

(
1

q2ω
1
α
α

ln
R
r

) 1
p′

∀ r ∈ (0,r0), j ≥ j0.

Isto em combinação com α − p+1 = 0 e (4.8) implica que para quaisquer q1 < q2 e k ≥ k0,∫ R

0
eq1µα ,κ |u j|p

′
dλκ ≤

∫ r0

0
e

q1
q2
(κ+1) ln R

r dλκ +
∫ R

r0

eq1(κ+1) ln R
r dλκ < ∞,

o que contradiz (4.9) e prova nossa afirmação. Portanto, a menos de um refinamento por
subsequência de (u j), existe uma sequência (r j) tal que

|u j(r j)| ≥

(
1

q2ω
1
α
α

ln
R
r j

) 1
p′

e r j <
1
j
, para todo j ∈ N. (4.10)

Agora, dado L > 0, definimos os operadores T L e TL agindo em qualquer função v : (0,R)→R
da seguinte forma

T L(v) = min{|v|,L}sign(v) e TL(v) = v−T L(v),

onde sign(x) representa a função sinal. Se v ∈ AC(0, R) então T L(v) e TL(v) ainda pertencem a
AC(0,R). Além disso, em quase todo ponto r ∈ (0,R) vale

T L(v)′(r) =

{
v′(r) se |v(r)| ≤ L,
0 se |v(r)|> L.
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É fácil verificar ∫ R

0
|u′j|p dλα =

∫ R

0
|T L(u j)

′|p dλα +
∫ R

0
|TL(u j)

′|p dλα . (4.11)

Usando a hipótese (4.5) e a inclusão compacta X1, p
R (α ,θ) ↪→ Lp

κ , κ ≥ 0, veja Corolário 2.3.3,
a menos de subsequência, u j → u em Lp

κ e u j(r)→ u(r) em quase todo ponto r ∈ (0,R). Em
particular,

T L(u j)(r)→ T L(u)(r) e TL(u j)(r)→ TL(u)(r) q.t.p em (0,R).

Ainda, por (4.11), as sequências (T L(u j)) e (TL(u j)) são limitadas no espaço uniformemente
convexo XR, veja Teorema 2.2.2. Assim,

T L(u j)⇀ T L(u) em XR e TL(u j)⇀ TL(u) em XR.

Uma vez que |T L(u)′| → |u′| q.t.p em (0,R) quando L → ∞, para qualquer q3 ∈ (q2,P) fixado,
o lema de Fatou garante

1−
∫ R

0 |u′|p dλα

1−
∫ R

0 |T L0(u)′|p dλα
>
(q3

P

)p−1
, (4.12)

desde que L0 seja escolhido grande o suficiente. Por (4.10), para cada j ∈ N suficientemente
grande temos |u j(r j)|> L0. Assim, visto que u j(r)→ 0 se r → R, existe s j ∈ (r j, R), o menor
número tal que |u j(s j)| = L0. Análogo a (4.8), usando (4.10) e a desigualdade de Hölder,
obtemos (

1
q2

ω− 1
α

α ln
R
r j

) 1
p′
−L0 ≤ |u j(r j)|− |u j(s j)| ≤ |u j(r j)−u j(s j)|

≤
∫ s j

r j

|u′j(r)|dr

≤
(∫ s j

r j

|u′j|p dλα

) 1
p
(

ω− 1
α

α ln
R
r j

) 1
p′
.

Portanto, se j é suficientemente grande,(
1
q3

) 1
p′
≤
(∫ s j

r j

|u′j|p dλα

) 1
p

. (4.13)

Sendo s j > r j o menor número em (r j, R) tal que |u j(s j)| = L0, temos |u j| > L0 em (r j, s j).
Assim, pela definição de TL0 , segue∫ R

0
|TL0(u j)

′|p dλα ≥
∫ s j

r j

|TL0(u j)
′|p dλα =

∫ s j

r j

|u′j|p dλα .

Logo, combinando (4.5), (4.11) e (4.13) podemos escrever∫ R

0
|T L0(u j)

′|p dλα ≤ 1−
(

1
q3

)p−1

.
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Usando a semicontinuidade da norma ∥ · ∥1,Lp
α

na topologia fraca de X1, p
R (α ,θ) e (4.12) a

estimativa acima implica em

q3 ≥
(

1− liminf
j

∫ R

0
|T L0(u j)

′|p dλα

)− 1
p−1

≥
(

1−
∫ R

0
|T L0(u)′|p dλα

)− 1
p−1

>
q3

P

(
1−

∫ R

0
|u′|p dλα

)− 1
p−1

= q3,

o que representa uma contradição.
Para o caso

∫ R
0 |u′|p dλα = 1, podemos proceder de forma análoga com algumas pequenas

modificações que indicaremos a seguir. Dado q1 > 0, fixamos q2 > q1. Na parte final do
argumento, fixamos q3 > q2 qualquer e escolhemos L0 > 0 tal que∫ R

0
|T L0(u)′|p dλα > 1− 1

2

(
1
q3

)p−1

,

em vez de (4.12). Então, como anteriormente, se j é grande o suficiente para que (4.13) seja
satisfeita, obtemos ∫ R

0
|T L0(u j)

′|p dλα ≤ 1−
(

1
q3

)p−1

.

Assim, visto que T L0(u j)⇀ T L0(u) em XR, a semicontinuidade da norma ∥ ·∥1,Lp
α

na topologia
fraca fornece uma contradição.

A seguir, vamos mostrar que o expoente P = P(α , p,u) dada por (4.7) é ótimo. Para isso,
dado a0 ∈ (0,1), exibiremos uma sequência (u j)⊂ XR tal que

∥u j∥1,Lp
α
= 1, u j ⇀ u em XR, u j(r)→ u(r) q.t.p em (0,R)

e

∥u∥1,Lp
α
= a0, e

∫ R

0
eµα ,κ(1−ap

0)
− 1

p−1 |u j|p
′
dλκ → ∞ quando j → ∞.

Para conseguir isso, introduzimos a seguinte versão da sequência de Moser:

v j(r) =


0 se

R
3
≤ r ≤ R,

c1 j−
1
p ln

R
3r

se
R
3

e−
j

κ+1 ≤ r ≤ R
3
,

c2 j
1
p′ se 0 ≤ r ≤ R

3
e−

j
κ+1 ,

onde c1 = (κ + 1)1/pω−1/p
α e c2 = (κ + 1)−1c1 foram escolhidos de forma que cada v j seja

continuamente diferenciável por partes e ∥v j∥1,Lp
α
= 1. Considere a função u ∈ XR dada por

u(r) =


A se 0 ≤ r ≤ 2R

3
,

3A− 3A
R

r se
2R
3

≤ r ≤ R,
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onde A foi escolhido tal que ∥u∥1,Lp
α
= a0. Finalmente, defina

u j = u+(1−ap
0)

1
p v j, j ∈ N.

Dessa forma, existem constantes C′
1 e C′

2 tais que

∫ R

0
eµα,κ(1−ap

0)
− 1

p−1 |u j|p
′
dλκ ≥

∫ R
3 e−

j
κ+1

0
eµα ,κ(1−ap

0)
− 1

p−1 |u j|p
′
dλκ

= C′
1 e

(
C′

2+ j
1
p′
)p′

− j
→ ∞, se j → ∞.

Além disso, visto que os suportes de u′ e v′j são disjuntos, temos ∥u j∥1,Lp
α
= 1 para cada

j ∈ N. Em particular, a menos de subsequência, u j ⇀ w em X1,p
R (α ,θ) e a inclusão compacta

X1,p
R (α,θ) ↪→ Lp

κ garante que u j(r) ⇀ w(r) q.t.p em (0, R). Mas, usando que v j(r) → 0 em
quase todo ponto r ∈ (0,R), é fácil verificar que u j(r)→ u(r) q.t.p em (0,R). Assim,

∥u j∥1,Lp
α
= 1, u j ⇀ u em XR, u j(r)→ u(r) q.t.p em (0,R)

como desejado.
É conveniente introduzir a seguinte notação.

Definição 4.2.1. Uma sequência (u j)⊂ XR será dita concentrada na origem se

∥u j∥1,Lp
α
≤ 1, u j ⇀ 0 em XR e limsup

j→∞

∫ R

r0

|u′j|p dλα = 0, ∀ r0 > 0.

Ainda, sob a condição α − p+1 = 0, denotamos

I(u) =
∫ R

0
eµα ,κ |u|

p
p−1

dλκ , ∀ u ∈ X1,p
R (α,θ) (4.14)

e
J(α, p,κ,R) = sup

∥u∥1,Lp
α
≤1

I(u). (4.15)

Com esta notação, temos a seguinte versão da alternativa de concentração ou compacidade de
P. -L. Lions para a classe de espaços X1,p

R (α ,θ).

Corolário 4.2.1. Sejam α ≥ 1, p≥ 2 e θ , κ ≥ 0 tais que α− p+1= 0. Seja (u j) uma sequência
tal que ∥u j∥1,Lp

α
≤ 1 e u j ⇀ u em XR. Então, temos as seguintes alternativas:

(a) Compacidade, isto é, I(u j)→ I(u), onde I é definido em (4.14); ou

(b) Concentração, isto é, (u j) é uma sequência concentrada na origem.
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Prova: Se u j ⇀ u ̸≡ 0, pelo Teorema 4.2.1, podemos tomar

1 < q < P = (1−∥u∥p
1,Lp

α
)−

1
p−1

tal que a sequência (eµα,κ |u j|p
′
) seja limitada em Lq

κ . Então, o teorema da convergência de Vitali
garante que (a) ocorre. Resta provar a seguinte afirmação.

Afirmação 4.2.1. Se u j ⇀ u ≡ 0 e (u j) não concentra-se na origem, então

lim
j→∞

∫ R

0
eµα ,κ |u j|p

′
dλκ =

∫ R

0
eµα ,κ |u|p

′
dλκ = |BR|κ .

Uma vez que (u j) não é concentrada na origem, existem 0 < A < 1 e r0 > 0 tais que∫ R

r0

|u′j|p dλα > A

para j suficientemente grande. Isto implica em∫ r0

0
|u′j|p dλα ≤ 1−A.

Assim, a desigualdade de Hölder fornece

u j(r) = u j(r0)+
∫ r0

r
−u′j(s)ds

≤ u j(r0)+ω
− 1

p
α (1−A)

1
p

(
ln

r0

r

) 1
p′
.

Ainda, sendo ∥u j∥1,Lp
α
≤ 1 e limr→R u j(r) = 0, segue

u j(r0)≤ ω
− 1

p
α

(
ln

R
r0

) 1
p′
.

Logo, as desigualdades acima implicam em

µα,κ |u j|p
′
≤ (κ +1) ln

r0

r

[(
lnR− lnr0

lnr0 − lnr

) 1
p′
+(1−A)

1
p

]p′

.

A expressão entre colchetes na desigualdade acima tende para(1−A)1/(p−1), quando r → 0.
Logo, podemos tomar 0 < r1 < r0 pequeno tal que valha

µα,κ |u j|p
′
≤ (κ +1)((1−A)

1
p−1 +ν0) ln

r0

r
, 0 < r ≤ r1, (4.16)

onde ν0 é escolhido tal que
1− (1−A)

1
p−1 > ν0 > 0.

47



CAPÍTULO 4 Funções extremais

Agora, seja ρ > 0 arbitrário. Usando(4.16) e reduzindo r1, se necessário, podemos escrever∫ r1

0
eµα ,κ |u j|p

′
dλκ ≤

∫ r1

0
e(κ+1)((1−A)

1
p−1 +ν0) ln r0

r dλκ ≤ c′rcκ
1 < ρ , (4.17)

onde
cκ = κ − (κ +1)((1−A)

1
p−1 +ν0)+1

e c′ é uma constante positiva que só depende de α e κ . Note que cκ > 0 em vista da escolha de
ν0. Por conveniência, para u ∈ XR tal que ∥u∥1,Lp

α
≤ 1, denotamos

I(u) =
∫ R

0
eµα ,κ |u|p

′
dλκ , I1(u) =

∫ r1

0
eµα ,κ |u|p

′
dλκ e I2(u) =

∫ R

r1

eµα ,κ |u|p
′
dλκ .

Claramente I(u)= I1(u)+I2(u). Agora, pela desigualdade de Hölder, para r1 < r ≤R, podemos
escrever

u j(r)≤ ω
− 1

p
α

(
ln

R
r

) 1
p′
≤ ω

− 1
p

α

(
ln

R
r1

) 1
p′
.

Visto que u j(r)→ 0 q.t.p em (0,R), o teorema da convergência dominada de Lebesgue fornece

lim
l→∞

I2(ul) = I2(0)≥ I2(u j)−ρ , (4.18)

onde j é suficientemente grande. Combinando (4.17) e (4.18) segue que

I(0)≥ I2(0)≥ I2(u j)−ρ = I(u j)− I1(u j)−ρ ≥ I(u j)−2ρ. (4.19)

Levando em conta (4.19), temos

I(0)≤ lim
j→∞

I(u j)≤ I(0)+2ρ .

Uma vez que ρ > 0 foi tomado arbitrário, segue a afirmação.

4.3 Análise das sequências concentradas

Na tentativa de encontrar funções extremais para (4.3), no caso crítico µ = µα,κ , veja (4.15);
segundo o Corolário 4.2.1, o que pode dá errado é a sequência maximizante tomada concentrar-
se na origem. Assim, necessitamos analisar o valor do funcional de Moser (4.14) ao logo destas
sequências. Nesse sentido, temos

Teorema 4.3.1. Seja (u j)⊂ X1,p
R (α ,θ) uma sequência concentrada na origem. Então

limsup
j→∞

∫ R

0
eµα,κ |u j|

p
p−1

dλκ ≤ |BR|κ
(

1+ eγ+Ψ(p)
)

onde Ψ(p) = Γ′(p)/Γ(p) é a função digama e

γ = lim
m→∞

(
m

∑
i=1

1
i
− ln(m)

)
é a constante de Euler.
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Prova: Observamos que Ψ(p)+ γ > 0, veja [3, p.13]. Logo, podemos assumir

limsup
j→∞

∫ R

0
eµα,κ |u j|

p
p−1

dλκ > 2|BR|κ , (4.20)

pois caso contrário, não há o que provar. Assim, seja (u j) ⊂ X1,p
R (α,θ) uma sequência

concentrada na origem satisfazendo (4.20). Uma vez que ∥u j∥1,Lp
α
≤ 1 e limr→R u j(r) = 0

para todo j ∈ N, temos

µα,κ |u j(r)|p
′
≤ (κ +1) ln

R
r
, ∀ r ∈ (0,R), (4.21)

onde p′ = p/(p − 1). Afirmamos que, para cada j ∈ N, existe um maior número r j ∈
(0, Re−1/(κ+1)] tal que

µα,κ |u j(r j)|p
′
= (κ +1) ln

R
r j

−2ln+(κ +1) ln
R
r j

(4.22)

e ainda
lim
j→∞

r j = 0. (4.23)

De fato, tendo em vista (4.21), temos

µα,κ |u j(r)|p
′
≤ (κ +1) ln

R
r
= (κ +1) ln

R
r
−2ln+(κ +1) ln

R
r
, ∀ r ≥ Re−

1
κ+1 .

Assim, se (4.22) não é válida, devemos ter

µα,κ |u j(r)|p
′
≤ (κ +1) ln

R
r
= (κ +1) ln

R
r
−2ln+(κ +1) ln

R
r
, ∀ r ∈ (0, R).

Usando a mudança t = (κ +1) ln R
r , a desigualdade acima fornece∫ R

0
eµα,κ |u j|p

′
dλκ ≤

∫ R

0
e(κ+1) ln R

r −2ln+(κ+1) ln R
r dλκ

=
∫ Re−

1
κ+1

0
e(κ+1) ln R

r −2ln+(κ+1) ln R
r dλκ +

∫ R

Re−
1

κ+1
e(κ+1) ln R

r dλκ

≤ |BR|κ
(∫ ∞

1

1
t2 dt +

∫ 1

0
dt
)

= 2|BR|κ .

Isto contraria (4.20). Portanto, existe uma sequência (r j) como em (4.22). Resta verificar que
r j → 0, se j → ∞. Isto segue da hipótese de concentração de (u j). De fato, dado ε > 0, existe
j0 = j0(ε) tal que (∫ R

ε
|u′j|pdλα

) 1
p−1

<
e−1

e
, ∀ j ≥ j0.
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Note que

e−1
e

(κ +1) ln
R
r
≤ (κ +1) ln

R
r
−2ln+(κ +1) ln

R
r
, ∀ r ∈ (0, R),

assim, a desigualdade de Hölder implica em

µα,κ |u j(r)|p
′

≤
(∫ R

ε
|u′j|pdλα

) 1
p−1

(κ +1) ln
R
r

<
e−1

e
(κ +1) ln

R
r

≤ (κ +1) ln
R
r
−2ln+(κ +1) ln

R
r
, ∀ r ∈ (ε, R) e j ≥ j0.

Isto implica em r j < ε , para todo j ≥ j0. Portanto, vale (4.23).
Agora, executamos a mudança

t = (κ +1) ln
R
r
, w j(t) = ω

1
α+1
α (κ +1)

α
α+1 u j(r)

e denotamos
a j = (κ +1) ln

R
r j
.

Aplicando o Corolário 3.2.1, com

w = w j, a = a j e δ = δ j =
∫ r j

0
|u′j|p dλα =

∫ ∞

a j

|w′
j|p dt,

obtemos ∫ r j

0
eµα,κ |u j|p

′
dλκ = |BR|κ

∫ ∞

a j

ewp′
j (t)−tdt ≤ |BR|κ

eK j+Ψ(p)+γ

1−δ j
1

p−1
, (4.24)

onde

K j = wp′
j (a j)

1+
δ j

(p−1)(1−δ
1

p−1
j )p−1

−a j.

Afirmamos que δ j → 0 e K j → 0, se j → ∞. De fato, note

wp′
j (a j) = µα,κup′

j (r j) = µα,κ

(∫ R

r j

−u′(s) ds
)p′

≤
(∫ R

r j

|u′j| dλα

) 1
p−1

(κ +1) ln
R
r j

≤
(
1−δ j

) 1
p−1 a j.
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Combinando esta desigualdade com (4.22) podemos escrever

δ j ≤ 1−
(

1−
2ln+ a j

a j

)p−1

≤ (p−1)
2ln+ a j

a j
→ 0, se j → ∞,

pois a j → ∞ por (4.23). Agora, note que (4.22) equivale a wp′
j (a j) = a j − 2ln+ a j. Assim,

argumentando como no Lema 3.3.1, equações (3.25) e (3.26), podemos escrever

K j ≤
(p−1)p′

(1−δ
1

p−1
j )p−1

·a j

(
2ln+ a j

a j

)p′

o que implica K j → 0, se j → ∞. Isto prova nossa afirmação. Dessa forma, segue de (4.24)

limsup
j→∞

∫ r j

0
eµα,κ |u j|p

′
dλκ ≤ |BR|κeγ+Ψ(p). (4.25)

Por outro lado, dado r0 > 0, temos

µα,κ |u j(r)|p
′

≤
(∫ R

r0

|u′j|p dλα

) 1
p−1

(κ +1) ln
R
r

≤
(∫ R

r0

|u′j|p dλα

) 1
p−1

(κ +1) ln
R
r0
, ∀ r ∈ [r0, R].

Usando a hipótese de concentração, concluímos que µα,κ |u j(r)|p
′ → 0 uniformemente em todo

compacto da forma [r0, R]⊂ (0, R). Assim, dados ε > 0 e r0 ∈ (r j,Re−1/(κ+1)), existe j0 ∈ N
tal que

µα,κ |u j(r)|p
′
≤ ε, ∀ r ∈ [r0, R] e ∀ j ≥ j0.

Tendo em vista que r j é o maior número em (0, Re−1/(κ+1)] satisfazendo (4.22), segue∫ R

r j

eµα ,κ |u j|p
′

dλκ =
∫ r0

r j

eµα,κ |u j|p
′

dλκ +
∫ R

r0

eµα ,κ |u j|p
′

dλκ

≤
∫ r0

r j

e(κ+1) ln R
r −2ln+(κ+1) ln R

r dλκ + eε
∫ R

r0

dλκ

= eε
∫ R

r0

dλκ + |BR|κ

(
1

(κ +1) ln R
r0

− 1
(κ +1) ln R

r j

)
≤ |BR|κ ,

para ε e r0 pequenos o suficiente. Combinando esta última estimativa com (4.25), concluímos
a prova do Teorema.
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4.4 Existência de funções extremais

A existência de funções extremais para (4.3), no caso subcrítico µ < µα,κ , é garantida
facilmente pelo teorema da convergência de Vitali. De fato, seja (u j) ⊂ X1,p

R (α ,θ) uma
sequência tal que

∥u j∥1,Lp
α
≤ 1 e J(α,µ, p,κ ,R) = lim

j→∞

∫ R

0
eµ|u j|

p
p−1

dλκ . (4.26)

A menos de um refinamento por subsequência, podemos supor

u j ⇀ u em X1,p
R (α ,θ) e u j(r)→ u(r) q.t.p em (0,R). (4.27)

Dado µ < µα,κ , podemos tomar q> 1 tal que qµ < µα,κ . Dessa forma, usando o Teorema 3.3.1,
temos exp(µ|u j|p/(p−1)) uniformemente limitada em Lq

κ para algum q > 1. Assim, usando
(4.27), o teorema da convergência de Vitali fornece

J(α ,µ, p,κ ,R) = lim
j→∞

∫ R

0
eµ|u j|

p
p−1

dλκ =
∫ R

0
lim
j→∞

eµ|u j|
p

p−1
dλκ =

∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ .

No caso crítico µ = µα,κ , a existência de extremal para (4.3) é delicada. Para lidar com
esta situação usaremos um método que generaliza uma estratégia em duas etapas devido a
L. Carleson e A. Chang que descrevemos brevemente a seguir.

Assumindo que o supremo (4.2), com Ω = B1 e µ = µn não tem função extremal,
L. Carleson e A. Chang provaram que qualquer sequência maximizante é necessariamente
concentrada na origem e, para obter uma contradição, calcularam o valor do funcional de
Moser ao longo destas sequências. Mais precisamente, suponha que (4.2) não é atingido, então
qualquer sequência maximizante (u j)⊂W 1,n

0 (B1) para (4.2) satisfaz

u j ⇀ 0 em W 1,n
0 (B1) e lim

j→∞

∫
ρ≤|x|≤1

|∇u j|n dx → 0 ∀ ρ > 0.

Além disso, em uma parte bastante intrigante, L. Carleson e A. Chang provaram a seguinte
estimativa para o funcional de Moser agindo em qualquer sequência maximizante concentrada
na origem (u j)⊂W 1,n

0 (B1):

limsup
j→∞

∫
B

eµn|u j|
n

n−1 dx ≤ |B1|
(

1+ e1+ 1
2+···+ 1

n−1

)
.

Em seguida, para obter uma contradição, para cada n ≥ 2, eles exibiram uma função wn ∈
W 1,n

0 (B1) tal que

∥∇wn∥n = 1 e
∫

B1

eµn|wn|
n

n−1 dx > |B1|
(

1+ e1+ 1
2+···+ 1

n−1

)
.

A seguir, com a ajuda do Teorema 4.3.1, aplicaremos uma estratégia semelhante à descrita
acima e provaremos existência de funções extremais para (4.3) mesmo para µ = µα,κ .
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Teorema 4.4.1. Sejam α ≥ 1, θ ,κ ≥ 0 e p = α + 1. Então, para todo µ ≤ µα,κ , existe uma
função extremal para o supremo em (4.3). Isto é, existe u ∈ X1,p

R (α,θ) tal que

J(α ,µ, p,κ,R) =
∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ .

Prova: Como vimos no início desta seção, podemos supor µ = µα,κ . Neste caso, suponha
que o supremo em (4.3) não possui função extremal e tome (u j) ⊂ X1,p

R (α ,θ) uma sequência
maximizante como em (4.26) e (4.27). De acordo com o Corolário 4.2.1, a sequência (u j) é
necessariamente concentrada na origem. Assim, o Teorema 4.3.1 fornece

limsup
j→∞

∫ R

0
eµα,κ |u j|

p
p−1

dλκ ≤ |BR|κ
(

1+ eγ+Ψ(p)
)

onde Ψ(p) = Γ′(p)/Γ(p) é a função digama e γ = limm→∞
(
∑m

i=1
1
i − ln(m)

)
é a constante de

Euler. Portanto, para concluir a prova do Teorema é suficiente mostrar que, para cada p ≥ 2,
existe uma função wp ∈ X1,p

R (α,θ) tal que ∥wp∥1,Lp
α
= 1 e∫ R

0
eµα,κ |wp|p

′
dλκ > |BR|κ

(
1+ eγ+Ψ(p)

)
, (4.28)

onde p′ = p/(p−1) o que representa uma contradição. Para isso, para cada p ≥ 2, defina

wp(r) =
1

ω
1

α+1
α (κ +1)

α
α+1



(p−1)
1
p′

p
(κ +1) ln

R
r
, se Re−

p
κ+1 ≤ r ≤ R(

(κ +1) ln
R
r
−1
) 1

p′
, se Re−

Np
κ+1 ≤ r ≤ Re−

p
κ+1

(Np −1)
1
p′ , se 0 < r ≤ Re−

Np
κ+1 ,

onde Np é uma constante escolhida de forma que wp ∈ X1,p
R (α ,θ) e ∥wp∥1,Lp

α
= 1. De fato,

temos
Np = 1+(p−1)ep′p−p′. (4.29)

Definimos

I(wp) :=
∫ R

0
eµα,κ |wp|p

′
dλκ = I1 + I2 + I3,

onde

I1 :=
∫ Re−

Np
κ+1

0
eNp−1dλκ ,

I2 :=
∫ Re−

p
κ+1

Re−
Np

κ+1
e((κ+1) ln R

r −1)dλκ ,

I3 :=
∫ R

Re−
p

κ+1
e

p−1
pp′ ((κ+1) ln R

r )
p′

dλκ .
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A seguir, vamos calcular cada uma dessas três integrais. Primeiro, é fácil verificar que

I1 =
|BR|κ

e
e I2 =

|BR|κ
e

(Np − p).

Ainda, usando a mudança de variável t = (κ +1) ln R
r , podemos escrever

I3 = |BR|κ
∫ p

0
e

p−1
p′ t p′−t dt

donde, fazendo τ = t/p, obtemos

I3 = p|BR|κ
∫ 1

0
e(p−1)τ p′−pτ dτ.

Portanto, usando a definição de Np em (4.29), temos

I(wp) =

(
1+Np − p

e
+ p

∫ 1

0
e(p−1)τ p′−pτ dτ

)
|BR|κ

=

(
2− p

e
+ p

∫ 1

0
e(p−1)τ p′−pτ dτ +(p−1)ep′p−p′−1

)
|BR|κ .

Dessa forma, para concluir (4.28), basta verificar que

2− p
e

+ p
∫ 1

0
e(p−1)τ p′−pτ dτ +(p−1)ep′p−p′−1 > 1+ eγ+Ψ(p), ∀ p ≥ 2. (4.30)

Para isso, note que h(τ) = (p− 1)τ p′ − pτ satisfaz: h(τ) > −pτ para τ ∈ (0, 1
p ] e h(τ) ≥ −1

para τ ∈ [1/p,1]. Logo,

p
∫ 1

0
eh(τ)dτ > p

∫ 1
p

0
e−pτdτ +

p
e

∫ 1

1
p

dτ = 1− 2− p
e

.

Portanto, (4.30) reduz-se a

(p−1)ep′p−p′−1 ≥ eγ+Ψ(p), ∀ p ≥ 2. (4.31)

Isto equivale à verificar que a função f : [2,∞)→ R definida por

f (p) = Ψ(p)+ γ − ln(p−1)− p′p + p′+1

é não-positiva. Usando o cálculo elementar, é suficiente verificar que f (2) = 0 e f ′(p) ≤ 0,
para todo p ∈ (2,∞). De fato, usando as propriedades da função digama destacadas em (3.4),
temos

f (2) = Ψ(2)+ γ −1 =−
∞

∑
j=1

(
1

j+1
− 1

j

)
−1 = 0.
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Por outro lado,

f ′(p) = Ψ′(p)−
(

p′−1+
d

d p
(p′p + p′)

)
.

Além disso,

Ψ′(p) =
∞

∑
k=0

1
(k+ p)2 ≤

∞

∑
k=0

1
(k+ p− 1

2)(k+ p+ 1
2)

=
1(

p− 1
2

)
e

d
d p

(p′p − p′) = p′p
(
ln p′− p′+1

)
+(p′−1)2.

Portanto, (4.31) segue da seguinte afirmação.

Afirmação 4.4.1. Para todo p ≥ 2, temos

1
p− 1

2

≤ p′p
(
ln p′− p′+1

)
+(p′−1)2 +(p′−1),

onde p′ = p/(p−1).

Fazendo

x =
1
2

(
1

p− 1
2

)
,

temos
0 ≤ x ≤ 1

3
< 1 e p′ =

1+ x
1− x

.

Portanto, lembrando que

ln
1+ x
1− x

= 2
∞

∑
j=0

x2 j+1

2 j+1
, se |x|< 1,

podemos escrever

1
p− 1

2

+
1

12(p− 1
2)

3
≤ ln p′ ≤ 1

p− 1
2

+
1

10(p− 1
2)

3
. (4.32)

Seja g : [2,∞)→R definida por g(p) = p ln p′. Temos g′(p) = ln p′− p′+1. Logo, a igualdade
g(p) = g(2)+

∫ p
2 g′(t)dt equivale a

ln p′p = ln4+
∫ p

2

(
ln

t
t −1

− 1
t −1

)
dt,

e, usando (4.32), podemos escrever

ln p′p ≤ ln4+
∫ p

2

(
1

t − 1
2

+
1

10(t − 1
2)

3
− 1

t −1

)
dt

= ln4+ ln(p− 1
2
)− ln

3
2
+ρ − ln(p−1),
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onde

ρ :=
1
10

∫ p

2

1
(t − 1

2)
3

dt =
1

20

(
4
9
− 1

(p− 1
2)

2

)
<

1
45

.

Dessa forma,

p′p ≤ 8eρ

3
(p− 1

2)

p−1
.

Portanto, visto que ln p′− p′+1 ≤ 0, nossa afirmação reduz-se a

1
p− 1

2

≤ 8eρ

3
(p− 1

2)

p−1
(
ln p′− p′+1

)
+(p′−1)2 +(p′−1). (4.33)

Fazendo s = p′−1 = 1
p−1 , temos, por (4.32),

ln p′− s ≥ 1
p− 1

2

− 1
p−1

=− 1
2(p− 1

2)(p−1)
.

Portanto, a expressão no lado direito de (4.33) não é menor do que

s+ s2 − 4eρ

3
s2

e o lado esquerdo é igual a 2s/(s+2). Assim, para garantir (4.33), é suficiente verificar(
4eρ

3
−1
)
(s+2)≤ 1. (4.34)

Se p ≥ 3, temos s ≤ 1/2, e como ρ < 1/45, a desigualdade acima é clara. Suponha 2 ≤ p ≤ 3.
Pela definição de ρ é fácil verificar ρ ≤ (p−2)/30. Agora, note que

eax ≤ 1+bx, 0 < a < b, sempre que 0 ≤ x ≤
ln b

a
a

.

Para x = p−2, escolhendo a = 1/30 e b = 1/28 temos

eρ ≤ e
p−2
30 ≤ 1+

p−2
28

.

Note ainda s+2 = 3− (p−2)/(p−1), assim o lado esquerdo em (4.34) não é maior do que(
4
3
+

p−2
21

−1
)(

3− p−2
p−1

)
=

(
1+

p−2
7

)(
1− p−2

3(p−1)

)
= 1+

p−2
7

− p−2
3(p−1)

− (p−2)2

21(p−1)

≤ 1+(p−2)
(

1
7
− 1

3(p−1)

)
≤ 1,

pois 1/7 ≤ 1/3(p−1), para todo 2 ≤ p ≤ 3. Isto prova nossa afirmação.
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CAPÍTULO 5

Forma otimizada para a desigualdade de
Trudinger-Moser em X1,p

R (α,θ)

Neste capítulo discutiremos uma forma otimizada para a desigualdade de Trundiger-Moser
estabelecida no Capítulo 3. A forma ótima que iremos apresentar dará informações mais
precisas; tanto a respeito da alternativa de concentração e compacidade do Capítulo 4,
Corolário 4.2.1, quanto da desigualdade de Trudinger-Moser do Capítulo 3, Teorema 3.3.1.
Além disso, investigaremos a existência de funções extremais para a desigualdade obtida.
Nosso estudo será baseado nos resultados do Corolário 4.2.1, técnicas de blow up analysis e no
método em duas etapas de L. Carleson e A. Chang aprimorado para os espaços X1,p

R (α ,θ).

5.1 Introdução

Seja Ω ⊂ Rn domínio limitado com bordo regular e considere W 1,n
0 (Ω) o espaço de Sobolev

clássico. Motivados pela desigualdade de Trudinger-Moser clássica e pelos resultados de
Lions, Adimurthi e O. Druet [4], para n = 2, e, mais recentemente, Y. Yang [67], para n ≥ 3,
investigaram o supremo

sup
u∈W 1,n

0 (Ω) : ∥∇u∥n≤1

∫
Ω

eµn(1+η∥u∥n
n)

1
n−1 |u|

n
n−1 dx,

onde η é um número real não-negativo. Constatou-se que existe um número Λ1 > 0 tal que
o supremo acima é finito sempre que η ∈ [0,Λ1) e torna-se infinito para η ≥ Λ1. Além
disso, no caso em que é finito, o supremo referido possui uma função extremal. O principal
objetivo desse capítulo é oferecer uma análise semelhante do supremo acima para a classe de
espaços X1,p

R (α ,θ), com p = α +1. Os resultados que provaremos neste capítulo estendem os
resultados dos autores acima para dimensões fracionárias.

Inicialmente, vamos apresentar alguns fatos que motivam a análise de um tal supremo.
Sejam α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ 0 tais que α − p + 1 = 0. Definimos o funcional de Moser
Jµ : X1,p

R (α ,θ)→ R associado à constante µ > 0 por

Jµ(u) =
∫ R

0
eµ|u|

p
p−1

dλκ .

Como vimos no Capítulo 3, para cada µ > 0 e u ∈ X1,p
R (α ,θ), temos exp(µ|u|p/(p−1)) ∈ L1

κ ,
κ ≥ 0. Assim, Jµ está bem definido. Ainda, segundo o Teorema 3.3.1, existe uma constante
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crítica µα,κ tal que

sup
u∈XR : ∥u∥1,Lp

α
≤1

Jµ(u)< ∞, se, e somente se, µ ≤ µα,κ .

Por outro lado, segundo o Teorema 4.2.1, ao longo de certas sequências o funcional de Moser
pode ser uniformemente limitado mesmo para alguns valores µ > µα,κ . Mais precisamente, se
(u j) é uma sequência tal que ∥u j∥1,Lp

α
≤ 1 e u j ⇀ u ̸≡ 0 em XR, então

limsup
j→∞

Jqµα,κ (u j)< ∞, sempre que 1 < q <
(

1−∥u∥p
1,Lp

α

)− 1
p−1

.

Se o limite fraco é nulo, isto é, u j ⇀ 0 em XR o limite superior acima ainda é finito, pelo
Teorema 3.3.1, no entanto, nenhuma informação extra é obtida, pois não é possível escolher
um tal q > 1. Neste capítulo obteremos informações precisas mesmo quando u j ⇀ u ≡ 0.
Para isso, note que para quaisquer η > 0 e u ∈ X1,p

R (α,θ), com 0 < ∥u∥1,Lp
α
< 1 satisfazendo

η∥u∥p
Lp

θ
≤ ∥u∥p

1,Lp
α
, temos

1+η∥u∥p
Lp

θ
≤ 1+∥u∥p

1,Lp
α
<

1
1−∥u∥p

1,Lp
α

.

Portanto, o Teorema 4.2.1 sugere que existem valores η > 0 tais que

sup
u∈XR : ∥u∥1,Lp

α
≤1

∫ R

0
e

µα,θ

(
1+η∥u∥p

Lp
θ

) 1
p−1

|u|
p

p−1

dλθ < ∞. (5.1)

No caso η = 0, isto reduz-se ao Teorema 3.3.1. Iremos analisar os valores η ∈ (0,∞). Mais
precisamente, mostrararemos que existe uma constante Λ1 > 0 tal que o supremo acima é finito
e possui função extremal para η ∈ [0,Λ1) e torna-se infinito se η ≥ Λ1.

5.2 Optimalidade

Nesta seção, vamos verificar que existe uma constante Λ1 > 0 tal que o supremo em (5.1) é
infinito sempre que η ≥ Λ1. Inicialmente, necessitamos de alguns resultados a respeito do
problema de autovalor associado à classe de operadores definida por (2.4).

5.2.1 O primeiro autovalor

Sejam α, θ ≥ 0 e p ≥ 2 números reais. O problema de autovalores, com condição de Dirichlet
homogênea, para a classe de operadores definida em (2.4) consiste em encontrar Λ ∈ R e
u ∈ X1,p

R (α ,θ)\{0} tais que {
Lu+Λ|u|p−2u = 0 em (0, R)
u′(0) = u(R) = 0,

(5.2)
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onde
Lu =−r−θ (rα |u′|p−2u′)′. (5.3)

Definimos o primeiro autovalor associado à classe de problemas acima por

Λ1 := Λ1(α , p,θ ,R) = inf
u∈X1,p

R (α,θ)\{0}

∫ R
0 |u′(r)|p dλα∫ R
0 |u(r)|p dλθ

. (5.4)

Sob as condições α − p+1 > 0 e θ ≥ α − p, o Corolário 2.3.2 garante que a inclusão

X1,p
R (α,θ) ↪→ Lp

θ

é contínua. Ainda, se θ > α − p, esta é compacta. Isto garante que Λ1 é positivo. Além disso,
se a condição de regularidade θ > α − 1 é assumida, D. de Figueiredo et al. [19] mostraram
que Λ1 é, de fato, o menor autovalor do problema acima e possui uma função extremal (auto-
função) ϕ1 ∈ XR ∩C1[0, R] com ϕ1 > 0 em [0, R). A seguir, mostraremos que estes resultados
continuam válidos sob as condições

α − p+1 = 0 e θ > α −1.

Nestas condições, seja (u j) em X1,p
R (α ,θ)\{0} uma sequência minimizante para Λ1. Isto é,

∥u j∥Lp
θ
= 1 e Λ1 = lim

j→∞
∥u j∥p

1,Lp
α
.

Isto implica que (u j) é limitada no espaço uniformemente convexo XR e podemos assumir que
u j ⇀ u0 em XR, a menos de um refinamento por subsequência. Ainda, passando novamente a
uma subsequência, a inclusão compacta X1,p

R (α ,θ) ↪→ Lp
θ dada pelo Corolário 2.3.3, implica

que u j → u0 em Lp
θ . Assim, ∥u0∥Lp

θ
= 1. Agora, usando a primeira desigualdade de Clarkson,

podemos escrever∥∥∥∥u j +ul

2

∥∥∥∥p

1,Lp
α

+

∥∥∥∥u j −ul

2

∥∥∥∥p

1,Lp
α

≤ 1
2

(
∥u j∥p

1,Lp
α
+∥ul∥p

1,Lp
α

)

donde∥∥∥∥u j −ul

2

∥∥∥∥p

1,Lp
α

≤ 1
2

(
∥u j∥p

1,Lp
α
+∥ul∥p

1,Lp
α

)
−Λ1

∥∥∥∥u j +ul

2

∥∥∥∥p

Lp
θ

→ 0 se j, l → ∞.

Segue que (u j) é uma sequência de Cauchy em X1,p
R (α ,θ). Logo,

Λ1 = lim
j→∞

∥u j∥p
1,Lp

α
= ∥u0∥p

1,Lp
α
, e ∥u0∥Lp

θ
= 1. (5.5)

Assim, u0 ∈ XR é uma função extremal para Λ1. Resta verificar que podemos escolher
u0 ∈ C1[0, R] com u0 > 0 em [0, R). Para isso, argumentamos como em [19]. Primeiro, note
que podemos supor u0 ≥ 0, pois trocando u0 por |u0| o valor Λ1 não se altera. Uma vez que u0
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é uma função extremal, pelo teorema de multiplicadores de Lagrange, u0 é uma solução fraca
para a classe de problema (5.2) com Λ = Λ1, isto é, u0 satisfaz∫ R

0
|u′0|p−2u′0v dλα = Λ1

∫ R

0
|u0|p−2u0v dλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α ,θ). (5.6)

Para cada ρ > 0, escolhemos uma função teste vρ ∈ XR dada por

vρ(s) =


1 se 0 ≤ s ≤ r,

1+
1
ρ
(r− s) se r ≤ s ≤ r+ρ ,

0 se r+ρ ≤ s ≤ R.

(5.7)

Usando vρ na equação (5.6) e fazendo ρ → 0, obtemos a equação integral

−(ωαrα |u′0(r)|p−2u′0(r)) = Λ1

∫ r

0
|u0|p−2u0dλθ . (5.8)

Segue desta equação que u0 é estritamente decrescente em (0, R). Portanto, limr→R u0(r) = 0
implica u0 > 0 em (0, R). Além disso, fazendo

ξ (t) = |t|
2−p
p−1 t e g(r) =

Λ1

ωαrα

∫ r

0
|u0|p−2u0dλθ ,

a equação (5.8) fornece −u′0 = ξ ◦ g. Notando que g ∈ C1(0, R] e ξ é contínua em R, temos
u0 ∈ C1(0, R]. Para verificar a continuidade de u′0 em 0, usamos a condição θ > α − 1, para
garantir que limr→0 g(r) = 0.

5.2.2 A constante ótima

Nesta seção, vamos verificar que o supremo em (5.1) torna-se infinito para η ≥ Λ1. Por
simplicidade, para µ, η ≥ 0 e u ∈ X1,p

R (α ,θ), denotamos

M(µ,η ,u) = µ(1+η∥u∥p
Lp

θ
)

1
p−1 , (5.9)

e então

Jη
µ (u) =

∫ R

0
eM(µ,η ,u)|u|p′ dλθ e D1 =

{
u ∈ X1,p

R (α,θ) : ∥u∥1,Lp
α
≤ 1
}
, (5.10)

onde p′ = p/(p−1). Com esta notação temos.

Teorema 5.2.1. Sejam α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ 0 tais que α − p+1 = 0 e θ > α −1. Então, existe
uma sequência (vε)ε>0 ⊂ D1 tal que Jη

µα,θ (vε)→ ∞, para todo η ≥ Λ1, se ε → 0.
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Prova: Seja φ0 = u0/Λ1/p
1 , onde u0 ∈ XR∩C1[0, R] com u0 > 0 em (0,R) satisfaz (5.5). É fácil

verificar que ϕ0 satisfaz

Λ1 =

∫ R
0 |φ ′

0|p dλα∫ R
0 |φ0|p dλθ

e ∥φ0∥1,Lp
α
= 1. (5.11)

Para cada 0 < ε < δ , definimos φε : (0, R)→ R por

φε(r) =



(
θ +1
µα,θ

ln
1
ε

) 1
p′

se 0 ≤ r ≤ ε,

a ln
1
r
+b se ε ≤ r ≤ δ ,

tε (cδ +ζ (φ0 − cδ )) se δ ≤ r ≤ R,

(5.12)

onde

cδ = φ0(δ ), a =

(
θ+1
µα,θ

ln 1
ε

) 1
p′ − tεcδ

ln 1
ε − ln 1

δ
, b = tεcδ −a ln

1
δ
,

e a função ζ ∈ C1[0,R] satisfaz 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ ≡ 0 em 0 ≤ r ≤ δ , ζ ≡ 1 em 2δ ≤ r ≤ R e
|ζ ′| ≤ 2/δ para δ > 0 pequeno o suficiente. A constante tε é escolhida talque

tε → 0, t p
ε ln

1
ε
→ ∞ e t p+1

ε ln
1
ε
→ 0, se ε → 0. (5.13)

Por exemplo, podemos tomar tε = (ln(1/ε))−1/ρ , com p < ρ < p+ 1. Assim, temos φε em
X1,p

R (α,θ). Finalmente, seja

vε =
φε

∥ φε ∥1,Lp
α

.

A seguir, vamos verificar que Jη
µα,θ (vε) → ∞, para todo η ≥ Λ1, se ε → 0. Para isso, usando

α − p+1 = 0 e (5.13), para ε → 0, temos∫ δ

ε
|φ ′

ε |p dλα = ωαap
(

ln
1
ε
− ln

1
δ

)
= 1− tεcδ p(

θ+1
µα ,θ

ln 1
ε

) 1
p′
(1+oε(1)) .

Além disso, para δ → 0, ∫ 2δ

δ
|φ ′

ε |p dλα = t p
ε O(δ p)

e, uma vez que ∥ φ0 ∥1,Lp
α
= 1, temos

∫ R

2δ
|φ ′

ε |p dλα = t p
ε

(
1−

∫ 2δ

0
|φ ′

0|p dλα

)
= t p

ε (1−O(δ p)) .
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Assim, ∫ R

0
|φ ′

ε |p dλα = 1− tεcδ p(
θ+1
µα ,θ

ln 1
ε

) 1
p′
(1+oε(1))+ t p

ε (1+O(δ p)) . (5.14)

Portanto, combinando esta estimativa com (5.11), temos

Λ1∥vε∥p
Lp

θ
≥ Λ1

(∫ R

2δ
|vε |p dλθ

)
=

Λ1 t p
ε

∥φε∥p
1,Lp

α

(∫ R

0
|φ0|p dλθ −

∫ 2δ

0
|φ0|p dλθ

)
= t p

ε
(
1+O(δ p)+O

(
t p
ε
))

. (5.15)

Ainda por (5.14), temos

∥φε∥−p′

1,Lp
α
= 1+

p′tεcδ(
θ+1
µα,θ

ln 1
ε

) 1
p′
(1+oε(1))−

t p
ε

p−1
(1+O(δ p)) . (5.16)

Para 0 ≤ r ≤ ε , temos

φε(r) =
(

θ +1
µα,θ

ln
1
ε

) 1
p′
.

Portanto, usando (5.15) e (5.16), obtemos

M(µα,θ ,Λ1,vε)|vε |p
′

= (θ +1)
(

ln
1
ε

)(
1+Λ1∥vε∥p

Lp
θ

) 1
p−1 ∥φε∥−p′

1,Lp
α

≥ (θ +1) ln
1
ε
+

θ +1
p−1

t p
ε

(
ln

1
ε

)
O(δ p)

+ p′(θ +1)ω
1
p

α cδ tε

(
ln

1
ε

) 1
p

(1+oε(1)).

Escolhendo δ = 1/tε(ln(1/ε))1/p, pela definição de tε em (5.13), temos ε/δ → 0 e
t p
ε O(δ p) ln(1/ε) = O(1), quando ε → 0. Além disso, cδ = φ0(0)+O(δ ). Assim, se η ≥ Λ1,

levando em conta a estimativa acima, temos

Jη
µα,θ (vε) ≥ JΛ1

µα,θ (vε)≥
∫ ε

0
eM(µα,θ ,Λ1,vε )|vε |p

′
dλθ

≥ C ep′(θ+1)ω
1
p

α φ0(0)tε(ln 1
ε )

1
p (1+oε (1))+O(1)

para alguma constante C > 0. Fazendo ε → 0, concluímos Jη
µα,θ (vε)→ ∞.
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5.3 Sequência de extremais subcríticos

Nesta seção mostraremos que o supremo em (5.1) é finito para o caso subcrítico, isto é, quando
a constante µα,θ é trocada por µ < µα,θ . Além disso, esse supremo possui funções extremais
para cada µ < µα,θ . De fato, exibiremos uma sequência de funções extremais subcríticos que
ainda é uma “sequência maximizante” para o caso crítico µ = µα,θ . Para isso, sejam D1 e
Jη

µ (u) definido por (5.10) e Λ1 o primeiro autovalor definido por (5.4).

Teorema 5.3.1. Sejam α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ α tais que α − p+1 = 0. Então, para cada ε > 0 e
η ∈ [0,Λ1), existe uε ∈ XR ∩C1[0,R] com ∥uε∥1,Lp

α
= 1 tal que

Jη
µα ,θ−ε(uε) = sup

u∈D1

Jη
µα ,θ−ε(u). (5.17)

Prova: Seja (u j)⊂ D1 uma sequência maximizante para o supremo acima, ou seja,

lim
j→∞

Jη
µα,θ−ε(u j) = sup

D1

Jη
µα ,θ−ε(u).

A menos de um refinamento por subsequência, podemos assumir que (u j) satisfaz

u j ⇀ uε em XR, u j(r)→ uε(r) q.t.p em (0,R) e u j → uε em Lp
θ .

Por simplicidade, denotaremos

f j(r) = M(µα,θ − ε, η ,u j)|u j(r)|p
′

e fε(r) = M(µα,θ − ε, η ,uε)|uε(r)|p
′
,

onde M é dado por (5.9). Assim, temos exp f j(r)→ exp fε(r) q.t.p em (0,R), se j → ∞. Neste
ponto, afirmamos que, para cada ε > 0, o limite fraco uε é tal que uε ̸≡ 0. De fato, suponha por
contradição que uε ≡ 0. Isto implica que 1+η∥u j∥p

Lp
θ
→ 1. Assim, visto que µα,θ − ε < µα,θ ,

podemos tomar q > 1 tal que qM(µα,θ − ε,η ,u j) ≤ µα,θ , para j suficientemente grande, e
segue do Teorema 3.3.1 que

(
exp f j

)
é uniformemente limitada em Lq

θ , q > 1. Uma vez que
f j(r)→ 0 q.t.p em (0,R), o teorema da convergência de Vitali assegura que exp f j → 1 em L1

θ .
Isto implica que

|BR|θ = sup
u∈D1

Jη
µα ,θ−ε(u)

o que é uma contradição. Isto prova nossa afirmação. Uma vez que uε ̸≡ 0 e η ∈ [0, Λ1), temos

1+η∥u j∥p
Lp

θ
→ 1+η∥uε∥p

Lp
θ
<

1
1−∥uε∥p

1,Lp
α

, se j → ∞.

Logo, para j grande o suficiente, podemos escrever

(1+η∥u j∥p
Lp

θ
)

1
p−1 <

(
1−∥uε∥p

1,Lp
α

)− 1
p−1

= P(α , p,uε).

Portanto, escolhendo m> 1 tal que m(µα,θ −ε)≤ µα,θ , o Teorema 4.2.1, garante que
(
exp f j

)
é

uniformemente limitada em Lm
θ , m > 1. Visto que f j(r)→ fε(r) q.t.p em (0,R), argumentando
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como acima, o teorema da convergência de Vitali implica que exp f j → exp fε em L1
θ . Dessa

forma,
Jη

µα ,θ−ε(uε) = sup
D1

Jη
µα ,θ−ε(u). (5.18)

Note que u j ⇀ uε em X1,p
R (α,θ) implica ∥uε∥1,Lp

α
≤ liminf j→∞ ∥u j∥1,Lp

α
≤ 1. Além disso,

∥uε∥1,Lp
α
< 1 implica Jη

µα ,θ−ε(wε) ≥ Jη
µα ,θ−ε(uε), para wε = uε/∥uε∥1,Lp

α
. Logo, podemos

assumir que ∥uε∥1,Lp
α
= 1 e, visto que X1,p

R (α ,θ) é uniformemente convexo, deduzimos

que u j → uε em X1,p
R (α ,θ). Dessa forma, podemos assumir que a sequência de extremais

subcríticos (uε) satisfaz:

∥uε∥1,Lp
α
= 1, uε ≥ 0 em (0,R) e u j → uε em X1,p

R (α ,θ).

Agora, visto que cada uε é uma função extremal, o teorema de multiplicadores de Lagrange
afirma que, para todo v ∈ X1,p

R (α ,θ), uε satisfaz a equação∫ R

0
|u′ε |p−2u′εv′ dλα =

bε
dε

∫ R

0
uε |uε |−

p−2
p−1 eµε |uε |p

′
vdλθ + cε

∫ R

0
|uε |p−2uεvdλθ , (5.19)

na qual 

µε = (µα,θ − ε)(1+η∥uε∥p
Lp

θ
)

1
p−1 ,

bε = (1+η∥uε∥p
Lp

θ
)/(1+2η∥uε∥p

Lp
θ
),

cε = η/(1+2η∥uε∥p
Lp

θ
),

dε =
∫ R

0
|uε |p

′
eµε |uε |p

′
dλθ .

(5.20)

Para garantir que uε ∈ C1[0,R], procedemos como em [19], veja Seção 5.2.1. Para resultados
mais gerais recomendamos [64]. Usando a função teste vρ definida em (5.7) e fazendo ρ → 0,
a equação fraca (5.19) fornece a equação integral

ωαrα(−|u′ε(r)|p−2u′ε(r)) =
∫ r

0
f (uε(s))dλθ , q.t.p em (0,R]. (5.21)

onde
f (uε(s)) =

bε
dε

|uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
+ cε |uε |p−2uε .

Assim, aplicando a função ξ (t) = |t|−
p−2
p−1 t (esta função é a inversa de t 7→ |t|p−2t), a equação

(5.21) implica
−u′ε = ξ ◦gε , (5.22)

onde
gε(r) :=

1
ωαrα

∫ r

0
f (uε(s))dλθ .

Sendo gε contínua em (0,R], segue que uε ∈C1(0,R]. Para r = 0; visto que θ > α −1, temos
limr→0 gε(r) = 0. Assim, u′ε(0) = 0 e uε ∈ X1,p

R (α ,θ)∩C1[0,R].
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Observação 5.3.1. Observamos que uε ≥ 0 e (5.22) implicam que uε ∈C1[0, R] é uma função
decrescente. Em particular, para cada ε > 0, podemos denotar

aε := max
r∈[0,R]

uε(r) = uε(0).

O próximo resultado mostra que a sequência de extremais subcríticos (uε) do teorema
acima, em um certo sentido, pode ser usada como sequência maximizante para o problema
crítico. Mais precisamente,

Corolário 5.3.1. Nas hipóteses do Teorema 5.3.1; seja (uε) a sequência de extremais
satisfazendo (5.17). Então, limε→0 Jη

µα ,θ−ε(uε) = supu∈D1
Jη

µα,θ (u).

Prova: É claro que
limsup

ε→0
Jη

µα,θ−ε(uε)≤ sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u).

Por outro lado, pelo Teorema 5.3.1, para cada u ∈ D1, temos

Jη
µα,θ (u)≤ liminf

ε→0
Jη

µα ,θ−ε(u)≤ liminf
ε→0

Jη
µα ,θ−ε(uε)

o qual implica
sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u)≤ liminf

ε→0
Jη

µα ,θ−ε(uε).

Portanto,
lim
ε→0

Jη
µα ,θ−ε(uε) = sup

u∈D1

Jη
µα,θ (u),

o que completa a prova.
Neste ponto, enfatizamos que a análise completa do supremo em (5.1) pode ser realizada

através de um estudo detalhado da “sequência maximizante” (uε) construída no Teorema 5.3.1.
A seguir, vamos provar uma alternativa de concentração ou compacidade, análoga ao
Corolário 4.2.1, para o supremo (5.1) ao longo da sequência (uε). Isto ainda será uma
consequência do Teorema 4.2.1. Inicialmente, a menos de um refinamento por subsequência,
podemos supor

uε ⇀ u0 em X1,p
R (α ,θ), uε → u0 em Lp

θ e uε(r)→ u0(r) q.t.p em (0, R). (5.23)

Com esta notação temos o seguinte.

Teorema 5.3.2. Nas hipóteses do Teorema 5.3.1; seja (uε) a sequência de extremais subcríticos
satisfazendo (5.17) e (5.23). Então, ocorre uma das seguinte alternativas:

(a) Compacidade, isto é, uε ⇀ u0 ̸≡ 0 em X1,p
R (α,θ) e Jη

µα,θ (u0) = supu∈D1
Jη

µα,θ (u), ou

(b) Concentração, isto é, (uε) é uma sequência concentrada na origem.

Além disso, no caso (a), temos u0 ∈C1[0, R].
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Prova: Inicialmente, denotamos

fε(r) := M(µα,θ ,η ,uε)|uε |p
′

e f0(r) := M(µα,θ ,η ,u0)|u0|p
′
. (5.24)

A prova é dada analisando dois casos:
(I). Suponha u0 ̸≡ 0 em (5.23). Como uε → u0 em Lp

θ , para cada 0 ≤ η < Λ1,

M(1,η ,uε)→ M(1,η ,u0)< (1−∥u0∥p
1,Lp

α
)−

1
p−1 = P(α , p,u0).

Portanto, podemos tomar m> 1 tal que 1< qm :=M(m,η ,uε)<P(α , p,u0), para ε > 0 pequeno
o suficiente. Assim, o Teorema 4.2.1 implica que (exp fε) é uniformemente limitada em Lm

θ .
Ainda, visto que por (5.23), fε(r)→ f0(r) q.t.p em (0,R), o teorema da convergência de Vitali
garante que exp fε → exp f0 em L1

θ . Ou equivalente,

lim
ε→0

Jη
µα,θ (uε) = Jη

µα,θ (u0).

No entanto, pelo Corolário 5.3.1

sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u) = lim

ε→0
Jη

µα ,θ−ε(uε)≤ lim
ε→0

Jη
µα,θ (uε) = Jη

µα,θ (u0).

Portanto, temos Jη
µα,θ (u0) = supu∈D1

Jη
µα,θ (u). Ou seja, ocorre a alternativa (a). Resta verificar

que u0 ∈C1[0,R]. Para isso, como u0 é uma função extremal, pelo teorema de multiplicadores
de Lagrange, u0 satisfaz a equação fraca∫ R

0
|u′0|p−2u′0v′ dλα =

b0

d0

∫ R

0
|u0|

1
p−1 eµ0|u0|p

′
vdλθ + c0

∫ R

0
|u0|p−2u0vdλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α ,θ),

onde 

µ0 = µα,θ (1+η∥u0∥p
Lp

θ
)

1
p−1 ,

b0 = (1+η∥u0∥p
Lp

θ
)/(1+2η∥u0∥p

Lp
θ
),

c0 = η/(1+2η∥u0∥p
Lp

θ
),

d0 =
∫ R

0
|u0|p

′
eµ0|u0|p

′
dλθ .

Portanto, a regularidade de u0 segue como no Teorema 5.3.1.
(II) Se u0 ≡ 0 em (5.23), veremos que (uε) é concentrada na origem. O argumento para isto

é análogo ao que usamos no Corolário 4.2.1, parte (b). Em vista disso, vamos omitir alguns
detalhes repetitivos. Segundo este, argumentando por contradição, podemos tomar 0 < A < 1
e r0 > 0 tais que

µα,θ |uε |p
′
≤ (θ +1) ln

r0

r

[(
lnR− lnr0

lnr0 − lnr

) 1
p′
+(1−A)1/p

]p′

,
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para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Uma vez que uε → 0 em Lp
θ , a estimativa acima

fornece

M(µα,θ ,η ,uε)|uε |p
′
≤ (θ +1)(1+δ )((1−A)

1
p−1 +δ0) ln

r0

r
, 0 < r ≤ r1, (5.25)

onde r1 < r0 é tomado pequeno o suficiente, δ > 0 e δ0 > 0 foram escolhidos satisfazendo

(1+δ )−1 − (1−A)
1

p−1 > δ0.

Agora, seja ρ > 0 fixado arbitrariamente. Por (5.25), reduzindo r1 se necessário, concluímos∫ r1

0
eM(µα,θ ,η ,uε )|uε |p

′
dλθ ≤

∫ r1

0
e(θ+1)(1+δ )((1−A)

1
p−1 +δ0) ln r0

r dλθ ≤ c′rcθ
1 < ρ , (5.26)

onde c′ > 0 é uma constante positiva, que só depende de α e θ , e

cθ = θ − (θ +1)(1+δ )((1−A)
1

p−1 +δ0)+1.

Note que cθ > 0, tendo em vista as escolhas de δ e δ0.
Agora, para cada u ∈ D1, denotemos

J1(u) =
∫ r1

0
eM(µα,θ ,η ,u)|u|p′ dλθ e J2(u) =

∫ R

r1

eM(µα,θ ,η ,u)|u|p′ dλθ .

Levando em conta (5.23), o teorema da convergência dominada de Lebesgue nos dá

lim
ε→0

J2(uε) = J2(u0)≥ J2(uε)−ρ, (5.27)

para ε > 0 suficientemente pequeno. Combinando (5.26) e (5.27) segue-se

Jη
µα,θ (u0)≥ J2(u0)≥ J2(uε)−ρ ≥ Jη

µα,θ (uε)−2ρ ≥ Jη
µα,θ−ε(uε)−2ρ . (5.28)

Usando (5.28) e o Corolário 5.3.1 e fazendo ε → 0, obtemos

sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u)≤ Jη

µα,θ (u0)+2ρ.

Uma contradição, pois estamos supondo u0 ≡ 0 e ρ > 0 é arbitrário. Logo, uε é concentrada na
origem.

Corolário 5.3.2. Nas hipóteses do Teorema 5.3.1; se a sequência de números reais (aε)ε>0,
definida por aε = maxr∈[0,R] |uε(r)|, é limitada, então vale a alternativa (a) do Teorema 5.3.2.

Prova: Se (aε) é limitada, devido à inclusão X1,p
R (α ,θ) ↪→ Lp

θ e à igualdade ∥uε∥1,Lp
α
= 1,

temos (exp fε) uniformemente limitada em Lp
θ , para todo p > 1 e fε(r)→ f0(r) q.t.p em (0,R).

Aqui, fε e f0 são definidas como em (5.24). Assim, como na parte (I) do Teorema 5.3.2, o
teorema da convergência de Vitali e o Corolário 5.3.1 fornecem Jη

µα,θ (u0) = supu∈D1
Jη

µα,θ (u).
Isto implica que u0 ̸≡ 0 e o resultado segue como no caso (I) acima.
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Observação 5.3.2. De acordo com os resultados acima, o problema de investigação do supremo
(5.1) para η ∈ [0,∞), pode ser completado ao analisarmos o caso em que

uε ⇀ 0 em X1,p
R (α,θ) e aε → ∞, se ε → 0. (5.29)

De fato. Para η ≥ Λ1, o Teorema 5.2.1 garante que este supremo torna-se infinito. No caso em
que η ∈ [0, Λ1), segundo o Teorema 5.3.2 e o Corolário 5.3.2; se a condição (5.29) falha, então
o supremo em questão é finito e possui uma função extremal u0 ∈ X1,p

R (α ,θ)∩C1[0, R].

De agora em diante, vamos nos dedicar ao (último) caso dado por (5.29). Esta é uma
situação bastante complexa e; para sua análise, necessitaremos de várias resultados a respeito
da classe de operadores definida por (5.3) aliados à técnicas de blow up analysis.

5.4 Estimativa uniforme para uma família de soluções

Nesta seção provaremos estimativas uniformes para uma família de soluções de um problema
associado à classe de operadores definida por (5.3). Mais precisamente, investigaremos do
problema {

Lu+ f +η |u|p−2u = 0 em (0, R)
u′(0) = u(R) = 0,

onde f ∈ L1
θ e Lu =−r−θ (rα |u′(r)|p−2u′(r))′, com α , p, θ e η satisfazendo as condições

α − p+1 = 0, θ ≥ α e η ∈ [0, Λ1), (5.30)

para Λ1 dado por (5.4). Enfatizamos que durante essa seção estaremos assumindo estas
condições sobre α , p e θ .

Estimativas análogas às que iremos apresentar, no caso clássico, foram inicialmente obtidas
por H. Brezis e F. Merle [12], depois desenvolvidas por M. Struwe [60] e; mais recentemente,
Y. Yang [67]. Aqui, estenderemos estes resultados para a classe de problema acima.

Lema 5.4.1. Seja g ∈ X1,p
R (α ,θ) uma função decrescente satisfazendo a equação∫ R

0
|g′|p−2g′v′ dλα =

∫ R

0
f v dλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α,θ), (5.31)

onde f ∈ L1
θ . Então, para qualquer 0 < χ < µα,α/∥ f∥1/α

L1
θ

, temos exp(χg) ∈ L1
α com

∫ R

0
eχg dλα ≤C(α ,χ)|BR|α . (5.32)

Além disso, g ∈ X1,q
R (α,θ) para qualquer 1 < q < p com

∥g∥1,Lq
α
≤C(α,q,R,∥ f∥L1

θ
). (5.33)
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Prova: Para cada t ≥ 1, definimos gt = min{g, t}. Usando gt como função teste em (5.31)
seque-se ∫ R

0
|∇g|p−2∇g∇gt dλα ≤ t∥ f∥L1

θ
. (5.34)

Uma vez que g é uma função decrescente, para cada t ≥ 1, existe um número ρ = ρ(t) tal que
g ≥ t no intervalo [0, ρ]. Portanto, gt(r) = t em [0, ρ] e gt(r) = g(r) para qualquer r ≥ ρ . Por
(5.34), obtemos

inf
{φ∈XR :φ|[0,ρ ]=t}

∫ R

0
|∇φ|p dλα ≤

∫ R

0
|∇gt |p dλα ≤ t∥ f∥L1

θ
. (5.35)

Pela compacidade da inclusão X1,p
R (α,θ) ↪→ Lm

κ , κ ≥ 0 e 1 < m < ∞, podemos verificar que o
ínfimo acima possui uma função extremal φ0 ∈ X1,p

R (α ,θ) tal que φ0(r) = t no intervalo (0,ρ).
A equação de Euler-Lagrange associada com este ínfimo tem única solução dada por

φ0(r) =


t ln R

r

ln R
ρ

em (ρ ,R),

t em (0,ρ).
(5.36)

Calculando o valor ∥φ0∥p
1,Lp

α
, (5.35) fornece

ρ ≤ Re−c1t , onde c1 = (ωα/∥ f∥L1
θ
)1/α .

Uma vez que {g ≥ t}= (0,ρ), a estimativa anterior implica em

λα({g ≥ t}) = |Bρ |α ≤ e−Bt |BR|α (5.37)

onde B = µα,α/∥ f∥1/α
L1

θ
. Agora, (5.32) segue da seguinte afirmação.

Afirmação 5.4.1. Suponha que, para qualquer t ≥ 1, valha

λα({r ∈ (0, R) : g(r)≥ t})≤ Ae−Bt |BR|α (5.38)

com constantes uniformes A,B ∈ R. Então, (5.32) é válida para qualquer χ < B com

C ≤ exp χ +2Aζ (B−χ)/2/((B−χ) lnζ ),

onde ζ = (χ +B)/2χ .

De fato, seja ζ = χ+B
2χ > 1. Então, por (5.38),∫

{g≥1}
eχg(r) dλα ≤

∞

∑
j=0

eχζ j+1
λα(
{

ζ j ≤ g(r)≤ ζ j+1})
≤

∞

∑
j=0

eχζ j+1
λα(
{

ζ j ≤ g(r)
}
)

≤ A
∞

∑
j=0

e(χζ−B)ζ j
|BR|α .

(5.39)
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Observamos que χζ −B = χ−B
2 < 0. Assim, uma vez que ζ j ≤ exp(ζ j) para qualquer j ≥ 0,

obtemos
∞

∑
j=0

e(χζ−B)ζ j
≤

∞

∑
j=0

ζ (χζ−B) j =
1

1−ζ χζ−B
≤ 2ζ (B−χ)/2

(B−χ) lnζ
.

Como
∫
{g≤1} eχg dλα ≤ eχ |BR|α , esta última estimativa e (5.39) comprovam nossa afirmação.

Agora, escolhendo A = 1 e B = µα,α/∥ f∥1/α
L1

θ
e usando (5.37), então a Afirmação 5.4.1

implica em (5.32).
Nos resta averiguar a estimativa (5.33). Para isso, usamos a função teste ln(1+2g)/(1+g)

na equação (5.31) para obter∫ R

0

|∇g|p

(1+g)(1+2g)
dλα ≤ ∥ f∥L1

θ
ln2. (5.40)

Pela desigualdade de Young, para qualquer 1 < q < p, temos

|∇g|q ≤ |∇g|p

((1+g)(1+2g))
+((1+g)(1+2g))

q
p−q

≤ |∇g|p

((1+g)(1+2g))
+C(α ,q,∥ f∥L1

θ
)e

(µα,α g)/2∥ f∥1/α
L1

θ .

Portanto, combinando (5.32) e (5.40) obtemos (5.33).

Teorema 5.4.1. Para cada ε > 0, seja gε ∈ X1,p
R (α ,θ) uma função decrescente satisfazendo∫ R

0
|g′ε |p−2g′εv′ dλα =

∫ R

0
fεv dλθ +η

∫ R

0
|gε |p−2gεv dλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α ,θ), (5.41)

onde ( fε) é limitada em L1
θ e 0 ≤ η < Λ1. Então, gε ∈ X1,q

R (α,θ) para qualquer p/2 < q < p e

∥gε∥1,Lq
α
≤C(α ,q,R,c0)

onde c0 é uma cota superior para ( fε) em L1
θ .

Prova: Se η = 0 isto segue imediatamente do Lema 5.4.1.
Para o caso geral 0 < η < Λ1, primeiro afirmamos que (gε) é limitada em Lp−1

θ . Para
provar isso, argumentamos por contradição. Suponhamos que ∥gε∥Lp−1

θ
→ ∞, se ε → 0. Defina,

hε = gε/∥gε∥Lp−1
θ

. Obviamente, ∥hε∥Lp−1
θ

= 1 e h′ε(r) = g′ε(r)/∥gε∥Lp−1
θ

. Pela equação (5.41)
podemos verificar que hε satisfaz∫ R

0
|h′ε |p−2h′εv′ dλα =

∫ R

0
f εv dλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α ,θ), (5.42)

onde
f ε =

1
∥gε∥Lp−1

θ

(
fε +η |gε |p−1) .
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Note que ( f ε) é limitada em L1
θ . Usando o caso especial em que η = 0, temos (hε) limitada

em X1,q
R (α,θ), sempre que θ ≥ α −q, veja Lema 2.3.1. Em particular, hε ⇀ h em X1,q

R (α ,θ).
Uma vez que p > q e α − p+1 = 0, temos α −q+1 > 0. Logo, fica definido o expoente crítico

p∗ = p∗(α,q,θ) =
(θ +1)q
α −q+1

.

Visto que, por (5.30), θ + 1 ≥ p e, por hipótese, q > p/2, temos p − 1 < p∗. Segue do
Corolário 2.3.2 que a inclusão X1,q

R (α ,θ) ↪→ Lp−1
θ é compacta. Assim, hε → h em Lp−1

θ e
hε(r)→ h(r) q.t.p em (0,R). Logo, temos ∥h∥Lp−1

θ
= limε→0 ∥hε∥Lp−1

θ
= 1. Por outro lado, a

equação (5.42) implica que h satisfaz∫ R

0
|h′|p−2h′v′ dλα = η

∫ R

0
|h|p−2hv dλθ .

Como η < Λ1, temos h ≡ 0 o que contraria ∥h∥Lp−1
θ

= 1. Portanto (gε) é limitada em Lp−1
θ e

podemos escrever a equação (5.41) como∫ R

0
|g′ε |p−2g′εv′ dλα =

∫ R

0
f̃εv dλθ ,

com f̃ε = fε +η |gε |p−2gε limitada em L1
θ . Assim, o resultado geral segue do caso particular

em que η = 0 trocando fε por f̃ε .

5.5 Blow up analysis

Nesta seção usaremos técnicas de blow up analysis para analisar o caso restante no supremo
(5.1), veja a Observação 5.3.2. Isto é, estaremos supondo

uε ⇀ 0 em X1,p
R (α,θ) e aε → ∞, se ε → 0,

onde (uε) é a sequência de extremais subcríticos dada pelo Teorema 5.3.1. Ainda, durante esta
seção estaremos supondo que α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ 0 são tais que

α − p+1 = 0 e θ ≥ α . (5.43)

Na situação acima, as constantes µε , bε e cε em (5.20) satisfazem

µε → µα,θ , bε → 1 e cε → η , se ε → 0.

Nossa análise será concluída por uma série de Lemas. Inicialmente, para investigar o
comportamento de cada uε em torno de r = 0, vamos considerar as seguintes funções auxiliares.

Para cada ε > 0, seja rε definido por

rθ+1
ε =

dε

ap′
ε bεeµε ap′

ε
, (5.44)
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onde p′ = p/(p−1) e dε é dado em (5.20). Assim, para 0 < r ≤ rεR, definimos
vε(r) =

uε(rεr)
aε

,

wε(r) = a
1

p−1
ε (uε(rεr)−aε) .

(5.45)

Para começar, temos o seguinte.

Lema 5.5.1. Sejam rε , vε e wε dados por (5.44) e (5.45). Então

(i) Para qualquer 0 < µ < µα,θ , temos lim
ε→0

rθ+1
ε eµap′

ε = 0. Em particular, lim
ε→0

rε = 0,

(ii) Se ε → 0, temos vε → 1 em C1
loc[0,∞) e wε → w em C0

loc[0,∞), onde w é dada por

w(r) =− p−1
µα,θ

ln
(

1+ cα,θ r
θ+1
p−1

)
, com cα ,θ =

(
ωθ

θ +1

)1/α
,

(iii) A função w do item ( ii ) satisfaz
∫ ∞

0
ep′µα ,θ w(r) dλθ = 1.

Prova: (i) Note que µ < µα,θ e µε → µα,θ implicam em (µε − µ)(|uε |p
′ − ap′

ε ) ≤ 0, para ε
suficientemente pequeno. Assim, pela definição rε , temos

rθ+1
ε eµap′

ε =
1

bεap′
ε

∫ R

0
|uε |p

′
e(µε−µ)(|uε |p

′−ap′
ε )+µ|uε |p

′
dλθ

≤ 1

bεap′
ε

∫ R

0
|uε |p

′
eµ|uε |p

′
dλθ . (5.46)

Escolhendo m > 1 tal que mµ < µα,θ e aplicando a desigualdade de Hölder, segue

∫ R

0
|uε |p

′
eµ|uε |p

′
dλθ ≤

(∫ R

0
emµ|uε |p

′
dλθ

) 1
m
(∫ R

0
|uε |

mp′
m−1 dλθ

)m−1
m

≤ c,

onde na última estimativa usamos o Teorema 3.3.1 e a inclusão contínua X1,p
R (α,θ) ↪→ L

mp′
m−1
θ .

Assim, (i) segue de (5.46), lembrando que bε → 1 e aε → ∞.

(ii) Usando (5.19) podemos verificar que cada vε satisfaz

∫ R
rε

0
|v′ε |p−2v′εz′ dλα =

1
ap

ε

∫ R
rε

0
|vε |

1
p−1 eµε (|uε (rε r)|p′−ap′

ε )zdλθ

+rθ+1
ε cε

∫ R
rε

0
|vε |p−2vεzdλθ ,

(5.47)
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para todo z(r) = v(rεr) com v ∈ X1,p
R (α ,θ). Para cada ρ > 0, escolhendo a função teste vρ ,

dada por (5.7), na equação acima e fazendo ρ → 0, podemos concluir

ωα |v′ε(r)|p−1 =
1
ap

ε

1
rα

∫ r

0
|vε |

1
p−1 eµε (|uε (rε s)|p′−ap′

ε ) dλθ + rθ+1
ε cε

1
rα

∫ r

0
|vε |p−2vε dλθ . (5.48)

Fixado r0 > 0 arbitrário, em vista do item (i), temos r0 ≤ R/rε para ε > 0 pequeno o suficiente.
Além disso, temos θ ≥ α , |vε | ≤ 1 e (|uε |p

′
(rεs)− ap′

ε ) ≤ 0. Assim, como aε → ∞, cε → η
e rθ+1

ε → 0, a equação (5.48) implica que v′ε → 0 uniformemente em [0,r0]. Uma vez que
vε(0) = 1 para qualquer ε > 0, temos vε → 1 em C1

loc[0,∞).

Para analisar o comportamento de wε , argumentamos como acima. A equação (5.19)
fornece∫ R

rε

0
|w′

ε |p−2w′
εz′ dλα =

∫ R
rε

0
|vε |

1
p−1 eµε (|uε (rε r)|p′−ap′

ε )zdλθ +aεrθ+1
ε cε

∫ R
rε

0
|vε |p−2vεzdλθ

e, portanto

ωα |w′
ε(r)|p−1 =

1
rα

∫ r

0
|vε |

1
p−1 eµε (|uε (rε s)|p′−ap′

ε ) dλθ +aεrθ+1
ε cε

1
rα

∫ r

0
|vε |p−2vε dλθ . (5.49)

Por (i), obtemos aεrθ+1
ε cε → 0. Assim, por (5.49), temos (w′

ε) limitada em C[0, r0] para
qualquer r0 > 0. Uma vez que wε(0) = 0, para qualquer ε > 0, concluímos que (wε) é
equicontínua e uniformemente limitada em C[0, r0]. Portanto, o teorema de Ascoli-Arlezà nos
dá wε →w uniformemente em [0, r0]. Sendo r0 > 0 arbitrário, segue que wε →w em C0

loc[0,∞).
Resta verificar que w é dada pela expressão do item (ii). Um cálculo simples fornece

|uε |p
′
(rεs)−ap′

ε = p′wε(s)(1+Oε(|vε |−1)) . (5.50)

Aplicando a função t 7→ |t|−
p−2
p−1 t em (5.49) e integrando em (0, r), podemos verificar

wε(r) = −
∫ r

0

(
1

ωαtα

∫ t

0

(
|vε |

1
p−1 eµε (|uε (rε s)|p′−ap′

ε )+aεrθ+1
ε cε |vε |p−2vε

)
dλθ

) 1
p−1

dt.

Uma vez que wε → w em C0
loc[0,∞) e vε → 1 em C1

loc[0,∞), levando em conta (5.50) e fazendo
ε → 0, o teorema da convergência dominada de Lebesgue garante a igualdade

w(r) =−
∫ r

0

(
1

ωαtα

∫ t

0
ep′µα,θ w(s) dλθ

) 1
p−1

dt.

Portanto, w é uma função diferenciável e satisfaz a equação{
−ωα(rα |w′|p−2w′)′ = ωθ rθ ep′µα,θ w(r) em [0,∞),

w(0) = 0, w′(0) = 0.

É fácil verificar que w(r), dado pela expressão do item (ii), satisfaz esta equação. Por unicidade
de solução segue o resultado.
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(iii) Inicialmente, relembramos a igualdade∫ ∞

0

sx−1

(1+ s)x+y ds =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

, x, y > 0.

Esta integral é conhecida como beta integral sobre a semi-reta positiva. Além disso, a função
gama de Euler satisfaz Γ(1) = 1 e Γ(x+1) = xΓ(x), para x > 0. Para detalhes sobre estes fatos,
recomendamos [3].

Em vista dos resultados acima, executando a mudança de variável s = cα,θ r
θ+1
p−1 , podemos

escrever ∫ ∞

0
ep′µα,θ w(r) dλθ =

∫ ∞

0

dλθ(
1+ cα,θ r

θ+1
p−1

)p

= (p−1)
∫ ∞

0

sp−2

(1+ s)p ds (5.51)

= (p−1)
Γ(p−1)Γ(1)

Γ(p)
= 1.

Neste ponto, enfatizamos que o resultado do item (ii) involve um problema de classificação
de soluções para a classe de operadores definidas por (5.3). Resultados semelhantes, no caso
clássico, pode ser encontrados em W. Chen e C. Li [18].

O próximo resultado fornece um limite superior para o supremo (5.1).

Lema 5.5.2. limε→0 Jη
µα ,θ−ε(uε)≤ |BR|θ + limsupε→0 dε/ap′

ε . Em particular,

lim
ε→0

aε
dε

= 0.

Prova: Para cada A > 1, definimos uA
ε = min{uε ,aε/A}. Afirmamos que

lim
ε→0

∫ R

0

∣∣∣∣∇(uε −
aε
A

)+∣∣∣∣p dλα =
A−1

A
(5.52)

e

lim
ε→0

∫ R

0

∣∣∣∇uA
ε

∣∣∣p dλα =
1
A
. (5.53)

De fato, como ∥uε∥Lp
θ
→ 0, usando a função teste v = (uε −aε/A)+ em (5.19) (onde

u+ = max{u,0}), para R > 0, podemos escrever∫ R

0

∣∣∣∣∇(uε −
aε
A

)+∣∣∣∣p dλα =
bε
dε

∫ R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uε |p

′
(uε −

aε
A
)+ dλθ

+ cε

∫ R

0
|uε |p−1

(
uε −

aε
A

)+
dλθ

≥ bε
dε

∫ rε R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uε |p

′ (
uε −

aε
A

)+
dλθ +oε(1)

=
∫ R

0

(
vε −

aε
A

)+
|vε |

1
p−1 eµε p′wε (s)(1+oε (1)) dλθ +oε(1).
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Portanto, pelo item (ii) do Lema 5.5.1, temos

liminf
ε→0

∫ R

0

∣∣∣∣∇(uε −
aε
A

)+∣∣∣∣p dλα ≥ A−1
A

∫ R

0
ep′µα ,θ w(s) dλθ .

Uma vez que R foi tomado arbitrário, segue do item (iii) do Lema 5.5.1 que

liminf
ε→0

∫ R

0

∣∣∣∣∇(uε −
aε
A

)+∣∣∣∣p dλα ≥ A−1
A

. (5.54)

De forma análoga, usando a função teste v = uA
ε em (5.19), temos∫ R

0
|∇uA

ε |p dλα =
bε
dε

∫ R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uε |p

′
uA

ε dλθ + cε

∫ R

0
|uε |p−1uA

ε dλθ

≥ bε
dε

∫ rε R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uε |p

′
uA

ε dλθ +oε(1)

=
∫ R

0

uA
ε (rεs)

aε
|vε |

1
p−1 eµε p′wε (s)(1+oε (1)) dλθ +oε(1).

Note uA
ε (rεs)/aε → 1/A. Assim,

liminf
ε→0

∫ R

0
|∇uA

ε |p dλα ≥ 1
A

∫ R

0
ep′µα ,θ w(s) dλθ ≥ 1

A
. (5.55)

Note que ∥uε∥1,Lp
α
= 1 implica∫ R

0
|∇uA

ε |p dλα +
∫ R

0

∣∣∣∣∇(uε −
aε
A

)+∣∣∣∣p dλα = 1.

Combinando esta igualdade com (5.54) e (5.55), podemos verificar que (5.52) e (5.53) são
válidas.

Agora, se limsupε→0 dε/ap′
ε = ∞, a primeira parte do Lema 5.5.2 é claramente verdadeira.

Suponha limsupε→0 dε/ap′
ε < ∞. Obviamente A|uε | ≥ aε em {uε > aε/A}, logo

Jη
µα ,θ−ε(uε) =

∫
{uε≤aε/A}

eµε |uA
ε |p

′
dλθ +

∫
{uε>aε/A}

eµε |uε|p′ dλθ

≤
∫ R

0
eµε |uA

ε |p
′
dλθ +dε

Ap′

ap′
ε

∫ R

0

|uε |p
′

dε
eµε |uε |p

′
dλθ .

≤
∫ R

0
eµε |uA

ε |p
′
dλθ +dε

Ap′

ap′
ε
.

Por (5.53), temos ∥A1/p∇uA
ε ∥Lp

α
≤ 1, para cada A > 1. Assim,

(
exp(µε |uA

ε |p
′
)
)

é limitada em

Lδ
θ com δ = A

1
p−1 . Portanto,

lim
ε→0

Jη
µα,θ−ε(uε)≤ |BR|θ +Ap′ limsup

ε→0

dε

ap′
ε
.
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Finalmente, fazendo A → 1, concluímos a primeira parte do Lema 5.5.2.
Por contradição, suponha que (dε/aε) é limitada. Neste caso, a primeira parte do

Lema 5.5.2 e o Lema 5.3.1 fornecem

sup
u∈S1

Jη
µα,θ (u)≤ |BR|θ + limsup

ε→0

dε
aε

1

a
1

p−1
ε

= |BR|θ ,

o qual é impossível, como veremos na próxima seção.
Destacamos a seguinte consequência do Lema 5.5.2.

Lema 5.5.3. lim
ε→0

Jη
µα ,θ−ε(uε) = |BR|θ + lim

R→∞
limsup

ε→0

∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ .

Prova: Fixado R > 0, temos ∫ R

rε R
eµε |uε |p

′
dλθ ≥ |BR|θ −|Brε R|θ .

Usando isto em combinação com limε→0 |Brε R|θ = 0, temos

limsup
ε→0

∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ ≤ limsup

ε→0

∫ R

0
eµε |uε |p

′
dλθ − liminf

ε→0

∫ R

rε R
eµε |uε |p

′
dλθ

≤ limsup
ε→0

∫ R

0
eµε |uε |p

′
dλθ −|BR|θ (5.56)

e ainda ∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ =

dε

ap′
ε bε

∫ R

0
ep′µε wε (s)(1+Oε (|vε |−1)) dλθ .

Assim, aplicando o item (ii) do Lema 5.5.1 podemos escrever

lim
R→∞

limsup
ε→0

∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ = limsup

ε→0

dε

ap′
ε
. (5.57)

Portanto, o resultado segue por (5.56)-(5.57) e Lema 5.5.2.

Lema 5.5.4. Para cada v ∈C0[0,R] e 0 < r0 ≤ R, temos

lim
ε→0

∫ r0

0

bε
dε

aε |uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
v dλθ = δ0(v), (5.58)

onde δ0 é a medida de Dirac concentrada na origem. Em particular,(
bε
dε

aε |uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
)

é limitada em L1
θ .
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Prova: Para 0 < r0 ≤ R, R > 0 e A > 1, escrevemos

(0, r0) =
(
{uε > aε/A}\(0, rεR)

)
∪{uε ≤ aε/A}∪ (0, rεR)

onde ε > 0 é pequeno tal que (0, rεR)⊂ (0, r0),

{uε > aε/A} := {r ∈ (0, r0) : uε(r)> aε/A} e {uε ≤ aε/A} := {r ∈ (0, r0) : uε(r)≤ aε/A}.

Dividimos a integral em (5.58) em três partes, conforme a decomposição acima, e denotamos
por I1, I2 e I3, respectivamente. Fazendo c = supr∈[0,R] |v(r)|, podemos escrever

I1 ≤ Abεc
dε

∫
{uε>aε/A}\(0,rε R)

|uε |p
′
eµε |uε |p

′
dλθ

≤ Abεc

(
1− 1

bε

∫ R

0
|vε |p

′
eµε

(
|uε (rε s)|p′−ap′

ε

)
dλθ

)

→ Ac

(
1−

∫ R

0
ep′µα,θ w(s) dλθ

)
, se ε → 0.

Fazendo R → ∞ e usando o item (iii) do Lema 5.5.1, concluímos I1 → 0, quando ε → 0.
É claro que

I2 ≤
aε
dε

bεc
∫ R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uA

ε |p
′
dλθ . (5.59)

Para δ > p, podemos escolher A > 1 (suficientemente próximo 1) e ε > 0 pequeno o suficiente
para que 1/δ + 1/(A

1
p−1 − ε) = 1. Fazendo uA

ε = A1/puA
ε , por (5.53), temos ∥uA

ε ∥1,Lp
α
≤ 1.

Ainda, (
A

1
p−1 − ε

)
µε |uA

ε |p
′
=

A
1

p−1 − ε

A
1

p−1
µε |uA

ε |p
′
≤ µε |uA

ε |p
′
.

Usando a desigualdade de Hölder, a compacidade da inclusão X1,p
R (α,θ) ↪→ Lq

θ , q > 1 e o
Teorema 3.3.1, temos

∫ R

0
|uε |

1
p−1 eµε |uA

ε |p
′
dλθ ≤

(∫ R

0
|uε |

δ
p dλθ

) 1
δ
(∫ R

0
eµε |uA

ε |p
′
dλθ

)1/(A
1

p−1 −ε)
< ∞.

Portanto, combinando (5.59) e o Lema 5.5.2, concluímos que I2 → 0 se ε → 0.
Agora, para algum τ ∈ [0,R], temos

I3 =
∫ R

0
|vε(s)|

1
p−1 eµε

(
|uε (rε s)|p′−ap′

ε

)
v(rεs)dλθ

= v(rετ)
∫ R

0
|vε(s)|

1
p−1 ep′wε (s)(1+Oε (|vε |−1)) dλθ .

Fazendo ε → 0 primeiro, e então fazendo R → ∞, obtemos I3 → δ0(v) = v(0).
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Finalmente, escolhendo v ≡ 1 e r0 = R em (5.58), podemos verificar

lim
ε→0

∫ R

0

bε
dε

aε |uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′

dλθ = 1,

o qual completa a prova.
A seguir, com a ajuda das estimativas dadas pelo Teorema 5.4.1, descreveremos a forma

como a sequência de extremais subcríticos (uε) converge no entorno do ponto de blow up
r = 0.

Teorema 5.5.1. Seja p/2 < q < p. Para cada 0 ≤ η < Λ1, existe uma função g = gη tal que

a
1

p−1
ε uε ⇀ g em X1,q

R (α,θ) e satisfaz∫ R

0
|g′|p−2g′v′ dλα = δ0(v)+η

∫ R

0
|g|p−2gv dλθ , ∀ v ∈ X1,p

R (α ,θ)∩C0[0,R], (5.60)

onde δ0 é a medida de Dirac concentrada na origem. Além disso,

(i) a
1

p−1
ε uε → g em C0

loc(0,R],

(ii) a
1

p−1
ε u′ε → g′ em Lp

α(r1,R], para todo r1 > 0,

(iii) Existe A0 = limr→0

(
g(r)+ θ+1

µα ,θ
lnr
)

. E ainda, temos

g(r) =−θ +1
µα,θ

lnr+A0 + z(r),

com z ∈C1(0,R]∩C0[0,R] e z(0) = 0.

Prova: Usando a equação (5.19), obtemos∫ R

0
|a

1
p−1
ε u′ε |p−2a

1
p−1
ε u′εv′ dλα =

∫ R

0

aεbε
dε

|uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
v dλθ

+ cε

∫ R

0
|a

1
p−1
ε uε |p−2a

1
p−1
ε uεv dλθ . (5.61)

Pelo Lema 5.5.4, temos (aε bε
dε

|uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
) limitada em L1

θ . Portanto, o Teorema 5.4.1

implica que (a
1

p−1
ε uε) é limitada no espaço uniformemente convexo X1,q

R (α,θ). Em particular,

a
1

p−1
ε uε ⇀ g em X1,q

R (α ,θ). Segue das hipóteses do teorema, veja ainda (5.43) e Corolário 2.3.2,
que a inclusão X1,q

R (α ,θ) ↪→ Lp−1
θ é compacta. Portanto, a menos de um refinamento por

subsequência, temos

a
1

p−1
ε uε → g em Lp−1

θ e a
1

p−1
ε uε(r)→ g(r) q.t.p em (0,R). (5.62)
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Argumentando como na equação (5.22), a equação (5.61) fornece

ωα |a
1

p−1
ε u′ε |p−1 =

1
rα

∫ r

0

aεbε
dε

|uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′

dλθ

+
cε
rα

∫ r

0
|a

1
p−1
ε uε |p−2a

1
p−1
ε uε dλθ .

(5.63)

Então, usando a função t 7→ |t|−
p−2
p−1 t em (5.63) e depois integrando em (r, R), podemos escrever

a
1

p−1
ε uε(r) =

∫ R

r

(
1

ωαtα

∫ t

0
fε(uε)dλθ

) 1
p−1

dt, (5.64)

onde
fε(uε) =

aεbε
dε

|uε |
1

p−1 eµε |uε |p
′
+ cε |a

1
p−1
ε uε |p−2a

1
p−1
ε uε .

Levando em conta o Lema 5.5.4 e (5.62) e fazendo ε → 0 em (5.64), o teorema da convergência
dominada de Lebesgue nos fornece

g(r) =
θ +1
µα,θ

∫ R

r

1
t

(
1+η

∫ t

0
|g|p−1 dλθ

) 1
p−1

dt. (5.65)

Portanto, g é diferenciável e satisfaz

−g′(r) =
(

1
ωαrα

(
1+η

∫ r

0
|g|p−1 dλθ

)) 1
p−1

. (5.66)

Agora, aplicando a função t 7→ |t|p−2t, segue

−ωα(rα |g′|p−2g′) = 1+η
∫ r

0
|g|p−1 dλθ . (5.67)

Finalmente, dado v ∈ X1,p
R (α ,θ)∩C0[0,R], multiplicando a equação acima por v′ e integrando

em (0,R), vemos que g satisfaz a equação (5.60).

(i) Seja r1 > 0 fixado arbitrariamente. Por (5.62), temos (a
1

p−1
ε uε) limitada em Lp−1

θ . Assim,

combinando (5.63) com o Lema 5.5.4, obtemos |a
1

p−1
ε u′ε(r)| ≤ c2/r1 em [r1,R], onde c2 depende

apenas p,R,η ,q e θ . Analogamente, (5.64) fornece a
1

p−1
ε uε limitada em C0[r1,R]. Portanto, o

teorema de Ascoli-Arzelà implica que a
1

p−1
ε uε converge para algum g̃ em C0[r1,R] e por (5.62)

temos g = g̃.

(ii) Argumentando como no item anterior, podemos verificar |a
1

p−1
ε u′ε(r)| ≤ c2/r1, para todo

r ∈ [r1,R]. Além disso, combinando (5.63) com (5.66) segue que a
1

p−1
ε u′ε(r)→ g′(r) em todo

ponto r ∈ [r1,R]. Portanto, o teorema da convergência dominada de Lebesgue nos fornece o
resultado desejado.
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(iii) Por (5.43) temos θ ≥ p−1. Logo, é fácil verificar(
1+η

∫ t

0
|g|p−1 dλθ

) 1
p−1

= 1+o(t) se t → 0.

Assim, usando (5.65), um cálculo direto fornece

g(r)+
θ +1
µα,θ

lnr =
θ +1
µα,θ

(lnR+O(R− r)) . (5.68)

Portanto, por (5.68), podemos tomar

A0 := lim
r→0

(g(r)+
θ +1
µα,θ

lnr).

Fazendo
z(r) = g(r)+

θ +1
µα,θ

lnr−A0

obtemos o item (iii).
O resultado seguinte é uma consequência do Teorema 5.5.1 e completa a análise do supremo

(5.1), veja a Observação 5.3.2.

Corolário 5.5.1. Suponha que uε ⇀ 0 em X1,p
R (α,θ) e aε = uε(0)→ ∞, se ε → 0. Então,

sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u)< ∞, ∀ η ∈ [0, Λ1).

Prova: Seja η ∈ [0, Λ1). Pelo Teorema 5.5.1, existe g = gη tal que a
1

p−1
ε uε ⇀ g em X1,q

R (α,θ)
para p/2 < q < p. Por (5.43), temos θ +1 ≥ p = α +1 e, sendo p/2 < q temos

p < p∗ = p∗(α,q,θ) =
(θ +1)q
α −q+1

.

Assim, a inclusão X1,q
R (α ,θ) ↪→ Lp

θ é compacta. Logo, a menos de subsequêcia, podemos

assumir que a
1

p−1
ε uε → g em Lp

θ . Por hipótese, uε → 0 em Lp
θ . Logo, podemos verificar

M(µα,θ ,η ,uε)|aε |p
′
−µα,θ |aε |p

′
= µα,θ

η
p−1

∥g∥p
Lp

θ
+oε(1). (5.69)

Portanto,

Jη
µα ,θ−ε(uε) =

∫ R

0
eM(µα,θ−ε ,η ,uε )|uε |p

′−(µα,θ−ε)|uε |p
′
e(µα,θ−ε)|uε |p

′
dλθ

≤ eM(µα,θ ,η ,uε )|aε |p
′−µα,θ |aε |p

′ ∫ R

0
eµα,θ |uε |p

′
dλθ .

Finalmente, combinando o Corolário 5.3.1, o Teorema 3.3.1 e a estimativa (5.69), obtemos o
resultado.
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5.6 Funções extremais

Nesta seção iremos investigar a existência de funções extremais para o supremo (5.1) no último
caso. Isto é, sob a condição

uε ⇀ 0 em X1,p
R (α ,θ) e aε = uε(0)→ ∞ se ε → 0, (5.70)

onde (uε) é a sequência de extremais subcríticos dados pelo Teorema 5.3.1, veja a
Observação 5.3.2. Para lidar com esta situação, usaremos o método em duas etapas devido
L. Carleson e A. Chang [16] aprimorado para os espaços X1,p

R (α,θ). Na primeira etapa,
sob a condição (5.70), daremos uma cota superior para o supremo (5.1) e; na segunda etapa,
verificaremos que a cota superior dada pela etapa inicial é falsa. Esta contradição exclui o caso
(5.70).

Como na seção anterior, estaremos assumindo que α ≥ 1, p ≥ 2 e θ ≥ 0 são tais que

α − p+1 = 0 e θ ≥ α . (5.71)

As etapas do método serão dadas nas duas subseções seguintes.

5.6.1 Etapa I: Uma cota superior.

Sob a condição (5.70) temos o seguinte

sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u)≤ |BR|θ + eµα ,θ A0+γ+Ψ(p)|B1|θ ,

onde A0 é dado pelo Teorema 5.5.1, Ψ é a função digama e γ é a constante de Euler.

Prova: Seja ρ > 0 número real. Pelo item (ii) do Teorema 5.5.1 podemos verificar∫ R

ρ
|u′ε |p dλα =

1

ap′
ε

∫ R

ρ
|g′|p−1 dλα +oε(1). (5.72)

Ainda, por (5.67), Teorema 5.5.1 (iii) e integração por partes,∫ R

ρ
|g′|p dλα =

∫ R

ρ
−(1+η

∫ r

0
|g|p−1 dλθ )g′(r)dr

= g(ρ)+η
∫ R

ρ
|g|p dλθ +O(ρ lnρ)+oρ(1).

Combinando esta estimativa com (5.72) e usando o comportamento assintótico de g dada pelo
item (iii), temos ∫ R

ρ
|u′ε |p dλα =

1

ap′
ε

(
g(ρ)+η∥g∥p

Lp
θ
+oρ(1)+oε(1)

)
.
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Defina uε(r) = max{uε(r)−uε(ρ),0}, então uε ∈ X1,p
ρ (α,θ). A equação acima fornece∫ ρ

0
|∇uε |p dλα ≤

∫ ρ

0
|u′ε |p dλα

= 1− 1

ap′
ε

(
g(ρ)+η∥g∥p

Lp
θ
+oρ(1)+oε(1)

)
. (5.73)

Defina
τε = 1− 1

ap′
ε

(
g(ρ)+η∥g∥p

Lp
θ
+oρ(1)+oε(1)

)
.

Usando o Teorema 5.3.2 e (5.73), podemos aplicar o Teorema 4.3.1 à sequência (uε/τ1/p
ε ) e

obter a estimativa

limsup
ε→0

∫ ρ

0
eµα,θ |uε/τ1/p

ε |p′ dλθ ≤ |Bρ |θ
(

1+ eγ+Ψ(p)
)
. (5.74)

Agora, voltamos nossa atenção para vizinhanças do tipo [0,rεR), onde R > 0 é um número real.
Pelo Lema 5.5.1, temos wε → w em C0

loc[0,∞), então uε(s) = aε +oε(R), onde oε(R)→ 0, se
ε → 0 para qualquer R > 0 fixado. Assim, para algum 0 < ϑ < 1,

µε |uε |p
′

≤ µα,θ |uε |p
′
+µα,θ

η
p−1

∥uε∥p
Lp

θ

(
1+ηϑ∥uε∥p

Lp
θ

)− p−2
p−1 |aε +oε(R)|p

′

= µα,θ |uε |p
′
+µα,θ

η
p−1

∥a
1

p−1
ε uε∥p

Lp
θ
+oε(1)

= µα,θ |uε |p
′
+µα,θ

η
p−1

∥g∥p
Lp

θ
+oε(1). (5.75)

Analogamente,
|uε |p

′
= |uε |p

′
+ p′|uε |

1
p−1 uε(ρ)+oε(1). (5.76)

Usando (5.75) e (5.76), obtemos

µε |uε |p
′
≤ µα,θ |uε |p

′
+µα,θ

η
p−1

∥g∥p
Lp

θ
+µα,θ p′|uε |

1
p−1 uε(ρ)+oε(1). (5.77)

Ainda, pela definição de τε , temos

τ
1

p−1
ε = 1− 1

p−1
1

ap′
ε

(
g(ρ)+η∥g∥p

Lp
θ
+oρ(1)+oε(1)

)
.

Portanto,

µα,θ |uε |p
′

= µα,θ |uε/τ
1
p

ε |p
′
τ

1
p−1

ε

= µα,θ |uε/τ
1
p

ε |p
′
−

µα,θ
p−1

g(ρ)−
µα,θ η
p−1

∥g∥p
Lp

θ
+oρ(1)+oε(1). (5.78)
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Pelo item (i) do Teorema 5.5.1 podemos escrever

µα,θ p′|uε |
1

p−1 uε(ρ) = µα,θ p′g(ρ)+oε(R). (5.79)

Assim, por (5.77), (5.78) e (5.79) segue

µε |uε |p
′
≤ µα,θ |uε/τ

1
p

ε |p
′
+µα,θ g(ρ)+oρ(1)+oε(R),

em [0,rεR], para qualquer R > 0 fixado. Esta estimativa implica em∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ ≤ eµα ,θ g(ρ)+oρ (1)+oε (R)

∫ rε R

0
eµα,θ |uε/τ

1
p

ε |p′ dλθ . (5.80)

Por um argumento análogo ao usado no Lema 5.5.3,

limsup
ε→0

∫ rε R

0
eµα,θ |uε/τ

1
p

ε |p′ dλθ ≤ limsup
ε→0

∫ ρ

0
eµα ,θ |uε/τ

1
p

ε |p′ dλθ −|Bρ |θ .

Logo, por (5.80)

limsup
ε→0

∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ ≤ eµα,θ g(ρ)+oρ (1) limsup

ε→0

∫ ρ

0
eµα,θ |uε/τ

1
p

ε |p′ dλθ

− |Bρ |θ eµα,θ g(ρ)+oρ (1).

Dessa forma, combinando a estimativa (5.74), o Corolário 5.3.1, e o Lema 5.5.3 , a estimativa
acima fornece

sup
u∈D1

Jη
µα,θ (u) = |BR|θ + lim

R→∞
limsup

ε→0

∫ rε R

0
eµε |uε |p

′
dλθ

≤ |BR|θ + eµα,θ g(ρ)+oρ (1)
(

1+ eγ+Ψ(p)
)
|Bρ |θ − eµα,θ g(ρ)+oρ (1)|Bρ |θ

= |BR|θ + eµα,θ g(ρ)+oρ (1)+γ+Ψ(p)|Bρ |θ .

Assim, a cota superior desejada segue da estimativa acima fazendo ρ → 0 levando em conta a
definição de |Bρ |θ e usando o Teorema 5.5.1 item (iii).

5.6.2 Etapa II: Inspeção por funções teste.

Existe uma sequência (υε)⊂ D1 tal que

Jη
µα,θ (υε)> |BR|θ + eµα,θ A0+Ψ(p)+γ |B1|θ , (5.81)

para ε > 0 suficientemente pequeno.

Prova: Inicialmente, destacamos que a função g dada pelo item (iii) do Teorema 5.5.1 satisfaz

g(r) =−θ +1
µα,θ

lnr+A0 +O
(

rθ+1 lnp r
)
, (5.82)
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para r > 0 em uma vizinhança da origem suficientemente pequena. De fato, pela expressão
dada pelo item (iii) do Teorema 5.5.1, temos∫ r

0
|g|p−1 dλθ = O

(
rθ+1 lnp−1 r

)
. (5.83)

Logo, a equação (5.67) fornece

−g′(r) =
θ +1
µα,θ

lnr+O
(

rθ lnp−1 r
)
.

Assim, (5.82) é válida.
Agora, para cada ε > 0, definimos

υε(r) =


C−C− 1

p−1

(
p−1
µα,θ

ln
(

1+ cα,θ (r/ε)
θ+1
p−1

)
+Λε

)
, 0 < r ≤ εL,

C− 1
p−1 g(r), εL < r ≤ R,

onde cα,θ = (ωθ/(θ +1))1/α . As constantes C, Λε , e L são funções de ε , que iremos definir
mais adiante satisfazendo:

(i) L → ∞, C → ∞ e εL → 0, se ε → 0,

(ii) C−C− 1
p−1

(
p−1
µα,θ

ln
(

1+ cα ,θ L
θ+1
p−1

)
+Λε

)
=C− 1

p−1 g(εL).

Escolhendo zε(r) = min{g(r),g(εL)} como função teste na equação (5.60) e usando que g é
uma função decrescente (veja (5.66)), é fácil verificar∫ R

εL
|υ ′

ε |p dλα =
1

Cp′

(
g(εL)+g(εL)

∫ εL

0
|g|p−1 dλθ −η

∫ εL

0
|g|p dλθ +η∥g∥p

Lp
θ

)
.

Dessa forma, por (5.82) e (5.83), podemos escrever∫ R

εL
|υ ′

ε |p dλα =
1

Cp′

(
−θ +1

µα,θ
lnεL+A0 +η∥g∥p

Lp
θ
+O

(
(εL)θ+1 lnp(εL)

))
. (5.84)

Relembramos que, para todo x > 1,

−(x−1)
∫ 1

0
yx−2 ln(1− y)dy = Ψ(x)+ γ ,

veja [3, página 26] para detalhes. Assim, para a > 0 e x > 1, temos∫ a

0

sx−1

(1+ s)x ds =
∫ 1

1
1+a

(1− τ)x−1 1
τ

dτ

=

(
a

1+a

)x−1

ln(1+a)+(x−1)
∫ a

1+a

0
yx−2 ln(1− y)dy

=

(
a

1+a

)x−1

ln(1+a)−Ψ(x)− γ +O
(

1
a

)
,

(5.85)
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quando a → ∞. Assim, usando (5.85), temos∫ εL

0
|υ ′

ε |p dλα

=
1

Cp′

(
θ +1
µα,θ

cα ,θ
ε

)p ∫ εL

0

( r
ε
)p′(θ−p+2)(

1+ cα,θ
( r

ε
) θ+1

p−1

)p dλα

=
p−1

Cp′µα,θ

∫ cα,θ L
θ+1
p−1

0

sp−1

(1+ s)p ds

=
p−1

Cp′µα,θ

(
Ap−1

L ln
(

1+ cα ,θ L
θ+1
p−1

)
−Ψ(p)− γ +O(L− θ+1

p−1 )
)
,

(5.86)

na qual

AL =
cα,θ L

θ+1
p−1

1+ cα,θ L
θ+1
p−1

.

Fazendo
∫ R

0 |υ ′
ε |p dλα = 1 e combinando (5.84) e (5.86), temos

Cp′ =− p−1
µα,θ

(Ψ(p)+ γ)− θ +1
µα,θ

lnεL+A0

+η∥g∥p
Lp

θ
+

p−1
µα,θ

Ap−1
L ln

(
1+ cα,θ L

θ+1
p−1

)
+O

(
(εL)θ+1 lnp(εL)

)
+O(L− θ+1

p−1 ).

(5.87)

Assim, (ii) e (5.82) fornecem

Λε =− p−1
µα,θ

(Ψ(p)+ γ)+η∥g∥p
Lp

θ
+

p−1
µα,θ

(Ap−1
L −1) ln

(
1+ cα,θ L

θ+1
p−1

)
+O(L− θ+1

p−1 )+O
(
(εL)θ+1 lnp(εL)

)
.

(5.88)

Ainda, visto que ∥υε∥p
Lp

θ
→ 0 e ∥C

1
p−1 υε∥p

Lp
θ
→∥g∥p

Lp
θ
, é fácil verificar

M(µα,θ ,η ,υε)Cp′ = Cp′ +
η

p−1
∥g∥p

Lp
θ
+oε(1). (5.89)

Por simplicidade, denotaremos
µε = M(µα,θ ,η ,υε).

Observamos que |1 − t|p′ ≥ 1 − p′t, para todo t ∈ R. Assim, por (5.89), para r ∈ (0, εL),
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podemos escrever

µε |υε |p
′

= µεCp′

∣∣∣∣∣∣1−
p−1
µα,θ

ln(1+ cα ,θ (
r
ε )

θ+1
p−1 )+Λε

Cp′

∣∣∣∣∣∣
p′

≥ µα,θCp′ +
µα,θ η
p−1

∥g∥Lp
θ
− ln

(
1+ cα,θ

( r
ε

) θ+1
p−1
)p

−µα,θ p′Λε

+ O
(

C−p′(εL)θ+1 lnp(εL)
)
+O

(
C−p′Ap−1

L ln(1+ cα,θ L
θ+1
p−1 )

)
.

Agora, usando as expressões para Cp′ e Λε dadas (5.87) e (5.88), respectivamente, podemos
deduzir da estimativa acima

µε |υε |p
′

≥ µα,θ A0 +Ψ(p)+ γ − (θ +1) lnεL+(p−1) ln(1+ cα,θ L
θ+1
p−1 )

− (p) ln
(

1+ cα,θ

( r
ε

) θ+1
p−1
)

(5.90)

+ O
(
(εL)θ+1 lnp(εL)

)
+O

(
L− θ+1

p−1

)
+ O

(
C−p′Ap−1

L ln
(

1+ cα,θ L
θ+1
p−1

))
.

Denotemos

Θ(ε) = O
(
(εL)θ+1 lnp(εL)

)
+O

(
L− θ+1

p−1

)
+O

(
C−p′ ln2 L

)
.

Com esta notação, segue da estimativa (5.90) acima

µε |υε |p
′

≥ µα,θ A0 +Ψ(p)+ γ + lnε−(θ+1)+ lncp−1
α,θ

− p ln
(

1+ cα ,θ (r/ε)
θ+1
p−1

)
+Θ(ε). (5.91)

Análogo ao Lema 5.5.1, item (iii), temos∫ L

0

dλθ

(1+ cα,θ s
θ+1
p−1 )p

= 1+O(L− θ+1
p−1 ).

Portanto, usando a estimativa acima, a desigualdade elementar ex ≥ 1 + x, x ∈ R e (5.91),
obtemos ∫ εL

0
eµε |υε |p

′
dλθ ≥

(
eµα,θ A0+Ψ(p)+γ |B1|θ

)
×

∫ L

0

dλθ(
1+ cα,θ s

θ+1
p−1

)p

(1+Θ(ε))

= eµα,θ A0+Ψ(p)+γ |B1|θ +Θ(ε). (5.92)
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Por outro lado,∫ R

εL
eµε |υε |p

′
dλθ ≥

∫ R

εL
(1+µε |υε |p

′
)dλθ

≥ |BR|θ +µα,θC− p′
p−1

(∫ R

0
|g|p

′
dλθ +O

(
C

p′
p−1 (εL)θ+1

))
+ O

(
C− p′

p−1 (εL)θ+1 lnp′(εL)
)
+o
(

C− p′
p−1

)
. (5.93)

Assim, combinando (5.92) e (5.93), segue

Jη
µα,θ (υε) ≥ |BR|θ + eµα,θ A0+Ψ(p)+γ |B1|θ

+ µα,θC− p′
p−1

[∫ R

0
|g|p

′
dλθ +O

(
C

p′
p−1 (εL)θ+1 lnp(εL)

)
+o(1)

]
+ µα,θC− p′

p−1

[
O
(

C
p′

p−1 L− θ+1
p−1

)
+O

(
C− p′(p−2)

p−1 ln2 L
)]

.

Escolha L =− lnε . Logo, fazendo ε → 0, temos

C
p′

p−1

(
(εL)θ+1 lnp(εL)+L− θ+1

p−1

)
→ 0 e C− p′(p−2)

p−1 ln2 L → 0.

Portanto, para ε pequeno o suficiente, temos

Jη
µα,θ (υε)> |BR|θ + eµα,θ A0+Ψ(p)+γ |B1|θ .
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