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meu marido e colega Bruno Henrique Carvalho Ribeiro, pelo carinho e incentivo em todos

os momentos e pela paciência nos momentos dif́ıceis.

Aos professores Everaldo de Medeiros e Uberlândio Severo pelas sugestões e à professora
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Cardoso, Carlos Banquet, Ćıntia Peixoto, Edcarlos Silva, Evandro Monteiro, Henrique
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas com existência e concentração de soluções

do tipo onda estacionária, para uma classe de equações de Schrödinger quase-lineares.

Trabalhamos com este problema no caso unidimensional e no caso de dimensões maiores que

um, usando diferentes abordagens. Trataremos também de equações envolvendo o operador

p-laplaciano e de um sistema de equações semilineares. Na obtenção de nossos resultados

usamos métodos variacionais e uma técnica introduzida recentemente que nos permite tratar

de não linearidades mais gerais do que as comumente encontradas na literatura. Em

particular a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e a monotonicidade da não linearidade não

são aqui necessárias.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger, concentração de soluções, equação quase-linear,

p-laplaciano, métodos variacionais.
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ABSTRACT

In this work we study questions related with existence and concentration of stationary waves

solutions for a class of quasilinear Schrödinger equations. We investigate this problem in

the one dimensional case and the other dimensions using different approaches. We also

treat equations involving the p-laplacian operator and a system of semilinear equations.

To obtain our results we use variational methods and a strategy recently introduced which

allows us to consider nonlinearities more general than those usually found on the literature.

In particular the Ambrosetti-Rabinowitz condition and the monotonicity of the nonlinearity

are not necessary.

Keywords : Schrödinger equation, concentration of solutions, quasilinear equation, p-

laplacian, variational methods.
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LISTA DE SÍMBOLOS

Neste trabalho usaremos as seguintes notações:

• c, C, C0, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN , N ≥ 1;

• supp(f) denota o suporte da função f ;

• BR(x) denota a bola aberta de centro x e raio R;

• A(x; r, R) denota o anel {y ∈ RN : r ≤ |x− y| ≤ R};

• ⇀, → denotam convergência fraca e forte, respectivamente, num espaço normado X;

• 〈·, ·〉 denota o par dualidade entre o espaço X e o seu dual X
′
;

• u+ = max{u, 0} e u− = max{−u, 0};

• χΩ denota a função caracteŕıstica do conjunto Ω;

• ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

e ∆pu =
N∑
i=1

∂u

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
denotam respectivamente o laplaciano

de u e o p-laplaciano de u , para 1 < p <∞;
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• Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável :

∫
Ω

|u|pdx <∞
}

, para 1 ≤ p <∞ e Ω ⊆ RN é um

aberto, com norma dada por

‖u‖p =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

;

• L∞(Ω) = {u : Ω→ R mensurável : supx∈Ω |u(x)| <∞} com norma dada por

‖u‖∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• C(Ω) denota o espaço das funções cont́ınuas em Ω e Cc(Ω) são as funções cont́ınuas de

suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente diferenciáveis

sobre Ω e C∞(Ω) =
⋂
k≥1 Ck(Ω);

• Ckc (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω) e C∞c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω);

• C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞
}

com 0 < α < 1, e Ck,α(Ω) são as

funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais de ordem k estão em C0,α(Ω);

• C0,α
loc (Ω) são as funções que pertencem a C0,α(K) para todo compacto K de Ω, onde α

depende de K;

• Ck,αloc (Ω) são as funções Ck(Ω) tais que as derivadas parciais de ordem k estão em C0,α
loc (Ω);

• Para 1 ≤ p <∞

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giϕ dx, ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω) e i = 1, . . . , N


com norma dada por

‖u‖1,p =

[∫
Ω

(|∇u|p + |u|p)dx
]1/p

e W 1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞c (Ω) com respeito à norma acima. Quando p = 2,

W 1,2(Ω)
.
= H1(Ω) e W 1,2

0 (Ω)
.
= H1

0 (Ω). Se u ∈ W 1,p(Ω) denota-se gi
.
= ∂u/∂xi;

xiv



• Para m ≥ 2 inteiro e 1 ≤ p <∞,

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω) :

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω), para todo i = 1, . . . , N

}
;

• Para 1 ≤ p <∞, W−1,p′(Ω) denota o dual de W 1,p(Ω) onde
1

p
+

1

p′
= 1;

• O expoente cŕıtico de Sobolev é dado por

p∗ =


Np

N − p
se 1 ≤ p < N

∞ se p ≥ N ;

• D′(Ω) denota o espaços das distribuições;

• Se E é um espaço de Banach e A ⊂ E denotamos Aδ = {x ∈ E : dist(x,A) ≤ δ} e

Aδ = {x ∈ E : δx ∈ A} para qualquer δ > 0.
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2.5 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional energia . . . . . . . . . . . . 61

2.6 Prova do resultado principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3 Existência e concentração de soluções para equações quase-lineares em

RN 73

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

xvii



3.2 Resultados preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.2.1 Propriedades do novo funcional energia . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.2.2 O problema limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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INTRODUÇÃO

Nos últimos anos vários pesquisadores têm se dedicado ao estudo de questões relacionadas

com existência e concentração de soluções positivas para equações eĺıpticas quase-lineares do

tipo

− ε2∆u− κε2∆(u2)u+ V (x)u = h(u) em RN (1)

quando o parâmetro positivo ε tende a zero, onde ∆u =
∑N

i=1 uxjxj é o operador laplaciano,

o potencial V : RN → R e a não linearidade h : R+ → R são funções cont́ınuas e satisfazem

algumas hipóteses adicionais. Há uma busca constante por hipóteses sobre o potencial V e

a não linearidade h que sejam necessárias e suficientes para provar tais resultados.

Estes problemas estão relacionados à obtenção de ondas estacionárias para uma equação

de Schrödinger não linear dada por

iε
∂ψ

∂t
= −ε2∆ψ +W (x)ψ − η(|ψ|2)ψ − ε2κ∆ρ(|ψ|2)ρ′(|ψ|2)ψ (2)

onde i é a unidade imaginária, ψ : R × RN −→ C, κ é uma constante não negativa,

W : RN −→ R é um potencial dado e η, ρ : R+ −→ R são funções adequadas. Equações

quase-lineares da forma (2) surgem em várias áreas da f́ısica em correspondência com

diferentes tipos de funções ρ. Para motivações f́ısicas e desenvolvimento dos aspectos f́ısicos

nos referimos a [15, 21, 48, 51] e referências lá citadas. Considerando o caso ρ(s) = s e

procurando por soluções do tipo onda estacionária para (2) define-se ψ(t, x) = e−iξt/εu(x),

onde ξ ∈ R e u > 0 é uma função real. Então obtém-se uma correspondente equação eĺıptica,

a qual tem a estrutura variacional dada por (1), onde V (x) := W (x)− ξ é o novo potencial

e h(u) = η(u2)u.
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Voltando à equação (1), para κ = 0 obtemos uma equação semilinear,

− ε2∆u+ V (x)u = h(u) em RN , (3)

a qual vem sendo extensivamente estudada. Em [48] Rabinowitz, usando o Teorema do

Passo da Montanha, provou a existência de soluções positivas para (3) para ε > 0 pequeno

supondo, entre outras hipóteses,

lim inf
|x|→∞

V (x) > inf
x∈RN

V (x) > 0.

Wang [55] mostrou que estas soluções se concentram em torno dos pontos de mı́nimo global de

V quando ε tende a zero. Mais tarde, para N ≥ 3, del Pino e Felmer [25], introduzindo uma

abordagem de penalização, provaram uma versão localizada dos resultados de Rabinowitz e

Wang (veja também [2] e [38] para resultados relacionados). Eles mostraram a existência de

soluções do tipo “single peak”para (3) concentrando-se em torno dos pontos de mı́nimo de

V em Ω. Neste artigo os autores assumiram as seguintes hipóteses sobre o potencial:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈RN

V (x) = V0 > 0;

(V2) existe um domı́nio limitado Ω em RN tal que

m ≡ inf
x∈Ω

V (x) < inf
x∈∂Ω

V (x).

Também assumiram que a não linearidade h satisfaz:

(h1) limt→0+ h(t)/t = 0;

(h2) existem q ∈ (1, 2∗ − 1) e c > 0 tais que h(t) ≤ c(1 + tq) para todo t ∈ R+, onde

2∗ = 2N/(N − 2) é o expoente cŕıtico de Sobolev;

e a conhecida condição de Ambrosetti-Rabinowitz, a saber,

∃ θ > 2 tal que 0 < θH(t) ≤ h(t)t para todo t ∈ R,

onde

H(t) :=

∫ t

0

h(s) ds.
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A monotonicidade da função h(t)/t também é exigida. Sem usar monotonicidade e a

condição de Ambrosetti-Rabinowitz, Byeon e Jeanjean [15] provaram resultados de existência

e concentração de soluções para a equação (3) supondo que V satisfaz (V1) − (V2) e que h

satisfaz além de (h1)− (h2) a seguinte condição:

(h3) existe T > 0 tal que 2H(T ) > mT 2.

Tais hipóteses sobre h são as menos restritivas encontradas na literatura até o momento. São

hipóteses “quase”necessárias para a obtenção de soluções de energia mı́nima de um problema

limite associado a (3) de acordo com [9].

Para o caso κ > 0, sem perda de generalidade pode-se considerar κ = 1. Devido aos

aspectos f́ısicos, a equação (1) tem atráıdo muita atenção recentemente e vários resultados

de existência tem sido obtidos nos casos de potenciais limitados, simétricos ou coercivos.

Métodos variacionais, por meio de argumentos de minimização com v́ınculos, foram usados

em [47] e então estendidos em [44] para provar existência de soluções positivas usando um

Multiplicador de Lagrange. Posteriormente um resultado geral para (1) foi fornecido em [43].

Para superar o problema de que o funcional “natural”associado a esta equação não está bem

definido, a nova ideia em [43] é introduzir uma mudança de variáveis e reescrever o funcional

nesta nova variável o que transfere a questão para encontrar soluções de um equação eĺıptica

semilinear auxiliar. Então pontos cŕıticos podem ser encontrados num espaço de Orlicz

associado e resultados de existência são obtidos no caso de potenciais limitados, coercivos ou

radiais. Seguindo a estratégia desenvolvida em [22] em um problema relacionado, os autores

em [23] também fazem uso desta mudança de variáveis e definem uma equação associada a

qual eles chamam de “dual”. Além disso, uma prova mais simples e mais curta do resultados

de [43] é apresentada para alguns potenciais limitados. Prova esta que não usa espaços de

Orlicz e então permite cobrir uma classe diferente de não linearidades. Em [21], ainda usando

espaços de Orlicz, resultados de existência e concentração são obtidos com não linearidades

e potenciais mais gerais. Em [30] o termo não linear envolve uma combinação de termos

côncavos e convexos. Quando a não linearidade h exibe crescimento cŕıtico em dimensão

dois, sob algumas hipóteses adicionais, em [28] e [29] existência e concentração de soluções

também são estudados.

Equações quase-lineares envolvendo o operador p-laplaciano também têm sido

consideradas. Mencionamos os trabalhos [26, 37]. Em [26], com hipóteses similares às de

[25], o autor prova existência e concentração de soluções positivas para a seguinte equação

3



envolvendo crescimento cŕıtico

−εp∆pv + V (x)|v|p−2v = h(v) + vp
∗−1 em RN .

Nesta tese provaremos existência e concentração de soluções para alguns dos problemas

citados acima. Trabalharemos com o operador p-laplaciano, com um sistema gradiente

de equações semilineares e com uma equação quase-linear, sendo que esta última será

considerada separadamente no caso N maior ou igual a três e no caso unidimensional.

Para provar nossos resultados usaremos as técnicas desenvolvidas em [15] e [19] e as

sugestões dadas em [17], fazendo algumas alterações nas demonstrações e acrescentando

alguns resultados a fim de adequá-los ao estudo dos problemas aqui abordados.

No primeiro caṕıtulo estudamos equações eĺıpticas quase-lineares da seguinte forma

− εp∆pu+ V (x)|u|p−2u = h(u) em RN , (4)

onde ε > 0 é um parâmetro real pequeno, ∆pv = div(|∇v|p−2∇v) é o p-laplaciano e

1 < p < N . O potencial V : RN → R é uma função cont́ınua satisfazendo as condições

(V1)− (V2) acima, introduzidas em [25]. Neste e nos próximos caṕıtulos denotamos

M = {x ∈ Ω : V (x) = m}.

Supomos também que a não linearidade h : R+ → R é uma função cont́ınua e satisfaz:

(h̄1) limt→0+ h(t)/tp−1 = 0;

(h̄2) existem q ∈ (p− 1, p∗ − 1) e c > 0 tais que h(t) ≤ c(1 + tq) para todo t ∈ R+;

(h̄3) existe T > 0 tal que pH(T ) > mT p.

O principal objetivo deste caṕıtulo é estudar existência e comportamento assintótico de

soluções para a equação quase-linear (4). Em particular estendemos para esta classe

de problemas o resultado principal em [15] e complementamos os resultados de [26] no

caso sub-cŕıtico uma vez que não supomos a condição Ambrosetti-Rabinowitz e nem a

monotonicidade da função h(t)/t. Sequer exigimos que h seja uma função não-negativa.

A seguir apresentamos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 0.1. Existe ε0 > 0 tal que o problema (4) possui uma solução positiva vε, para

todo 0 < ε < ε0. Além disso, vε satisfaz:
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(i) vε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0, e wε(x) := vε(εx+xε)

converge (a menos de subsequência), quando ε tende a zero, uniformemente em

compactos a uma solução de energia mı́nima de

−∆pu+mup−1 = h(u), u > 0, u ∈ W 1,p(RN); (5)

(ii) existem constantes positivas C e c independentes de ε tais que

vε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)

for all x ∈ RN .

Observação 0.2. Hipóteses como (h̄1) − (h̄3) já foram usadas por Berestycki e Lions em

[9], para p = 2, e por J. M. do Ó e Medeiros em [27], para o caso 1 < p ≤ N , a fim de

provar existência de uma solução de energia mı́nima para o problema limite (5).

Observação 0.3. A principal dificuldade em trabalhar com uma classe de equações quase-

lineares do tipo (4) é a perda de compacidade das imersões de Sobolev devido à não limitação

do domı́nio além do fato de que as nossas condições sobre o termo não linear h(t) são menos

restritivas do que as hipóteses usualmente encontradas na literatura.

Para provar o Teorema 0.1, motivados pelos argumentos usados em [15] e [25],

modificamos a não linearidade h(t) transformando-a numa mais apropriada e usamos uma

mudança de variáveis para reformular o problema a fim de obter um novo, cujo funcional

associado está bem definido e é de classe C1 num espaço adequado. Dizemos que um funcional

I ∈ C1(E,R), onde E é um espaço de Banach, satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel

c, ou de forma abreviada, que I satisfaz (PS)c, se toda sequência de Palais-Smale, isto é,

(un) ⊂ E tal que

I(un)→ c e ‖I ′(un)‖E′ → 0,

possui uma subsequência convergente. Dizemos que I satisfaz a condição de Palais-Smale,

ou simplesmente que I satisfaz (PS), se satisfaz (PS)c para todo c ∈ R. A condição de

Ambrosetti-Rabinowitz é a mais utilizada para provar a limitação de uma sequência de

Palais-Smale, o que possibilita provar a condição (PS) para um funcional I. A condição

(PS) é requerida para garantir a existência de pontos cŕıticos para I através de teoremas do

tipo mini-max, tais como o Teorema do passo da montanha (veja [6]). Como não podemos

garantir que o funcional associado ao nosso problema satisfaz a condição de compacidade
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de Palais-Smale, atingimos os resultados de existência de solução, para ε pequeno, por meio

da construção de uma sequência de Palais-Smale limitada em um conjunto adequado. Este

conjunto envolve soluções do problema limite (5). Provamos que esta sequência é fortemente

convergente e então o limite é uma solução para o problema modificado. Depois disso

mostraremos algumas propriedades destas soluções o que implicará na existência de soluções

para o problema original.

No Caṕıtulo 2 estudamos a seguinte classe de sistemas gradientes
−ε2∆u1 + V (x)u1 = Hu1(u1, u2, . . . , uk)

−ε2∆u2 + V (x)u2 = Hu2(u1, u2, . . . , uk)
...

...

−ε2∆uk + V (x)uk = Huk(u1, u2, . . . , uk)

em RN , (6)

onde N ≥ 3, ε > 0 e V : RN → R é uma função localmente Hölder cont́ınua satisfazendo

(V1)− (V2). Denotando Rk
+ := [0,∞)k, consideramos H : Rk

+ → R uma função cont́ınua tal

que H ∈ C1,α
loc

(
(0,∞)k

)
e H(0) = 0. Supomos ainda que H satisfaz:

(H1) para u ∈ (0,∞)k vale lim
|u|→0

|∇H(u)|
|u|

= 0;

(H2) existe p ∈ (1, 2∗ − 1) tal que

lim sup
|u|→∞

|∇H(u)|
|u|p

<∞;

(H3) existe ζ0 ∈ Rk
+ tal que H(ζ0) > (m/2)|ζ0|2;

(H4) se un → u em Rk com {un} ⊂ (0,∞)k e u ∈ ∂Rk
+ então

∇H(un)→ 0 em Rk;

(H5) se χj denota a função caracteŕıstica do conjunto {u ∈ Rk
+ : Huj(u) < 0}, então

Huj(u)χj

uj
∈ L∞loc(Rk

+), j = 1, . . . , k.

O principal objetivo deste caṕıtulo é mostrar existência e concentração de soluções positivas

para o sistema (6). Em particular estendemos para esta classe de problemas o resultado de
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[15] e também complementamos o Teorema 1.1 em [5] porque consideramos uma classe mais

geral de não linearidades. Para este propósito precisamos mostrar que as soluções de energia

mı́nima de um problema limite estão no ńıvel do passo da montanha do funcional associado

a este problema. O principal resultado deste caṕıtulo é o próximo teorema.

Teorema 0.4. Existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0, o problema (6) possui uma

solução positiva uε = (uε,1, . . . , uε,k) satisfazendo:

(i) uε,j admite um ponto de máximo xjε tal que limε→0 dist(xjε,M) = 0, para j = 1, . . . , k.

(ii) existem constantes positivas C e c tais que

uε,j(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xjε|)
)

para todo x ∈ RN e j = 1, . . . , k.

No Caṕıtulo 3 estudamos a equação (1) para N ≥ 2. Supomos que V é uma função

cont́ınua que satisfaz (V1) − (V2) e que h : R+ → R é uma função cont́ınua satisfazendo as

condições (h1), (h3) e a seguinte

(h′2) para q = 22∗ − 1 se N ≥ 3 ou 3 < q <∞ se N = 2, vale

lim
t→∞

|h(t)|
tq

= 0.

O principal resultado deste caṕıtulo é descrito a seguir.

Teorema 0.5. Existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0 o problema (1) tem uma solução

positiva uε ∈ C1,α
loc (RN) ∩ L∞(RN) satisfazendo o seguinte:

(i) uε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0 e para qualquer

sequência εn → 0 existem z0 ∈M e uma solução u0 de

−∆u−∆(u2)u+mu = h(u), u > 0, u ∈ H1(RN) (7)

tais que, a menos de subsequências,

xεn → z0 e uεn(εn ·+xεn)→ u0 em H1(RN) quando n→∞.

(ii) Existem constantes positivas C e c tais que

uε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)

para todo x ∈ RN .
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A prova do Teorema 0.5 é baseada no estudo de uma equação semilinear obtida depois

de uma mudança de variáveis introduzida em [43]. A fim de obter resultados de existência

para esta equação estudamos algumas propriedades das soluções de energia mı́nima para

uma equação limite obtida a partir de (7) pela mesma mudança de variáveis. Usando tais

propriedades, depois de alguns lemas técnicos, encontramos uma sequência de Palais-Smale

limitada num espaço adequado para o funcional associado. Assim, obtemos uma solução

para a equação semilinear o que nos fornece uma solução para o problema original (1).

No Caṕıtulo 4 estudamos a equação (1) no caso unidimensional, ou seja,

− ε2u′′ + V (x)u− ε2(u2)′′u = h(u) em R. (8)

Aqui também assumiremos que V ∈ C(R,R) satisfaz (V1) − (V2). Supomos ainda que

h : R+ → R é uma função localmente Lipschitz cont́ınua satisfazendo (h1) acima e

(h′′2) existe T > 0 tal que

h(T ) > mT, H(T ) =
m

2
T 2 e H(t) <

m

2
t2 para todo t ∈ (0, T ).

Hipóteses similares sobre a não linearidade foram usadas em [19] para o caso semilinear.

Seguindo a estratégia lá desenvolvida, usando métodos variacionais provaremos existência

e concentração de soluções positivas para (8) sem assumir a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz e sem exigir monotonicidade de h. Em particular melhoramos os resultados

em [4] onde h é uma potência pura. O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte.

Teorema 0.6. Existe ε0 > 0 tal que o problema (8) tem uma solução positiva uε ∈ C1,α
loc (R)

para todo 0 < ε < ε0, satisfazendo:

(i) uε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0 e para qualquer

sequência εn → 0 existe x0 ∈M e uma solução u0 de

− u′′ − (u2)′′u+mu = h(u), u > 0, u ∈ H1(R) (9)

tal que, a menos de subsequências,

xεn → x0 e uεn(εn ·+xεn)→ u0 em H1(R) quando n→∞.

(ii) existem constantes positivas C e c tais que

uε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)

para todo x ∈ R.

8



A fim de provar este teorema, embora o funcional energia associado ao problema (8)

esteja bem definido num subespaço de H1(RN), novamente fazemos uso da mudança de

variáveis introduzida em [43] e trabalhamos com uma equação semilinear. Isto nos permite

tratar com uma classe diferente de não linearidades.

No Caṕıtulo 5 consideramos uma classe de equações eĺıpticas quase-lineares da forma

− ε2∆u− ε2∆(u2)u+ V (x)u = K(x)h(u), u > 0 em RN (10)

onde ε > 0 é um parâmetro real pequeno e N ≥ 3. Assumimos que o potencial V : RN → R
é uma função cont́ınua satisfazendo a condição (V1) e a seguinte:

(V ′2) existem l domı́nios limitados Ωj em RN cujos fechos são disjuntos tais que

mj := inf
x∈Ωj

V (x) < inf
x∈∂Ωj

V (x), j = 1, . . . , l.

Usaremos a seguinte notação:

Mj = {x ∈ Ωj : V (x) = mj}, M =
l⋃

j=1

Mj, Ω =
l⋃

j=1

Ωj e m = max
1≤j≤l

mj.

Assumimos que a função K ∈ C(RN ,R+) ∩ L∞(RN) satisfaz:

(k1) existe zj ∈Mj tal que K(zj) = maxx∈RN K(x) para todo j ∈ {1, . . . , l};

(k2) k0 = infx∈Ω K(x) > 0.

Para h : R+ → R+ supomos que é uma função cont́ınua e satisfaz (h1)− (h′2) e ainda

(h′3) existe t0 > 0 tal que H(t0) > (m/2k0)t20.

Hipóteses similares sobre a não linearidade h foram usadas em [16] para o caso semilinear

e K ≡ 1. Seguindo a estratégia lá desenvolvida provaremos existência de soluções do tipo

“multi-peak”para (10) concentrando-se nos Ωj′s, sem assumir a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz e a monotonicidade da função h(t)/t. Além disso permitimos q = 2(2∗) − 1.

Mencionamos aqui também [46] e referências lá citadas, onde estuda-se existência e

concentração de soluções do tipo “single-peak”para a equação semilinear com hipóteses

mais gerais sobre as funções V e K mas considera-se h uma potência pura ou uma função

satisfazendo a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e tal que h(t)/t é monótona. O principal

resultado é o seguinte.
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Teorema 0.7. Existe ε0 > 0 tal que o problema (10) tem uma solução positiva uε ∈
C1,α
loc (RN) ∩ L∞(RN) para todo 0 < ε < ε0, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) uε admite l pontos de máximo local xjε tais que limε→0 dist(xjε,Mj) = 0 e para cada

sequência εn → 0 e j ∈ {1, . . . , l} existem xj ∈Mj e uma solução uj de

−∆u−∆(u2)u+mju = h(u), u > 0, u ∈ H1(RN) (11)

tais que, a menos de subsequência,

xjεn → xj e uεn(εn ·+xjεn)→ uj em H1(RN) quando n→∞.

(ii) existem constantes positivas C e ζ tais que

uε(x) ≤ C exp

(
−ζ
ε

min
j∈{1,...,l}

(|x− xjε|)
)

para todo x ∈ RN .

Aqui também faremos a mudança de variáveis e trabalhamos na construção de uma

sequência de Palais-Smale limitada para o funcional associado à equação semilinear obtida.
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CAPÍTULO 1

SOLUÇÕES PARA EQUAÇÕES DE

SCHRÖDINGER COM O

P-LAPLACIANO EM RN

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo estudaremos existência e concentração de soluções positivas para uma classe

de equações eĺıpticas quase-lineares em RN da forma

− εp∆pv + V (x)|v|p−2v = h(v), v > 0 em RN (1.1)

onde ε > 0 é um parâmetro pequeno, ∆pv = div(|∇v|p−2∇v) é o p-laplaciano e 1 < p < N .

O potencial V : RN → R é uma função cont́ınua satisfazendo as seguintes condições:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈RN

V (x) = V0 > 0;

(V2) existe um domı́nio limitado Ω em RN tal que

m := inf
x∈Ω

V (x) < inf
x∈∂Ω

V (x).
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A partir daqui usaremos a seguinte notação:

M := {x ∈ Ω : V (x) = m}

e sem perda de generalidade assumiremos que 0 ∈ M. Denotando p∗ = Np/(N − p) o

expoente cŕıtico de Sobolev, vamos supor também que a não linearidade h : R+ → R é uma

função cont́ınua e satisfaz:

(h̄1) limt→0+ h(t)/tp−1 = 0;

(h̄2) existem q ∈ (p− 1, p∗ − 1) e c > 0 tais que h(t) ≤ c(1 + tq) para todo t ∈ R+;

(h̄3) existe T > 0 tal que pH(T ) > mT p onde

H(t) :=

∫ t

0

h(s) ds.

No caso semilinear, o qual corresponde a p = 2, problemas eĺıpticos do tipo (1.1) têm

recebido considerável atenção nos últimos anos. Para a equação quase-linear acima há poucas

referências na literatura. Para existência de soluções positivas para uma classe de equações

envolvendo o operador p-laplaciano mencionamos [26, 37]. Em [26], com hipóteses similares

às usadas por [25] no caso semilinear, o autor prova existência e concentração de soluções

positivas para a seguinte equação envolvendo crescimento cŕıtico

−εp∆pv + V (x)|v|p−2v = h(v) + vp
∗−1 em RN .

O nosso principal objetivo neste caṕıtulo é estudar existência e comportamento assintótico

de soluções para a equação quase-linear (1.1) com hipóteses menos restritivas. Estendemos

para esta classe de problemas o resultado principal obtido em [15] e complementamos os

resultados de [26] no caso sub-cŕıtico uma vez que não supomos a condição Ambrosetti-

Rabinowitz e nem a monotonicidade da função h(t)/t. Sequer exigimos que h seja uma

função não-negativa.

A seguir apresentamos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 1.1. Suponha que o potencial V satisfaz (V1)−(V2) e h satisfaz (h̄1)−(h̄3). Então

existe ε0 > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solução positiva vε, para todo 0 < ε < ε0.

Além disso, vε satisfaz:
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(i) vε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0, e wε(x) := vε(εx+xε)

converge (a menos de subsequência), quando ε tende a zero, uniformemente em

compactos a uma solução de energia mı́nima de

−∆pu+mup−1 = h(u), u > 0, u ∈ W 1,p(RN); (1.2)

(ii) existem constantes positivas C e c tais que

vε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)
.

Hipóteses como (h̄1)− (h̄3) já foram usadas por Berestycki e Lions em [9], para p = 2, e

por J. M. do Ó e Medeiros em [27], para o caso 1 < p ≤ N , a fim de provar existência de

uma solução de energia mı́nima para o problema (1.2).

A fim de provar o Teorema 1.1, motivados pelos argumentos usados em [25] e [15],

nós modificamos a não linearidade h(t) transformando-a numa mais apropriada e usamos

uma mudança de variáveis para reformular o problema a fim de obter um novo cujo

funcional associado está bem definido e é de classe C1 num espaço adequado. Como não

podemos garantir que este funcional satisfaça a condição de compacidade de Palais-Smale

nós atingimos os resultados de existência de solução, para ε pequeno, por meio da construção

de uma sequência P-S limitada em um conjunto adequado. Este conjunto envolve soluções

do problema limite (1.2) e por isso se faz necessário um estudo prévio de tais soluções.

Provamos que esta sequência P-S é fortemente convergente e então o limite é uma solução

para o problema modificado. Depois disso mostraremos algumas propriedades destas soluções

o que implicará na existência de soluções para o problema original.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na próxima seção apresentamos a

reformulação do problema e alguns resultados preliminares incluindo o espaço apropriado

no qual vamos buscar por soluções. Na Seçao 1.3 estudaremos importantes propriedades

das soluções de energia mı́nima para o problema limite (1.2) e na Seção 1.4 provamos que o

ńıvel mini-max do funcional associado ao problema modificado converge ao ńıvel de energia

mı́nima do funcional associado ao problema limite quando ε tende a zero. Na Seção 1.5

provamos a existência da sequência P-S desejada e finalmente na Seção 1.6 conclúımos a

prova do Teorema 1.1.
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1.2 O problema modificado

Uma vez que condição (h̄1) implica que h(0) = 0 e estamos buscando por soluções positivas

para (1.1), é conveniente definirmos h(t) = 0 para t ≤ 0. Precisamos modificar a não

linearidade h a fim de que o funcional associado esteja bem definido e seja de classe C1.

Seguindo ideias de [9], definimos ĥ : R→ R como segue:

(i) se h(t) > 0 para qualquer t ≥ T̃ , seja ĥ = h;

(ii) se existe s0 ≥ T̃ tal que h(s0) = 0, seja

ĥ(t) =

{
h(t) para t < s0

0 para t ≥ s0,

onde T̃ := sup{t ∈ [0, T ] : h(t)−mtp−1 > 0}. Observe que ĥ(t) satisfaz as mesmas condições

que h(t) e ainda

(ĥ2) 0 ≤ lim inft→∞ ĥ(t)/tq ≤ lim supt→∞ ĥ(t)/tq <∞.

Além disso, se (ii) ocorre e u é uma solução para o problema (1.1) com ĥ(t) que tende a zero

no infinito então

φ(x) := max{u(x)− s0, 0} ∈ W 1,p
0 (B(0, R))

para algum R > 0. Usando φ como função teste obtemos∫
B(0,R)

(
εp|∇φ|p + V (x)up−1φ

)
dx = 0.

Assim φ = 0 e u ≤ s0 em RN . Portanto u é também uma solução de (1.1) com a não

linearidade original h(t). Neste caṕıtulo vamos substituir h por ĥ mas continuaremos

usando a mesma notação h(t). A fim de obtermos alguns resultados de convergência e

consequentemente resultados de existência para ε > 0 pequeno nós precisamos modificar

h(t) mais uma vez. Consideramos a seguinte função:

g(x, t) = χΩ(x)h(t) + (1− χΩ(x))h̃(t)

onde χΩ denota a função caracteŕıstica de Ω e

h̃(t) =

{
h(t) se t ≤ a

min{h(t), V0

2
tp−1} se t > a
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onde a ∈ (0, s0) é tal que |h(t)| ≤ (V0/2)tp−1 para 0 < t ≤ a. É fácil checar que g(x, t) é

uma função de Carathéodory que satisfaz as seguintes propriedades:

(g1) limt→0 g(x, t)/tp−1 = limt→0 h(t)/tp−1 = 0, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) 0 ≤ lim supt→∞ g(x, t)/tq ≤ lim supt→∞ h(t)/tq <∞ para todo x ∈ RN .

Então buscaremos soluções positivas para a equação

− εp∆pv + V (x)|v|p−2v = g(x, v), v ∈ W 1,p(RN) (1.3)

que tendam a zero fora de Ω, implicando g(x, v(x)) = h(v(x)) em RN . Observamos que

fazendo a mudança de variáveis u(x) = v(εx), equação (1.3) torna-se equivalente a

−∆pu+ V (εx)|u|p−2u = g(εx, u), u ∈ W 1,p(RN). (1.4)

Portanto nosso objetivo é encontrar soluções para esta última equação com determinadas

propriedades, o que nos fornecerá soluções para o problema original.

Vejamos agora o espaço adequado para buscarmos soluções bem como o funcional

associado ao problema (1.4). Seja Wε o completamento de C∞c (RN) com respeito à norma

‖u‖pε =

∫
RN

[|∇u|p + V (εx)|u|p] dx

e defina uma norma em W 1,p(RN) por

‖u‖p =

∫
RN

(|∇u|p + V0|u|p) dx.

Graças a (V1) vemos que a imersão Wε ↪→ W 1,p(RN) é cont́ınua. No decorrer deste trabalho,

para qualquer conjunto A ⊂ RN e ε > 0 denotamos Aε := {x ∈ RN : εx ∈ A}. Seja

Pε(u) =
1

p

∫
RN

[|∇u|p + V (εx)|u|p] dx−
∫

RN
G(εx, u) dx, u ∈ Wε

onde G(x, t) =
∫ t

0
g(x, s) ds. Definimos

χε(x) =

{
0 se x ∈ Ωε

ε−1 se x /∈ Ωε,

e

Qε(u) =

(∫
RN
χε(x)|u|p dx− 1

)p
+

.
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O funcional Qε atuará como uma penalização para forçar o fenômeno de concentração a

ocorrer dentro de Ω. Este tipo de penalização foi introduzido in [20] para o caso p = 2.

Finalmente seja Jε : Wε → R dado por

Jε(u) = Pε(u) +Qε(u).

O funcional Jε está bem definido e é de classe C1 com derivada de Fréchet dada por

〈J ′ε(u), v〉 =

∫
RN

[
|∇u|p−2∇u∇v + V (εx)|u|p−2uv

]
dx−

∫
RN
g(εx, u)v dx

+ p2

(∫
RN
χε(x)|u|p dx− 1

)p−1

+

∫
RN
χε(x)|u|p−2uv dx

para u, v ∈ Wε. Claramente um ponto cŕıtico de Pε corresponde a uma solução de (1.4).

Com o intuito de encontrar soluções que se concentrem em Ω quando ε tende a zero, iremos

procurar pontos cŕıticos de Jε para os quais Qε é zero.

1.3 O problema limite

Inicialmente vamos estudar algumas propriedades das soluções de energia mı́nima da equação

(1.2). O funcional energia associado ao problema limite (1.2) é dado por

Lm(u) =
1

p

∫
RN

(|∇u|p +m|u|p) dx−
∫

RN
H(u) dx, u ∈ W 1,p(RN).

Dizemos que U é uma solução de menor energia (ou de energia mı́nima) para o problema

limite se U é uma solução e Lm(U) = Em, onde

Em := min
{
Lm(u) : u ∈ W 1,p(RN) é uma solução de (1.2)

}
(1.5)

é dito ser o ńıvel de menor energia. Em [27] J. M. do Ó e E. Medeiros provaram que cada

solução u satisfaz a identidade de Pohozaev

N − p
p

∫
RN
|∇u|p dx+

N

p

∫
RN
m|u|p dx = N

∫
RN
H(u) dx (1.6)

e que existe uma solução de energia mı́nima de (1.2) se (h̄1)− (h̄3) são satisfeitas. Para isso

mostraram que Lm tem a geometria do passo da montanha e assim o ńıvel mini-max

Cm = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Lm(γ(t)),
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onde

Γ =
{
γ ∈ C

(
[0, 1],W 1,p(RN)

)
: γ(0) = 0 e Lm(γ(1)) < 0

}
,

está bem definido. Além disso provaram que Cm coincide com Em. A partir de um resultado

de Gongbao e Shusen ([37], Teorema 3.1) sabemos que qualquer solução u satisfaz

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Então pelos resultados de Maris [45] e Byeon, Jeanjean e Maris [18] (veja também [39])

sabemos que qualquer solução de energia mı́nima é, a menos de translação, radialmente

simétrica e monótona com respeito a r = |x| ∈ [0,∞). Observamos que graças a (h̄3) todos

estes resultados citados acima valem para qualquer valor c suficientemente próximo de m.

Seja Sm o conjunto das soluções de energia mı́nima de (1.2) tais que

max
x∈RN

U(x) = U(0).

Então obtemos o seguinte resultado de compacidade de Sm.

Proposição 1.2. Sm é compacto em W 1,p(RN). Além disso, existem C, c > 0 independentes

de U ∈ Sm tais que

U(x) + |∇U(x)| ≤ C exp(−c|x|) para todo x ∈ RN . (1.7)

Prova. Usando (1.6) vemos que para qualquer U ∈ Sm vale a igualdade

1

N

∫
RN
|∇U |p dx = Lm(U). (1.8)

Assim, {
∫

RN |∇U |
p dx : U ∈ Sm} é limitado. By (h̄1)− (ĥ2) vemos que existe C > 0 tal que

para qualquer U ∈ Sm

m

∫
RN
Up dx ≤

∫
RN
h(U)U dx ≤ m

2

∫
RN
Up dx+ C

∫
RN
Up∗ dx.

Então usando a desigualdade de Sobolev,

‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp ∀u ∈ W 1,p(RN),

obtemos {
∫

RN U
p dx : U ∈ Sm} também limitado. Dáı segue que Sm é limitado em W 1,p(RN).

Usando um método iterativo devido a Moser vemos que esta limitação implica que Sm é
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também limitado em L∞(RN) (a prova é análoga à da Proposição 1.14). Pelo Lema Radial

([9], Lema Radial A.IV) temos

U(x) ≤ C
‖U‖Lp
|x|N/p

para todo x 6= 0,

onde C = C(N, p). Assim lim|x|→∞ U(x) = 0 uniformemente para U ∈ Sm. Então devido a

(h̄1) existe R > 0 suficientemente grande tal que

|h(U(x))| ≤ m

2
[U(x)]p−1 para todo x ∈ RN\B(0, R) e U ∈ Sm.

Com esta convergência para zero uniforme em U ∈ Sm vemos que o Teorema 3.1 em [37] se

aplica e assim, existem c0, C0 tais que ‖U‖∞ ≤ C0 exp(−c0R) e U(x) ≤ C0 exp(−c0|x|) para

todo x ∈ RN\B(0, R) e U ∈ Sm. Se x ∈ B(0, R) então

U(x) ≤ C0 exp(−c0R) ≤ C0 exp(−c0|x|)

o que prova o decaimento exponencial uniforme para U . Para o decaimento de |∇U | veja

([27], Teorema 1.9). Portanto (1.7) é válido. Agora seja {Un} uma sequência em Sm.

Assumimos que Un ⇀ U em W 1,p(RN), Un → U em Lploc(RN) e Un(x) → U(x) para quase

todo x ∈ RN (a menos de subsequência). Temos

−∆pUn = h(Un)−mUp−1
n em RN

com h(Un)−mUp−1
n → h(U)−mUp−1 emW−1,p′(B(0, k)) para cada k ∈ N, onde p′ = p/(p−1)

e

[h(Un)−mUp−1
n ]φ =

∫
B(0,k)

[h(Un)−mUp−1
n ]φ dx para φ ∈ W 1,p

0 (B(0, k)).

Então podemos aplicar os resultados clássicos de convergência devido a Boccardo e Murat

(veja [11], Teorema 2.1 e Observação 2.1) para obter ∇Un(x) → ∇U(x) para quase todo

ponto x ∈ RN . Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue de (1.7)

que ∫
RN
|∇Un|p dx→

∫
RN
|∇U |p dx e

∫
RN
Up
n dx→

∫
RN
Up dx quando n→∞.

Assim Un → U em W 1,p(RN). Consequentemente U é também uma solução de (1.2) e

Lm(U) = Em. Já que Un é radialmente simétrica para todo n, obtemos U radialmente

simétrica e assim U ∈ Sm. Este é o fim da prova.
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1.4 O ńıvel mini-max

Fixado U ∈ Sm definamos Ut(x) = U(x/t) para x ∈ RN e t > 0. Usando a identidade de

Pohozaev vemos que

Lm(Ut) =
1

p

∫
RN

[
|∇U(x/t)|p

tp
+mUp(x/t)

]
dx−

∫
RN
H(U(x/t)) dx

=
1

p

∫
RN

[
tN−p|∇U(x)|p + tNmUp(x)

]
dx− tN

∫
RN
H(U(x)) dx

=

(
tN−p

p
− tN

p∗

)∫
RN
|∇U(x)|p dx. (1.9)

Como
(
tN−p/p− tN/p∗

)
→ −∞ quando t→∞ existe t0 > 1 tal que

Lm(Ut) < −2 para t ≥ t0. (1.10)

Graças à condição (h̄3) podemos escolher β ≤ dist(M,RN\Ω)/10 suficientemente pequeno

tal que

H(T ) >
V (x)

p
T p para todo x ∈M5β, (1.11)

onde Aδ := {x ∈ RN : dist(x,A) ≤ δ} para qualquer A ⊂ RN e δ > 0. Em particular os

resultados de [27] valem para LV (x) no lugar de Lm para todo x ∈ M5β. Agora escolhemos

uma função ϕ ∈ C∞c (RN ,R) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 se |x| ≤ β e ϕ(x) = 0 se |x| ≥ 2β.

Além disso, pedimos que ϕ(x) ≤ ϕ(y) se |y| ≤ |x|. Definimos ϕε(x) = ϕ(εx) e para z ∈Mβ

e U ∈ Sm

U z
ε (x) = ϕε(x− z/ε)U(x− z/ε), x ∈ RN .

Para ε suficientemente pequeno iremos encontrar uma solução para a equação (1.4) próxima

ao conjunto

Xε = {U z
ε : z ∈Mβ, U ∈ Sm}.

Afirmação 1.3. O conjunto Xε é compacto em Wε.

De fato, seja {un} uma sequência em Xε. Por definição

un(x) = ϕε(x− zn/ε)Un(x− zn/ε), x ∈ RN

onde {zn} ⊂ Mβ e {Un} ⊂ Sm. Pela compacidade de Sm e Mβ, a menos de subsequência,

existem U0 ∈ Sm e z0 ∈Mβ satisfazendo

Un → U0 em W 1,p(RN) e zn → z0 em RN , quando n→∞.
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Denotando u0(x) := ϕε(x− z0/ε)U0(x− z0/ε) temos que u0 ∈ Xε. Além disso,∫
RN
|∇un −∇u0|p dx ≤ c

∫
RN
|∇un −∇[ϕε(x− zn/ε)U0(x− zn/ε)]|p dx

+ c

∫
RN
|∇[ϕε(x− zn/ε)U0(x− zn/ε)]−∇u0|p dx

≤ c

∫
RN
|∇[ϕε(x) (Un − U0)]|p dx

+ c

∫
RN
|∇ [(ϕε(x)− ϕε(x− (z0 − zn)/ε))U0]|p dx

+ c

∫
RN
|∇ [ϕε(x) (U0(x− (zn − z0)/ε)− U0(x))]|p dx.

Já que 0 ≤ ϕε ≤ 1 e |∇ϕε(x)| = ε|∇ϕ(εx)| ≤ C(ε), obtemos∫
RN
|∇un − ∇u0|p dx

≤ C

∫
RN

[|∇Un −∇U0|p + |Un − U0|p + |∇ϕ(εx)−∇ϕ(εx− z0 + zn)|p Up
0 ] dx

+C

∫
RN

[|ϕ(εx)− ϕ(εx− z0 + zn)|p |∇U0|p + |U0(x− (zn − z0)/ε)− U0|p] dx

+C

∫
RN
|∇U0(x− (zn − z0)/ε)−∇U0|p dx.

Usando a continuidade destas funções, a convergência de {zn} e de {Un} e o decaimento

exponencial de U0 + |∇U0| segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que∫
RN
|∇un −∇u0|p dx→ 0 quando n→∞. (1.12)

Por outro lado, já que |z0|, |zn| ≤ c e a função ϕ tem suporte compacto temos∫
RN
V (εx)|un − u0|p dx

≤
∫

RN
V (εx+ zn) [ϕp(εx) |Un − U0|p + |ϕ(εx)− ϕ(εx− z0 + zn)|pUp

0 ] dx

+

∫
RN
V (εx+ z0)ϕp(εx)|U0(x− (zn − z0)/ε)− U0|p dx

≤ C

∫
RN

[|Un − U0|p + |ϕ(εx)− ϕ(εx− z0 + zn)|pUp
0 ] dx

+C

∫
RN
|U0(x− (zn − z0)/ε)− U0|p dx.

20



Então ∫
RN
V (εx)|un − u0|p dx→ 0 quando n→∞. (1.13)

Por (1.12) e (1.13), deduzimos que un → u0 em Wε e consequentemente Xε é compacto.

Lema 1.4. Denotando U0 ≡ wε,0 ≡ 0 e wε,t(x) = ϕε(x)Ut(x) para t > 0 temos

sup
t∈[0,t0]

|Jε(wε,t)− Lm(Ut)| → 0 quando ε→ 0.

Prova. Já que supp(wε,t) ⊂ Ωε e supp(χε) ⊂ RN\Ωε para ε > 0, temos Qε(wε,t) = 0 e

G(εx, wε,t) = H(wε,t) para todo t ≥ 0 e x ∈ RN . Então para t ∈ (0, t0] obtemos

|Pε(wε,t)− Lm(Ut)| ≤
1

p

∣∣∣∣∫
RN

[(|∇wε,t|p − |∇Ut|p) + (V (εx)ϕpε −m)Up
t ] dx

∣∣∣∣
+

∫
RN
|H(wε,t)−H(Ut)| dx.

Usando uma mudança de variáveis e o decaimento exponencial de U vemos que∫
RN
|∇wε,t −∇Ut|p dx =

∫
RN
|∇[(1− ϕε)Ut]|p dx

≤ c

∫
RN

[εp|Ut|p + (1− ϕε)p|∇Ut|p] dx

≤ c

∫
RN

[
tN0 ε

pUp + tN−p0 (1− ϕε(t0x))p|∇U |p
]

dx

≤ C

∫
RN

[
tN0 ε

p + tN−p0 (1− ϕε(t0x))p
]

exp(−cp|x|) dx

para todo t ∈ (0, t0]. Então ∇wε,t → ∇Ut em Lp(RN) quando ε → 0, uniformemente em

t ∈ [0, t0]. Por outro lado, para t ∈ [0, t0]∫
RN
|V (εx)ϕpε −m|U

p
t dx ≤ C

∫
RN
|V (εx)ϕpε −m| exp(−2c|x|/t0) dx.

Agora, lembrando que

H(a+ b)−H(a) = b

∫ 1

0

h(a+ sb) ds, (1.14)

de (h̄1)− (ĥ2) conclúımos que∫
RN
|H(wε,t)−H(Ut)| dx ≤

∫
RN
|wε,t − Ut|

∫ 1

0

|h (Ut + s(wε,t − Ut)) | ds dx

≤ C

∫
RN

(1− ϕε)
(
Up
t + U q+1

t

)
dx

≤ C

∫
RN

(1− ϕε) exp (−(cp/t0)|x|) dx,
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para t ∈ [0, t0]. Portanto Jε(wε,t)→ Lm(Ut) quando ε→ 0, uniformemente em t ∈ [0, t0].

Usando (1.10) conclúımos a partir do Lema 1.4 que existe ε0 > 0 tal que

|Jε(wε,t0)− Lm(Ut0)| ≤ −Lm(Ut0)− 1 e Jε(wε,t0) < −1 para ε ∈ (0, ε0).

Definimos então para ε ∈ (0, ε0) o ńıvel mini-max do funcional Jε

Cε = inf
γ∈Γε

max
s∈[0,1]

Jε(γ(s)), (1.15)

onde

Γε = {γ ∈ C([0, 1],Wε) : γ(0) = 0 e γ(1) = wε,t0}.

A próxima proposição mostra que o ńıvel mini-max de Jε converge para o ńıvel mini-max

de Lm quando ε tende a zero.

Proposição 1.5. Para Em e Cε definidos em (1.5) e (1.15) respectivamente obtemos

lim
ε→0

Cε = Em.

Prova. Primeiramente provaremos que

lim sup
ε→0

Cε ≤ Em. (1.16)

Observamos que se t→ t1 onde t1 ∈ (0, t0) então wε,t → wε,t1 em Wε. Analogamente,

‖wε,t‖pε ≤ c

∫
RN

[ |∇ϕε|pUp
t + ϕpε|∇Ut|p + V (εx)ϕpεU

p
t ] dx

≤ C

∫
RN

(
tNUp + tN−p|∇U |p

)
dx

implica que wε,t → wε,0 = 0 em Wε quando t→ 0+. Assim, definindo

γε(s) = wε,st0 , s ∈ [0, 1] (1.17)

obtemos γε ∈ Γε e

Cε ≤ max
s∈[0,1]

Jε(γε(s)) = max
t∈[0,t0]

Jε(wε,t) := Dε. (1.18)

Pelo Lema 1.4 vemos que

lim
ε→0

max
t∈[0,t0]

Jε(wε,t) ≤ max
t∈[0,t0]

Lm(Ut).
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Usando (1.8) e (1.9) obtemos

max
t∈[0,t0]

Lm(Ut) = max
t∈[0,t0]

(
tN−p

p
− tN

p∗

)∫
RN
|∇U(x)|p dx

=
1

N

∫
RN
|∇U(x)|p dx = Lm(U) = Em, (1.19)

e então (1.16) está provado. A seguir provaremos que

lim inf
ε→0

Cε ≥ Em. (1.20)

Suponhamos por contradição que lim infε→0Cε < Em. Então existem α, ε > 0 e γ ∈ Γε

satisfazendo

max
s∈[0,1]

Jε(γ(s)) < Em − α e
m

p
ε
[
1 + (1 + Em)1/p

]
< min{α, 1}.

Já que Pε(γ(0)) = 0 e Pε(γ(1)) < −1 podemos encontrar s0 ∈ (0, 1) tal que

Pε(γ(s0)) = −1 e Pε(γ(s)) > −1 para s ∈ [0, s0].

Então

Qε(γ(s)) ≤ Jε(γ(s)) + 1 < Em − α + 1 < Em + 1 para todo s ∈ [0, s0].

Isto implica ∫
RN\Ωε

|γ(s)|p dx ≤ ε
[
1 + (1 + Em)1/p

]
para s ∈ [0, s0].

Uma vez que G(x, t) ≤ H(t), segue que

Pε(γ(s)) =
1

p

∫
RN

(|∇γ(s)|p +m|γ(s)|p) dx−
∫

RN
G(εx, γ(s)) dx

+
1

p

∫
RN

(V (εx)−m)|γ(s)|p dx

≥ Lm(γ(s))− m

p

∫
RN\Ωε

|γ(s)|p dx

≥ Lm(γ(s))− m

p
ε
[
1 + (1 + Em)1/p

]
para s ∈ [0, s0].

Assim,

Lm(γ(s0)) ≤ m

p
ε
[
1 + (1 + Em)1/p

]
− 1 < 0
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e lembrando que Em = Cm, o ńıvel do passo da montanha para Lm, (veja [27]) temos

max
s∈[0,s0]

Lm(γ(s)) ≥ Em.

Pelas estimativas acima, lembrando que Qε(γ(s)) ≥ 0, obtemos

Em − α > max
s∈[0,s0]

Pε(γ(s)) > Em −
m

p
ε
[
1 + (1 + Em)1/p

]
> Em − α.

Esta contradição mostra que (1.20) vale e portanto

lim
ε→0

Dε = lim
ε→0

Cε = Em. (1.21)

Isto conclui a prova da proposição.

1.5 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional

energia

Para qualquer A ⊂ Wε e α > 0 definimos

Jαε = {u ∈ Wε : Jε(u) ≤ α} e Aα = {u ∈ Wε : inf
v∈A
‖u− v‖ε ≤ α}.

Com estas notações em mente, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.6. Sejam εn → 0 e un ∈ Xd
εn tais que

lim
n→∞

Jεn(un) ≤ Em e lim
n→∞

‖J ′εn(un)‖∗ = 01.

Então, para d ∈ (0, d0), existem {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e U0 ∈ Sm satisfazendo

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn = 0,

a menos de subsequências, se d0 é suficientemente pequeno.

Prova. Pela definição de Xd
εn e pela compacidade de Xεn existem {Zn} ⊂ Sm e {zn} ⊂ Mβ

tais que

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)‖εn ≤ d.

Pela compacidade de Sm eMβ, passando a uma subsequência se necessário, podemos assumir

que Zn → Z em W 1,p(RN) e zn → z0 em RN para Z ∈ Sm e z0 ∈Mβ. Então temos a seguinte

desigualdade.

1Denotamos por ‖J ′ε(u)‖∗ a norma de J ′ε(u) no dual de Wε.
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Afirmação 1.7. Para n suficientemente grande segue que

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn ≤ 2d. (1.22)

Com efeito, é suficiente mostrar que

lim
n→∞

‖ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)− ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn = 0. (1.23)

Já que (y + zn) ∈ Ω para todo y ∈ B(0, 2β) e n ∈ N, vemos que

‖ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)− ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖pεn
=

∫
RN

[
|∇[ϕεn(y)(Zn − Z)]|p + V (εny + zn)ϕpεn(y) |Zn − Z|p

]
dy

≤ c

∫
RN

[εpn|∇ϕ(εny)|p|Zn − Z|p + |∇(Zn − Z)|p + |Zn − Z|p] dy

≤ c ‖Zn − Z‖p.

Uma vez que Zn → Z emW 1,p(RN) esta desigualdade implica (1.23), o que prova a afirmação.

Dividimos a prova desta proposição em cinco passos.

Passo 1: Para qualquer R > 0 temos

lim
n→∞

sup
y∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(y,R)

|un|p dx = 0

onde A(y; r1, r2) := {x ∈ RN : r1 ≤ |x− y| ≤ r2} para y ∈ RN e 0 < r1 < r2.

De fato, suponha que isto não vale. Então existem R > 0 e uma sequência {z̃n} satisfazendo

z̃n ∈ A
(
zn
εn

;
β

2εn
,
3β

εn

)
e lim

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|un|p dx > 0.

Podemos assumir que εnz̃n → z̃0 e que w̃n := un(· + z̃n) ⇀ w̃ em W 1,p(RN) para algum

z̃0 ∈ A (z0; β/2, 3β) e w̃ ∈ W 1,p(RN). Devido ao Teorema de Rellich-Kondrachov (veja [52],

Teorema A.5) temos a compacidade da imersão W 1,p(B(0, R)) ↪→ Lp(B(0, R)) o que implica∫
B(0,R)

|w̃|p dx = lim
n→∞

∫
B(0,R)

|w̃n|p dx = lim
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|un|p dx > 0

e então w̃ 6= 0. Agora fixemos k ≥ 1. Já que z̃0 ∈ Ω, existe n0 = n0(k) ∈ N tal que

εn(x+ z̃n) ∈ Ω para todo x ∈ B(0, k) e n ≥ n0. Pela definição de χε e g(x, t) segue que

Q′εn(un)φ(· − z̃n) = 0 e g(εn(·+ z̃n), t)φ = h(t)φ
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para todo n ≥ n0 e φ ∈ W 1,p
0 (B(0, k)). Assim∣∣∣∣∫

B(0,k)

[
|∇w̃n|p−2∇w̃n∇φ+ V (εn(x+ z̃n))|w̃n|p−2w̃nφ

]
dx−

∫
B(0,k)

h(w̃n)φ dx

∣∣∣∣
= |J ′εn(un)φ(· − z̃n)| ≤ C‖J ′εn(un)‖∗‖φ‖W 1,p(B(0,k)) para todo n ≥ n0.

Uma vez que limn→∞ ‖J ′εn(un)‖∗ = 0 podemos escrever

−∆pw̃n = h(w̃n)− V (εn(·+ z̃n))|w̃n|p−2w̃n + fn em D′(B(0, k)) (1.24)

onde fn → 0 em W−1,p′(B(0, k)). Vemos também que

[h(w̃n)− V (εn(·+ z̃n))|w̃n|p−2w̃n]→ [h(w̃)− V (z̃0)|w̃|p−2w̃] em W−1,p′(B(0, k)).

Assim, podemos aplicar o resultado de convergência de Boccardo e Murat (veja [11], Teorema

2.1 e Observação 2.1) o que nos dá{
∇w̃n(x) → ∇w̃(x) q.t.p. em B(0, k)

|∇w̃n|p−2∇w̃n ⇀ |∇w̃|p−2∇w̃ em
(
Lp
′
(B(0, k))

)N
e nos permite passar o limite em (1.24), obtendo que w̃ satisfaz

−∆pw̃ + V (z̃0)|w̃|p−2w̃ = h(w̃) em D′(B(0, k)).

Sendo k arbitrário temos∫
RN

(
|∇w̃|p−2∇w̃∇φ+ V (z̃0)|w̃|p−2w̃φ

)
dx =

∫
RN
h(w̃)φ dx

para qualquer φ ∈ C∞c (RN). Consequentemente

−∆pw̃ + V (z̃0)|w̃|p−2w̃ = h(w̃) em RN .

Já que h(t) = 0 para t ≤ 0, tomando w̃− como função teste, vemos que w̃− ≡ 0 e portanto

w̃ ≥ 0. Assim segue da desigualdade de Harnack que w̃ > 0. Usando (1.11) e a definição de

ńıvel de menor energia, temos LV (z̃0)(w̃) ≥ EV (z̃0). Como a imersão W 1,p(RN) ↪→ D1,p(RN)

é cont́ınua temos w̃n ⇀ w̃ em D1,p(RN). Dáı para cada r > 0 vale∫
B(0,r)

|∇w̃|p dx = ‖w̃‖pD1,p(B(0,r)) ≤ lim inf
n→∞

‖w̃n‖pD1,p(B(0,r)) = lim inf
n→∞

∫
B(0,r)

|∇w̃n|p dx.
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Logo, sendo p > 1, para R suficientemente grande temos

1

p

∫
RN
|∇w̃|p dx ≤ lim inf

n→∞

∫
B(0,R)

|∇w̃n|p dx = lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|p dx.

Usando o fato de que V (z̃0) ≥ m e os ńıveis de menor energia dos funcionais Lm e LV (z̃0)

coincidem com seus respectivos ńıveis do passo da montanha, temos EV (z̃0) ≥ Em. Graças à

identidade de Pohozaev vemos que∫
RN
|∇w̃|p dx = NLV (z̃0)(w̃).

Logo obtemos

lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|p dx ≥ N

p
LV (z̃0)(w̃) ≥ N

p
Em > 0.

Lembrando que |z̃n− zn/εn| ≥ β/2εn, a partir de (1.22) vemos que existe n0 = n0(d) tal que∫
B(z̃n,R)

|∇un|p dx ≤ 2p−1

∫
RN
|∇un −∇ (ϕεn(x− zn/εn)Z(x− zn/εn)) |p dx

+2p−1

∫
B(z̃n,R)

|∇(ϕεn(x− zn/εn)Z(x− zn/εn))|p dx

≤ 2p−1(2d)p + εnc‖Z‖pLp + c

∫
B(z̃n−zn/εn,R)

|∇Z|p dx

≤ 22pdp para todo n ≥ n0.

Aqui usamos o fato de que (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) para todo a, b ≥ 0 e p > 1. Então

N

p
Em ≤ lim inf

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|p dx ≤ 22pdp

o que é uma contradição para d ∈
(

0, (NEm/(p2
2p))

1/p
)

. Isto prova o Passo 1.

Passo 2: Definindo un,1 = ϕεn(· − zn/εn)un e un,2 = un − un,1 temos

Jεn(un) ≥ Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1).2 (1.25)

De fato, como supp(χεn) ∩ supp (ϕεn(· − zn/εn)) = ∅ segue da definição de un,1 e un,2 que

Qεn(un,1) = 0 e Qεn(un) = Qεn(un,2). Então

Jεn(un) = Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1)−
∫

RN
[G(εnx, un)−G(εnx, un,1)−G(εnx, un,2)] dx

−1

p

∫
RN

{
ϕpεn(x− zn/εn) + [1− ϕεn(x− zn/εn)]p − 1

}
[|∇un|p + V (εnx)|un|p] dx

≥ Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1)−
∫

RN
[G(εnx, un)−G(εnx, un,1)−G(εnx, un,2)] dx.

2 Denotamos o(1) a qualquer sequência {an} ⊂ R tal que limn→∞ an = 0

27



A fim de concluir a prova do Passo 2 precisamos estimar esta última integral. Temos∫
RN

[G(εnx, un) − G(εnx, un,1)− G(εnx, un,2)] dx

=

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
[G(εnx, un)−G(εnx, un,1)−G(εnx, un,2)] dx

=

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
[H(un)−H(un,1)−H(un,2)] dx.

Escolhemos ψ ∈ C∞c (RN ,R) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em A(0; β, 2β) e ψ ≡ 0 em

RN\A(0; β/2, 3β). Definindo ψn(x) = ψ(εnx− zn)un(x), para n grande obtemos

sup
A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|un|p dx ≥ sup
A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|ψn|p dx = sup
z∈RN

∫
B(z,R)

|ψn|p dx

e pelo Passo 1 segue que

lim
n→∞

(
sup
z∈RN

∫
B(z,R)

|ψn|p dx

)
= 0.

Então, usando um resultado de Lions (veja [42], Lema 1.1) temos que ψn → 0 em Lq+1(RN)

quando n→∞. Uma vez que ψn = un em A(zn/εn; β/εn, 2β/εn) obtemos

lim
n→∞

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|q+1 dx = 0.

Finalmente, por (h̄1)− (ĥ2) vemos que dado σ > 0 existe Cσ > 0 satisfazendo

|H(t)| ≤ (σ/6c̃)|t|p + Cσ|t|q+1 para todo t ∈ R,

onde c̃ é uma constante positiva tal que ‖un‖pLp ≤ c̃. Como |un,1|, |un,2| ≤ |un| temos∫
RN
|G(εnx, un)−G(εnx, un,1) − G(εnx, un,2)| dx

≤
∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
(|H(un)|+ |H(un,1)|+ |H(un,2)|) dx

≤ σ

2c̃

∫
RN
|un|p dx+ 3Cσ

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|q+1 dx

≤ σ

para n grande. Assim (1.25) fica provado.
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Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe n0 = n0(d) tal que

Jεn(un,2) ≥ 1

4p
‖un,2‖pεn para qualquer n ≥ n0. (1.26)

Com efeito, vemos que para qualquer n ∈ N e u ∈ Wεn vale

‖ϕεn(· − zn/εn)u‖pεn ≤
∫

RN

[
2p−1 (εpn|∇ϕ(εnx− zn)|p|u|p + |∇u|p) + V (εnx)|u|p

]
dx

≤ c‖u‖pεn

para algum c > 0. Então, usando a desigualdade (1.22) vemos que existe n0 = n0(d) tal que

‖un,2‖εn ≤ ‖un − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn + ‖un,1 − ϕ2
εn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn

+ ‖ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)− ϕ2
εn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn

≤ (c+ 2)2d = Cd para todo n ≥ n0.

Usando (h̄1)− (ĥ2) e a desigualdade de Sobolev temos

Jεn(un,2) ≥ Pεn(un,2) ≥ 1

p
‖un,2‖pεn −

V0

2p

∫
RN
|un,2|p dx− C

∫
RN
|un,2|p

∗
dx

≥ 1

2p
‖un,2‖pεn − Cc‖un,2‖

p∗

εn ≥ ‖un,2‖
p
εn

(
1

2p
− C̃dp∗−p

)
≥ 1

4p
‖un,2‖pεn para todo n ≥ n0

desde que d > 0 seja suficientemente pequeno satisfazendo C̃dp
∗−p < 1/4p.

Passo 4: Temos limn→∞ Jεn(un,1) = Em e z0 ∈M.

De fato, definamos wn := un,1(· + zn/εn). Podemos assumir que wn ⇀ w em W 1,p(RN).

Vejamos que w 6= 0. Usando (h̄1)− (ĥ2) vemos que dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que∫
RN

(|∇Z|p +mZp) dx =

∫
RN
h(Z)Z dx ≤ Cσ

∫
RN
Zp dx+ σ

∫
RN
Zp∗ dx

para todo Z ∈ Sm. Usando a desigualdade de Sobolev e (1.8) obtemos

NEm − cσ(NEm)p
∗/p = ‖∇Z‖pLp − cσ‖∇Z‖

p∗

Lp ≤ (Cσ −m)

∫
RN
Zp dx.

Tomando σ > 0 pequeno vemos que existe c0 > 0 tal que ‖Z‖Lp ≥ 2c0 para qualquer Z ∈ Sm

e por (1.7) existe R > 0 tal que ‖Z‖Lp(B(0,R)) ≥ c0 para qualquer Z ∈ Sm. Para este R existe

n1 tal que |εnx| ≤ β para todo x ∈ B(0, R) e n ≥ n1. Então ϕεnZ = Z em B(0, R) e

cd ≥ ‖un,1 − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn ≥ V
1/p

0 ‖wn − ϕεnZ‖Lp(B(0,R))

≥ V
1/p

0

[
‖ϕεnZ‖Lp(B(0,R)) − ‖wn‖Lp(B(0,R))

]
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para algum c > 0 e para n suficientemente grande. Então para d ∈
(

0, V
1/p

0 c0/2c
)

temos

‖wn‖Lp(B(0,R)) ≥ ‖ϕεnZ‖Lp(B(0,R)) − V −1/p
0 cd ≥ c0

2

se n ≥ n1 é grande. Dáı, pela compacidade da imersão W 1,p(B(0, R)) ↪→ Lp(B(0, R)) temos

‖w‖Lp(B(0,R)) > 0 e portanto w 6= 0. Além disso, para cada compacto K ⊂ RN segue que

un,1(y + zn/εn) = un(y + zn/εn) em K

para n grande. Então, assim como no Passo 1 conclúımos que w satisfaz

−∆pw + V (z0)|w|p−2w = h(w), w > 0 em RN .

Agora devemos considerar dois casos:

Case 1 : lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
B(y,1)

|wn − w|p dx = 0. (1.27)

Case 2 : lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
B(y,1)

|wn − w|p dx > 0. (1.28)

Se o Caso 1 ocorre temos wn → w em Lq+1(RN) (veja Teorema ??) . Agora usando (1.14),

de (h̄1)− (ĥ2) segue que dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que

|H(wn)−H(w)| ≤ |wn − w|
∫ 1

0

σ
(
|w|p−1 + tp−1|wn − w|p−1

)
dt

+Cσ|wn − w|
∫ 1

0

(|w|q + tq|wn − w|q) dt.

Pela limitação de {wn} em W 1,p(RN) obtemos∫
RN
|H(wn)−H(w)| dx ≤ c

[
σ + Cσ

(
‖wn − w‖Lq+1 + ‖wn − w‖q+1

Lq+1

)]
≤ C̃σ

para n grande. Assim∫
RN
H(wn) dx→

∫
RN
H(w) dx quando n→∞. (1.29)

Suponhamos por absurdo que o Caso 2 ocorra. Então existe {ẑn} ⊂ RN tal que

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn − w|p dx > 0.
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Uma vez que wn ⇀ w em W 1,p(RN) devemos ter

|ẑn| → ∞. (1.30)

Consequentemente

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|w|p dx = 0 e dáı lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|p dx > 0.

Já que wn(x) = ϕεn(x)un(x + zn/εn), se x ∈ supp(wn) deve-se ter |εnx| ≤ 2β. Pelo limite

anterior vemos que existe xn ∈ supp(wn) ∩B(ẑn, 1) para n grande e assim

|ẑn| ≤ |ẑn − xn|+ |xn| ≤ 1 +
2β

εn
≤ 3β

εn

para n grande. Se |ẑn| ≥ β/2εn para alguma subsequência segue do Passo 1 que

0 < lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|p dx = lim
n→∞

∫
B(ẑn+zn/εn,1)

|un|p dx

≤ lim
n→∞

sup
y∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(y,1)

|un|p dx = 0

o que é imposśıvel. Então |ẑn| ≤ β/2εn para n grande. Podemos então assumir que

εnẑn → ẑ0 e un,1(·+ ẑn + zn/εn) ⇀ w̃ (1.31)

e vemos que ẑ0 ∈ B(0, β/2) e w̃ ∈ W 1,p(RN)\{0}. Então, dado um compacto K ⊂ RN ,

temos εn(x+ ẑn) ∈ B(0, β) e ϕεn(x+ ẑn) = 1 para todo x ∈ K se n é grande. Ou seja,

wn(x+ ẑn) = un,1(x+ ẑn + zn/εn) = un(x+ ẑn + zn/εn) em K

para n grande. Consequentemente, como no Passo 1, segue que w̃ satisfaz

−∆pw̃ + V (ẑ0 + z0)|w̃|p−2w̃ = h(w̃), w̃ > 0 em RN .

Análogo ao Passo 1, por causa de (1.30) chegamos a uma contradição com (1.22) se d > 0 é

suficientemente pequeno. Até agora provamos que o Caso 2 não pode ocorrer e portanto o

Caso 1 vale de modo que (1.29) é verdadeiro.

Então, sendo H(wn) = G(εnx,wn) para todo n ∈ N, segue de (1.29) que

lim inf
n→∞

Jεn(un,1) ≥ lim inf
n→∞

{
1

p

∫
RN

[|∇wn|p + V (εnx+ zn)|wn|p] dx−
∫

RN
H(wn) dx

}
≥ 1

p

∫
RN

[|∇w|p + V (z0)wp] dx−
∫

RN
H(w) dx

≥ LV (z0)(w) ≥ EV (z0) ≥ Em.
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Por outro lado, usando os Passos 2, 3 obtemos

Em ≥ lim sup
n→∞

Jεn(un) ≥ lim sup
n→∞

[Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1)] ≥ lim sup
n→∞

Jεn(un,1).

Logo EV (z0) = Em e limn→∞ Jεn(un,1) = LV (z0)(w) = Em. Além disso, pelo Teorema 1.8 em

[27] vemos que a > b implica Ea > Eb. Portanto V (z0) = m e o Passo 4 está provado.

Passo 5: Conclusão

Segue do Passo 4 que w é uma solução de energia mı́nima para (1.2). Tomando z1 ∈ RN

tal que w(z1) = maxRN w(x) e definindo U0(x) = w(x + z1) temos U0 ∈ Sm. Finalmente, a

condição (V2) aliada ao Passo 4 nos fornece∫
RN

[|∇w|p +mwp] dx = Em +

∫
RN
H(w)dx ≥ lim sup

n→∞

∫
RN

[|∇un,1|p + V (εnx)|un,1|p] dx

≥ lim sup
n→∞

∫
RN

[|∇un,1|p +m|un,1|p] dx

= lim sup
n→∞

∫
RN

[|∇wn|p +m|wn|p] dx.

Isto prova que ‖wn‖ → ‖w‖ e sendo W 1,p(RN) um espaço uniformemente convexo segue que

wn → w em W 1,p(RN). Então, definindo yn = zn/εn + z1 vemos que

‖un,1 − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, usando os Passos 2,3 e 4, obtemos

Em ≥ lim
n→∞

Jεn(un) ≥ lim
n→∞

[
Jεn(un,1) +

1

4p
‖un,2‖pεn + o(1)

]
= Em +

1

4p
lim sup
n→∞

‖un,2‖pεn ,

o que implica ‖un,2‖εn → 0. Isto completa a prova da proposição.

Observamos que o resultado da Proposição 1.6 vale para d0 > 0 suficientemente pequeno

independente das sequências satisfazendo as hipóteses.

Corolário 1.8. Para qualquer d ∈ (0, d0) existem constantes ω > 0 e εd > 0 tais que

‖J ′ε(u)‖∗ ≥ ω para todo u ∈ JDεε ∩ (Xd0
ε \Xd

ε ) e ε ∈ (0, εd).

Prova. Suponhamos por absurdo que este resultado não é válido. Então, para algum

d ∈ (0, d0) existem sequências {εn} e {un} tais que

εn ∈ (0, 1/n), un ∈ JDεnεn ∩ (Xd0
εn\X

d
εn) e ‖J ′εn(un)‖∗ <

1

n
.
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Segue da Proposição 1.6 a existência de {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e U0 ∈ Sm satisfazendo

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn = 0.

Então para n grande temos εnyn ∈ Mβ e dáı, por definição de Xεn e Xd
εn , obtemos

ϕεn(· − yn)U0(· − yn) ∈ Xεn e un ∈ Xd
εn . Isto contradiz o fato de que un ∈ Xd0

εn\X
d
εn e

completa a prova.

Os próximos lemas são necessários para a obtenção de uma sequência de Palais-Smale

limitada num conjunto adequado.

Lema 1.9. Dado δ > 0 existem ε0 > 0 e d0 > 0 suficientemente pequenos tais que

Jε(u) > Em − δ para todo u ∈ Xd0
ε e ε ∈ (0, ε0).

Prova. Para u ∈ Xε temos u(x) = ϕε(x− z/ε)Z(x− z/ε), x ∈ RN , para algum z ∈ Mβ e

Z ∈ Sm. Usando a condição (V2) e o fato de que Qε(u) = 0 e Lm(Z) = Em obtemos

Jε(u)− Em ≥ 1

p

∫
RN

[|∇(ϕεZ)|p − |∇Z|p] dx+
m

p

∫
RN

(ϕpε − 1)Zp dx

−
∫

RN
|H(ϕεZ)−H(Z)| dx

:= I1 + I2 − I3

independente de z ∈Mβ. Precisamos estimar estas integrais. Por (1.7) vemos que∫
RN
|∇(ϕεZ)−∇Z|p dx ≤ C

∫
RN

[|∇(1− ϕε)|p Zp + (1− ϕε)p|∇Z|p] dx

≤ C

∫
RN

[εp |∇ϕ(εx)|p Zp + (1− ϕε)p|∇Z|p] dx

≤ C

∫
RN

[εp + (1− ϕε)p] exp(−c|x|) dx→ 0

quando ε→ 0 o que implica que I1 → 0 quando ε→ 0. Para I2 temos

|I2| =
m

p

∫
RN

(1− ϕpε)Zp dx ≤ Cm

p

∫
RN

(1− ϕpε) exp(−c|x|) dx→ 0 quando ε→ 0.

A seguir, usando (1.14) estimamos I3∫
RN
|H(ϕεZ)−H(Z)| dx ≤

∫
RN
|ϕεZ − Z|

∫ 1

0

|h(Z + t(ϕεZ − Z))| dt dx

≤ c

∫
RN

(1− ϕε) (Zp + Zq+1) dx

≤ c

∫
RN

(1− ϕε) exp(−c|x|) dx→ 0 quando ε→ 0.
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Estas estimativas são uniformes em Z ∈ Sm. Então existe ε0 > 0 tal que I1 + I2− I3 > −δ/2
para todo ε ∈ (0, ε0) independentemente de Z ∈ Sm e z ∈Mβ. Assim,

Jε(u)− Em > −δ
2

para todo u ∈ Xε e ε ∈ (0, ε0).

Agora, se v ∈ Xd
ε existe u ∈ Xε tal que ‖u − v‖ε ≤ d. Temos v = u + w com ‖w‖ε ≤ d.

Desde que Qε(u) = 0 e Qε(v) ≥ 0 vemos que

Jε(v)− Jε(u) ≥ 1

p

∫
RN

[|∇u+∇w|p − |∇u|p + V (εx)(|u+ w|p − |u|p)] dx

−
∫

RN
[G(εx, u+ w)−G(εx, u)] dx.

Uma vez que existe C > 0 tal que ‖u‖ε ≤ C para todo u ∈ Xε e ε ∈ (0, ε0), ‖w‖ε ≤ d

e h(t) = tp é uma função uniformemente cont́ınua em [0, C + 10], existe σ > 0 tal que

| ‖u+ w‖pε − ‖u‖pε |≤ δ/4 se d < σ. Por outro lado,∫
RN
|G(εx, u+ w)−G(εx, u)| dx ≤ c

∫
|w|
(
|u|p−1 + |w|p−1 + |u|p∗−1 + |w|p∗−1

)
dx

≤ c
(
‖u‖p−1

ε ‖w‖ε + ‖w‖pε + ‖u‖p∗−1
ε ‖w‖ε + ‖w‖p∗ε

)
<

δ

4

para d suficientemente pequeno. Portanto existe d0 > 0 tal que

Jε(v) > Jε(u)− δ

2
> Em − δ para todo v ∈ Xd0

ε e ε ∈ (0, ε0)

e o lema está provado.

Seguindo Corolário 1.8 e Lema 1.9, fixamos d1 ∈ (0, d0/3) e correspondentes ω > 0 e

ε0 > 0 tais que

‖J ′ε(u)‖ ≥ ω para todo u ∈ JDεε ∩ (Xd0
ε \Xd1

ε ) e

Jε(u) > Em/2 para todo u ∈ Xd0
ε

(1.32)

para qualquer ε ∈ (0, ε0). Assim, obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.10. Para ε0 > 0 suficientemente pequeno existe α > 0 tal que

|s− 1/t0| ≤ α implica que γε(s) ∈ Xd1
ε ,

para todo ε ∈ (0, ε0), onde t0 foi escolhido em (1.10) e γε foi definido em (1.17).
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Prova. Primeiramente observamos que existe C0 > 0 independente de ε ∈ (0, 10) tal que

‖ϕεv‖ε ≤ C0‖v‖ para todo ε ∈ (0, 10) e v ∈ W 1,p(RN). (1.33)

Como l : [0, t0]→ W 1,p(RN) dada por l(t) = Ut é uma função cont́ınua, existe σ > 0 tal que

|t− 1| ≤ σ implica que ‖Ut − U‖ <
d1

C0

.

Assim, se |st0 − 1| ≤ σ segue que

‖γε(s)− ϕεU‖ε = ‖ϕε(Ust0 − U)‖ε ≤ C0‖Ust0 − U‖ < d1 para ε ∈ (0, ε0).

Já que ϕεU ∈ Xε temos γε(s) ∈ Xd1
ε . Tomando α = σ/t0 completamos a prova do lema.

Lema 1.11. Para α dado no Lema 1.10 existem ρ > 0 e ε0 > 0 satisfazendo

Jε(γε(s)) < Em − ρ para qualquer ε ∈ (0, ε0) e |s− 1/t0| ≥ α.

Prova. Desde que t = 1 é o único ponto de máximo de
(
tN−p/p− tN/p∗

)
em [0, t0], devido

a (1.8) e (1.9) vemos que existe ρ > 0 tal que

Lm(Ut) < Em − 2ρ para |t− 1| ≥ t0α.

Por outro lado, graças ao Lema 1.4 deduzimos que existe ε0 > 0 tal que

sup
t∈[0,t0]

|Jε(wε,t)− Lm(Ut)| < ρ para todo ε ∈ (0, ε0).

Juntando estes duas desigualdades, para s ∈ [0, 1] tal que |s− 1/t0| ≥ α obtemos

Jε(γε(s)) = Jε(wε,st0) ≤ Lm(Ust0) + |Jε(wε,st0)− Lm(Ust0)| < Em − ρ

o que conclui a prova do lema.

Proposição 1.12. Para ε > 0 suficientemente pequeno existe uma sequência {un} ⊂
Xd0
ε ∩ JDεε tal que ‖J ′ε(un)‖∗ → 0 quando n→∞.

Prova. Suponhamos que a Proposição 1.12 é falsa. Então, para ε > 0 pequeno existe

a(ε) > 0 tal que ‖J ′ε(u)‖∗ ≥ a(ε) em Xd0
ε ∩ JDεε . Por (1.32) sabemos que ‖J ′ε(u)‖∗ ≥ ω em

(Xd0
ε \Xd1

ε ) ∩ JDεε onde ω é independente de ε ∈ (0, ε0). Então existe um campo vetorial
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pseudo-gradiente, Tε, em uma vizinhança Zε de Xd0
ε ∩ JDεε para Jε (veja [52] para detalhes).

Seja Z̃ε ⊂ Zε outra vizinhança na qual ‖J ′ε(u)‖∗ ≥ a(ε)/2. Então tomamos ηε uma função

Lipschitz cont́ınua em Wε tal que

0 ≤ ηε ≤ 1, ηε ≡ 1 em Xd0
ε ∩ JDεε e ηε ≡ 0 em Wε\Z̃ε.

Tomamos também ξ : R→ R uma função Lipschitz cont́ınua tal que

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(a) = 1 se |a− Em| ≤ Em/2 e ξ(a) = 0 se |a− Em| ≥ Em.

Definindo agora

eε(u) =

{
−ηε(u)ξ(Jε(u))Tε(u) se u ∈ Zε
0 se u ∈ Wε\Zε,

vemos que eε é uma função localmente Lipschitz cont́ınua e limitada em Wε. Portanto

sabemos que existe uma única solução global Ψε : Wε×R→ Wε do problema de valor inicial
d

dt
Ψε(u, t) = eε(Ψε(u, t))

Ψε(u, 0) = u.

Já que por (1.21) temos limε→0Dε = Em, para ε > 0 pequeno temos

Dε ≤ Em +
1

2
min

{
Em, ω

2d1

}
.

Então, pela escolha de d0 e d1, vemos que Ψε satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Ψε(u, t) = u se t = 0 ou u ∈ Wε\Zε ou ainda Jε(u) /∈ (0, 2Em).

(ii)
∥∥ d
dt

Ψε(u, t)
∥∥
ε
≤ 2 para todo (u, t).

(iii) d
dt

(Jε (Ψε(u, t))) ≤ 0 para todo (u, t).

(iv) d
dt

(Jε(Ψε(u, t))) ≤ −ω2 se Ψε(u, t) ∈ (Xd0
ε \Xd1

ε ) ∩ JDεε .

(v) d
dt

(Jε(Ψε(u, t))) ≤ −(a(ε))2 se Ψε(u, t) ∈ Xd1
ε ∩ JDεε .

Definimos γ̃ε(s) = Ψε(γε(s), tε) para tε a ser escolhido. Uma vez que Jε(0) = 0 e

Jε(γε(1)) < −1 não pertencem a (0, 2Em), por (i) temos

Ψε(γε(0), t) = γε(0) = 0 e Ψε(γε(1), t) = γε(1) = wε,t0
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para qualquer t > 0. Então γ̃ε ∈ Γε. Devemos escolher tε tal que

Jε(γ̃ε(s)) ≤ Em −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
para todo s ∈ [0, 1]. (1.34)

Note que se |s− 1/t0| > α, pelo Lema 1.11 e por (iii) acima segue que

Jε(Ψε(γε(s), t)) ≤ Jε(γε(s)) < Em − ρ ≤ Em −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
para todo t > 0.

Assim, (1.34) vale para |s − 1/t0| > α, independente da escolha de tε. Por outro lado, se

s ∈ I := [1/t0 − α, 1/t0 + α] segue do Lema 1.10 que γε(s) ∈ Xd1
ε . Então temos dois casos a

considerar:

(a) Ψε(γε(s), t) ∈ Xd0
ε para todo t ∈ [0,∞).

(b) Ψε(γε(s), ts) /∈ Xd0
ε para algum ts > 0.

Se s ∈ I satisfaz (a), por (i), (iv) e (v) segue que

Jε(Ψε(γε(s), t)) = Jε(γε(s)) +

∫ t

0

d

dτ
(Jε(Ψε(γε(s), τ))) dτ ≤ Dε −min

{
ω2, a(ε)2

}
t

de modo que Jε(Ψε(γε(s), t)) → −∞ quando t → ∞. Mas isto está em contradição com

(1.32). Assim, qualquer s ∈ I satisfaz a condição (b). Fixamos s0 ∈ I e uma vizinhança Is0ε

de s0 em I tal que Ψε(γε(s), ts0) /∈ Xd0
ε para todo s ∈ Is0ε . Uma vez que γε(s) ∈ Xd1

ε para

todo s ∈ Is0ε , de (i)− (v) observamos que existe um intervalo [t1s, t
2
s] ⊂ [0, ts0 ] satisfazendo

Ψε(γε(s), t) ∈ Xd0
ε \Xd1

ε para t ∈ [t1s, t
2
s] e |t1s − t2s| ≥ d1.

Então, por (i)− (iv) segue que

Jε (Ψε(γε(s), ts0)) ≤ Jε (γε(s)) +

∫ t2s

t1s

d

dτ
(Jε(Ψε(γε(s), τ))) dτ ≤ Dε − ω2

(
t2s − t1s

)
≤ Em −

1

2
ω2d1 para todo s ∈ Is0ε .

Assim, para cada ε ∈ (0, ε0) temos I = {
⋃
Isε : s ∈ I} e pela compacidade de I existem

s1, · · · , sk ∈ I tais que I =
⋃k
i=1 I

si
ε . Seja tε = max1≤i≤k tsi . Então, para cada s ∈ I temos

s ∈ Isiε para algum i e

Jε(Ψε(γε(s), tε)) ≤ Jε(Ψε(γε(s), tsi)) ≤ Em −
1

2
ω2d1.
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Portanto (1.34) é válido. Já que γ̃ε ∈ Γε obtemos

Cε ≤ max
s∈[0,1]

Jε(γ̃ε(s)) ≤ Em −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
,

o que está em contradição com a Proposição 1.5. Isto conclui a prova desta proposição.

Proposição 1.13. Se ε > 0 é suficientemente pequeno então existe um ponto cŕıtico não

trivial uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε para Jε.

Prova. Seja {un} a sequência dada na Proposição 1.12. Já que Xd0
ε é limitado em Wε,

podemos extrair uma subsequência (ainda denotada un) tal que un ⇀ uε em Wε para algum

uε ∈ Wε. Pela definição de Xd0
ε e pela compacidade de Xε, vemos que existem z ∈ Mβ e

Z ∈ Sm tais que

‖un − ϕε(· − z/ε)Z(· − z/ε)‖ε ≤ 2d0,

para n grande. Como no Passo 4 da Proposição 1.6 vemos que existem c, R > 0 tais que

‖uε‖Lp(B(z/ε,R)) = lim
n→∞

‖un‖Lp(B(z/ε,R)) ≥ c

o que implica uε 6= 0. Provaremos que un → uε em Wε. A fim de provarmos esta convergência

forte mostraremos que

lim
R→∞

sup
n∈N

{∫
RN\B(0,R)

[|∇un|p + V (εx)|un|p] dx

}
= 0. (1.35)

Seja σ > 0. Tomando C > 0 tal que ‖un‖p ≤ C para n ∈ N e D > 0 satisfazendo

Ω ⊂ B(0, D) e R > max

{
D

ε
,
8C

σ

}
,

escolhemos ψR ∈ C∞(RN ,R) tal que 0 ≤ ψR ≤ 1, ψR(x) = 0 se |x| ≤ R, ψR(x) = 1 se

|x| ≥ 2R e |∇ψR| ≤ 2/R. Temos limn→∞〈J ′ε(un), (ψRun)〉 = 0 e desde que Q′ε(un)(ψRun) ≥ 0

vemos que

〈J ′ε(un), (ψRun)〉 ≥
∫

RN

[
(|∇un|p + V (εx)|un|p − g(εx, un)un)ψR + un|∇un|p−2∇un∇ψR

]
dx.
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Sendo ψR = 0 em Ωε, pela definição de g(x, t) temos∫
RN

[
|∇un|p + V (εx)|un|p

]
ψR dx

≤ 〈J ′ε(un), (ψRun)〉 −
∫

RN
un|∇un|p−2∇un∇ψR dx+

∫
RN\Ωε

h̃(un)unψR dx

≤ 〈J ′ε(un), (ψRun)〉+
2

R

∫
RN

(|un|p + |∇un|p) dx+
V0

2

∫
RN
|un|pψR dx

≤ 〈J ′ε(un), (ψRun)〉+
2C

R
+

1

2

∫
RN
V (εx)|un|pψR dx.

Assim, existe n0 ∈ N tal que∫
RN\B(0,2R)

[|∇un|p + V (εx)|un|p] dx ≤ 2〈J ′ε(un), (ψRun)〉+
σ

2
≤ σ

para todo n > n0. Por outro lado, para 1 ≤ n ≤ n0 existe Rn > 0 tal que∫
RN\B(0,Rn)

[|∇un|p + V (εx)|un|p] dx ≤ σ.

Tomando R̃ = max{R1, R2, . . . , Rn0 , 2R} temos∫
RN\B(0,R̃)

[|∇un|p + V (εx)|un|p] dx ≤ σ para todo n ∈ N

e isto prova (1.35). Usando este resultado veremos que ‖un‖ε → ‖uε‖ε quando n→∞. De

fato, dado σ > 0 existe R > 0∫
RN\B(0,R)

[|∇un|p + |∇uε|p + V (εx)(|un|p + |uε|p)] dx <
σ

10
, (1.36)

para todo n. Escolhemos ψ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em B(0, R), ψ ≡ 0 em

RN\B(0, 2R) e |∇ψ| ≤ 1. Temos limn→∞〈J ′ε(un), (un − uε)ψ〉 = 0 já que ‖J ′ε(un)‖∗ → 0 e

‖(un − uε)ψ‖ε ≤ c. Observamos que

〈J ′ε(un), (un − uε)ψ〉 =

∫
RN

[
|∇un|p−2∇un∇(un − uε) + V (εx)|un|p−2un(un − uε)

]
ψ dx

+

∫
RN

[
(un − uε)|∇un|p−2∇un∇ψ − g(εx, un)(un − uε)ψ

]
dx

+p2

(∫
RN
χε|un|p dx− 1

)p−1

+

∫
RN
χε|un|p−2un(un − uε)ψ dx.
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Usando (1.36), a compacidade da imersão W 1,p(supp(ψ)) ↪→ Lr(supp(ψ)) para 1 ≤ r < p∗ e

a limitação de {un} e {Qε(un)} vemos que∣∣∣ ∫
B(0,R)

[
|∇un|p−2∇un∇(un − uε) + V (εx)|un|p−2un(un − uε)

]
dx
∣∣∣

≤ |〈J ′ε(un), (un − uε)ψ〉|+
∫

RN\B(0,R)

[2|∇un|p + |∇uε|p + V (εx) (|un|p + |uε|p)] dx

+

∫
supp(ψ)

[
|un − uε|p + c |g(εy, un)| |un − uε|+ c̃χε|un|p−1|un − uε|

]
dx

≤ σ

4

para n grande. Por outro lado, já que ‖J ′ε(un)‖∗ → 0, usando argumentos como no Passo 1

obtemos |∇un|p−2∇un ⇀ |∇uε|p−2∇uε em (Lp
′
(B(0, R)))N . Então∣∣∣∣∫

B(0,R)

[
|∇un|p−2∇un∇uε − |∇uε|p + V (εx)

(
|un|p−2unuε − |uε|p

)]
dx

∣∣∣∣ ≤ σ

4

para n grande. Devido a estas duas desigualdades obtemos∣∣∣∣∫
B(0,R)

{[|∇un|p + V (εx)|un|p]− [|∇u|p + V (εx)|u|p]} dx

∣∣∣∣ ≤ σ

2
(1.37)

desde que n seja grande o suficiente. Assim, por (1.36) e (1.37) conclúımos que∣∣‖un‖pWε
− ‖u‖pWε

∣∣ ≤ σ

para n grande. Portanto ‖un‖ε → ‖u‖ε quando n→∞ e sendo Wε um espaço uniformemente

convexo, temos que un → uε em Wε. Finalmente, isto implica que uε ∈ Xd0
ε ∩JDεε e J ′ε(uε) = 0

o que conclui a prova da proposição.

A partir da Proposição 1.13 vemos que existe d0 > 0 e ε0 > 0 tais que Jε tem um ponto

cŕıtico não trivial uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε para ε ∈ (0, ε0). Já que uε satisfaz

−∆puε + V (εx)|uε|p−2uε = g(εx, uε)− p2

(∫
χε|uε|pdy − 1

)p−1

+

χε|uε|p−2uε (1.38)

em RN e g(x, t) = 0 para t ≤ 0, usando u−ε como função teste vemos que u−ε ≡ 0 e

consequentemente uε ≥ 0 em RN . Usando um método iterativo devido a Moser e algumas

ideias de Byeon (veja [14], Proposição 3.5) provaremos que {‖uε‖L∞}ε é uniformemente

limitado para ε ∈ (0, ε0). Então uε ∈ C1,α
loc (RN) e segue da desigualdade de Harnack que

uε > 0 em RN . Além disso, graças a (g1) e (1.38) vemos que ‖uε‖L∞ ≥ c para algum c > 0

e para todo ε ∈ (0, ε0).
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Proposição 1.14. O conjunto {uε}ε é limitado em L∞(RN).

Prova. Uma vez que uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε existe C > 0 tal que ‖uε‖ε ≤ C para todo 0 < ε ≤ ε0.

Seja uε,l = min{uε, l}. Para qualquer s, l > 0 temos uεu
s
ε,l ∈ Wε e

∇(uεu
s
ε,l) = usε,l∇uε + sus−1

ε,l uε∇uε,l =

{
(1 + s)usε,l∇uε se uε ≤ l

usε,l∇uε se uε > l.

Então∫
RN
|∇(uεu

s
ε,l)|pdx

=

∫
{uε<l}

(1 + s)pupsε,l|∇uε|
p dx+

∫
{uε>l}

upsε,l|∇uε|
p dx

≤ (1 + s)p−2

∫
RN

(
upsε,l|∇uε|

p + 2supsε,l|∇uε|
p−2∇uε∇uε,l

)
dx+

s2

(1 + s)2

∫
{uε<l}

|∇us+1
ε |p dx

≤ max

{
1,

2

p

}
(1 + s)p−2

∫
RN
|∇uε|p−2∇uε∇(uεu

ps
ε,l) dx+

s2

(1 + s)2

∫
RN
|∇(uεu

s
ε,l)|p dx.

Consequentemente∫
RN
|∇(uεu

s
ε,l)|p dx ≤ max

{
1,

2

p

}
(1 + s)p

2s+ 1

∫
RN
|∇uε|p−2∇uε∇(uεu

ps
ε,l) dx.

Já que Q′ε(uε)(uεu
ps
ε,l) ≥ 0 e que a partir de (g1)−(g2) existe c > 0 tal que g(x, t) ≤ V0t

p−1+ctq

para qualquer x ∈ RN e t ∈ R, usando uεu
ps
ε,l como uma função teste em (1.38) temos∫

RN
|∇(uεu

s
ε,l)|p dx ≤ cmax

{
1,

2

p

}
(1 + s)p

2s+ 1

∫
RN
uq+1
ε upsε,l dx.

Pela desigualdade de Sobolev obtemos(∫
RN

(uεu
s
ε,l)

p∗ dx

)p/p∗
≤ c(1 + s)p−1

∫
RN
uq+1
ε upsε,l dx. (1.39)

Vemos que para qualquer k > 0 vale∫
RN
uq+1
ε upsε,l dx ≤ kq−p+1

∫
{uε≤k}

upεu
ps
ε,l dx+

∫
{uε>k}

uq−p+1
ε (uεu

s
ε,l)

p dx.

Uma vez que p < q+ 1 < p∗ temos N(q− p+ 1)/p < p∗. Dáı, tomando σ = N(q− p+ 1)/pp∗
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e η = N/(N − p) segue que σ ∈ (0, 1), 1/η + p/N = 1 e∫
RN
uq+1
ε upsε,l dx

≤ kq−p+1

∫
RN
upεu

ps
ε,l dx+

(∫
{uε>k}

uσp
∗

ε dx

)p/N (∫
{uε>k}

(uεu
s
ε,l)

pη dx

)1/η

≤ kq−p+1

∫
RN
upεu

ps
ε,l dx+ ‖(uεusε,l)p‖Lη

(∫
{uε>k}

up
∗

ε dx

)σp/N
|{uε > k}|(1−σ)p/N .

Sendo ∫
RN
up
∗

ε dx ≥
∫
{uε>k}

up
∗

ε dx > kp
∗|{uε > k}|

segue que∫
RN
uq+1
ε upsε,l dx ≤ kq−p+1

∫
RN
upεu

ps
ε,l dx+ ‖(uεusε,l)p‖Lη

(∫
RN
up
∗

ε dx

)p/N (
1

k

)(1−σ)pp∗/N

.

Agora, tomando

kε =

[
2c(1 + s)p−1

(∫
RN
up
∗

ε dx

)p/N]N/(pp∗(1−σ))

e usando (1.39) temos(∫
RN

(uεu
s
ε,l)

pη dx

)1/η

≤ c (1 + s)p−1
[
2c(1 + s)p−1

]σ/(1−σ) ‖uε‖(q−p+1)/(1−σ)
Lpη

∫
RN

(uεu
s
ε,l)

p dx

+
1

2
‖(uεusε,l)p‖Lη .

Então (∫
RN

(uεu
s
ε,l)

pη dx

)1/η

≤ 2c(1 + s)p−1
[
2c(1 + s)p−1

]σ/(1−σ)
∫

RN
(uεu

s
ε,l)

p dx.

Assim, (∫
RN

(uεu
s
ε,l)

pη dx

)1/pη(1+s)

≤
[
c(1 + s)p−1

]c/p(1+s)
(∫

RN
up(1+s)
ε dx

)1/p(1+s)

para todo l > 0. Pelo Lema de Fatou obtemos(∫
RN
upη(1+s)
ε dx

)1/pη(1+s)

≤
[
c(1 + s)p−1

]c/p(1+s)
(∫

RN
up(1+s)
ε dx

)1/p(1+s)

(1.40)

para qualquer s > 0 e 0 < ε ≤ ε0, onde c > 0 é independente de ε. Escolhendo s0 > 0 tal

que p(1 + s0) = p∗, já que uε ∈ Lp
∗
(RN) e s0 + 1 = η, segue que uε ∈ Lpη

2
(RN). Tomando
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sn = ηn+1−1 temos limn→∞ sn =∞ e como uε ∈ Lp(1+sn)(RN) para qualquer n ∈ N obtemos

uε ∈ Lr(RN) para todo r ∈ [p,∞). Além disso, denotando Γ(n) = ‖uε‖Lp(1+sn) , de (1.40)

vemos que

Γ(n) =

(∫
RN
up(1+sn)
ε dx

)1/p(1+sn)

=

(∫
RN
upη(1+sn−1)
ε dx

)1/pη(1+sn−1)

≤
[
c(1 + sn−1)p−1

]c/p(1+sn−1)
(∫

RN
up(1+sn−1)
ε dx

)1/p(1+sn−1)

=
[
c(1 + sn−1)p−1

]c/p(1+sn−1)
Γ(n− 1).

Então por recorrência conclúımos que

Γ(n) ≤
n−1∏
i=0

[
c(1 + si)

p−1
]c/p(1+si) Γ(0) ≤

∞∏
i=1

(
cηi
)c/ηi

Γ(0).

Pelo teste da Razão temos

log

(
∞∏
i=1

(
cηi
) c

ηi

)
= c

∞∑
i=1

log(cηi)

ηi
<∞

e consequentemente

Γ(n) ≤ cΓ(0) = c‖uε‖Lp∗ ≤ C para todo n ∈ N

independentemente de ε. Portanto

‖uε‖L∞ ≤ lim
n→∞

Γ(n) ≤ C para todo ε ∈ (0, ε0)

como queŕıamos demonstrar.

Agora estamos prontos para provar nosso resultado principal.

1.6 Prova do Teorema 1.1

Observamos que pela Proposição 1.6 existe {yε} ⊂ RN tal que εyε ∈ M2δ e para qualquer

sequência εn → 0 existem z0 ∈M e U0 ∈ Sm satisfazendo

εnyεn → z0 e ‖uεn − ϕεn(· − yεn)U0(· − yεn)‖εn → 0,

e então

‖uεn(·+ yεn)− U0‖ → 0.
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Consequentemente, usando (1.7) vemos que dado σ > 0 existem R > 0 e ε0 > 0 tais que

sup
ε∈(0,ε0)

∫
RN\B(0,R)

upε(x+ yε) dx ≤ σ. (1.41)

Denotando wε = uε(·+ yε) devido a (1.38) e Proposição 1.14 obtemos

−∆pwε ≤ Cwp−1
ε in RN .

A partir de ([53], Teorema 1.3) vemos que existe C0 = C0(N, p, C) tal que

sup
B(y,1)

wε ≤ C0 ‖wε‖Lp(B(y,2)) para todo y ∈ RN .

Então, por (1.41) e (g1) existem R, ε0 > 0 tais que g(εx, wε(x)) ≤ (V0/2)wε(x)p−1 para todo

x ∈ RN\B(0, R) e ε ∈ (0, ε0). Devido a (1.38) como em ([37], Teorema 3.1) provamos o

decaimento exponencial de wε uniformemente em ε ∈ (0, ε0). Agora consideramos ζε ∈ RN

um ponto de máximo de wε. Desde que

wε(x)→ 0 quando |x| → ∞ e ‖wε‖∞ ≥ c > 0 para todo ε ∈ (0, ε0)

conclúımos que {ζε} é limitado. Temos então x̃ε := ζε + yε um ponto de máximo para uε e

o decaimento exponencial

uε(x) = wε(x− yε) ≤ C exp (−c|x− x̃ε + ζε|) ≤ C exp (−c|x− x̃ε|) (1.42)

para todo x ∈ RN onde as constantes C, c > 0 não dependem de ε. Usaremos este decaimento

para provar que Qε(uε) = 0. A limitação de {ζε} implica que {εx̃ε} ⊂ M5β para ε > 0

pequeno. Lembrando que dist
(
RN\Ω,M5β

)
≥ 5β > 0 e M5β é um conjunto compacto,

afirmamos que existe c1 > 0 tal que

|x| ≤ c1dist
(
x,M5β

)
para todo x ∈ RN\Ω.

De fato, caso contrário para cada n ∈ N existe xn ∈ RN\Ω tal que |xn| > ndist
(
xn,M5β

)
.

Então |xn| → ∞ quando n→∞. Por outro lado, sendoM5β compacto existe yn ∈M5β tal

que dist
(
xn,M5β

)
= |xn − yn|. Consequentemente

|xn| > n|xn − yn| ≥ n(|xn| − |yn|) ≥ n|xn| − cn.
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Como n/(n−1)→ 1 obtemos |xn| ≤ cn/(n−1) ≤ c̃ o que é um absurdo e então a afirmação

é válida. Então fazendo uma mudança de variáveis e usando (1.42) obtemos∫
RN
χεu

p
ε dx = ε−(N+1)

∫
RN\Ω

upε(x/ε) dx

≤ Cε−(N+1)

∫
RN\Ω

exp

(
−cp
ε

dist
(
x,M5β

))
dx

≤ Cε−(N+1)

∫
RN\B(0,β)

exp

(
−c′

ε
|x|
)

dx

pois B(0, β) ⊂ Ω. Depois de alguns cálculos vemos que

Cε−(N+1)

∫
RN\B(0,β)

exp

(
−c′

ε
|x|
)

dx→ 0 quando ε→ 0.

Portanto Qε(uε) = 0 para ε pequeno e consequentemente uε é um ponto cŕıtico para Pε.

Assim uε satisfaz (1.4) e vε(x) = uε(x/ε) satisfaz (1.3). Além disso, por (1.42) vemos que

vε(x) = uε(x/ε) ≤ C exp (−c|x/ε− x̃ε|) = C exp

(
−c
ε
|x− εx̃ε|

)
e assim, g(x, vε) = h(vε) para ε pequeno e para todo x ∈ RN . Isto prova que vε é uma

solução positiva para (1.1) e que satisfaz (ii) em Teorema 1.1 com xε = εx̃ε. Pela escolha de

{yε}, para qualquer sequência εn → 0 existem z0 ∈M, U0 ∈ Sm e ζ0 ∈ RN tais que

ζεn → ζ0, εnx̃εn → z0 e ‖uεn(·+ x̃εn)− U0(·+ ζ0)‖ → 0, (1.43)

a menos de subsequência. Observamos que U0(·+ζ0) é também uma solução de menor energia

de (1.2). Isto prova que vε satisfaz (i) no Teorema 1.1 e conclui a prova do teorema.
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CAPÍTULO 2

SOLUÇÕES PARA UMA CLASSE

DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES DE

SCHRÖDINGER EM RN

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo provaremos existência e concentração de soluções positivas para a seguinte

classe de sistemas em RN

−ε2∆u1 + V (x)u1 = Hu1(u1, u2, . . . , uk)

−ε2∆u2 + V (x)u2 = Hu2(u1, u2, . . . , uk)
...

...

−ε2∆uk + V (x)uk = Huk(u1, u2, . . . , uk)

uj(x)→ 0 as |x| → ∞,

(2.1)

onde N ≥ 3, ε > 0 é um parâmetro real pequeno e k ≥ 1. O potencial V : RN → R é uma

função Hölder cont́ınua e H : Rk
+ → R é uma função de classe C1,α

loc . Uma motivação básica

para estudar esta classe de sistemas vem do fato de que ela é satisfeita por soluções do tipo

ondas estacionárias para uma classe de sistemas de equações de Schrödinger

iε
∂ψj
∂t

= −ε2∆ψj +W (z)ψj − l(|ψj|2)ψj, j = 1, . . . , k, (2.2)
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a saber, soluções da forma ψj(t, x) = e−iξt/εuj(x), j = 1, . . . , k, onde ξ ∈ R e uj > 0 é uma

função real. Obtém-se um correspondente sistema de equações eĺıpticas do tipo (2.1) o qual

tem a estrutura variacional formal acima, cuja amplitude uj(x), j = 1, . . . , k, tende a zero

no infinito.

Supomos que o potencial V : RN → R é uma função localmente Hölder cont́ınua que

satisfaz as mesmas condições do caṕıtulo anterior, a saber:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈RN

V (x) = V0 > 0;

(V2) existe um domı́nio limitado Ω em RN tal que

m := inf
x∈Ω

V (x) < inf
x∈∂Ω

V (x).

Continuaremos usando a notação

M := {x ∈ Ω : V (x) = m}

e sem perda de generalidade assumindo que 0 ∈ M. Denotamos Rk
+ := [0,∞)k e

consideramos H : Rk
+ → R uma função cont́ınua tal que H ∈ C1,α

loc

(
(0,∞)k

)
e H(0) = 0.

Supomos ainda que H satisfaz:

(H1) para u ∈ (0,∞)k vale lim
|u|→0

|∇H(u)|
|u|

= 0;

(H2) existe p ∈ (1, 2∗ − 1) tal que

lim sup
|u|→∞

|∇H(u)|
|u|p

<∞;

(H3) existe ζ0 ∈ Rk
+ tal que H(ζ0) > (m/2)|ζ0|2;

(H4) se un → u em Rk com {un} ∈ (0,∞)k e u ∈ ∂Rk
+ então

∇H(un)→ 0 em Rk;

(H5) se χj denota a função caracteŕıstica do conjunto {u ∈ Rk
+ : Huj(u) < 0}, então

Huj(u)χj

uj
∈ L∞loc(Rk

+), j = 1, . . . , k.
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Observamos que definindo v(x) = u(εx) o sistema (2.1) torna-se equivalente ao seguinte

sistema, o qual apresentamos na forma vetorial

−∆v + V (εx)v = ∇H(v) em RN , (2.3)

cujas soluções serão encontradas na Seção 2.6. Aqui ∆u = (∆u1, . . . ,∆uk). A fim de

obtermos estes resultados precisamos estudar o comportamento das soluções do problema

limite

−∆u+mu = ∇H(u) em RN . (2.4)

O estudo de equações do tipo (2.1) quando k = 1 tem recebido considerável atenção

nos recentes anos. Maiores informações a respeito de equações do tipo (2.2) podem ser

encontradas em [48, 51] e referências lá contidas.

O principal objetivo deste caṕıtulo é mostrar existência e concentração de soluções

positivas para o sistema (2.1). Em particular estendemos para esta classe de problemas

o resultado obtido em [15] para o caso escalar. Estendemos também o resultado de Alves e

Soares de [5], que consideraram uma classe de sistemas da forma
−ε2∆u+ V (x)u = Qu(u, v)

−ε2∆v +W (x)v = Qv(u, v)

u(x), v(x)→ 0 as |x| → ∞
(2.5)

onde os potenciais satisfazem

0 < inf
x∈RN

V (x) < lim inf
|x|→∞

V (x) e 0 < inf
x∈RN

W (x) < lim inf
|x|→∞

W (x),

e a função Q ∈ C2((0,∞) × (0,∞),R+) é homogênea de grau p ∈ (2, 2∗). Sob algumas

hipóteses adicionais, os autores provaram existência e concentração de soluções positivas

para este sistema.

Observação 2.1. Observamos que, fazendo pequenas modificações nas demonstrações, o

resultado deste Caṕıtulo 2 é válido também se considerarmos potenciais Vj : RN → R
satisfazendo as seguintes condições:

(V ′1) infx∈RN Vj(x) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , k};

(V ′2) existe um domı́nio limitado Ω ⊂ RN tal que

mj := inf
x∈Ω

Vj(x) < inf
x∈∂Ω

Vj(x);

49



(V ′3) o conjunto M̃ := {x ∈ Ω : Vj(x) = mj para todo j ∈ {1, . . . , k}} é não vazio.

Após a submissão de nosso artigo [36] tomamos conhecimento do trabalho de Alves,

Figueiredo e Furtado, [3], o qual trata do sistema (2.5) quando os potencias satisfazem as

condições (V ′1)− (V ′3). Nosso resultado ainda é mais geral porque permite cobrir uma classe

mais geral de não linearidades.

Para estudar o sistema (2.1) precisamos trabalhar com o problema limite e mostrar que

suas soluções de energia mı́nima, as quais sabemos que existem graças a [13], estão no ńıvel

do passo da montanha do funcional associado a este problema. No caso escalar tal resultado

foi provado em [41].

A seguir descrevemos nosso resultado deste caṕıtulo de maneira mais precisa.

Teorema 2.2. Suponha que o potencial V satisfaz (V1) − (V2) e H satisfaz (H1) − (H5).

Então existe ε0 > 0 tal que o problema (2.1) possui uma solução positiva uε = (uε,1, . . . , uε,k)

para todo 0 < ε < ε0, satisfazendo:

(i) uε,j admite um ponto de máximo xjε tal que limε→0 dist(xjε,M) = 0, para j = 1, . . . , k.

(ii) existem constantes positivas C e c tais que

uε,j(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xjε|)
)

para todo x ∈ RN e j = 1, . . . , k.

Observação 2.3. Um exemplo t́ıpico de funções satisfazendo as hipóteses (H1) − (H5) é

dado por

H(u1, . . . , uk) = c1

k∏
j=1

u
αj
j + c2

k∏
j=1

u
βj
j

onde

αj, βj > 1, 2 <
k∑
j=1

αj,
k∑
j=1

βj < 2∗ e c1 > 0.

Se c2 < 0 também supomos que

(c1 + c2) >
mk

2
e αj < βj para j = 1, . . . , k.

Observamos que o número de equações, k, depende da dimensão N já que k < 2∗ pelas

condições acima.
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Organizamos este caṕıtulo da seguinte maneira: Na Seção 2.2 modificamos o funcional a

fim de provar o Teorema 2.2 e definimos o espaço onde este novo funcional está bem definido.

Na Seção 2.3 mostramos algumas propriedades importantes das soluções do problema limite

(2.4). Na Seção 2.4 estimamos os ńıveis mini-max do funcional modificado e o ńıvel do

funcional associado ao problema limite. Na Seção 2.5 provamos a existência de um ponto

cŕıtico não trivial para o funcional modificado e a Seção 2.6 é destinada à prova do Teorema

2.2.

2.2 O problema modificado

Uma vez que estamos procurando soluções positivas para (2.1), é conveniente estender a

função H para todo o espaço Rk da seguinte forma

H̃(u) =

{
H(u) se u ∈ Rk

+

0 se u /∈ Rk
+,

procedimento este que é bem conhecido. Graças a (H4) vemos que H̃ é uma função de classe

C1 em Rk. Então consideramos o problema (2.3) com H̃ ao invés de H mas continuaremos

usando a mesma notação H.

Definimos em (H1(RN))k uma norma dada por

‖u‖2 =

∫
RN

k∑
j=1

(
|∇uj|2 + V0(uj)

2
)

dx =

∫
RN

(
|∇u|2 + V0|u|2

)
dx,

onde u = (u1, . . . , uk) e ∇u = (∇u1, . . . ,∇uk). Agora consideramos

Hε =

{
u ∈ (H1(RN))k :

∫
RN
V (εx)|u|2 dx <∞

}
munido com o seguinte produto interno

< u, v >ε =

∫
RN

k∑
j=1

(∇uj∇vj + V (εx)ujvj) dx =

∫
RN

(∇u∇v + V (εx)uv) dx.

Pela condição (V1) vemos que a imersão Hε ↪→ (H1(RN))k é cont́ınua e que Hε é um

espaço de Hilbert. Assim como no Caṕıtulo 1, para qualquer A ⊂ RN denotamos

Aε = {x ∈ RN : εx ∈ A},

χε(x) =

{
0 se x ∈ Ωε

ε−1 se x ∈ RN\Ωε,
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e

Qε(u) =

(∫
RN
χε(x)|u|2 dx− 1

)2

+

, u ∈ Hε.

Consideremos

Pε(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + V (εx)|u|2

)
dx−

∫
RN
H(u) dx

e finalmente definimos Jε : Hε → R por

Jε(u) = Pε(u) +Qε(u).

O funcional Jε é de classe C1 com derivada de Fréchet dada por

J ′ε(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + V (εx)uv −∇H(u)v) dx

+4

(∫
RN
χε(x)|u|2 dx− 1

)
+

∫
RN
χε(x)uv dx

onde u, v ∈ Hε. Claramente um ponto cŕıtico de Pε corresponde a uma solução de (2.3).

A fim de encontrar soluções se concentrando em Ω quando ε tende a zero, iremos procurar

pontos cŕıticos para Jε para os quais Qε é zero. Para isto estudaremos detalhadamente o

problema limite.

2.3 O problema limite

Inicialmente estudaremos algumas propriedades das soluções para o problema limite

−∆u+mu = ∇H(u) in RN .

O funcional energia associado a (2.4) é dado por

Lm(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 +m|u|2

)
dx−

∫
RN
H(u) dx.

Em [13] Brezis e Lieb provaram que existe uma solução de energia mı́nima para (2.4) com

hipóteses sobre H mais gerais que (H1)− (H3). Tal solução pertence ao conjunto

C =
{
u ∈

(
D1,2(RN)

)k
: [H(u)− (m/2)|u|2] ∈

(
L1(RN)

)k}
.

Isto significa que existe uma solução não trivial u ∈ C tal que

Lm(u) = Em = inf{Lm(v) : v ∈ C\{0} é uma solução de (2.4)}. (2.6)
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Com as hipóteses de [13] a solução encontrada poderia ter (k − 1) componentes triviais.

Uma vez que estamos procurando soluções positivas, ou seja uj > 0 em RN , j = 1, . . . , k,

precisamos de hipóteses mais fortes sobre H. Sob as condições (H1) − (H3), a partir

de ([13], Lema 2.4 e Teorema 2.3) sabemos que qualquer solução de (2.4) u ∈ C decai

exponencialmente quando |x| → ∞, u ∈ L∞∩W 2,q
loc , para todo q <∞ e satisfaz a identidade

de Pohozaev ∫
RN
|∇u|2 dx = 2∗

∫
RN

(
H(u)− m

2
|u|2
)

dx. (2.7)

Assim u ∈ (H1(RN))k ∩ C1,α
loc . Além disso, se supormos que ui ≡ 0 para algum i ∈ {1, . . . , k}

devido à condição (H4) temos ∇H(u1, . . . ui, . . . , uk) ≡ (0, . . . , 0). Então

−∆uj +muj = 0 em RN para todo j = 1, . . . , k

e dáı uj ≡ 0 para todo j ∈ {1, . . . , k} o que implica u ≡ 0. Portanto qualquer solução

não trivial u = (u1, . . . , uk) para (2.4) é tal que uj 6= 0 para todo j ∈ {1, . . . , k} e, já que

uj(x) < 0 implica ∇H(u(x)) = (0, . . . , 0), usando ũ(x) = (0, . . . , u−j (x), . . . , 0) como função

teste conclúımos que uj ≥ 0. Agora se existe x0 ∈ RN tal que uj(x0) = 0 para algum j,

fixando R > 0 por (H5) temos hj(x) := Huj(u)χj/uj(x) ∈ L∞(B(x0, R)) e{
−∆uj + (m+ ‖hj‖∞ − hj(x))uj ≥ ‖hj‖∞uj ≥ 0 em B(x0, R)

uj ≥ 0 em ∂B(x0, R).

Assim segue do prinćıpio do máximo para soluções fortes (veja [32], Teorema 9.6) que uj ≡ 0

em B(x0, R), e consequentemente o conjunto

{x ∈ RN : uj(x) = 0}

é aberto e fechado em RN que é conexo, logo é todo RN , o que é uma contradição. Portanto

uj > 0 para j = 1, . . . , k.

Por um resultado de Byeon, Jeanjean e Maris ([18], Proposição 3) sabemos que cada

solução de energia mı́nima é, a menos de translação em RN , radialmente simétrica. Seja

Sm ⊂ (H1(RN))k o conjunto das soluções de energia mı́nima simétricas de (2.4). Temos o

seguinte resultado de compacidade.

Proposição 2.4. Sm é compacto in (H1(RN))k. Além disso, existem constantes C, c > 0,

independentes of u ∈ Sm, tais que

|u(x)|+ |∇u(x)| ≤ C exp(−c|x|), x ∈ RN . (2.8)
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Prova. Pela identidade de Pohozaev obtemos

Lm(u) =
1

N

∫
RN
|∇u|2 dx para todo u ∈ Sm

o que implica que
{∫

RN |∇u|
2 dx : u ∈ Sm

}
é limitado. Sendo u uma solução para (2.4), por

(H1)− (H2) temos

m

∫
RN
|u|2 dx <

∫
RN
∇H(u)u dx ≤ m

2

∫
RN
|u|2 dx+ c

∫
RN
|u|2∗ dx.

Então pela desigualdade de Sobolev obtemos∫
RN
|u|2 dx ≤ c

(∫
RN
|∇u|2 dx

)2∗/2

≤ C para todo u ∈ Sm

e dáı Sm é limitado em (H1(RN))k. Consequentemente, assim como no Caṕıtulo 1, usando

um método iterativo devido a Moser vemos que Sm é limitado em
(
L∞(RN)

)k
. Pelo lema

radial ([9],Lema Radial A.II) segue que

|u(x)| ≤ CN |x|(1−N)/2‖u‖ para |x| ≥ αN

onde CN e αN dependem apenas da dimensão N . A partir dáı vemos que

lim
|x|→∞

|u(x)| = 0

uniformemente para u ∈ Sm. Desta forma por (H1)− (H2) existe R0 > 0 tal que

|∇H(u(x))| ≤ m

2
|u(x)| para todo |x| ≥ R0 e u ∈ Sm.

Agora, para u ∈ Sm tomamos ũ(x) =
∑k

j=1 uj(x) e c > 0 satisfazendo c2 < m/2. Segue que

−∆ũ+ c2ũ =
k∑
j=1

(
Huj(u)−muj

)
+ c2ũ ≤ |∇H(u)| − m

2
ũ ≤ 0 para |x| ≥ R0.

Seja C0 tal que ‖ũ‖∞ ≤ C0 exp(−cR0) para todo u ∈ Sm e definamos ϕ(x) = C0 exp(−c|x|)
para x ∈ RN . Então ϕ ∈ H1(RN) e

−∆ϕ(x) + c2ϕ(x) = c
(N − 1)

|x|
ϕ(x) > 0 para |x| ≥ R0.
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Desta forma obtemos{
−∆(ũ− ϕ) + c2(ũ− ϕ) ≤ 0 em RN\B(0, R0)

(ũ− ϕ) ≤ 0 em ∂B(0, R0).

Como ũ(x) ≤ ϕ(x) em B(0, R0), para w = (ũ− ϕ)+ ∈ H1
0 (RN\B(0, R0)) temos

0 ≥
∫

RN
[∇(ũ− ϕ)∇w +m(ũ− ϕ)w] dx ≥

∫
{x:ũ(x)>ϕ(x)}

[
|∇(ũ− ϕ)|2 +m(ũ− ϕ)2

]
dx ≥ 0

de modo que |{x ∈ RN : ũ(x) > ϕ(x)}| = 0. Sendo ũ e ϕ funções cont́ınuas segue que

ũ(x) ≤ ϕ(x) para todo x ∈ RN . Assim,

|u(x)| ≤ kũ(x) ≤ kC0 exp(−c|x|) para todo x ∈ RN e u ∈ Sm.

Para estimar as derivadas usaremos os mesmos argumentos de Lema 2 em [9]. Lembrando

que u = (u1, . . . , uk) é simétrica e para cada j ∈ {1, . . . , k} a função uj satisfaz

−∆uj +muj = Huj(u) em RN ,

vemos que (
rN−1u′j(r)

)′
= −rN−1

(
Huj(u(r))−muj(r)

)
. (2.9)

Graças ao decaimento exponencial uniforme de u em Sm existe r0 > 0 grande tal que

|∇H(u(r))| ≤ m|u(r)| para todo r > r0 e dáı para R > r obtemos

|RN−1u′j(R)− rN−1u′j(r)| ≤
∫ R

r

sN−1|Huj(u(s))−muj(s)| ds ≤ 2m

∫ ∞
r

sN−1|u(s)| ds

≤ CrN−1 exp(−cr/2)

∫ ∞
1

exp(−cs/2) ds→ 0

quando r tende ao infinito. Logo existe o limr→∞ r
N−1u′j(r) = a. Uma vez que

(rN−1uj(r))
′ = (N − 1)rN−2uj(r) + rN−1u′j(r) e lim

r→∞
rN−2uj(r) = 0

temos limr→∞(rN−1uj(r))
′ = a o que implica por (2.9) que a = 0. Portanto fazendo R→∞

na desigualdade acima obtemos

|u′j(r)| ≤ C exp(−cr/2) para todo r ≥ r0
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independentemente de j ∈ {1, . . . , k} e u ∈ Sm. Como Sm é limitado em C1
loc(RN) obtemos

(2.8). Para provar a compacidade seja {vn} uma sequência em Sm. Sendo {vn} limitada

podemos assumir que vn ⇀ v em (H1(RN))k, v radialmente simétrica e vn(x) → v(x) para

quase todo x ∈ RN . Então vemos que v é também uma solução para (2.4). Devido a

(H1)− (H2) e ao uniforme decaimento exponencial de vn obtemos∫
RN
∇H(vn)vn dx→

∫
RN
∇H(v)v dx quando n→∞.

Desde que vn e v são soluções temos∫
RN

(
|∇vn|2 +m|vn|2 −∇H(vn)vn

)
dx =

∫
RN

(
|∇v|2 +m|v|2 −∇H(v)v

)
dx

e então ∫
RN

(
|∇vn|2 +m|vn|2

)
dx→

∫
RN

(
|∇v|2 +m|v|2

)
dx quando n→∞.

Portanto vn → v e dáı v ∈ Sm. Isto prova a compacidade de Sm.

Assim como provado em [41] para o caso escalar, provaremos a seguir que o ńıvel de

energia mı́nima para o funcional Lm, Em, coincide com o ńıvel do passo da montanha.

Começamos mostrando que Lm tem a geometria do passo da montanha, isto é,

(i) Lm(0) = 0;

(ii) existem r0 > 0 e ρ0 > 0 tais que Lm(u) ≥ ρ0 para todo ‖u‖ = r0;

(iii) existe u0 ∈ H tal que ‖u0‖ > r0 e Lm(u0) < 0.

Então o ńıvel do passo da montanha

cm := inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

Lm(γ(t)), (2.10)

onde

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], H) : γ(0) = 0 e Lm(γ(1)) < 0} ,

está bem definido e é positivo. Além disso, devemos provar que cm = Em. Estes resultados

são obtidos da mesma forma que em [41] e apresentamos aqui para deixar o trabalho mais

completo.

Lema 2.5. Assuma (H1)− (H2). Então Lm satisfaz (i)− (ii) acima.
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Prova. Uma vez que H(0) = 0 a condição (i) é trivialmente satisfeita. Por (H1) − (H2)

existe C > 0 tal que

H(ξ) ≤ m

4
|ξ|2 + C|ξ|2∗ para todo ξ ∈ Rk.

Em vista da imersão H1(RN) ↪→ L2∗(RN), existe C̃ > 0 tal que

Lm(u) ≥ 1

4

∫
RN

(
|∇u|2 + V0|u|2

)
dx− C

∫
RN
|u|2∗ dx

≥ ‖u‖2

(
1

4
− C̃‖u‖2∗−2

)
para todo u ∈ H.

Assim, escolhendo r0 pequeno obtemos (ii).

A prova de (iii) será feita em alguns lemas a seguir. Devemos provar a existência de

u0 ∈ (H1(RN))k tal que ‖u0‖ > r0 e Lm(u0) < 0, o que é equivalente a mostrar que Γ 6= ∅.

Lema 2.6. Seja w uma solução de energia mı́nima para (2.4). Se H satisfaz (H1)− (H4),

então existe γ ∈ Γ tal que

w ∈ γ([0, 1]) e max
s∈[0,1]

Lm(γ(s)) = Lm(w) = Em.

Prova. Considere l(t)(x) = w(x/t) para x ∈ RN e t > 0 e l(0) ≡ 0. Temos

‖l(t)‖2 = tN−2

∫
RN
|∇w|2 dx+ tNV0

∫
RN
|w|2 dx,

então l(t)→ 0 quando t→ 0. Além disso, pela identidade de Pohozaev (2.7) obtemos

Lm(l(t)) =
tN−2

2

∫
RN
|∇w|2 dx− tN

∫
RN

(
H(w)− m

2
|w|2

)
dx

=

(
tN−2

2
− tN

2∗

)∫
RN
|∇w|2 dx.

Escolhendo t1 > 1 suficientemente grande tal que Lm(l(t1)) < 0 e tomando γ(s) = l(st1)

temos γ ∈ C([0, 1], H), γ(1/t1) = w e

max
s∈[0,1]

Lm(γ(s)) = max
t∈[0,t1]

Lm(l(t)) = Lm(l(1)) = Lm(w).

A partir deste resultado segue diretamente o próximo corolário.
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Corolário 2.7. cm ≤ Em.

A fim de obter a outra desigualdade, como em [41] definimos

P =

{
u ∈ (H1(RN))k\{0} :

∫
RN
|∇u|2 dx = 2∗

∫
RN

(
H(u)− m

2
|u|2
)

dx

}
e

S =

{
u ∈ (H1(RN))k :

∫
RN

(
H(u)− m

2
|u|2
)

dx = 1

}
.

Lema 2.8. Usando as definições acima vemos que

Em = inf
u∈P

Lm(u).

Prova. Consideramos a bijeção Φ : S → P entre S e P dada por

(Φ(u))(x) = u(x/tu), onde tu = ‖∇u‖L2/
√

2∗.

Para u ∈ S temos

Lm(Φ(u)) =
tN−2
u

2

∫
RN
|∇u|2 dx− tNu

∫
RN

(
H(u)− m

2
|u|2
)

dx

=
1

N

(
1

2∗

)(N−2)/2

‖∇u‖NL2

e então

inf
u∈P

Lm(u) = inf
u∈S

Lm(Φ(u)) =
1

N

(
1

2∗

)(N−2)/2

inf
u∈S
‖∇u‖NL2 .

Por [13] sabemos que

T = inf
u∈S

1

2
‖∇u‖2

L2

é atingido em algum u0 e o correspondente Φ(u0) é uma solução de energia mı́nima para

(2.4). Assim temos

inf
u∈P

Lm(u) = Lm(Φ(u0)) = Em.

Lema 2.9. Temos γ([0, 1]) ∩ P 6= ∅ para todo γ ∈ Γ.
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Prova. Como na prova da geometria do passo da montanha para Lm, é facilmente visto que

existe r0 > 0 tal que

P (u) =
N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx−N

∫
RN

(
H(u)− m

2
|u|2
)

dx > 0 para 0 < ‖u‖ ≤ r0.

Agora, para qualquer γ ∈ Γ temos γ(0) = 0 e

P (γ(1)) = NLm(γ(1))−
∫

RN
|∇γ(1)|2 dx ≤ NLm(γ(1)) < 0.

Logo existe s0 ∈ (0, 1) tal que ‖γ(s0)‖ > r0 e P (γ(s0)) = 0. Portanto γ(s0) ∈ P o que

conclui a prova.

Corolário 2.10. Temos cm ≥ Em.

Portanto, provamos que cm = Em o que era um dos principais resultados desta seção.

2.4 Propriedades do ńıvel mini-max

Usando (H3) podemos escolher 0 < β < dist(M,RN\Ω)/10 tal que

H(ζ0) >
V (x)

2
|ζ0|2 para todo x ∈M5β (2.11)

o que implica que os resultados da seção anterior valem com V (x) no lugar de m para todo

x ∈ M5β. Aqui Aα = {x ∈ RN : dist(x,A) ≤ α} para A ⊂ RN . Fixamos uma função corte

ϕ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 para |x| ≤ β e ϕ(x) = 0 para |x| ≥ 2β, com

ϕ(x) ≤ ϕ(y) se |y| ≤ |x|. Definimos ϕε(x) = ϕ(εx) e para z ∈Mβ e u ∈ Sm

uzε(x) := ϕε(x− z/ε)u(x− z/ε), x ∈ RN .

Para ε > 0 suficientemente pequeno encontraremos uma solução para (2.3) perto do conjunto

Xε =
{
uzε : z ∈Mβ, u ∈ Sm

}
⊂ Hε.

Como no caṕıtulo anterior vemos que Xε é compacto para cada ε > 0 e é uniformemente

limitado para ε em conjuntos limitados. Fixando U ∈ Sm definimos Ut(x) = U(x/t) para

x ∈ RN , t > 0 e U0 ≡ 0. Por (2.7) temos

Lm(Ut) =

(
tN−2

2
− tN

2∗

)∫
RN
|∇U |2 dx = NEm

(
tN−2

2
− tN

2∗

)
. (2.12)

Assim existe t0 > 1 tal que Lm(Ut) < −2 para todo t ≥ t0. Denotando Wε,t(x) = ϕε(x)Ut(x)

temos o seguinte lema.

59



Lema 2.11. Para Ut e Wε,t definidos acima temos

sup
t∈[0,t0]

|Jε(Wε,t)− Lm(Ut)| → 0 quando ε→ 0.

Prova. Como supp(Wε,t) ⊂ Ωε e supp(χε) ⊂ RN\Ωε temos Qε(Wε,t) = 0. Então

|Jε(Wε,t)− Lm(Ut)| ≤
1

2

∣∣∣∣∫
RN

[
|∇Wε,t|2 − |∇Ut|2 +

(
V (εx)ϕ2

ε −m
)
|Ut|2

]
dx

∣∣∣∣
+

∫
RN
|H(Wε,t)−H(Ut)| dx.

Usando uma mudança de variáveis e (2.8) obtemos as seguintes desigualdades∫
RN
|V (εx)ϕ2

ε −m||Ut|2 dx ≤ C

∫
RN
|V (εx)ϕ2

ε −m| exp(−2c|x|/t0) dx,∫
RN
|∇Wε,t −∇Ut|2 dx ≤ C

∫
RN

[
tN0 ε

2 + tN−2
0 (1− ϕε(t0x))2

]
exp(−2c|x|) dx

para todo t ∈ (0, t0]. Agora relembrando que pelo teorema fundamental do cálculo, dados

ξ, ζ ∈ Rk existe θ ∈ (0, 1) tal que

H(ξ)−H(ζ) = ∇H(θξ + (1− θ)ζ)(ξ − ζ), (2.13)

por (H1)− (H2) vemos que∫
RN
|H(Wε,t)−H(Ut)| dx ≤

∫
RN
|Wε,t − Ut| (|Ut|+ |Ut|p) dx

≤ C

∫
RN

(1− ϕε) exp (−(2c/t0)|x|) dx,

para qualquer t ∈ (0, t0]. Portanto Jε(Wε,t) → Lm(Ut) quando ε → 0, uniformemente em

t ∈ [0, t0] como queŕıamos demonstrar.

Consequentemente existe ε0 > 0 tal que Jε(Wε,t0) < −1 para todo ε ∈ (0, ε0) e podemos

definir o ńıvel mini-max de Jε

Cε = inf
γ∈Γε

max
s∈[0,1]

Jε(γ(s)), ε ∈ (0, ε0) (2.14)

onde Γε := {γ ∈ C([0, 1], Hε) : γ(0) = 0 e γ(1) = Wε,t0}. A próxima proposição mostra

que o ńıvel mini-max do funcional Jε converge ao ńıvel de energia mı́nima do funcional Lm

quando ε tende a zero.
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Proposição 2.12. Para Em dado por (2.6) e Cε definido em (2.14) temos

lim
ε→0

Cε = Em.

Prova. Uma vez que wε,t → 0 em Hε quando t→ 0, definindo

γε(s) = Wε,st0 , s ∈ [0, 1] (2.15)

temos γε ∈ Γε. Então por (2.12) e Lema 2.11 obtemos

lim sup
ε→0

Cε ≤ lim sup
ε→0

max
t∈[0,t0]

Jε(Wε,t) ≤ max
t∈[0,t0]

Lm(Ut) = Em.

Por outro lado, já que o ńıvel do passo da montanha de Lm coincide com o ńıvel de menor

energia, como na Proposição 1.5 provamos que

lim inf
ε→0

Cε ≥ Em,

o que completa a prova da proposição.

Neste momento, denotando

Dε := max
s∈[0,1]

Jε(γε(s)), (2.16)

onde γε foi definido em (2.15), vemos que Cε ≤ Dε e limε→0Dε = limε→0Cε = Em.

2.5 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional

energia

Definimos

Jαε := {u ∈ Hε : Jε(u) ≤ α} e Aα := {u ∈ Hε : inf
v∈A
‖u− v‖ε ≤ α}

para qualquer A ⊂ Hε e α > 0. Além disso, nas próximas proposições para ε > 0 e R > 0

consideramos o funcional Jε restrito ao espaço (H1
0 (B(0, R/ε)))

k
munido com a norma

‖ϕ‖2
ε =

∫
B(0,R/ε)

(
|∇ϕ|2 + V (εx)ϕ2

)
dx

e a partir daqui denotaremos tal espaço por HR
ε .
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Proposição 2.13. Sejam εn → 0, Rn →∞ e un ∈ Xd
εn ∩H

Rn
εn tais que

lim
n→∞

Jεn(un) ≤ Em e lim
n→∞

‖J ′εn(un)‖(HRn
εn )′ = 0.

Então, para d ∈ (0, d0) existem {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e u0 ∈ Sm satisfazendo

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)u0(· − yn)‖εn = 0,

a menos de subsequências, se d0 é suficientemente pequeno.

Prova. Pela definição de Xd
εn existem sequências {Zn} ⊂ Sm e {zn} ⊂ Mβ tais que

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)‖εn ≤ d.

Pela compacidade de Sm e Mβ, a menos de subsequências, podemos assumir que Zn → Z

em (H1(RN))k e zn → z0 em RN para algum Z ∈ Sm e z0 ∈ Mβ. Então para n grande

temos

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn ≤ 2d. (2.17)

Dividimos a prova desta proposição em cinco passos.

Passo 1: Temos

lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|un|2 dy = 0 para qualquer R > 0.

De fato, suponha que existem R > 0 e uma sequência {z̃n} satisfazendo

z̃n ∈ A
(
zn
εn

;
β

2εn
,
3β

εn

)
e lim inf

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|un|2 dx > 0. (2.18)

Podemos assumir que εnz̃n → z̃0 para algum z̃0 ∈ A (z0; β/2, 3β). Uma vez que Xε é

uniformemente limitado para ε ∈ (0, ε0), também podemos assumir que w̃n := un(·+z̃n) ⇀ w̃

em (H1(RN))k. Pela compacidade da imersão H1(B(0, R)) ↪→ L2(B(0, R)) e (2.18) vemos

que w̃ 6= 0. Agora dado φ ∈
(
C∞c (RN)

)k
seja φn(x) = φ(x − z̃n), n ∈ N. Por (2.18) temos

εnz̃n ∈M4β e dáı para n grande obtemos φn ∈ HRn
εn . Desde que limn→∞ ‖J ′εn(un)‖(HRn

εn )′ = 0

e ‖φn‖εn ≤ C temos

lim
n→∞
〈J ′εn(un), φn〉 = 0.

Consequentemente, a limitação de supp(φ) implica que∫
RN

(∇w̃∇φ+ V (z̃0)w̃φ) dx =

∫
RN
∇H(w̃)φ dx.
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Sendo φ arbitrária conclúımos que w̃ verifica

−∆w̃ + V (z̃0)w̃ = ∇H(w̃) em RN .

Usando (2.11) e a definição do ńıvel de energia mı́nima temos LV (z̃0)(w̃) ≥ EV (z̃0). Além

disso para R > 0 suficientemente grande temos

1

2

∫
RN
|∇w̃|2 dx ≤

∫
B(0,R)

|∇w̃|2 dx ≤ lim inf
n→∞

∫
B(0,R)

|∇w̃n|2 dx = lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx.

Como V (z̃0) ≥ m e graças à igualdade entre os ńıveis de energia mı́nima e mini-max temos

EV (z̃0) ≥ Em. Assim, usando (2.7) vemos que

lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≥ N

2
LV (z̃0)(w̃) ≥ N

2
Em > 0.

Observamos que esta estimativa não depende de d > 0. Isto será importante para o próximo

argumento. A partir de (2.17) temos
∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≤ 8d2 para n grande. Então

N

2
Em ≤ lim inf

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≤ 8d2

e tomando d > 0 suficientemente pequeno temos uma contradição. Isto prova o Passo 1.

Passo 2: Definindo u1
n = ϕεn(· − zn/εn)un e u2

n = un − u1
n, temos

Jεn(un) ≥ Jεn(u1
n) + Jεn(u2

n) + o(1). (2.19)

De fato, é facilmente visto que Qεn(u1
n) = 0 e Qεn(un) = Qεn(u2

n). Então

Jεn(un) = Jεn(u1
n) + Jεn(u2

n) + o(1)−
∫

RN

[
H(un)−H(u1

n)−H(u2
n)
]

dx

−1

2

∫
RN

{
ϕ2
εn(x− zn/εn) + [1− ϕεn(x− zn/εn)]2 − 1

}
|∇un|2dx

−1

2

∫
RN

{
ϕ2
εn(x− zn/εn) + [1− ϕεn(x− zn/εn)]2 − 1

}
V (εnx)|un|2dx

≥ Jεn(u1
n) + Jεn(u2

n) + o(1)−
∫

RN

[
H(un)−H(u1

n)−H(u2
n)
]

dx.

A fim de concluir o Passo 2 precisamos estimar esta última integral. Temos∫
RN

[
H(un)−H(u1

n)−H(u2
n)
]

dx =

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)

[
H(un)−H(u1

n)−H(u2
n)
]

dx.
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Como no caṕıtulo anterior vemos que o Passo 1 implica que

lim
n→∞

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|p+1 dx = 0

o que, juntamente com (H1)− (H2) e a limitação de {‖un‖εn}n, nos fornece∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)

∣∣H(un)−H(u1
n)−H(u2

n)
∣∣ dx→ 0 quando n→∞.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe n0 = n0(d) tal que

Jεn(u2
n) ≥ 1

8
‖u2

n‖2
εn para qualquer n ≥ n0.

De fato, existe c > 0 tal que ‖ϕεn(· − zn/εn)u‖εn ≤ c‖u‖εn para qualquer n ∈ N e u ∈ Hεn .

Então graças a (2.17) vemos que existe n0 = n0(d) tal que

‖u2
n‖εn ≤ ‖[1− ϕεn(· − zn/εn)] (un − vn) ‖εn + ‖[1− ϕεn(· − zn/εn)]vn‖εn

≤ (c+ 2)2d = Cd para todo n ≥ n0 (2.20)

onde vn = ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn). Então pela identidade de Sobolev obtemos

Jεn(u2
n) ≥ Pεn(u2

n) ≥ 1

2
‖u2

n‖2
εn −

V0

4

∫
RN
|u2
n|2 dx− C

∫
RN
|u2
n|2
∗

dx

≥ 1

4
‖u2

n‖2
εn − Cc‖u

2
n‖2∗

εn ≥ ‖u
2
n‖2

εn

(
1

4
− C̃d2∗−2

)
≥ 1

8
‖u2

n‖2
εn para todo n ≥ n0

desde que d > 0 seja pequeno satisfazendo C̃d2∗−2 < 1/8.

Passo 4: Temos limn→∞ Jεn(u1
n) = Em e z0 ∈M.

Com efeito, seja wn := u1
n(· + zn/εn). Extraindo uma subsequência se necessário podemos

assumir que wn ⇀ w em (H1(RN))k. Por (H1) − (H2) vemos que existe c0 > 0 tal que

‖Z‖L2 ≥ 3c0 para qualquer Z ∈ Sm e pelo decaimento exponencial uniforme em Sm existe

R > 0 satisfazendo ‖Z‖L2(B(0,R)) ≥ 2c0, Z ∈ Sm. Para este R, existe n1 tal que |εnx| ≤ β

para qualquer x ∈ B(0, R) e n ≥ n1. Então ϕεnZ = Z em B(0, R) e assim

cd ≥ ‖u1
n − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn ≥ V

1/2
0 ‖wn − ϕεnZ‖L2(B(0,R))
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para algum c > 0. Dáı ‖wn‖L2(B(0,R)) ≥ c0 para d > 0 pequeno e qualquer n ≥ n1.

Consequentemente ‖w‖L2(B(0,R)) ≥ c0 e w 6= 0. Além disso, se K ⊂ RN é um compacto

em RN temos

u1
n(·+ zn/εn) = un(·+ zn/εn) em K

para n grande. Por causa de ‖J ′εn(un)‖(HRn
εn )′ → 0 podemos ver, como no Passo 1, que w

satisfaz

−∆w + V (z0)w = ∇H(w), wj > 0 em RN , j = 1, . . . , k.

Consideramos agora dois casos:

Caso 1: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wn − w|2 dx = 0.

Caso 2: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wn − w|2 dx > 0.

Se o Caso 1 ocorre temos wn → w em
(
Lp+1(RN)

)k
. Usando a limitação de {wn}, por

(H1)− (H2) e (2.13) vemos que dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que∫
RN
|H(wn)−H(w)| dx ≤ σ

2
+ Cσ

(
‖wn − w‖Lp+1 + ‖wn − w‖p+1

Lp+1

)
≤ σ

para n grande. Assim∫
RN
H(wn) dx→

∫
RN
H(w) dx quando n→∞. (2.21)

Agora se o Caso 2 ocorre então existe {ẑn} ⊂ RN tal que

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn − w|2 dx > 0.

Já que wn ⇀ w em (H1(RN))k temos

|ẑn| → ∞. (2.22)

Portanto

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|w|2 dx = 0 e dáı lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|2 dx > 0.

Sendo wn(x) = ϕεn(x)un(x+ zn/εn) é fácil ver que |ẑn| ≤ 3β/εn para n grande.
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Se |ẑn| ≥ β/2εn para uma subsequência, pelo Passo 1 temos

0 < lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|2 dx ≤ lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,1)

|un|2 d = 0

o que é imposśıvel. Então |ẑn| ≤ β/2εn para n grande. Podemos assumir que

εnẑn → ẑ0 em RN e u1
n(·+ ẑn + zn/εn) ⇀ w̃ em (H1(RN))k,

onde ẑ0 ∈ B(0, β/2) ⊂ Ω e w̃ ∈ (H1(RN))k\{0}. Então, dado qualquer conjunto compacto

K ⊂ RN temos u1
n(·+zn+ẑn/εn) = un(·+zn+ẑn/εn) em K para n grande. Consequentemente

segue de ‖J ′εn(un)‖(HRn
εn )′ → 0 que w̃ satisfaz

−∆w̃ + V (ẑ0 + z0)w̃ = ∇H(w̃), w̃j > 0 em RN .

Análogo ao Passo 1, (2.22) nos leva a uma contradição com (2.17) se d > 0 é suficientemente

pequeno. Portanto o Caso 2 não vale e assim o Caso 1 ocorre. Então por (2.21) temos

lim inf
n→∞

Jεn(u1
n) = lim inf

n→∞

{
1

2

∫
RN

(
|∇wn|2 + V (εnx+ zn)|wn|2

)
dx−

∫
RN
H(wn) dx

}
≥ 1

2

∫
RN

(
|∇w|2 + V (z0)|w|2

)
dx−

∫
RN
H(w) dx

= LV (z0)(w) ≥ EV (z0) ≥ Em.

Por outro lado, sendo limn→∞ Jεn(un) ≤ Em, Jεn(u2
n) ≥ 0 por causa de (2.19) obtemos

lim sup
n→∞

Jεn(u1
n) ≤ Em.

Então EV (z0) = Em e limn→∞ Jεn(u1
n) = Em. Além disso, graças a (2.11) e Lema 2.6 vemos

que V (z0) > m implica EV (z0) > Em. Assim V (z0) = m e o Passo 4 está provado.

Passo 5: Conclusão

Usando Passo 4 e o fato de que V (x) ≥ m em Ω obtemos∫
RN

(
|∇w|2 +m|w|2

)
dx ≥ lim sup

n→∞

∫
RN

(
|∇u1

n|2 + V (εnx)|u1
n|2
)

dx

≥ lim sup
n→∞

∫
RN

(
|∇u1

n|2 +m|u1
n|2
)

dx

= lim sup
n→∞

∫
RN

(
|∇wn|2 +m|wn|2

)
dx.
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Isto prova que wn → w em (H1(RN))k. Já que w é uma solução de energia mı́nima para

(2.4), de [18] sabemos que existe z ∈ RN tal que u0 := w(·+ z) é radialmente simétrica e dáı

u0 ∈ Sm. Então denotando yn = zn/εn + z vemos que

‖u1
n − ϕεn(· − yn)u0(· − yn)‖εn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, usando Passos 2, 3 e 4 obtemos

Em ≥ lim
n→∞

Jεn(un) ≥ Em +
1

8
lim sup
n→∞

‖u2
n‖2

εn ,

o que implica que ‖u2
n‖εn → 0. Isto completa a prova da proposição.

Observamos que o resultado da proposição anterior vale para d0 > 0 suficientemente

pequeno independentemente das sequências tomadas satisfazendo as hipóteses.

Corolário 2.14. Para qualquer d ∈ (0, d0) existem constantes ad , Rd , εd > 0 tais que

‖J ′ε(u)‖(HR
ε )′ ≥ ad para todo u ∈ HR

ε ∩ JDεε ∩ (Xd0
ε \Xd

ε ), R ≥ Rd e ε ∈ (0, εd).

Prova. Por contradição supomos que para algum d ∈ (0, d0) a afirmação acima é falsa.

Então para qualquer n ∈ N existem Rn ≥ n, εn ∈ (0, 1/n) e un ∈ HRn
εn ∩ J

Dεn
εn ∩ (Xd0

εn\X
d
εn)

tais que

‖J ′εn(un)‖(HRn
εn )′ <

1

n
.

Pela Proposição 2.13 existem {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e u0 ∈ Sm tais que

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)u0(· − yn)‖εn = 0.

Dáı para n grande temos εnyn ∈ Mβ. Consequentemente, pela definição de Xεn e Xd
εn

obtemos ϕεn(· − yn)u0(· − yn) ∈ Xεn e un ∈ Xd
εn . Isto contradiz o fato de que un ∈ Xd0

εn\X
d
εn

e completa a prova.

Os seguintes lemas são necessários para a obtenção de uma sequência de Palais-Smale

adequada no espaço Hε. As provas de tais resultados são análogas às provas de Lema 1.9,

Lema 1.10 e Lema 1.11.

Lema 2.15. Dado λ > 0 existem ε0 e d0 > 0 pequenos o suficiente tais que

Jε(u) > Em − λ para todo u ∈ Xd0
ε e ε ∈ (0, ε0).
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Seguindo Corolário 2.14 e Lema 2.15 fixamos d0 > 0, d1 ∈ (0, d0/3) e correspondentes

R0, a0, ε0 > 0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖(HR
ε )′ ≥ a0 para todo u ∈ HR

ε ∩ JDεε ∩ (Xd0
ε \Xd1

ε ) e

Jε(u) > Em/2 para todo u ∈ Xd0
ε , (2.23)

para qualquer ε ∈ (0, ε0). Assim obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.16. Para γε dado por (2.15) existem α, ρ, ε0 > 0 tais que

|s− 1/t0| ≤ α ⇒ γε(s) ∈ Xd1
ε

|s− 1/t0| ≥ α ⇒ Jε(γε(s)) < Em − ρ

para todo ε ∈ (0, ε0).

Na próxima proposição mostraremos que o funcional Jε|HR
ε

possui uma sequência de

Palais-Smale limitada se ε é suficientemente pequeno e R é grande.

Proposição 2.17. Para ε > 0 suficientemente pequeno e R > 0 grande existe uma sequência

{un} ⊂ HR
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε tal que ‖J ′ε(un)‖(HR
ε )′ → 0 quando n→∞.

Prova. Tomamos R0 tal que Ω ⊂ B(0, R0). Então γε([0, 1]) ⊂ HR
ε para todo R ≥ R0.

Suponhamos por absurdo que a afirmação da Proposição 2.17 é falsa. Então para ε > 0

pequeno e R > R0 grande existe a(ε, R) > 0 tal que

‖J ′ε(u)‖(HR
ε )′ ≥ a(ε, R) em HR

ε ∩Xd0
ε ∩ JDεε .

Graças a (2.23) sabemos que existe a0 independente de ε ∈ (0, ε0) e R > R0 tal que

‖J ′ε(u)‖(HR
ε )′ ≥ a0 em HR

ε ∩ (Xd0
ε \Xd1

ε ) ∩ JDεε .

Assim existe um campo vetorial pseudo-gradiente, TRε , definido sobre uma vizinhança ZR
ε

de HR
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε para Jε|HR
ε

. Citamos [52] para detalhes. Seja ηRε uma função Lipschitz

cont́ınua sobre HR
ε tal que

0 ≤ ηRε ≤ 1, ηRε ≡ 1 em HR
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε e ηRε ≡ 0 em HR
ε \ZR

ε .

Tomando ξ : R→ [0, 1] uma função Lipschitz cont́ınua tal que

ξ(a) = 1 se |a− Em| ≤ Em/2 e ξ(a) = 0 se |a− Em| ≥ Em

68



e definindo

eRε (u) =

{
−ηRε (u)ξ(Jε(u))TRε (u) se u ∈ ZR

ε

0 se u ∈ HR
ε \ZR

ε ,

existe uma solução global ΨR
ε : HR

ε × R→ HR
ε , a qual é única, do problema de valor inicial

d

dt
ΨR
ε (u, t) = eRε (ΨR

ε (u, t))

ΨR
ε (u, 0) = u.

(2.24)

Desde que limε→0Dε = Em, temos Dε ≤ Em + (1/2) min {Em, a2
0d1} para ε > 0 pequeno.

Então, pela escolha de d0 e d1, a função ΨR
ε satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ΨR
ε (u, t) = u se t = 0 ou u ∈ HR

ε \ZR
ε ou Jε(u) /∈ (0, 2Em).

(ii)
∥∥ d
dt

ΨR
ε (u, t)

∥∥ ≤ 2 para todo (u, t).

(iii) d
dt

(
Jε
(
ΨR
ε (u, t)

))
≤ 0 para todo (u, t).

(iv) d
dt

(
Jε(Ψ

R
ε (u, t))

)
≤ −a2

0 se ΨR
ε (u, t) ∈ HR

ε ∩ (Xd0
ε \Xd1

ε ) ∩ JDεε .

(v) d
dt

(Jε(Ψ
R
ε (u, t))) ≤ −(a(ε, R))2 se ΨR

ε (u, t) ∈ HR
ε ∩Xd1

ε ∩ JDεε .

Como na Proposição 1.12 vemos que para ε > 0 pequeno existe tRε > 0 grande tal que para

γRε (s) := ΨR
ε (γε(s), t

R
ε ) tem-se

Jε(γ
R
ε (s)) ≤ Em −min

{
ρ,
a2

0d1

2

}
para todo s ∈ [0, 1], (2.25)

onde ρ > 0 é dado no Lema 2.16. Já que Jε(γ
R
ε (0)) = 0 e Jε(γ

R
ε (1)) < −1 temos γRε ∈ Γε.

Portanto

Cε ≤ max
s∈[0,1]

Jε(γ
R
ε (s)) ≤ Em −min

{
ρ,
a2

0d1

2

}
,

o que é uma contradição com a Proposição 2.12 e logo completa a prova desta proposição.

Proposição 2.18. Existe um ponto cŕıtico uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε de Jε se ε > 0 é suficientemente

pequeno.

Prova. Pela Proposição 2.17 existem ε0 > 0 e R0 > 0 tais que para qualquer R ≥ R0 e

ε ∈ (0, ε0) existe uma sequência {un}n ⊂ HR
ε ∩ Xd0

ε ∩ JDεε satisfazendo ‖J ′ε(un)‖(HR
ε )′ → 0

quando n → ∞. Sendo {un}n limitada em HR
ε podemos assumir que un ⇀ u em HR

ε e
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un(x) → u(x) para quase todo ponto x ∈ RN quando n → ∞. Claramente u = u(R, ε).

Pela compacidade da imersão H1
0 (B(0, R/ε)) ↪→ Lq(B(0, R/ε)) para q ∈ [1, 2∗) vemos que u

é uma solução não negativa para

−∆u+ V (εx)u−∇H(u) = −4

(∫
B(0,R/ε)

χε|u|2 dx− 1

)
+

χεu em B(0, R/ε). (2.26)

Então podemos verificar que un → u em HR
ε quando n → ∞ e dáı u ∈ Xd0

ε ∩ JDεε . Por

(H1)− (H2) existe C > 0 tal que

−∆

(
k∑
j=1

uj

)
≤ C|u|p ≤ C

(
k∑
j=1

uj

)p

em B(0, R/ε) (2.27)

e usando um método iterativo devido a Moser provamos que {u(R, ε)} é limitado em(
L∞(RN)

)k
uniformemente em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Por (2.27) obtemos

−∆

(
k∑
j=1

uj

)
≤ C

(
k∑
j=1

uj

)p−1 k∑
j=1

uj ≤ C̃
k∑
j=1

uj em B(0, R/ε).

Desta forma, a partir de ([32], Teorema 9.26) existe C0 = C0(N, C̃) tal que

sup
B(y,1)

(
k∑
j=1

uj

)
≤ C0 ‖|u|‖L2(B(y,2)) para todo y ∈ RN . (2.28)

Devido à limitação de {‖u(R, ε)‖ε} e {Jε(u(R, ε))} obtemos {Qε(u(R, ε))} uniformemente

limitado em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então existe C1 > 0 tal que∫
RN\B(0,R0/ε)

|u|2 dx ≤
∫

RN\Ωε
|u|2 dx = ε

∫
RN
χε|u|2 dx ≤ εC1 (2.29)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Por (H1) exist τ > 0 tal que |∇H(u)| ≤ (V0/2)|u|
para |u| ≤ τ . Tomamos ε0 suficientemente pequeno satisfazendo (ε0C1)1/2 ≤ τ/C0 e fixamos

ε ∈ (0, ε0). Seja Rl →∞ e denote ul = u(Rl, ε). Usando (2.28) e (2.29) obtemos

sup
B(y,1)

(
k∑
j=1

ul,j

)
≤ τ para todo |y| ≥

(
R0

ε
+ 2

)
e l ∈ N.

Então, depois de alguns cálculos, obtemos

lim
A→∞

∫
RN\B(0,A)

(
|∇ul|2 + V (εx)|ul|2

)
dx = 0 (2.30)
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uniformemente em l ∈ N. Uma vez que {ul}l é uma sequência limitada em Hε podemos

assumir que ul ⇀ uε e ul(x) → uε(x) para quase todo x ∈ RN quando l → ∞. Temos em

particular {uε}ε limitada em L∞. Sendo ul uma solução para (2.26) em B(0, Rl/ε), usando

(2.30) vemos que ‖ul‖ε → ‖uε‖ε e dáı ul → uε em Hε. Isto implica que J ′ε(uε) = 0 em Hε e

uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε já que {ul} ⊂ Xd0

ε ∩ JDεε .

Agora estamos prontos para provar o principal resultado deste caṕıtulo.

2.6 Prova do resultado principal

Pela Proposição 2.18 vemos que existe d0 > 0 e ε0 > 0 tais que Jε tem um ponto cŕıtico

uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε para todo ε ∈ (0, ε0). Além disso, {‖uε‖∞}ε é limitado. Pela definição de

Xd0
ε temos uε 6= 0 para ε > 0 pequeno. Uma vez que uε satisfaz

−∆uε + V (εx)uε −∇H(uε) = −4

(∫
RN
χε|uε|2dx− 1

)
+

χεuε em RN ,

por (H4) − (H5) e pelo prinćıpio do máximo deduzimos que uε é positiva em RN . Pela

Proposição 2.13 provamos a existência de {yε} ⊂ RN tal que

yε ∈M2β
ε e lim inf

ε→0

∫
B(yε,1)

|uε|2 dx > 0

para ε ∈ (0, ε0) se ε0 pequeno o suficiente. Mais ainda, para qualquer sequência εn → 0

existem z0 ∈M e u0 ∈ Sm tais que

εnyεn → z0 e ‖uεn − ϕεn(· − yεn)u0(· − yεn)‖εn → 0 quando n→∞.

Denotamos wε = uε(· + yε). Por estimativas eĺıpticas, usando o decaimento exponencial

uniforme em Sm, obtemos a existência de R0 > 0 e ε0 > 0 satisfazendo

|∇H(wε(x))| ≤ V0

2
|wε(x)| para qualquer |x| ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0).

Pelo prinćıpio de comparação obtemos

|wε(x)| ≤ C exp(−c|x|) x ∈ RN (2.31)

onde C, c > 0 são independentes de ε ∈ (0, ε0). Em outras palavras, obtemos o seguinte

decaimento uniforme para |uε|

|uε(x)| ≤ C exp(−c|x− yε|) x ∈ RN .
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Consequentemente vemos que Qε(uε) = 0 para ε pequeno e dáı uε é uma solução positiva para

o problema (2.3). Então verificamos que {uε} é limitado longe da origem em
(
L∞(RN)

)k
.

Pela definição de wε, existe ρ > 0 tal que ‖wε‖L∞ ≥ ρ para ε ∈ (0, ε0). Logo, se tomamos pjε

como um ponto de máximo para wε,j podemos provar que wε,j(p
j
ε) ≥ ρ̃ > 0 para j = 1, . . . , k.

De fato, já que V é Hölder cont́ınua e H é C1,α
loc (Rk

+) vemos que uε é uma solução clássica e

então

ρV0 ≤ V0

k∑
j=1

wε,j(p
j
ε) ≤ −

k∑
j=1

∆wε,j(p
j
ε) + V0

k∑
j=1

wε,j(p
j
ε) ≤

k∑
j=1

Huj(wε(p
j
ε))

e se supormos ‖wεn,j‖L∞ → 0 para algum εn → 0, por (H4) obtemos uma contradição.

Assim, por (2.31) obtemos |pjε| ≤ C independentemente de ε ∈ (0, ε0) e j = 1, . . . , k.

Portanto xjε := yε + pjε é um ponto de máximo para uε,j e para qualquer sequência εn → 0,

a menos de subsequência, obtemos que pjεn → pj,

εnx
j
εn → z0 e ‖uεn,j(·+ xjεn)− u0,j(·+ pj)‖(H1)k → 0, j = 1, . . . , k,

para algum z0 ∈ M e u0 ∈ Sm. Além disso, a limitação de {pjε} implica no decaimento

exponencial desejado para uε. Isto completa a prova do Teorema 2.2.
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CAPÍTULO 3

EXISTÊNCIA E CONCENTRAÇÃO

DE SOLUÇÕES PARA EQUAÇÕES

QUASE-LINEARES EM RN

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo consideramos uma classe de equações eĺıpticas quase-lineares da forma

− ε2∆u− ε2∆(u2)u+ V (x)u = h(u), u > 0 em RN (3.1)

onde ε > 0 é um parâmetro real pequeno e N ≥ 2. Aqui nossa meta é provar, usando métodos

variacionais, existência e concentração de soluções fracas positivas. Soluções de equações do

tipo (3.1) estão relacionadas com existência de ondas estacionárias para equações quase-

lineares da forma

iε
∂ψ

∂t
= −ε2∆ψ +W (x)ψ − η(|ψ|2)ψ − ε2κ∆ρ(|ψ|2)ρ′(|ψ|2)ψ (3.2)

onde ψ : R× RN −→ C, κ é uma constante positiva , W : RN −→ R é um potencial dado e

η, ρ : R+ −→ R são funções adequadas. Equações quase-lineares da forma (3.2) surgem em

várias áreas da f́ısica em correspondência com diferentes tipos de funções ρ. Para motivações

f́ısicas e desenvolvimento dos aspectos f́ısicos nos referimos a [21] e referências lá citadas.
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Consideraremos aqui o caso onde ρ(s) = s. Procurando por soluções do tipo onda

estacionária para (3.2) definimos ψ(t, x) = e−iξt/εu(x), onde ξ ∈ R e u > 0 é uma função

real. Então obtém-se uma correspondente equação eĺıptica a qual tem a estrutura variacional

dada por (3.1), onde V (x) := W (x) − ξ é o novo potencial, h(u) = η(u2)u e, sem perda de

generalidade, tomamos κ = 1.

Devido aos aspectos f́ısicos, a equação (3.1) tem atráıdo muita atenção recentemente e

vários resultados de existência tem sido obtidos nos casos de potenciais limitados, simétricos

ou coercivos. Métodos variacionais, por meio de argumentos de minimização com v́ınculos,

foram usados em [47] e então estendidos em [44] para provar existência de soluções positivas

usando um Multiplicador de Lagrange. Posteriormente um resultado geral para (3.1) foi

fornecido em [43]. Para superar o problema de que o funcional “natural”associado a esta

equação não está bem definido, a nova ideia em [43] é introduzir uma mudança de variáveis e

reescrever o funcional nesta nova variável o que transfere a questão para encontrar soluções

de um equação eĺıptica semilinear auxiliar. Então pontos cŕıticos podem ser encontrados

num espaço de Orlicz associado e resultados de existência são obtidos no caso de potenciais

limitados, coercivos ou radiais. Seguindo a estratégia desenvolvida em [22] em um problema

relacionado, os autores em [23] também fazem uso desta mudança de variáveis e definem uma

equação associada a qual eles chamam de “dual”. Além disso, uma prova mais simples e mais

curta do resultados de [43] é apresentada para alguns potenciais limitados. Prova esta que

não usa espaços de Orlicz e então permite cobrir uma classe diferente de não linearidades.

Em [21], ainda usando espaços de Orlicz, resultados de existência e concentração são obtidos

com não linearidades e potenciais mais gerais. Em [30] o termo não linear envolve uma

combinação de termos côncavos e convexos. Quando a não linearidade h exibe crescimento

exponencial cŕıtico em dimensão dois, sob algumas hipóteses adicionais, em [28] e [29]

existência e concentração de soluções também são estudados.

Assim como nos caṕıtulos anteriores, aqui supomos que o potencial V : RN → R é uma

função cont́ınua satisfazendo as seguintes condições:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈RN

V (x) = V0 > 0;

(V2) existe um domı́nio limitado Ω em RN tal que

m := inf
x∈Ω

V (x) < inf
x∈∂Ω

V (x).
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Continuamos usando a notação

M := {x ∈ Ω : V (x) = m}

e supondo que 0 ∈ M. Enfatizamos que além da condição local (V2), introduzida em

[25] e bem conhecida no caso de problemas eĺıpticos semilineares, não requeremos qualquer

condição global sobre V a não ser (V1). Estas hipóteses já foram usadas para equações

quase-lineares em [21].

Supomos também que h : R+ → R é uma função cont́ınua satisfazendo:

(h1) limt→0+ h(t)/t = 0;

(h′2) para q = 2(2∗)− 1 se N ≥ 3 ou 3 < q <∞ se N = 2, vale

lim
t→∞

|h(t)|
tq

= 0;

(h3) existe T > 0 tal que

H(T ) >
m

2
T 2 onde H(t) =

∫ t

0

h(s) ds.

Hipóteses análogas sobre a não linearidade foram usadas em [15] para o caso semilinear, com

N ≥ 3 e q ∈ (1, 2∗ − 1). Seguindo a estratégia lá desenvolvida provaremos existência

e concentração de soluções positivas para (3.1) sem assumir a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz, a saber

0 < θH(t) ≤ h(t)t para todo t > t0, para algum t0 ≥ 0 e θ > 4 (3.3)

e sem nenhuma hipótese de monotonicidade sobre h(t)/t. Em particular melhoramos os

resultados encontrados em [21] uma vez que tais hipóteses de crescimento, comuns na

literatura, são áı exigidas.

Um exemplo de função satisfazendo as hipóteses (h1) − (h3) é dado por h(t) = tα ln(t)

para t > 0 onde α ∈ (1, 3]. Observamos que para tal h não vale (3.3) e h(t)/t não é monótona.

A seguir estabelecemos nosso resultado de forma mais precisa.

Teorema 3.1. Suponha (V1) − (V2) e (h1) − (h′2) − (h3). Então existe ε0 > 0 tal que o

problema (3.1) tem uma solução positiva uε ∈ C1,α
loc (RN) ∩ L∞(RN) para todo 0 < ε < ε0,

satisfazendo o seguinte:

75



(i) uε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0 e para qualquer

sequência εn → 0 existem z0 ∈M e uma solução u0 de

−∆u−∆(u2)u+mu = h(u), u > 0, u ∈ H1(RN) (3.4)

tais que, a menos de subsequências,

xεn → z0 e uεn(εn ·+xεn)→ u0 em H1(RN) quando n→∞.

(ii) Existem constantes positivas C e c tais que

uε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)

para todo x ∈ RN .

A prova do Teorema 3.1 é baseada no estudo de uma equação semilinear obtida depois

de uma mudança de variáveis introduzida em [43]. A fim de obter resultados de existência

para esta equação nós estudamos algumas propriedades das soluções de energia mı́nima para

uma equação limite obtida a partir de (3.4) pela mesma mudança de variáveis. Usando estas

propriedades, depois de alguns lemas técnicos, nós encontramos uma sequência de Palais-

Smale limitada em um espaço adequado para o funcional associado. Assim, obtemos uma

solução para a equação semilinear o que nos fornece uma solução para o problema original

(3.1).

Observação 3.2. Provaremos o Teorema 3.1 no caso N ≥ 3. A prova deste resultado

para o caso N = 2 segue a mesma linha do que faremos neste caṕıtulo, usando a técnica

desenvolvida em [19] de modo mais simples uma vez que neste artigo a não linearidade

tem crescimento subcŕıtico exponencial e aqui estamos considerando apenas crescimento

polinomial. Os resultados de [8] garantem a existência de uma solução de energia mı́nima

não trivial para o problema limite (3.10) a seguir e que as soluções satisfazem a identidade

de Pohozaev, ∫
R2

G(u)dx = 0.

Aqui também valem os resultados de [41] sobre a igualdade entre os ńıveis do passo da

montanha e de energia mı́nima para o funcional associado a (3.10) e de [18] sobre a simetria

e monotonicidade das soluções de energia mı́nima.
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Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma: na próxima seção fazemos a mudança

de variáveis e estudamos algumas propriedades do funcional, Jε, associado à nova equação

semilinear obtida a partir de (3.1), e do espaço onde este funcional está definido. Também

provamos algumas propriedades qualitativas das soluções de energia mı́nima para uma

equação limite. Seção 3.3 é destinada a provar que o ńıvel do passo da montanha de Jε

está bem definido e converge ao ńıvel de menor energia do funcional associado ao problema

limite. Na seção 3.4 provamos a existência de um ponto cŕıtico não trivial para Jε e finalmente

a Seção 3.5 completa a prova do Teorema 3.1.

3.2 Resultados preliminares

Uma vez que estamos procurando por soluções (fracas) positivas e h(0) = 0, definimos

h(t) = 0 para t < 0.

Definição 3.3. Dizemos que u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN) é uma solução (fraca) para (3.1) se

ε2

∫
RN

(1 + 2u2)∇u∇ϕ dx+ 2ε2

∫
RN
|∇u|2uϕ dx+

∫
RN
V (x)uϕ dx =

∫
RN
h(u)ϕ dx (3.5)

para todo ϕ ∈ C∞c (RN).

Primeiramente observamos que definindo v(x) = u(εx), encontrar solução para a equação

(3.1) torna-se equivalente a encontrar solução para o seguinte problema

−∆v −∆(v2)v + V (εx)v = h(v), v > 0 em RN . (3.6)

O funcional energia natural associado a (3.6), a saber

Iε(v) =
1

2

∫
RN

[
(1 + 2v2)|∇v|2 + V (εx)v2

]
dx−

∫
RN
H(v) dx,

em geral não está bem definido em H1(RN) e isto é verdade mesmo no caso do espaço

Hε :=

{
v ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (εx)v2 dx <∞

}
por causa do termo (1 + 2v2)|∇v|2. A fim de superar este problema, seguindo a estratégia

desenvolvida em [21], [23], [30] e [43] em problemas relacionados, introduzimos uma mudança

de variáveis u = f−1(v) onde f é uma função C∞ definida por

f ′(t) =
(
1 + 2f 2(t)

)−1/2
se t > 0, f(0) = 0 e f(t) = −f(−t) se t < 0.
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Depois desta mudança de variáveis, a partir de Iε obtemos um novo funcional

Pε(u) = Iε(f(u)) =
1

2

∫
RN

[
|∇u|2 + V (εx)f 2(u)

]
dx−

∫
RN
H(f(u)) dx,

o qual está bem definido sobre o espaço

Eε :=

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (εx)f 2(u) dx <∞

}
.

Vemos que Eε é um espaço de Banach quando munido da norma

‖u‖ε := ‖∇u‖2 + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫
RN
V (εx)f 2(λ−1u) dx

}
:= ‖∇u‖2 + |‖u‖|ε

e que a imersão Eε ↪→ H1(RN) é cont́ınua. Além disso, o espaço C∞c (RN) é denso em Eε

(veja [21], [29], [30] e [43] para detalhes). Observamos que pontos cŕıticos não triviais para

Pε em Eε ∩ L∞loc são soluções fracas para a seguinte equação

−∆u = f ′(u) [h(f(u))− V (εx)f(u)] em RN . (3.7)

Na Proposição 3.7 abaixo relacionamos as soluções de (3.7) com as soluções de (3.6).

Lembrando a notação Aε := {x ∈ RN : εx ∈ A}, definimos

χε(x) =

{
0 se x ∈ Ωε

ε−1 se x /∈ Ωε,

como anteriormente e

Qε(u) =

(∫
RN
χε(x)u2 dx− 1

)2

+

.

O funcional Qε : H1(RN)→ R é de classe C1 com derivada de Fréchet dada por

〈Q′ε(u), ϕ〉 = 4

(∫
RN
χε(x)u2 dx− 1

)
+

∫
RN
χε(x)uϕ dx.

Este irá atuar como uma penalização para forçar o fenômeno de concentração a ocorrer dentro

de Ω. Este tipo de penalização foi introduzido em [20] para o caso semilinear. Finalmente

seja Jε : Eε → R dado por

Jε(u) = Pε(u) +Qε(u).

Iremos procurar pontos cŕıticos para Jε para os quais Qε é zero. Com o intuito de facilitar

a referência listamos aqui algumas propriedades da função f(t).
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Lema 3.4. A função f(t) satisfaz:

(1) f é C∞, invert́ıvel e unicamente definida;

(2) |f ′(t)| ≤ 1 para todo t ∈ R;

(3) |f(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R;

(4) f(t)/t→ 1 quando t→ 0;

(5) f(t)/
√
t→ 21/4 quando t→ +∞;

(6) f(t)/2 ≤ tf ′(t) ≤ f(t) para todo t ≥ 0;

(7) |f(t)| ≤ 21/4|t|1/2 para todo t ∈ R;

(8) a função f 2(t) é estritamente convexa;

(9) existe uma constante positive C tal que

|f(t)| ≥

C|t|, |t| ≤ 1

C|t|1/2, |t| ≥ 1;

(10) |f(t)f ′(t)| ≤ 1/
√

2 para todo t ∈ R;

(11) para cada λ > 1 temos f 2(λt) ≤ λ2f 2(t) para todo t ∈ R.

Prova. As provas de (1)− (10) podem ser encontradas em [30], Lema 2.1 (veja também [23]

e [43]). A fim de provar (11), usando (6) vemos que

(f 2)′(t)t

f 2(t)
=

2f(t)f ′(t)t

f 2(t)
≤ 2f 2(t)

f 2(t)
= 2 para todo t > 0.

Então

ln

(
f 2(λt)

f 2(t)

)
=

∫ λt

t

(f 2)′(s)

f 2(s)
ds ≤ 2 lnλ = lnλ2

e dáı f 2(λt) ≤ λ2f 2(t) para t > 0. Sendo f 2 uma função par esta desigualdade vale para

todo t ∈ R. Isto conclui a prova do lema.
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3.2.1 Propriedades do novo funcional energia

A próxima proposição é crucial para provar resultados de convergência.

Proposição 3.5. Existe C > 0 independente of ε > 0 tal que∫
RN
V (εx)f 2(u) dx ≤ C|‖u‖|ε

{
1 +

[∫
RN
V (εx)f 2(u) dx

]1/2
}

para todo u ∈ Eε. (3.8)

Prova. A prova é análoga à da Proposição 2.1 em [30] já que a constante que lá aparece

depende apenas da função f . Apresentamos aqui a prova para deixar o trabalho mais

completo. Para u ∈ Eε e λ > 0, definamos

Aλ =
{
x ∈ RN : λ|u(x)| ≤ 1

}
.

Pelas propriedades (3) e (7) do Lema 3.4, podemos escrever∫
RN
V (εx)f 2(u) dx =

∫
Aλ
V (εx)f 2(u) dx+

∫
Acλ

V (εx)f 2(u) dx

≤
∫
Aλ
V (εx)|f(u)||u| dx+ 21/2

∫
Acλ

V (εx)|u| dx.

Usando a desigualdade de Hölder e (9) do Lema 3.4, temos∫
Aλ
V (εx)|f(u)||u| dx ≤

[∫
Aλ
V (εx)f 2(u) dx

]1/2 [∫
Aλ
V (εx)u2 dx

]1/2

≤
[∫

RN
V (εx)f 2(u) dx

]1/2
C

λ

[∫
Aλ
V (εx)f 2(λu) dx

]1/2

≤
[∫

RN
V (εx)f 2(u) dx

]1/2
C

λ

[
1 +

∫
Aλ
V (εx)f 2(λu) dx

]
,

onde, na última estimativa, usamos a desigualdade s1/2 ≤ 1 + s para todo s ≥ 0. Pela

estimativa (9) do Lema 3.4, obtemos∫
Acλ

V (εx)|u| dx =
1

λ

∫
Acλ

V (εx)|λu| dx ≤ C

λ

[
1 +

∫
Acλ

V (εx)f 2(λu) dx

]
.

Logo conclúımos que para todo λ > 0,∫
RN
V (εx)f 2(u) dx ≤

{[∫
RN
V (εx)f 2(u) dx

]1/2

+ 1

}
C

λ

[
1 +

∫
RN
V (εx)f 2(λu) dx

]
,
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e assim (3.8) segue.

Agora seguem alguns resultados de regularidade sobre o funcional Pε. A prova de

resultados análogos pode ser encontrada em [21] (Proposição 2.5), [29] (Proposição 8) e

[30] (Proposição 5).

Proposição 3.6. O funcional Pε satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Pε é cont́ınuo in Eε.

(ii) Pε é Gâteaux diferenciável sobre Eε e, para cada ϕ ∈ Eε, temos

〈P ′ε(u), ϕ〉 =

∫
RN
∇u∇ϕ dx+

∫
RN
f ′(u) [V (εx)f(u)− h(f(u))]ϕ dx.

(iii) P ′ε é cont́ınuo da topologia da norma de Eε para a topologia fraca-∗ de E ′ε, i.e. se

un → u em Eε então

〈P ′ε(un), ϕ〉 → 〈P ′ε(u), ϕ〉 para cada ϕ ∈ Eε.

Esta próxima proposição relaciona as soluções de (3.6) e (3.7).

Proposição 3.7. (i) Se u ∈ Eε ∩ L∞loc(RN) é um ponto cŕıtico de Pε então v = f(u) ∈
Eε ∩ L∞loc(RN) é uma solução fraca de (3.6);

(ii) Se u é uma solução clássica de (3.7) então v = f(u) é uma solução clássica de (3.6).

Prova. O item (ii) foi provada em [23] e para provar (i) seguimos a mesma ideia. Se v = f(u)

pelo Lema 3.4 temos |v| ≤ |u| e |∇v| = f ′(u)|∇u| ≤ |∇u| o que implica v ∈ Eε ∩ L∞loc(RN).

Já que u é um ponto cŕıtico para Pε, u é uma solução fraca de (3.7). Então∫
RN
∇u∇ϕ dx =

∫
RN
f ′(u) [h(f(u))− V (εx)f(u)]ϕ dx para todo ϕ ∈ Eε. (3.9)

Sendo (f−1)′(t) = [f ′(f−1(t))]
−1

, segue que

(f−1)′(t) =
[
1 + 2f 2(f−1(t))

]1/2
= (1 + 2t2)1/2 e (f−1)′′(t) =

2t

(1 + 2t2)1/2

o que nos fornece

∇u = (f−1)′(v)∇v = (1 + 2v2)1/2∇v.
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Para cada ψ ∈ C∞c (RN) temos ϕ := (f ′(u))−1ψ = (f−1)′(v)ψ ∈ Eε com

∇ϕ =
2vψ

(1 + 2v2)1/2
∇v + (1 + 2v2)1/2∇ψ.

Então por (3.9) obtemos∫
RN

[
2|∇v|2vψ + (1 + 2v2)∇v∇ψ

]
dx =

∫
RN

[h(v)− V (εx)v]ψ dx

o que conclui a prova de (i).

3.2.2 O problema limite

Nesta seção estudaremos algumas propriedades das soluções de (3.4), a saber

−∆v −∆(v2)v +mv = h(v), v > 0 em RN .

Para isto, usando a mesma mudança de variáveis f estudaremos o problema

−∆u = g(u), u > 0 em RN , (3.10)

onde g(t) = f ′(t) [h(f(t))−mf(t)] para t ≥ 0 e g(t) = −g(−t) para t < 0. Como na

Proposição 3.7 vemos que se u ∈ H1(RN)∩L∞(RN) é uma solução de (3.10) então v = f(u)

é uma solução para (3.4). Pelas hipóteses sobre h e Lema 3.4 podemos ver que a função

h(f(t)) é cont́ınua e satisfaz:

(h̃1) limt→0+ f ′(t)h(f(t))/t = 0;

(h̃2) for p = (q − 1)/2 = 2∗ − 1 vale limt→∞ f
′(t)|h(f(t))|/tp = 0.

Então as propriedades de f(t) implicam nas seguintes para a função g(t):

(g1) limt→0 g(t)/t = −m;

(g2) limt→∞
|g(t)|
tp

= 0;

(g3) G(f−1(T )) > 0 onde G(t) =
∫ t

0
g(s) ds.
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Assim, por [9] sabemos que o funcional associado a (3.10), dado por

Lm(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 +mf 2(u)

)
dx−

∫
RN
H(f(u)) dx

para u ∈ H1(RN), está bem definido e é de classe C1. Dizemos que v é uma solução de

energia mı́nima (ou ground state) para (3.10) se

Lm(v) = inf
{
Lm(u) : u ∈ H1(RN) é uma solução de (3.10)

}
:= Em

e Em é dito ser o ńıvel de menor energia de (3.10). O seguinte teorema também segue de [9].

Teorema 3.8. Suponha (g1)− (g3). Então

(i) o problema (3.10) tem uma solução de menor energia U ∈ C2(RN) ∩H1(RN) a qual é

radialmente simétrica e monótona com respeito a r = |x| ∈ [0,∞);

(ii) cada solução u de (3.10) satisfaz a identidade de Pohozaev∫
RN
|∇u|2 dx = 2∗

∫
RN
G(u) dx = 2∗

∫
RN

[
H(f(u))− m

2
f 2(u)

]
dx.

Devido a um resultado de Jeanjean e Tanaka [41] sabemos que as soluções de menor

energia tem uma caracterização do passo da montanha, isto é

Lm(U) = cm := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Lm(γ(t))

onde Γ =
{
γ ∈ C([0, 1], H1(RN)) : γ(0) = 0 e Lm(γ(1)) < 0

}
. Além disso, os autores

provaram que para cada solução de menor energia U existe um caminho γ ∈ Γ tal que

γ(t) > 0 em RN para t > 0 satisfazendo U ∈ γ([0, 1]) e

max
t∈[0,1]

Lm(γ(t)) = Lm(U) = cm. (3.11)

Combinando resultados de [9] e [18] vemos que qualquer solução de energia mı́nima é, a

menos de translação, radialmente simétrica e monótona com respeito a r = |x| ∈ [0,∞).

Consideramos Sm o conjunto das soluções de energia mı́nima para (3.10) que são radialmente

simétricas, de modo que

u(0) = max
x∈RN

u(x) para todo u ∈ Sm.

Então obtemos o seguinte resultado de compacidade.
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Proposição 3.9. Sm é compacto em H1(RN). Além disso, existem constantes C, c > 0

independentes de U ∈ Sm satisfazendo

U(x) + |∇U(x)| ≤ C exp(−c|x|) para todo x ∈ RN . (3.12)

Prova. Usando a identidade de Pohozaev vemos que para qualquer U ∈ Sm

1

N

∫
RN
|∇U |2 dx = Lm(U). (3.13)

Assim, {
∫

RN |∇U |
2 dx : U ∈ Sm} é um conjunto limitado. Pelo item (6) do Lema 3.4 temos

m

2

∫
RN
f 2(U) dx ≤ m

∫
RN
f(U)f ′(U)U dx

e sendo U uma solução de (3.10), por (h1)− (h′2) e Lema 3.4 vemos que

m

2

∫
RN
f 2(U) dx <

∫
RN
h(f(U))f ′(U)U dx ≤

∫
RN
h(f(U))f(U) dx

≤ m

4

∫
RN
f 2(U) dx+ C

∫
RN
f 2(2∗)(U) dx

≤ m

4

∫
RN
f 2(U) dx+ 22∗/2C

∫
RN
U2∗ dx.

Logo ∫
RN
f 2(U) dx ≤ C

∫
RN
U2∗ dx for all U ∈ Sm.

A partir desta desigualdade obtemos para todo U ∈ Sm∫
RN
U2 dx ≤ C

∫
{U≤1}

f 2(U) dx+

∫
{U>1}

U2∗ dx ≤ C

∫
RN
U2∗ dx.

Então pela desigualdade de Sobolev vemos que {
∫

RN U
2 dx : U ∈ Sm} é limitado. Segue que

Sm é limitado em H1(RN). Pelo Lema Radial ([9], Lema Radial A.IV) obtemos

U(x) ≤ C
‖U‖L2

|x|N/2
para x 6= 0,

onde C = C(N). Assim, lim|x|→∞ U(x) = 0 uniformemente para U ∈ Sm. Como visto nos

caṕıtulos anteriores, por um prinćıpio de comparação existem C, c > 0 independentes de

U ∈ Sm satisfazendo

U(x) + |∇U(x)| ≤ C exp(−c|x|) para todo x ∈ RN\B(0, R)
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para algum R > 0 (veja [9] para detalhes). Além disso, por (h1) e identidade de Pohozaev

vemos que Sm é limitado longe da origem em L∞(RN). Seja {Un} uma sequência em Sm.

A menos de subsequências podemos assumir que Un ⇀ U em H1
rad(RN), Un → U em

L2(B(0, R)) e Un(x) → U(x) para quase todo x ∈ RN . Então U é também uma solução de

(3.10). Usando (g1)− (g2) e o decaimento exponencial uniforme de Un temos∫
RN
g(Un)Un dx→

∫
RN
g(U)U dx e

∫
RN
U2
n dx→

∫
RN
U2 dx quando n→∞.

Sendo Un e U soluções obtemos∫
RN

[
|∇Un|2 − g(Un)Un

]
dx = 0 =

∫
RN

[
|∇U |2 − g(U)U

]
dx

e dáı segue que ∫
RN
|∇Un|2 dx→

∫
RN
|∇U |2 dx quando n→∞,

o que implica que Un → U em H1(RN). Isto prova a compacidade de Sm. Usando este

resultado vemos que dado σ > 0 existe k ∈ N tal que(∫
{x∈RN :[U(x)]2∗−2>k}

U2∗ dx

)2/N

< σ para todo U ∈ Sm.

Por (h1)− (h′2) e Lema 3.4 existe c > 0 satisfazendo

−∆U ≤ cU2∗−1 em RN

para qualquer solução de (3.10). Então segue de ([52], Lema B.3) que Sm é limitado em

Lrloc(RN) para todo r ∈ [2,∞) e

‖U‖Lr(B(0,2)) ≤ Cr‖U‖L2 para todo U ∈ Sm

onde a constante Cr depende de r e N . Dáı Teorema 9.20 em [32] implica que

sup
B(0,1)

U ≤ C
(
‖U‖L2(B(0,2)) + ‖U2∗−1‖LN (B(0,2))

)
onde C = C(N). Assim vemos que Sm é também limitado em L∞(RN). Consequentemente

obtemos (3.12) o que completa a prova.
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3.3 O ńıvel do passo da montanha

Fixando U ∈ Sm definimos Ut(x) = U(x/t) para x ∈ RN e t > 0. Então pela identidade de

Pohozaev temos

Lm(Ut) =
tN−2

2

∫
RN
|∇U |2 dx− tN

∫
RN
G(U) dx

=

(
tN−2

2
− tN

2∗

)∫
RN
|∇U |2 dx. (3.14)

Assim existe t0 > 1 tal que

Lm(Ut) < −2 para t ≥ t0. (3.15)

Devido à hipótese (h3) podemos escolher β ∈ (0, dist(M,RN\Ω)/10) suficientemente

pequeno tal que

H(T ) >
V (x)

2
T 2 para todo x ∈M5β. (3.16)

Desta forma vemos que o Teorema 3.8 e a igualdade entre os ńıveis de energia mı́nima e

do passo da montanha também valem para LV (x) para cada x ∈ M5β, fato este que será de

suma importância em resultados posteriores. Escolhemos uma função corte ϕ ∈ C∞c (RN) tal

que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 se |x| ≤ β e ϕ(x) = 0 para |x| ≥ 2β, com ϕ(x) ≤ ϕ(y) se |y| ≤ |x|.
Denotamos então ϕε(x) = ϕ(εx) e para z ∈Mβ e U ∈ Sm

U z
ε (x) := ϕε(x− z/ε)U(x− z/ε), x ∈ RN .

Para ε suficientemente pequeno iremos encontrar uma solução próxima ao conjunto

Xε =
{
U z
ε : z ∈Mβ, U ∈ Sm

}
.

Observação 3.10. O conjunto Xε é compacto em Eε e além disso, é uniformemente limitado

para ε ∈ (0, 10). De fato, para w ∈ Xε temos w = U z
ε para algum U ∈ Sm e z ∈Mβ. Dáı

‖w‖ε ≤
(∫

RN
|∇(ϕεU)|2 dx

)1/2

+

{
1 +

∫
RN
V (εx+ z)f 2(ϕεU) dx

}
≤

[
2

∫
RN

(
ε2|∇ϕ(εx)|2U2 + ϕ2

ε|∇U |2
]

dx

)1/2

+

{
1 + sup

x∈Ω
V (x)

∫
RN

(ϕεU)2 dx

}
≤ c‖U‖+ c̃‖U‖2 + 1 ≤ C
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devido a limitação de Sm em H1(RN). Isto prova que Xε é limitado uniformemente em

ε ∈ (0, 10). Agora seja {wn} uma sequência em Xε. Existem {Un} ⊂ Sm e {zn} ⊂ Mβ tais

que wn(x) = ϕε(x − zn/ε)Un(x − zn/ε), x ∈ RN . A compacidade de Sm e Mβ implica na

existência de U0 ∈ Sm e z0 ∈Mβ tais que Un → U0 em H1(RN) e zn → z0 em RN , a menos

de subsequência. Definindo w0(x) = ϕε(x− z0/ε)U0(x− z0/ε) temos w0 ∈ Xε e∫
RN
|∇(wn − w0)|2 dx ≤ c

∫
RN
|∇[(Un − U0)ϕε](x− zn/ε)|2 dx

+c

∫
RN
|∇ [(ϕε(x− zn/ε)− ϕε(x− z0/ε))U0(x− zn/ε)] |2 dx

+c

∫
RN
|∇ [ϕε(x− z0/ε) (U0(x− zn/ε)− U0(x− z0/ε))] |2 dx.

Devido ao decaimento exponencial uniforme em Sm e as convergências citadas acima obtemos∫
RN
|∇(wn − w0)|2 dx→ 0 quando n→∞.

Analogamente temos∫
RN
V (εx)f 2(wn − w0) dx ≤ sup

x∈Ω
V (x)

∫
RN
|wn − w0|2 dx→ 0 quando n→∞.

Então dado λ ∈ (0, 1) por (11) em Lema 3.4 vemos que

λ

{
1 +

∫
RN
V (εx)f 2(λ−1(wn − w0)) dx

}
≤ λ+ λ−1

∫
RN
V (εx)f 2 (wn − w0) dx.

Estas duas últimas desigualdades implicam que existe n0 = n0(λ) tal que

|‖wn − w0‖|ε ≤ λ+ λ−1

∫
RN
V (εx)f 2(wn − w0) dx ≤ 2λ para n ≥ n0.

Portanto wn → w0 em Eε quando n→∞ o que prova a compacidade de Xε.

Lema 3.11. Denotando wε,t(x) = ϕε(x)Ut(x) para t > 0 e U0 ≡ wε,0 ≡ 0 temos

sup
t∈[0,t0]

|Jε(wε,t)− Lm(Ut)| → 0 quando ε→ 0.

Prova. Desde que supp(wε,t) ⊂ Ωε e supp(χε) ⊂ RN\Ωε temos Qε(wε,t) = 0 e dáı

Jε(wε,t) = Pε(wε,t). Então para t ∈ (0, t0] vemos que

|Pε(wε,t)− Lm(Ut)| ≤
1

2

∣∣‖∇wε,t‖2
L2 − ‖∇Ut‖2

L2

∣∣+
1

2

∫
RN

∣∣V (εx)f 2(wε,t)−mf 2(Ut)
∣∣ dx

+

∫
RN
|H(f(wε,t))−H(f(Ut))| dx.
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Devemos estimar estes termos do lado direito da desigualdade. Primeiramente, usando uma

mudança de variáveis e o decaimento exponencial de U , obtemos C > 0 tal que∫
RN
|∇wε,t −∇Ut|2 dx ≤ C

∫
RN

[
tN0 ε

2 + tN−2
0 (1− ϕε(t0x))2

]
exp(−2c|x|) dx

para todo t ∈ (0, t0]. Logo ‖∇wε,t‖L2 → ‖∇Ut‖L2 quando ε→ 0 uniformemente em t ∈ [0, t0].

Para o segundo termo, usando (10) de Lema 3.4 e (3.12) temos∫
RN

∣∣V (εx)f 2(wε,t) − mf 2(Ut)
∣∣ dx

≤
∫

RN
|V (εx)−m| f 2(wε,t) dx+m

∫
RN

∣∣f 2(wε,t)− f 2(Ut)
∣∣ dx

≤ 21/2C

∫
RN

[
|V (εx)−m|χ{|x|≤2β/ε} +m(1− ϕε)

]
exp(−c|x|/t0) dx

para todo t ∈ (0, t0]. Lembrando que

H(f(a+ b))−H(f(a)) = b

∫ 1

0

f ′(a+ sb)h(f(a+ sb)) ds, (3.17)

de (h̃1)− (h̃2) obtemos a seguinte estimativa para o terceiro termo∫
RN
|H(f(wε,t))−H(f(Ut))| dx ≤ C

∫
RN
|wε,t − Ut|

(
Ut + wε,t + Up

t + wpε,t
)

dx

≤ C

∫
RN

(1− ϕε) exp (−(2c/t0)|x|) dx

para cada t ∈ (0, t0]. Portanto Jε(wε,t)→ Lm(Ut) quando ε→ 0, uniformemente in t ∈ [0, t0].

Este é o fim da prova.

Observamos que devido a (3.15) e Lema 3.11 existe ε0 suficientemente pequeno tal que

|Jε(wε,t0)− Lm(Ut0)| ≤ −Lm(Ut0)− 2 e então Jε(wε,t0) < −2

para todo ε ∈ (0, ε0). A partir de agora consideraremos ε ∈ (0, ε0) e continuaremos a usar a

notação ε0 embora este seja necessariamente menor a cada passo. Definimos o ńıvel mini-max

Cε = inf
γ∈Γε

max
s∈[0,1]

Jε(γ(s)),

onde

Γε = {γ ∈ C([0, 1], Eε) : γ(0) = 0, γ(1) = wε,t0}.

Com estas definições temos o seguinte resultado de convergência.
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Proposição 3.12. O ńıvel mini-max Cε converge para Em quando ε tende a zero.

Prova. Usando argumentos semelhantes aos da Observação 3.10 vemos que wε,s → wε,t em

Eε quando s→ t, para t ≥ 0. Então, definindo

γε(s) = wε,st0 para s ∈ [0, 1] (3.18)

temos γε ∈ Γε e por (3.13), (3.14) e Lema 3.11 vemos que

lim sup
ε→0

Cε ≤ lim sup
ε→0

max
t∈[0,t0]

Jε(wε,t) ≤ max
t∈[0,t0]

Lm(Ut) = Em.

Por outro lado, usando (3) no Lema 3.4 e lembrando que o ńıvel de energia mı́nima para

Lm coincide com o ńıvel do passo da montanha, repetindo a segunda parte da prova da

Proposição 1.5 vemos que

lim inf
ε→0

Cε ≥ Em

o que conclui a prova.

Com o que vimos na demonstração da proposição anterior, denotando

Dε := max
s∈[0,1]

Jε(γε(s))

onde γε doi definido em (3.18), temos que Cε ≤ Dε e limε→0Dε = limε→0Cε = Em.

3.4 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional

modificado

Começamos esta seção com algumas definições. Para cada A ⊂ Eε e α > 0 definimos

Jαε := {u ∈ Eε : Jε(u) ≤ α} e Aα := {u ∈ Eε : inf
v∈A
‖u− v‖ε ≤ α}.

Além disso, nas próximas proposições, para qualquer ε > 0 e R > 0, consideramos o funcional

Jε restrito ao espaço H1
0 (B(0, R/ε)) munido da norma

‖v‖ε = ‖∇v‖L2(B(0,R/ε)) + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫
B(0,R/ε)

V (εx)f 2(λ−1v) dx

}
.

A partir daqui chamaremos este espaço de ER
ε . Vemos que ER

ε é um espaço de Banach e que

Jε é de classe C1 sobre ER
ε .
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Proposição 3.13. Sejam εn → 0, Rn →∞ e un ∈ Xd
εn ∩ E

Rn
εn tais que

lim
n→∞

Jεn(un) ≤ Em e lim
n→∞

‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ = 0.

Então, a menos de subsequências existem {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e U0 ∈ Sm satisfazendo

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn = 0,

se d > 0 é suficientemente pequeno.

Prova. Pela definição de Xd
εn e compacidade de Xεn existem {Zn} ⊂ Sm e {zn} ⊂ Mβ tais

que

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)‖εn ≤ d.

Pela compacidade de Sm e Mβ, passando a subsequência se necessário, podemos assumir

que Zn → Z em H1(RN), Zn(x) → Z(x) para quase todo x ∈ RN e zn → z0 em RN para

algum Z ∈ Sm e z0 ∈Mβ. Desde que∫
RN

[
|∇ (ϕεn(x)(Zn − Z)) |2 + V (εnx+ zn)f 2 (ϕεn(x)(Zn − Z))

]
dx ≤ C‖Zn − Z‖2 → 0

quando n→∞, como na Observação 3.10 vemos que

‖ϕεn(· − zn/εn)Zn(· − zn/εn)− ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn → 0 quando n→∞.

Então para n grande temos

‖un − ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn)‖εn ≤ 2d. (3.19)

Dividiremos a prova desta proposição em cinco passos.

Passo 1: Temos lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|un|2 dx = 0 para qualquer R > 0.

De fato, suponha que existe R > 0 e uma sequência {z̃n} satisfazendo

z̃n ∈ A
(
zn
εn

;
β

2εn
,
3β

εn

)
e lim

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|un|2 dx > 0.

Já que ‖u‖ε ≤ C em Xd
ε para todo ε ∈ (0, ε0) e d ∈ (0, 10), devido à Proposição 3.5 temos∫

RN
f 2(un) dx ≤ c

∫
RN
V (εnx)f 2(un) dx ≤ C‖un‖εn ≤ C
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visto que sn/(1 +
√
sn)→∞ se sn →∞. Então a desigualdade de Sobolev implica que∫

RN
|un|2 dx ≤ C

∫
RN
f 2(un) dx+

∫
RN
|un|2

∗
dx ≤ C(‖un‖εn + ‖un‖2∗

εn) ≤ C.

Assim {un} é limitado em H1(RN) e podemos assumir que w̃n := un(· + z̃n) ⇀ w̃ em

H1(RN) e que εnz̃n → z̃0 para algum z̃0 ∈ A (z0; β/2, 3β) e w̃ ∈ H1(RN). Pela compacidade

da imersão H1(B(0, R)) ↪→ L2(B(0, R)) vemos que∫
B(0,R)

|w̃|2 dx = lim
n→∞

∫
B(0,R)

|w̃n|2 dx = lim
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|un|2 dx > 0

e consequentemente w̃ 6= 0. Agora para cada φ ∈ C∞c (RN) seja φn(x) = φ(x − z̃n), n ∈ N.

Como εnz̃n ∈ M4β obtemos φn ∈ ERn
εn para n grande. Já que ‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ → 0 e

‖φn‖εn ≤ C temos

lim
n→∞
〈J ′εn(un), φn〉 = 0.

Usando a limitação de supp(φ) e a compacidade das imersões obtida pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov e ainda a definição de χε, obtemos∫
RN

[∇w̃∇φ+ V (z̃0)f ′(w̃)f(w̃)φ]) dx =

∫
RN
f ′(w̃)h(f(w̃))φ dx.

Uma vez que φ é arbitrária segue que w̃ é uma solução para o problema

−∆w̃ = f ′(w̃)[h(f(w̃))− V (z̃0)f(w̃)] := g0(w̃) in RN (3.20)

e por (3.16) vemos que g0 também satisfaz (g1) − (g3) com V (z̃0) ao invés de m. Sendo

f(t) < 0 para t < 0 e h(t) = 0 para t < 0, tomando w̃− como função teste em (3.20) vemos

que w̃ ≥ 0. Além disso, w̃ ∈ L∞(RN) e segue do prinćıpio do máximo que w̃ > 0. Pela

definição do ńıvel de energia mı́nima temos LV (z̃0)(w̃) ≥ EV (z̃0). Mais ainda, para R > 0

suficientemente grande

1

2

∫
RN
|∇w̃|2 dx ≤ lim inf

n→∞

∫
B(0,R)

|∇w̃n|2 dx = lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx.

Como V (z̃0) ≥ m e os ńıveis de menor energia para as equações (3.10) e (3.20) são iguais a

seus ńıveis do passo da montanha, temos EV (z̃0) ≥ Em. Usando a identidade de Pohozaev

vemos que ∫
RN
|∇w̃|2 dx = NLV (z̃0)(w̃).
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Assim obtemos

lim inf
n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≥ N

2
LV (z̃0)(w̃) ≥ N

2
Em > 0.

Observamos que esta última estimativa não depende de d ∈ (0, 10). Isto será crucial no

próximo argumento. Por (3.19) temos
∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≤ 5d2 para n grande (n ≥ n0(d)).

Então
N

2
Em ≤ lim inf

n→∞

∫
B(z̃n,R)

|∇un|2 dx ≤ 5d2

o que é uma contradição para d > 0 suficientemente pequeno. Isto prova Passo 1.

Passo 2: Definindo un,1 = ϕεn(· − zn/εn)un e un,2 = un − un,1 temos

Jεn(un) ≥ Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1). (3.21)

De fato, vemos que Qεn(un,1) = 0 e Qεn(un) = Qεn(un,2). A limitação de {un} implica que

Jεn(un,1) + Jεn(un,2) =
1

2

∫
RN

{
ϕ2
εn(y − zn/εn) + [1− ϕεn(y − zn/εn)]2 − 1

}
|∇un|2 dx

+
1

2

∫
RN
V (εnx)

[
f 2(un,1) + f 2(un,2)− f 2(un)

]
dx+ o(1)

+

∫
RN

[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx+ Jεn(un).

Uma vez que un,2 = [1− ϕεn(x− zn/εn)]un e 0 ≤ ϕ ≤ 1 temos ϕ2 + (1− ϕ)2 − 1 ≤ 0 e

f 2(un,1) + f 2(un,2)− f 2(un) ≤ [ϕεn(x− zn/εn) + (1− ϕεn(x− zn/εn))− 1] f 2(un) = 0,

onde usamos a convexidade de f 2. Logo, pelas desigualdades acima obtemos

Jεn(un,1) + Jεn(un,2) ≤ Jεn(un) +

∫
RN

[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx+ o(1).

A fim de concluir Passo 2 precisamos estimar esta última integral. Temos∫
RN

[H(f(un)) − H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx

=

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx.

Agora escolhemos ψ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em A(0; β, 2β) e ψ ≡ 0 em

RN\A(0; β/2, 3β). Definindo ψn(x) = ψ(εnx− zn)un(x), para n grande vemos que

sup
A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|un|2 dx ≥ sup
A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,R)

|ψn|2 dx = sup
z∈RN

∫
B(z,R)

|ψn|2 dx.
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Usando Passo 1 e um resultado de Lions ([42], Lema 1.1) vemos que ψn → 0 em Lr(RN)

quando n→∞ para todo r ∈ (2, 2∗). Já que ψn = un em A(zn/εn; β/εn, 2β/εn) obtemos

lim
n→∞

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|r dx = 0.

Assim, usando o fato de que |un,1|, |un,2| ≤ |un|, segue de (h̃1)− (h̃2) e (7) em Lema 3.4 que

dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|H(f(un)) − H(f(un,1))−H(f(un,2))|dx

≤ σ(‖un‖2
L2 + ‖un‖2∗

L2∗ ) + Cσ

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|(2

∗+2)/2 dx ≤ Cσ

para n grande. Logo (3.21) está provado.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe n0 = n0(d) tal que

Jεn(un,2) ≥ 1

4

[∫
RN

(
|∇un,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)

)
dx

]
para todo n ≥ n0.

De fato, usando (3.19) vemos que existe n0 = n0(d) tal que

‖un,2‖εn ≤ ‖un − vn‖εn + ‖un,1 − ϕεn(· − zn/εn)vn‖εn
+‖[1− ϕεn(· − zn/εn)]vn‖εn ≤ 5d para todo n ≥ n0

onde vn = ϕεn(· − zn/εn)Z(· − zn/εn). Então usando a desigualdade de Sobolev obtemos

Jεn(un,2) ≥ 1

2
‖∇un,2‖2

L2 +
1

4

∫
RN
V (εnx)f 2(un,2) dx− C

∫
RN
f 2(2∗)(un,2) dx

≥
(

1

2
− 5Cd2∗−2

)
‖∇un‖2

L2 +
1

4

∫
RN
V (εnx)f 2(un,2) dx

para n ≥ n0. Isto prova o Passo 3 para d > 0 pequeno satisfazendo 5Cd2∗−2 < 1/4.

Passo 4: Temos limn→∞ Jεn(un,1) = Em e z0 ∈M.

De fato, seja wn := un,1(· + zn/εn). Extraindo uma subsequência se necessário, podemos

assumir que wn ⇀ w em H1(RN) para algum w ∈ H1(RN). Agora, usando (h1)−(h′2) vemos

que existe c0 > 0 tal que ‖f(Z)‖L2 ≥ 3c0 para qualquer Z ∈ Sm e graças ao decaimento

exponencial temos que existe R > 0 tal que ‖f(Z)‖L2(B(0,R)) ≥ 2c0 para cada Z ∈ Sm. Para
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este R existe n1 ∈ N tal que |εny| ≤ β para todo y ∈ B(0, R) e n ≥ n1. Isto implica

ϕεnZ = Z em B(0, R). Pelo item (11) do Lema 3.4 e por (3.8) segue que

3d ≥ ‖un,1 − ϕεn(x− zn/εn)Z(x− zn/εn)‖εn

≥ C

∫
RN
V (εnx)f 2 (un,1 − ϕεn(x− zn/εn)Z(x− zn/εn)) dx

≥ CV0

∫
B(0,R)

f 2 (wn − Z) dx ≥ CV0

∫
B(0,R)

[
f 2 (Z)

2
− f 2 (wn)

]
dx

para n > n1 grande. Então

‖f(wn)‖2
L2(B(0,R)) ≥ 2c0

2 − 3d(CV0)−1 ≥ c2
0

para d > 0 pequeno e n > n1 grande. Consequentemente ‖f(w)‖L2(B(0,R)) ≥ c0 e w 6= 0.

Além disso, para cada compacto K ⊂ RN , segue que

un,1(y + zn/εn) = un(y + zn/εn) em K

para n grande. Como no Passo 1 vemos que w satisfaz

−∆w(y) = f ′(w) [h(f(w))− V (z0)f(w)] , w > 0 em RN .

Temos dois casos a considerar:

Caso 1: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wn − w|2 dx = 0.

Caso 2: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wn − w|2 dx > 0.

Se o Caso 1 ocorre então wn → w em Lr(RN) para r ∈ (2, 2∗). Para r = (2∗ + 2)/2, por

(h̃1)− (h̃2) e (3.17) vemos que dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que

|H(f(wn))−H(f(w))| ≤ |wn−w|
[
σ (|w|+ |wn|+ |w|p + |wn|p) + Cσ

(
|w|r−1 + |wn − w|r−1

)]
.

Usando a limitação de {wn} em H1(RN) obtemos∫
RN
|H(f(wn))−H(f(w))|dx ≤ cσ + Cσ (‖wn − w‖Lr + ‖wn − w‖rLr) ≤ Cσ

para n grande. Assim,∫
RN
H(f(wn)) dx→

∫
RN
H(f(w)) dx quando n→∞. (3.22)

94



Agora se o Caso 2 ocorre então existe {ẑn} ⊂ RN tal que

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn − w|2 dx > 0.

Desde que wn ⇀ w em H1(RN), temos

|ẑn| → ∞. (3.23)

Portanto

lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|w|2 dx = 0 e então lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|2 dx > 0.

Sendo wn(x) = ϕεn(x)un(x+ zn/εn), vemos que |ẑn| ≤ 3β/εn para n grande. Além disso, se

|ẑn| ≥ β/2εn para uma subsequência a partir do Passo 1 teŕıamos

0 < lim
n→∞

∫
B(ẑn,1)

|wn|2 dx ≤ lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫
B(z,1)

|un|2 dx = 0

o que é imposśıvel. Então |ẑn| ≤ β/2εn para n grande. Podemos assumir que

εnẑn → ẑ0 e un,1(·+ ẑn + zn/εn) ⇀ w̃.

Vemos que ẑ0 ∈ B(0, β/2) ⊂ Ω e w̃ ∈ H1(RN)\{0}. Então, dado qualquer compacto

K ⊂ RN , temos

un,1(·+ ẑn + zn/εn) = un(·+ ẑn + zn/εn) em K

para n grande. Consequentemente, como no Passo 1 segue que w̃ satisfaz

−∆w̃ = f ′(w̃) [h(f(w̃))− V (ẑ0 + z0)f(w̃)] , w̃ > 0 em RN .

Análogo ao Passo 1, (3.23) nos leva a uma contradição com (3.19) se d > 0 é suficientemente

pequeno. Até este momento provamos que o Case 2 não vale e então o Case 1 deve ocorrer.

Então, por (3.22) temos

lim inf
n→∞

Jεn(un,1) = lim inf
n→∞

{
1

2

∫
RN

[
|∇wn|2 + V (εnx+ zn)f 2(wn)

]
dx−

∫
RN
H(f(wn)) dx

}
≥ 1

2

∫
RN

[
|∇w|2 + V (z0)f 2(w)

]
dx−

∫
RN
H(f(w)) dx

≥ LV (z0)(w) ≥ EV (z0) ≥ Em.
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Por outro lado, já que limn→∞ Jεn(un) ≤ Em, Jεn(un,2) ≥ 0 e devido a Passo 2, obtemos

lim sup
n→∞

Jεn(un,1) ≤ Em.

Então EV (z0) = Em e limn→∞ Jεn(un,1) = Em. Além disso, graças à igualdade entre os ńıveis

do passo da montanha e de energia mı́nima e por (3.11), vemos que a > b implica Ea > Eb.

Assim, V (z0) = m e isto conclui a prova do Passo 4.

Passo 5: Conclusão.

Desde que w é uma solução de energia mı́nima para (3.10) existe ξ ∈ RN tal que

U0 := w(·+ ξ) ∈ Sm. A partir do Passo 4 temos

lim
n→∞

∫
RN

[
|∇wn|2 + V (εnx+ zn)f 2(wn)

]
dx =

∫
RN

(
|∇w|2 +mf 2(w)

)
dx

e então seguem os seguintes resultados de convergência∫
A

|∇wn|2 dx →
∫
A

|∇w|2 dx,∫
A

V (εnx+ zn)f 2(wn) dx →
∫
A

mf 2(w) dx e∫
A

V (εnx+ zn)f 2(ϕεn(x− ξ)w) dx →
∫
A

mf 2(w) dx

para qualquer A ⊂ RN . Consequentemente, dado σ > 0 existe R > 0 e n0 ∈ N tal que∫
RN\B(0,R)

V (εnx+ zn)
[
f 2(wn) + f 2(ϕεn(x− ξ)w)

]
dx ≤ σ

4

para todo n ≥ n0. Por outro lado, pela compacidade da imersão H1(B(0, R)) ↪→ L2(B(0, R))

temos que wn → w em L2(B(0, R)) e dáı∫
B(0,R)

V (εnx+ zn)f 2(wn − ϕεn(x− ξ)w) dx ≤ σ

2
para todo n ≥ n0.

para n0 grande. Isto implica∫
RN
V (εnx+ zn)f 2(wn − ϕεn(x− ξ)w) dx ≤ σ para todo n ≥ n0.

Pela definição de |‖ · ‖|εn (veja também Observação 3.10) obtemos

|‖un,1 − ϕεn(· − ξ − zn/εn)w(· − zn/εn)‖|εn → 0.
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Agora definimos yn = zn/εn + ξ. Uma vez que wn ⇀ w em H1(RN) e ‖∇wn‖L2 → ‖∇w‖L2

segue que ∇wn → ∇w em L2(RN) e então ∇[un,1 − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)]→ 0 em L2(RN).

Assim,

‖un,1 − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, usando Passos 2,3 e 4, obtemos

Em ≥ lim
n→∞

Jεn(un) ≥ Em +
1

4
lim sup
n→∞

∫
RN

[|∇un,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)] dx,

o que implica ‖un,2‖εn → 0 e completa a prova.

Observamos que os resultados da Proposição 3.13 valem para d0 > 0 suficientemente

pequeno independentemente das sequências satisfazendo as hipóteses.

Corolário 3.14. Para qualquer d ∈ (0, d0) existem constantes ωd, Rd, εd > 0 tais que

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ωd para qualquer u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd
ε ), R ≥ Rd e ε ∈ (0, εd).

Prova. Por contradição supomos que o corolário é falso. Então para algum d ∈ (0, d0)

existem sequências {εn}, {Rn} e {un} tais que

Rn ≥ n, εn ≤ 1/n, un ∈ ERn
εn ∩ J

Dεn
εn ∩ (Xd0

εn\X
d
εn) e ‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ <

1

n
.

Pela Proposição 3.13 existem {yn} ⊂ RN , z0 ∈M e U0 ∈ Sm tais que

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn = 0.

Então para n suficientemente grande temos εnyn ∈Mβ e então, pela definição de Xεn e Xd
εn ,

obtemos ϕεn(· − yn)U(· − yn) ∈ Xεn e un ∈ Xd
εn . Isto contradiz o fato de que un ∈ Xd0

εn\X
d
εn

e completa a prova.

Os próximos lemas são necessários para a obtenção de uma sequência de Palais-Smale

limitada em um subconjunto de ER
ε .

Lema 3.15. Dado λ > 0 existem ε0 e d0 > 0 pequenos tais que

Jε(u) > Em − λ para todo u ∈ Xd0
ε e ε ∈ (0, ε0).
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Prova. Para u ∈ Xε temos u(x) = ϕε(x− z/ε)U(x− z/ε), x ∈ RN , para algum z ∈ Mβ e

U ∈ Sm. Já que Lm(U) = Em, por (V2) temos

Jε(u)− Em ≥ 1

2

∫
RN

[(
|∇(ϕεU)|2 − |∇U |2

)
+m

(
f 2(ϕεU)− f 2(U)

)]
dx

−
∫

RN
|H(f(ϕεU))−H(f(U))| dx

independentemente de z ∈ Mβ. Usando o decaimento exponencial uniforme de |U | + |∇U |
para U ∈ Sm e (3.17) vemos que existe ε0 > 0 tal que

Jε(u)− Em > −λ
2

para todo u ∈ Xε, ε ∈ (0, ε0).

Agora, se v ∈ Xd
ε existe u ∈ Xε tal que ‖u − v‖ε ≤ d. Temos v = u + w com ‖w‖ε ≤ d.

Sendo Qε(u) = 0 vemos que

Jε(v)− Jε(u) ≥ 1

2

∫
RN

[
|∇(u+ w)|2 − |∇u|2 + V (εx)

(
f 2(u+ w)− f 2(u)

)]
dx

−
∫

RN
[H(f(u+ w))−H(f(u))] dx.

Usando (3.8), Lema 3.4 e lembrando que Xε é uniformemente limitado para ε ∈ (0, ε0),

estimamos∫
RN
V (εx)

∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)
∣∣ dx ≤ ∫

{|w|≤1}
V (εx) |f(u+ w)− f(u)| |f(u+ w) + f(u)| dx

+

∫
{|w|>1}

V (εx)
∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)

∣∣ dx

≤ C(|‖w‖|1/2ε + |‖w‖|ε) ≤ Cd ≤ λ

6

desde que d seja pequeno o suficientemente. Com argumentos semelhantes aos usados

anteriormente vemos que existe d0 > 0 pequeno tal que

Jε(v) > Jε(u)− λ

2
> Em − λ para todo v ∈ Xd0

ε e ε ∈ (0, ε0).

Este é o fim da prova.

Seguindo Corolário 3.14 e Lema 3.15, fixamos d0 > 0, d1 ∈ (0, d0/3) e correspondentes

ω > 0, R0 > 0 e ε0 > 0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ω para todo u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd1
ε ) e

Jε(u) > Em/2 para todo u ∈ Xd0
ε

(3.24)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Assim obtemos o seguinte resultado.
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Lema 3.16. Para γε dado por (3.18) existe α > 0 tal que

|s− 1/t0| ≤ α implica γε(s) ∈ Xd1
ε para todo ε ∈ (0, ε0),

Prova. Inicialmente observamos que

‖ϕεv‖ε ≤ ‖∇ (ϕεv) ‖L2 + ‖v‖L2

{
1 +

∫
RN
V (εx)f 2

(
‖v‖−1

L2ϕεv
)

dx

}
≤ ‖ε∇ϕ(ε·)v + ϕε∇v‖L2 + ‖v‖L2

(
1 + sup

Ω
V (x)

)
≤ C0‖v‖H1 para todo ε ∈ (0, ε0) e v ∈ H1(RN).

Uma vez que a função l : [0, t0] → H1(RN) dada por l(t) = Ut é cont́ınua, existe σ > 0 tal

que

|t− 1| ≤ σ ⇒ ‖Ut − U‖ <
d1

C0

.

Então, tomando α = σ/t0, vemos que para |s− 1/t0| ≤ α vale

‖γε(s)− ϕεU‖ε = ‖ϕε(Ust0 − U)‖ε ≤ C0‖Ust0 − U‖ < d1 para ε ∈ (0, ε0).

Como ϕεU ∈ Xε temos γε(s) ∈ Xd1
ε como desejado.

Lema 3.17. Para α dado no Lema 3.16 existem ρ > 0 e ε0 > 0 tais que

Jε(γε(s)) < Em − ρ para qualquer ε ∈ (0, ε0) e |s− 1/t0| ≥ α.

Prova. Já que t = 1 é o único ponto de máximo de
(
tN−2/2− tN/2∗

)
em [0, t0] e devido a

(3.13) e (3.14) podemos ver que existe ρ > 0 satisfazendo

Lm(Ut) < Em − 2ρ para |t− 1| ≥ t0α.

Pelo Lema 3.11 sabemos que existe ε0 > 0 tal que

sup
t∈[0,t0]

|Jε(wε,t)− Lm(Ut)| < ρ para ε ∈ (0, ε0).

Então, para |t− 1| ≥ t0α e ε ∈ (0, ε0) temos

Jε(wε,t) ≤ Lm(Ut) + |Jε(wε,t)− Lm(Ut)| < Em − 2ρ+ ρ = Em − ρ

e a prova está completa.
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Proposição 3.18. Para ε > 0 suficientemente pequeno e R > 0 grande existe uma sequência

{uRn} ⊂ ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε tal que J ′ε(u
R
n )→ 0 em

(
ER
ε

)′
quando n→∞.

Prova. Supondo por absurdo que a afirmação da Proposição 3.18 é falsa, graças a (3.24),

aos Lema 3.16 e Lema 3.17, como na Proposição 2.17 vemos que para ε pequeno e R grande

existe γRε ∈ Γε tal que

Cε ≤ max
s∈[0,1]

Jε(γ
R
ε (s)) ≤ Em −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
,

o que está em contradição com a Proposição 3.12. Isto completa a prova.

Proposição 3.19. Se ε > 0 é suficientemente pequeno existe um ponto cŕıtico uε ∈ Xd0
ε ∩JDεε

para Jε.

Prova. Pela Proposição 3.18 existem ε0 > 0 e R0 > 0 para os quais é posśıvel encontrar

{un}n ⊂ ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε , un = un(ε, R), tal que J ′ε(un)→ 0 em
(
ER
ε

)′
quando n→∞, para

cada R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Sendo {un}n limitada em ER
ε vemos que é também limitada em

H1
0 (B(0, R/ε)) com a norma usual. Assim, podemos assumir que un ⇀ u em H1

0 (B(0, R/ε))

e un(x) → u(x) em quase todo x ∈ RN onde u = uε,R. Usando ‖J ′ε(un)‖(ERε )′ → 0 e a

compacidade da imersão H1
0 (B(0, R/ε)) ↪→ Lr(B(0, R/ε)) para r ∈ [1, 2∗) vemos que u é

uma solução não negativa para o problema

−∆u = f ′(u) [h(f(u))− V (εx)f(u)]− 4

(∫
B(0,R/ε)

χε|u|2 dx− 1

)
+

χεu (3.25)

em B(0, R/ε). Então vemos que un → u em H1
0 (B(0, R/ε)) o que implica∫

B(0,R/ε)

V (εx)f 2(un − u) dx→ 0 quando n→∞

e dáı un → u em Eε. Assim u ∈ Xd0
ε ∩ JDεε . Por (h1) − (h′2) e Lema 3.4 existe C > 0

dependendo apenas de h tal que

−∆u ≤ cf ′(u)f(u)22∗−1 ≤ Cu2∗−1 em B(0, R/ε). (3.26)

Pela Proposição 3.13 vemos que dado σ > 0 existe k ∈ N, ε0 e R0 > 0 dependendo de σ tais

que (∫
{x∈RN :[uε,R(x)]2∗−2>k}

u2∗

ε,R dx

)2/N

≤ σ para todo R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0).
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Então usando um método iterativo devido a Moser (veja [52], Lema B.3) provamos que {uε,R}
é limitada em Lsloc(RN) uniformemente em R ≥ Rs e ε ∈ (0, εs) para qualquer s ∈ [2,∞).

Além disso

‖uε,R‖Ls(B(y,1)) ≤ Cs‖uε,R‖L2(B(y,rs)) para todo y ∈ RN .

Por ([32], Teorema 9.26) sabemos que existe C > 0 dependendo de N tal que

sup
B(y,1)

uε,R ≤ C
(
‖uε,R‖L2(B(y,2)) + ‖cu2∗−1

ε,R ‖LN (B(y,2))

)
≤ C‖uε,R‖L2(B(y,rN )) para todo y ∈ RN (3.27)

para qualquer ε ∈ (0, ε0) e R ≥ R0 onde R0 e ε0 dependem de N . Em particular isto

implica que {uε,R}ε,R é limitado em L∞(RN). Devido à limitação de {‖uε,R‖ε} e {Jε(uε,R)}
obtemos {Qε(uε,R)} uniformemente limitada em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Dáı, uma vez que

Ω ⊂ B(0, R0), existe C1 > 0 tal que∫
RN\B(0,R0/ε)

|uε,R|2 dx ≤ ε

∫
RN
χε|uε,R|2 dx ≤ εC1 (3.28)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Desta forma, para ε0 suficientemente pequeno e

ε ∈ (0, ε0) fixado, segue de (3.27), (3.28) e (h1)

h(f(uε,R(x))) ≤ V0

2
f(uε,R(x)) para |x| ≥ R0

ε
+ rN e R ≥ R0.

Como no Caṕıtulo 1, depois de alguns cálculos obtemos

lim
A→∞

∫
RN\B(0,A)

[
|∇uε,R|2 + V (εx)f 2(uε,R)

]
dx = 0 (3.29)

uniformemente em R ≥ R0. Tomamos Rk → ∞ e denotamos uk = uε,Rk . Já que {uk}k é

uma sequência limitada em Eε, é também limitada em H1(RN) e dáı podemos assumir que

uk ⇀ uε em H1(RN) e uk(x) → uε(x) para quase todo x ∈ RN quando k → ∞. Então

‖uε‖∞ ≤ C para todo ε ∈ (0, ε0). Sendo uk uma solução para (3.25), usando (3.29) vemos

que ∫
RN
|∇uk|2 dx→

∫
RN
|∇uε|2 dx e

∫
RN
V (εx)f 2(uk − uε) dx→ 0

quando k →∞. A partir deste resultado temos

‖uk − uε‖ε → 0 quando k →∞,
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e assim uk → uε em Eε. Isto implica que uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε . Além disso, para qualquer

ϕ ∈ C∞c (RN) existe Rk tal que supp(ϕ) ⊂ B(0, Rk/ε). Logo, por (3.25) e Proposição 3.6

obtemos

0 = 〈(Jε|H1
0 (B(0,Rk/ε)))

′(uk), ϕ〉 = 〈J ′ε(uk), ϕ〉 → 〈J ′ε(uε), ϕ〉.

Já que C∞c (RN) é denso em Eε obtemos J ′ε(uε) = 0 e completamos a prova.

3.5 Prova do Teorema 3.1

Até este momento provamos a existência de um ponto cŕıtico para Jε, uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε ,

para ε ∈ (0, ε0) com ε0 > 0 e d0 > 0 suficientemente pequenos. Também temos uε ≥ 0 e

Jε(uε) ≥ (Em/2) o que implica uε 6= 0. Já que uε ∈ L∞(RN) satisfaz

−∆uε = f ′(uε) [h(f(uε))− V (εx)f(uε)]− 4

(∫
RN
χε|uε|2 dx− 1

)
+

χεuε em RN ,(3.30)

por regularidade eĺıptica temos uε ∈ C1,α
loc (RN) e segue do prinćıpio do máximo que uε > 0.

Além disso, vemos que existe δ > 0 tal que ‖uε‖L∞ ≥ δ para ε > 0 pequeno.

Observamos que pela Proposição 3.13 existe {yε} ⊂ RN tal que εyε ∈ M2β e para

qualquer sequência εn → 0 existe z0 ∈M e U0 ∈ Sm satisfazendo

εnyεn → z0 e ‖uεn − ϕεn(· − yεn)U0(· − yεn)‖εn → 0,

e dáı

‖uεn(·+ yεn)− U0‖H1 → 0.

Consequentemente, usando (3.12) vemos que dado σ > 0 existem R > 0 e ε0 > 0 tais que

sup
ε∈(0,ε0)

∫
RN\B(0,R)

u2
ε(x+ yε) dx ≤ σ. (3.31)

Denotando wε = uε(·+ yε), a equação (3.30) e a limitação uniforme de {uε} em L∞(RN) nos

fornecem

−∆wε ≤ Cwε em RN .

Então por ([32], Teorema 8.17) existe C0 = C0(N,C) tal que

sup
B(x,1)

wε ≤ C0 ‖wε‖L2(B(x,2)) para todo x ∈ RN .
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A partir desta desigualdade e por (3.31) podemos provar o decaimento exponencial de wε

uniforme em ε ∈ (0, ε0). Agora, consideramos ξε ∈ RN um ponto de máximo de wε. Uma

vez que

wε(x)→ 0 quando |x| → ∞ e ‖wε‖∞ ≥ δ para todo ε ∈ (0, ε0)

conclúımos que {ξε} é limitada. Assim, temos xε := ξε + yε um ponto de máximo para uε e

o decaimento exponencial

uε(x) ≤ wε(x− yε) ≤ C exp (−c|x− xε|) para todo x ∈ RN (3.32)

para constantes C, c > 0 independentes de ε. Então Qε(uε) = 0 para ε pequeno e

consequentemente uε é um ponto cŕıtico para Pε. Pela Proposição 3.7 temos que vε = f(uε)

é uma solução positiva para (3.6). Sendo f crescente temos xε também um ponto de

máximo para vε. Além disso, pela escolha de {yε}, para qualquer sequência εn → 0 existem

z0 ∈M, U0 ∈ Sm e ξ0 ∈ RN tais que

ξεn → ξ0, εnxεn → z0 e ‖uεn(·+ xεn)− U0(·+ ξ0)‖H1 → 0, (3.33)

a menos de subsequências. Lembrando que U0(· + ξ0) é também uma solução de menor

energia de (3.10) temos v0 = f(U0(·+ ξ0)) uma solução para (3.4). Temos ainda

‖vεn(·+ xεn)− v0‖2
H1 ≤ 2‖uεn(·+ xεn)− U0(·+ ξ0)‖2

H1

+2

∫
RN
|f ′ (uεn(x+ xεn))− f ′(U0(x+ ξ0))|2|∇U0(x+ ξ0)|2 dx

e devido a (3.33) e as propriedades de f obtemos

vεn(·+ xεn)→ v0 em H1(RN) quando n→∞.

Temos então provado que, para ε pequeno, ũε(x) := vε(x/ε) é uma solução para a equação

quase-linear (3.1) e satisfaz (i)− (ii) do Teorema 3.1 com ponto de máximo x̃ε = εxε. Isto

conclui a prova do Teorema 3.1.
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CAPÍTULO 4

EXISTÊNCIA E CONCENTRAÇÃO

DE SOLUÇÕES PARA EQUAÇÕES

QUASE-LINEARES EM R

4.1 Introdução

Estudaremos existência e concentração de soluções positivas para a seguinte equação eĺıptica

quase-linear

− ε2u′′ + V (x)u− ε2(u2)′′u = h(u) em R, (4.1)

onde ε > 0 é um parâmetro real pequeno. Nosso objetivo é provar a existência de soluções

fracas. Soluções de equações do tipo (4.1) estão relacionadas com existência de soluções do

tipo ondas estacionárias para equações quase-lineares da forma

iε
∂ψ

∂t
= −ε2ψ′′ +W (x)ψ − η(|ψ|2)ψ − ε2κ[ρ(|ψ|2)]′′ρ′(|ψ|2)ψ (4.2)

onde ψ : R × R −→ C, κ é uma constante positiva, W : R −→ R é um potencial dado e

η, ρ : R+ −→ R são funções adequadas. Equações quase-lineares da forma (4.2) aparecem em

muitas áreas da f́ısica em correspondência com diferentes tipos de funções ρ. Para motivações

f́ısicas e desenvolvimento de aspectos f́ısicos citamos [47] e referências lá citadas.
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Aqui consideramos o caso em que ρ(s) = s. Procurando por soluções do tipo onda

estacionária para (4.2) definimos ψ(t, x) = e−iξt/εu(x), onde ξ ∈ R e u > 0 é uma função

real. Então obtém-se uma equação do tipo eĺıptica correspondente a qual tem a estrutura

variacional dada por (4.1), onde sem perda de generalidade nós supomos que κ = 1.

Motivados pelos aspectos f́ısicos, recentemente a equação (4.1) tem atráıdo muita atenção

e vários resultados de existência têm sido obtidos nos casos de potenciais V (x) limitados

ou coercivos. Métodos variacionais diretos por meio de argumentos de minimização foram

usados em [47] para provar existência de soluções positivas usando multiplicadores de

Lagrange. Os autores estudaram o seguinte problema

− u′′ + V (x)u− (u2)′′u = θ|u|p−1u, x ∈ R. (4.3)

Ambrosetti e Wang em [7], usando métodos variacionais, provaram a existência de soluções

positivas para a seguinte classe de equações eĺıptica quase-lineares

−u′′ + (1 + εa(x))u− (1 + εb(x))(u2)′′u = (1 + εc(x))up, u ∈ H1(R)

para p > 1 e ε > 0 suficientemente pequeno, onde a(x), b(x) e c(x) são funções reais

satisfazendo certas hipóteses. Posteriormente, um resultado de existência geral para (4.1)

com ε = 1 foi obtido em [43]. Neste artigo, o qual também trata de dimensões maiores, é

introduzida uma mudança de variáveis que transforma o problema numa equação semilinear

auxiliar. Então pontos cŕıticos são procurados em um espaço de Orlicz associado e resultados

de existência são dados nos casos de potenciais limitados, coercivos ou radiais. Em [23] os

autores também fazem uso dessa mudança de variáveis e definem uma equação associada a

qual eles chamam dual. Uma prova simples e mais curta dos resultados de [43] é apresentada

para potenciais limitados, a qual não usa espaços de Orlicz e permite cobrir uma classe

diferente de não linearidades. Observamos que esta mudança de variáveis não é necessária

em R uma vez que o funcional associado à equação está bem definido. Mencionamos alguns

trabalhos que estudam o problema (4.1) sem fazer uso desta ferramenta, [1], [4] e [49] entre

outros. Em [1] e [49] os autores estudam (4.3) para o p-laplaciano ou operadores mais gerais

e θ = 1. Em [4] os autores estudam existência e concentração de soluções positivas para

a equação (4.1) com h(t) = tp, p ≥ 3. Lá o potencial V : R → R é uma função cont́ınua

satisfazendo as seguintes condições:

(V1) V e limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈R

V (x) = V0 > 0;
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(V2) existe um domı́nio limitado Ω em R tal que

m := inf
x∈Ω

V (x) < inf
x∈∂Ω

V (x).

Aqui também assumiremos que V ∈ C(R,R) satisfaz as condições (V1)− (V2), denotamos

M := {x ∈ Ω : V (x) = m}

e sem perda de generalidade podemos assumir que 0 ∈ M. Também supomos que

h : R+ → R é uma função localmente Lipschitz cont́ınua satisfazendo:

(h1) limt→0+ h(t)/t = 0;

(h′′2) existe T > 0 tal que

h(T ) > mT, H(T ) =
m

2
T 2 e H(t) <

m

2
t2 para todo t ∈ (0, T )

onde H(t) =
∫ t

0
h(s) ds.

Hipóteses similares sobre a não linearidade foram usadas em [19] para o caso semilinear.

Seguindo a estratégia lá desenvolvida, usando métodos variacionais provaremos existência

e concentração de soluções positivas para (4.1) sem assumir a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz e sem exigir monotonicidade de h. Em particular melhoramos os resultados

em [4] onde h é uma potência pura.

A seguir estabelecemos o principal resultado deste caṕıtulo de forma mais precisa.

Teorema 4.1. Suponha (V1) − (V2) e (h1) − (h′′2). Então existe ε0 > 0 tal que o problema

(4.1) tem uma solução positiva uε ∈ C1,α
loc (R) para todo 0 < ε < ε0, satisfazendo:

(i) uε admite um ponto de máximo xε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0 e para qualquer

sequência εn → 0 existe x0 ∈M e uma solução u0 de

− u′′ − (u2)′′u+mu = h(u), u > 0, u ∈ H1(R) (4.4)

tal que, a menos de subsequências,

xεn → x0 e uεn(εn ·+xεn)→ u0 em H1(R) quando n→∞.
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(ii) existem constantes positivas C e c tais que

uε(x) ≤ C exp
(
−c
ε

(|x− xε|)
)

para todo x ∈ R.

A prova do Teorema 4.1 consiste no estudo de uma equação semilinear obtida depois

de uma mudança de variáveis, introduzida em [43]. A fim de provar existência de soluções

para esta equação estudamos algumas propriedades das soluções de energia mı́nima para

uma equação limite obtida a partir de (4.4) pela mesma mudança de variáveis. Usando tais

propriedades, depois de alguns lemas técnicos encontramos uma sequência de Palais-Smale

limitada, em um espaço adequado para o funcional associado. Assim obtemos uma solução

para o problema semilinear a qual nos dá uma solução para o problema original (4.1).

A organização deste caṕıtulo é como segue: na Seção 4.2 faremos a mudança de variáveis

e estudaremos algumas propriedades do funcional, Jε, associado à nova equação semilinear

obtida de (4.1), e também do espaço onde Jε está definido. Seção 4.3 é destinada a provar que

o ńıvel mini-max de Jε está bem definido e converge ao ńıvel de menor energia do funcional

associado ao problema limite. Na Seção 4.4 provaremos a existência de um ponto cŕıtico não

trivial para Jε e finalmente Seção 4.5 traz os resultados que completam a prova do Teorema

4.1.

4.2 Resultados preliminares

Já que estamos procurando por soluções positivas definimos h(t) = 0 para t < 0. Dizemos

que u ∈ H1(R) é uma solução (fraca) de (4.1) se

ε2

∫
RN

(1 + 2u2)u′ϕ′ dx + 2ε2

∫
RN
|u′|2uϕ dx+

∫
RN
V (x)uϕ dx

=

∫
RN
h(u)ϕ dx para todo ϕ ∈ C∞c (R).

Observamos que definindo v(x) = u(εx) a equação (4.1) torna-se equivalente à seguinte

− v′′ − (v2)′′v + V (εx)v = h(v), v > 0 em R. (4.5)

O funcional energia natural associado à equação (4.5), o qual é dado por

Iε(v) =
1

2

∫
R

[
(1 + 2v2)|v′|2 + V (εx)v2

]
dx−

∫
R
H(v) dx,
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está bem definido em

Hε :=

{
v ∈ H1(R) :

∫
R
V (εx)v2 dx <∞

}
devido à imersão H1(R) ↪→ L∞(R) e (V1). Apesar disto, assim como fizemos no caṕıtulo

anterior seguindo a estratégia desenvolvida em [23], [43], [21] e [30] em um problema

relacionado para dimensões mais altas, introduzimos uma mudança de variáveis u = f−1(v)

onde f é uma função C∞ definida por

f ′(t) =
(
1 + 2f 2(t)

)−1/2
se t > 0, f(0) = 0 e f(t) = −f(−t) se t < 0.

Após esta mudança de variáveis, a partir de Iε obtemos um novo funcional

Pε(u) = Iε(f(u)) =
1

2

∫
R

[
|u′|2 + V (εx)f 2(u)

]
dx−

∫
R
H(f(u)) dx,

o qual está bem definido em

Eε :=

{
u ∈ H1(R) :

∫
R
V (εx)f 2(u) dx <∞

}
.

Usando as propriedades de f(t), listadas no Lema 3.4, provamos que Eε é um espaço vetorial

normado com norma dada por

‖u‖ε := ‖u′‖2 + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫
R
V (εx)f 2(λ−1u) dx

}
:= ‖u′‖2 + |‖u‖|ε. (4.6)

A seguinte proposição é crucial para provar resultados de convergência e a prova é a mesma

da Proposição 3.8 uma vez que não depende da dimensão.

Proposição 4.2. Existe C > 0 independente de ε > 0 tal que∫
R
V (εx)f 2(u) dx ≤ C|‖u‖|ε

[
1 +

(∫
R
V (εx)f 2(u) dx

)1/2
]

(4.7)

para todo u ∈ Eε.

A partir deste resultado obtemos que Eε é um espaço de Banach e a imersão Eε ↪→ H1(R)

é cont́ınua. Também verificamos que C∞c (R) é denso em Eε (veja [21], [29], [30] e [43] para

detalhes). Além disso, graças à continuidade da imersão de H1(R) em L∞(R) vemos que o
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funcional Pε é de classe C1 sobre Eε, o que não ocorre em geral para dimensões mais altas

como visto no caṕıtulo anterior. A derivada de Fréchet de Pε é dada por

〈P ′ε(u), ϕ〉 =

∫
R
u′ϕ′ dx+

∫
R
f ′(u) [V (εx)f(u)− h(f(u))]ϕ dx

para u, ϕ ∈ Eε. Observamos que pontos cŕıticos não triviais para Pε são soluções fracas para

− u′′ = f ′(u) [h(f(u))− V (εx)f(u)] in R. (4.8)

Assim como na Proposição 3.7 temos a seguinte relação entre as soluções dos problemas

acima citados:

(i) Se u ∈ Eε é um ponto cŕıtico de Pε então v = f(u) ∈ Eε é uma solução fraca de (4.5);

(ii) Se u é uma solução clássica de (4.8) então v = f(u) é uma solução clássica de (4.5).

Continuamos usando a notação Aε := {x ∈ R : εx ∈ A} para A ⊂ R e ε > 0 e definimos

χε(x) =

{
0 se x ∈ Ωε

ε−1 se x /∈ Ωε,

e

Qε(u) =

(∫
R
χε(x)u2 dx− 1

)2

+

.

O funcional Qε : H1(R)→ R é de classe C1 com derivada de Fréchet dada por

〈Q′ε(u), ϕ〉 = 4

(∫
R
χε(x)u2 dx− 1

)
+

∫
R
χε(x)uϕ dx

e irá atuar como uma penalização para forçar o fenômeno de concentração a ocorrer dentro

de Ω. Este tipo de penalização foi introduzido em [20] para o caso semilinear em RN com

N ≥ 2. Finalmente seja Jε : Eε → R dado por

Jε(u) = Pε(u) +Qε(u).

A fim de provar existência de solução para o problema (4.1) iremos procurar por pontos

cŕıticos para Jε para os quais Qε é zero. Inicialmente estudaremos o problema limite (4.4).
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4.2.1 O problema limite

Nesta subseção estudaremos algumas propriedades das soluções da equação (4.4), a qual

reescrevemos aqui

−v′′ − (v2)′′v +mv = h(v), v > 0 em R.

Usando a mesma mudança de variáveis f , lidaremos com soluções clássicas para o problema

− u′′ = g(u), lim
|x|→∞

u(x) = 0 e u(x0) > 0 para algum x0 ∈ R, (4.9)

onde g(t) = f ′(t) [h(f(t))−mf(t)] para t ≥ 0 e g(t) = −g(−t) para t < 0. Assim como na

Proposição 3.7 vemos que se u ∈ H1(R) é uma solução clássica de (4.9) então v = f(u) é

uma solução clássica para (4.4). Pelas hipóteses sobre h e Lema 3.4 vemos que a função g(t)

é localmente Lipschitz cont́ınua e satisfaz:

(g1) limt→0 g(t)/t = −m < 0;

(g2) para T̃ = f−1(T ) e G(t) =
∫ t

0
g(s) ds vale T̃ > 0 e

G(T̃ ) = 0, g(T̃ ) > 0 e G(t) < 0 para todo t ∈ (0, T̃ ). (4.10)

Em ([9], Teorema 5) os autores provaram que (4.10) é uma condição necessária e suficiente

para a existência de uma solução de (4.9). Eles também mostraram alguma propriedades

destas soluções no caso em que existam. Assim, pelo Teorema 5 e Observação 6.3 em [9]

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Assuma (h1)− (h′′2). Então o problema (4.9) tem uma solução U ∈ C2(R), a

qual é única a menos de translação, positiva e satisfaz:

(i) U(0) = T̃ , U é radialmente simétrica e decresce com respeito a |x|;

(ii) U, U ′ e U ′′ têm decaimento exponencial no infinito

0 ≤ U(x) + |U ′(x)|+ |U ′′(x)| ≤ C exp (−c|x|) para todo x ∈ R;

(iii) −[U ′(x)]2 = 2G(U(x)) para todo x ∈ R.
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Agora consideramos Lm : H1(R)→ R o funcional associado à equação (4.9)

Lm(u) =
1

2

∫
R

(
|∇u|2 +mf 2(u)

)
dx−

∫
R
H(f(u)) dx

o qual está bem definido e é de classe C1. Seja

Em := Lm(U).

Desde que U é única a menos de translação temos Lm(w) = Em para cada solução w de

(4.9). Por um resultado de Jeanjean e Tanaka [40] sabemos que estas soluções tem uma

caracterização do passo da montanha, isto é,

Lm(w) = cm := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Lm(γ(t)) (4.11)

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(R)) : γ(0) = 0 e Lm(γ(1)) < 0}. Usando os mesmos argumentos

de ([19], Proposição 2) provamos o próximo resultado.

Proposição 4.4. Existe t0 > 1 e um caminho cont́ınuo θ : [0, t0]→ H1(R) satisfazendo:

(i) θ(0) = 0, Lm(θ(t0)) < −1 e maxt∈[0,t0] Lm(θ(t)) = Em;

(ii) θ(1) = U e Lm(θ(t)) < Em para todo t 6= 1;

(iii) existem C, c > 0 tais que para qualquer t ∈ [0, t0] vale

|θ(t)(x)|+ |[θ(t)]′(x)| ≤ C exp (−c|x|) para todo x ∈ R.

4.3 O ńıvel mini-max

No decorrer deste caṕıtulo denotamos β = dist(M,RN\Ω)/10 e escolhemos uma função

corte ϕ ∈ C∞c (R) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 para |x| ≤ β e ϕ(x) = 0 para |x| ≥ 2β.

Definimos ϕε(x) = ϕ(εx) e para z ∈Mβ

U z
ε (x) := ϕε(x− z/ε)U(x− z/ε), x ∈ R.

Para ε pequeno encontraremos uma solução próxima ao conjunto

Xε :=
{
U z
ε : z ∈Mβ

}
.

Assim como na Observação 3.10 vemos que Xε uniformemente limitado para ε em conjuntos

limitados e para cada ε vemos que Xε é compacto em Eε. Comecemos provando uma

convergência uniforme.
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Lema 4.5. Temos

sup
t∈[0,t0]

|Jε(ϕεθ(t))− Lm(θ(t))| → 0 quando ε→ 0.

Prova. Já que supp(ϕεθ(t)) ⊂ Ωε e supp(χε) ⊂ R\Ωε segue que Qε(ϕεθ(t)) = 0 e dáı

Jε(ϕεθ(t)) = Pε(ϕεθ(t)). Então para t ∈ (0, t0] temos

|Pε(ϕεθ(t))−Lm(θ(t))|

≤ 1

2

∣∣∣∣∫
R

[
| (ϕεθ(t))′ |2 − |θ(t)′|2 + V (εx)f 2(ϕεθ(t))−mf 2(θt)

]
dx

∣∣∣∣
+

∫
R
|H(f(ϕεθ(t)))−H(f(θ(t)))| dx.

Inicialmente, usando uma mudança de variáveis e o decaimento exponencial de θ(t), θ(t)′,

obtemos ∫
R
| (ϕεθ(t))′ − θ(t)′|2 dx ≤ C

∫
R

[
ε2 + (1− ϕε)2

]
exp(−c|x|) dx

para todo t ∈ (0, t0]. Agora já que f(t)f ′(t) < 2−1/2 para todo t ∈ [0, t0] temos∫
R

∣∣V (εx)f 2(ϕεθ(t))−mf 2(θ(t))
∣∣ dx

≤
∫

R
|V (εx)−m| f 2(ϕεθ(t)) dx+m

∫
R

∣∣f 2(ϕεθ(t))− f 2(θ(t))
∣∣ dx

≤ 21/2C

∫
R

[
|V (εx)−m|χ{|x|≤2β/ε} +m(1− ϕε)

]
exp(−c|x|) dx.

Lembrando que

H(f(a+ b))−H(f(a)) = b

∫ 1

0

f ′(a+ sb)h(f(a+ sb)) ds (4.12)

devido à imersão H1(R) ↪→ L∞(R) e a limitação de {θ(t)} em L∞(R) segue de (h1) que∫
R
|H(f(ϕεθ(t)))−H(f(θ(t)))| dx ≤ C

∫
R
|ϕεθ(t)− θ(t)| [θ(t) + ϕεθ(t)] dx

≤ C

∫
R

(1− ϕε) exp (−c|x|) dx

para t ∈ (0, t0]. Portanto temos a convergência uniforme em t ∈ [0, t0].

Pelo Lema 4.5 existe ε0 suficientemente pequeno tal que

|Jε(ϕεθ(t0))− Lm(θ(t0))| ≤ −Lm(θ(t0))− 1 e dáı Jε(ϕεθ(t0)) < −1
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para todo ε ∈ (0, ε0). Consideramos ε ∈ (0, ε0) e definimos o ńıvel mini-max

Cε = inf
γ∈Γε

max
s∈[0,1]

Jε(γ(s)),

onde

Γε = {γ ∈ C([0, 1], Eε) : γ(0) = 0, γ(1) = ϕεθ(t0)}.

Proposição 4.6. Cε converge para Em quando ε tende a zero.

Prova. Desde que θ : [0, t0]→ H1(R) é uma função cont́ınua provamos que γε : [0, 1]→ Eε

dada por

γε(s) := ϕεθ(st0) para s ∈ [0, 1] (4.13)

é cont́ınua. Então γε ∈ Γε e pelo Lema 4.5 e Proposição 4.4 obtemos

lim sup
ε→0

Cε ≤ lim sup
ε→0

max
s∈[0,1]

Jε(γε(s)) = lim sup
ε→0

max
t∈[0,t0]

Jε(ϕεθ(t))

≤ max
t∈[0,t0]

Lm(θ(t)) = Em.

Por outro lado, uma vez que o ńıvel do passo da montanha para a equação (4.9) corresponde

a Em, (veja [40]), como na prova da Proposição 3.12 vemos que

lim inf
ε→0

Cε ≥ Em.

Isto completa a prova da proposição.

Denotando

Dε := max
s∈[0,1]

Jε(γε(s))

onde γε foi definido em (4.13) vemos que Cε ≤ Dε e vale também limε→0Dε = Em.

4.4 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional

associado

Como nos caṕıtulos anteriores definimos

Jαε := {u ∈ Eε : Jε(u) ≤ α} e Aα := {u ∈ Eε : inf
v∈A
‖u− v‖ε ≤ α}
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para qualquer A ⊂ Eε e α > 0. Além disso, nas próximas proposições, para cada ε > 0 e

R > 0, consideramos o funcional Jε restrito ao espaço H1
0 ((−R/ε,R/ε)) munido da norma

‖v‖ε = ‖v′‖L2((−R/ε,R/ε)) + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫ R/ε

−R/ε
V (εx)f 2(λ−1v) dx

}
.

Denotaremos este espaço por ER
ε . Vemos que ER

ε é um espaço de Banach e Jε é de classe C1

sobre ER
ε .

Proposição 4.7. Existe d > 0 suficientemente pequeno tal que se εn → 0, Rn → ∞ e

un ∈ Xd
εn ∩ E

Rn
εn satisfaz

lim
n→∞

Jεn(un) ≤ Em e lim
n→∞

‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ = 0

então, a menos de subsequências, existem {yn} ⊂ R e z0 ∈M satisfazendo

lim
n→∞

|εnyn − z0| = 0 e lim
n→∞

‖un − ϕεn(· − yn)U(· − yn)‖εn = 0.

Prova. A partir daqui supomos d ∈ (0, 10). Uma vez que un ∈ Xd
εn , pela definição de Xd

εn

existe vn ∈ Xεn tal que

‖un − vn‖εn ≤ d. (4.14)

Temos vn(x) = ϕεn(x − zn/εn)U(x − zn/εn), x ∈ R, para {zn} ⊂ Mβ. Sendo Xεn

uniformemente limitado temos

‖un‖εn ≤ C para todo n ∈ N e d ∈ (0, 10).

Pela compacidade deMβ, passando a uma subsequência se necessário, podemos assumir que

zn → z0 em R para algum z0 ∈Mβ. Dividimos a prova desta proposição em cinco passos.

Passo 1: Para d pequeno temos

lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫ z+R

z−R
|un|2 dx = 0 para qualquer R > 0.

De fato, suponha que existe R > 0 e uma sequência {z̃n} satisfazendo

z̃n ∈ A
(
zn
εn

;
β

2εn
,
3β

εn

)
e lim

n→∞

∫ z̃n+R

z̃n−R
|un|2 dx > 0.
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Uma vez que Xd
ε é uniformemente limitado para ε ∈ (0, ε0) e d ∈ (0, 10), devido à Proposição

4.2 e à continuidade da imersão H1(R) ↪→ L4(R) obtemos {u′n}n limitada em L2(R) e∫
R
|un|2 dx ≤ C

∫
R

[
f 2(un) + f 4(un)

]
dx ≤ C

∫
R
V (εx)f 2(un) dx+ C‖f(un)‖4

H1

≤ C

{
‖un‖εn +

[∫
R

(
|u′n|2 + V (εx)f 2(un)

)
dx

]2
}

≤ C
(
‖un‖εn + ‖un‖2

εn + ‖un‖4
εn

)
≤ C̃.

Consequentemente {un} é limitada em H1(R). Então podemos assumir que εnz̃n → z̃0 e

que w̃n := un(· + z̃n) ⇀ w̃ em H1(R) para algum z̃0 ∈ A (z0; β/2, 3β) e w̃ ∈ H1(R). Pela

compacidade da imersão H1((−R,R)) ↪→ C([−R,R]) temos∫ R

−R
|w̃|2 dx = lim

n→∞

∫ R

−R
|w̃n|2 dx = lim

n→∞

∫ z̃n+R

z̃n−R
|un|2 dx > 0

e dáı w̃ 6= 0. Agora dada φ ∈ C∞c (R) seja φn(x) = φ(x − z̃n), n ∈ N. Temos εnz̃n ∈ M4β e

dáı φn ∈ ERn
εn para n grande. Já que ‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ → 0 e ‖φn‖εn ≤ C temos

lim
n→∞
〈J ′εn(un), φn〉 = 0.

Consequentemente, a limitação de supp(φ) implica que∫
R

[w̃′φ′ + V (z̃0)f ′(w̃)f(w̃)φ]) dx =

∫
R
f ′(w̃)h(f(w̃))φ dx.

Uma vez que φ é arbitrária segue que w̃ satisfaz

− w̃′′ = f ′(w̃)[h(f(w̃))− V (z̃0)f(w̃)] = g0(w̃), w̃ ≥ 0 em R. (4.15)

Pelas hipóteses sobre h vemos que g0 é localmente Lipschitz cont́ınua, g0(0) = 0 e dáı devido

a ([9], Teorema 5) sabemos que a função g0 deve satisfazer (4.10) para algum T > 0. Assim,

Teorema 4.3 vale para o problema (4.15) e w̃(x) = w0(x + c) onde w0 é radial. Então para

LV (z̃0) definido como Lm com V (z̃0) ao invés de m, denotamos EV (z̃0) = LV (z̃0)(w̃). Por ([11],

Teorema 2.1) obtemos w̃′n(x) → w̃′(x) para quase todo ponto em A para cada conjunto

limitado A ⊂ R. Então, usando o Lema de Fatou obtemos para R > 0 suficientemente

grande

1

2

∫
R
|w̃′|2 dx ≤

∫ R

−R
|w̃′|2 dx ≤ lim inf

n→∞

∫ R

−R
|w̃′n|2 dx = lim inf

n→∞

∫ z̃n+R

z̃n−R
|u′n|2 dx.
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Já que V (z̃0) ≥ m e os ńıveis de energia mı́nima para as equações (4.9) e (4.15) coincidem

com os ńıveis do passo da montanha (veja [40]) temos EV (z̃0) ≥ Em. Usando item (iii) do

Teorema 4.3 vemos que ∫
R
|w̃′|2 dx = LV (z̃0)(w̃).

Dáı obtemos

lim inf
n→∞

∫ z̃n+R

z̃n−R
|u′n|2 dx ≥ 1

2
LV (z̃0)(w̃) ≥ 1

2
Em > 0.

Por outro lado, por (4.14) temos ∫ z̃n+R

z̃n−R
|u′n|2 dx ≤ 4d2

para n grande (n ≥ n0(d)). Então

1

2
Em ≤ lim inf

n→∞

∫ z̃n+R

z̃n−R
|u′n|2 dx ≤ 4d2

o que é imposśıvel para d ∈
(

0,
√
Em/8

)
. Isto prova o Passo 1.

Passo 2: Definindo un,1 = ϕεn(· − zn/εn)un e un,2 = un − un,1 temos

Jεn(un) ≥ Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1) (4.16)

onde o(1) indica a quantidade que tende a zero quando n→∞.

De fato, vemos que Qεn(un,1) = 0 e Qεn(un) = Qεn(un,2). Então a limitação de {un} e a

convexidade de f 2 implicam que

Jεn (un,1) + Jεn(un,2)

= Jεn(un) +
1

2

∫
R

{
ϕ2
εn(x− zn/εn) + [1− ϕεn(x− zn/εn)]2 − 1

}
|u′n|2 dx

+
1

2

∫
R
V (εnx)

[
f 2(un,1) + f 2(un,2)− f 2(un)

]
dx

+

∫
R

[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx+ o(1)

≤ Jεn(un) +

∫
R

[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx+ o(1).

A fim de concluir Passo 2 precisamos estimar esta última integral. Temos∫
R
[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx

=

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
[H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx.
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Escolha ψ ∈ C∞c (R) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em A(0; β, 2β) e ψ ≡ 0 em R\A(0; β/2, 3β).

Tomando ψn(x) = ψ(εnx− zn)un(x), para n grande obtemos

sup
y∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫ y+R

y−R
|un|2 dx ≥ sup

y∈A( znεn ; β
2εn

, 3β
εn

)

∫ y+R

y−R
|ψn|2 dx = sup

y∈R

∫ y+R

y−R
|ψn|2 dx.

Usando Passo 1 e um resultado de Lions, veja [42] Lema 1.1, vemos que ψn → 0 em Lp(R)

quando n→∞ para todo p ∈ (2,∞). Desde que ψn = un em A(zn/εn; β/εn, 2β/εn) obtemos

lim
n→∞

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|4 dx = 0.

Assim, usando o fato de que |un,1|, |un,2| ≤ |un| e a condição (h1) vemos que dado σ > 0

existe cσ > 0 tal que∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))| dx

≤ σ‖un‖L2 + cσ

∫
A( znεn ; β

εn
, 2β
εn

)
|un|4 dx ≤ Cσ

para n grande. Logo (4.16) está provado.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe n0 = n0(d) tal que

Jεn(un,2) ≥ 1

8

[∫
R

(
|u′n,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)

)
dx

]
para todo n ≥ n0.

De fato, usando (4.14) vemos que existe n0 = n0(d) tal que

‖u′n,2‖L2 ≤ ‖[1− ϕεn(· − zn/εn)]′un‖L2 + ‖u′n − v′n‖L2 + ‖(1− ϕεn)(ϕεnU)′‖L2

≤ o(1) + d ≤ 2d para todo n ≥ n0

onde vn = ϕεn(· − zn/εn)U(· − zn/εn). Além disso, pela Proposição 4.2 obtemos∫
R
V (εnx)f 2(un,2) dx ≤ c0d para todo n ≥ n0

se n0 é grande. Sendo {un,2} limitada em H1(R) é também limitada em L∞(R). Então por

(h1) temos

H(f(un,2)) ≤ (V0/4)f 2(un,2) + Cf 4(un,2).
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Graças à imersão H1(R) ↪→ L4(R) e (V1) vemos que∫
R
H(f(un,2)) ≤ 1

4

∫
R
V (εx)f 2(un,2) dx+ C

[∫
R

(
|u′n,2|2 + V (εx)f 2(un,2)

)
dx

]2

.

Assim segue que

Jεn(un,2) ≥ 1

2
‖u′n,2‖2

L2 +
1

4

∫
R
V (εnx)f 2(un,2) dx− C‖f(un,2)‖4

H1

≥
(

1

2
− C(2d)2

)
‖u′n,2‖2

L2 +

(
1

4
− C(c0d)

)∫
R
V (εnx)f 2(un,2) dx

para n ≥ n0. Isto prova Passo 3 para d > 0 pequeno.

Passo 4: Temos limn→∞ Jεn(un,1) = Em e z0 ∈M.

Com efeito, seja wn := un,1(· + zn/εn). Extraindo uma subsequência se necessário podemos

assumir que wn ⇀ w em H1(R), wn(x) → w(x) para quase todo x ∈ R e wn → w em

L2((0, 1)). Como visto no Passo 3 usando (8) e (11) do Lema 3.4 e (4.7) segue de (4.14) que

V0

2

∫ 1

0

f 2(ϕεnU) dx−V0

∫ 1

0

f 2(wn) dx

≤ V0

∫ 1

0

f 2(wn − ϕεnU) dx ≤
∫

R
V (εnx)f 2(un,1 − vn) dx

≤ 2

∫
R
V (εnx)

[
f 2(un − vn) + f 2(un,2)

]
dx ≤ c0d

para n grande. Sendo ϕεnU = U em [0, 1] para n grande, obtemos∫ 1

0

f 2(w) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

f 2(wn) dx ≥ c

∫ 1

0

f 2(U) dx− cd > 0

para d pequeno. Consequentemente w 6= 0. Além disso, para qualquer r > 0 segue que

un,1(x+ zn/εn) = un(x+ zn/εn) em (−r, r)

para n grande. Então, como no Passo 1 vemos que w satisfaz

−w′′ = f ′(w) [h(f(w))− V (z0)f(w)] , w > 0 em R.

Agora devemos considerar dois casos:

Caso 1: lim
n→∞

sup
z∈R

∫ z+1

z−1

|wn − w|2 dx = 0.
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Caso 2: lim
n→∞

sup
z∈R

∫ z+1

z−1

|wn − w|2 dx > 0.

Se Caso 1 ocorre temos wn → w em Lp(R) para todo p ∈ (2,∞). Por (h1), (4.12) e a

limitação de ‖wn‖∞ vemos que dado σ > 0 existe C = C(σ) tal que∫
R
|H(f(wn))−H(f(w))|dx ≤

∫
R
|wn − w|

[
σ (|w|+ |wn|) + C

(
|w|3 + |wn − w|3

)]
dx

≤ cσ + C
(
‖wn − w‖L4 + ‖wn − w‖4

L4

)
≤ (c+ 1)σ

para n grande. Assim∫
R
H(f(wn)) dx→

∫
R
H(f(w)) dx quando n→∞. (4.17)

Agora se Caso 2 ocorre existe {ẑn} ⊂ R tal que

lim
n→∞

∫ ẑn+1

ẑn−1

|wn − w|2 dx > 0.

Já que wn ⇀ w em H1(R) temos

|ẑn| → ∞. (4.18)

Portanto

lim
n→∞

∫ ẑn+1

ẑn−1

|w|2 dx = 0 e dáı lim
n→∞

∫ ẑn+1

ẑn−1

|wn|2 dx > 0.

Sendo wn(x) = ϕεn(x)un(x + zn/εn), é facilmente visto que |ẑn| ≤ 3β/εn para n grande. Se

|ẑn| ≥ β/2εn para alguma subsequência pelo Passo 1 teŕıamos

0 < lim
n→∞

∫ ẑn+1

ẑn−1

|wn|2 dx ≤ lim
n→∞

sup
z∈A( znεn ; β

2εn
, 3β
εn

)

∫ z+1

z−1

|un|2 dx = 0

o que é imposśıvel. Então |ẑn| ≤ β/2εn para n grande. Podemos assumir que

εnẑn → ẑ0 e un,1(·+ ẑn + zn/εn) ⇀ ŵ,

e vemos que |ẑ0| ≤ β/2 e ŵ ∈ H1(R)\{0}. Então, dado r > 0 temos

un,1(·+ ẑn + zn/εn) = un(·+ ẑn + zn/εn) em [−r, r]

para n grande. Consequentemente como no Passo 1 segue que ŵ satisfaz

−ŵ′′ = f ′(ŵ) [h(f(ŵ))− V (ẑ0 + z0)f(ŵ)] , ŵ > 0 em R.
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Análogo ao Passo 1, (4.18) nos leva à uma contradição com (4.14) se d > 0 é suficientemente

pequeno. Portando Case 2 não ocorre e dáı Case 1 é válido. Agora por ([11], Teorema 2.1)

vemos que w′n(x)→ w′(x) para quase todo ponto em R. Então por (4.17) e Lema de Fatou

temos

lim inf
n→∞

Jεn(un,1) = lim inf
n→∞

{
1

2

∫
R

[
|w′n|2 + V (εnx+ zn)f 2(wn)

]
dx−

∫
R
H(f(wn)) dx

}
≥ 1

2

∫
R

[
|w′|2 + V (z0)f 2(w)

]
dx−

∫
R
H(f(w)) dx

≥ LV (z0)(w) ≥ EV (z0) ≥ Em.

Por outro lado, já que limn→∞ Jεn(un) ≤ Em e Jεn(un,2) ≥ 0 devido a (4.16) temos

lim sup
n→∞

Jεn(un,1) ≤ Em.

Então EV (z0) = Em e limn→∞ Jεn(un,1) = Em. Além disso, graças à caracterização do passo

da montanha para as soluções de energia mı́nima e à Proposição 4.4 vemos que a > b implica

Ea > Eb. Logo V (z0) = m e isto conclui a prova do Passo 4.

Passo 5: Conclusão

Pelo Passo 4 temos

lim
n→∞

∫
R

[
|w′n|2 + V (εnx+ zn)f 2(wn)

]
dx =

∫
R

(
|w′|2 +mf 2(w)

)
dx.

Desde que w é uma solução para (4.9) existe ζ ∈ R tal que w = U(·−ζ). Temos wn(x)→ w(x)

e w′n(x)→ w′(x) para quase todo ponto em R o que implica nas seguintes convergências∫
A

|w′n|2 dx→
∫
A

|w′|2 dx,

∫
A

V (εnx+ zn)f 2(wn) dx→
∫
A

mf 2(w) dx

e

∫
A

V (εnx+ zn)f 2(ϕεn(x− ζ)w) dx→
∫
A

mf 2(w) dx

para qualquer A ⊂ R. Então dado σ > 0 existem R > 0 e n0 ∈ N tais que∫
{|x|≥R}

V (εnx+ zn)
[
f 2(wn) + f 2(ϕεn(x− ζ)w)

]
dx ≤ σ

4

para todo n ≥ n0. Por outro lado, devido à convergência wn → w em L2((−R,R)) obtemos∫ R

−R
V (εnx+ zn)f 2(wn − ϕεn(x− ζ)w) dx ≤ σ

2
para todo n ≥ n0
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para n0 grande. Isto implica∫
R
V (εnx+ zn)f 2(wn − ϕεn(x− ζ)w) dx ≤ σ para todo n ≥ n0.

Pela definição de |‖ · ‖|εn (veja também Observação 3.10) obtemos

|‖un,1 − ϕεn(· − ζ − zn/εn)w(· − zn/εn)‖|εn → 0.

Agora seja yn := zn/εn + ζ. Já que w′n(x) → w′(x) para quase todo ponto em R e

‖w′n‖L2 → ‖w′‖L2 pelo lema de Brezis-Lieb (veja [12]) segue que w′n → w′ em L2(R).

Consequentemente [un,1 − ϕεn(· − yn)U(· − yn)]′ → 0 em L2(R). Então

‖un,1 − ϕεn(· − yn)U0(· − yn)‖εn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, usando Passos 2,3 e 4, vemos que

Em ≥ lim
n→∞

Jεn(un) ≥ Em +
1

8
lim sup
n→∞

∫
R
[|u′n,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)] dx,

o que implica que ‖un,2‖εn → 0 e completa a prova.

Observamos que o resultado da Proposição 4.7 vale para d0 > 0 suficientemente pequeno

independente das sequências satisfazendo as hipóteses. Temos então o seguinte corolário,

cuja prova é a mesma do Corolário 3.14.

Corolário 4.8. Para qualquer d ∈ (0, d0) existem constantes ωd, Rd, εd > 0 tais que

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ωd para qualquer u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd
ε ), R ≥ Rd e ε ∈ (0, εd).

Os próximos lemas são necessários para obter uma adequada sequência de Palais-Smale

em ER
ε .

Lema 4.9. Dado λ > 0 existem ε0 e d0 > 0 pequenos o suficiente tais que

Jε(u) > Em − λ para todo u ∈ Xd0
ε e ε ∈ (0, ε0).

Prova. Para u ∈ Xε temos u(x) = ϕε(x− z/ε)U(x− z/ε), x ∈ R, para algum z ∈Mβ. Já

que Lm(U) = Em por (V2) temos

Jε(u)− Em ≥ 1

2

∫
R

[(
|(ϕεU)′|2 − |U ′|2

)
+m

(
f 2(ϕεU)− f 2(U)

)]
dx

−
∫

R
|H(f(ϕεU))−H(f(U))| dx
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independente de z ∈Mβ. É facilmente visto que ϕεU → U em H1(R) quando ε→ 0. Então

usando (4.12) vemos que existe ε0 > 0 tal que

Jε(u)− Em > −λ
2

para todo u ∈ Xε e ε ∈ (0, ε0).

Agora, se v ∈ Xd
ε existe u ∈ Xε tal que ‖u − v‖ε ≤ d e podemos escrever v = u + w com

‖w‖ε ≤ d. Como Qε(u) = 0 temos

Jε(v)− Jε(u) ≥ 1

2

∫
R

[
|(u+ w)′|2 − |u′|2 + V (εx)

(
f 2(u+ w)− f 2(u)

)]
dx

−
∫

R
[H(f(u+ w))−H(f(u))] dx.

Por (4.7) e Lema 3.4 obtemos∫
R
V (εx)

∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)
∣∣ dx ≤ ∫

{|w|≤1}
V (εx) |f(u+ w)− f(u)| |f(u+ w) + f(u)| dx

+

∫
{|w|>1}

V (εx)
∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)

∣∣ dx

≤ C(|‖w‖|1/2ε + |‖w‖|ε) ≤ Cd ≤ λ

6

desde que d seja pequeno. Com argumentos já usados anteriormente vemos que existe d0 > 0

pequeno tal que

Jε(v) > Jε(u)− λ

2
> Em − λ para todo v ∈ Xd0

ε e ε ∈ (0, ε0)

o que completa a prova.

Seguindo Corolário 4.8 e Lema 4.9, fixamos d0 > 0, d1 ∈ (0, d0/3) e correspondentes

ω > 0, R0 > 0 4 ε0 > 0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ω para todo u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd1
ε ) e

Jε(u) > Em/2 para todo u ∈ Xd0
ε

(4.19)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Assim obtemos o seguinte resultado.

Lema 4.10. Existe α > 0 tal que

|s− 1/t0| ≤ α implica γε(s) ∈ Xd1
ε para todo ε ∈ (0, ε0),

onde γε é dado por (4.13).
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Prova. Inicialmente observamos que

‖ϕεv‖ε ≤ ‖(ϕεv)′‖L2 + ‖v‖L2

{
1 +

∫
R
V (εx)f 2

(
‖v‖−1

L2ϕεv
)

dx

}
≤ ‖εϕ′(ε·)v + ϕεv

′‖L2 + ‖v‖L2

(
1 + sup

Ω
V (x)

)
≤ C0‖v‖H1 para todo ε ∈ (0, ε0) e v ∈ H1(R).

Já que a função θ : [0, t0] → H1(R) dada pela Proposição 4.4 é cont́ınua e θ(1) = U existe

σ > 0 tal que

|t− 1| ≤ σ ⇒ ‖θ(t)− U‖H1 <
d1

C0

.

Então se |st0 − 1| ≤ σ, o que significa |s− 1/t0| ≤ σ/t0 =: α, esta desigualdade nos leva a

‖γε(s)− ϕεU‖ε = ‖ϕε[θ(st0)− U ]‖ε ≤ C0‖θ(st0)− U‖ < d1 para ε ∈ (0, ε0).

Já que ϕεU ∈ Xε temos γε(s) ∈ Xd1
ε .

Lema 4.11. Para α dado no Lema 4.10 existem ρ > 0 e ε0 > 0 tais que

Jε(γε(s)) < Em − ρ para todo ε ∈ (0, ε0) e |s− 1/t0| ≥ α.

Prova. Pela Proposição 4.4 temos Lm(θ(t)) < Em para qualquer t 6= 1. Logo existe ρ > 0

satisfazendo

Lm(θ(t)) < Em − 2ρ para todo t ∈ [0, t0] tal que |t− 1| ≥ t0α.

Por Lema 4.5 sabemos que existe ε0 > 0 tal que

sup
t∈[0,t0]

|Jε(ϕεθ(t))− Lm(θ(t))| < ρ para ε ∈ (0, ε0).

Dáı para |t− 1| ≥ t0α e ε ∈ (0, ε0) obtemos

Jε(ϕεθ(t)) ≤ Lm(θ(t)) + |Jε(ϕεθ(t))− Lm(θ(t))| < Em − 2ρ+ ρ = Em − ρ

o que completa a prova.

Proposição 4.12. Para ε > 0 pequeno e R > 0 grande existe uma sequência {uRn} ⊂
ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε tal que J ′ε(u
R
n )→ 0 em

(
ER
ε

)′
quando n→∞.

124



Prova. Supondo que a afirmação da Proposição 4.12 não vale e usando argumentos de

deformação como na Proposição 5.9, graças a (4.19) e aos Lema 4.10 e Lema 4.11 vemos que

para ε > 0 pequeno e R grande existe γRε ∈ Γε satisfazendo

Cε ≤ max
s∈[0,1]

Jε(γ
R
ε (s)) ≤ Em −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
,

o que é uma contradição com Proposição 4.6 e completa a prova.

Proposição 4.13. Para ε > 0 suficientemente pequeno existe um ponto cŕıtico uε ∈
Xd0
ε ∩ JDεε de Jε.

Prova. Pela Proposição 4.12 existem ε0 > 0 e R0 > 0 tais que para cada R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0)

podemos encontrar uma sequência {un}n ⊂ ER
ε ∩ Xd0

ε ∩ JDεε satisfazendo J ′ε(un) → 0

em
(
ER
ε

)′
quando n → ∞. Uma vez que {un}n é limitada em ER

ε vemos que é também

limitada em H1
0 ((−R/ε,R/ε)) com a norma usual. Dáı podemos assumir que un ⇀ u em

H1
0 ((−R/ε,R/ε)), un → u em Lr((−R/ε,R/ε)) para r = 2, 4 e un(x) → u(x) para quase

todo ponto em R onde u = uε,R. Porque ‖J ′ε(un)‖(ERε )′ → 0 vemos que u é uma solução não

negativa para

− u′′ = f ′(u) [h(f(u))− V (εx)f(u)]− 4

(∫ R/ε

−R/ε
χε|u|2 dx− 1

)
+

χεu em (−R/ε,R/ε).

(4.20)

Então un → u em H1
0 ((−R/ε,R/ε)) o que implica∫

B(0,R/ε)

[
|u′n − u′|2 + V (εx)f 2(un − u)

]
dx→ 0 quando n→∞

e dáı un → u em Eε. Logo u ∈ Xd0
ε ∩ JDεε . Devido à limitação de {uε,R} em H1(R) obtemos

‖uε,R‖∞ ≤ C0 para todo R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então por (h1) e Lema 3.4 existe C > 0

dependendo de C0 tal que

−u′′ ≤ Cf ′(u)f(u)2 ≤ Cu em (−R/ε,R/ε).

Logo, por ([32], Teorema 9.26) existe C0 = C0(N,C) tal que

sup
B(y,1)

u ≤ C0 ‖u‖L2(B(y,2)) para todo y ∈ R. (4.21)
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Devido à limitação de {‖uε,R‖ε} e {Jε(uε,R)} obtemos {Qε(uε,R)} uniformemente limitada

em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então existe C1 > 0 tal que∫
{|x|≥R0/ε}

|uε,R|2 dx ≤ ε

∫
R
χε|uε,R|2 dx ≤ εC1 (4.22)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então para ε0 suficientemente pequeno e ε ∈ (0, ε0)

fixado, segue de (4.21), (4.22) e (h1) que

h(f(uε,R(x))) ≤ V0

2
f(uε,R(x)) para todo |x| ≥ R0

ε
+ 2 e R ≥ R0.

Então depois de alguns cálculos obtemos

lim
A→∞

∫
RN\B(0,A)

[
|u′ε,R|2 + V (εx)f 2(uε,R)

]
dx = 0 (4.23)

uniformemente em R ≥ R0. Tomamos Rk →∞ e denotamos uk = uε,Rk . Podemos assumir

que uk ⇀ uε em H1(R) quando k →∞. Já que uk é uma solução para (4.20), usando (4.23)

e ([11], Teorema 2.1) vemos que∫
R
|u′k|2 dx→

∫
R
|u′ε|2 dx e

∫
R
V (εx)f 2(uk − uε) dx→ 0

quando k →∞, a menos de subsequências. Consequentemente uk → uε em Eε o que implica

que uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε e J ′ε(uε) = 0 em E ′ε. Isto completa a prova.

4.5 Prova do Teorema 4.1

Até este momento provamos a existência de um ponto cŕıtico para Jε, uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε ,

para ε ∈ (0, ε0) com ε0 > 0 e d0 > 0 suficientemente pequeno. Também temos uε ≥ 0 e

Jε(uε) ≥ (Em/2) o que implica uε 6= 0. A função uε satisfaz

− u′′ε = f ′(uε) [h(f(uε))− V (εx)f(uε)]− 4

(∫
R
χε|u|2 dx− 1

)
+

χεuε em R. (4.24)

Já que uε ∈ C1,α
loc (R), pelo prinćıpio do máximo temos uε > 0. Além disso, por (h1) e (4.24)

vemos que existe ρ > 0 tal que ‖uε‖L∞ ≥ ρ para ε > 0 pequeno. Observamos que pela

Proposição 4.7 existe {yε} ⊂ R tal que εyε ∈ M2β e para qualquer sequência εn → 0 existe

z0 ∈M satisfazendo

εnyεn → z0 e ‖uεn − ϕεn(· − yεn)U(· − yεn)‖εn → 0,
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e dáı

‖uεn(·+ yεn)− U‖H1 → 0.

Consequentemente, dado σ > 0 existem A > 0 e ε0 > 0 tais que

sup
ε∈(0,ε0)

∫
{|x|≥A}

u2
ε(x+ yε) dx ≤ σ. (4.25)

Denotando wε = uε(·+ yε), a equação (4.24) e a limitação uniforme de {uε} em L∞(RN) nos

fornecem

−w′′ε ≤ Cwε em R.

Assim, de ([32], Teorema 8.17) existe C0 = C0(C) tal que

sup
(y−1,y+1)

wε(x) ≤ C0 ‖wε‖L2((y−2,y+2)) para todo y ∈ R.

A partir desta desigualdade e por (4.25) obtemos lim|x|→∞wε(x) = 0 uniforme em ε. Dáı

podemos provar o decaimento exponencial de wε

wε(x) ≤ C exp(−c|x|) para todo x ∈ R e ε ∈ (0, ε0)

para algum C, c > 0. Agora consideramos ζε ∈ R um ponto de máximo de wε. Já que

wε(x)→ 0 quando |x| → ∞ e ‖wε‖∞ ≥ ρ para todo ε ∈ (0, ε0)

conclúımos que {ζε} é limitada em R. Então obtemos xε := ζε + yε um ponto de máximo

para uε e o seguinte decaimento exponencial vale

uε(x) = wε(x− yε) ≤ C exp (−c|x− xε|) para todo x ∈ R. (4.26)

Dáı Qε(uε) = 0 para ε pequeno e uε é um ponto cŕıtico para Pε. Pela Proposição 3.7 temos

vε = f(uε) uma solução positiva para (4.5). Desde que f é crescente, xε é também um

ponto de máximo para vε. Além disso, pela escolha de {yε} para qualquer sequência εn → 0

existem z0 ∈M e ζ0 ∈ R tais que

ζεn → ζ0, εnxεn → z0 e ‖uεn(·+ xεn)− U(·+ ζ0)‖H1 → 0, (4.27)

a menos de subsequências. Observamos que U(·+ ζ0) é também uma solução de (4.9) e dáı

v0 = f(U(·+ ζ0)) é uma solução de (4.4). Temos

‖vεn(·+ xεn)− v0‖2
H1 ≤ 2‖uεn(·+ xεn)− U(·+ ζ0)‖2

H1

+2

∫
R
|f ′ (uεn(x+ xεn))− f ′(U(x+ ζ0))|2|U ′(x+ ζ0)|2 dx
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e por (4.27) e pelas propriedades de f temos

vεn(·+ xεn)→ v0 em H1(R) quando n→∞.

Até aqui provamos que, para ε pequeno, ũε(x) := vε(x/ε) é uma solução para a equação

quase-linear (4.1) e satisfaz (i)− (ii) no Teorema 4.1 com ponto de máximo x̃ε = εxε.

128



CAPÍTULO 5

SOLUÇÕES DO TIPO

“MULTI-PEAK”PARA EQUAÇÕES

QUASE-LINEARES

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo consideramos uma classe de equações eĺıpticas quase-lineares da forma

− ε2∆u− ε2∆(u2)u+ V (x)u = K(x)h(u), u > 0 em RN (5.1)

onde ε > 0 é um parâmetro real pequeno e N ≥ 3. Nosso objetivo é provar a existência de

soluções do tipo “multi-peak”. Soluções de equações do tipo (5.1) estão relacionadas com

existência de soluções do tipo ondas estacionárias para equações quase-lineares da forma

iε
∂ψ

∂t
= −ε2∆ψ +W (x)ψ − η(|ψ|2)ψ − ε2κ∆ρ(|ψ|2)ρ′(|ψ|2)ψ (5.2)

onde ψ : R × RN −→ C, κ é uma constante positiva, W : RN −→ R é um potencial

dado e η, ρ : R+ −→ R são funções adequadas. Equações Quase-lineares da forma (5.2)

aparecem em várias áreas da f́ısica em correspondência com diferentes tipos de funções ρ.

Para motivações e desenvolvimentos de aspectos f́ısicos citamos [21] e referências lá contidas.

Aqui consideramos o caso ρ(s) = s.
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Neste caṕıtulo assumimos que o potencial V : RN → R é uma função cont́ınua

satisfazendo as seguintes condições:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é,

inf
x∈RN

V (x) = V0 > 0;

(V ′2) existem l domı́nios limitados Ωj em RN cujos fechos são disjuntos tais que

mj := inf
x∈Ωj

V (x) < inf
x∈∂Ωj

V (x), j = 1, . . . , l.

A partir daqui usaremos a seguinte notação:

Mj = {x ∈ Ωj : V (x) = mj}, M =
l⋃

j=1

Mj, Ω =
l⋃

j=1

Ωj e m = max
1≤j≤l

mj.

Enfatizamos que além da condição (V1) não requeremos nenhuma condição global sobre o

potencial.

Supomos que a função K ∈ C(RN ,R+) ∩ L∞(RN) e satisfaz:

(k1) existe zj ∈Mj tal que K(zj) = maxx∈RN K(x) para todo j ∈ {1, . . . , l};

(k2) k0 = infx∈Ω K(x) > 0.

Para h : R+ → R+ supomos que é uma função cont́ınua que satisfaz:

(h1) limt→0+ h(t)/t = 0;

(h′2) para q = 2(2∗)− 1 vale

lim
t→∞

h(t)

tq
= 0;

(h′3) existe t0 > 0 tal que

H(t0) >
m

2k0

t20 onde H(t) =

∫ t

0

h(s) ds.

Hipóteses similares sobre a não linearidade foram usadas em [16] para o caso semilinear e

K constante igual a um. Seguindo a estratégia lá desenvolvida provaremos existência de

soluções do tipo “multi-peak”para (5.1), mais precisamente, soluções que se concentram
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nos distintos Ωj′s, sem assumir a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e a monotonicidade da

função h(t)/t. Além disso permitimos q = 2(2∗)−1. Mencionamos também [46] e referências

lá citadas, onde estuda-se existência e concentração de soluções do tipo “single-peak”para

a equação semilinear com hipóteses mais gerais sobre as funções V e K mas considera-se h

uma potência pura ou uma função satisfazendo a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e tal

que h(t)/t é monótona.

A seguir apresentamos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 5.1. Suponha (V1) − (V2), (k1) − (k2) e (h1) − (h′3). Então existe ε0 > 0 tal que

o problema (5.1) tem uma solução positiva uε ∈ C1,α
loc (RN) ∩ L∞(RN) para todo 0 < ε < ε0,

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) uε admite l pontos de máximo local xjε tais que limε→0 dist(xjε,Mj) = 0 e para cada

sequência εn → 0 e j ∈ {1, . . . , l} existe xj ∈Mj e uma solução uj de

−∆u−∆(u2)u+mju = h(u), u > 0, u ∈ H1(RN) (5.3)

tais que, a menos de subsequência,

xjεn → xj e uεn(εn ·+xjεn)→ uj em H1(RN) quando n→∞.

(ii) existem constantes positivas C e ζ tais que

uε(x) ≤ C exp

(
−ζ
ε

min
j∈{1,...,l}

(|x− xjε|)
)

para todo x ∈ RN .

5.2 Resultados preliminares

Já que estamos procurando soluções positivas é conveniente definir h(t) = 0 para t < 0.

Dizemos que u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN) é uma solução (fraca) de (5.1) se

ε2

∫
RN

(1 + 2u2)∇u∇ϕ dx + 2ε2

∫
RN
|∇u|2uϕ dx+

∫
RN
V (x)uϕ dx

=

∫
RN
K(x)h(u)ϕ dx para todo ϕ ∈ C∞c (RN).

(5.4)

Observe que definindo v(x) = u(εx) a equação (5.1) torna-se equivalente à

−∆v −∆(v2)v + V (εx)v = K(εx)h(v), v > 0 in RN . (5.5)
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O funcional energia natural associado a (5.5), a saber

Iε(v) =
1

2

∫
RN

[
(1 + 2v2)|∇v|2 + V (εx)v2

]
dx−

∫
RN
K(εx)H(v) dx,

não está bem definido em H1(RN) por causa do termo (1 + 2v2)|∇v|2. A fim de superar este

problema, como fizemos nos caṕıtulos anteriores, seguindo uma estratégia desenvolvida em

[23] e [43] num problema relacionado, introduzimos uma mudança de variáveis u = f−1(v)

onde f é uma função C∞ definida por

f ′(t) =
(
1 + 2f 2(t)

)−1/2
se t > 0, f(0) = 0 e f(t) = −f(−t) se t < 0.

No Lema 3.4 temos algumas das propriedades da função f(t). Após esta mudança de

variáveis, a partir de Iε obtemos um novo funcional

Pε(u) = Iε(f(u)) =
1

2

∫
RN

[
|∇u|2 + V (εx)f 2(u)

]
dx−

∫
RN
K(εx)H(f(u)) dx,

o qual está bem definido sobre o espaço

Eε :=

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (εx)f 2(u) dx <∞

}
.

Vemos que Eε é um espaço de Banach munido com a norma

‖u‖ε := ‖∇u‖2 + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫
RN
V (εx)f 2(λ−1u) dx

}
:= ‖∇u‖2 + |‖u‖|ε (5.6)

e que a imersão Eε ↪→ H1(RN) é cont́ınua. Além disso, o espaço C∞c (RN) é denso em Eε

(veja [21], [29], [30] e [43] para detalhes). Observamos que pontos cŕıticos não triviais para

Pε são soluções fracas para

−∆u = f ′(u) [K(εx)h(f(u))− V (εx)f(u)] em RN . (5.7)

Assim como na Proposição 3.7 temos a seguinte relação entre as soluções dos problemas

acima citados:

(i) Se u ∈ Eε é um ponto cŕıtico de Pε então v = f(u) ∈ Eε é uma solução fraca de (5.5);

(ii) Se u é uma solução clássica de (5.7) então v = f(u) é uma solução clássica de (5.5).
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Definimos

χε(x) =

{
0 se x ∈ Ωε

ε−1 se x /∈ Ωε,
, χjε(x) =

{
0 se x ∈ Ωj

ε

ε−1 se x /∈ Ωj
ε,

para j = 1, . . . , l e

Qε(u) =

(∫
RN
χε(x)u2 dx− 1

)2

+

, Qj
ε(u) =

(∫
RN
χjε(x)u2 dx− 1

)2

+

.

Os funcionais Qε, Q
j
ε : H1(RN) → R são de classe C1. Qε possui derivada de Fréchet dada

por

〈(Qε)
′(u), ϕ〉 = 4

(∫
RN
χε(x)u2 dx− 1

)
+

∫
RN
χε(x)uϕ dx

e de forma análoga temos as derivadas de Qj
ε para j = 1, . . . , l. O funcional Qε, o qual foi

introduzido em [20], atuará como uma penalização para forçar o fenômeno de concentração

a ocorrer dentro de Ω. Finalmente sejam Jε, J
j
ε : Eε → R dados por

J jε (u) = Pε(u) +Qε(u), J jε (u) = Pε(u) +Qj
ε(u), j = 1, . . . , l.

Buscaremos pontos cŕıticos para Jε para os quais Qε é zero.

5.2.1 Propriedades do funcional

Assim como na Proposição 3.5 vemos que existe C > 0 independente de ε > 0 tal que∫
RN
V (εx)f 2(u) dx ≤ C|‖u‖|ε

[
1 +

(∫
RN
V (εx)f 2(u) dx

)1/2
]

(5.8)

para todo u ∈ Eε. Mais ainda, neste caso também o funcional Pε satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) Pε é cont́ınuo sobre Eε.

(ii) Pε é Gâteaux diferenciável sobre Eε e para cada ϕ ∈ Eε temos

〈P ′ε(u), ϕ〉 =

∫
RN
∇u∇ϕ dx+

∫
RN
f ′(u) [V (εx)f(u)−K(εx)h(f(u))]ϕ dx.

(iii) P ′ε é cont́ınuo da topologia da norma de Eε para a topologia fraca-* de E ′ε, i.e. se

un → u fortemente em Eε então

〈P ′ε(un), ϕ〉 → 〈P ′ε(u), ϕ〉 para cada ϕ ∈ Eε.

Nos concentraremos agora no problema limite, cujas soluções e suas propriedades são de

fundamental importância para a obtenção das soluções que estamos buscando.
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5.2.2 O problema limite

Nesta subseção estudaremos algumas propriedades das soluções do problema limite (5.3), o

qual reescrevemos aqui

−∆v −∆(v2)v + V (zj)v = K(zj)h(v), v > 0 em RN , j = 1, . . . , l.

Usando a mesma mudança de variáveis f , faremos isto estudando o problema

−∆u = gj(u), u > 0 em RN , (5.9)

onde gj(t) = f ′(t) [K(zj)h(f(t))− V (zj)f(t)] para t ≥ 0 e g(t) = −g(−t) para t < 0. Como

na Proposição 3.7 vemos que se u ∈ H1(RN)∩L∞(RN) é uma solução de (5.9) então v = f(u)

é uma solução de (5.3). Pelas hipóteses sobre a função h e Lema 3.4 verificamos que a função

h(f(t)) é cont́ınua e satisfaz:

(h̃1) limt→0+ f ′(t)h(f(t))/t = 0;

(h̃2) para p = (q − 1)/2 = 2∗ − 1 vale limt→∞ f
′(t)h(f(t))/tp = 0.

Então as propriedades de f(t) implicam nas seguintes para a função gj(t):

(g1) limt→0 gj(t)/t = −V (zj) = −mj;

(g2) lim|t|→∞ |gj(t)|/|t|p = 0;

(g3) Gj(f
−1(t0)) > 0 onde Gj(t) =

∫ t
0
gj(s) ds.

Assim, devido a [9] sabemos que o funcional Lzj : H1(RN)→ R dado por

Lzj(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + V (zj)f

2(u)
)

dx−K(zj)

∫
RN
H(f(u)) dx

está bem definido e é de classe C1. Para cada j = 1, . . . , l seja

Ezj := inf
{
Lzj(u) : u ∈ H1(RN)\{0} é uma solução de (5.9)

}
.

Por uma solução de energia mı́nima de (5.9) entendemos um minimizante para Ezj . Ainda

devido a [9] temos o seguinte teorema.

Teorema 5.2. Assuma (g1)− (g3). Então
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(i) o problema (5.9) tem uma solução de energia mı́nima positiva U ∈ C2(RN) ∩H1(RN) a

qual é radialmente simétrica e monótona com respeito a r = |x| ∈ [0,∞);

(ii) cada solução u de (5.9) satisfaz a identidade de Pohozaev∫
RN
|∇u|2 dx = 2∗

∫
RN
Gj(u) dx = 2∗

∫
RN

[
K(zj)H(f(u))− V (zj)

2
f 2(u)

]
dx.

Por um resultado de Jeanjean e Tanaka [41] sabemos que as soluções de energia mı́nima

tem uma caracterização do passo da montanha, isto é,

Lzj(U) = Ezj = inf
γ∈Γj

max
t∈[0,1]

Lzj(γ(t))

onde Γj =
{
γ ∈ C([0, 1], H1(RN)) : γ(0) = 0 e Lzj(γ(1)) < 0

}
. Além disso, os autores

provaram que para cada solução de energia mı́nima positiva U existe um caminho γ ∈ Γ tal

que γ(t) > 0 em RN para t > 0 satisfazendo U ∈ γ([0, 1]) e

max
t∈[0,1]

Lzj(γ(t)) = Lzj(U) = Ezj e Lzj(γ(t)) < Lzj(U) para γ(t) 6= U. (5.10)

Combinando os resultados de [9] e [18] vemos que qualquer solução de energia mı́nima

tem sinal constante e é, a menos de translação, radialmente simétrica com respeito a

r = |x| ∈ [0,∞). Consideramos Sj o conjunto das soluções de energia mı́nima positivas

de (5.9) que são radialmente simétricas e então

U(0) = max
RN

U(x) para qualquer U ∈ Sj j = 1, . . . , l.

Assim como visto no Caṕıtulo 3, temos que Sj é compacto em H1(RN) e que existem

constantes positivas C, c independentes de U ∈ Sj e j = 1, . . . , l satisfazendo

U(x) + |∇U(x)| ≤ C exp(−c|x|) para todo x ∈ RN , U ∈ Sj. (5.11)

5.3 O ńıvel do Passo da Montanha

Fixando Zj ∈ Sj definimos Zj,t(x) = Zj(x/t) para x ∈ RN e t > 0. Pela identidade de

Pohozaev temos

Lzj(Zj,t) =
tN−2

2

∫
RN
|∇Zj|2 dx− tN

∫
RN
Gj(Zj) dx

=

(
tN−2

2
− tN

2∗

)∫
RN
|∇Zj|2 dx

=

(
tN−2

2
− tN

2∗

)
NEj. (5.12)
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Assim, para cada j ∈ {1, . . . , l} existe Tj > 1 tal que

Lzj(Zj,t) < −2 para t ≥ Tj. (5.13)

Usando a condição (h′3) vemos que é posśıvel escolher β < dist(M,RN\Ω)/10 pequeno o

suficiente tal que

H(t0) >
V (x)

2k0

t20 para todo x ∈M5β. (5.14)

Escolhemos uma função ϕ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 para |x| ≤ β e ϕ(x) = 0

para |x| ≥ 2β, com ϕ(x) ≤ ϕ(y) se |y| ≤ |x|. Definimos ϕε(x) = ϕ(εx) e para ξj ∈ Mβ
j e

Uj ∈ Sj, j = 1, . . . , l,

U ξ1,...,ξl

ε (x) :=
l∑

j=1

ϕε(x− ξj/ε)Uj(x− ξj/ε), x ∈ RN .

Para ε pequeno iremos procurar soluções próximas ao conjunto

Xε =
{
U ξ1,...,ξl

ε : ξj ∈Mβ
j , Uj ∈ Sj

}
.

Assim como no Caṕıtulo 3 vemos que Xε é uniformemente limitado para ε em intervalos

limitados e para cada ε > 0 temos Xε compacto em Eε. Definimos agora algumas funções

às quais faremos referência em vários pontos deste caṕıtulo. Para j ∈ {1, . . . , l} seja

[γjε(t)](x) =

ϕε(x− zj/ε)Zj,t(x− zj/ε), se t ∈ (0, Tj]

0, se t = 0.
(5.15)

Lema 5.3. Temos

sup
t∈[0,Tj ]

|Pε(γjε(t))− Lzj(Zj,t)| → 0 quando ε→ 0.

Prova. Para t ∈ (0, Tj] vemos que

|Pε(γjε(t)) − Lzj(Zj,t)| ≤
1

2

∣∣∣∣∫
RN

(
|∇(ϕεZj,t)|2 − |∇Zj,t|2

)
dx

∣∣∣∣
+

1

2

∫
RN

∣∣V (εx+ zj)f
2(ϕεZj,t)−mjf

2(Zj,t)
∣∣ dx

+

∫
RN
|K(εx+ zj)H(f(ϕεZj,t))−K(zj)H(f(Zj,t))| dx.
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Inicialmente, usando uma mudança de variáveis e o decaimento exponencial de Zj, vemos∫
RN
|∇(ϕεZj,t)−∇Zj,t|2 dx ≤ C

∫
RN

[
TNj ε

2 + TN−2
j (1− ϕε(Tjx))2

]
exp(−2c|x|) dx

para todo t ∈ (0, Tj]. Agora, já que ff ′ < 2−1/2 em R, para t ∈ [0, Tj] obtemos∫
RN

∣∣V (εx+ zj)f
2(ϕεZj,t)−mjf

2(Zj,t)
∣∣ dx

≤
∫

RN
|V (εx+ zj)−mj| f 2(ϕεZj,t) dx+mj

∫
RN

∣∣f 2(ϕεZj,t)− f 2(Zj,t)
∣∣ dx

≤ 21/2C

∫
RN

[
|V (εx+ zj)−mj|χ{|x|≤2β/ε} +mj(1− ϕε)

]
exp(−c|x|/t0) dx.

Para a última integral, usando (h̃1)− (h̃2) temos∫
RN
|K(εx+ zj)H(f(ϕεZj,t))−K(zj)H(f(Zj,t))|dx

≤
∫

RN
|K(εx+ zj)−K(zj)|χ{|x|≤2β/ε} exp(−c|x|/t0) dx

+K(zj)

∫
RN
|H(f(ϕεZj,t))−H(f(Zj,t))| dx.

Relembrando que do teorema fundamental do cálculo temos

H(f(a+ b))−H(f(a)) = b

∫ 1

0

f ′(a+ tb)h(f(a+ tb)) dt, (5.16)

por (h̃1)− (h̃2) obtemos para t ∈ (0, Tj]∫
RN
|H(f(ϕεZj,t))−H(f(Zj,t))| dx ≤ C

∫
RN

(1− ϕε)Zj,t
(
Zj,t + Z2∗−1

j,t

)
dx

≤ C

∫
RN

(1− ϕε) exp (−(c/Tj)|x|) dx.

Portanto Pε(γ
j
ε(t))→ Lzj(Zj,t) uniformemente em t ∈ [0, Tj] quando ε→ 0.

Notemos que Qj
ε(γ

j
ε(t)) = Qε(γ

j
ε(t)) = 0 para todo t ∈ [0, Tj] e j = 1, . . . , l. Por (5.13) e

Lema 5.3 existe ε0 pequeno tal que

|Pε(γjε(Tj))− Lzj(Zj,Tj)| ≤ −Lzj(Zj,Tj)− 1

e dáı J jε (γε(Tj)) < −1 e Jε(γε(Tj)) < −1 para todo ε ∈ (0, ε0) e j = 1, . . . , l. A partir de

agora consideraremos ε ∈ (0, ε0). Definimos então o ńıvel mini-max para J jε por

Cj
ε = inf

γ∈Γjε

max
t∈[0,Tj ]

J jε (γ(t)),
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onde

Γjε = {γ ∈ C([0, Tj], Eε) : γ(0) = 0, γ(Tj) = γjε(Tj)}.

Finalmente seja E =
∑l

j=1 Ezj e para s = (s1, . . . , sl) ∈ T := [0, T1]×, . . . ,×[0, Tl] sejam

γε(s) =
∑l

j=1 γ
j
ε(sj) e

Dε = max
s∈T

Jε(γε(s)). (5.17)

Proposição 5.4. Usando as notações acima temos os seguintes resultados:

(i) limε→0Dε = E;

(ii) lim supε→0 maxs∈∂T Jε(γε(s)) ≤ Ẽ := max{E − Ezj : j = 1, . . . , l} < E;

(iii) lim infε→0C
j
ε ≥ Ezj , para j = 1, . . . , l.

Prova. Devido a (5.12) e Lema 5.3 obtemos

lim
ε→0

max
t∈[0,Tj ]

Pε(γ
j
ε(t)) = max

t∈[0,Tj ]
Lzj(Zj,t) = max

t∈[0,Tj ]

(
tN−2

2
− tN

2∗

)
NEzj = Ezj .

Desde que supp(γjε(sj)) ∩ supp(γiε(si)) = ∅ para i 6= j, temos Pε(γε(s)) =
∑l

j=1 Pε(γ
j
ε(sj))

para s = (s1, . . . , sl). A partir disto deduzimos que (i) e (ii) valem. A prova de (iii) segue

os mesmos passos que na Proposição 3.12 uma vez que K(zj) = maxRN K(x) para todo

j = 1, . . . , l.

Na próxima seção, através de alguns lemas técnicos, provaremos a existência de um ponto

cŕıtico não trivial para o funcional Jε pertencente a uma vizinhança de Xε.

5.4 Existência de um ponto cŕıtico para o funcional

energia

Como nos caṕıtulos anteriores denotamos

Jαε := {u ∈ Eε : Jε(u) ≤ α} e Aα := {u ∈ Eε : inf
v∈A
‖u− v‖ε ≤ α}

para qualquer A ⊂ Eε e α > 0. Além disso, nas proposições seguintes para qualquer ε > 0 e

R > 0 consideraremos o funcional Jε restrito ao espaço H1
0 (B(0, R/ε)) munido da norma

‖v‖ε = ‖∇v‖L2(B(0,R/ε)) + inf
λ>0

λ

{
1 +

∫
B(0,R/ε)

V (εx)f 2(λ−1v) dx

}
.
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Denotaremos este espaço por ER
ε . Vemos que ER

ε é um espaço de Banach e Jε é de classe C1

em ER
ε .

Proposição 5.5. Sejam εn → 0, Rn →∞ e un ∈ Xd
εn ∩ E

Rn
εn tais que

lim
n→∞

Jεn(un) ≤ E e lim
n→∞

‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ = 0.

Então, para d > 0 pequeno existem {yjn}n ⊂ RN , ξj ∈Mj e Ũj ∈ Sj satisfazendo

lim
n→∞

|εnyjn − ξj| = 0 e lim
n→∞

‖un −
l∑

j=1

ϕεn(· − yjn)Ũj(· − yjn)‖εn = 0,

a menos de subsequências.

Prova. Pela definição de Xd
εn , para cada n ∈ N existe vn ∈ Xεn tal que ‖un − vn‖εn ≤ d

onde vn =
∑l

j=1 ϕεn(· − ξjn/εn)Uj,n(· − ξjn/εn) com {Uj,n}n ⊂ Sj e {ξjn}n ⊂ M
β
j . Pela

compacidade de Sj e Mβ
j , a menos de subsequências podemos assumir que Uj,n → Uj em

H1(RN), Uj,n(x)→ Uj(x) para quase todo ponto x ∈ RN e ξjn → ξj em RN quando n→∞
para algum Uj ∈ Sj e ξj ∈Mβ

j . Temos∫
RN
V (εnx)f 2

(
ϕεn(x− ξjn/εn)[Uj,n(x− ξjn/εn)− Uj(x− ξjn/εn)]

)
dx

≤ sup
Ωj

V (x)

∫
RN
f 2 (ϕεn(Uj,n − Uj)) dx ≤ sup

Ω
V (x)

∫
RN
|Uj,n − Uj|2 dx

para cada j = 1, . . . , l. Como na Observação 3.10 vemos que

‖ϕεn(· − ξjn/εn)Uj,n(· − ξjn/εn)− ϕεn(· − ξjn/εn)Uj(· − ξjn/εn)‖εn → 0

quando n→∞. Então para n grande temos

‖un −
l∑

j=1

ϕεn(· − ξjn/εn)Uj(· − ξjn/εn)‖εn ≤ 2d. (5.18)

Dividimos a prova desta proposição em cinco passos.

Passo 1: Denotando Bn = ∪lj=1B(ξjn/εn, 3β/εn)\B(ξjn/εn, β/(2εn)) obtemos

lim
n→∞

sup
z∈Bn

∫
B(z,R)

|un|2 dx = 0 para qualquer R > 0.
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De fato, suponha que exista R > 0 e xn ∈ Bn satisfazendo

lim
n→∞

∫
B(xn,R)

|un|2 dx > 0.

Já que ‖u‖ε ≤ C em Xd
ε para todo ε ∈ (0, ε0) e d ∈ (0, 10), devido a (5.8) e à desigualdade

de Sobolev obtemos∫
RN
|un|2 dx ≤ C

∫
RN
f 2(un) dx+

∫
RN
|un|2

∗
dx ≤ C‖un‖εn ≤ C

e dáı {un} é limitada em H1(RN). Então podemos assumir que εnxn → x0 em RN e

que un(· + xn) ⇀ w̃ em H1(RN) para algum x0 no fecho de ∪lj=1B(ξj, 3β)\B(ξj, β/2) e

w̃ ∈ H1(RN)\{0}. Agora, dada ψ ∈ C∞c (RN) seja ψn(x) = ψ(x − xn), n ∈ N. Temos

εnxn ∈ M4β e então obtemos ψn ∈ ERn
εn para n grande. Já que ‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ → 0 e

‖ψn‖εn ≤ C temos

lim
n→∞
〈J ′εn(un), ψn〉 = 0.

Consequentemente a limitação de supp(ψ) implica que∫
RN

[∇w̃∇ψ + V (x0)f ′(w̃)f(w̃)ψ]) dx = K(x0)

∫
RN
f ′(w̃)h(f(w̃))ψ dx.

Sendo ψ arbitrária em C∞c segue que w̃ satisfaz

−∆w̃ = f ′(w̃)[K(x0)h(f(w̃))− V (x0)f (̃̃w)] = g0(w̃) em RN (5.19)

e por (5.14) vemos que g0 também satisfaz as condições (g1) − (g3) com V (x0) ao invés de

mj. Desde que f(t) < 0 para t < 0 e h(t) = 0 para t < 0, usando w̃− como função teste

vemos que w̃− ≡ 0 e dáı w̃ ≥ 0. Sabemos que sendo solução w̃ ∈ L∞(RN) e pelo prinćıpio do

máximo segue que w̃ > 0. Então temos Lx0(w̃) ≥ Ex0 onde Ex é o ńıvel de energia mı́nima

para Lx, quando este está bem definido. Além disso, para R > 0 suficientemente grande

temos

1

2

∫
RN
|∇w̃|2 dx ≤ lim inf

n→∞

∫
B(0,R)

|∇un(x+ xn)|2 dx = lim inf
n→∞

∫
B(xn,R)

|∇un|2 dx.

Já que V (x0) ≥ mj0 = min{mj : j = 1, . . . , l}, K(x0) ≤ K(zj0) e os ńıveis de energia mı́nima

para as equações (5.9) e (5.19) são iguais aos respectivos ńıveis do passo da montanha, temos

Ex0 ≥ Ezj0 . Usando a identidade de Pohozaev vemos que∫
RN
|∇w̃|2 dx = NLx0(w̃).
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Assim

lim inf
n→∞

∫
B(xn,R)

|∇un|2 dx ≥ N

2
Lx0(w̃) ≥ N

2
Ezj0 > 0.

Por (5.18) temos
∫
B(xn,R)

|∇un|2 dx ≤ 5d2 para n grande (n ≥ n0(d)). Então

N

2
Ezj0 ≤ lim inf

n→∞

∫
B(xn,R)

|∇un|2 dx ≤ 5d2

e tomando d > 0 pequeno chegamos a uma contradição. Isto prova o Passo 1.

Passo 2: Definindo un,1 =
∑l

j=1 ϕεn(· − ξjn/εn)un e un,2 = un − un,1 temos

Jεn(un) ≥ Jεn(un,1) + Jεn(un,2) + o(1).

De fato, é fácil ver que Qεn(un,1) = 0 e Qεn(un) = Qεn(un,2). Então

Jεn(un,1) + Jεn(un,2) = Jεn(un)−
∫

RN
∇un,1∇un,2 dx

+
1

2

∫
RN
V (εnx)

[
f 2(un,1) + f 2(un,2)− f 2(un)

]
dx

+

∫
RN
K(εnx) [H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))] dx.

A limitação de {un} em H1(RN) implica∫
RN
∇un,1∇un,2 dx =

∫
RN

l∑
j=1

ϕεn(x− ξjn/εn)[1−
l∑

j=1

ϕεn(x− ξjn/εn)]|∇un|2 dx+ o(1).

Sendo Ωi ∩ Ωj = ∅ para i 6= j temos 0 ≤
∑l

j=1 ϕεn(x − ξjn/εn) ≤ 1 em RN e dáı∫
RN ∇un,1∇un,2 dx ≥ o(1). Além disso, pela convexidade de f 2 obtemos

f 2(un,1) + f 2(un,2) ≤ f 2(un).

Estimemos agora a última integral∫
RN
K(εnx) |H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))| dx =∫

∪lj=1B(ξjn/εn,2β/εn)\B(ξjn/εn,β/εn)

K(εnx) |H(f(un))−H(f(un,1))−H(f(un,2))| dx.

Escolhemos ψ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em B(0, 2β)\B(0, β) e ψ ≡ 0 em

RN\B(0, 3β)\B(0, β/2). Denotando ψn(x) =
∑l

j=1 ψ(εnx− ξjn)un(x), para n grande temos

sup
Bn

∫
B(z,R)

|un|2 dx ≥ sup
Bn

∫
B(z,R)

|ψn|2 dx = sup
z∈RN

∫
B(z,R)

|ψn|2 dx.
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Usando Passo 1 e Lema 1.1 de [42] vemos que ψn → 0 em Lr(RN) quando n → ∞ para

todo r ∈ (2, 2∗). Sendo ψn = un em ∪lj=1B(ξjn/εn, 2β/εn)\B(ξjn/εn, β/εn) obtemos

lim
n→∞

∫
∪lj=1B(ξjn/εn,2β/εn)\B(ξjn/εn,β/εn)

|un|r dx = 0.

Então, por (h̃1)− (h̃2) conclúımos a prova do Passo 2.

Passo 3: Dado d > 0 suficientemente pequeno existe n0 = n0(d) tal que

Jεn(un,2) ≥ 1

4

[∫
RN

(
|∇un,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)

)
dx

]
para todo n ≥ n0.

Com efeito, devido a (5.8) e (5.18) e ao fato de que os Ω
′s
j são disjuntos, para ṽn(x) =∑l

j=1 ϕεn(x− ξjn/εn)Uj(x− ξjn/εn) vemos que existe n0 = n0(d) tal que

‖un,1 − ṽn‖εn ≤ ‖ṽn −
l∑

j=1

ϕεn(x− ξjn/εn)ṽn‖εn + ‖
l∑

j=1

ϕεn(x− ξjn/εn)(un − ṽn)‖εn

≤ ‖un − ṽn‖εn + o(1) ≤ 3d para todo n ≥ n0.

Então ‖un,2‖εn ≤ 5d e segue da desigualdade de Sobolev que

Jεn(un,2) ≥ 1

2
‖∇un,2‖2

2 +
1

4

∫
RN
V (εnx)f 2(un,2) dx− C

∫
RN
f 22∗(un,2) dx

≥
(

1

2
− C(5d)2∗−2

)
‖∇un,2‖2

2 +
1

4

∫
RN
V (εnx)f 2(un,2) dx

para n ≥ n0. Isto prova o Passo 3 para d > 0 pequeno satisfazendo C(5d)2∗−2 < 1/4.

Passo 4: Temos limn→∞ Jεn(un,1) = E, ξj ∈Mj e K(ξj) = K(zj) para j = 1, . . . , l.

De fato, para j ∈ {1, . . . , l} definimos

ujn(x) =

un,1(x) se x ∈ Ωj
εn

0 se x /∈ Ωj
εn .

Seja wjn(x) := ujn(x + ξjn/εn) para x ∈ RN . Extraindo uma subsequência se necessário

podemos assumir que wjn ⇀ wj em H1(RN) para algum wj ∈ H1(RN). Usando (h1)− (h′2)

vemos que existe c0 > 0 tal que ‖f(Z)‖L2 ≥ 3c0 para qualquer U ∈ Sj e por (5.11) existe

R > 0 satisfazendo ‖f(Z)‖L2(B(0,R)) ≥ 2c0, Z ∈ Sj para todo j ∈ {1, . . . , l}. Para tal R
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existe n1 ∈ N tal que |εny| ≤ β para qualquer y ∈ B(0, R) e n ≥ n1. Então ϕεnZ = Z em

B(0, R). Por (11) em Lema 3.4 e (5.8), para cada j ∈ {1, . . . , l} vale

3d ≥ ‖un,1 − ṽn‖εn = ‖
l∑

j=1

[
ujn − ϕεn(x− ξjn/εn)Uj(x− ξjn/εn)

]
‖εn

≥ C

∫
RN
V (εnx)f 2

(
ujn − ϕεn(x− ξjn/εn)Uj(x− ξjn/εn)

)
dx

≥ CV0

∫
B(0,R)

f 2
(
wjn − Uj

)
dx ≥ CV0

∫
B(0,R)

[
f 2 (Uj)

2
− f 2

(
wjn
)]

dx

para n > n1 grande. Dáı

‖f(wjn)‖2
L2(B(0,R)) ≥ 2c0

2 − 3d(CV0)−1 ≥ c2
0

para d > 0 pequeno e n > n1 grande. Consequentemente ‖f(wj)‖L2(B(0,R)) ≥ c0 e wj 6= 0.

Além disso, para um conjunto compacto A ⊂ RN segue que

ujn(x+ ξjn/εn) = un(x+ ξjn/εn) em A

para n grande. Então, como no Passo 1 verificamos que wj satisfaz

−∆wj(x) = f ′(wj)
[
K(ξj)h(f(wj))− V (ξj)f(wj)

]
, wj > 0 em RN .

Consideramos agora dois casos distintos:

Case 1: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wjn − wj|2 dx = 0.

Case 2: lim
n→∞

sup
z∈RN

∫
B(z,1)

|wjn − wj|2 dx > 0.

Se o Caso 1 ocorre temos wjn → wj em Lr(RN) para qualquer r ∈ (2, 2∗). Tomando

r = (2 + 2∗)/2 por (h̃1)− (h̃2) e (5.16), dado σ > 0 existe Cσ > 0 tal que

|H(f(wjn))−H(f(wj))| ≤σ|wjn − wj|
(
|wj|+ |wjn|+ |wj|2

∗−1 + |wjn|2
∗−1
)

+ Cσ|wjn − wj|
(
|wj|r−1 + |wjn − wj|r−1

)
.

Pela limitação de {wjn} em H1(RN) obtemos∫
RN
K(εnx+ ξjn)H(f(wjn)) dx→ K(ξj)

∫
RN
H(f(wj)) dx quando n→∞. (5.20)
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Suponhamos que o Caso 2 ocorra. Então existe {zn} ⊂ RN tal que

lim
n→∞

∫
B(zn,1)

|wjn − wj|2 dx > 0.

Já que wjn ⇀ wj em H1(RN) temos

|zn| → ∞. (5.21)

Portanto

lim
n→∞

∫
B(zn,1)

|wj|2 dx = 0 e dáı lim
n→∞

∫
B(zn,1)

|wjn|2 dx > 0.

Desde que wjn(x) = ϕεn(x)un(x+ ξjn/εn), é facilmente visto que |zn| ≤ 3β/εn para n grande.

Se |zn| ≥ β/2εn para alguma subsequência, pelo Passo 1 teŕıamos

0 < lim
n→∞

∫
B(zn,1)

|wjn|2 dx ≤ lim
n→∞

sup
z∈Bn

∫
B(z,1)

|un|2 dx = 0

o que é imposśıvel. Assim, |zn| ≤ β/2εn para n grande. Podemos assumir que

εnzn → z0 e wjn(·+ zn) ⇀ w̃j,

e vemos que z0 ∈ B(0, β/2) e w̃j ∈ H1(RN)\{0}. Então, para cada conjunto compacto

A ⊂ RN temos

wjn(·+ zn) = un(·+ zn + ξjn/εn) em A

para n grande. Consequentemente, como no Passo 1, segue que w̃j satisfaz

−∆w̃j = f ′(w̃j)
[
K(z0 + ξj)h(f(w̃j))− V (z0 + ξj)f(w̃j)

]
, w̃j > 0 em RN .

Análogo ao Passo 1, (5.21) nos leva a uma contradição com (5.18) se d > 0 é suficientemente

pequeno. Provamos portanto que o Caso 2 não pode ocorrer e então o Caso 1 vale. Logo,

por (5.20) temos

lim inf
n→∞

Jεn(ujn) = lim inf
n→∞

Pεn(ujn)

≥ 1

2

∫
RN

[
|∇wj|2 + V (ξj)f 2(wj)

]
dx−K(ξj)

∫
RN
H(f(wj)) dx

≥ Lξj(w
j) ≥ Eξj ≥ Ezj .

Por outro lado, já que Jεn(un,2) ≥ 0 e por causa de Passo 2, obtemos

lim sup
n→∞

l∑
j=1

Jεn(ujn) = lim sup
n→∞

Jεn(un,1) ≤ lim
n→∞

Jεn(un) ≤ E =
l∑

j=1

Ezj .
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Dáı

lim
n→∞

Jεn(ujn) = Lξj(w
j) = Eξj = Ezj .

Além disso, devido à caracterização do passo da montanha para as soluções de energia

mı́nima, à identidade de Pohozaev e a (5.10), vemos que V (ξj) > mj ou K(ξj) < K(zj)

implica Eξj > Ezj . Assim V (ξj) = mj e K(ξj) = K(zj) o que conclui a prova do Passo 4.

Passo 5: Conclusão

Já que wj é uma solução de energia mı́nima para (5.9) sabemos que existe ζj ∈ RN tal que

Ũj := w(·+ ζj) ∈ Sj. Por Passo 4

lim
n→∞

∫
RN

[
|∇wjn|2 + V (εnx+ ξjn)f 2(wjn)

]
dx =

∫
RN

(
|∇wj|2 +mjf

2(wj)
)

dx

e dáı obtemos os seguintes resultados de convergência∫
A

|∇wjn|2 dx→
∫
A

|∇wj|2 dx∫
A

V (εnx+ ξjn)f 2(wjn) dx→
∫
A

mf 2(wj) dx∫
A

V (εnx+ ξjn)f 2(ϕεn(x− ζj)wj) dx→
∫
A

mf 2(wj) dx

para qualquer A ⊂ RN . Então dado σ > 0 existem R > 0 e n0 ∈ N tais que∫
RN\B(0,R)

V (εnx+ ξjn)
[
f 2(wjn) + f 2(ϕεn(x− ζj)wj)

]
dx ≤ σ

4

para todo n ≥ n0 e j ∈ {1, . . . , l}. Por outro lado, pela compacidade da imersão

H1(B(0, R)) ↪→ L2(B(0, R)) temos wjn → wj em L2(B(0, R)) e dáı∫
B(0,R)

V (εnx+ ξjn)f 2(wjn − ϕεn(x− ζj)wj) dx ≤ σ

2
para todo n ≥ n0

para n0 grande. Isto implica que∫
RN
V (εnx+ ξjn)f 2(wjn − ϕεn(x− ζj)wj) dx ≤ σ para todo n ≥ n0.

Pela definição de |‖ · ‖|εn (veja também Observação 3.10) conclúımos que

|‖ujn − ϕεn(· − ζj − ξjn/εn)wj(· − ξjn/εn)‖|εn → 0.
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Agora denotamos yjn = ξjn/εn + ζj. Já que wjn ⇀ wj em H1(RN) e ‖∇wjn‖L2 → ‖∇wj‖L2

segue que ∇wjn → ∇wj em L2(RN) e dáı ∇[ujn − ϕεn(· − yjn)Ũj(· − yjn)] → 0 em L2(RN).

Então para cada j ∈ {1, . . . , l} obtemos

‖ujn − ϕεn(· − yjn)Ũj(· − yjn)‖εn → 0 quando n→∞

o que implica

‖un,1 −
l∑

j=1

ϕεn(· − yjn)Ũj(· − yjn)‖εn → 0 quando n→∞.

Por outro lado, usando Passos 2,3,4 vemos que

E ≥ lim
n→∞

Jεn(un) ≥ E +
1

4
lim sup
n→∞

∫
RN

[|∇un,2|2 + V (εnx)f 2(un,2)] dx,

de modo que ‖un,2‖εn → 0. Isto completa a prova da proposição.

Observamos que o resultado da Proposição 5.5 vale para d0 > 0 suficientemente pequeno

independentemente das sequências satisfazendo as hipóteses.

Corolário 5.6. Para qualquer d ∈ (0, d0) existem constantes positivas ωd, Rd, εd tais que

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ωd para todo u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd
ε ), R ≥ Rd e ε ∈ (0, εd).

Prova. Suponhamos por absurdo que este resultado é falso. Então, para algum d ∈ (0, d0)

existem sequências {εn}, {Rn} e {un} tais que

Rn ≥ n, εn ≤ 1/n, un ∈ ERn
εn ∩ J

Dεn
εn ∩ (Xd0

εn\X
d
εn) e ‖J ′εn(un)‖(ERnεn )′ <

1

n
.

Pela Proposição (5.5) existem {yjn}n ⊂ RN , ξj ∈Mj e Uj ∈ Sj tais que

lim
n→∞

|εnyjn − ξj| = 0 e lim
n→∞

‖un −
l∑

j=1

ϕεn(· − yjn)Uj(· − yjn)‖εn = 0.

Desta forma, para n suficientemente grande temos εny
j
n ∈M

β
j e então, pela definição de Xεn

e Xd
εn , obtemos

∑l
j=1 ϕεn(· − yjn)Uj(· − yjn) ∈ Xεn e un ∈ Xd

εn . Isto contradiz o fato de que

un ∈ Xd0
εn\X

d
εn e completa a prova.

Os próximos lemas são necessários para a obtenção de uma sequência de Palais-Smale

limitada em ER
ε .
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Lema 5.7. Dado λ > 0 existem ε0 e d0 > 0 pequenos o suficiente tais que

Jε(u) > E − λ para todo u ∈ Xd0
ε e ε ∈ (0, ε0).

Prova. Para u ∈ Xε temos u(x) =
∑l

j=1 ϕε(x − ξj/ε)Uj(x − ξj/ε), x ∈ RN , para algum

ξj ∈Mβ
j e Uj ∈ Sj. Já que Lzj(Uj) = Ezj por (V2) temos

Jε(u)− E ≥ 1

2

l∑
j=1

∫
RN

[(
|∇(ϕεUj)|2 − |∇Uj|2

)
+mj

(
f 2(ϕεUj)− f 2(Uj)

)]
dx

−
l∑

j=1

K(zj)

∫
RN
|H(f(ϕεUj))−H(f(Uj))| dx

independentemente de ξj ∈Mβ
j . Usando (5.11) e (5.16) vemos que existe ε0 > 0 tal que

Jε(u)− E > −λ
2

para todo u ∈ Xε, ε ∈ (0, ε0).

Agora, se v ∈ Xd
ε existe u ∈ Xε tal que ‖u− v‖ε ≤ d. Temos v = u + w com ‖w‖ε ≤ d. Já

que Qε(u) = 0 segue que

Jε(v)− Jε(u) ≥ 1

2

∫
RN

[
|∇(u+ w)|2 − |∇u|2 + V (εx)

(
f 2(u+ w)− f 2(u)

)]
dx

−
∫

RN
K(εx) [H(f(u+ w))−H(f(u))] dx.

Usando o Lema 3.4 e (5.8) e lembrando que Xε é uniformemente limitado para ε ∈ (0, ε0),

estimamos ∫
RN
V (εy)

∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)
∣∣ dy

≤
∫
{|w|≤1}

V (εy) |f(u+ w)− f(u)| |f(u+ w) + f(u)| dy

+

∫
{|w|>1}

V (εy)
∣∣f 2(u+ w)− f 2(u)

∣∣ dy

≤C(|‖w‖|1/2ε + |‖w‖|ε) ≤ Cd ≤ λ

6

para d pequeno o suficiente. Com os mesmos argumentos usados anteriormente vemos que

existe d0 > 0 tal que

Jε(v) > Jε(u)− λ

2
> E − λ for all v ∈ Xd0

ε e ε ∈ (0, ε0).
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Este é o fim da prova.

Seguindo Corolário 5.6 e Lema 5.7, fixamos d0 > 0, d1 ∈ (0, d0/3) e correspondentes

ω > 0, R0 > 0 e ε0 > 0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ω para todo u ∈ ER
ε ∩ JDεε ∩ (Xd0

ε \Xd1
ε ) e

Jε(u) > (E + Ẽ)/2 para todo u ∈ Xd0
ε

(5.22)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Assim obtemos o seguinte resultado.

Lema 5.8. Existem constantes positivas α, ρ, ε0 tais que para s = (s1, . . . , sl) ∈ T tem-se

|s− (1, . . . , 1)| ≤ α ⇒ γε(s) ∈ Xd1
ε

|s− (1, . . . , 1)| ≤ α ⇒ Jε(γε(s)) < E − ρ

para todo ε ∈ (0, ε0), onde γε(s) =
∑l

j=1 γ
j
ε(sj) para γjε dado por (5.15).

Prova. Inicialmente observamos que para cada j ∈ {1, . . . , l}

‖ϕε(· − zj/ε)v(· − zj/ε)‖ε ≤ ‖∇(ϕεv)‖2 + ‖v‖2

[
1 +

∫
RN
V (εx+ zj)f

2

(
ϕεv

‖v‖2

)
dx

]
≤ ‖ε∇ϕ(ε·)v + ϕε∇v‖2 + ‖v‖2

(
1 + sup

Ω
V (x)

)
≤ C0‖v‖H1 para todo ε ∈ (0, ε0) e v ∈ H1(RN).

Já que a função t→ Zj,t de [0, Tj] em H1(RN) é cont́ınua, existe α > 0 tal que

|t− 1| ≤ α ⇒ ‖Zj,t − Zj‖ <
d1

lC0

para todo j = 1, . . . , l

e consequentemente

‖γjε(t)− ϕε(· − zj/ε)Zj(· − zj/ε)‖ε = ‖ϕε(· − zj/ε)[Zj,t(· − zj/ε)− Zj(· − zj/ε)]‖ε

≤ C0‖Zj,sj − Zj‖ <
d1

l
para ε ∈ (0, ε0).

Então se |s− (1, . . . , 1)| ≤ α temos ‖γε(s)−
∑l

j=1 ϕε(· − zj/ε)Zj(· − zj/ε)‖ε < d1 para todo

ε ∈ (0, ε0) o que implica γε(s) ∈ Xd1
ε . Agora, já que t = 1 é o único ponto de máximo de(

tN−2/2− tN/2∗
)

em [0, Tj] e devido a (5.12), vemos que existe ρ > 0 satisfazendo

Lzj(Zj,t) < Ezj − 3ρ para |t− 1| ≥ α

l
.
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Pelo Lema 5.3 sabemos que existe ε0 > 0 tal que

sup
t∈[0,Tj ]

|Jε(γjε(t)− Lzj(Zj,t)| <
ρ

l
para ε ∈ (0, ε0) e j = 1, . . . , l.

Agora para |s− (1, . . . , 1)| ≥ α existe i ∈ {1, . . . , l} tal que |si − 1| ≥ α/l. Dáı

Jε(γ
i
ε(si)) ≤ Lzi(Zi,si) + |Jε(γiε(si))− Lzi(Zi,si)| < Ezi − 2ρ

para todo ε ∈ (0, ε0). Já que Jε(γε(s)) =
∑l

j=1 Jε(γ
j
ε(sj)) obtemos

Jε(γε(s)) ≤
∑
j 6=i

Lzj(Zj,sj) + ρ+ (Ezi − 2ρ) < E − ρ

e completamos a prova.

Proposição 5.9. Para ε > 0 pequeno e R > 0 grande existe uma sequência {uRn} ⊂
ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε tal que J ′ε(u
R
n )→ 0 em

(
ER
ε

)′
quando n→∞.

Prova. Tomamos R0 > 0 tal que Ω ⊂ B(0, R0). Então γε([0, 1]) ⊂ ER
ε para todo R ≥ R0.

Suponha que a Proposição 5.9 é falsa. Então para ε > 0 pequeno e R > R0 grande existe

a(ε, R) > 0 tal que

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ a(ε, R) em ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε .

Por (5.22) existe ω independente de ε ∈ (0, ε0) e R > R0 satisfazendo

‖J ′ε(u)‖(ERε )′ ≥ ω em ER
ε ∩ (Xd0

ε \Xd1
ε ) ∩ JDεε .

Dáı existe um campo vetorial pseudo-gradiente, TRε , para Jε em uma vizinhança ZR
ε ⊂ ER

ε de

ER
ε ∩Xd0

ε ∩JDεε . Nos referimos a [52] para detalhes. Seja Z̃R
ε ⊂ ZR

ε ∩X10d0
ε outra vizinhança

para a qual ‖J ′ε(u)‖(ERε )′ > a(ε, R)/2 e tomamos uma função Lipschitz cont́ınua ηRε em ER
ε

tal que

0 ≤ ηRε ≤ 1, ηRε ≡ 1 em ER
ε ∩Xd0

ε ∩ JDεε e ηRε ≡ 0 em ER
ε \Z̃R

ε .

Tomando ξ : R→ R+ uma função Lipschitz cont́ınua tal que

ξ ≤ 1, ξ ≡ 1 em [(E + Ẽ)/2, 3E/2] e ξ ≡ 0 em R\((3Ẽ + E)/4, 2E)

e definindo

eRε (u) =

{
−ηRε (u)ξ(Jε(u))TRε (u) se u ∈ ZR

ε

0 se u ∈ ER
ε \ZR

ε ,
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existe uma solução global ΨR
ε : ER

ε × R→ ER
ε , a qual é única, do problema de valor inicial

d

dt
ΨR
ε (u, t) = eRε (ΨR

ε (u, t))

ΨR
ε (u, 0) = u.

Já que limε→0Dε = E temos Dε ≤ E + (1/2) min {E,ω2d1} para ε > 0 pequeno. Então,

pela escolha de d0 e d1, ΨR
ε tem as seguintes propriedades:

(i) ΨR
ε (u, t) = u se t = 0 ou u ∈ ER

ε \Z̃R
ε ou ainda Jε(u) /∈ ((3Ẽ + E)/4, 2E).

(ii)
∥∥ d
dt

ΨR
ε (u, t)

∥∥
ε
≤ 2 para todo (u, t).

(iii) d
dt

(
Jε
(
ΨR
ε (u, t)

))
≤ 0 para todo (u, t).

(iv) d
dt

(
Jε(Ψ

R
ε (u, t))

)
≤ −ω2 se ΨR

ε (u, t) ∈ ER
ε ∩ (Xd0

ε \Xd1
ε ) ∩ JDεε .

(v) d
dt

(Jε(Ψ
R
ε (u, t))) ≤ −(a(ε, R))2 se ΨR

ε (u, t) ∈ ER
ε ∩Xd1

ε ∩ JDεε .

Devido ao Lema 5.8 existem α, ρ > 0 tais que para s ∈ T

|s− (1, . . . , 1)| ≤ α =⇒ γε(s) ∈ Xd1
ε e |s− (1, . . . , 1)| > α =⇒ Jε(γε(s)) < E − ρ

para todo ε ∈ (0, ε0). Como no Caṕıtulo 3 provamos a existência de tRε > 0 satisfazendo

Jε(Ψ
R
ε (γε(s), t

R
ε )) ≤ E −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
para todo s ∈ T. (5.23)

Observamos que se γε(s) ∈ Z̃ε então ΨR
ε (γε(s), t

R
ε ) pertence ao fecho de Z̃ε ⊂ X10d0

ε . Se

γε(s) /∈ Z̃ε então ΨR
ε (γε(s), t

R
ε ) = γε(s) e dáı ‖ΨR

ε (γε(s), t
R
ε )‖ε ≤ c uniformemente em R

e ε ∈ (0, ε0). Seja ψ ∈ C∞c (RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ(x) = 1 para x ∈ Ωβ, ψ(x) = 0

para x /∈ Ω2β e |∇ψ(x)| ≤ 2/β. Definimos γRε (s) = ΨR
ε (γε(s), t

R
ε ), γ1(s) = ψεγ

R
ε (s) e

γ2(s) = (1 − ψε)γ
R
ε (s) onde ψε(x) = ψ(εx). Então, como no Passo 2 da Proposição 5.5

temos

Jε(γ
1) + Jεn(γ2) = Jε(γ

R
ε ) +Qε(γ

1) +Qε(γ
2)−Qε(γ

R
ε )−

∫
RN
∇γ1∇γ2 dx

+
1

2

∫
RN
V (εx)

[
f 2(γ1) + f 2(γ2)− f 2(γRε )

]
dx

+

∫
RN
K(εx)

[
H(f(γRε ))−H(f(γ1))−H(f(γ2))

]
dx.
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Precisamos estimar os termos do lado direito desta desigualdade. Primeiramente, já que

para a, b ≥ 0 vale (a+ b− 1)+ ≥ (a− 1)+ + (b− 1)+, obtemos

Qε(γ
R
ε ) =

(∫
RN
χε|γ1 + γ2|2 dx− 1

)2

+

≥
(∫

RN
χε(|γ1|2 + |γ2|2) dx− 1

)2

+

≥
(∫

RN
χε|γ1|2 dx− 1

)2

+

+

(∫
RN
χε|γ2|2 dx− 1

)2

+

= Qε(γ
1) +Qε(γ

2).

Para o segundo termo, a limitação de {γRε } em H1(RN) implica que∫
RN
∇γ1∇γ2 dx =

∫
RN
ψε(1− ψε)|∇γRε |2 dx+ o(1) ≥ o(1)

onde limε→0 o(1) = 0. Pela convexidade de f 2 vemos que

f 2(γ1) + f 2(γ2) ≤ ψεf
2(γRε ) + (1− ψε)f 2(γRε ) = f 2(γRε ).

Agora, devido à limitação de {γRε } em L2∗ e às condições (h̃1)− (h̃2) observamos que dado

δ > 0 existe Cδ > 0 tal que∫
RN
K(εx)

∣∣H(f(γRε ))−H(f(γ1))−H(f(γ2))
∣∣ dx

=

∫
(Ω2β)ε\(Ωβ)ε

K(εx)
∣∣H(f(γRε ))−H(f(γ1))−H(f(γ2))

∣∣ dx
≤ δ

2
+ Cδ

∫
(Ω2β)ε\(Ωβ)ε

|γRε (s)|2 dx.

Já que γRε é limitado em Eε obtemos Pε(γ
R
ε ) limitado e por (5.23) vemos que Qε(γ

R
ε ) é

uniformemente limitado em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então∫
(Ω2β)ε\(Ωβ)ε

|γRε |2 dx ≤
∫

RN\Ωε
|γRε |2 dx ≤ cε

o que implica ∫
RN
K(εx)

∣∣H(f(γRε ))−H(f(γ1))−H(f(γ2))
∣∣ dx = o(1)

quando ε tende a zero. Portanto

Jε(γ
R
ε ) ≥ Jε(γ

1) + Jε(γ
2) + o(1).
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Por outro lado, já que ψε ≡ 1 em Ωε vemos que

Jε(γ
2) ≥ −

∫
RN
K(εx)H(f(γ2)) dx ≥ −c

∫
RN\Ωε

H(f(γ2)) dx = o(1).

Assim

Jε(γ
R
ε ) ≥ Jε(γ

1) + o(1).

Agora, para j = 1, . . . , l e s ∈ T definimos

[γ1,j(s)](x) =

{
[γ1(s)](x) se x ∈ (Ωj)2β

ε

0 se x ∈ (Ωj)2β
ε

e dáı [γ1(s)](x) =
∑l

j=1[γ1,j(s)](x) para x ∈ RN . Uma vez que (Ωi)2β∩ (Ωj)2β = ∅ para i 6= j

e para aj ≥ 0 vale (
∑k

j=1 aj − 1)+ ≥
∑l

j=1(aj − 1)+ obtemos

Jε(γ
1(s)) ≥

l∑
j=1

Jε(γ
1,j(s)) =

l∑
j=1

J jε (γ1,j(s)).

Agora, para s = (s1, . . . , sk) ∈ T denotamos 0j = (s1, . . . , sj−1, 0, sj+1, . . . , sk) e 1j =

(s1, . . . , sj−1, Tj, sj+1, . . . , sk). Por (ii) na Proposição 5.4 segue que

Jε(γε(0j)), Jε(γε(1j)) ≤ D̃ ≤ (3Ẽ + E)/4

para ε pequeno e então γRε (0j) = γε(0j) e γRε (1j) = γε(1j). Dáı γ1,j(0j) = 0 e γ1,j(1j) =

γjε(Tj). Como em [24], Proposição 3.4, vemos que existe s̄ ∈ T tal que

J jε (γ1,j(s̄)) ≥ Cj
ε para qualquer j ∈ {1, . . . , l}.

Consequentemente

max
s∈T

Jε(γ
R
ε (s)) ≥ max

s∈T

l∑
j=1

J jε (γ1,j(s)) + o(1) ≥
l∑

j=1

Cj
ε + o(1).

Por (iii) na Proposição 5.4 e (5.23) obtemos

E ≤
l∑

j=1

lim inf
ε→0

Cj
ε ≤ max

s∈T
Jε(γ

R
ε (s)) ≤ E −min

{
ρ,
ω2d1

2

}
,

o que é uma contradição e completa a prova da proposição.

152



Proposição 5.10. Existe um ponto cŕıtico uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε de Jε se ε > 0 é suficientemente

pequeno. Além disso, {uε}ε é limitado em L∞(RN).

Prova. Pela Proposição 5.9 existem ε0 > 0 e R0 > 0 para os quais podemos encontrar

{un}n ⊂ ER
ε ∩ Xd0

ε ∩ JDεε , un = un(ε, R), tal que J ′ε(un) → 0 em
(
ER
ε

)′
quando n → ∞,

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Já que {un}n é limitada em ER
ε vemos que é também

limitada em H1
0 (B(0, R/ε)) com a norma usual. Então podemos assumir que un ⇀ u em

H1
0 (B(0, R/ε)) e un(x) → u(x) para quase todo ponto x ∈ RN onde u = uε,R. Usando o

fato de que ‖J ′ε(un)‖(ERε )′ → 0 e a compacidade da imersão H1
0 (B(0, R/ε)) ↪→ Lr(B(0, R/ε))

para r ∈ [1, 2∗) vemos que u é uma solução não negativa para

−∆u = f ′(u) [k(εx)h(f(u))− V (εx)f(u)]−4

(∫
B(0,R/ε)

χε|u|2 dx− 1

)
+

χεu em B(0, R/ε)

(5.24)

Então vemos que un → u em H1
0 (B(0, R/ε)) o que implica que∫

B(0,R/ε)

V (εx)f 2(un − u) dx→ 0 quando n→∞

e dáı un → u em Eε. Assim, u ∈ Xd0
ε ∩ JDεε . Por (h1) − (h′2) e Lema 3.4 existem C > 0

dependendo apenas de h e f tal que

−∆u ≤ cf ′(u)f(u)22∗−1 ≤ cu2∗−1 em B(0, R/ε). (5.25)

Pela Proposição 5.5 vemos que dado σ > 0 existe k ∈ N, ε0 e R0 > 0 dependendo de σ tais

que (∫
{x∈RN :[uε,R(x)]2∗−2>k}

u2∗

ε,R dx

)2/N

≤ σ para todo R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0).

Dáı, usando um método de iteração devido a Moser (veja [52], Lema B.3) provamos que

{uε,R} é limitado em Lploc(RN) uniformemente em R ≥ Rp e ε ∈ (0, εp) para qualquer

p ∈ [2,∞). Além disso,

‖uε,R‖Lp(B(y,1)) ≤ Cp‖uε,R‖L2(B(y,rp)) para todo y ∈ RN .

Então por ([32], Teorema 9.26) existe C > 0 dependendo de N tal que

sup
B(y,1)

uε,R ≤ C
(
‖uε,R‖L2(B(y,2)) + ‖cu2∗−1

ε,R ‖LN (B(y,2))

)
≤ C‖uε,R‖L2(B(y,rN )) (5.26)
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para todo y ∈ RN , ε ∈ (0, ε0) e R ≥ R0, onde R0 e ε0 dependem de N . Em particular isto

implica que {uε,R}ε,R é limitado em L∞(RN). Devido à limitação de {‖uε,R‖ε} e {Jε(uε,R)}
temos {Qε(uε,R)} uniformemente limitado em R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Dáı, já que Ω ⊂ B(0, R0)

existe C1 > 0 tal que ∫
RN\B(0,R0/ε)

|uε,R|2 dx ≤ ε

∫
RN
χε|uε,R|2 dx ≤ εC1 (5.27)

para qualquer R ≥ R0 e ε ∈ (0, ε0). Então para ε0 suficientemente pequeno e ε ∈ (0, ε0)

fixado segue de (5.26), (5.27) e (h1) que

h(f(uε,R(x))) ≤ V0

2
f(uε,R(x)) para |x| ≥ R0

ε
+ rN e R ≥ R0.

Depois de alguns cálculos obtemos

lim
A→∞

∫
RN\B(0,A)

[
|∇uε,R|2 + V (εx)f 2(uε,R)

]
dx = 0 (5.28)

uniformemente em R ≥ R0. Tomamos Rk → ∞ e denotamos uk = uε,Rk . Sendo {uk}k
uma sequência limitada em Eε, é também limitada em H1(RN) e podemos assumir que

uk ⇀ uε em H1(RN) e uk(x)→ uε(x) para quase todo ponto x ∈ RN quando k →∞. Então

‖uε‖∞ ≤ C para todo ε ∈ (0, ε0). Uma vez que uk é uma solução para (5.24), usando (5.28)

vemos que ∫
RN
|∇uk|2 dx→

∫
RN
|∇uε|2 dx e

∫
RN
V (εx)f 2(uk − uε) dx→ 0

quando k →∞. A partir deste resultado temos

‖uk − uε‖ε → 0 quando k →∞,

e dáı uk → uε em Eε. Isto implica que uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε . Além disso, para qualquer

ϕ ∈ C∞c (RN) existe k0 ∈ N tal que supp(ϕ) ⊂ B(0, Rk/ε) para qualquer k ≥ k0. Então, por

(5.24) temos

0 = 〈(JRkε )′(uk), ϕ〉 = 〈J ′ε(uk), ϕ〉 → 〈J ′ε(uε), ϕ〉.

Uma vez que C∞c (RN) é denso em Eε obtemos J ′ε(uε) = 0 o que completa a prova.
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5.5 Prova do Teorema 5.1

Até este momento provamos a existência de um ponto cŕıtico para Jε, uε ∈ Xd0
ε ∩ JDεε ,

para ε ∈ (0, ε0) com ε0 > 0 e d0 > 0 suficientemente pequeno. Temos também uε ≥ 0 e

Jε(uε) ≥ (E + Ẽ)/2 o que implica uε 6= 0. A função uε satisfaz

−∆uε = f ′(uε) [k(εx)h(f(uε))− V (εx)f(uε)]− 4

(∫
RN
χε|u|2 dx− 1

)
+

χεuε em RN .

(5.29)

Já que uε ∈ L∞(RN) temos uε ∈ C1,α
loc (RN) e pelo prinćıpio do máximo segue que uε > 0.

Além disso, por (5.29) existe ρ > 0 tal que ‖uε‖L∞ ≥ ρ para ε > 0 pequeno. Observamos que

pela Proposição 5.5 existe {yjε} ⊂ RN tal que εyjε ∈ M
2β
j e para qualquer sequência εn → 0

existem xj ∈Mj e Uj ∈ Sj satisfazendo

εny
j
εn → xj e ‖uεn − ϕεn(· − yjεn)Uj(· − yjεn)‖εn → 0,

e dáı

‖uεn‖L2(RN\Ωεn ) +
l∑

j=1

‖uεn − ϕεn(· − yjεn)Uj(· − yjεn)‖L2(Ωjεn ) → 0.

Consequentemente, usando (5.11), dado σ > 0 existem R > 0 e ε0 > 0 tais que

sup
ε∈(0,ε0)

∫
Ωjε\B(0,R)

u2
ε(x+ yjε) dx ≤ σ. (5.30)

Com isto provamos o decaimento exponencial de uε(· + yjε) para j ∈ {1, . . . .l} e como no

Caṕıtulo 3 conclúımos a prova do Teorema 5.1.
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[28] J. M. do Ó, O. Miyagaki e S. Soares, Soliton solutions for quasilinear Schrödinger

equations: the critical exponential case, Nonlinear Anal. 67 (2007), 3357-3372.
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