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Resumo

As variedades diferenciaveis consistem em uma gama de objetos, cuja utilidade nao é restrita
apenas a matematica em geral, sendo amplamente utilizadas em problemas da fisica, biologia
e até mesmo da economia podendo, por exemplo, ser utilizadas como espacos modelo de
diversos problemas. Tendo em vista sua imensa utilizacao, torna-se necessario o estudo de suas
caracteristicas locais e globais de forma aprofundada. A topologia diferencial tem como finalidade
responder as questoes de natureza global, isto é, que envolvem toda a variedade, tal como a busca
de invariantes topologicos com propriedades especiais, por exemplo. Nosso objetivo neste texto é

introduzir os conceitos fundamentais desta teoria de forma detalhada.

Palavras-Chave: Variedades Suaves, Grau, Indice

X



Abstract

Differentiable manifolds consisting of a range of objects, whose utility is not restricted to
mathematics in general, being widely used in problems in physics, biology and even the economy
and may, for example, be used as model spaces several problems. Given its immense use, it
is necessary to study their local and global characteristics in depth. The differential topology
is intended to answer questions global in nature, i.e., involving the whole range as the search
topological invariant with special properties, for example. Our goal in this paper is to introduce

the fundamental concepts of this theory.

Keywords: Smooth Manifolds, Degree, Index



Introducao

O conceito de variedade surgiu gradativamente da geometria e também da teoria de func¢oes por
volta do século XIX. O matematico Riemman construiu as hoje chamadas superficies de Riemman
que podem ser entendidas como um dos primeiros exemplos de variedades abstratas. Em seguida,
o matematico francés Henri Poincaré iniciou uma andlise topoldgica de tais objetos, em uma série
de artigos memoraveis por sua forga e originalidade.

Embora o matematico Herman Weyl tenha introduzido em 1912 um conceito formal de
variedade diferenciavel, a teoria apenas foi firmemente estabelecida apds os trabalhos de Whitney
em 1936, tendo entao um rapido desenvolvimento.

As variedades suaves podem ser encontrados em diversos campos da ciéncia em geral. Na
algebra podem ser estudados os grupos de Lie, na relatividade pode ser visto como espago-tempo,
em mecanica como espagos de fase e superficies de energia.

O estudo das propriedades locais e globais de uma variedade é de interesse para diversas areas.
A topologia diferencial consiste no estudo das propriedades globais destes objetos, isto €, questoes
envolvendo toda a variedade. Um de nossos principais interesses durante o texto serd encontrar
invariantes topoldgicos para tais objetos.

Organizamos o desenvolvimento da monografia da seguinte forma: No capitulo 1 faremos uma
pequena revisao dos resultados mais importantes de diferenciabilidade em espacos euclidianos,
buscando fazer com que o leitor necessite do minimo de pré-requisitos para uma leitura do texto.
No capitulo 2, introduziremos a definicao do nosso principal objeto de estudo, as variedades suaves,
trabalhando apenas no caso em que estao contidas em algum espaco euclidiano.

Visando ampliar a classe de objetos estudados, definiremos variedades com fronteira no capitulo
3. No capitulo 4, trataremos de orientacdo em uma variedade. Tendo estudado todos estes
conceitos, demonstraremos no capitulo 5 alguns teoremas importantes, tais como o teorema
fundamental da algebra, o teorema de Sard e o teorema do ponto fixo de Brouwer.

Uma pergunta interessante é saber quando um determinado objeto pode ser “deformado” em
outro, isto é, quando determinados objetos sao homotdpicos. Nos capitulos 6 e 7, construiremos,
respectivamente, o grau e o grau modulo 2 de uma aplicagdo, e provaremos que tais valores
dependem apenas da classe de homotpia da aplicacao. Por conseguinte, tais valores poderao

ser utilizados como ferramentas para determinar quando duas determinadas fungoes nao sao

X1



homotépicas, por exemplo.

Construiremos a caracteristica de Euler-Poicaré de uma determinada variedade, tal como
construimos no caso de superficies, no capitulo 8, com o objetivo de demonstrar um dos mais
célebres resultados da topologia diferencial, o teorema de Poincaré-Hopf, o qual apresentaremos

no capitulo 9, em conjunto com o estudo de campos de vetores.



Capitulo 1

Espacos Euclidianos

Neste capitulo faremos uma breve revisao dos resultados que julgamos importantes de analise
em espacos euclidianos fornecendo, sempre que possivel, a demonstracao de tais fatos. Tal teoria,
em conjunto com alguns resultados elementares de algebra linear e topologia, nos fornecera aparato
solido para que realizemos um estudo aprofundado da teoria de variedades diferencidveis. Junto

com estes resultados, faremos alguns exemplos que facilitarao a compreensao da teoria mais geral.

1.1 Diferenciabilidade

Seja U C R™ aberto. De maneira informal uma aplicacao f : U — R" é diferenciavel em um
ponto x € U, quando na vizinhanca deste ponto a aplicagao for aproximada por uma transformagcao

linear. De forma precisa, deve existir uma transformacao linear T : R™ — R", tal que
f(x+h)= f(x)+ Th+r(h), onde lim ——= =0. (1.1)

com h € R™ tomado de modo que z + h € U. Tal aproximacao 7' é chamada derivada de f
no ponto z e serd denotada por f'(x) ou df,. Da equagao (|1.1)), a derivada de f em x pode ser

expressada como o limite

e fEEh) = f(@)
o b= 5 |[h] '

Em particular, tomando os vetores da base canonica de R™, o limite

s — i L2 10) 1)

t—0 t

¢ conhecido como derivada parcial com respeito a j-ésima coordenada, a qual denotaremos por

af

5.-- sendo a aplicagao df, : R™ — R™ uma transformacao linear, sua representagao com respeito
J



1. Espagos Euclidianos

a base canonica, chamada de matriz jacobiana, serd dada por

i) B -
Tf(z) = ﬁ.(l“) a_@'(x) @(95)
%(x) %(x) %(x)

De modo global, dada uma aplicacao f : U — R"™ com U C R™ aberto, diremos que a
aplicacao f é diferenciavel quando for diferenciavel em todo ponto z € U. Definimos assim a

aplicacao derivada

Df : U — L(R™,R")
x — df,

Diremos que uma aplicacao f : U — R™ ¢ de classe C!, se a aplicacao D f for continua. De

forma recursiva, uma aplicacao f é de classe C*, se

Df : U — L(R™,R")
x — df,

for de classe C*~!1. Se tal aplicacdo for de classe C* para todo k € N, diremos f serd de classe
COO

Observe que na construcao acima, definimos o conceito de aplicagao diferenciavel apenas no
caso em que seu dominio é um subconjunto aberto de um espaco euclidiano, uma vez que estamos
trabalhando com o conceito de limite. De forma mais geral, consideremos X C R¥ e Y C R!

subconjuntos arbitrarios do espaco euclidiano.

Definicao 1.1. Diremos que uma aplicacao f : X — 'Y € suave, se para cada x € X, existir um

conjunto aberto U contendo = e uma aplicacdo suave F : U — R! que coincide com f em U N X.

Proposicao 1.1. (Regra da Cadeia) Sejam U C R™ e V. C R"™ subconjuntos abertos, e
consideremos f : U — R™, com f(U) C V', uma aplicagao diferenciavel em v € U, e g:V — RP
uma aplicagao diferencidvel no ponto y = f(x). Entao a aplicagio go f : U — RP € diferencidvel

em x, e a sua derivada no ponto € dada por

d(go fe = dgs() o df:

Demonstracao. Sendo f e g diferencidveis em x e y, respectivamente, podemos escrever

flz+h)= f(x)+dfs - h+p(h)|h|, onde lim p(h)=0 (1.2)

IRl =0



1. Espagos Euclidianos

gy +k)=gly) +dg, - k+o(k)||k]|], onde lim o(k)=0 (1.3)

[I~[|—0
Por ([1.2)) e (1.3)), teremos

(go )+ h) =g(f(x) +dfe-h+ p(h)[|h]])

tomando assim k = df, - h + p(h)||h||, como f(z) =y
(gof)le+h) = gly+k)

= 9(y) +dgy - dfs - h+ dgyp(h)[|h]| + o (k)|
(g0 f)(@) + |dgy o dfe] - h+7(h) - [|R]] (1.4)

onde 7(h) = dg, - p(h) + o(k) - |df, - ﬁ + p(h)|. Sendo k = df, - h+ p(h)||h||, ao fazermos h — 0

implicara que k — 0 e consequentemente, sendo df, - ﬁ limitada podemos concluir que

lim 7(h) = 0,

h—0

demonstrando assim o resultado. O

1.1.1 Teorema da Aplicacao Inversa

Sejam U,V C R"™ subconjuntos do espago euclidiano. Uma aplicacao f : U — V é um
difeomorfismo, se é uma bijecao diferenciavel, cuja inversa também é diferencidvel. Se as aplicagoes
f e f~ sao de classe C*, diremos que f ¢ um difeomorfismo de classe C*. Seja U C R™ aberto.
Uma aplicacao diferenciavel f : U — R"™ é um difeomorfismo local se para cada x € U existe uma
vizinhanca U, tal que f |y,: Uy — Vj(y) for um difeomorfismo sobre uma vizinhanca Vi, de f(z).
Quando cada restricao for de classe C*, diremos que f é um difeomorfismo local de classe C*.

Observe que uma condicao necessaria para que uma aplicacao f : U — V seja um
difeomorfismo, com U,V C R" sao abertos, é que a sua derivada seja um isomorfismo. Como

efeito, aplicando a regra da cadeia para as expressoes
foflt=Ide flof=1d

obteremos que df, ¢ isomorfismo, cuja inversa ¢é dff_(}t).
Tal condigao, no entanto, nao é suficiente para que a aplicacao seja um difeomorfismo. No
entanto, uma reciproca parcial deste resultado é dada pelo célebre teorema da aplicacao inversa,

o qual apenas enunciaremos a seguir. Para detalhes da demonstragao, ver [10].

Teorema 1.1. (Aplica¢io Inversa) Sejam U C R™ um aberto e f: U — R™ de classe C*, tal que
em xg € U, dfy, € L(R™) é um isomorfismo Entdo f |v: V. — W, com V vizinhan¢a de xg e W

4



1. Espagos Euclidianos

vizinhanca de f(xq), é um difeomorfismo de classe C*.

Observe assim que a informacao que obtivermos sobre a derivada da fun¢ao no ponto p,
implicard em informacao andloga sobre a funcao na vizinhanca do ponto. Vejamos alguns

exemplos:
Exemplo 1.1. Seja
f:R* = R?\ {(0,0)}
(x,y) = f(z,y) = (e"cosy, e*seny)
aplicacao que para cada z firado associa uma circunferéncia de raio e*. Observe que f(x,y) =

f(x,y+2km) para k € Z e (x,y) € R?, portanto f nao € injetora. Note porém que a aplicagdo f é

sobrejetora. Calculando o determinante da matriz jacobiana teremos ,

ecosy —e*seny

Jf(z,y) = = detJf(v,y) = e* >0

e*seny  e*cosy
Logo, para todo (z,y) € R?, f'(z,y) : R? — R? & inversivel, e portanto, pelo teorema da
aplicacao inversa, f € um difeomorfismo local, que nao € global pois f nao € injetora.

Como consequéncia do teorema da aplicagao inversa, seguem alguns resultados cléssicos e

muito uteis na teoria, os quais estudaremos nas proximas sessoes.

1.1.2 Forma Local das Imersoes

Defini¢ao 1.2. (Imersao) Seja f : U — R™, com U C R™ subconjunto aberto, uma aplicagcdo
diferenciavel. Diremos que f é wma imersao, se para cada v € U, a derwada de f em w,
df, : R™ — R"™ € uma transformacao linear injetora. Deste modo, seque imediatamente que

m < n.
Consideremos a seguir os seguintes exemplos,
Exemplo 1.2. (Inclusao) Seja n < m. Seja
t: R* — R™”
r +— (z,0)

onde 0 € R™™™. Observe que i € imersao, pois i € linear e assim para todo p € R", a derivada da

aplicacao € a propria transformacao, que € injetora.

O resultado que demonstraremos a seguir, mostrara que uma imersao, localmente, possui uma
forma muito simples. Demonstraremos que toda imersao, a menos de mudanca de variaveis,

localmente é como a inclusao. Ou seja, a aplicacao inclusao é a “Unica” imersao.
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Teorema 1.2. (Forma Local das Imersdes) Seja f : U C R™ — R™™ uma imersao em zq € U.
Entao, existem abertos V., W e Z com g € V CR™, 0 € W C R" e f(z9) € Z C R™™ e um
difeomorfismo h : Z — V x W tal que

ho f(x) = (2,0)

f { >
n) E=fw) R
¢ l" C Rn
(,l'“.())
1 i=hof — — 0
'
ro J
£Zo ‘V
Demonstracao. Considere
E = f'(x0)-R™

e tomemos F de modo que E @ F = R™™, Definindo a aplicacao auxiliar

d: UxF — R
(z,y) +— f(z)+y

entao ®(xp,0) = f(xo) e a diferencial da aplicacdo, dada por
' (9,0)(u,v) = f'(xg) - u+v

¢ um isomorfismo. Consequentemente, aplicando o teorema da aplicacao inversa, existem abertos
o eV CU 0eWCFef(xg) €ZCR"demodoque |V xW:V xW — Z seja um

difeomorfismo. Para finalizar a demonstracao, basta tomarmos h = ¢ |\;1xw- O

1.1.3 Forma Local das Submersoes

Defini¢ao 1.3. (Submersao) Seja f: U — R™, com U C R™ subconjunto aberto, uma aplicagdo
diferencidavel. Diremos que f é uma submersao, se para cada x € U, a derivada de f em w,
df, : R™ — R", ¢ uma transformacao linear sobrejetora. Deste modo, seque imediatamente que

m>n.
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Exemplo 1.3. (Proje¢ao)

T R™ — R™
(T1y ey T) > (21, ., Tp)

A aplicacao projecao € linear e sobrejetora portanto é uma submersao. Na verdade, provaremos

que a aplicagao projecao, a menos de mudanca de varidveis, € a “unica” submersao.

Teorema 1.3. (Forma Local das Submersoes) Seja f : U C R™™ — R™ uma submersao em
zo € R". Considere uma decomposicio de R™™ = E @ F, com zy = (xo,%0) de modo que
Df(z) |p: F' — R"™ seja um isomorfismo. Entao existem abertos V., W e Z, com xy € V C F,
20 € Z CU, f(z0) € W CR™ e um difeomorfismo h: Vx W — Z, com

foh(x,w)=w

RI!

Demonstragao. Definamos a aplicagao auxiliar

d: U — ExR"
(z,y) — (2, f(z,9))

( Id 0 )
' (2) |z ¥'(20) |r)

tem determinante nao nulo. Aplicando o Teorema da aplicagao inversa, podemos concluir quue

e note que a diferencial, dada por

® é um difeomorfismo de uma vizinhanca de zy sobre uma vizinhanga de (g, f(2)). De forma
explicita, existem abertos V, We Z, comxg € V CE, f(20) EW CR" e zp € Z = 1 (V x W).
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Tomemos a aplicagao
h=0"":VxW—=2Z

e observe que
h(z,w) =&z, w) = (z, hao(z,w))

consequentemente
(x,w) = (Poh)(x,w) =Pz, he(z,w)) = (z, f(x, ha(x,w)))

demonstrando assim o resultado. O

1.1.4 Teorema da Funcao Implicita

Teorema 1.4. (Funcgdo Implicita) Seja f : U — R™ aplicagdo de classe C*(k > 1) com U C R™™"
aberto. Seja (a,b) € U com a € R™, b € R" e c = f(a,b). Suponhamos que f'(a,b) |gn: R" — R"
seja um isomorfismo. Entdo existe £ 1V — W de classe C*, onde a € V e b € W sdo abertos de

R™ e R™ respectivamente, com

flx,&(x)) =c,Vz e V.
Mais ainda, se x € V e w € W sao tais que f(z,w) = ¢, entio w = &(x). Isto é,
fe)n(V xW) =Graf(§).
Além disso vale,
€ (x) = (—f'(2,€(2)) [en) " o f'(2,€()) [rm -

Demonstracdo. Seguindo a mesma notacao e utilizando a forma local das submersoes, garantimos
a existéncia de um difeomorfismo
h:VxW —Z

onde (a,b) € Z, a € Ve c€ W', de modo que
h(z,w) = (z, ho(z,w)) e f(h(x,w)) =w

tomando w = ¢, teremos

f(z he(z, ) =c

sendo assim, basta tomar £(x) = ha(x,¢) o resultado segue. O



Capitulo 2

Variedades e Aplicacoes Suaves

2.1 Introducao

Muitas informacoes e propriedades acerca de alguns espacos geométricos podem ser obtidas
com a ajuda de ferramentas do calculo diferecial, desenvolvido inicialmente apenas em espagos
euclidianos. Com o intuito de generalizar tais ferramentas para espacos mais gerais, trabalharemos
a seguir com espacos que “localmente” sao como espagos euclidianos, os quais recebem o nome
de variedades. Nos deteremos apenas ao caso em que tais objetos geométricos estao inseridos em
algum espaco euclidiano R™. Vale ressaltar porém que tal teoria pode ser desenvolvida de forma
abstrata, ou seja, sem a necessidade de um espago ambiente. Neste capitulo formalizaremos tais

ideias e daremos alguns exemplos de tais objetos.

2.2 Variedades Suaves

Definicao 2.1. Diremos que um subconjunto M C R¥, é uma variedade suave de dimensdio m, se
para cada x € M, existir uma vizinhanga V aberta de M contendo x, difeomorfa a um subconjunto
U C R™ aberto. Os difeomorfismos g : V — U serao chamados sistemas de coordenadas locais, e

suas inversas g~ : U — V, serdo chamados de parametrizacoes.

M

g




2. Variedades e Aplicagoes Suaves

Vejamos a seguir alguns exemplos:

Exemplo 2.1. (O Espaco Euclidiano R™)

Considerando a aplicacao identidade Idgn : R™ — R™, teremos que cada ponto possuird uma
vizinhang¢a aberta, o proprio espaco euclidiano, que € difeomorfa ao R™, por meio da aplicagao
identidade. Portanto o espago euclidiano R™ € uma variedade suave de dimensdo n. Analogamente,
concluimos que todo subconjunto aberto do espaco euclidiano é uma variedade suave de dimensao

n.

Exemplo 2.2. Para cadai=1,...,n+ 1, considere os semiespacos determinados pelo hiperplano
Hf ={z e R""h2; >0} e H ={xr Rz <0}

e os conjuntos obtidos pela intersecao destes hiperplanos com a esfera unitdria
Ut=HnS* e U =H NnS"

e conseugqntemente serao abertos de S™ dotada com a topologia relativa. Note ainda que,

n+1

Uwruur) =s

i=1
isto é, estes 2(n+1) abertos sao suficientes para cobrir toda esfera. Deste modo, é suficiente
mostrarmos que cada um destes abertos € difeomorfo a um aberto do R™. Considere entdo as
aplicacoes

@ vy — B0,

K2
(1, ooy Tpp1) — (T1, o Tiy o Tpg1)
na qual o i-ésimo termo € omitido, para cada i = 0,...n fizado.
Provemos apenas que a aplicagao p; : U;” — B"(0,1) € bijetiva. De forma andloga é possivel

mostrar a bijetividade da aplicagao ¢; . Com efeito,

@j(l’l, -'-7$n+l) = ij_(yl, "'>yn+l) <

(l’l, ooy i1y ooy L1, "'7xn+1) = (3/17 o Yi-1s5 - Yit1,s -~-yn+1)

como x,y € S™ e x;,y; > 0 seque que

7= 1= (@ a2y + o k) = 1= 0 + 02+ 0 + ) = 0

mostrando assim a injetividade da aplicagao. Seja y € B™(0,1) um ponto arbitrdrio da bola

aberta, e tomemos x = (Y1, .., Yi—1, /1 — |Y|%, Yi, -, yn) € S™. Observe que, x; = /1 — |y|> > 0 e,

10



2. Variedades e Aplicagoes Suaves

/ B(0.1)

consequentemente, x € U;“l. Logo,

@j(ylv cey Yi-1, 1- |y|2’yi7 ~-~7yn) =Y

provando assim que a aplicacdo € sobrejetora e portanto, uma bijecao.

Pela construcao acima conclurmos que

w;t = (sz;t)_l(yb 7yn) - (yla "'7yi—l>j: - ’y|2ayia 7yn)

Note que ¢F e sdo aplicacoes continuas e suaves. Provamos assim que a esfera é uma
variedade suave de dimensao n.

De outro modo, consideremos os pontos da esfera unitaria N = (0,...,0,1), S = (0,...,0,—1) €
R e identifiquemos o R < R como o conjunto dos vetores tais que x, .1 = 0. Construiremos
a sequir um difeomorfismo wy entre S"\{N} e R™.

Geometricamente, para cada v € S"\{N} , my(z) serd o ponto em que a semireta N encontra
o hiperplano x,.1 = 0, graficamente

Ezxplicitamente, seja N + t(x — N) a semireta determinada pelos pontos x € S"\{N} e N.

Queremos encontrar t € R de modo que

1+ t(l’n_;_l - ].) = 0,
ou seja,

1- Tnt1

11



2. Variedades e Aplicagoes Suaves

logo a aplicacao € dada algebricamente por

v S"\{N} — R™

x T
T — ( S eens )
I —2pp I —xpq1

Realizemos agora o processo inverso, isto €, dado y € R™ queremos encontrar o ponto no qual a

— ) ;
reta Ny intercepta a esfera, isto €, queremos encontrart € R tal que
IN +t(y— NIl =1,

manipulando esta equacao algebricamente, teremos

_ 2
L= e
Consequentemente,
o R* — S"\{N}
y H< 20, 29, ||y||2—1>
Lyl Tyl [yl + 1

Analogamente construimos wg : S"\{S} — R", dada por

wg(x) = e
5 1+ 2 I+ xp4q

_ 2y 2y, 1—|y|]?
7Tsl(y):< 1 - || “ _

Lyl T+ Myl [lyl* +1

cOm 1NVersa,

Observe que S"\N U S™\S = S™, e deste modo teremos que cada ponto possui uma vizinhanga
aberta difeomorfa ao R™ e, consequentemente, concluimos que a esfera euclidiana é uma variedade

suave de dimensao n.

12



2. Variedades e Aplicagoes Suaves

Exemplo 2.3. (Subvariedades Abertas)
Se U C M é um subconjunto aberto de uma variedade suave M de dimensao n, entao U
¢ uma variedade suave. Para mostrar isso, € suficiente considerar a restrigao dos sistemas de

coordenadas locais, ao subconjunto aberto U.

Uma excelente maneira de conseguir novos exemplos de variedades é através do produto

cartesiano.

Exemplo 2.4. (Variedade Produto)

Consideremos M C RF e N C R variedades suaves de dimensio m e n, respectivamente.
Provaremos a sequir que M X N ¢ uma variedade suave de dimensao m + n.

De fato, observe que M x N C R¥ x R! = R¥. Seja (x,y) € M x N. Dotando o produto
cartesiano das variedades com a topologia produto, dados dois abertos U C M eV C N, U xV
é um subconjunto aberto de M x N. Sendo M uma variedade suave, se x € M entao existe um
difeomorfismo g : U — Uy, com U vizinhanca aberta do ponto x e Uy C R™ aberto.

Analogamente, como y € N, existe uma aplicacao h : V. — Vi que € um difeomorfismo, onde
V é uma vizinhanca de y e Vi é um subconjunto aberto de R™.

Definamos a aplicagao

f: UxV — U xWV
(z,y) = (g9(z),h(y))

Por construcdo a aplicagcao f é um difeomorfismo, ficando demonstrado assim que M x N € uma

variedade suave de dimensdao m -+ n.

Veremos a seguir um exemplo de um subconjunto de um espaco euclidiano que nao é uma

variedade suave.

Exemplo 2.5. Considere M = {x -y = 0 : xz,y € R}, mostraremos a sequir que M nao é
localmente euclidiano. Geometricamente, M € o conjunto formado pelos eixos x e y do R2.

Suponhamos que M seja uma variedade suave com dimensaon = 1. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a origem possui uma vizinhanca homeomorfa a reta, isto €, existe um
homeomorfismo ¢ : U — R, onde (0,0) € U.

Consequentemente, como a restricao de um homeomorfismo a um subconjunto aberto também é
um homeomorfismo, ¢ : U\{(0,0)} — R\{¢(0,0)} é um homeomorfismo, o que € uma contradi¢ao
ja que U\{(0,0)} € formado por quatro componentes conezas e R\{(0,0)} por apenas duas.

Suponhamos entao que M seja uma variedade suave com dimensdo n > 2. Analogamente ao
caso anterior, podemos supor sem perda de generalidade que eziste ¢ : U — R", onde (0,0) € U.
Deste modo a restricao ¢ : U\{(0,0)} — R™\{¢(0,0)} € um homeomorfismo, o que € uma
contradi¢ao ja que para n > 2, R™\{¢(0,0)} € conexo e U\{(0,0)} possui quatro componentes

conexas.

13



2. Variedades e Aplicagoes Suaves

Um outro conceito que utilizaremos no decorrer do trabalho sera a definicao de subvariedades.

Definicao 2.2. (Subvariedade) Sejam M, N variedades suaves contidas em R™ tais que N C M,

entao N € uma subvariedade de M. Em particular, M € uma subvariedade de R™.

2.3 Espaco Tangente e a Diferencial de uma Aplicacao

Em espacos euclidianos, ao considerarmos uma aplicacao f : U C R® — R™, dizemos que
tal aplicacao é diferenciavel quando na vizinhanca de cada ponto x € U puder ser aproximada
por uma aplicagao linear df, : R® — R™. Neste caso, obtemos a partir das caracteristicas das
aplicacoes lineares, mais facilmente verificadas, informacoes acerca da aplicacao inicial.

Nosso objetivo agora é construir uma teoria semelhante para variedades suaves gerais, isto
é, dada uma aplicacao f : M — N definida entre variedades suaves, para cada ponto x € M,
desejamos construir uma aplicacao linear de forma a obter, analogamente ao espago euclidiano,
informacoes acerca da aplicagao f.

Sabemos que uma aplicacao linear qualquer é definida entre espagos vetoriais. Deste modo,
dado um ponto p € M é necesséaria a construcao de um “modelo linear”. Tal modelo pode ser
pensado, por exemplo, como um hiperplano que melhor aproxima a variedade na vizinhanca do

ponto. Definiremos abaixo tal modelo, o qual chamaremos de espaco tangente.

— [~

-

)
Vum”

~
~..-—

1 >

Seja M C R*¥ uma variedade de dimensdo n, e fixemos p € M. Considere

g:U— M CRF

uma parametriza¢ao de uma vizinhanca g(U) de p € M, com g(u) = p. Pensando na aplicacdo g,
como uma aplicacdo g : U — R¥ e sendo U um subconjunto aberto, a diferencial dg, : R™ — R¥
estd definida.

Definiremos como sendo o espaco tangente no ponto p € M, e denotaremos por 1,M, como
T,M = dg,(R™)

ou seja, a imagem de uma aplicagao linear que ¢, claramente, um espagco vetorial.
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2. Variedades e Aplicagoes Suaves

Para que o espaco tangente esteja bem definido, no entanto, devemos provar que a defini¢ao
nao depende da escolha da parametrizacao, isto é, ao considerarmos uma outra parametrizacao

h:V — M C R* de uma vizinhanca h(V') de p com h(v) = p devemos mostrar que
dh,(R™) = dg,(R™)

Por simplicidade de notacao considere W = ¢(U) N h(V). Podemos considerar entdo o
difeomorfismo

htog:g Y (W) — h ' (W)

definido de uma vizinhanca aberta de u sobre uma vizinhanga de v.

Observe assim que o diagrama comutativo, pela regra da cadeia,

da origem ao seguinte diagrama comutativo de aplicacoes lineares

Rk
N

dg
Rm

d(h=log)y

onde sabemos que dg, = d(h™! o g),, o dh,, e desta forma, sendo d(h~! o g), um isomorfismo, segue

que
dg,(R™) = dh,(R™)
ficando assim demonstrado que a definicao nao depende da escolha da parametrizacao.

Proposicao 2.1. Seja M C RF uma variedade suave e p € M. FEntdo o espaco tangente a

variedade no ponto p tem a mesma dimensao da variedade.

Demonstrag¢ao. Considerando g : U — ¢(U) uma parametrizagdo de uma vizinhanga de p com
g(u) = p. Podemos considerar
g tiglU)—=U

a aplicacao suave, e portanto, por definicao existird um subconjunto W aberto contendo x e uma
aplicacao suave

F: W —=R"
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2. Variedades e Aplicagoes Suaves

que coincide com g~ em W N g(U). Considerando assim Uy = g~ (W N g(U)), teremos o seguinte

diagrama comutativo

e consequentemente teremos,
Rk
dg% \de

R™ R™

Id

O diagrama implica que a aplicagao dg, tem posto m, e o resultado segue.
m

Uma vez tendo definido um modelo linear, definiremos a seguir a diferencial de uma aplicacao.

Consideremos M C R* e N C R' variedades suaves e seja f : M — N uma aplicacao suave
com f(p) = q. Definiremos agora a diferencial de uma aplicagdo em p, a qual denotaremos por
df, : T,M — T,N.

Como f é uma aplicacdo suave, existe uma vizinhanca W de p e uma aplicacao suave
F: W — R que coincide com f em W N M.

Definiremos entao,
df,(v) := dF,(v), para todo v € T, M.

Para mostrar que a diferencial estd bem definida devemos demonstrar que dF,(v) € T,N, se
v € T,M e ainda que a definigao nao depende da escolha da funcao F. Consideremos assim duas

parametrizagoes
g:U—-MCRFeh:V -+ NCR

de uma vizinhanga ¢g(U) de p e de uma vizinhanga h(V) de q. Reduzindo U suficientemente
podemos assumir que g(U) C W e que f: g(U) — h(V). Podemos entdo considerar a aplicacao

de transicao
hlofog:U—=V

E portanto, obteremos o seguinte diagrama comutativo

_Fop

W
it
U——>V

h~lofog
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2. Variedades e Aplicagoes Suaves

Diferenciando nds obteremos

Rk adFy Rl
dgu ] Tdhv
R™

d(h_lofog)u
onde u = g~ '(p) e v =h"1(q).

Da comutatividade do diagrama teremos

dF,odg, =d(h™'o fog),odh, =

dF, 0 dg,(R™) = d(h™" o f 0 g)u o dhy(R™) (2.1)

De [5.3] segue que dF,(T,M) C T,N = dh,(R"). Pelo diagrama a diferencial nao depende da

escolha de F, uma vez que
df, = dh,od(h ™ o fog),o (dg,) ™"

Ficando assim demonstrado que a diferencial esta bem definida. Vejamos a seguir algumas
generalizacoes imediatas de alguns teoremas de espacos euclidianos, para aplicagoes definidas

entre variedades.

Teorema 2.1. (Regra da Cadeia) Sejam f : M — N e g: N — P aplicagoes suaves com f(p) = q,

entao

d(g o f)p = dgy o dfy

Demonstracao. Sendo f: M — N e g: N — P aplicagoes suaves, existem aplicacoes F': U — R"
e G:V — R* tais que f(x) = F(x), para todo x € UNM e g(y) = G(y), para todoy € VN N.
Pela definicao de diferencial e utilizando a regra da cadeia para aplicacoes definidas entre espagos

euclidianos, teremos

d(g o f)p = dgq 0 dfy

]

Observacao 2.1. Denotando por Id a aplicacao identidade de M teremos que dId, : T, M — T, M

¢ a aplicagao identidade de T, M. De fato, aplicando a regra da cadeia,

dld, = d(Ido Id), = dld, o dld, =
dld, = Idp,

Observagao 2.2. Se f: M — N ¢ um difeomorfismo entao df, : TyM — Ty N € isomorfismo.

Em particular seque que M e N tem mesma dimensao. Com efeito,
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fof™ =1Idy=d(fo [™)sw = dfsodfyly = Idr,,~

e

ffl o f = IdM = d(fil o f)x = dff_(i) e} dfz = IdTIM
Provando assim que df, é um isomorfismo e em particular, dff_(i) = [df.]7".

Observe que, pela definicao de diferencial da aplicagao, os teoremas classicos que enunciamos
no capitulo anterior, tais como o teorema da aplicacao inversa, formas locais, teorema do posto e o
teorema da funcao implicita sao facilmente generalizados para aplicagoes definidas em variedades
que satisfazem suas respectivas hipdéteses, nos dotando assim de um grande aparato de ferramentas
para demonstrar muitos resultados importantes em nossa teoria.

A forma pela qual definimos o espago tangente a variedade em um ponto de uma aplicacao nao
é tunica. Apresentaremos, de forma rdapida um modo bastante utilizado equivalente ao anterior.

Considere o conjunto das curvas diferencidveis em uma variedade suave M C R*, passando

por um ponto p € M. Definiremos
T,M = {veR": 3\ : (—¢,¢) = M tal que A(0) =p e N(0) = v} (2.2)

Provaremos a seguir, a equivaléncia entre as definigoes dos espagos tangentes, nos dando liberdade

de ao longo do texto utilizar a forma mais conveniente para determinada situagao.

Proposicao 2.2. Seja g : U — M C R* uwma parametrizacdo da variedade M, e considere

q=9g p) € U. O subespago vetorial, de mesma dimensao da variedade,
dgq(R™)

coincide com o espaco tangente a variedade M em p, dado por .
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Demonstragao. Seja w um vetor tangente em p, ou seja w = X (0), onde A : (—¢,¢) — M é uma
aplicacao diferencidvel com A(0) = p, e considere a curva diferencidvel =g 'o X : (—¢,€) = U,
teremos entao que dg,(8'(0)) = w, e consequentemente w € dg,(R™). Reciprocamente, seja
w = dg,(v), onde v € R™. Deste modo, v é o vetor tangente dado pela curva v : (—¢,€) — U,
dada por

v(t) =tv+q, onde t € (—¢,¢€)

consequentemente, w = X' (0), onde o = g oy, provando assim o resultado. O

2.4 Valores Regulares

Considere f : M — N uma aplicacao suave entre variedades, onde M tem dimensao m e N

dimensao n.

Definicao 2.3. Se f : M — N € uma aplicagao suave, definimos o posto de f, o qual denotaremos

por, posto, f, a dimensao da imagem da diferencial df,.

Consideremos C o conjunto de todos os pontos x € M tais que posto,f < n, ou seja, os pontos
tais que a aplicacao df, nao é sobrejetora. O conjunto C serd chamado de conjunto dos pontos
criticos de f, e sua imagem f(C') serd o conjunto dos valores criticos da aplicacao.

Diremos que um ponto x € M ¢é um ponto reqular de f, se df, : T,M — Ty N for sobrejetiva.
Se y € N for tal que todo = € f~(y), for ponto regular de f, diremos que y é um wvalor reqular
da aplicacao.

Se M e N tem mesma dimensao, afirmar que a aplicagao df, nao é sobrejetiva é equivalente a
mostrar que a aplicagdo nao é um isomorfismo. Deste modo, se df, é um ismorfismo, entao, por
defini¢cao, x é um ponto regular.

Aplicando o teorema da funcao inversa a aplicacao f restrita a uma vizinhanca aberta de x,

sobre uma vizinhanga aberta de f(z) serd um difeomorfismo.
Afirmagao 2.1. Se M é compacta e y € N é um valor reqular, entdo f~(y) é um conjunto finito.

Com efeito, observe que f~!(y) é um subconjunto fechado da variedade compacta M, e
consequentemente, f~!(y) é compacto. Suponhamos que exista z € f~!(y), ponto de acumulagao.
Deste modo, para toda vizinhanga V de x deverd existir z € f~!(y) com z # x, onde z € V.
Consequentemente, a aplicagao f restrita a qualquer vizinhanga nao podera ser um difeomorfismo
uma vez que f(z) = f(z) = y, o que implica que a aplicagao f nao é injetora. O que é uma
contradicao pois o teorema da funcao inversa garante a existéncia de uma vizinhanca V de x,
na qual f | é um difeomorfismo. Provando assim que f~!(y) é conjunto discreto e compacto e,
portanto, finito.

Para uma aplicacao f : M — N, com M variedade compacta e y € N valor regular, a

cardinalidade da imagem inversa # f~1(y) ¢ finita.
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Proposicao 2.3. Seja f : M — N, com M variedade compacta e y € N wvalor regular, entdao a
aplicagao que associa a cada valor reqular y € N a cardinalidade #f~(y) da imagem inversa, é

localmente constante.

Demonstragao. Com efeito seja f~'(y) = {z1,..., 1}, entdao para cada z; existe uma vizinhanca
U; de x; de modo que

Tome
V=Vvin.NnV\f(M\(UU..UU)).

Para tal vizinhanga teremos que #f ' (y) = #f~(y/), para todo y € V. ]

Proposicao 2.4. Se f : M — N é uma aplicagao suave entre variedades de dimensao m > n, e
sey € N é um valor regular, entdo o conjunto f~(y) C M ¢é uma variedade suave de dimensdo

m—"n.

Demonstragdo. Seja x € f~'(y). Desde que y é um valor regular, a aplicacao df, : T, M — Ty N

é sobrejetiva. Sendo assim, do teorema do nicleo e imagem nos diz que
dim Ty N + dim Nucdf, = dim T, M

mostrando assim que dim Nucdf, = m — n.
Sendo M C RF, escolha uma aplicacao L : R¥ — R™™" que ¢ um isomorfismo do subespaco
Nucdf, = N' C T,M C RF.(Definindo o isomorfismo natural entre N’ e R™~", completa a base

de N’ para R* e atribui os seus valores a zero) Definamos assim a aplicacgao,

F:M— NxR"™
x> F(x) = (f(x), L(x))
Cuja diferencial é dada por dF,(v) = (df.(v), L(v)). Nota entdo que dF, é sobrejetiva e ainda,

pelo teorema do ntcle e da imagem

dim NucdF, + dim ImdF, = dim T, M =
dim NucdF, +n+ (m —n) =m =
dim NucdF, = 0

e portanto dF, é um isomorfismo. Assim, pelo teorema da funcao inversa, existe uma vizinhanca
aberta U de x tal que F' |y: U — F(U) = V é um difeomorfismo sobre uma vizinhanca V de
(y, L(z)). Portanto, o conjunto f~*(y) corresponde através de F, ao hiperplano y x R™™™. De
fato, a aplicagdo F mapeia difeomorficamente o subconjuntos f~!(u) N U) sobre (y x R™™™) NV,

provando assim que f~1(y) é uma variedade de dimensao m — n. [
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Se uma variedade M’ de dimensao n, esta contida em uma variedade M de dimensao m,
podemos notar que o espaco tangente T, M’ serd um subespaco de T, M. O complemento ortogonal
de T, M’ sera um subespaco de dimensao m — n, chamado esapaco dos vetores normais a M’ em

M no ponto z. Em particular, M’ = f~1(y) para um valor regular y da aplicacao f: M — N.

Proposicao 2.5. O nicleo da transformacao linear df, : T,M — T, N € igual ao espaco tangente
T, M’ da subvariedade M'. Entdo df, mapeia o complemento ortogonal de T,M' isomorficamente
sobre o TN .

Demonstragao. Considere o diagrama

M — s M

|l

y—=N

Pelo diagrama acima, podemos ver que df, mapeia T,M’' em zero. Analisando entao as

dimensoes, df, mapeia o espago de vetores normais de M’ isomorficamente sobre T),N. O
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Capitulo 3
Variedades com Fronteira

Consideremos a seguinte situagao abaixo. Seja X = {(z,y) € S' : 2 > 0 e y > 0}, mostrado

na figura abaixo:

Podemos caracterizar o conjunto X como uma variedade suave? Se tal fato fosse verdadeiro,
existiria uma vizinhanga do ponto (1,0) difeomorfa a um aberto da reta. Sem perda de
generalidade, podemos supor que tal aberto seja um intervalo (a, b). Deste modo, ao restringirmos
o difeomorfismo a X\{(1,0)} tal conjunto, que é um conexo, serd difeomorfo a um conjunto
com duas componentes conexas, o que é um absurdo, uma vez que difeomorfismos preservam a
quantidade de componentes conexas. Deste modo tal conjunto nao se enquadra na definicao de
variedade suave por possuir uma “fronteira”. Com o objetivo aplicar as técnicas do calculo a
subconjuntos ainda mais gerais, aumentaremos a classe dos objetos tratados definido o conceito
de variedade com fronteira.

Consideremos o subconjunto fechado
H™ :={(z1,...,xm) € R™ : 2, > 0}

com fronteira 9H™ identificada com o hiperplano R~ x {0} C R™.

Definicao 3.1. Um subconjunto X C R* é chamado variedade suave de dimensdao m com fronteira
ou com bordo se, para cada x € X existir uma vizinhan¢a U N X difeomorfa a um subconjunto

aberto de H™. Analogamente, tais difeomorfismos serdao chamados de parametrizacoes locais. A
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H”I

(')Hm

fronteira de X, denotada por 0X, € o conjunto de todos os pontos de X que correspondem a OH™

através das parametrizagoes locais. Se complemento serd denotado por Int(X) =X — 0X.

>

<O

)

v

com bordo.PNG

Vale observar que o interior e fronteira para a variedade definidos acima nao coincide, em geral,
com a fronteira e o interior topoldgico do conjunto. Tais defini¢coes coincidem apenas quando a
variedade possui a mesma dimensao do espago que a contém. Porém ao considerarmos a situacao
em que a dimensao da variedade é estritamente menor que a dimensao do espago em que ela
estd contida, tais conceitos nao coincidirao. Além disso, observe que na definicao acima, nada
nos garante que se x é um ponto de fronteira com respeito a uma parametrizacao entao x sera
um ponto de fronteira com respeito a todas as parametrizacoes. A prova deste fato sera dada no

decorrer da demonstracao da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Se X € uma variedade com fronteira de dimensao m, entao 0X € uma variedade

de dimensao m — 1.

Demonstracdao. Seja x € 0X, entao existe uma parametrizacao ¢ : U — V, onde U é um
subconjunto aberto de H* e V' é um subconjunto aberto de X. Provaremos que ¢(0U) = 9V, pois
entdo a restricio da aplicacao ® difeomorfismo ao subconjunto OU = U N OH*, aberto em R¥~1,
serd um difeomorfismo de U em 0V = 90X NV. Teremos que ¢ |5y é uma parametrizacao local de
um aberto de R~ em uma vizinhanca V N 9X de x € 9X. Por definigao ¢(0U) C OV, restando
apenas demonstrar que 0V C ¢(9U). Ou seja, se ¢ é uma parametrizagao local qualquer de um
subconjunto aberto W de H* em V', devemos mostrar que ¢(0U) D ¥ (OW), ou, equivalentemente,
OU D¢~ toyp : W = U. Sejag=>P Loy : W — Y, e supohamos que algum w € W é levado em
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3. Variedades com Fronteira

um ponto interior u = g(w) de U. Como ® e ¢ sdo difeomorfismos, g deve ser um difeomorfismo
de W sobre um subconjunto aberto g(W) de U. Como é usual, a regra da cadeia implica que
a diferencial da inversa de g, (dg™'), ¢ uma bijegao. Mas, desde que u € Int(U), g(W) contém
uma vizinhanca de v que é aberta em R¥. Aplicando o teorema da funcdo inversa a aplicacao
g~ ! contém uma vizinhanca de w que é aberta em R¥, o que é uma contradicio uma vez que

w € oW. O

Analogamente ao caso de variedades sem fronteira, poderiamos nos perguntar se o produto
cartesiano de duas variedades com fronteira, ainda seria uma variedade com fronteira. Tomando
por exemplo [0, 1] x [0, 1], o ponto (0,0) ndo adimite uma vizinhanga difeomorfa a um aberto de
H*, consequentemente, tal fato nao ¢ valido em geral. Porém, podemos provar que ao tomarmos
o produto cartesiano de uma variedade com fronteira e outra sem fronteira, tal fato é verdadeiro,

COMO Veremos na proposicao a seguir.

Proposicao 3.2. O produto de uma variedade sem fronteira X com uma variedade Y com

fronteira, é uma outra variedade com fronteira. Mais ainda,

(X xY)=X x09Y

dim(X xY)=dim X +dimY

Demonstragao. Seja (x,y) € X x Y, como = € X e a variedade X é sem fronteira, existe uma
parametrizacao local ¢ : U — ¢(U) C X onde U C RF aberto, onde ¢(U) é vizinhanca de z.
Analogamente, como y € Y, existe uma parametrizacio local ¢ : V. — (V) C Y, com V C H!
aberto, tal que 1(V') é uma vizinhanga de Y. Deste modo basta tomar a parametrizagao local
dpxp:UxV —¢U)x(V)onde UxV CRFx H ¢ H*, e assim o resultado segue. O

Proposicao 3.3. O interior de X definido como, intX = X\0X € uma variedade sem fronteira

de dimensao m.

Demonstracao. Com efeito, se x € intX entao existe uma vizinhanca U de x tal que U C intX.

Sem perda de generalidade, suponhamos que U é o dominio de algum sistema de coordenadas
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3. Variedades com Fronteira

f:U—=VNOH™. Deste modo, como = € intX teremos que todo ponto y € U corresponde a um

ponto f(y) € intH™ C R™ aberto. Donde segue que intX é uma variedade de dimensao m. [

Observacgao 3.1. Se X C R* € uma variedade com fronteira, entdo o espaco tangente € definido

de forma andlaga ao caso de variedades suaves sem fronteira.

Veremos a seguir um metddo simples para gerar exemplos de variedades com fronteira. Seja
M uma variedade sem fronteira, e considere g : M — R uma aplicacao que possui 0 como valor

regular.

Lema 3.1. O conjunto dos x € M com g(z) > 0 é uma variedade suave X, cuja fronteira 0X é

igual a g~1(0).

Demonstra¢ao. Sendo a aplicagdo g suave, o conjunto dos x € M tais que g(x) > 0, é aberto
em M, e consequentemente é uma subvariedade aberta de M com dimensao igual a dimensao de
M. Suponhamos assim que g(x) = 0. Sendo g regular em 0, pela forma local das submersoes ¢
restrita a uma pequena vizinhanca de x é uma projecao. Mas, se a aplicacao g fosse a projecao o

resultado seria imediato. O

Exemplo 3.1. Considere a aplicagao

g: R+ — R
n+1

(xla"'wrnJrl) L 1_le2

i=1

Pelo lema anterior, o conjunto dos pontos em R™ tais que g(x) > 0, formam uma variedade
com bordo. Isto €, o disco D" € uma variedade com fronteira de dimensao m+ 1, com fronteira

wgual a S™.

Seja agora f : X — N uma aplicacao suave, de uma variedade X de dimensao m com fronteira

sobre uma variedade suave N de dimensao n.

Proposigao 3.4. Se y € N € um valor reqular para f e para f |sx, entao f~(y) é uma variedade

com fronteira, com dimensao m-n. Mais ainda,

of () =f"y)nox

Demonstracao. Desde que a propriedade a ser demonstrada é local, é suficiente considerar o caso
particular em que a aplicacao f : H™ — R" esta definida de H™ sobre R", com valor regular
y € R". Se T é um ponto interior entdo o resultado segue como na proposi¢ao [2.4f Suponhamos
que * ¢ um ponto de fronteira. Como a aplicagao f é suave, sabemos que existe uma aplicacao

suave g : U — R" definida em um aberto U C R™, tal que ¢ = f em U N H™. Sendo T um
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3. Variedades com Fronteira

ponto regular de g, a aplicacao dgz sera sobrejetora, e pela forma local das submersoes, a menos
de mudanca de variaveis, tal aplicacao serd uma projecao em uma vizinhanca de Z, que nao possui
pontos criticos. E portanto, reduzindo U, se necesséario, podemos assumir que g nao tem pontos
criticos, e consequentemente y serd um valor valor regular para g. Logo, pela proposicao [2.4]
g ' (y) é uma variedade suave de dimensiao m — n.

Seja 7 : g1 (y) — R a projecao ortogonal,
(X1, ey Tn) = Ty

Observe ainda que 0 é valor regular de 7. Pela proposicao (2.5)), o espago tangente de g~ (y)

em um ponto x € 7 (0) é igual ao nticleo da aplicagao
dg, = df, : R™ — R".

Por hipétese, como f |ggm é regular em z, teremos que o nucleo ndo pode estar completamente
contido em R™™1 x {0}. Deste modo o conjunto g~'(y) N H™ = f~*(y) N U que consiste de
todos os z € g7 *(y) com 7(x) > 0, é uma variedade suave com fronteira igual a 77*(0). Ficando

demonstrado o resultado. O
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Capitulo 4

Variedades Orientaveis

4.1 Orientacao de Espacos Vetoriais

Antes de introduzirmos o conceito de orientacao de maneira formal, vejamos como tal processo
é feito quando consideramos espacos elementares. Ao tomarmos o espaco vetorial como a reta R,
uma orientacao para este espaco nada mais é que a escolha de uma dessas direcoes, a esquerda ou

a direita.

> <

Para o caso do espaco R?, podemos escolher o sentido hordrio ou o sentido antihorario,

ilustrados abaixo

Para o R? a orientacao serd dada pela regra da mao direita ou a regra da mao esquerda, exibida
na préxima figura

Podemos nos perguntar porém, como induziriamos por exemplo uma orientacao em R*, j& que
nao é possivel enxerga-lo geometricamente. Observe que nos casos acima, todas as orientacoes sao
determinadas pela escolha de uma base ordenada do espago. Para o caso real as orientacoes sao
dadas por e; ou —ey, para o R? o sentido anti-horério é determinado pela base {e1, es} e o sentido
horério determinado por {es, e }.

Analisando de forma mais aprofundada o caso real, observe que qualquer miltiplo positivo de
ey, determina a mesma orientagao de eq, assim como qualquer multiplo negativo de e; determina
a orientagao contraria. Analogamente para o caso de —e;. Sendo assim dois vetores v e w

determinaram a mesma orientacao, se v = Aw, onde A > 0.
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4. Variedades Orientaveis

€1

Tendo visto os casos acima, generalizaremos a seguir as ideias introduzidas. A orientagao para
um espaco vetorial de dimensao finita sera dada por uma escolha de uma base ordenada do espaco.
Mas, pelo que vemos acima, duas bases distintas podem determinar a mesma orientacao no espago
vetorial, e portanto é necessario que trabalhemos com classes de equivaléncia de bases.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita e consideremos 8 = {vy,...,vx} uma base do
espago. Se ' = {v},...,v,} uma outra base ordenada. Deste modo, sabemos que existe um tinico

isomorfismo linear, de modo que
B'=Ap

onde AfS denota a base {Auvy, ..., Avp}. Diremos que 8 e ' determinam a mesma orientacao, se
o determinante do isomorfismo linear A é estritamente positivo. Se e g’ determinam a mesma

orientacao, diremos que [ estd relacionada com ' e denotaremos tal relacao por 5 ~ 3.
Afirmacgao 4.1. A relacao definida acima € de equivaléncia.
Demonstracao. Com efeito,

(i) Se ' = B, entao o isomorfismo A é a aplicacao identidade, donde segue que det A =1> 0, e

portanto [ ~ .

(ii)Suponhamos  ~ ', entao existe um tnico isomorfismo A com determinante maior que zero,

tal que ' = A, e consequentemente A713" = 3, com det A™' = 1/det A > 0.

(iii) Suponhamos que f ~ [ e ' ~ (", entdo existem tnicos isomorfismos A e B ambos
com determinante estritamente maior que zero, tal que 8" = Bf e 8/ = AB. Portanto,

p" = BAp, e pela regra do determinante do produto, det(BA) = (det B)(det A), e logo o

resultado segue.
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Através da relacao acima obtemos duas classes de equivaléncia. Uma orientacao para o
espaco vetorial V' é uma decisao arbitraria por uma destas classes de equivaléncia, fixando o
sinal positivo para uma destas classes de equivaléncia e o sinal negativo para a outra, diremos
a base é positivamente orientada ou negativamente orientada, respectivamente. Por convencao,
no caso do espago euclidiano R™, a classe de equivaléncia da base canonica {eq, ..., e,} tem sinal
positivo, representando asssim a orientacao positiva do espaco. Observe que nas construgoes
acima, a ordenacao da base é de absoluta importancia.

Ao trabalharmos com espacos de dimensao 0, uma orientacao sera apenas uma escolha do sinal

+1 ou —1.

Definicao 4.1. Suponhamos A : V. — W um isomorfismo entre espacos vetoriais. Sendo A um
isomorfismo, se B e 8’ tem a mesma orientacdo em V entao AP e AB' tem a mesma orientacao
em W. Fizando uma orientacdo para Ve W, diremos que o isomorfismo A preserva orientacado,

se AB tem o mesmo sinal em W que B em V. Caso contrdario, diremos que A reverte orientac¢ao.

Em outras palavras, A preserva orientagao se carregar uma base positiva de V' em uma base

positiva de W.

4.2 Orientacao de Variedades Suaves

Nosso objetivo é estender as nogoes desenvolvidas na sessao anterior para variedades suaves
em geral. Uma orientagao para uma variedade X, com ou sem fronteira, ¢ uma escolha suave de
orientacao para os seus espacos tangentes, realizada da seguinte maneira: Para todo z € X devera

existir uma parametrizacao h : U — X, tal que o isomorfismo
dhu ‘RF — Th(u)X
preserva orientacao para todo u € U.

Observagao 4.1. Quando a diferencial de um difeomorfismo f preserva orientag¢ao para todo

ponto de seu dominio diremos que o difeomorfismo f preserva orientac¢ao.

Sendo assim, para todo ponto p encontraremos uma vizinhanca na qual todos os espacos
tangentes estao munidos com a orientacao positiva do R™, impossibilitando assim que pontos
suficientemente préximos tenham orientagoes contrarias.

Uma vez definido o conceito de orientacao, uma pergunta natural é se toda variedade possui
uma orientacao. O exemplo cldssico que mostra que nem toda variedade admite uma orietacao
é dado pela Faixa de Moebius. Nao provaremos formalmente que tal variedade nao é dotada de

orientacao, veremos apenas de maneira intuitiva.
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Imaginando uma moeda inserida na faixa de Moebius, como vemos na figura abaixo, ao darmos
a volta na faixa em torno de uma pequena linha, chegaremos com a moeda orientada do lado
oposto, e portanto a orientacao nao pode ser suave.

Analogamente ao caso de espagos vetoriais, no caso de variedades de dimensao 0, uma
orientacao sera apenas associar a cada ponto o valor +1 ou —1.

Diremos que uma variedade X ¢ orientavel se possuir uma orientacao. E portanto, a variedade
X admite pelo menos duas orientacoes. Se uma destas orientacoes foi especificada, ao trocarmos
a orientagao de cada espaco tangente obtereos a orientacao oposta. Veremos a seguir, que quando

a variedade X for conexa, ela admitird exatamente duas orientagoes.
Proposicao 4.1. Uma variedade X orientdvel e conexa admite exatamente duas orientacoes.

Demonstracao. Consideremos duas orientacoes distintas da variedade, e seja x € X. Deste modo,
para o espago tangente ao ponto x, estas orientacoes devem coincidir ou ser opostas. Mostraremos
que, se tais orientagoes coincidirem em z, entao elas coincidirao em todo ponto e, analogamente,
se forem opostas, serao opostas em todo ponto. Mostrando assim que dadas duas orientacoes
na variedade, ou elas coincidem, ou elas sao opostas. Para isto, provaremos que o conjunto dos
pontos em que a orientagao coincide tal como o conjunto dos pontos em que a orientagao ¢ oposta
sao abertos e, pela conexidade da variedade, o resultado segue. Sejam h: U — X e b/ : U' — X
parametrizagoes ao redor de z € X tal que dh, preserva a primeira orientacao e dh!, preserva a
segunda orientacao para todo u € U e v’ € U'. Podemos assumir, sem perda de generalidade que
h(0) = W' (0) =z e h(U) = RK'(U’). Deste modo, se as duas orientagoes escolhidas tiverem o mesmo
sinal, entao d(h™! o h')y tem determinante positivo em u' = 0, logo sendo o determinante uma
aplicacao continua, existe uma vizinhanca tal que d(h~*oh’), tem determinante positivo para todo
ponto v nessa vizinhanca, e assim para todo ponto desta vizinhanca os espacos tangentes deverao
possuir a mesma orientagao. De forma analoga, demonstramos o caso em que as orientagoes sao

opostas, mostrando assim que tais conjuntos sao abertos, como queriamos demonstrar. O
Como consequéncia direta do resultado acima temos o seguinte

Corolario 4.1. Se a variedade X for formada por n componentes conexas, entao teremos 2"

orientagoes possiveis.
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Finalmente uma variedade orientavel é por definicao um par, formado por uma variedade X
juntamente com uma escolha de orientacao suave. Se a variedade for conexa, uma vez fixada uma
orientacao denotaremos a variedade dotada com a orientacao oposta por —X.

No caso em que a variedade X possui fronteira, a orientacao de X induz uma orientacao natural

na fronteira da variedade. Analisemos cuidadosamente este caso.

=

T,(0X)

Para um ponto de fronteira p € X, sabemos que o espago 7,(0X) tem codimensao 1 em
T,X. Deste modo, existem dois vetores unitarios no espaco tangente que sao perpendiculares a
T,(0X). Um destes vetores chamaremos de vetor interior e outro chamaremos de vetor exterior.
Descrevamos formalmente tais vetores. Seja h : U — X uma parametrizacao local de p, onde
U C H* é um subconjunto aberto em H* com h(0) = p. Entao (dho)~! : T,X — R* carrega o
vetor unitdrio interior em H¥ e o vetor unitdrio exterior em —H¥*. E facil ver que tal escolha,
independe da escolha da parametrizacao.

Induziremos a seguir uma orientagao na fronteira da variedade. Denotemos o vetor normal
unitdrio exterior por n,. Para induzir a orientacao de cada espaco tangente a fronteira, utilizaremos
a orientacao ja fixada do espago tangente a variedade.

Diremos que uma base ordenada {vi,...,vy} de T,(0X) é positiva ou negativa, se ao
completarmos a base com o vetor exterior de forma a obtermos a base {n,,v1, ..., v}, tal base for
positiva ou negativa no espago tangente ao ponto, respectivamente. Vejamos com um exemplo,
que a construcao formal acima coincide com a nossa intuicao.

Consideremos o disco D?* = {z € R? : ||z|| < 1}, em R? cuja fronteira é igual a esfera unitdria
S1. Vale observar, que neste caso particular, o espaco tangente em cada ponto coincide com o
préprio R2.

Nosso objetivo é observar que a orientagao canonica do R? dada pela base {e;, 5} é induzida
de maneira natural na esfera, que por convencao é o sentido anti-horario.

Observe que para a esfera unitaria, em cada espaco tangente, temos duas direcoes a qual
denotaremos por v; e vl’, onde v; representa o sentido anti-horario e v] representa o sentido
horario, como podemos ver na figura abaixo.

Deste modo, tomando o vetor que aponta para fora no ponto, e completando a base, observe

que a base {n,, v} pertence a classe de equivaléncia da base {ej, es} isto é, determina a mesma
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h

Ny

Ng,

orientacao. E portanto pela defini¢ao, a base vy, que determina o sentido anti-horario, possui o
mesmo sinal de {e;,es} determinando assim a orientacdo positiva da esfera. Em resumo, fixada
a orientacao natural do espaco R?, vimos que a orientacao induzida na esfera ¢ a orientacao

“natural”.

Exemplo 4.1. (Variedade Produto) No caso de uma variedade produto X XY onde uma destas
variedades nao possui fronteira fronteira, supondo X eY sdo orientdveis, entao € possivel construir
uma orientacao para a variedade produto. No exemplo , vimos que uma parametrizacao local para
a variedade pode ser tomada da forma h = g X f onde g é uma parametrizacao de uma vizinhanga

de x e f uma parametrizacao de uma vizinhanca de y. Consequentemente,
TayX xY)=T,X xT,)Y

Tomando o = {vy,...,v;} e = {wy, ..., w;} bases de T, X e T,Y respectivamente, e denotando
por (ax0,0x ) a base ordenada {(v1,0), ..., (vg, 0), (0, wy), ..., (0,w;) }. O sinal da base (ax0,0x )

serd o produto do sinal da base o pelo sinal da base [

sign(a x 0,0 x 3) = sign(a)sign(S)

isto €, se v e 3 sao ambas positivamente ou negativamente orientadas, (ax0,0x ) € positivamente
orientada. Caso contrdrio (o x 0,0 x ) € orientada negativamente. Restando-nos assim mostrar

que tal orientacao nao depende da escolha das bases.

Exemplo 4.2. Seja X uma variedade suave e considere o espaco de homotopia I x X, onde

I =10,1] C R. Deste modo, para cadat € I, o espago X; = {t} x X € difeomorfo a variedade X,

32



4. Variedades Orientaveis

deste modo, orientemos X; de modo que o difeomorfismo x — (t,x) preserve orienta¢ao. Sabemos
que a fronteira O(I x X) = Xy U Xy. Vejamos qual a orientag¢ao natural induzida na fronteira.
Para X, o vetor unitdrio exterior nngy = (1,0) € Ty(1) x T,(X). Sabemos que toda base do

espago T'(1,x)(X1) € da forma 0 x B, onde B é uma base ordenada para T,X. Deste modo, pela
definicao de orientacao induzida na fronteira da variedade

sign(0 x ) = sign(n(,q,0 x 3)

onde por definicao de orientacdo produto

sign(1 x 0,0 x B) = sign(1)sign(B) = sign(p)

e consequentemente, a orientacao de X1 € em certo sentido igual a orientacao de X. No entanto,
para Xo, o vetor unitdrio normal esterior é dado por ng ) = (—1,0). Deste modo, o sinal da base

de 0 x 3 para Tz (Xo) na orientagao fronteira em Xo € igual a

sign(—1 x 0,0 x B) = sign(—1)sign(5) = —sign(f).

Donde seque que a orientacao da fronteira da variedade O(1 x X) = X; U (—X)).

--mem =
-~
(3]

I x 4\"

Se a dimensao de X for 1, entao a fronteira de X tem dimensao 0. Deste modo, a orientagao do
espago vetorial de dimensdo 0, T,(0X) coincide com o sinal da base {n,} de T, X. Consideremos
o caso em particular do intervalo compacto, X = [0,1] com a orienta¢ao induzida por R. Em
x =1, o vetor normal unitario exterior 1 € R =T1X, que € positivamente orientado, e em x = (0
o vetor normal unitdrio exterior é dado por —1 € R = Ty X. Portanto, a orientacao do espaco
T1(0X) € +1 e a orientagdo do espago Tp(0X) € —1.

@ ]
0 1
—

no Orientagao nq

C—

positiva
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Agora, consideremos X uma variedade compacta orientada de dimensdo 1 com fronteira. Pelo
apéndice, os pontos de fronteira, estao ligados por uma “copia” do intervalo, e portanto a soma

do sinal das orientagoes dos pontos de fronteira de uma variedade compacta de dimensao 1 é zero.

4.3 Vizinhancgas Tubulares

Definigao 4.2. (Campo de Vetores de Normais) Um campo de vetores normais a variedade

M C R¥, é uma aplicacio suave que associa a cada v € M um vetor v(x) € T,M*.

Seja f : U — R uma aplicagao real definida de um subconjunto U C R" aberto. Sagemos que

o gradiente da aplicagao é dado por

Vi) = (50 5 0)

Proposicao 4.2. Seja f : U — R uma aplicacao suave, definida em um subconjunto aberto
UCR", esejaceR, se M C f~Y(c) for uma variedade suave, entio Vf : M — R"™ é um campo

de vetores normais suave em M.

Demonstracao. Para cada p € M e cada vetor tangente v € T,M, seja A : (—e,e) — M um
caminhos suave com A(0) = p e X'(0) = v. Entao f(A(t)) = ¢, para todo ¢, e consequentemente,
(foN)(0)=0. Logo

(Vf(p),v) = f(p)-v=_(foA)(0)=0,

donde segue que o gradiente é ortogonal a M, mostrando assim o resultado. O]

Observacao 4.2. Se em um aberto de uma variedade sao definidos s campos de vetores vy, ..., vs,
linearmente independetes em cada ponto, os vetores podem ser supostos ortonormais, isto €, vetores

unitarios, dois a dois ortogonais, via o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmaidt.

Coroldrio 4.2. Seja M = f~!(c) C R™™ a imagem inversa de um valor reqular de uma aplica¢do
f:U—=R", onde U C R™™. Entao Vf',..,Vf": M — R™" sio campos de vetores de vetores

normais suaves em M, os quais constituem uma base de T,M~*, em cada ponto p € M.

Demonstragao. Com efeito, se ¢ = (c!,...,c"), entao M C (f")"!(c') para cada i = 1,...,n,
e consequentemente, utilizando a proposicao anterior, Vf? é um campo de vetores normais a
variedade. Além disto, uma vez que ¢ é um valor regular para M, em cada ponto da imagem
inversa de ¢, a diferencial f'(p) : R™™ — R™ é sobrejetiva. Consequentemente, as n linhas, que
sao os vetores gradiente V f*, da matriz de f'(p) sao linearmente independentes, ficando assim

demonstrado o resultado. ]
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4.3.1 A vizinhanca tubular de uma variedade compacta

Seja M C R™™™ uma variedade suave de dimensdao m. Diremos que o segmento [p,a] =

{p+tla—p):0<t <1} énormal a M nopontopsep € M ev=a—peT,M" A bola

a

RuHru

M

normal de dimensdao n, denotada por B*(p,€) é a reuniao dos segmentos normais a M no ponto

p, de comprimento estritamente menor que €. Consequentemente,

Bt(p,e) ={x € R™™" : |z — p| < € com (x — p,v) = 0, para todo v € T,M}

B'(p:e)

M

p+ v,

Diremos que o nimero real € > 0 é um raio normal admissivel para um subconjunto X da
variedade M quando, ao tomarmos dois segmentos normais [p,a| e [¢,b] a M, com comprimento
estritamente menor que €, com p # ¢, tenhamos [p,a] N [q,b] = @. Isto é, B+(p,e) N BX(qe) = 2,
para todo p # g em X e um raio normal € admissivel para X.

p )

Provaremos a seguir o teorema que demonstra que prova a existéncia de uma vizinhanca tubular

quando a variedade suave é compacta.

Teorema 4.1. Seja M C R™™ uma variedade suave compacta de dimensdo m. Entao
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1. Existe € > 0 raio normal admaissivel para M.

2. A uniao V(M) = U Bt(p,€) dos segmentos normais a M com comprimento estritamente
peEM
menor que €, chamado vizinhanca tubular de M de raio €, é um aberto de R™",

3. A aplicagao w : V.(M) — M, que associa a cada ponto de V.(M) o pé do inico segmento

normal que o contém € suave.

Demonstracao. Provemos que tal resultado é vélido localmente, isto é, que todo ponto py € M

pertence a um aberto U C M para o qual possamos construir um raio normal admissivel e > 0.
Com efeito, sabemos que é possivel tomar uma parametrizagao ¢ : Vy — V e n campos de

vetores normais unitarios suaves vy, ..., v, : V. — R™"" mutuamente ortogonais em cada ponto.

Considere a aplicagao suave

o : VoxR* — R™+n
(z,a',..,a") — o(z) + 3L, aivi(e(@)).
Geometricamente, a aplicagao ® é a extensao de p, que aplica de forma isométrica e linear, a

variedade linear {x} x R" sobre a variedade linear ¢(x) + T,M*, para cada x € V.

Observe que para cada z € Vj, a matriz jacobiana ® no ponto (x,0) tem por colunas os vetores

0
a;i(x),lgigm e vi(p(x),m+1<j<m+n

onde os m primeiros vetores formam uma base para T,,yM enquanto que os n ultimos formam
uma base para T,,)M™*, e portanto ®'(z,0) : R™*™ — R™¥" ¢ um isomorfismo linear.

Aplicando o teorema da aplicagao inversa e denotando por ¢(xg) = po, existe uma vizinhanca
aberta do ponto (zg,0) em R™ x R™, do tipo Uy x B"(¢), tal que xg € Uy C Vo C R™, e denotando
U = ¢(Up), a aplicagao ¢ aplica Uy x B"(€) na uniao V. (U) de todos os segmentos normais de
origem em U e comprimento estritamente menor que €. Note que, se p # ¢ sao pontos de U,
entdo BL(p,€) N B(q,¢) = @, pois dados dois segmentos normais de comprimentos estritamente

menores que €, com origem em pontos distintos p(z), ¢'(x) € U, sdo imagens de segmentos da
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M
b
"(; X {0} >

Vo x {R"}

forma z x [ e 2’ x I' com x # 2/, I e I' contidos em raios da bola de raio e. E portanto os

segmentos dados ®(z x I) e ®(z’ x I') sao disjuntos. O diagrama comutativo

Ve(U) ——U

Uo X Bn(G)ﬂf" U()

nos mostra que V,(U) é aberto em R”™"" mais ainda que a aplicagdo 7 : V.(U) — U é suave.

Uma vez demonstrada a proposi¢ao de maneira local, provemos que a proposicao ¢ vélida de
maneira global. Tomemos uma cobertura da variedade M com vizinhancas construidas de maneira
que possuam um raio normal admissivel. Sendo a variedade M compacta, é possivel extrair
uma subcobertura finita Uy, ...,U, de vizinhancas as quais admitem os raios normais €y, ..., €.,
respectivamente, e tomemos € > 0 inferior a todos os €;s e de modo que 2¢ é o niimero de lebesgue
da cobertura.

Afirmacgao: ¢ é um raio normal admissivel para M.

Com efeito, dados dois segmentos normais [p,a] e [¢,b] de comprimento estritamente menor
que €, ou p e ( pertencem ao mesmo aberto ou |[p — g| > 2¢e. No primeiro caso, os segmentos
sao disjuntos uma vez que € < ¢;. No segundo caso, os segmentos terao que necessariamente ser
disjuntos, pois um triangulo nao pode ter dois raios estritamentes menores que € e um terceiro

lado com comprimento maior ou igual a 2e.

Uma vez que as demais propriedades tem caratér local, podemos concluir que
V(M) = JV(U)

¢ um subconjunto aberto de R™*™™ e 7 : V(M) — M é uma aplicacao suave. O
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Capitulo 5
Alguns Resultados Importantes

Destacaremos neste capitulos alguns teoremas classicos que podem ser demonstrados com o

auxilio das técnicas estudadas no capitulo anterior.

5.1 O Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 5.1. (Fundamental da /(debm) Se P(z) € um polinémio com varidvel complexa, entdo

P(z) deve possuir uma raiz.

Demonstracao. Para a demonstragao desse resultado passaremos do plano dos niimeros complexos

para uma variedade compacta. Seja S? C R? e considere a projecao estereografica
n : SP\{(0,0,1)} = R? x {0} c R?

do polo norte. Neste caso identificaremos o conjunto dos ntimeros complexos com o plano R? x {0}.

O polinoémio P : R? x {0} — R? x {0} corresponde a uma aplicagao f : S? — S?, onde

f) = 7y o Pomy(x), se x # (0,0,1)
(0,0,1), se x =(0,0,1)

Verifiquemos que a aplicacao f é suave. Observe que para isto, é suficiente mostrar que a aplicagao
f é suave em uma vizinhanga do ponto (0,0,1). Consideremos entdo mg como sendo a projegao

estereografica do polo sul (0,0, —1) e considere
Q(z) =mso fomg'(2)

Como o polinémio P(z) é ndo constante, podemos supor P(z) = apz" + .... + a, com ay # 0.
Podemos verificar ainda que,

Ty omg (2) =

Q| =
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E portanto,

Q(z2) = mgomy oPomyomyg ()

1
= mgomy o P(=)
Z

-1

= mgomy (ap= + ... +ap)
z

Zn

o+ ... +a, "

que é suave em uma vizinhanca do ponto 0, donde segue que

f=m5"0Qoms

¢ suave em uma vizinhanga de (0,0, 1).

n
Note ainda que f tem um niimero finito de pontos criticos, uma vez que P'(z) = E Ap—jJ2’ -1
j=1

deste modo deverd ter apenas n — 1 rafzes e consequentemente, sendo f = 7' o P o my um
difeomorfismo, f tem apenas um numero finito de pontos criticos. Deste modo, o conjunto dos
valores regulares coincide com a esfera S? com excessao de uma quantidade finita de pontos,
isto é, em um conjunto conexo. Consequentemente, a aplicacao que associa a cada ponto y a
cardinalidade da imagem inversa sendo localmente constante e definida em um conjunto conexo,
é constante. Sendo assim, como #f~1(y) # 0 para algum y, segue que #f'(y) # 0, para todo
y. Portanto, para todo y € S? existe um z € S? tal que f(x) = y. Logo f ¢é sobrejetora, o que

implica que P é sobrejetora e consequentemente, existe z € C tal que P(z) = 0. O

5.2 0O Teorema de Brown-Sard

De modo geral, é esperado que o conjunto dos valores regulares de uma aplicagao suave seja
finito. Provaremos a seguir, que este conjunto nao é finito, mas conforme esperado, tal conjunto
é tao pequeno quanto, isto é, tem medida nula. Para demonstrarmos este resultado, precisaremos
de alguns fatos preeliminares de teoria da medida.

Se a = (ay,...,a,) € b = (by,...,b,) pontos do R™ tais que a; < b; para todo i = 1,...,n,
definiremos o sélido retangular S(a,b) como o conjunto dos x € R", tais que a; < x; < b; para

todo i =1,...,n. O produto

n

[T —a)

=1

é o volume de S, o qual denotaremos por vol(S5).

Definicao 5.1. Um subconjunto A C R™ tem medida nula, se para todo € > 0, existe uma cobertura

enumerdvel de solidos Si, Ss, ... tais que Y vol(S;) < e.
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Lema 5.1. Seja S um sélido retangular e {S;}2, uma cobertura enumerdvel de S. Entdo

Y- wol(S;) > > wol(S).

Demonstragao. Considere z = (21,...,2,) € Z", e seja S = S(a,b). O nimero de inteiros z; em
cada intervalo (ay, b;) é estritamente menor que b, — a; + 1 e maior que b, — a; — 1. Suponhamos
que o comprimento b; — a; de cada lado de S é maior que 1. Entao o nimero de pontos de Z™ é

menor que
n

[1®: —ai+1)

e maior que

Se S1, 59, ... uma cobertura de S, entao, por compacidade, podemos supor que Si, ..., Sy € uma
cobertura para S. Deste modo, o nimero de pontos de Z™ em S é menor ou igual ao niimero de

pontos de Z" em S, ..., S™. Denotando por S; = S(a?, V), teremos

n

H(b —a; — 1) Si

i=1 =1 1

::]:

—al +1) (5.2)

<.
Il
—

Para cada A positivo, defina AS(a,b) = S(Aa, A\b). Desde que AS é coberto por ASi, ..., ASy, por
(5.2), teremos

(A — Xa! +1) (5.3)

.MZ
=

Il
—

[T = Aa; = 1) <

14

&
Il
—

e
Il

e portanto, nao importa qual o comprimento de S, se A é suficientemente grande, entao AS tem
todos os lados maiores que 1. Dividindo assim a equagao por A", e fazendo n — oo, o
resultado segue.

m

Para demonstrar o teorema de Sard, precisaremos de uma versao do teorema de Fubinni que
provaremos a seguir. Escrevendo R" = R* x R!, denotemos por V, = {c} x R!. Diremos que um
subconjunto de V, tem medida nula quando, ao identificarmos tal o espaco V, com R! o conjunto

tiver medida nula em R!.

Lema 5.2. Seja A um subconjunto compacto do R™. Suponhamos que ANV, estd contido em um
subconjunto aberto U de V.. Entao, para qualquer intervalo I, adequadamente pequeno, sobre c
em R, ANV; estd contido em I x U.

Demonstragao. Caso contrario, deve existir uma sequéncia de pontos (z;, ¢;) em A tais que ¢; — ¢

e x; ¢ U. Substituindo esta sequéncia por uma convergente para 1, para obter a contradigao. [
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Teorema 5.2. (Fubinni) Seja A um subconjunto fechado de R™ tal que ANV, tem medida nula

em V., para cada ¢ € R*. Entdo A tem medida nula em R™.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que A é um subconjunto compacto,
uma vez que podemos escreve-lo como uma uniao enumeravel de subconjuntos compactos.
Utilizando argumentos de inducao, é suficiente demonstrar o teorema no caso k =1el=n — 1.
Podemos escolher um intervalo I = [a, ] tal que A C V;. Para cada ¢ € I, escolha uma cobertura
de ANV, por sélidos n — 1 dimensionais S;(c), ..., Sn.(¢) que tem um volume total menor que
e. Pelo lema anterior, escolha um intervalo J(c)deR tal que os sélidos retangulares J(c) x S;(c)
cobrem A N V;. Como a colecao de intervalos J(c) cobre o intervalo compacto [a,b], podemos
tomar uma colegao finita de intervalos J; com comprimento total menor que 2(b—a). Cada J;
estd contido em algum intervalo J(c;), deste modo os sélidos J; x S;(c;) cobrem A, mais ainda,

tem volume total menor que 2¢(b — a), demonstrando assim o resultado. ]

Teorema 5.3. (Sard) Seja f : U — RP uma aplica¢ao suave, onde U C R™ aberto, e seja C o
conjunto dos pontos criticos de f. Entao o conjunto dos valores criticos f(C) C RP tem medida

nula.

Demonstracao. A prova serd feita através de inducao sobre n. Observe primeiramente que a
demonstracao faz sentido apenas para n > 0 e p > 1. Como o conjunto R° consiste de apenas
um ponto, ao tomarmos uma aplicacido f : U C R — RP, teremos que a imagem da aplicacao
f(U) = {y} possui apenas um ponto, e como f(C) C f(U), segue imediatamente que f(C) tem
medida nula.

Seja €7 C C' o conjunto de todos os pontos criticos x € U tais que as primeiras derivadas
parciais da aplicacao f sao nulas. De forma mais geral, considere C; o conjunto de todos os pontos
x € U tais que todas as derivadas parciais com ordem menor ou igual a ¢ sao nulas no ponto x.

Deste modo, pela definicao dos conjuntos segue que
CO>Ci D0y D ...

Dividiremos entao a demonstragao em trés passos:
Passo 1: A imagem f(C\C}) tem medida nula.
Passo 2: A imagem f(C;\Cjy1) tem medida nula, Vi > 1.
Passo 3: Para k suficientemente grande, a imagem f(C}) tem medida nula.

Uma vez demonstrado esses passos, observe que como

C = (C\Cl) U (01\02) U...u (Ck-l—l\ck) U Ck =
f(C) C fF(C\C) U f(C1\Co) U ... U f(Crys\Cy) U f(Cy)

mostrando assim que f(C') tem medida nula. Provemos a seguir cada um destes passos.
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Demonstracao do Passo 1: No caso em que p = 1, observe que C sera o conjunto no qual
0 = posto, f <1 = df, =0.

ou seja, C' = C4, e portanto f(C\C}) tem medida nula.

Suponhamos assim que p > 2. Para cada T € C'\(C} encontraremos uma vizinhanga V' C R"
tal que f(V N C) tenha medida nula. Desde que é possivel cobrir o conjunto f(C\C}) com uma
quantidade enumeravel de vizinhangas demonstraremos que f(C\C}) tem medida nula.

Observe que como T ¢ (', teremos que alguma das suas derivadas parciais serd nao nula. Sem

of
ox1

Deste modo, podemos considerar a aplicacao

perda de generalidade suponhamos que 52 (Z) seja nao nula.

h: U — R™

r — (fi(z),xq,...,x,)
onde teremos,

Ohy Ohy 0h
8131 8x2 833'”

ohy

e portanto, det dhzy = 3 (Z) # 0. Como dhz é um isomorfismo, pelo teorema da fungao inversa,
x

existe uma vizinhanca Vlde T tal que
hily:V—=hV)=V'

é um difeomorfismo. Deste modo definindo a aplicagdo g = foh_; : V! — RP e denotando
por C’ o conjuntos dos seus pontos criticos, teremos que C’ serd o conjunto de todos os pontos
x € V' tais que postodg, < p. Mas, como dg, = dfy-1(;) o dh ', e a aplicagéo h restrita a V é um
difeomorfismo, segue que postodg, = postodfy-1() Logo x € C' se, e somente se, hi(zyeCnV
se, se somente se, © € h(V N C), e portanto C" = h(V N C)

Consequentemente, o conjunto dos valores criticos de g, g(C") = f(V N C). Denotando por m

a projecao sobre a primeira coordenada, observe que
mof=fi=moh
e restringindo h ao subconjunto V teremos,
m o g(x) =m(z) =

gi(z) = 23
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E portanto, fixado t, teremos que g(t, zs, ..., z,) € t x R~ mostrando assim que a aplicagao

g leva hiperplanos em hiperplanos. Consideremos a seguir,
g xR HNV -t xR!

a restricao da aplicacdo g ao hiperplano ¢t x R"~!. Observe que,

dg; 1 0
=) (-
LEj * —_—

815]'

e portanto,

dgi . 8gf
posto [8_1:]] = posto [axj] +1

Deste modo, = é um ponto critico de ¢ se, e somente se, x é ponto critico de ¢, onde
r = (t,23,...,2,). Pela hipdtese de indugao, como o dominio da aplica¢do g* é um subconjunto
do R™ ! e a aplicacdo g é suave entao o conjunto dos seus pontos criticos tem medida nula em
t x R*1. Logo, o conjunto dos valores criticos da aplicacdo g, que coincide com o conjunto dos
valores criticos de cada aplicacao g* intersecta cada hiperplano t x RP~! em um conjunto de medida
nula. Deste modo, por (5.2)), concluimos que ¢g(C’) = f(V N C) tem medida nula, ficando assim
demonstrado o primeiro passo.
Demonstra¢ao do Passo 2: Observe que para cada T € Cy\Cjgy1, deve existir alguma derivada

parcial de ordem k+1 que é nao nula, isto é

ak+1 fr

0z, ...0T,

(#) £ 0

consequentemente a aplicacao,
0" f,

= Ty 0z )

w(z)

se anula em Z, mas

ow akz—i—l . ~
(@) = (@) £

0z, .07,

Sem perda de generalidade, suponhamos que s; = 1. Considerando a aplicacao h : U — R",
dada por
h(z) = (w(x), xa, ..., T,)
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teremos que
ahl ahl 8h1

01 85(72 8xn
dhs 0 1 ... 0
0 0 1
portanto, oh 3
(9.1'1 8951 7&

e pelo teorema da fungao inversa, existe uma vizinhanga aberta V' de = tal que h | V — V' é
um difeomorfismo.

Se (z1,...,x,) € Cx NV, entao

h(zy,...,xn) = (w(z), 2o, ..., Tp)

o : , ) .
e como x € CY, teremos w(x) = #(z) = 0. Mostrando assim que é possivel restringir
Tgy...0%g,

a aplicacao h para o conjunto V N C}, sobre 0 x R™"~L,
Utilizando argumento andlogo ao da demonstracao do passo 1 e considerando a aplicacao

g=foh™':V'— RP, podemos considerar sua restricao,
g:(0xR"HNV' = RP

e portanto, teremos que um ponto x é ponto critico de g se, e somente se, h_l(x) ¢ um ponto critico
da aplicacao f. Mas h™!: (0x R )NV’ — C,NV, entdo se h~1(z) € C*NV, e consequentemente

dfp-1(2) = 0, para todo z € (0 x R*™') N'V’. Logo o conjunto dos valores criticos de g serd
g(OxR"™MHAV)=foh ™ ((0xR*™HNV') = f(C*NV) (5.4)

Utilizando indugao sobre k, sabemos que para k = 1, f(CNV) tem medida nula. Suponhamos

que f(CrNV) tem medida nula, entdo como

Ok—i—l cCp=
Ck+1ﬂVCCkﬂV:>
f(CepanV) C f(GenV)

provando assim que o conjunto dos valores criticos de g tem medida nula.

Analogamente ao passo 1, cada ponto Z de C\Cy1 possui uma vizinhanga, f(C,NV), que tem
medida nula. Como podemos cobrir Ci\Ck1 com uma quantidade enumerével destas vizinhangas,
a demonstracao do passo 2 segue. Provemos a seguir o ultimo passo.

Demonstracao do Passo 3: Sendo U um subconjunto aberto, considere I™ C U, um cubo com
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lado §. Para k suficientemente grande, mais especificamente, tomando k > % — 1, provaremos

que f(Cy N I") tem medida nula. Como C} pode ser coberto por uma quantidade enumeravel de
cubos, teremos que
Cpc|JIm= f(c) c | fcenrm)
n=1 n=1
e portanto ficard demonstrado que f(Cjy) tem medida nula.

Pela Férmula de Taylor, sabemos que

fla+h) = f@)+dfo(h) + > gj B+t Y g;f + R(z, h) (5.5)

i=1 i1ein=1

e como x € C*, podemos escrever
flzx+h)= f(x)+ R(x,h) (5.6)

e | R, b))
: x, B
R

Sendo I" compacto teremos,
IR (z, B)|| < cf| Al

onde ¢ é uma constante que depende apenas da aplicagao f, do cubo I"™. Subdividindo cada cubo
I" em r™ cubos com lado %, tomando /; um cubo desta subdivisao contendo o ponto z € C,
entao qualquer ponto pode ser tomado da forma x + h, onde ||h| < \/ﬁg, pois a maior distancia
a ser acrescentada dentro de um cubo é o valor de sua diagonal. Entao como todo ponto de I; é
da forma z + h, por (|5.6)

[f(x+h) = f@) < [[R(x,h)|
< cf[h*
< c(ﬁg)

6k+1
V0

e s 6.7

onde a = 2c(y/nd)F*1 ¢ uma constante. E portanto, a imagem f(I;) mora no cubo de raio a/r*+!

e centro f(x). Deste modo, cada I" = U I;, e logo
i=1
f(Cen i) e (1)
i=1

45



5. Alguns Resultados Importantes

Observe finalmente que cada um destes cubos ao chegar na imagem passara a ter apenas, p

lados e portanto
a

Como estamos tomando k& + 1 > n/p, fazendo r suficientemente grande, é possivel obtermos
Vol f(I;) tdo pequeno quanto desejarmos, e consequentemente f(1;) tem medida nula, mostrando

assim que f(Cy N I") tem medida nula, ficando assim demonstrado o teorema de Sard. [

Teorema 5.4. Seja U um subconjunto aberto de R™ e seja f: U — R™ uma aplicacdo suave. Se

A C U tem medida nula, entao f(A) tem medida nula.

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que A é compacto, uma vez que é
possivel escrever A como uma uniao enumeravel de subconjuntos abertos cujo fecho é compacto.
Seja W uma vizinhanca aberta de A tal que W é compacto e estd contido em U. Desde que W é

compacto, existe uma constante M tal que

[f(x) = fy)] < Mz —y]

para todo z,y € W. Segue que existe uma outra constante M’, tal que se S é um cubo contido
em W, entao f(S) estd contido em um cubo S’ de volume menor que M'vol(S). Mostrando
que o conjunto A pode ser coberto por uma sequéncia de cubos Si,Ss,... contidos em W,
cuja » wol(S;) < e. Entao obtemos uma cobertura Si,S%,... de f(A) por cubos cuja soma

> wol(S!) < eM’. Como e foi tomado de maneira arbitraria, segue que f(A) tem medida nula. [

Diremos que um subconjunto A de uma variedade X de dimensao k, tem medida nula se, para
toda parametrizacao local f : U — X, a imagem inversa f~1(A) tem medida nula em U C R*.
Do teorema anterior, é suficiente verificar que para todo ponto, existem uma parametrizacao local
f:U — X para a qual f~'(A) tem medida nula.

Segue assim, como coroldrio imediato um resultado devido a Brown.

Corolario 5.1. (Brown-Sard) O conjunto dos valores requlares de uma aplicagcdo suave f: M —
N definida entre as variedades M e N € denso em N.

Demonstracdao. Pelo segundo axioma da enumerabilidade, é possivel encontrar uma colecao
enumeravel de conjuntos abertos (U;, V;) tal que U; é um subconjunto aberto em X e V; é aberto
em Y, tais que {U;}; forma uma cobertura de X, onde f(U;) C V;, e casa U; e V; é difeomorfo a

subconjuntos abertos do espaco euclidiano. Usando o teorema de Sard, o resultado segue. O]

5.3 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O teorema do ponto fixo de Brouwer foi proposto em 1910 pelo matematico holandés Luitzen

E. Jan Brouwer. Topologicamente, o resultado de Brouwer pode ser entendido da seguinte forma:
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coloque uma folha de papel amassada aleatoriamente acima de outra folha do mesmo padrao; o
teorema de Brouwer estabelece que deve existir pelo menos um ponto na folha amassada que esta
diretamente acima do ponto correspondente da folha que esta abaixo. Nosso objetivo é apresentar
uma prova para o teorema do ponto fixo de brouwer, enunciado a aseguir

Denotemos por D" = {z € R" : ||z|| < 1}.

Teorema 5.5. (Ponto Fizo de Brouwer) Toda aplica¢io continua G : D™ — D™ tem um ponto

fixo.

Para demonstrarmos este resultado precisaremos de alguns resultados preeliminares.

Lema 5.3. Seja X uma variedade compacta com fronteira. Nao existe uma aplicacdo suave

f:X — 0X tal que f |sx seja a aplicagao identidade.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que tal aplicacao exista, e consideremos y € 0.X valor
regular da aplicagdo f. Sendo f |sx= Idpx, como todo y € 90X é um valor regular para a
identidade, pelo lema , f~Yy) é uma variedade compacta de dimensao 1 com fronteira dada

pela equagao

Of My) =) NoX = |ax (y) = {y} (5.8)

Utilizando o resultado que demonstraremos no apéndice, como f~!(y) é uma variedade
compacta de dimensdo 1, sabemos que f~'(y) possui um nimero par de pontos de fronteira,
o que contradiz (/5.8]). O

Em particular, podemos concluir que a aplicagao identidade Id : S™ — S™, nao pode ser
estendida pela aplicacao suave f : D"*! — S" E consequentemente o disco nao pode ser
“contraido” suavemente em uma esfera. No préximo capitulo, veremos tal construcao de forma

mais detalhada.
Lema 5.4. Toda aplicacao suave g: D™ — D™ admite um ponto fizo.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que para todo = € D™ tenhamos g(z) # x.

f(x)

Sendo g(x) # x, a reta x + t(x — g(z)) passando pelos pontos x e g(z), interceptard a esfera

unitaria em dois pontos distintos, dados explicitamente por
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e +t(z —g(2)] =1
lz1* + 2z, z — g(x)) + ]|z — g(2)|* = 1

cujas raizes sao,

—(z, 7 —g(@) £ V(@ z — g(2))* — ([2]> — Dllz — g(=)|]

o= g (59)

Deste modo, definindo assim a aplicacao f : D" — S™ que associa a cada x a rafz mais

préxima do ponto z, explicitamente f(x) é dada por

—(z, 7 — g(x)) + /(z, 2 — g(x))* — ([2]* = Dll= — g(=)[|?
[l = g(x)]|?

flx) =2+ (x —g(x)) (5.10)

Observe que como teremos duas raizes distintas, o discriminante
A =4((z, 2 — g(2))® = ||zl = Dllz — g(=)[|*) >0
Donde segue que a aplicagao f é suave. Observe ainda que f(x) = z, se x € S™ e, portanto,

f lsn= Idgn, o que contradiz o lema [3.4] O

Possuimos agora ferramentas suficientes para realizar a demonstragao do Teorema do Ponto

Fixo de Brouwer, na qual recorreremos ao Teorema da Aproximacao de Weirtrass.

Teorema 5.6. (Ponto Fizo de Brouwer) Toda aplica¢io continua G : D™ — D™ tem um ponto

fixo.

Demonstragcao. Do teorema da aproximagao de Weistrass, dado € > 0, existe um polinomio
P R" — R” tal que

[Pi(z) — Gz)]| < e

para todo z € D". Para evitar que P;(x) nao pertenga a bola unitaria para algum = € D", defina

De [5.3| e usando a desigualdade triangular, teremos

[P(@)]| = [[G(2)] < [|Pi(z) = G(z)]| < e=
|Pi(2)]| <1+ €Yz € D" = |P(z)|| < 1,z € D"

E ainda ||P(z) — G(z)|| < 2e. Suponhamos que G(z) # z, para todo x € D™. Entao a aplicacao

z = [|G(x) — =
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é continua, e estando definida em um compacto, atinge um valor minimo p > 0.
Escolhendo um polinémio P de forma que ||P(z) — G(z)|| < p, teremos P(y) # y, para todo

y € D", pois caso contrario terfamos

p<||Gy) =yl <np

o que é um absurdo. Mas isso contradiz é uma contradi¢do ao lema [3.4] que afirma que toda

aplicacao suave definida em D" possui um ponto fixo. n
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Capitulo 6

O grau mdédulo 2 de uma aplicacao

6.1 Homotopias e Isotopias
Seja X C R¥ e consideremos o produto cartesiano X x [0, 1]. Diremos que duas aplicacoes
f,g: X =Y
sao suavemente homotdpicas, o qual denotaremos por f ~ g, se existe uma aplicacao suave
F:Xx[0,1] =Y

tal que F(x,0) = f(z) e F(x,1) = g(z),Vo € X. Tal aplicagao F é chamada de homotopia suave
entre f e g.
Para obtermos uma interpretacao intuitiva do que significa duas aplicagoes serem homotépicas,

observe que dada uma homotopia F, fixada a variavel t, obteremos uma aplicacao suave,

Fy(x) = F(x,t)

Deste modo, a familia a l-parametro ¢t — F(xz,t), tem inicio na aplicagdo f e termina
na aplicacao g. Consequentemente, uma homotopia pode ser pensada como um processo de

deformacao suave da aplicagao f na aplicacao g.

g

Vejamos a seguir um exemplo simples,
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6. O grau médulo 2 de uma aplicacao

Exemplo 6.1. Consideremos as aplicagao f, g : [0,1] — [0, 1] dadas por f(x) =z e g(x) = —z+1,
respectivamente. Podemos definir a aplicagao F(z,t) = tf(z) + (1 — t)g(z) a qual € claramente,

uma homotopia entre as aplicacoes f e g.

Provemos que a relacao
f ~ g é vélida se, e somente se, f é suavemente homotopica a g

é de equivaléncia. Demonstraremos apenas as propriedades simétrica e transitiva. A reflexividade
¢ imediata.

Com efeito, se f ~ ¢ entdo existe uma homotopia suave F(x,t) com F(z,0) = f(z), e
F(z,1) = g(x). Definindo a aplicagdo G(z,t) = F(x,1 — t), observamos que G(z,0) = g(z),
G(z,1) = f(x) e como F é suave, G é uma homotopia suave entre g e f e, portanto, g ~ f, donde
segue a simetria.

Consideremos uma aplicagao suave ¢ : [0, 1] — [0, 1] tal que

{ o(t) =0, para 0 <t

e suponhamos que f ~ g e g ~ h. Considere F' uma homotopia suave entre f e ¢g. Entao

F(x,t) = F(z,¢(t)), define uma homotopia suave, onde

f(x,t) = f(z), para todo 0 <t <
F(z,t) = g(x), para todo 3 <t <

1
3
1

Analogamente, considerendo G uma homotopia suave entre g e h, podemos definir uma nova
homotopia G(z,t) = G(z, p(t)), satisfazendo

=
8
=
I
= <

G(z,t) = g(z), para todo 0 < t < 3
(), para todo 2 <t <1

Deste modo a aplicacao

define uma homotopia suave entre f e h, donde segue portanto a propriedade transitiva.

Definicao 6.1. Diremos que duas aplicagoes f e g sao suavemente isotopicas se exristir uma

homotopia suave F': X x [0,1] =Y de f em g tal que para cada t € [0,1] fizado, a aplicagdo
x— F(z,t)

¢ um difeomorfismo.
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6. O grau médulo 2 de uma aplicacao

Analogamente ao caso anterior, a relacao “f é suavemente isotopica a g”, a qual denotaremos

por, f = g, é de equivaléncia.

Proposigao 6.1. Consideremos f, f': X =Y aplicagoes suaves. Se [ é suavemente homotépica
a f', e g € suavemente homotdpica a g', entdo go f € suavemente homotdpica a g’ o f'. Resultado

andlogo € valido no caso em que as aplicacoes sao suavemente isotopicas.

Demonstragao. Consideremos F : X x [0,1] = Y e G : Y x [0,1] — Z homotopias suaves entre

as aplicacoes f e f', g e ¢’ respectivamente. E defina H : X — [0, 1] — Z como,
H(z,t) = G(F(z,1),t)

Observe entao que H(x,0) = G(F(z,0),0) = (go f)(z), e H(z,1) = G(F(x,1),1) = (¢’ o f')(x).
Sendo a aplicacao H suave, teremos que g o f é suavemente homotépica a ¢’ o f'.
No caso em que as aplicagoes sao suavemente isotopicas, é suficiente mostrar que para cada t

fixado, a aplicacao H(x,t) = H;(z) é um difeomorfismo. Mas observe que, fixado t € [0, 1]

Hy(z) = G(F(x,1),t) = Gi(F(2,t)) = Gi(Fi(x)) = Gy o Fy(x)
e sendo as aplicagoes Gy e Fy difeomorfismos, o resultado segue. m

Proposicao 6.2. Sejam f,g: X — S™ aplicagoes suaves, tal que f(x) # —g(z), para todo x € X.

Entao as aplicagoes [ e g sao suavemente homotopicas.

Demonstra¢ao. Observemos primeiramente que a combinagao convexa tf(x) + (1 — t)g(z) # 0,
para todo € X. De fato, observe que se t =0, tf(x) + (1 — t)g(z) = g(x) # 0, pois g(z) € S™.
Analogamente, se t = 1, tf(z) + (1 — t)g(x) = f(z) # 0, pois f(z) € S™. Consideremos t € (0, 1),
e suponhamos que existe um xy € X tal que tf(xo) + (1 — t)g(zo). Entéo

tf(xo) + (1 —t)g(zo) =0=
(1 =t)g(zo) = —tf(w0) =

11 =B)g(xo)ll = | = tf (zo)ll =
(1 —1) =1, pois [[f(zo)[| = [lg(zo)[ = 1 =
t=1/2.
Deste modo, substituindo teremos 1 f(20)+39(z0) = 0, e portanto f(z¢) = —g(xo), o que contradiz

a nossa hipdtese. Sendo assim, podemos definir a homotopia suave H : X x [0, 1] — S™, dada por

_tf(r)+ (1 —1)g(x)
H(z,t) = Itf(z) + (1 —t)g(x)||

ficando assim demonstrada a proposicao. O]
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6. O grau médulo 2 de uma aplicacao

6.2 Grau Modulo 2

Antes de demonstrarmos o nosso resultado principal, sdo necesséarios alguns lemas.

Lema 6.1. (Homotopia) Sejam f,g : M — N, aplicagoes suavemente homotdpicas entre
variedades de mesma dimensao, onde M é uma variedade compacta sem fronteira. Se y € N

¢ valor reqular de f e g entao

#/7(y) = #97'(y)(mod2).

Demonstragao. Consideremos F': M x [0, 1] — N uma homotopia suave entre f e g. Divideremos
a demonstracao em dois casos.

Caso 1 : y € um valor reqular de F

Como M é compacta, pela proposi¢ao , F~(y) é uma variedade compacta de dimensao 1,

cujo bordo é

OF My) = FNy)NoM = FHy) N (M x0UM x 1) = f~H(y) x {0} Ug~'(y) x {1}.

F~(y)

M x {0} M x {1}

Deste modo, o nimero total de pontos de fronteira ¢é igual a

#7y) +#97 () (6.1)

e portanto, pelo resultado que demonstraremos no apéndice, como F~!(y) é uma variedade

compacta de dimensao 1, OF ~1(y) tem um niimero par de pontos, e logo

#f'(y) +#9~'(y) = 2n, para algum n € N
donde segue que,

#17(y) = #97 ' (y)(mod2).

Caso 2: y nao € valor reqular de F
Como as aplicagoes que associam a cada valor regular a cardinalidade da imagem inversa sao

localmente constantes, podemos considerar vizinhancas V; C N e Vo C N, tais que
#Hy) = #171)

para todo y' € Vj e,
#97Hy) = #97' (")
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6. O grau médulo 2 de uma aplicacao

para todo y” € V5.
Pelo teorema de Sard, podemos tomar z € V1NV, C N um valor regular de F', e por conseguinte,

utilizando o caso anterior concluimos que,

#17(2) = #97(2)(mod2).

mas como 2z € V; NV, teremos que

#IHy) =#171 =) =#97(2) = #97 ()
e o resultado segue.
O

Para a demonstracao do proximo lema, utilizaremos o seguinte resultado de equacoes

diferenciais ordindarias

Teorema 6.1. O fluro ® : R x E — R"™ de um campo f : E — R" de classe C* é uma aplicagdo

de classe C1 que satisfaz a equacao

0P

E(t’x) = f(q)(t,l’)) (62)

e, para cada t € R fizado, o fluro ®; : E — E é um difeomorfismo de classe C' de E sobre E.

Além disso, vale a propriedade de grupo
q)t+5 = (bt o) q)s (63)

para quaisquer t,s € R.
Tal resultado pode ser encontrado em [4], pagina 158.

Lema 6.2. (Homogeneidade) Sejam y e z pontos interiores de uma variedade conera N. Entdo
existe um difeomorfismo h : N — N, com h(y) = z, que é suavemente isotépico a identidade, dois

pontos que possuem tal propriedade serao chamados de isotopicos.

Demonstracao. Construiremos primeiramente uma isotopia suave do R™ nele proprio, tal que
i. os pontos no complementar da bola unitaria ficam fixos
ii. Deslizaremos a origem até um determinado ponto fixado da bola unitaria aberta.

Consideremos uma aplicacao suave ¢ : R" — R, satisfazendo

o(r) >0, se |lz] <1
o(r) <0, se ||z|| > 1.
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6. O grau médulo 2 de uma aplicacao

{/””’“‘“\ AN

Dado ¢ € S"~! um vetor unitério fixo, consideremos a equacao diferencial

& = pla)e (6.4

ou analogamente,

d!Ei
dt

Sendo ¢ uma aplicac¢ao suave, pelo teorema (/6.1]), para cada T € R”, existe uma tnica solucao de

=p(x1, .., xn)c, i=1,...,n. (6.5)

(6.4) com condigao inicial,
z(0) =2z

definida para todo t € R a qual denotaremos por z(t) = Fy(Z). O teorema (6.1) nos garante

também que
e F,(Z) é definida para todo t, e depende diferencidvelmente de t e T;
o [y(x) =1z, ou seja, Fy = Idgn;
o Fo(Z) = Fyo Fy(T).
Mais ainda, para cada t fixado a aplicacao F; é um difeomorfismo. Fixando um ¢ de forma
arbitraria e definindo a aplicacao G(x, s) = Fg(z), teremos
G(z,0) =Idgn e G(z,1) = Fy(x)

o que mostra que cada difeomorfismo F; é suavemente isotopico a identidade, e ainda, sendo
o campo nulo no complementar da bola, o difeomorfismo F; fixa os pontos pertencentes ao
complementar da bola. Pela definicao da aplicagao ¢, escolhendo cada ponto ¢ e ¢ adequadamente,
o difeomorfismo F; desloca a origem a qualquer ponto desejado da bola aberta unitaria.

Consideremos agora y € N.

Afirmacgao 6.1. Eziste uma vizinhanga V' de y na qual para todo y' € V' € possivel construir um

difeomorfismo suavemente isotdpico a identidade, de modo que g(y) =y .

Como y € N existe uma vizinhanca U de y difeomorfa ao R", isto é, existe

h:U—R"
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Sem perda de generalidade, podemos supor que h(y) = 0. Consideremos a restri¢ao h |, com
V = h7'(B(0,1)). Observe que se w € V, entao h(w) € B(0,1), e consequentemente existe um
difeomorfismo F; que carrega a origem em tal ponto, isto é, F;(0) = h(w).

Consequentemente como h(y) = 0, teremos

Fi(h(y)) = h(w) =
(hloFoh)(y) =w

esendo F, 2 id, h=heh ' = h~! pela proposicao , segue que
htoF,ohhtoh=1Id

e portanto, a aplicacdo ¢ = h™to F,oh : V — V é suavemente isotépica a identidade, e
assim encontramos uma vizinhanca V' de y tal que para todo w € V, existe um difeomorfismo g
suavemente isotdpico a identidade de modo que g(y) = w, ficando demonstrada a afirmagao.

Diremos que dois pontos y,w € N estao relacionados se existe um ¢ difeomorfismo, definido
em um subconjunto da variedade IV, suavemente isotépico a identidade de modo que g(y) = w.
Onde ¢ fécil verificar que tal relacao é de equivaléncia.

Pela afirmacdo [6.1], segue que cada classe de equivaléncia é um subconjunto aberto. Como
as classes de equivaléncia formam uma particao do conjunto em abertos disjuntos e N é conexo,

pode existir apenas uma classe de equivaléncia, ficando demonstrado o resultado.

[
Os resultados acima tornam possivel a demonstracao do seguinte resultado.

Teorema 6.2. Seja f: M — N uma aplicagao suave, com M variedade compacta sem fronteira

e N conexa. Se y e z sao valores requlares de f entao

#fHy) = #f71(2)(mod2)

A classe de residuo é denominada grau mdédulo 2 da aplicacao, denotada por degs(f), e depende

apenas da classe de homotopia de f.

Demonstracao. Dados y e z valores regulares de f, pelo lema [6.2, existe um difeomorfismo
h : N — N suavemente isotépico a identidade, tal que h(y) = z. Como h é um difeomorfismo, z
é valor regular de h o f e consequentemente, como pela proposigao [5.4] h o f é isotépica a Ido f,

do lema de homotopia concluimos que

#(ho [)~H(z) = [ (2)(mod2) (6.6)

porém,

(ho /)7 (2) = (fTon™)(2) = f(y) (6.7)
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substituindo em ([6.6)), teremos
#fy) = #171(2)(mod2)

Ficando provadado assim, a primeira parte da demonstracao. Consideremos agora f e g
aplicagoes suavemente homotopicas. Do teorema de Sard podemos tomar y € N valor regular

de f e g. Sendo assim, pelo lema de Homotopia teremos que

deg, f = #f'(y) = #9 ' (y) = degy g

provando assim que o grau é invariante por homotopias.

Vejamos a seguir algumas aplicagoes:

Exemplo 6.2. Uma aplicacao ¢ : M — M constante tem grau modulo 2 par. Para isto, basta

observar que para todo valor reqular y, #f (y) = 0.

Exemplo 6.3. A aplicacao identidade tem grau mdodulo 2 impar, pois para todo valor reqular v,
#f7Yy) = 1. Deste modo, a aplicacio identidade nio é homotdpica a uma funcao constante, pois

pelo teorema anterior, o grau € invariante por homotopia.

Observe pelos exemplos acima que o grau modulo 2 de uma aplicacao serve como uma
ferramenta para analisar se duas aplicagoes nao sao suavemente homotépicas. No caso em que duas
aplicagoes possuem o mesmo grau porém, nao é possivel concluir se as aplicagoes sao homotopicas.
Vejamos uma outra forma de provar que nao existe “retracao suave” da bola unitaria na esfera

unitéaria.

Exemplo 6.4. Nao existe aplicacdo f : D"t — S™, que deiza a esfera pontualmente fixa, isto é
f lgn= Idgn.

Caso tal aplicacao f existisse poderiamos considerar a homotopia

F:8"x[0,1] = S"
F(a,t) = (i)

entre as aplicagoes F(z,0) = f(0) = constante e F'(x,1) = f(z) = x = Id(z), pois z € S™. O que

¢ um absurdo pelos exemplos anteriores.
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Capitulo 7

O Grau de Brouwer

7.1 Introducao

Consideremos aplicacao suave f : [0, 1] — [0, 1], dada por f(z) = sinx, cujo grafico esta exibido

na figura abaixo

VAVAY

Tomando ¢ = 5 valor regular para a aplicagao, na imagem inversa do ponto c teremos

exatamente 7 valores. Nos pontos em que a aplicagao for crescente, a derivada da aplicagao sera
estritamente maior que 0, e diremos que o sinal da derivada é 1, nos pontos em que a derivada
funcao for decrescente, teremos que a derivada é negativa e portanto, o sinal sera -1. Observe

assim, que ao somarmos o sinal de todos os pontos teremos que

7
Z signdf,, =1
i=1

e portanto, como este somatério é nao nulo, deve existir assim, pelo menos um ponto na imagem
inversa, de modo que signdf, seja 1 ou —1. Consequentemente, quando este somatério é nao nulo,
devera existir um ponto no nivel ¢. No caso geral, tal somatorio sera chamado grau da aplicacao.
E ao garantirmos que o grau é nao nulo, como vimos acima, garantimos que a imagem inversa do
ponto é nao vazia. Ou seja, o grau pode ser utilizado como uma ferramenta para encontrar raizes

de uma determinada equacao.
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Além desta aplicagao, veremos que esta ferramenta é de fundamental importancia para

verificarmos quando duas aplicagoes sao ou nao homotdpicas.

7.2 O Grau de Brouwer

Consideremos M e N variedades orientaveis de mesma dimensao, sem fronteira e seja
f M — N uma aplicacao suave. Se a variedade M é compacta e N for conexa, definiremos
o grau da aplicacao f como segue.

Seja x € M um ponto regular de f. Sendo df, um isomorfismo linear entre espacos vetoriais
orientados, definiremos como o sinal da aplicacao df,, o qual denotaremos por signdf,, por 1 se
df, preserva orientacao e —1 caso contrario.

Para um valor regular y € N, definamos o grau da aplicagao f para um valor regular y € N

como sendo

deg(f,y) = Z signdf,

z€f~1(y)

Sendo M uma variedade compacta, provamos que ao tomarmos um valor regular y € N, a
imagem inversa do ponto y possui uma quantidade finita de pontos, mostrando que o grau de f
em um valor regular estd bem definido. Mais ainda como #f~!(y) é localmente constante e as
variedades M e N sao orientaveis, a aplicacao que associa a cada y € N valor regular o grau da
aplicacao em y ¢é localmente constante.

Provaremos a seguir que tal definicio nao depende da escolha do valor regular y e,
consequentemente, generalizaremos tal definicao. Mais ainda, provaremos que quaisquer duas
aplicacao homotopicas possuem o mesmo grau. Para isto, necessitamos demonstrar alguns
resultados preeliminares.

Suponhamos, entao, que M seja a fronteira de uma certa variedade compacta orientavel X,

onde M sera dotada com a orientacao induzida pela variedade X.

Lema 7.1. Se uma aplicacdo suave f : M — N € estendida por uma aplicagao suave F' : X — N,

entao deg(f;y) = 0, para todo y valor regqular de f.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que y seja um valor regular para F' e para F' |y= f.
Deste modo, do lema F~Y(y) é uma variedade compacta de dimensao 1. Do apéndice segue
que F'~1(y) é uma unido finita de arcos e circulos com pontos de fronteira em 9X = M. Tomando

A; C F7(y) um destes arcos, podemos denotar 9A; = {a;} U {b;}. E sendo assim

deg(fy) = _ signdfa, + signdf,,

1

sendo suficiente demonstrar que

signdf,, + signdf,, =0
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para cada arco A,.

Abrindo um pequeno parénteses em nossa discussao, vejamos como induzir uma orientacao em
cada um dos arcos da imagem inversa.

Como T, A é um subespaco de T, X com dimensao 1, poderiamos dizer que um determinado
vetor v; determina a orientagao positiva de T, A se, for possivel completar uma base para o espago
T.X, de modo que tal base seja positiva. Observe porém que se {vy,vs,...,U41} é uma base
positiva, entdo trocando o sinal dos dois primeiros vetores obterfamos a base {—v1, —vo, ..., Up11}
positiva de T, X. E assim, tanto v; como —wv; poderiam determinariam uma orientacao positiva
para T, A, nos mostrando assim que tal defini¢ao é inconclusiva.

Com o objetivo de orientar o espago T, A de maneira suave, para cada z € A, utilizaremos a
aplicagdo F' e a orientagao da variedade N. Seja x € A, e consideremos (vy, ..., v,41) uma base
positivamente orientada do espaco tangente T,X com wv; tangente a A. Entao v; determina a
orientagao requerida de A, se e somente se, dF, carrega (vs, ..., v,41) em uma base positivamente
orientada de T}, V.

dF,(v1)

dF,(v2)

Sendo, por definicao, a orientacao construida de maneira suave, considere o seguinte campo de
vetores suave, que associa

x — vy (x)

o vetor tangente com a dada orientagao no ponto. Sendo tal arco difeomorfo ao intervalo [0, 1] que
por sua vez é conexo, tal difeomorfismo entre o intervalo e o arco devera necessariamente preservar
ou reverter orientacao, portanto em cada ponto de fronteira da variedade, o arco deve estar com
a mesma orientagao do seu ponto correspondente, ou com a orientacao contraria.

Pelo que vimos no exemplo , ao induzirmos a orientagao no intervalo [0, 1] um de seus pontos
de fronteira é orientado positivamente, e portanto a orientagao é determinada pelo vetor exterior,
e o outro extremo devera estar orientado negativamente, sendo entao a orientacao determinada
pelo seu vetor interior. Consequentemente, no arco A, como o difeomorfismo preserva ou reverte

orientacao em todos os pontos,

signdf, = —signdf,
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7. O Grau de Brouwer

provando assim o resultado no caso em y também ¢ valor regular para a extensao F'.

De forma mais geral, suponhamos que y seja um valor regular para f, e nao para F'. Entao,
consideremos uma vizinhanga U tal que a aplicagao deg(f;y) seja localmente constante. Do
teorema de Sard, escolhendo um valor regular y, em comum para f e F, do caso anterior segue
que

deg(f, y) = deg(f;50) =0

e o resultado segue. O

Lema 7.2. Seja h : N — N uma aplicagao suave definida em uma variedade N. Se h for

suavemente isotopica a identidade entao h preserva orientacdo.

Consideremos F': M x [0, 1] — N uma homotopia entre as aplicacoes suaves F(z,0) = f(x) e

F(r,1) = g(x).
Lema 7.3. O grau das aplicagoes [ e g, coincidem para qualquer valor regular em comum.

Demonstracao. Sabemos de que a variedade M x [0, 1] pode ser orientada com a orientagao
produto, e deste modo sua fronteira consiste da uniao dos conjuntos M x {0} ;M x {1} dotados
com a orientagao oposta e correta, respectivamente. Entao o grau de F [y(arx[o,17) 1o valor regular

y, serd igual a diferenca
deg(g; y) — deg(f;y)

que, pelo lema anterior, deve ser igual a zero, como queriamos demonstrar. O
Teorema 7.1. O inteiro deg(f;y) nao depende da escolha do valor reqular y.

Demonstragdo. Do lema [6.2] sabemos que se y e z sao valores regulares para a aplicacao suave
f M — N, existe um difeomorfismo suavemente isotopico a identidade, h : N — N onde
h(y) = z. Como h : N — N é suavemente isotépica a identidade ent@o, h preserva orientagao e ,
consequentemente,
deg(ho fih(y))= Y signd(ho [), (7.1)
z€(hof)=*(h(y))
Mas (ho f)~Y(h(y)) = f~1(h"*(h(y))) = f~(y), portanto substituindo em[7.1] e aplicando a regra

da cadeia

deg(hofih(y)) = Y signd(hof),= > sign(dhsmodf,) = Y signdf, = deg(f;y)
z€(hof)~1(h(y)) z€f~1(y) z€f~1(y)

(7.2)

pois dhy,) preserva a orientagao para todo f(x). Mas, como f é homotdpica a ho f, pelo lema

73,
deg(f;2) = deg(ho f;2) (7.3)
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7. O Grau de Brouwer

E portanto, de (7.1]) e (7.3]), como h(y) = =z
deg(f;y) = deg(ho f;2) = deg(f; 2)

o resultado segue.
O

Tal inteiro é chamado de grau da aplicacao f, o qual denotaremos por deg f. Segue entao do

lema [7.3] que

Teorema 7.2. Se as aplicagoes f e g sao homotopicas, entao deg f = degg.

Proposicao 7.1. Sejam f : M — N e g : N — P aplicacoes suaves, definida entre variedades

orientaveis, com M compacta, N compacta e conexa e P conexa. Entao

deg(g o f) = deg(g) - deg(f).

Demonstragao. Pelo teorema de Sard, considere z € P valor regular em comum para g e g o f,

logo
deg(gof) = ), signd(go f)a

z€(gof)~1(2)

= Z sign(dgy(z) o dfz)
z€(gof)~1(z)

= Z signdg () - signdf;
z€f~H g™ (2))

= Z signdgy(z) - Z stgndf,
zef~Hg (=) f@)ef~Hg1(2))

= degg-degf (7.4)
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Capitulo 8

Caracteristica de Euler-Poincaré

8.1 Introducao

O matematico suico Euler, foi o primeiro a chamar atencao para este nimero, definindo-o
para poliedros. Euler acreditou ter provado que para todo poliedro, tal niimero era constante e
igual a 2, provavelmente considerando apenas poliedros homeomorfos a esfera. Apenas apds um
longo periodo depois de sua descoberta foi compreendido o verdadeiro significado deste niimero.
Apoés inumeras de pistas falsas, coube finalmente ao matematico francés Poincaré desvendar este

nimero que se revelou um traco de uniao entre ramos distintos da matematica.

8.2 Poliedros

Um simplexo s de dimensao n no espago euclidiano R™ é um conjunto das combinacoes
comvexas de n+1 vetores, aq, ..., a,, onde a; —ay, ..., a, — ag sao vetores linearmente independentes,
isto é

n

s::{x:itiai:tlzoe thzl}
=0

i=0
Tal conjunto serd denotado por s = [ag, ..., ay).
Consequentemente, um simplexo de dimensao 0 serda um ponto, um simplexo de dimensao
1 serd um segmento de reta, um simplexo de dimensao 2 sera um triangulo, e finalmente, um
simplexo de dimensao 3 serd um tetraedro.
Uma face de um simplexo s = [ay, ..., a,| é qualquer simplexo que t = [a;,, ..., a;, |, que tenha

por vértices alguns dos vértices de s.
Definicao 8.1. Um poliedro P no espagco R™ € uma colegao finita de simplexos em R™ tais que :

1. Se s € um simplexo de P entao toda face de s também o é;
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8. Caracteristica de Euler-Poincaré

2. Se s, s’, sao simplexos de P entdo a intersecao s' Ns" é uma face comum a s’ e s”, ou é

Va21A.

Denotaremos por |P| a unido dos simplexos de P. Observe que |P| é um subconjunto
compacto de R™. A dimensao de P sera a dimensao do maior simplexo nele contido. Na préxima
figura constam exemplos de uma uniao de simplexos que formam e nao formam um poliedro,

respectivamente.

-« ———°®

Definicao 8.2. (Caracteristica de Euler-Poincaré) Seja a; o nimero de simplexos de dimensdo i

em um poliedro de dimensao n P. O nimero,

é chamado caracteristica de Euler-Poicaré.

Exemplo 8.1. Seja S um simplexo de dimensao n e considere P o conjunto das faces do simplexo.

1
Q; = (T;:l), para 1 =0,1,....,n

Teriamos assim

e consequentemente, do desenvolvimento pelo bindmio de Newton da expressio (1 + (—1))"*1,

concluimos que

=) =1

=0
Deste modo, se Q) for formado apenas pelas faces de dimensao menor ou igual a n se um

simplexo de dimensao n+ 1, a caracteristica de Euler serd

X(P)=1+(=1)"
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8. Caracteristica de Euler-Poincaré

No caso em que o simplexo tem dimensao 3, a caracteristica de Euler coincidird com
X(P)=V —-A+F

onde V' denota o numero de vértices, A denota o numero de arestas e F' denota o niumero de faces,
que sao na verdade os simplexos de dimensao 0, 1 e 2, respectivamente, coincidindo assim com a

definicao usual, para o que entendiamos como poliedros, da caracteristica de Euler-Poincaré.

8.3 Teorema de Euler-Poincaré

Um importante resultado relacionado a caracteristica de Euler-Poincaré de um poliedro é que
tal nimero equivale a soma alternada dos nimeros de Betti. Com o objetivo de definir esses
nimeros, precisaremos introduzir algumas definigoes.

Para cada i = 0, ..., n, uma cadeia de dimensao ¢ no poliedro P é um conjunto o = {s1, ..., s, },
cujos elementos sao simplexos de dimensao ¢ pertencentes ao poliedro. Denotaremos a cadeia vazia
por 0.

Considere C; = C;(P), o conjunto das cadeias de dimensao i do poliedro P. Induziremos a
seguir uma estrutura de espaco vetorial sobre este conjunto da seguinte maneira: Dadas duas

cadeias ¢, " € C;,definiremos a soma
Cl + C// — (C/ U C//)\(C/ m C//)

Com esta operacao o conjunto das cadeias de dimensao ¢ formara um grupo abeliano, cujo
elemento neutro é a cadeia vazia e cujo inverso de cada elemento € ele préprio. E consequentemente,
C; é um espaco vetorial sobre o corpo Zy. Observe ainda que os simplexos com dimensao ¢ do
poliedro formam uma base para o espago C; e portanto, a dimensao do espaco vetorial C; sobre o
corpo Zs sera «;.

Fixado i € {0, ...,n}, definiremos o homomorfismo bordo como a transformagao linear

ai : C,L — C‘,l
dada por, 0;s = conjunto das faces de dimensao ¢ — 1 de s , onde por conveniéncia denotamos
C_1 = 0. Verifica-se que

82-_1 o 82 =0 (81)

uma vez que cada face com dimensao ¢ — 2 do simplexo s esta contida em exatamente duas faces de
dimensao i — 1. Seja Z; C C; o ntcleo de 0; e B; C C; a imagem de 0;,1, e denote por z; = dimZ;
e b; = dimB;. Pela equagao , temos B; C Z;, e usando o teorema do ntcleo e da imagem
o; = z; +b;_1.

O espago vetorial quociente

Zi
Hi(P) = B.
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8. Caracteristica de Euler-Poincaré

chama-se o i-ésimo grupo de homologia do poliedro com coeficientes em Zs, e sua dimensao
B; = z; — b; é chamada o i-ésimo numero de Betti do poliedro P.

Deste modo, sendo b, = b_; = 0, teremos

n n n n

D (=Dl =) (=1 (zi+bia) = Y (=D'(z = bi) = > _(=1)'8:

1=0 1=0 =0 =0

mostrando assim que a soma alternada dos nimeros de Betti, coincide com a caracteristica de
Euler do poliedro P, como queriamos provar. O interesse em relacionar a caracteristica de Euler
com os nimeros de Betti, provém do fato de que se os poliedros P e Q) sdo tais que |P| e |Q| sao
homeomorfos seus nimeros de Betti sao iguais, mostrando assim que a caracteristica de Euler-
Poincaré é um invariante topolégico. A prova da invariancia dos numeros de Betti pode ser

encontrada em [1J.

Definigao 8.3. Uma triangula¢dao de um espago topoldgico X é um homeomorfismo h : |P| — X,
onde P € um poliedro. Neste caso, dizemos que o espaco topolégico X € trianguldvel. Observe que
podemos definir a caracteristica de Euler deste espagco como a caracteristica do poliedro P, uma
vez que dadas duas triangulagoes h : |P| — X e g : |Q] — X, a aplicagdo g' o h : |P| — |Q| serd

um homeomorfismo, e consequentemente a caracteristica de Euler dos poliedros deve ser a mesma.

Em 1940, um teorema devido a Whitehead, nos mostra que toda variedade compacta admite

uma triangulagao, fato fundamental para a demonstracao do teorema de Poincaré-Hopf.
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Capitulo 9

Teorema de Poincaré-Hopf

9.1 Introducao

A teoria que desenvolveremos neste capitulo tem como principal objetivo auxiliar na
demonstracao de um dos resultados mais importantes que apresentaremos. Uma vez que a
caracteristica de Euler-Poincaré em uma variedade fechada, é um conceito puramente topologico,
o conceito de indice de um campo vetorial é algo puramente analitico. O teorema de Poincaré-
Hopf afirma que a soma dos indices de um campo de vetores com singularidades isoladas é igual
a caracteristica de Euler-Poincaré da variedade, ou seja, tal resultado estabelece uma relagao
profunda entre dois ramos aparentemente nao relacionados da matemaética. Uma demonstracao
para o caso de dimensao 2 foi dada por Poincaré em 1885, e em 1926 foi dada pelo matemético
Hopf, inspirado por resultados de Brouwer e Hadamard. Tal resultado é usualmente lembrado for

suas aplicacoes famosas, as quais detalharemos no decorrer deste capitulo.

9.2 Campos de Vetores

Definigao 9.1. (Campo de Vetores) Um campo de vetores tangentes a variedade M C R, é uma
aplicagdo suave que associa a cada x € M um vetor v(z) € T, M.

Um ponto z € M é uma singularidade do campo se v(z) = 0.

Como uma aplicacao do conceito de grau de uma aplicagao suave entre variedades, estudaremos

campos de vetores sobre variedades. Seja v um campo definido em um subconjunto aberto U C R™
v:U—R™

onde z € U ¢ uma singularidade isolada do campo. Tomando um disco D, ao redor de z, de modo
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

Com o objetivo de generalizar a definicao de indice para campos de vetores definidos em
variedades arbitrarias, provaremos que tal conceito é invariante por difeomorfismos, e para isto

introduziremos a noc¢ao de campos correspondentes.

Definigao 9.2. Seja f : M — N uma aplicacao suave entre variedades, e sejam v e v' campos
de vetores tangentes associados a M e N, respectivamente. Diremos que os campos v e v’ sdo

correspondentes por f, se

df(v(x)) =V (f(z)), Vo € M.

Observe que se a aplicacao f for um difeomorfismo, o campo v’ é unicamente determinado e é

dado pela expressao

v =df ovo f!

Lema 9.1. Seja f uma aplicagdo suave definida em uma vizinhanga convexa da origem V sobre
o R", com f(0) =0. Entao

flzy, .y xy) = ingi(xl, ey Ty
i—1
of

com g; aplicacdo suave definida em V', com ¢;(0) = . (0).

Demonstracao. Podemos escrever

Hon o) = /01 df (tan, . tz)

dt
/1 zn: of (t ta,) - zidt
= L1y LTy ) - T5
0 =1 Oz;
n 1
0
= Z (/ / (tzy, ...,tmn)dt) ;. (9.1)
= \Jo 0Oz
e assim, é suficiente tomar g;(x1, ..., z,) = 01 %(ml, o txy)dt. ]

Lema 9.2. Todo difeomorfismo f de R™ que preserva orientacao € suavemente isotopico a
identidade.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que f(0) = 0. Deste modo a

diferencial da aplicacao no ponto 0 sera dada por

desta forma é natural definirmos a isotopia F': R™ x [0, 1] — R™, dada por

f(t) )
, para todo 0 <t < 1;
F(x,t) = { P -

t
dfo(z), se t = 0.
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Para mostrar que a aplicacao é suave fazendo ¢t — 0, pelo lema [9.1] a aplicagao f pode ser

escrita da forma

f(z) =2101(2) + ... + TG ()

com g, ..., g S20 aplicacoes suaves. Consequentemente, para todo t, a aplicagdo F'(x,t) é escrita
na forma

F(z,t) = x101(tx) + ... + Tppgm(tx)

mostrando assim que F é suave e portanto uma isotopia suave entre f e dfy. Restando-nos assim
provar que dfy é suavemente isotopica a identidade. Como df, preserva orientacao, a matriz A
que representa tal isomorfismo estarda na mesma componente conexa da matriz identidade I em
GL,(R). Consequentemente é possivel construir um caminho suave h : [0,1] — GL,(R) onde
h(0) = I e h(1) = A. Donde segue que a aplicagdo G : R™ x [0,1] — R™ dada por

G(z,t) = h(t)x

é uma isotopia suave entre df e a aplicacao identidade, ficando assim demonstrado o resultado. [

De maneira andloga, mostramos que todo difeomorfismo que reverte orientacao é suavemente

isotopico a reflexao.

Lema 9.3. Suponhamos que o campo campo de vetores v em U corresponde a
v/ =df ovo f7!

definido em U’ através do difeomorfismo f : U — U'. Entao o indice de v em uma singularidade

isolada z € igual ao indice de v' em f(z).

Seja w um campo de vetores definido sobre uma variedade suave M C R*, assumindo o
resultado acima podemos generalizar o conceito de indice do campo em uma singularidade como
segue: Sejam z € M uma singularidade do campo w e g : U — M uma parametrizacao de uma
vizinhanca de z. O indice de w em z ¢ definido como o indice do campo correspondente dg~owog
em g~ !(z), isto é

i(w,2) = i(dg~ owog,g7'(2))
que independe da escolha da parametrizacao g, pelo lema|9.3]

Demonstra¢ao. Podemos assumir sem perda de generalidade que z = f(z) = 0 e que U é um
subconjunto convexo. Supondo que a aplicagao f preserva orientacao, ao trabalharmos agora em

um subconjunto U do espaco R™, podemos construir uma familia de mergulhos

ftIU%Rm
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com fo = identidade, e f; = f, onde f;(0) = 0 para todo ¢t. Denotemos por v; o campo de
vetores df; ovo fi*, em f,(U), correspondente a v sobre U. Deste modo, como cada aplicacdo f;
¢ um mergulho, todos estes campos de vetores serao nao nulos, para alguma esfera centrada no
ponto 0. E ainda, como f; preserva orientagdao entao o indice de v em 0 é igual ao indice de v’
em 0, demonstrando assim o lema para o caso de aplicagoes que preservam orientagao. Para o
caso de difeomorfismos que revertem orientacao, como todo difeomorfismo que reverte orientacao
¢ suavemente isotopico a reflexao, é suficiente considerarmos o caso em que tal difeomorfismo ¢é a

reflexao p. Entao neste caso,

v/ =povop!
/
e, consequentemente, a aplicacao associada v’ = % definida em uma bola com raio e, satisfaz
—~l = —1
v'=povop

e portanto, como para a composicao de duas aplicacoes f e g, vale

deg(go f) = deg fdegg

o grau da aplicacao v’ é igual ao grau da aplicacao v, provando assim o resultado. O

9.3 Teorema de Poincaré-Hopf

O objetivo central deste capitulo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 9.1. (Poincaré-Hopf) Seja v um campo de vetores em M, onde M é uma variedade
sem fronteira e compacta, com apenas singularidades isoladas. Entdo a soma dos indices de um

campo de vetores € iqual a caracteristica de Fuler da variedade.

Isto é, a soma dos indices do campo de vetores é um invariante topolégico. E portanto, todo
campo de vetores definido em uma variedade, esta sujeito as propriedades topoldgicas da variedade.
Consideremos primeiramente o caso particular em que X C R™ & uma variedade de dimensao

m com fronteira.

Definigao 9.3. (Aplicagcio de Gauss) Definimos a aplicagdo de Gauss
g:0X — Sm!

como a aplicagdo que associa a cada x € 0X o vetor unitdrio exterior normal em .

Lema 9.4. (Hopf) Seja v : X — R™ um campo de vetores suaves com uma quantidade finita de

singularidades isoladas, e suponhamos que v aponta para fora ao longo da fronteira. Entao a soma
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

dos indices do campo nas singularidades, é igual ao grau da aplicacdo de Gauss de 0X em S™7L.

Em particular, o soma dos indices nao depende da escolha do campo.

Demonstrag¢ao. Denotemos por zi,...,z, as singularidades do campo de vetores v. Como as
singularidades do campo sao isoladas, removendo para cada i € {1,...,n} uma bola de centrada
em z; com raio €, obteremos uma nova variedade com fronteira, a qual denotaremos por Y, onde a
fronteira de cada esfera serd orientada com a orientacao oposta a orientacao fronteira da variedade
X. Como o campo restrito a esta nova variedade nao possui singularidades, podemos definir a

aplicacao v : Y — S™~! dada por

(%) = R

Deste modo, o grau da aplicagao U |gy sera dado por

deg( |8Y) = deg |8X Z deg |S ZuE) (92)

pois a orientacao na fronteira das bolas é contraria. Mas, sendo a aplicacao v |9y uma restricao

de uma aplicagdo suave a sua fronteira, pelo lema [7.1], teremos que

deg(v |oy) = 0.

Como os campos v |sx e g apontam para fora, teremos que g(x) # —v |9x () para todo
x € 0X seguindo assim da proposi(;éoque as aplicagoes v |gx e g sdo suavemente homotépicas, e
portanto degg = degv |sx. Pela definicao de indice i(v, 2;) = deg(T |s(z,,¢)), € portanto substituindo
em [0.2] teremos

n

deg(g) =Y i(v,z) =0 (9.3)

i=1
Sendo assim, a soma dos indices nao dependera da escolha do campo de vetores, ficando assim

demonstrado o resultado. O

Com o objetivo de estender o resultado acima para variedades mais gerais, tentaremos
expressar o indice de um campo em uma singularidade em termos de suas derivadas nesse ponto.
Consideremos primeiramente um campo de vetores v : U — R™, com U C R™ aberto, de modo

que dv, : R™ — R™ esteja definida.
Definicao 9.4. O campo de vetores v € nao degenerado em z, se dv, € um isomorfismo.

Lema 9.5. O indice de v em uma singularidade nao degenerada z serd +1 ou —1, de acordo com

o sinal do determinante da aplica¢ao dv,.

Demonstra¢ao. Como dv, é um isomorfismo, pelo teorema da aplicagao inversa, o campo v |y,:

Uy — R™ é um difeomorfismo de alguma vizinhanca convexa U, de z. Sem perda de generalidade,
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podemos supor que z = (. Se v preserva orientagao, vimos nos lemas e v |y, pode ser
deformada de maneira suave na aplicagao identidade sem introduzirmos novas singularidades. E
portanto, o indice de v em z deve ser +1. Se v reverte orientacao, v pode ser deformada em uma

reflexdo, e consequentemente i(v,p) = —1. ]

De modo mais geral, consideremos uma singularidade z de um campo de vetores w definido
sobre uma variedade suave M C RF de dimensdo n, considerando w como uma aplicacio
w: M — RF, tal que a diferencial, dw, : T.M — RF esteja definida.

Lema 9.6. A diferencial dw, carrega o espaco tangente T,M em um subespaco de T.M C R,
e entdao pode ser considerada como uma transformacao linear de T,M nele mesmo. Se a
transformacao linear tem determinante D # 0 entdo z é uma singularidade isolada de w com

indice igual a +1 e —1 de acordo com o sinal do determinante D.

Demonstracao. Seja h : U — M uma parametrizacao de alguma vizinhanga de z , e seja

th = dhy(e') = 2

base do espaco tangente T}, M. Observe entao que,

dw(h(u))

dwp ) (t) = dwp(y) © dhy, (') = d(w o h),(e') = 50

(9.4)

Sendo h um difeomorfismo podemos tomar o campo v = Y__, v;e/ em U, correspondente a w

7=1
em M, dado por

v=dhtowoh

e portanto,

w(h(w) = dh(o(a) = dh(Y vs(w)e’) =Z (¢ (95)

J=1

Derivando w(h(u)) na diregao de u;, pelas equagoes e (9.5)), teremos

dwh<u>(ti)=Z-<8”] >t7+2 (‘9“)

e assim, avaliando na singularidade h~'(z) de v, obteremos assim

dw, (t') = dwyg-1(t) =) <W) t!

J

O
donde segue que dw,(T,M) C T,M, e ainda detdw, = det <8—UJ>, e pelo lema anterior o
Us

indice sera +1 ou -1 de acordo com o sinal do determinante da transformacao, como queriamos

demonstrar. O
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

Consideremos agora uma variedade compacta sem fronteira M C R*. E seja N, = {z € R :
|z — y|| < e paraalgumy € M} vizinhanca tubular da variedade, onde € é um raio normal

admissivel a M. Deste modo, N, é uma variedade de dimensao k com bordo.

Generalizaremos a seguir o lema de Hopf para variedades gerais. A ideia da demonstracao
¢ “engrossar”, isto é considerar uma vizinhanga tubular da variedade M, de modo a obter uma
variedade com a mesma dimensao do espaco. Estenderemos assim o campo de vetores inicial para
a nova variedade de modo que possua as mesmas singularidades do campo inicial, sendo entao a

soma dos indices preservada.

Teorema 9.2. Para todo campo de vetores v com apenas singularidades nao degeneradas, a soma

dos indices do campo € iqual ao grau da aplicacao de Gauss
g:ON, — SF1,

Em particular, a soma dos indices nao depende da escolha do campo de vetores.

Demonstrag¢ao. Para © € N, seja r(x) € M o ponto mais préximo a x de M. Note que o vetor
x — r(x) é perpendicular ao espago tangente de M em r(x), caso contrario r(x) nao seria o ponto

mais préximo de M. Se € é suficientemente pequeno, entao a fungao r(z) é suave e bem definida.

g(x)
— X
Ne
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

Consideremos a aplicagao

Entao o gradiente de ¢ é dado por

Observe que, se © € N, ¢_1(€%) = {||x—r(z)|| = ¢, para algum y € M} = N, e por conseguinte,
o gradiente nos dara a dire¢ao do vetor normal exterior em p~'(e?), e assim a aplicacdo de Gauss

sera dada por

B V(x) _x—r(x)
1) = Wo@l ~ ¢

Consideremos entao o campo de vetores w em N, dado por

w(z) = (x—r(z) +v(r(z))
Note que quando x € M, w = v, logo é uma extensao de v para N.. Observe ainda que,

(z —r(z))

w(@)-g(@) = [z —r(@)+olr@)] ]
_ ||ZL‘ - :(l‘)||2 (T(SL’))JZ _Z(‘r)7 (9 6)

consequentemente, sendo (z — r(z)) perpendicular a r(z), se x € N,

w(r) - g(x) =

portanto w aponta para fora ao longo da fronteira. Note que w pode sumir apenas em

. 2
2 = @I _,
€

singularidades de v em M; isto é claro desde que (x —r(x)) e w(r(x)) sdo mutualmente ortoganais.

Calculando a derivada de w wm uma singularidade z € M, vemos que

dw,(h) = dv,(h) para todo h € T,M
dw,(h) = h para h € T,M~*

Entao o determinante de dw, é igual ao determinante de dv,. E portanto, o indice de w em
uma singularidade z é igual ao indice de v em z. E portanto, do lema [9.4] a soma dos indices é o
grau da aplicacao g, ficando entao demonstrado o teorema.

]

Teorema 9.3. (Poincaré-Hopf) Seja v um campo de vetores em M, onde M é uma variedade
sem fronteira e compacta, com apenas singularidades isoladas. Entdo a soma dos indices de um

campo de vetores € iqual a caracteristica de Fuler da variedade.
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

Demonstracao. Passo 1: Identificacdo do Invariante soma dos indices com a caracteristica de
Euler X (M)

Mostramos no teorema[9.2]que a soma dos indices nao depende da escolha do campo de vetores,
deste modo é suficiente construirmos um campo de vetores tal que a soma dos indices é igual a
caracteristica de Euler-Poincaré. De acordo com Marston Morse, é sempre possivel encontrar
uma funcao real, cujo gradiente ¢ um campo de vetores nao degenerados. Mais ainda, Morse
demonstrou que a soma dos indices para este campo ¢ igual a caracteristica de Euler.

Passo 2: Provando o teorema para o caso de campos de vetores degenerados

Consideremos primeiramente um campo de vetores v definido em um subconjunto aberto U, e
seja z uma singularidade degenerada isolada. Considere 2¢ > 0, de modo que a tnica singularidade
do campo em B(z,2¢) seja o ponto z. E considere A : U — [0, 1] uma aplicagao suave, tal que

A(z) = 1, para todo x € B(z,¢) e A(x) = 0. E considere o campo de vetores

onde y € N ¢ algum valor regular do campo v. No anel delimitado pelas bolas de centros € e 2,

existe & > 0, tal que ||v(x)|| > . Tomando y de modo que ||y|| < J, teremos

[V (@) = [lv(z) = Al)yll = [lo(@)]| = [IA(z)yll > 0.

e portanto o novo campo s6 podera ter singularidades na bola de centro z e raio €. E portanto,
tomando qualquer singularidade do campo v’, a singularidade serd nao degenerada. Utilizando
esse procedimento para todas as singularidades degeneradas obteremos um novo campo de vetores
onde as singularidades sao nao degeneradas. Para concluirmos a demonstracao, devemos mostrar
que a soma dos indices nao se altera. Mostraremos que a soma dos indices do novo campo de
vetores na bola de centro z e raio 2¢ coincide com o indice de v em z. Com efeito, sabemos que
o indice de v é dado pelo grau da aplicagao % definida na fronteira da bola de centro z e
raio 2e¢. Usando o mesmo argumento aplicado na demonstracao do lema de Hopf. Retirando uma
vizinhanca de cada singularidade do campo v’ na bola de centro z e raio 2¢, obteremos uma nova

varidade Y . E consequentemente,

degv), = degviap(z2e) — Z deg Yon(rs,) = 0

mostrando que

provando o argumento. Utilizando uma carta apropriada, podemos transferir os argumentos acima

para um subconjunto aberto de uma variedade M de dimensao k, o teorema fica demonstrado no
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9. Teorema de Poincaré-Hopf

caso de pontos com singularidades nao degeneradas.
Mais geralmente, consideremos campos de vetores sobre uma variedade compacta M. Aplicando
este argumento localmente vemos que todo campo de vetores com singularidades isoladas pode

ser substituido por um campo de vetores nao degenerado sem alterar a soma dos indices.
m

Observacao 9.1. Se M C R* ¢é uma variedade com fronteira, entdo qualquer campo de vetores
que aponta para fora ao longo da fronteira de M pode ser estendido sobre uma vizinhan¢a N.(y) de
modo que aponte para fora ao longo da fronteira de N.(y). No entanto, existe alguma dificuldade
com a suavidade ao redor da fronteira de M. Entdo N(y) nao é uma variedade de classe C™,

mas apenas uma variedade de classe C'. A extensdo w, se definida como acima por
w(z) =v(r(z)) +z —r(x)

poderd apenas ser um campo de vetores continuo prorimo de OM. O argumento pode, mesmo
assim, ser efetuado se mostrarmos que as nossas suposi¢coes de diferenciabilidade ndao sao

necessarias ou por outros métodos.

Observe que o resultado demonstrado acima, relaciona dois ramos aparentemente nao
relacionados da matemaética. A soma dos indices de um campo de vetores, que é um conceito
puramente analitico, com a caracteristica de Euler-Poincaré, um invariante topoldgico. Como

consequencia imediata do Teorema de Poincaré- Hopf temos o seguinte corolario

Corolario 9.1. Se a caracteristica de uma determinada variedade M é diferente de zero, entao

qualquer campo de vetores deverd se anular em algum ponto.

Tal consequéncia é conhecida por suas implicacoes famosas. Quando M = S?, este fato se
reflete na observacaoo informal de que em qualquermomento dado, existe um ponto na superficie

da terra onde o vento nao sopra, ou ainda, nao é possivel pentear uma bola cabeluda.
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Apeéendice A
Construcao de Aplicacoes '

Lema A.1. Eziste uma fungao de classe C*, ¢ : R™ — R tal que

)1 se CL’EW
SO(x)_{o, se z e C(2)

Demonstrag¢ao. Vamos construir A : R — R de classe C*° tal que

1 <1
h(t):{ o =

0, se |t|>2

Graficamente, algo como

‘Rd

Seja

Note que f é C*°. De fato,

o lim f(t)=0= ltim f(t) = f(0), portanto f é continua.
—

t—0—
e lim fO+h) — f(0) = lim er =0
h—0+ h—0t h
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A. Construcao de Aplicagoes C'*°

Concluindo assim que f é diferencidvel na origem e f’(0) = 0. Observe que calculando a

derivada de ordem n, segue por inducao que

—1
. p(Ze7, se t>0
fr(t) = '

0, se t<0

f(t)

e portanto f é de classe C*°. Considere agora g : R — R tal que g(t) = . Note que,
f)+f1-1)
a partir de sua definigao g(t) >0, g=1set>1e g=0set <0. Tome assim
h(t) = g(t+2)g(2 - 1)
Consequentemente h satisfaz as condicoes desejadas.
m
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Apeéendice B

Classificacao de Variedades de dimensao
1

E possivel, no caso de dimensao 1, descrever completamente a variedade. Provaremos neste
apéndice um resultado assumido durante todo o texto. Provaremos este resultado com a utilizacao

de funcoes de Morse.

Teorema B.1. Toda variedade compacta de dimensao 1, € difeomorfa a um circulo ou a um

intervalo fechado.
A demonstracao desse teorema requer alguns resultados preeliminares.

Lema B.1. (Suavidade) Seja g uma funcao definida em [a,b] que € suave e tem derivada positiva
em todo ponto exceto em um unico ponto interior c. Entdo existe uma funcdo globalmente suave g

que coincide com g prozimo dos pontos de fronteira e que possui derivada positiva em todo ponto.

Demonstra¢ao. Analogamente a construgao do lemas anteriores, seja p uma func¢ao suave nao
negativa que é nula fora de um subconjunto compacto de (a, b), e que é igual a 1 em uma vizinhanga

de ¢, que ainda satizfaz fab p = 1. E defina a aplicagao

g(x) = g(a) + / [kp(s) +9'(s)(1 = p(s))]
onde a constante )
b= 9~ g(0)— [ §(5)(1 = pls)is >0
Verifiquemos que a aplicacao tem as propriedades desejadas. O

Com o objetivo de demonstrar o teorema, consideremos uma funcao de Morse f em X. Seja S
a uniao dos pontos criticos de f juntamente com a fronteira de X. Se o conjunto S for finito, entao
X\S é formado por um nimero finito de variedades conexas de dimensao 1, a qual denotaremos

por, Ly,..., Ly.
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B. Classificacao de Variedades de dimensao 1

Proposicao B.1. f mapeia cada L; difeomorficamente sobre um intervalo aberto da R.

Demonstragao. Seja L algum dos L;. Como f é um difeomorfismo local e L é conexo entao f(L)
é um subconjunto aberto e conexo em R. Mais ainda, f(L) estd contido em um subconjunto
compacto f(X) e portanto, f(L) = (a,b). E suficiente mostrar que f é bijetiva em L, e assim,
f~t:(a,b) — L é definida, e é suave desde que f é um difeomorfismo local. Seja p um ponto de L
e seja ¢ = f(p). Mostraremos que qualquer outro ponto g € L pode ser unido a p por uma curva
v :le,d] = L, tal que fo~y =ide y(d) = q. Desde que f(q) = d # ¢ = f(p), mostrando assim
que a aplicagao é bijetora. Entao considere () o conjunto dos pontos q que podem ser unidos

através de um caminho. E facil ver que @ é aberto e fechado, utilizando o fato de que f é um

difeomorfismo local. Donde segue que Q) = L. m

Lema B.2. Seja L um subconjunto de X difeomorfo a um intervalo aberto de R, onde dimX = 1.

Entdo L contém até dois pontos que ndo estio em L.

Aqui o difeomorfismo f de L; sao estendidos para o fecho L; nao podendo ocorrer a situacio da
figura abaixo. Entao cada L, tem exatamente dois pontos de fronteira. Entdo, desde que X é uma
variedade. cada ponto p € S pode estar na fronteira de 1 ou dois L;, e no caso formal, p € 9X.

Chamaremos a sequéncia Lq,...,L; uma cadeia, se a cada dois elementos consecutivos L; e L

L,

tem um ponto de fronteira p; en comum. Desde que temos apenas uma quantidade finita de L;,

existem claramente uma cadeia maximal. Finalizaremos a nossa prova com a seguinte afirmacao:

Afirmacao B.1. Se Ly, ..., L; € uma cadeia mazximal, entdo ela contém todos os L;. Se Ly e Ly
tem algum ponto de fronteira em comum, entao X é difeomorfo a um circulo, caso contrdrio, X é

difeomorfa a um intervalo aberto.

Demonstragdo. Suponhamos que L nao estd incluida na cadeia. Entdo L nao pode partilhar dos
pontos de fronteira py ou pg, caso contrario a cadeia poderia ser aumentada. O conjunto nao pode

compartilhar nem um ponto p;, desde que a situacao descrita na figura abaixo nao é possivel.

81



B. Classificacao de Variedades de dimensao 1

Entao Uleljj nao intercepta nenhum L excluido da cadeia. Consequentemente, a unidio é aberta
e fechada em X, donde segue que .
X =JL
j=1
por conexidade.

A aplicagao f se comporta bem em cada L;, mas pode ser que necessitemos reverter as diregoes
a medida que atravessamos um ponto de fronteira. Nos apenas endireitaremos de forma um pouco
menos delicada. Seja a; = f(p;). Deste modo, a aplicacdo f mapeia L; difeomorficamente sobre
(a;j_1,a;) ou (aj,aj_1), de modo que o intervalo faga sentido. Para cada j = 1,...,k tome uma
aplicago afim 7; : R — R carregando a; em j — 1 e a; em j. Defina a aplicagao f; : L; — [j — 1, J]
por f; =70 f.

Se ag # ayi, entao as aplicagoes fr concordam em pontos de definicado comum. Mais ainda,
eles se encaixam de maneira que é possivel considerar a aplicagdo F' : X — [0,k], por F' = f;
em L;, F é uma aplicagio continua e é um difeomorfismo com excessiao dos pontos pi, ..., px_1.
Usando o lema de suavidade, simplesmente modificando F, podemos estender a aplicacao a um
difeomorfismo local.

Se ag = ag, seja g; = expli(27/k)f;]. Entdao podemos definir a aplicagdo G : X — S por
G = g; sobre L;. Sendo G continua e um difeomorfismo com excessdo dos pontos py, ..., pi_1.
Novamente utilizando o lema da suavidade, G pode ser estendida a um difeomorfismo global, e

portanto, o resultado segue. O
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