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Resumo

Neste trabalho, estudamos a Teoria do Grau Topologico de Brouwer. Primeira-
mente, estudamos alguns resultados de Analise no R", que serao importantes fer-
ramentas no estudo do Grau. Logo apos, associamos a cada tripla (f, 2, y), onde
Q CR"y € R" e f uma fungdo continua em €2, um nimero inteiro d(f,€),y). Esta
funcao denominada grau, através de suas propriedades e consequéncias, nos permite
encontrar respostas significativas quanto a existéncia, unicidade ou multiplicidade
de solugoes da equagdo f(x) = y. Sequencialmente, construimos tal fungao e estu-
damos algumas aplicacoes da teoria desenvolvida, dentre elas, o Teorema do Ponto

Fixo de Brouwer.



Abstract

In this work, we study the Brouwer Topological Degree Theory. First, we study
some results about Analysis in R", which are important tools on the study of the
degree. After that, we associate each triple (f, €2, y), where Q C R"y € R™ and f
a continuous function in €2, to a integer number d(f, €2, y). This function, known
as degree, through its properties and consequences, allows us to find meaningful
answers about the existence, uniqueness or multiplicity of solutions for the equation
f(x) = y. After that, we construct such a function and study some applications of

the theory developed. Among them, the Brouwer Fixed Point Theorem.
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Notacoes

Notagoes Gerais

1d aplicagao identidade,

9f (9/)(x) = g(f(x)),

Q subconjunto aberto do R",

Q fecho de €2,

o) fronteira de €2,

C(Q) conjunto das fungoes continuas em 2,
Ck(Q) conjunto das fungoes k vezes diferenciaveis,
B(z,r) bola de centro x e raio r,

B(z,r) bola fechada de centro x e raio r,

X



Nota¢des

o(z,Q) = inf{|z — y[ : y € O}
7o = max | £ ()
sgnf

convD

r€R"e Q) CR”

feC(A) e ACR" compacto,

sinal da funcao f,

fecho convexo de D,



Introducao

A Teoria do grau tem sido desenvolvida como método para estudar o conjunto

das solucoes da equagao
f(z) =y, (1)

visando obter informacoes significativas quanto a existéncia, unicidade ou multipli-
cidade de tais solugoes. Consideremos f uma fungao continua definida num subcon-
junto 2 C R™ com valores em R" e y um elemento de R™. Desta maneira, associamos
cada tripla (f,€),y) a um ntmero inteiro d(f,€,y), satisfazendo as seguintes pro-

priedades:
(d1) d(id,Q,y) = 1, para todo y € ;

(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) + d(f,Q2,y), sempre que 2 e s sejam subconjuntos
abertos e disjuntos de € tais que y & f(Q\(Q2; U Q));

(d3) d(h(t,.),Q,y(t)) independe de t € J = [0,1] sempre que h : J x Q — R e
y : J — R™ forem continuas e y(t) & h(t, 99).

A propriedade (d1) é bastante natural, pois espera-se que a funcao f(z) = y tenha
uma tnica solugdo z = y. A propriedade (d2) faz uma associagao do grau no con-
junto €2 em relacao a dois subconjuntos €2y e 25 de €2, que satisfazem determinadas
condigoes. A propriedade (d3) nos diz que se uma fungao complicada f puder ser

continuamente deformada em ¢, sem que nesse processo ocorram solugoes na fron-
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Introducdo

teira de Q, o célculo de d(f, <, y) pode ser feito por d(g, 2, y).

Antes de iniciarmos o estudo do grau, de forma a facilitar a leitura, faremos
uma secao preliminar com alguns resultados de analise no R”. No Capitulo 1,
mostraremos que se existe uma funcao satisfazendo as propriedades enunciadas
acima, entao tal funcao é tnica. O Capitulo 2 é destinado & construcao desta
funcao denominada grau e as suas propriedades. O grau topologico de Brouwer tem
uma ampla abordagem, sendo ilustrada em diversas aplicagoes, no Capitulo 3 exi-
bimos algumas delas. Finalmente, acrescentamos um apéndice onde demonstramos
alguns resultados da sec¢ao preliminar e indicamos onde encontrar as demonstragoes
restantes, visando ampliar o conhecimento do leitor ainda nao familiarizado com a

anélise no R"™.
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Preliminares

Preliminares

Fazemos aqui um apanhado de resultados importantes da anélise que se fazem
necessarios para uma leitura mais didatica e compreensiva; isto porque, enuncia-
dos numa parte em especial, evitam interrup¢oes nas demonstracoes dos teoremas
situados nos capitulos especificos. Os resultados mais usados e considerados mais

importantes, serao comentados novamente e demonstrados no Apéndice.

0.1 Aplicagoes Diferenciaveis

Definicao 1 Uma aplicagciao f : U — R™, definida no aberto U C R", diz-se
diferencidvel no ponto a € U quando existir uma aplicacao linear T’ : R™ — R™ tal

que
L fla+h) = f(a) = T(h)

h—0 ‘h|

=0.

A transformacao linear 7' é denotada por f’(a) e é chamada a derivada de f em
a. Uma aplicagao f : U — R™ diz-se diferenciavel no aberto U C R™ quando é
diferenciavel em todos os pontos de U. Em certas situacoes, é conveniente considerar
a matriz representante de f'(a) : R* — R™ relativamente as bases canonicas de

R™ e R™. Esta matriz é chamada de matriz Jacobiana de f em a e representada

por J¢(a).

Definicao 2 Seja 2 C R™ um aberto e f : Q — R™ uma fungao diferencidavel em
o € 2. Dizemos que a € um ponto critico de f se J¢(a) = 0, caso contrdrio
dizemos que a é um ponto reqular de f. Um ponto y € R"™ € chamado valor singular
de f se for imagem de algum ponto critico de f, caso contrdrio é chamado de valor

reqular. Denotaremos por Sy o conjunto de todos os pontos criticos de f, isto €,

Sf:{l’EUSJf(I'):O}.
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Preliminares

Definicao 3 Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R uma func¢ao. Para

cadat=1,--- ,n, definimos a i-ésima derivada parcial de f em a € U, e denotamos
por g—ai(a), pelo sequinte limite
of flay,...;a;+h,...;a,) — fla1,...,a,)

(a) = lim

ox; h—0 h

caso exista.

Definicao 4 Sejam U C R™ um aberto. Dizemos que uma aplicacio f : U — R

of

¢ de classe C' em U, se as derivadas parciais b
1

, 10 =1,---.,n, existem e sao

continuas em U.

Teorema 1 (Desigualdade do Valor Médio) Dado U C R", seja f : U — R™
diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que sua
restri¢ao ao segmento fechado [a,a + v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M para

todo x € (a,a +v) entio |f(a+v) — f(a)] < M|v|.

Teorema 2 (Regra da Cadeia) Sejam U C R", V C R™ abertos, f: U — R™
diferencidvel no ponto a, com f(U) C V, e g :V — RP diferencidvel no ponto
f(a). Entao go f : U — RP € diferencidvel no ponto a, com a derivada dada por

(go f)(a) =g (f(a))- f'(a) : R" — R”.

Definicao 5 Sejam U e V abertos do R™ e f: U — V uma bijecio. Dizemos que
f € um difeomorfismo se f é uma bijecao diferencidvel cuja inversa f=' € também
diferencidvel. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C' se f e =% sao de

classe C.

Teorema 3 (Teorema da Aplicagao Implicita) Sejam U C R™™™ um conjunto
aberto e f : U — R™ uma aplicagdao de classe C'. Suponha que (a,b) € U € tal
que f(a,b) =0 e J%(a, b) # 0. Entao existe um aberto V.C R™ contendo a e uma
inica fungio g -V — R™ de classe C*, tal que g(a) =b e f(z,g(x)) =0,Vz € V.

Xiv



Preliminares

Teorema 4 Seja R"xQ — R"™ continuamente diferencidvel de forma que h(tq, xo) =
0 e Jugo,) # 0 para algum (to, zo) € R" xQ. Entdo existe um intervalo (to—r,to+7),
uma bola Bs(xg) C Q e uma func¢ao continua z : (tg — r,to + 1) — Bs(xo) tal que

2(to) = xo € x(t) € a unica solugao de h(t,z) =0 em Bs(xo).

Teorema 5 (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam U C R" e f : U — R™
uma aplicagdo de classe C'. Se, para a € U, Js(a) # 0, entdo existem abertos V e
W, contendo a e f(a), respectivamente, tais que f € um difeomorfismo de classe C*

entre Ve W. Além disso, para y € W temos

0.2 Integrais Miiltiplas
Um bloco m~dimensional é um produto cartesiano
A= ﬁ[ai,bi] = [a1,b1] X ... X [@p,bp] CR™
i=1
de m intervalos compactos. Os vértices do bloco A sdo os pontos p = (cq, ..., Cm)

onde, para cada i = 1,2, ..., m, tem-se ¢; = a; ou ¢; = b;.

Definicao 6 Uma particao do intervalo [a,b] € um subconjunto finito P C |a,b] tal

que a =ty <ty <..<t,=0>0.

Definicao 7 Uma particao do bloco A = ]~ [a:, b;] € um conjunto finito do tipo

P =P, X ... X Py, onde cada P; é uma parti¢ao do intervalo [a;, b;].

Definicao 8 O volume m — dimenstonal do bloco A é dado por

vol. A = H(bl —a;).
i=1

XV
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Definigao 9 Sejam A C R™ um bloco, f : A — R uma funcao limitada e P uma
particao de A. Para cada sub-bloco S de P, denotamos mgs = inf {f(x);x € S} e
M = sup{f(z);xz € S}, e as somas superiores e inferiores de f, relativamente a

particao P, respectivamente por
L(f;P)= st -vol(S) e U(f;P)= ZMS -wvol(9),
S s
onde vol(S) € o volume de S.

Vale observar que, L(f; P) < U(f; P). De fato, vale ainda uma propriedade mais
forte: para quaisquer parti¢oes P e ) do retangulo A, tem-se L(f; P) < U(f; Q).

Definicao 10 Dada uma funcao f : A — R, limitada no bloco A, definimos a
integral inferior, que denotaremos por fAf(x)dx e a integral superior, denotada por

TAf(x)dx, como sendo

[ t@de=swp (L)} e [ fds =it UG P).
J A P A

em que o supremo e o infimo acima estende-se a todas as particoes P do retdngulo

A.

Diremos que f é integravel quando a sua integral inferior for igual a sua integral

superior. Definiremos entao a integral de f como

/A f(a)de = 1 Sy = 7A F(@)da.

Teorema 6 A fim de que uma funcao limitada f : A — R seja integrdvel no bloco
A C R™, € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, se possa obter uma
particao P de A tal que

S(f;P)—s(f; P) <e.

Segue como corolario deste Teorema que toda fungao continua f : A — R ¢

integravel.

Xvi



Preliminares

Teorema 7 (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f : [a,a + h] — R"™ um

caminho com derivada integrdvel. Entdo

a+h
/ (@)t = fla+ h) — f(a).

Definicao 11 Diremos que um conjunto A C R™ tem medida nula, e indicamos por
med.(A) = 0, quando, para todo € > 0 dado, existem retdngulos abertos By, ..., By, ...

do R™, tais que

AclUBi e D wl(B) <e.
i=1 i=1
Segue trés proposicoes sobre conjuntos de medida nula:

Proposicao 1 Todo subconjunto de um conjunto de medida nula tem também me-

dida nula.

Proposicao 2 Seja X = {x1, 22, ...} CR™ um conjunto enumerdvel. Entao X tem

medida nula.

Proposicao 3 Toda reuniao enumerdvel de conjuntos de medida nula é ainda um

congunto de medida nula.
Segue um teorema que sera utilizado na demonstracao do Lema de Sard.

Teorema 8 Todo conjunto aberto em R™ pode ser escrito como uma uniao enu-

merdvel de cubos fechados que se interceptam somente e possivelmente na fronteira.

Teorema 9 Uma funcao f: A — R, limitada no retdngulo A C R", € integrdvel
se, e somente se, o conjunto Dy dos seus pontos de descontinurdade tem medida

nula.
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Teorema 10 (Teorema de Fubini) Seja f : A x B — R integrdvel no produto
dos blocos A C R™ e B C R™. Para todo x € A, seja f, : B — R definida por

fo(y) = f(x,y) e ponhamos
o= [ £ @ = [ L.

As fungoes o, : A — R, assim definidas, sao integrdaveis, com

Ame—AwWM—fMj@wwm

15to €,

AXBf(:c,wd:cdy: /Ada: (le(:c,y)dy> = /Ad:r <7Bf(:c,y)dy>_

0.3 Resultados Diversos

Definicao 12 Um conjunto () € simétrico com respeito a origem se, e somente se,

Q = —Q, ou seja, se sempre que tivermos x € {2 ocorrer também —zx € (2.

Definicao 13 Um caminho em R™ é uma aplicacao f : I — R"™, cujo dominio é

um intervalo I C R.

Definicao 14 Um conjunto X C R™ ¢é dito conexo quando admite apenas a cisao
trivial, ou seja, X = AU B, com A e B disjuntos e abertos em X, implica A = ()
ou B =10.

Definigao 15 Sejam z € X e X C R". A componente conexa do ponto x no
conjunto X € a reuniao C, de todos os subconjuntos conexos de X que contém o

ponto x.

Definicao 16 Seja U C R"™ um aberto. Uma aplicagao f : U — R™ € dita local-

mente injetiva se todo ponto x € U possui uma vizinhanga V' tal que f|y € injetiva.
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A defini¢ao abaixo é de extrema importancia e serd ultilizada intiimeras vezes.
Ela nos diz respeito a possibilidade de deformar um caminho continuamente. Estas

questoes sao tratadas na teoria da homotopia.

Defini¢ao 17 Sejam f,g : [a,b] — X caminhos no conjunto X C R™, com o mesmo
dominio [a, b] e com as mesmas extremidades, isto é, f(a) = g(a) e f(b) = g(b). Uma
homotopia entre f e g € uma aplicacao continua h : [a,b] X J — X, onde J = [0, 1],
tal que h(s,0) = f(s), h(s,1) = g(s), h(a,t) = f(a) = g(a) e h(b,t) = f(b) = g(b)
pra quaisquer s € [a,b] et € [0,1].

Apresentaremos agora um importante e util teorema sobre extensao de funcoes

continuas:

Teorema 11 Seja A C R"™ compacto e f : A — R" continua. Entao existe uma
fungio continua f : R™ — R™ tal que f(x) = f(x) para x € A.

f(z), se x€ A

f(z) = ) S '
: (ZZ‘wx)) 22 e@)f (), se wgA

1>1 i>1

Definicao 18 Seja f : D — D uma fungao continua. Dizemos que v € D € um

ponto fizo para f se f(x) = x.

Definicao 19 Dizemos que D C R"™ é um conjunto convexo, se dados x,y € D,
temos

r+ANy—x)eD Xel0,]]

Definicao 20 O fecho convero de D C R™ € a interse¢ao de todos os conjuntos

convexos que contém D.
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Vale observar que D é convexo se, e somente se, convD = D.

Lema 1 Seja D C R™ um conjunto qualquer e B o conjunto de todas as combinagoes
convezas de elementos de D, isto €,
B = {Z)\Z[El . )\z S [0,1],2)\1 = 1,7’l € N} .
i=1 i=1

Nestas condigoes temos B = convD.

Proposicao 4 Sejam A uma matriz real n x n com det A # 0, Ay, ..., A\, 0s auto-
valores negativos de A € o, . . ., oy, suas multiplicidades como zeros de det(A— \id),
assumindo que A tenha tais autovalores. Entao R™ € soma direta de dois subespacos

NeM,R"=N®M, tais que:
(a) M e N sao invariantes por A;

(b) A|y tem somente os autovalores Aq,..., A\, e A|y ndo tem autovalores nega-

tivos;

(¢) dim N = Zak.
k
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Capitulo 1

Unicidade do Grau

Neste capitulo, objetivamos provar que se existe uma fungao d satisfazendo as
propriedades (d1) — (d3), entao esta func¢do é tnica, para isso, faremos sucessivas
redugdes a casos mais simples. A primeira secao deste capitulo apresentara con-
ceitos e ferramentas que facilitarao o processo posteriormente. Na segunda secao,
reduziremos a demonstracao da unicidade do grau ao caso linear. Finalmente na
terceira secao, exibiremos um resultado da algebra linear que juntamente com os

resultados antecedentes, implicaré na unicidade do grau.

1.1 Valores Singulares e Regulares

A primeira etapa desta secao, consiste em mostrar que a funcao d é unicamente
. ~ -~ . .
determinada por seus valores em fungoes de classe C' . Consideremos a seguinte

proposicao:

Proposicao 5 (a) Sejam A C R™ compacto, f € C(A) ee > 0. Entao, existe uma
fungao g € C*(R™) tal que |f(z) — g(z)| < e em A.

(b) Sejam f € 61(9), e>0ed >0 tais que Qs = {x € Q : o(x,00) < 6} # 0.



Valores singulares e regulares CAPITULO 1

Entao, existe g € C*(R™) tal que

|f —glo+ max |f'(z) —g'(z)| < e

Seja agora f € C(QQ) ey & f(0R2). Sendo 02 compacto e f continua, o conjunto
f(0R2) é compacto e, portanto, a = o(y, f(02)) > 0. De acordo com a Proposi¢ao
1, existe g € C(Q) tal que |f — glo < a. Definindo A : [0,1] x @ — R™ por

h(t,x) = (1 —t)f(z) + tg(x), temos que h é continua e além disso

h(t,z) —yl = |1 —t)f(z)+tg(x) -yl
(f(@) —y) = t(f(z) — g(x))|
[f (@) —y| = t[f(z) — g(x)|
> [f(@) =yl —1f —glo>0,

v

para todo x € 0f). Assim, aplicando (d3) com y(t) = y, temos que d(f,Q,y) =
d(g,£,y), o que conclui a primeira etapa.

Agora apresentaremos alguns resultados, tendo como objetivo mostrar que se f
satisfaz certas condigoes entdo o conjunto f(Sy) tem medida n-dimensional nula.

Para isso, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Proposicao 6 Sejam f € C(Q) ey & f(0Q). Sey ¢ valor regular de f, entio

f~Xy) € um conjunto finito.

Demonstragao: Dividimos a demonstracao desta proposicao em duas partes.
Primeiramente mostraremos que os pontos de f~!(y) sdo isolados. De fato, como y é
um valor regular de f, implica que J¢(zo) # 0, portanto, pelo Teorema da Aplicacao
Inversa (Teorema 5), existe U = B.(x) tal que f|y ¢ um homeomorfismo. Logo,
para cada rg € f~!(y), podemos tomar U = B.(xy) tal que f~' N B.(xg) = zo.
Concluindo, que todos os elementos de f~!(y) sdo isolados. Agora vamos provar

que f~Y(y) é finito, suponha que f~*(y) ¢ infinito. Logo, existe uma sequéncia de
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pontos distintos (z,,) C Q em f~'(y), e portanto (z,) C Q. Como § é compacto,
existe uma subsequéncia (z,,) C (z,) tal que z,, — zy € Q. Como f é continua,
segue que zo € QN f~(y), e como y € f(9N), entdo y € Q. Resumindo, obtemos
(zn,) C [ (y) tal que x,,, — xo € f~'(y), 0 que contraria o fato de zy ser ponto
isolado. Portanto, f~1(y) ¢ finito. m

Agora apresentaremos uma proposicao que serda muito util posteriormente.

Proposigao 7 Sejam yo € R" e f € C°(Q) tais que yo ¢ f(0Q). Entdo existe
a >0 tal que
d(fa Qa y) = d(f’ Qa yO) vy € B(y07 a)'

Demonstracao: Seja o = o(yo, f(02)) > 0. Entao B(yo, @) N f(92) = 0. Defina

agora
h(t,z) = f(x) e y(t)=tyo+ (1 —1t)y, com yé€ B(yy,) e tel0,1].

Temos que:
i) h(t,z) e y(t) sdo continuas;

it) y(t) & h(t,0Q) para todo t € [0, 1], ja que h(t,00) = f(09Q),y(t) € B(yo, ) e
f(09) N B(yo, a) = 0.

Assim, concluimos que d(h(t,x),Q,y(t)) independe de ¢t € [0, 1] e, por (d3), segue
que
d(f,Q,y) = d(f,Q p) Yy € By, ).
]

Finalmente provaremos o resultado mais importante desta secao.

Lema 2 (Lema de Sard) Seja f € C'(Q) e Sy o conjunto dos pontos criticos de
f. Entao f(Sy) tem medida nula.
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Demonstragao: Antes de provarmos de fato este importante teorema, faremos
uma série de observagoes que facilitarao o entedimento da demonstracao. Usaremos
sempre o produto interno canonico do R". Vale lembrar que todo aberto do R™ pode
ser escrito como uma uniao enumerével de cubos fechados, e a uniao enumeravel de
conjuntos de medida nula tem medida nula. Neste caso, é suficiente mostrar que
se () ¢ um cubo fechado tal que @ C Q entao f(S;(Q)) tem medida nula. Entao,
denotemos () um cubo fechado de aresta [ contido em 2. Vamos dividir o cubo
em m" subcubos de aresta # de modo que a uniao destes subcubos resulte no cubo
Q original. Como a aplicacao f’ é uniformemente continua em @), temos que dado

e > 0, existe 6; > 0 tal que

[z =7 <01 = |f'(z) - f'(T)] <,

Wn

para todo z,7 € @, existe também m € N tal que § = == < ;. Além disso, uma

vez que () é compacto e f’ é continua em @, existe ¢ € R tal que |f'(z)| < ¢ para
W/n

todo z € Q. Desde que o diametro de um cubo de aresta + é 2, vemos que
m m

|f'(x) = f(@)] <e,
para todo x,7T € Q). Definimos agora a funcao h : [0,1] — R"™ da forma
h(t) = f(T +t(x —T)),
e pelo Teorema Fundamental do Calculo (Teorema 7), podemos escrever
1 1
h(1) — h(0) = / B (t)dt = / ' @+t(x—7))(x —7)dt.
0 0

A partir de
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obtemos
f(@) = f@) + [(@)(x —7) + R(z,7),
onde R(x,T) = fol [ (@ +t(x — %) — f'(T)](x — T)dt para todo x,T € Q. Podemos

ainda majorar |R(z,T)| como

|R(z,7)| < |f'(@+ t(x —7) = f(@)||lr - zldt

Agora supomos que QN Sy # 0 e para T € Q) N Sy definimos A = f/(T), Qr =
Qr—Teg:Qr— R*por g(y) = f(T+y) — f(Z). Devemos fazer trés observacoes,
primeiro que |y| < & para todo y € Qy, segundo que f(Qx) = g(Qx) + f(T) e terceiro
que

9(y) = Ay + R(y), com |R(y)|=|R(T+y,7)| <ed

para todo y € Q.

Sabemos que detA = 0 pois T é ponto critico, portanto o conjunto A(Qy)
estd contido em um subespaco de dimensdao n — 1. Consideremos agora b' um
vetor unitario do completamento ortogonal de A(Qk) Completando b' a uma base
ortonormal b',...,b" de R™ temos que g(y) = Y. ,{g(y),b")b', onde este tltimo

somatorio nada mais é do que a expressao de g(y) nessa nova base ortonormal.

Portanto, observe que sao validas as seguintes desigualdades:

i) Ha(y),bh < [Ry)Ib! < ed
i) Kg(y), o) < [(Ay,0)| + (R(y), b')]
< o+ &9,

para i = 2,...,n. As observagdes feitas até aqui nos permitem concluir que g(Qy)

esté contido num retangulo J; dado por
Je = [—€0,80] x [—c6 — €6, ¢0 + 6] X ... X [—cd — €6, ¢d + £6],

5
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que possui volume vol(J,) = 2¢6[26(c + €)', Como f(Qx) = g(Qx) + f(T),
concluimos que f(Qy) esta contido num retangulo J; contendo f(Z) e cujo volume
¢ o mesmo de Jj,. Finalmente, uma vez que SHQ) C Q1 UQ2U...UQ» temos que

o conjunto dos retangulos Jj definidos acima cobre f(S¢(Q)), além disso,

n

Z vol(Jy,) = 2"ed"m"[c + )"~ ! = 2"e(lv/n)"[c + " .

k=1

Como ¢ > 0 é arbitrario concluimos que f(S¢(Q)) tem medida nula. m

O Lema de Sard é de extrema importancia no estudo da teoria do grau, pois a
partir dele e da proposi¢ao 6, conclui-se que ao calcular d(f, €2, y) podemos assumir,

sem perda de generalidade, que y é um valor regular de f.

1.2 Reducao ao Caso Linear

Iniciaremos esta se¢ao apresentando um lema, decorrente de (d2), que sera util

mais adiante.

Lema 3 Sejam Q C R" aberto e limitado, f € C(Q) ey € R" tal que y & f(0N).

Entao:

(a) d(f,0,y) = 0.

(b) Se Q; é um subconjunto aberto de Q e y & f(Q\Q)), entdo d(f,Q,y) =
d(f,,y).

(c) Se f € CT(Q), y & [(Sp() e f~H(y) = 0. entdo d(f,2,y) = 0.

Demonstragao:
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(a) Para provar o item (a), basta considerar ; = Q e Qy = (), pois como ; e
), sdo subconjuntos abertos e disjuntos de Q e y & f(Q\(Q1 U Q) = £(99),
temos pela propriedade (d2) que

d(f7va) = d(f,th) +d(f7927y) = d<f7va) +d(f7®7y)7

onde concluimos que d(f,0,y) = 0.

(b) Para provar o item (b), basta considerar novamente € = Q e s = (), pois

pela propriedade (d2)
d(f7 Q, y) - d(f7 Qlyy) + d(fu Q)a y) - d(f7 Qlyy)'

(¢) Para provar o item (c), consideremos Q1 = Q5 = () e note que temos f~*(y) =0

se, e somente se, y ¢ f(Q). Portanto, pela propriedade (d2), segue que
d(f,y) =d(f,0,y) +d(f,0,y) = 0.
Como queriamos. =

Teorema 12 Sejam f € C7(Q), y € fF(OQU SF(Q) e fUy) = {1,202, .., T}
Entao existe r > 0 tal que

m

d(f,Q,y) =Y d(f'(x:), B(0,7),0).

i=1

Demonstragao: Como f~!(y) é finito, existe ¢ > 0 tal que
f ) c|JBwie) e Blaie)nNBlzj,e)=0 se i#j.

A partir da féormula de Taylor, obtemos

F() = @) + f@)(e —a) +rlw—x), onde lim L2

r—xy T — I

=0. (L1)
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Denotando €; = B(x;,¢) temos, por extensao da propriedade (d2), que

A(f, Q) = 3 d(f, Blwie),y), pois y & fONJ).

=1

Nosso objetivo é mostrar que para ¢ suficientemente pequeno obtemos
d(f, B(xi,6),y) = d(f'(z:)(x — x:), B(x;,6),0).
Para isso, consideremos A = f’(x;), entdo A é inversivel pois detA # 0 e portanto
x| = |A™ Ax| < |A71]| Az,

e assim |Az| > ¢|z| com ¢ = [A7!71. Logo, por (1.1, dado ¢’ = £, existe § > 0 tal
que
r(z — )|

c
P < 5» sempre que |lx — x| < 0.
—x;

Assim, para = € B(x;,0), definimos
y(t)=ty e h(t,z)=1tf(z)+ (1 —t)A(x — x;),

e por (1.1) temos

h(t,x) =ty + A(x — ;) + tr(x — x;).

E facil ver que y(t) e h(t, z) sdo continuas, o nosso objetivo agora é mostrar que para
qualquer ¢t € [0, 1] temos que y(t) € h(t,0B(x;,0)). De fato, temos que |h(t,x) —

y(t)| = |A(x — z;) + tr(x — z;)| e lembrando que |A(z — ;)| > c|z — x;| obtemos

h(t,x) —y(t)] = [Alz —x) + tr(z — ;)|
> cle — x| — |r(x — xy)|
c c
> <c—§) |z — x4 :§5>O,
para todo t € [0,1] e |z — x;| = 0. A partir da propriedade (d3), concluimos que
d(f, B(x;,0),y) = d(A(x — z;), B(z;,9),0). (1.2)

8
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Seja agora r > 0 tal que B(z;,0) C B(0,7). Como x; é a unica solu¢ao de

Az — Az; = 0, obtemos pelo item (b) do Lema 1 que
d(A(x — x;), B(4,9),0) = d(A(x — z;), B(0,r),0). (1.3)

Considere h : [0,1] x B(0,7) — R" definida por h(t,z) = A(z — tz;) e y(t) = 0.
Naturalmente, y(t) e h(t, ) sdo continuas e, como |z;| < r, A(t —tx;) # 0 para todo
x € 0B(0,r) e todo t € [0,1]. Logo, 0 & h(t,0B(0,r)). Usando novamente (d3),
temos

d(A(x — z;), B(0,7),0) = d(Ax, B(0,7),0). (1.4)
Portanto, de (1.2),(1.3) ¢ concluimos que
d(f7 B(Iza 5)7 y) = d(f/(xz)u B(07 T)v O)a

o que finaliza a demonstracao. m

1.3 O Caso Linear

Finalmente concluiremos a demonstracao da unicidade da funcao d, mostrando
a veracidade da igualdade d(A, B(0,7),0) =sgndetA, onde A é a matriz associada a
transformagao linear com detA # (0. Para isso, usaremos fortemente a Proposi¢ao
4, enunciada na secao preliminares e algumas nocoes de Algebra Linear.

Como
m n

det(A — Nid) P TI =20 T =)™,

k=1 j=m+1
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temos que

n

detA = (=1)" (=)™ [T (~my)*
k=1 j=m+1

= (=" L™ T (—m)™
k=1 j=m+1

= eI I )

j=m+1
m n

= =0Tl TT )™,

k=1 j=m+1
desta forma, sgndetA = (—1)*, onde a = Y ;" oy, = dimN. Observe que se A

possui apenas autovalores negativos, entao det(tA + (1 —t)id) # 0 em [0, 1], pois se

det(tA + (1 —t)id) = 0 para algum ¢ € [0, 1], deveriamos ter ¢ € (0, 1) tal que

0 = det(tA+ (1 —t)id) = f"det (A 41 t_ tid) ,

ou seja, % < 0 é autovalor de A, o que é um absurdo. Portanto, pelas propriedades

do grau (d1) e (d3), temos que
d(A, B(0,7),0) = d(id, B(0,7),0) = 1 = sgndetA.
Denotemos entao €2 o conjunto B(0,r) e consideremos apenas o caso em que N #

(o).

Passo 1. Suponhamos que a« =dim/N é par. Como R" = N & M, todo elemento x
de R™ tem unica representacao da forma r = Pix + Px, onde Pix € N e Poo € M.
Definimos entao P, : R®" - N e P, =id — P, : R" — M. Assim, A = AP, + AP, é
uma decomposicao direta de A e pela proposi¢ao 4 temos A(N) C N e A(M) C M.

O proximo passo é mostrar que a homotopia

10



O Caso Linear CAPITULO 1

é admissivel, ou seja, h(t,z) # 0 em [0, 1] x 09Q. De fato, observe que
h(O,:c) =0= Pix = Px,

e como Pix = Pox € NN M = {0} segue que x = 0, e portanto = ¢ 0. Se
h(t,z) =0 com t € (0,1) teriamos

1—-1t 1—-t
Pll'—
t t

APx + APx = Py,

1—1¢
denotando \ = — > 0 temos
APix = APz e APx = —)\Psx.

Pelo item (b) da proposigao 4, concluimos que z = 0 e portanto x ¢ 0f). Se caso
h(1,x) = 0 teriamos Az = 0, implicando = = 0. Portanto, h(¢,z) é uma homotopia

admissivel, e pela propriedade do grau (d3), temos
d(A, Q, O) == d(—Pl + PQ, Q, O)

Como supomos inicialmente « par, temos que o = 2p para algum p > 1. Se
p = 1, podemos encontrar uma matriz Byx. tal que B? = —id|y, basta considerar

a rotagao por /2, isto é

0 1

10/
e para um caso geral, arranjamos p blocos semelhantes ao longo da diagonal prin-
cipal, ou seja, byj_12; = 1 = —byj2;—1 para j = 1,..,p e bj; = 0 para os demais
g, k.

Se v é um autovetor de B com autovalor A, entao
Bv =M= B* = \Bv= —idv=\v=—v=>\Nv=\=—1,

ou seja, B possui apenas autovalores complexos. O objetivo agora é encontrar

homotopias entre
—P1+P2—>BP1+P2—>P1+P2:id,

11
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afim de concluir que
d(—P + P,,Q,0) =d(BP, + P»,,0) = d(id,,0).
Para a primeira homotopia, consideremos a aplicacao
h(t,z) =tBPix — (1 — t)p1x + Py,

e mostremos que h é uma homotopia admissivel, ou seja, h(t,z) # 0 para (t,z) €
[0,1] x 0Q. Se h(0,z) = 0 ent@o temos = = 0. Se h(1l,z) =0 entdo BPix + Px =0
implicando Pox = 0 e BPyx = 0. Como B é nao-singular segue que Pix = 0, e como
as duas projegoes se anulam concluimos que x = 0. Resta o caso em que h(t,x) =0

para t € (0, 1), deste modo

portanto
1—t

Px =0 e BPx = ;

Pll’.

Se caso Pix # 0 entao seria um auto valor de B o que nao é possivel, pois
B possui apenas autovalores complexos. Assim, Pix = 0 implica = 0 e portanto
0 ¢& h(t,00) patat € [0, 1]. Logo, as aplicagdes — P+ P, e BP;+ P, sao homotopicas.

Para a segunda homotopia, consideremos a aplicacao

Usando um raciocinio analogo ao usado na primeira homotopia, concluimos que
também sao homotopicas as aplicagoes BP, + P, e P, + P,. Portanto, a partir dos

resultados obtidos, concluimos
d(A,Q,0) =d(id,Q,0) = 1 = (=1)* = sgndet A.

Passo 2. Consideremos agora o caso em que « é impar, ou seja, o = 2p + 1 para

algum p > 0. Seja {v',v? ...,v*} uma base de N, denotemos N; como o subespago

12
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gerador por v! e Ny o subespago gerado por {v?,...,v*}. Entdo N = N; & Ny, onde
dimN; =1 e dim/Ny; = 2p. Consideremos também Ql N — Nje Qg =id|y — Ql :
N — N, as projecoes sobre os subespacos em questdo. Assim, P, = Q1P + Q2P;.

Como no caso anterior, buscamos encontrar homotopias entre
A— =P+ Py — —Q1 P + BQoPy — —Q1 Py + Qo P + P,

assim

d(A7 Q: O) = d<_Q1 + QZ? Qa O)?

onde Q1 = Q1P e Qy = Q2P + P5. Observe que Q; e Q sio as projecoes referentes
a decomposi¢ao R" = N; @ (Ny @ M). Como 0 é o tnico zero de —Q + Q2 podemos
substituir Q = B(0,r) por qualquer conjunto aberto e limitado que contenha o 0,
sem mudar o valor de d. Desta forma, dado 2 C N; aberto e limitado e g : Q— N

continua com 0 ¢ g(92) definimos
d(g,92,0) = d(g 0 Q1 + Q2,2 + B(0,7),0),
e pela propriedades do grau temos:

(d1) d(id|y,,Q,0) =1se 0 € Q.

(d2) d(g,9,0) = d(g,91,0)+d(g, 2, 0) sempre que €; e Qy sdo subconjuntos aber-
tos disjuntos de Q e 0 & g(Q\(Q1 U Qy)).

(d2) d(h(t,-),Q,0) é independente de ¢t € J = [0,1] sempre que h : J x Q@ — Ny &
continua e 0 ¢ h(J x 092).

Passo 3. Temos que N; = {\! : X € R} e sem perda de generalidade podemos

supor que |[v'| = 1. A partir do conjunto Q = {\v! : X\ € (—2,2)} definimos
QG ={\w:2e(-2,0} e Q= {2 e (0,2)}

13
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Considere também a fungao f(Av') = (JA] — 1)v'. Como f(0) = —v' # 0 temos que
0¢ f(Q\(Q UQy)). Dai, construimos a homotopia

h(t, ') = t(|A| — 2)v* + o',

e observamos que como 9Q = {—2v' 20"}, temos que A([0,1] x 9Q) = {v'}, im-
plicando que h(t,Av') # 0 em [0,1] x dQ. Portanto, pelas propriedades do grau
(d1),(d2) e (d3) temos que

0=d(v',Q,0) =d(f,Q,0) = d(f,Q,0) +d(f,Q,0). (1.5)

Observe que flo,(Av') = —(A + 1)v! = —id|y, — v' possui um tnico zero —v! €

Q; C Q, de forma que
d(f,,0) = d(—id|y, —v',Q,0) = d(—id|y,,Q,0), (1.6)

onde a tltima igualdade segue do fato que h(t, \v') = —Av! —o! # 0 em [0, 1] x 9.

De forma anéloga temos que
d(f,9,0) = d(id|y,, 2, 0). (1.7)
Portanto, por , e temos que
d(id|n,, 2, 0) + d(—id|n,, 2,0) = 0,
portanto d(—id|y,, 2, 0) = —1. Finalmente, aplicando a proposicao 4, temos que
d(a,,0) = d(—id|n,,Q,0) = —1 = (=1)%* = sgndet A,

como queriamos.

Agrupando todos os resultados desta secao, formulamos o seguinte teorema.

14



O Caso Linear CAPITULO 1

Teorema 13 (Unicidade do Grau) Sejam D a colegio de todos os subconjuntos

abertos e limitados de R™ e
M={(f,Qy):QeD, fe Q) eycR"\f(OQ)}.

Entao existe uma unica fungao d : M — Z satisfazendo as propiedades (d1)-(d3).
Além disso, tais propriedades implicam que d(A,€2,0) = sgndet A para aplicagoes
lineares A com det A #0 e 0 € Q).

Demonstragao: Suponhamos que existem duas fungbes d; e dy satisfazendo as
propriedades do grau topolégico de Brouwer. Sejam f € C(Q) e y € R™\ f(9Q),

entao pelo resultado adquirido apos a Proposicao 5, temos que

d1<f7Q7y> = dl(g7Q7y)u

onde g € C7(Q) e |f — glo < o(y, f(09)). Portanto, pelo Teorema 13 temos

m

dl(g7 Q? y) = Z dl(g/<xi)> B(07 7”), 0)7

i=1
onde z; € f~!(y) = {x1,...,7,}. Finalmente, pelos dados obtidos nesta tltima

secao, temos que

m m

Z di(g'(x;), B(0,7),0) = Z sgndet.g'(x;),

i=1 =1

e portanto

m

di(f,y) =) sgndet.g'(x;).

i=1
De forma anéloga verificamos que

d2(.f7 Qa y) = Z Sgndet'g/<xi)>
i=1

concluindo entao que

dl(f7Q7y) - d2<f7Q7y)

15



Capitulo 2

Construcao do Grau

Nesta secao definiremos o grau em trés etapas. Na primeira, faremos uma
definicao restrita a valores regulares de f € 61(9). Na segunda, generalizamos
a primira definicao para qualquer valor de f &€ 62(9) Por fim, na terceira etapa,
ampliaremos a definicao do grau para sua forma mais genérica, definindo-o para

f € C(Q). Comecemos entdo definindo o grau para valores regulares.

2.1 O Caso Regular

Iniciamos esta secao definindo o grau para valores regulares.

Definicao 21 Sejam Q C R™ aberto e limitado, f € Ul(Q) ey € R"\ f(OQU Sy).
Definimos o grau topologico de Brouwer da aplicagao f em relagao a £2 no ponto y

como sendo:

Y sgndp(x), se [THy) #0
d(f,Q,y) = =e/"'®)

0, se fHy)=0
onde sgn € a funcao definida por
1, se t>0
sgn(t) =
-1, se t<0

16
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Observacao 1 Uma primeira observagao que deve ser constatada a partir da defini¢ao

acima € a igualdade

d(f,Q,y) = d(f —y,,0).

De fato, primeiramente temos que
fle)y=y & f(z)—y=0.

Definindo f(z) — y = ¢(x) segue que ¢~} ({0}) = f~'({y}). Portanto,
d(f —y,8,0) = d(¢,,0),

e pela definicao de grau

d(¢,Q,0) = sgn[Jo(1i)]-
n:€6~1({0})
Como a quantidade de parcelas dos dois somatorios

Y. sgnlds(m)] e Y. sgnlJs(x)]

ni€$~1({0}) € f~1({y})
sao iguais e
d(n;) =0 f(n) —y=0<« f(m) =y,
temos que x; = n;. Portanto

d(¢7 Q, O) = Sgn[‘]f(xi)L
zief~1({y})

resultando
d(9,,0) = d(f,Q,y)

como queriamos.

Agora exibiremos um exemplo pratico de como calcular o grau topologico de

uma funcao conhecida definida em um intervalo €.

17
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Exemplo: Seja f : © — R uma aplicacao definida por f(xz) = sen(xz) com
Q= (0, 57”) ey = 7. Vamos calcular o grau topoldgico de Brouwer de f com relagao

a €2 no ponto y, ou seja, d(f,Q,y).

O primeiro passo é verificar se d ( f, (0, 57”) , %) estd bem definido, para isto,

devemos verificar se y € f(0Q2U S¢). De fato,

90 — {0, %ﬁ} s H(09) = {0, 1),

159 ={oe (0.5 )ieosto) =0} = {3.5} = s15p = -1.11

portanto T & {—1,0,1}. E facil observar que

! <{%}> = {n,m2,m3},

e pela definicao de grau

a(r(0.5).5) - Tt

Logo
T (7 (0.57) - 5) = somtrtn) + som(" ) + s0m( )
portanto ) (fj (07 55) ’%) s

O objetivo agora é generalizar a definigao de grau inserida anteriormente, abrangendo
tanto valores regulares quanto valores singulares, para isso, vamos inicialmente subs-

tituir > sgn.Jy(x) por uma integral apropriada.
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Proposicao 8 Sejam 2, f ey como na Defini¢io 6 € (v:)e>o a familia de fungoes
reqularizantes dada por

Pe(T) = "1 (I) :

€
onde ¢y : R" — R de classe C*(R™) ¢ dado por

—1
c-exrp (—) ,  para x| <1
1(x) = 1— |zf?

0, caso contrdrio,

ec>0 € tal que / 1(x)dx = 1. Além disso, suppp. = B(0,¢) e / pe(x)dr =1

para todo € > 0. Entao existe g = €o(y, f) tal que

a(f,Q,y) = /ngg(f(x) —y)Jg(z)dx, para 0<e <e.

Demonstragao: Dividimos a demonstragao em dois casos. Primeiro supomos o
caso em que f~(y) = 0. Assim, tomamos 0 < £ < g9 = o(y, f(Q)) para obtermos
o0-(f(z) —y) = 0, resultando d(f,Q,y) = 0. Para o caso f~'(y) # 0, supomos
Y y) = {z1,..., 2} e assim pelo Teorema da Aplicagao Inversa (Teorema 5),
existem bolas B(x;,d) disjuntas tais que f|p,,s ¢ um homeomorfismo sobre uma
vizinhanca V; de y e sgnJs(z) = sgnJ¢(x;) na B(z;,0). Tomando r > 0 tal que
B(y,r) C ﬁVi e denotando U; = B(x;,6) N f~Y(B(y,r)), existe 3 > 0 tal que

i=1

|f(x) —y| > B para todo x € ﬁ\ﬂUi.

i=1
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Assim, temos que se 0 < ¢ < 3 entdo @ (f(x) —y) = 0 para x € Q\ m Ui, e assim
i=1

denotando Iy = /Qapa(f(x) —y)J¢(z)dz, temos
=3 [ ) - e
-3 / e a) = p)son ()T )
- Z sgnJy(x;) /Uz we(f(x) —y)|Jf(z)|dz.

=1

Precisamos apenas mostrar que / 0:(f(z) —y)|Js(x)|de = 1 para concluir a de-
U;
monstragao. Para isso, observe que

(i) Je(x) = Js—y(x), pois y ¢ mantido constante.
(i) f(Ui) —y = B(0,r).

Desta forma, tomando € < r e usando o Teorema de Mudanga de Variaveis (Teorema

11), temos

| et@-ni@lar = [ @@=l lie = [ ela

B(0,r)
= / . (z)dx = 1.
B(0,¢)

Considerando g9 = min{(3,r} temos que

I = / oe(f(2) — y)Jy(x)dz

= Z sgnJs(z;)

=1

= Z sgndg(x) =d(f,Q,y), para 0<e <eg,

zef~1(y)

o que conclui a demonstracao. m
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2.2 Do Caso Regular ao Singular

O préximo passo é definir o grau também para valores singulares. Consideremos
fe 62(9), yo & f(O) e o = o(yo, f(ON)) > 0, fixemos y1,y2 € B(yo, ) valores
regulares de f e definamos § = amax{|y; — vo|,|y2 — yo|}. Desta forma, pela

Proposicao 8 obtemos ¢ < ¢ tal que

a(f, ) = / o (f(2) — ) Jp(@)de,  i=12.

O objetivo agora é mostrar que as duas integrais acima sao iguais, isto &,

[ ler@) = ) = ol @) = )] I =0, (2.)
ou seja,
[ et @) =)o = [ e(7(o) = )Ty (o)de
Q Q
Para provar a igualdade, definamos

w(z) = (y' - y2)/0 p(z —y +t(yt —y?))dt.

Dividiremos o processo em duas partes, primeiramente mostraremos que

divw(z) = @(f(z) — y2) — @(f(x) — w1).

Temos

ow, O [, o [t Ll 2
o, ~ g, [(yi yi)/o o(x—y +tly —y))dt

:/05

al’i
0

[ = yD)ee(z — y' +t(y' — y7))dt]
oLz —y' +t(y" — ) [elyi — v7)] dt,

Il
S—
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a partir da definicao de divergéncia temos

divw(x) = Z/o Pe =yt — 7)) [eilyl — v2)] di

= /0 [90’5(1‘ —y +ty' — ) <Z eiy; — yf))] dt

= /O [Plle =y +tly' =)' — )] dt
— [ Gt
onde g(t,r) = z — y' + t(y' — y?). Portanto
dww(x) = 905(9<1? il?)) - @5(9(0; l’)) = @a(x - y2) - @5(33 - yl)>

Ccomo queriamos.

Consideremos r = a— (§ —¢), entdo suppw(x) C B(yo, 7). De fato, se |z —yo| > r

et € [0,1] temos

2=y +tyr —v2)| > |z —wol = [yo — y1 +t{y1 — u2)]
> r—|(1=1)(yo — y1) + t(yo — y2)]
> r—(1—1t)|yo — y1| — tlyo — y2l
> oy ol = e
> T maxly — g =e¢

Assim, se © &€ B(yo,r) temos |z — y; + t(y1 — y2)| > ¢, isto é, pe(x — y; + t(y1 —

y2)) = 0 para todo t € [0, 1]. Logo, suppw(z) C B(yo,r) e portanto temos f(992) N
suppw(z) = (). Prova-se ainda que, sob estas condigoes, existe v € C1(R") tal que

suppv(z) C Qe
[pe(f(2) —y2) — we(f(z) —y1)] Jy(z) = dive(z) em Q. (2.2)
Seja entao a > 0 tal que Q2 C [—a,a]” = Q. Temos, por e (2.2), que
/Qdivv(x)dx = /Qdivv(x)dx
= [ @) = ) = @) = )] )
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Por outro lado, como suppv C [—a, a]™, temos

/ divo(z)dz = Z/ . / ( %dm) dry...dr;_1dx;q...dz, =0.
Q i—1 J—a —a —a 074

Portanto,
d(f: Qv yl) = d(f7 Q; 92),

como queriamos.

Portanto, conseguimos generalizar a definicao 18, de modo a abranger tanto
valores regulares como singulares, ou seja, podemos eliminar a hipétese y ¢ f(Sf) e

introduzir a defini¢ao abaixo.

efinicao 22 Sejam Q0 C R™ aberto e limitado, f € C ey . Entao,
Definica Sejam Q C R" ab limitado, f € C" () ¢ f(0Q). E

definimos
d(f,Q,y) = d(f,Q,y"),

onde y' é um valor regular de f tal que |y' —y| < o(y, f(0Q)) e d(f,Q,y') € dado
pela Definicao 18.

2.3 De 62(52) para C(1))

Antes de exibirmos uma definicao final do grau, apresentaremos uma proposicao
mostrando que o grau dado pela defini¢do 19 é o mesmo para fungoes 62(9) sufi-

cientemente proximas de uma funcao continua dada.

Proposigao 9 Sejam f € 52(9) ey ¢ f(O). Entao para g € C(Q) existe
d=40(f,9,y) >0 tal que d(f +tg,Q,y) = d(f,Q,y) sempre que |t| < 0.

Demonstragao: A demonstracao sera dividida em trés casos distintos.

23



De C7(Q2) para C(Q) CAPITULO 2

Caso 1. Supomos f~!(y) = 0. Neste caso temos v = min |f(z) — y| > 0, e assim
TE

para todo z € Q temos

[f (@) =y +tg(@)| = [f(x) =yl = [tllg(x)| = v — [t|]M >0,

qualquer que seja t tal que [t| <y/M =de M = meaﬁx lg(x)].

Caso 2. Supomos agora que y ¢ um valor regular e f~!(y) # 0. Deste modo,
fy) = {z',...,2™} com Jp(a') # 0 para i = 1,...,m. Seja h(t,x) = fi(z) —y
onde fi(z) = f(z) +tg(z). Observe que h é de classe C?, h(0,2") = 0 e Ju,(2z") =
J¢(z') # 0, portanto, pelo Teorema da Aplicagao Implicita (Teorema 3), obtemos
fungoes continuas z' : (—r;, ;) — Bs,(z") tais que 2°(0) = 2 e 2°(¢) é a tnica solugao
de h(t,x) = 0 para t € B; (z'). Portanto, pela continuidade de z%(t), podemos

encontrar nimeros positivos p e r tais que

2 (=r,r) — B(2',p) e ﬂB(xi,p) =0.
i=1

Observe também que o raio p pode ser escolhido tal que sgn.J;(z) = sgnJ;(z*) em

B(z%, p). Portanto, denotando V' = [J;_, B(z", p), temos

)NV ={2),...,2™(t)}.

A partir da expressdo acima, da compacidade de Q\V e da unicidade de z°(t) como
solucdo de h(t,x) = 0, podemos encontrar 3 > 0 tal que |f(z) —y| > 6 em Q\V.
Analogamente temos

ft_l(y) = {Zl(t)a ) Zm(t)}a

para |t| < dp = min{r, BM~1}. Como J; ¢ uniformemente continua em [—d, ] x €,
temos por defini¢do que dado e = min{|J;(z)| : z € Q} > 0, existem &y, 2 > 0 tais
que

|Jp(2") = Jp(23) < e onde [t| <d; e |28 — 22| < &,
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desta forma, podemos obter § < J, tal que
|Jp(x) — Jp,(z)| < min{|J;(2)| : 2 € Q} para z€Q e [t],6,
e assim concluimos que
senJy, (24(t)) = sgnJ;(2'(t)) = sgnJs(z'),
ou seja, de acordo com a Definicao 18 segue que
d(fe, Qy) =d(f,Q,y) com [t <.

Caso 3. Supomos y singular. Escolhemos entao um valor regular yo € Bs (y), onde

a = o(y, f(0R)), e assim, encontramos dy > 0 tal que

d(ft7 nyo) = d(f7 9790) = d(f7 Q7y) para |t| < 507 (23)

pelo caso anterior. Desta forma, para x € 0€), podemos fazer a majoragao

|f(x)—yo|2|f($)—y|—|y—yo|2a—%:—

e assim,
) =0l = 1) = ol — tlg()] = 5 = Iellg(@)] > 5.

tendo |t| < 35;. Portanto, temos

lyo =yl < o(yo, f:(02)),

e pela Definicao 19 segue

«

d(fy,Q,y) =d(f:, 2 < —.
(fta 7y) (fta ay()) para | |< 3M

Logo, juntando todos os resultados obtidos e considerando ¢ = min{do, 357}, temos
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como queriamos. =

Podemos entdo concluir que o grau é o mesmo para todas as funcoes C? suficien-

temente proximas de uma func¢ao continua. De fato, sejam f € C(Q), y & f(OQ) e

a = o(y, f(09)). Consideremos duas fungoes g, g € 62(9) tais que

g—flo<a e |g—flo<a,

e definimos

h(t,x) = g(x) +1(g(x) = g(z)) e @) =d(n(t, ), y),

para t € [0,1]. Observe que h(0,z) = g(x) e a partir das hipoteses temos g(z) # y,
observe também que h(1,z) = g(x) e de forma analoga g(z) # y. Temos também
que
9(z) —g(x)] = lg(x) + f(z) = f(z) = g(x)]
< lg(@) = f@)| + |g(z) — f(2)]

< a+a=2aq,

desta forma, para ty € (0,1) e z € 092 temos
[h(to,z) —y| = [(1—to)g(x) + tog(x) — yl

= [(g(x) —y) — to(g(z) — g(x))|

> g(x) —y| —tolg(z) — g(z)| > 0.

Portanto, para ty € [0,1] temos y & h(ty,02) e portanto d(h(to,-), 2, y) esta bem

definida. Assim, podemos aplicar a Proposicao 9 na aplicacao

h(t,x) = hlto, ) + (t = 1,)(g(x) — g(2)),

e concluir que ¢(t) é constante em uma vizinhanga de tg, isto é, ¢ é localmente

constante. Desta maneira, ¢ é continua em [0, 1] e, como este intervalo é um conjunto
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conexo, ([0, 1]) também é conexo. Sendo ¢([0,1]) C Z concluimos que ¢([0,1]) é

constituido de apenas um ponto, isto é, ¢ é constante em [0, 1]. Em particular

d(g,Q,y) = d(g,Q,y).

Finalmente, exibiremos uma defini¢ao final para o grau, como consequéncia dos

resultados expostos até o momento.

Definicao 23 Sejam f € C(Q) ey € f(0Q). Entao definimos d(f,Q,y) = d(g,Q,y),
em que g € 62(9) ¢ uma funcao tal que |g — flo < o(y, f(OR)) e d(g,9,y) € dado
pela Definicao 19.

2.4 Propriedades do Grau

Exibiremos agora algumas propriedades como consequéncias do estudo realizado

até o momento.

Teorema 14 (Propriedades do Grau) Sejam M = {(f,Q,y) : @ C R™ aberto e
limitado, f € C(Q) e y € R\f(0Q)} ed: M — Z o grau topoldgico. Entdo d

satisfaz:

(d4) d(f,Q,y) # 0 implica f~(y) # 0;

(d5) d(-,Q,y) e d(f,Q,y) sao constantes em {g € C(2) : |g — flo <7} e B(y,r) C
R™, respectivamente, onde r = o(y, f(02)). Além disso, d(f,€2,-) é constante

em cada componente conexa de R™\ f(92);

(d6> d(g7 th) = d<f7 Q7y) sempre que g|(9Q - f|8Qu

(d7) d(f,Q,y) = d(f,,y) para todo subconjunto aberto ; de Q tal que y ¢
FO\).

Demonstragao:
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(d4) Como vimos no lema 3, se f~1(y) = 0 entao d(f,Q,y) = 0, portanto, pela
contrapositiva, se d(f,Q,y) # 0 entao f~1(y) # 0.

(d5) A propriedade (d5) ¢ dividida em duas partes. A primeira parte ¢ uma con-
sequéncia imediata da definicao do grau. Para provar a segunda parte, usare-
mos a propriedade (d3) e vale antes ressaltar que uma componente conexa é
um conjunto conexo maximal, em relagao a inclusao, comparado aos demais
conjuntos conexos. Queremos provar que d(f,2,-) é constante em cada com-
ponente conexa. De fato, R™\ f(02) é um aberto, suas componentes conexas
sao abertos do R”, sendo portanto conexas por caminho. Portanto, se G é
uma componente conexa de R™\ f(0€2) e y1,y, € G, existe uma curva con-
tinua y : [0,1] — G com y(0) = y; e y(1) = y,. Logo, pela propriedade (d3),
concluimos que d(f,Q2,y1) = d(f, 2, y2).

(d6) Para esta demonstracao, usaremos a propriedade (d3). Considere
h(t,x) =tf(z)+ (1 —t)g(x), com te[0,1].

Observe que h(t,x) é uma funcao continua, restando apenas verificar que y ¢

h(t,00) para todo ¢ € [0,1]. De fato, seja 2 € 9f, entao

ht,x) = tf(z)+ (1 —1t)g(x)
= tf(x) +(1—t)f(x)
= f(z)#v,

o que conclui a demonstracao.

(d7) Consequéncia imediata de (d2).
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2.5 A Foéormula Produto

Apresentaremos nesta se¢ao um importante teorema que relaciona o grau de uma
aplicacao composta gf com o grau de g e f. Antes de enunciarmos e provarmos o

teorema, faremos duas importantes observagoes.

Observacao 2 A propriedade do grau (d5) nos diz que o nimero inteiro d(f,,y)
¢ 0 mesmo para cada y em uma mesma componente conexra K de R™\ f(02). Desta
forma, denotemos tal inteiro por d(f,Q, K). Como f(0S2) é compacto, temos uma
componente conexa ilimitada Ko, de R™\f(02), se n > 1 e duas se n = 1. Neste

ultimo caso, denotaremos K., a uniao destas duas componentes ilimitadas.

Observagao 3 Como R™\ f(02) € aberto, as componentes conexas K; sao conjun-
tos abertos, assim, para cada x; € K; encontramos €; tal que B; = B.,(z;) C K;.
Como as bolas sao disjuntas duas a duas, podemos escolher um ponto y; em cada B;,
tal que todas as suas entradas sao racionais. Assim, estabelecemos uma bijecao com
0s ractonais que € enumerdvel, e a uniao de conjuntos enumerdveis € enumerdvel.
Provando entao que o conjunto das componentes conexas K; € um conjunto enu-

merdvel.

Teorema 15 Sejam Q C R" aberto e limitado, f € C(Q), g € C(R"), K; as
Q).

componentes conezxas limitadas de R™\ f(0Q) ey & (9f)(0). Entao

d(gf, ) Zd £, K;) - d(g, Ki, y),
onde somente uma quantidade finita de termos € diferente de zero.

Demonstragao: A demonstragao é bastante técnica e sera dividida em trés partes:

12 Parte. A primeira parte consiste em mostrar que o somatorio exibido no teorema

é finito. De fato, como f(2) é compacto, existe r > 0 tal que f(Q2) C B(0,7). Seja
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M = B(0,r) N g (y). Como y & (gf)(09) segue que M ¢é compacto, por ser uma
intersecao de compactos, e M C R™\ f(02). Como as componentes conexas K;
de R™\ f(02) determinam uma parti¢ao de R™\ f(0f2), podemos admitir a seguinte
igualdade

R™ f(99) = UiKiUKOO.

Portanto, como M é compacto e M C UiKh existe uma cobertura finita tal que
McCcK UKyU..UK,UK,,

onde Kp+1 = koo N BT+1<0)'
Logo, d(f,Q, K,+1) =0 e para j > 2 temos K; C B(0,7) e g ' N K; = ), impli-

cando d(g, K;,y) = 0. Portando, o somatorio do enunciado do teorema ¢ finito.

22 Parte. A segunda parte consiste em demonstrar o teorema para um caso par-
ticular. Suponhamos y regular, f € ¢ (Q), g € C*(R™) e (gf) " (y N S,z) = 0.

A defini¢ao do grau nos diz que
d(gf7Q’y) = Z ‘]Qf(‘r)7
z€(gf) =1 (y)

observe que (¢f)'(z) = ¢'(f(z))f'(z) implica sgnJy¢(x) = sgnJy(f(z)) - sgnds(x),

portanto

Z sgndyp(z) = Z sgndy(z)sgndy(x),

z€(gf) 1 (y) el (y)wef~ ()

podemos entao escrever o somatoério acima na forma
Z sgndy(z)sgnd¢(z) = Z sgndy(z) Z sgndg(x) | ,
zeG~(y),zef~ 1 () zef(Q),2€971 () zef~(2)
e finalmente aplicando a definicao do grau no segundo somatorio, temos que
Z sgnd,(z) Z sgnds(z)| = Z sgndy(2) - f(f,Q, 2).
zef(Q),2€9 1 () zef~1(2) zef(Q),z€97 1 ()
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Como f(Q) c B(0,r), podemos substituir z € f(Q) por z € B(0,7)\f(99),
tendo em vista que d(f, €2, z) = 0 para z ¢ f(€2). Substituindo no somatoério desen-
volvido até o momento, temos

d(gfa Qa y) = Z sgnJg(Z) ’ d(f7 Q? Z)

z€g—1,2z€ B(0,r)\ f(092)

Utilizando a propriedade do grau (d2) com as componentes conexas K; que sdo

disjuntas, e a primeira parte desta demonstracao, temos

p

> sgndy(2) -d(f, Q2) =Y | Y sgndy(z)-d(f,Q,2)]

zeg—1,2€B(0,r)\ f(0R) i=1 | zeK;Ng~(y)
e aplicando a definicao de grau, temos

p p
Z Z sgndy(z) - d(f,Q,2)| = Z a(f,Q, K;) Z sgndy(z).
=1 | zeK;Ng—1(y) i=1 z€K;Ng~—1(y)

Pela propriedade do grau (d5), que nos diz que o grau é o mesmo numero inteiro

para todo z € K;, temos
dgf,Qy) = d(f,Q, K) - d(g, Ki,y).

Como ja provamos anteriormente, a formula continua valida se (gf) ' (y) NS, # 0.

Concluindo a 2° parte da demonstragao.

32 Parte. Finalmente para o caso mais geral consideremos f € C(Q), g € C(R") e

denotemos

Sy =4z € Bry1(0\f(OQ) : d(f,Q,2) =m}

Ny = {i € N d(f,Q, K;) = m}.

Primeiramente, verifiquemos que a igualdade Sy, = J,. ,, I € verdadeira. De

fato, se z € B,11(0)\f(09) e d(f, 2, z) = m entao d(f,Q, K —i) = m, pois z € K;
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para algum K;. Portanto, se z € K; com i € N,, segue que 2z € UieNm K;. Por outro
lado, se 2z € (J,c, Ki entdo z € K; para algum i € N,,, implicando que d(f, (2, z) =
m. Como K; é uma componente conexa limitada, temos que K; C B,i1\f(9%2),
portanto z € 5,,, o que prova a igualdade. Portanto
S0 o i) = | )|
7 meN 'LENm

e aplicando a propriedade do grau (d2), segue que
Zd(faQaKz) 97[(173/ Zm dg, m7y)
O objetivo entao é mostrar que

(9f,y) Zm d(g, Sm, ), (2.4)

para tanto, observe que 0S,, C f(02). Provaremos esta inclusdo por contradigao.
De fato, suponha que exista z € 95,, tal que z ¢ f(09). Logo, z € R"\ f(09),
entao existe ¢ € N tal que z € K;, e como K; é aberto, encontramos ¢ > 0 tal que
B(z,€) C K; ed(f,Q,2") =m paratodo 2’ € B(z,¢). Por outro lado, como z € 95,
temos que B(z,e) N (R™\S,,) # 0, ou seja, existe 2/ € B(z,¢) tal que 2/ & S,,.
Portanto, d(f,2,2') # m com 2’ € B(z,€), que ¢ uma contradigdo. Desta forma,
08, C f(09). Observe que g(05,,) C g(f(052)), pois g € C(R™) e como provamos
0S,, C f(092). Portanto, y ¢ g(0S,) tendo em vista que y & (gf)(0€). Assim,
existe go € C*(R") tal que

d(g()7 Sm7 ?J) = d(ga Sm7 ?J)7

para todo m, além disso,

d(gof,Qy) =d(gf,Q,y). (2.5)

Considere o conjunto My = B(0,7+ 1) N gy '(y). Se este conjunto ¢ vazio entdo a

equagcao (2.4)) é satisfeita imediatamente. Vamos considerar entao que M é diferente
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de vazio. Observe que y & (gof)(02) e observe também que M, é compacto, pois é
interse¢ao de compactos. Portanto, o(My, f(9€2)) > 0. De fato, se o(My, f(0N2)) =
para algum xy € My, teriamos que zg € f(9€2), mas como go(xo) = ¥y, teriamos que
y & (90f)(09), que é um absurdo.

Seja fo € UI(Q) tal que

|f = fol < o(My, f(0Q)) e  fo(Q) C B(0,r+1),

e definimos
Sm = {2z € B(0,r+ 1)\ f0(09Q) : d(fo,, 2z) = m}.

Dado z € M, temos que

o(z, f(082)) > o(Mo, f(09)),

portanto
|f = folo < o(2, f(0K2)).
Entao, pela propriedade do grau (d5) temos que

d(f,Q,z) =d(fo,, 2).

O proximo passo é mostrar que S, = S,,. De fato, pelo que vimos até o momento
podemos dizer que My N S,, = MyN S, e portanto os dois conjuntos estéo contidos
em Sy, N Sp. Observe que y & go(Sim\(Sm N Sm)), pois caso estivesse, existiria
2 € S\ (Sm N S'm) tal que go(2) = y o que é um absurdo pois S,, N My C S, N S .

Entao, pela propriedade do grau (d7), temos que

d(gOa Sma y) = d(g(b Sm N gmv y) = d(907 Sma y)

Utilizando o resultado da 2* parte e essas tltimas observacoes temos que

d(gofo, %, y) = Zm d(go, S, y) Zm d(g0, Sm, ) Zm d(g, Sm, y)-
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Resta entao verificar que d(gofo, 2, y) = d(gof,2,y). Considere entdao a homotopia

h(t, z) = go(f (x) + t(fo(x) = f(x)),

mostraremos que y ¢ h([0,1] x 9Q). De fato, se para algum (to,z9) € [0,1] x Q
tivéssemos y € h([0, 1]x00N), existiria z = f(zo)+to(fo(xo)—f(z0)) tal que go(2) =y,

implicando z € M. Desta forma

o(Mo, f(092)) < |z — f(zo)| = [t(fo(zo) — f(z0))]
< |f = folo < o(Moy, f(02)),

que é um absurdo. Portanto, basta aplicar a propriedade do grau (d3), concluindo

a demonstracao do teorema. m
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Capitulo 3

Aplicacoes do Grau

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas aplicagoes da fungao grau definida e cons-

truida nas secoes precedentes.

3.1 Ponto Fixo de Brouwer

O Teorema do ponto fixo de Brouwer se remete a existéncia de pontos fixos. O
Teorema é bastante ttil para compreensio da topologia dos espacos euclidianos. E
também o ponto de partida para a demonstracao de outros teoremas como o Teorema
do Ponto Fixo de Schauder e o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer. Encontrar pontos
fixos em determinadas fungoes, é uma tarefa de extrema importancia na matematica,

tendo aplicagoes em diversas areas como economia e estatistica.

Teorema 16 (Ponto Fixo de Brouwer) Seja D C R"™ um conjunto compacto

convexo nao vazio e f : D — D uma func¢do continua. Entao f tem um ponto fizo.

Demonstragao: Dividiremos a demonstracao deste importante teorema em duas
partes. Primeiramente, supomos D = B(0,r) tal que f nao possui pontos fixos na

fronteira de D. Definimos h : [0,1] x D — R™ por h(t,x) = x — tf(x). Observamos
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que 0 ¢ h([0,1] x dD). De fato, suponha que h(ty, x9) = 0 para algum ¢, € [0,1] e

xg € 0D, desta forma
r = |.1'0‘ = to‘f(l’o)’ <tor =ty = 1= f(l’o) = Xy,

o que é um absurdo, pois supomos que f nao tem ponto fixo na fronteira de D.
Portanto, usando a propriedade (d3), de invariancia por homotopia do grau, temos
que

d(id — f,intD,0) = d(id, B(0,r),0) = 1.

Logo, a equagdo x — f(z) possui pelo menos uma solu¢do em D e esta solugao é

exatamente o ponto fixo que procurdavamos.

Para o caso mais geral, nosso objetivo é mostrar que f (R™) C convf(D), onde f

é a extensao da funcao continua f, dada por

f(z), se ze€D

flx) = . - , .
(=) (ZQ"@-(@) ZZ"goi(x)f(az), se & D

em que {a',a?, ...} ¢ um subconjunto enumerével denso em D e

) =i (2 O

para x € D.
Denotemos X = convf(D), assim se € D temos que f(x) = f(x) e portanto

f(z) € X. Para o caso em que x ¢ D, observe que f(z) = limS,,, onde

S = [Z zfgoi(x)] 2 ) fla)

Portanto, S,, € X, pois S,, é a combinagio convexa de f(a'), f(a?),..., f(a™), que

sao elementos de f(D). Assim, f(z) € limite de uma sequéncia de elementos de
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X, portanto f(R") c X. Como f(D) € D e D é compacto e convexo, segue que

Ff®R™) C D.

Seja agora r suficientemente grande tal que D C B(0,r). Pela primeira parte da

demonstracdo, sabemos que existe 2 € B(0,r) tal que f(z) = z. Mas, f(z) € D, o

que mostra que x € D. Portanto, f(z) = f(x) = x, isto &, f possui ponto fixo. m

Observacao 4 O Teorema acima permanece vdilido se D for somente homeomorfo
a um compacto convexo. De fato, suponha que D = h(Dgy) com Dy compacto convexo

e h um homeomorfismo. Entio, h™o foh : Dy — Dy € continua. Logo, para

algum xo € Dy temos h™ (f(h(zo))) = xo, isto €, f(h(zo)) = h(zo).

Exibiremos agora uma proposicao e duas aplicagoes, enfatizando este importante

Teorema.

Proposicao 10 Nao existe fungao continua f : B(0,7) — 0B(0,r) que deize fixo

todos os pontos da fronteira.

Demonstragao: De fato, suponha que existe uma aplicagao continua f : B(0,r) —
0B(0,r) tal que f(x) = z para todo € dB(0,r). Considere também ¢ : B(0,r) —
0B(0,7) onde g(z) = — f(x). Observe que a aplicagao g satisfaz as hipoteses exigidas

no Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, pois g é continua, B(0,r) é compacto e

convexo e g(B(0,7)) C B(0,r). Portanto, existe xo € 0B(0,r) tal que

zo = g(70) = —f(20) = —o, [zo| =1,

o que é um absurdo. m

Exemplo: (Perrom-Frobenius.) Seja A = (a;j)nxn com a;; > 0. Entao existe
A>0ex=(x1,...,2,) # 0 tal que z; > 0 para todo i e Ax = Az, isto é, A tem

um autovetor nao-negativo correspondente a um autovalor nao-negativo.
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Primeiramente, definimos o conjunto

D:{xER”:xiZO,We Zazizl}.
i=1

Mostraremos que este conjunto é convexo, limitado e fechado (compacto), caindo
assim nas hipoteses do Teorema do Ponto Fixo. De fato, sejam z,y € D, S = {z €

R*:z=tx+ (1 —1t)y,t €[0,1]} e z; = ta; + (1 — t)y;, assim:
D = ) tnt) (1=,
i=1 i=1 i=1
SO SEREI) o
i=1 i=1

= t+1—t=1,

portanto S C D, concluindo que D é convexo. Seja x € D, entao x; < 1 e assim

x? < 1, implicando

concluindo que D ¢ limitado. Finalmente, considerando a sequéncia (™) C D tal
que " — x, temos que

" — et — o,

ecomo x; > 0e
m m
i=1 i=1

segue que x € D e portanto D é fechado. Considere Axzy = 0 para algum xg € D,
desta forma, tomariamos A = 0 e teriamos o resultado pretendido, portanto, devemos
supor Az # 0, assim ). (Az); > a > 0, para algum « € R. Definimos entéo a

funcao em D da forma
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que é continua em D. Observamos também que f(D) C D, poissex € Dey = f(x),

temos
n

Z (Az);

Ax), - =

n

Z (Az); = Z (Az);

i=1 i=1
Desta forma, f(z) € D e portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a

aplicacao f tem um ponto fixo em D, ou seja, existe xo € D tal que

A
f(xg) = % =29 = Axg = A1y,

Z (Azo);

i=1
n

onde \ = Z (Axy), -
i=1
o

Exibiremos agora um exemplo muito interessante, onde serda usado o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer para garantir a existéncia de solu¢ao em um sistema de

equacoes diferenciais ordinarias.

Exemplo: Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

d
— = W= f(tu)

u(0) = z € B(0,r)

em que f: R x R"” — R" é uma funcao de classe C! periddica na variavel ¢, ou seja,
f(t+w,x) = f(t,x) para algum w € R e para todo (¢,x) € R x R". O objetivo é
escolher uma bola B(0,7) de forma que o problema possua solucdo tnica u(t, z) em
[0,00). Definimos entdo a aplicagdo p;(z) = u(t,x) e suponhamos que f satisfaz a

seguinte condigao de fronteira

n

(f(t,z),x) =D filt,x)a; <0,

i=1
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para todo ¢ € [0,w] e |z| = r. Suponha agora que num instante ¢, a solugao do

sistema atinge a fronteira da bola, neste caso

d

E\U(t)l2 = 2(u/(1), u(t)) = 2f(t, u(t)) - u(t) <0,

ou seja, a norma de u(t) é descrescente perto do instante ¢, em outras palavras,

quando a funcao atinge a fronteira da bola a mesma automaticamente volta para o

interior da bola. Portanto, temos a garantia de que P, : B(0,7) — B(0,r) qualquer
que seja o t > 0. Segue também que a aplicacao F; é continua, pois as solugoes do
sistema variam continuamente com as condigoes iniciais.

Agrupando todas as informagoes obtidas até o momento, satisfazemos as condig¢oes
do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, e portanto, existe um ponto fixo x,, para a
funcdo P,. Assim a equagao tem uma solugdo com a propriedade de que u(0,x,,) =

T, = u(w, x,,) e que satisfaz

u = f(t,u), em (0,w)
u(0) = u(w) =
A ideia é expandir u(t, x,,) w-periodicamente. Assim, considerando v : [0, 00) —
R™ dada por
v(t) = u(t — kw, z,,),

em [kw, (k+ 1)w], obtemos uma solu¢ao w-periodica do sistema. A conclusao é que
u(t, ) é uma solu¢do w-periodica do sistema se, e somente se, z é um ponto fixo do
operador P,. Este operador é conhecido como operador de Poincaré.

<

3.2 Teorema do Ourico

Teorema 17 Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e limitado com 0 € Q e f: 00 —
R™\{0} continua. Suponha também que n € impar. Entao, existe xo € 0N tal que

f(xo) = Az, para algum X # 0.
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Demonstragao: Podemos supor sem perda de generalidade que f € C'(£2). Como
estamos considerando n fmpar, temos que o determinante da matriz identidade ne-
gativa é (—1)" = —1, desta forma, d(—id,2,0) = —1. Dividiremos a demonstragao
em duas partes. Primeiro consideremos o caso em que d(f,2,0) # —1. Definimos a
aplicacao h : [0, 1] x9Q — R™"\{0} tal que h(t,z) = (1—t) f(z)+t(—z). Desta forma,
h(0,z) = f(z) e h(1l,2) = —x = —id(z). Observemos que para algum ¢, € (0,1)
e xg € 0N temos h(ty, xg) = 0, pois caso contrario, pela propriedade do grau (d3),
teriamos

d(h(0,.),9,0) = d(h(1,.),Q,0) = —1,

contradizendo a hipétese. Portanto,

t
me@:ﬂ—mﬁ@@+m@mﬁ¢f@@:1Ot%:Am,
— 1o
de A= 10 £ 0
onde \ = )
11—t
Supomos agora que d(f,€,0) = —1. Neste caso, analogamente a primeira parte

da demonstracao, definimos uma aplicacao h : [0, 1] x 9Q — R™\{0} onde h(t,z) =
(1 — t)f(x) 4+ tx. Desta maneira, h(0,z) = f(z) e h(l,z) = x = id(z). Com
um raciocinio analogo & primeira parte, concluimos que a aplicacao h nao é uma
homotopia admissivel entre f(x) e id(x), ou seja, para algum ty € (0,1) e xy € 0Q

temos h(ty,zo) = 0. Portanto,

Lo

h(to, o) = (1 — to) f (o) + tozo = f(x0) = to—1

Ty = Ao,

t

onde A\ = El#(). |

to
Observacao 5 Um exemplo de que para n par o teorema acima nao € verdadeiro,
¢ considerar uma rotagao por 5 de uma esfera unitdria no R2, onde para qualquer
(11, 22), tem-se f(x1,22) = f(—x9,11). De fato, seja Q = B(0,1) C R?, definimos
f:0Q — R? onde
f(@,y) = (=y, x).
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Afirmamos que nao existe (xo,yo) € 0 tal que f(xo,v0) = Mxo,y0), para algum
A # 0. Supondo que existe, temos que
Ao, Yo) = (Yo, To),

desta forma

ATy = —1o € AYo = To,

e portanto

N =1,
que € um absurdo.

Observagao 6 Seja Q2 = B(0,1), entdo nao existe um campo continuo de vetores
tangentes que nao se anule em S = 0B(0,1). De fato, supomos que na aplica¢io
f 8 — R™ tenhamos f(x) # 0 e (f(x),x) para todo x € S. Temos todas as
hipdteses do Teorema acima satisfeitas, portanto existe o € S tal que f(xg) = \xo,

com A # 0. Mas dessa forma

(f (o), mo) = (Axo, T0) = Almo|> =0,

implicando xo = 0 o que € um absurdo, pois ro € S e 0 & S. Logo, [ se anula em

algum ponto de S.

Um exemplo prético deste Teorema seria:

Exemplo: O vento na superficie da Terra é um campo continuo de vetores tan-
gentes a sua superficie. Desta forma, o Teorema nos diz que em cada instante do

tempo em pelo menos um ponto sobre a superficie do nosso planeta nao venta. ¢

3.3 Teorema de Borsuk

Exibiremos agora um Teorema de suma importancia na teoria do grau. Sempre

que queremos mostrar que uma equacao f(z) = y possui solugdo num conjunto €,
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precisamos mostrar que d(f,Q,y) # 0. O Teorema seguinte serd uma ferramenta

util para realizar esta tarefa.

Teorema 18 (Borsuk) Seja Q C R" aberto, limitado e simétrico com respeito a

origem. Seja f € C(Q) uma funcdo impar com 0 & f(09Q). Entdo d(f,Q,y) é impar.

Demonstragao: Antes de demonstrarmos de fato o teorema, demonstraremos um
caso particular, supondo inicialmente que f € C*(2) e que 0 é um ponto regular de
f,isto &, J;(0) # 0. Neste caso, é suficiente encontrar uma fungao g € C*(£2) impar
tal que 0 ¢ g(S,(€2)) sendo g suficientemente proxma de f. De fato, aplicando a
propriedade do grau (d5), temos que

d(f,2,0) =d(g,Q.0) = sgnJy(0) + > Jy(x).
0#£z€g—1(0)

Como supomos g uma funcdo impar, ou seja, g(z) = —g(—z), temos que g(x) = 0
se, e somente se, g(—z) = 0 e também .J,(-) é par, concluindo entdao que o somatorio
acima ¢ par. Como supomos também que 0 ¢ ¢(S,), temos que sgnJ,(0) # 0.
Portanto, d(f,(2,0) é impar, como desejamos.

O proximo passo é definir esta funcao g, para isto, usaremos o principio da
indugdo. Consideremos ¢ € C'(R), impar tal que ¢'(0) = 0 e p(t) = 0 se, e somente

se, t = 0. Definimos, O = {z € Q: 21 # 0} e f(z) = J((fl)) para x € €;. O Lema

de Sard nos assegura que podemos encontrar y* ¢ f(Sf(Ql)) com |y'| tao pequeno

quanto se queira. Definimos entao a aplicagao

g(x) = f(z) = p(z)y".

E facil ver que g, € C'(Q) é uma funcdo impar e proxima de f em Q. O proximo
passo é mostrar que 0 é um valor regular de g; em €2;. Primeiro observe que podemos

reescrever a funcao g; definida acima, na forma

g1(@) = () (fla)(f(2) = y"),
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para x € €)y. Portanto, quando derivamos obtemos

g1 (x) = ' (@) (f () = y") + (@) f' (@),
para x € ;. Se x € Q; é tal que g;(z) = 0, temos que

g1(z) = f(2) — e(z1)y' =0 = f(z) = o(z1)y’'

implicando
gi(@) = p(a1) f'(x),
para todo z € Q;Ng; *(0). Como temos que (1) # 0 e y' & f(Sf(Ql)), concluimos
que ¢i(x) é ndo singular para todo = € €1, tal que g;(z) = 0 como queriamos.
Supomos agora que ja temos uma fungao impar g, € C'(Q2) proxima de f tal

que 0 & gi(Sy, (%)) para algum k < n. Prosseguindo, definimos

gr1(2) = g(x) — o(zre)y™

com |y**1| suficientemente pequeno e tal que 0 é um valor regular para gpy; no
conjunto {x € Q : x4 # 0}. Para finalizar o processo de indugdo, observe-
mos que gr11 € CY(Q) é fmpar e proxima de f e Q. Podemos concluir que 0 ¢
Gk+1(Sgpss (Qe41)) pOis se & € Qppq1 € 241 = 0, desta forma & € Q, grg1(x) = gr(x),
Gpi1(®) = gj(x) e entdo J,, ., (x) # 0. Portanto, g = g, € C'(Q) & impar, prox-
ima de f em Q e é tal que 0 ¢ g(S,(Q\{0})), pois Q, = Q\{0}. Para finalizar a
demonstracao deste caso particular, observe que pelo passo de indugao temos que
¢(0) = g}(0) = £'(0) e portanto 0 & g(S,(2))

Finalmente para o caso geral, primeiramente definimos g» = 1(g1(z) — g1(—x))
a parte impar de g;. Aproximamos f € C(Q) por g € Ul(Q). Escolhemos um §

positivo que nao seja auto valor de ¢4(0). Definimos também a funcéo f = g, —6-id.

Observe que f € 61((2) e ¢ impar. Provaremos que J;(0) # 0. De fato, observe que

F'(0) = g5(0) = 6 - id,
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e como 0 nao é um autovalor de g5(0), segue que
J5(0) = det(f(0)) = det(gh(0) — 6 - id) # 0.

Portanto, tomando ¢; suficientemente proxima de f e § pequeno, teremos f proxima
de f. Implicando,
d(£,9,0) = d(f,2,0),

que é impar. =

Exibiremos agora um resultado que é a generalizacao imediata do teorema acima.

COROLARIO 1 Seja Q C R™ aberto, limitado e simétrico em relacdo a0 € .
Seja f € C(Q) tal que 0 € f(O) e f(—x) # Af(x) em O para todo A\ > 1. Entdo
d(d,2,0) é impar.

Demonstragao: Basta mostrar que a aplicacao

h(t,x) = f(x) = tf (=),

¢ uma homotopia admissivel. De fato, h(0,z) = f(x) e h(1,z) = f(z) — f(—x) que
¢ uma fungao impar. Logo, como 0 ¢ f(0f2) temos que h(0,z) = f(z) # 0. No caso
t#£0ex € 0N temos que

(t,2) =0 = f(~2) = 3 (@),

que por hipdtese nunca acontece. Portanto, h(t, z) define uma homotopia admissivel

em R™\{0} entre a funcao f e uma fungao g impar, e pelo Teorema de Borsuk, temos

d(f,€,0) =d(g,9,0).
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Apéndice A
- Apendice

Este apéndice destina-se a apresentar sem demonstragoes alguns resultados exi-

bidos na se¢ao preliminar e utilizados no corpo do trabalho.

A.1 Aplicacoes Diferenciaveis

Teorema 19 (Regra da Cadeia) Sejam U C R", V. C R™ abertos, f : U — R™
diferencidvel no ponto a, com f(U) C V, e g:V — RP diferencidvel no ponto
f(a). Entao go f : U — RP ¢ diferencidvel no ponto a, com a derivada dada por

(go f)(a) =g (f(a))- f'(a) : R* — RP.
Demonstragao: Por hipotese, podemos escrever

fla+h) = f(a)+ f/(a) - h+p(h) - |h], com lim p(h) =0

h—0

glb+k)=gb)+4¢' () k+o(k)-|k|, com ]leiirtl)a(k) = 0.

Desta forma,

(go f)la+h)=g(fa)+ f'(a) - h+p(h)-|h]).
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Denotando k = f’(a) - h + p(h) - |h|, obtemos

(goflla+h) = glb+Fk)
= g(b)+g'(b) - (f'(a) - h) +g'(b) - p(h) - || + (k) - ||
= (9o f)a)+[g'(®)- f(a)]- h+C(h) - [h],

onde
, h
C(h) = g(b) - p(h) + 0 -|f(a) - o p(h)].
Se h — 0, entdo k — 0 e f'(a) - 4 ¢ limitada. Portanto lim C'(h) = 0, provando

o m
o teorema. ®

Teorema 20 (Desigualdade do Valor Médio) Dado U C R", seja f : U —
R™ diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que sua
restrigio ao segmento fechado [a,a + v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M para

todo x € (a,a +v) entio |f(a+v)— f(a)] < M|v|.

Demonstracao: Definimos o caminho A : [0,1] — R™ tal que A(¢t) = f(a + tv).
Observe que por hipotese este caminho é continuo e diferenciavel no intervalo aberto

(0,1). Pela regra da cadeia, temos
N(@t) = f'(a+tv)-v,

onde

N < |f(a+tv)] - o] < M -,

para todo t € (0,1). Portanto, pelo Teorema do Valor Médio para caminhos (Ver

[4]),
AL = AMO)| = [fa+v) = fla)] < M - v].
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Teorema 21 (Teorema da Aplicagao Implicita) Sejam U C R™™™ wum con-

Junto aberto e f: U — R™ uma aplicagao de classe C*. Suponha que (a,b) € U ¢é

tal que f(a,b) =0e J?Tf(a, b) # 0. Entao existe um aberto V-C R™ contendo a e uma
Y

inica fungio g : V. — R™ de classe C*, tal que g(a) =b e f(z,g9(x)) =0,Vz € V.
Demonstracao: Ver [7]. =

Teorema 22 (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam U CR" e f: U — R™
uma aplicagdo de classe C'. Se, para a € U, Js(a) # 0, entdo existem abertos V e
W, contendo a e f(a), respectivamente, tais que f € um difeomorfismo de classe C*

entre Ve W. Além disso, para y € W temos

Demonstracao: Ver [7]. =

A.2 Integrais Miultiplas

Teorema 23 A fim de que uma funcao limitada f : A — R seja integrdavel no bloco
A C R™, € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, se possa obter uma
particao P de A tal que

S(f;P)—s(f; P) <e.

Demonstragao: Denotemos [ o conjunto das somas inferiores e H o conjunto
das somas superiores de f. Como s € [ e S € H temos que s < H, implicando,
sup.l < sup.H. Para que f seja integravel, ou seja, para obter sup.l = inf.H,
é suficiente que, para todo ¢ > 0 existam s = s(f;P) € [ e S(f;Q) € H tais
que S(f;Q) — s(f; P) < e. Por hipdtese, temos a primeira implica¢do satisfeita.

Reciprocamente, se f é integravel, dado € > 0, obtemos particoes P’ e P” tais que
SUFP") = s(fi P) <=,
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e considerando P = P’ + P”, obtemos
S(f;P)—s(f; P) < S(f; P") = s(f; ') <&,
como queriamos. =

Proposicao 11 Seja X = {x1,23,...} C R™ um conjunto enumerdvel. Entio X

tem medida nula.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, escolhemos um retangulo C; tal que z; C C; e
vol.(C;) < €/2', para todo i € N. Desta forma, obtemos uma familia de retangulos

fechados que cobre X, tal que

o0 o0

Zvol.(C’i) < Z; <g,

i=1 =1

como queriamos. =

Proposicao 12 Toda reuniao enumerdvel de conjuntos de medida nula é ainda um

congunto de medida nula.

Demonstracgao: Seja X = J;°, X;, uma reunido enumeravel de conjuntos tal que
med.X; = 0 para todo ¢ € N. Dado € > 0 podemos obter, para cada : € N, uma
sequéncia de cubos abertos Cy1, Cia, ..., Cjj, ... tais que X; C JjZ, Cij e 32, vol.Cjy <
£/2". Portanto, X estd contido na reuniao (enumeravel) de todos os Cj;. Dado
qualquer subconjunto finito ¥ C N x N existe k& € N tal que se (i,j) € F entao
1 < K5 <k, logo

Portanto, qualquer que seja a forma de enumerar os Cj;, teremos ) . ;vol (Cy) < g,

implicando med. X =0. =
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Teorema 24 Todo conjunto aberto em R™ pode ser escrito como uma uniao enu-

merdvel de cubos fechados que se interceptam somente e possivelmente na fronteira.

Demonstragao: Denotemos Kj o conjunto de todos os cubos fechados de lado
unitario cujos vértices sao pontos de coordenadas inteiras. Podemos entao dividir
cada cubo de Kj em 2" subcubos fechados dividindo a aresta do cubo original
ao meio e denotemos K; o conjunto de todos esses subcubos. Prosseguindo da
mesma maneira, obtemos uma sequéncia de conjuntos Ky, Ky, ... onde cada K; con-
tém cubos de aresta 1/2° e cada K; é um conjunto enumerével. Dado um aberto
Q2 C R", denotemos Sy o conjunto de todos os cubos de Ky que estao contidos em
2. Analogamente, denotemos S; como sendo o conjunto de todos os cubos de K,
que estao contidos em () com a propriedade de que nenhum cubo de S; é subcubo
de algum cubo de Sy. Prosseguindo da mesma maneira, obtemos uma sequéncia de
conjuntos Sy, S, ... de cubos fechados cuja uniao é o conjunto €2. De fato, como €2 é
aberto, dado x € () existe uma vizinhanga V, de x tal que V, C 2. Como podemos
tomar um cubo tao pequeno quanto se queira, tomemos um cubo contendo z tal que
esteja contido em V. Como a uniao enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel,

o teorema estd demonstrado. =

Teorema 25 Uma funcao f: A — R, limitada no retdngulo A C R™, € integrdvel
se, e somente se, o conjunto Dy dos seus pontos de descontinuidade tem medida

nula.
Demonstracao: Ver [4]. =

Teorema 26 (Teorema de Fubini) Seja f : A x B — R integrdvel no produto
dos retingulos A C R" e B C R™. Para todo x € A, seja f, : B— R definida por

fo(y) = f(x,y) e ponhamos

o(z) = / foy)dy, () = / fuoly)dy.

B
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As fungoes o, 1 A — R, assim definidas, sao integrdveis, com

/ o(x)d = / byde= [ fle.y)dedy,
A A AxB

15to €,

L S, y)dedy = /Adx (ZBf(x,y)dy> = /Adx (7Bf(x,y)dy)_

Demonstragao: Seja P = P, x P, uma partigao qualquer de A x B. Os retangulos
de P sao os produtos By X By, onde By € P, e By € P,. A soma inferior de f relativa

a particao P se escreve
U(f;P)= ZmleBQ'UOZ-(Bﬂ'UOl(BQ) = Z ( Z M B, xB, 'UOHBz)) vol.(By).
BieP1 \B2eP:
Para todo x € By, mp,x, = mp,x5,(f) < mp,(f.). Logo,
Z Mp,xB, - Vol.(By) < Z mp,(f:) - vol.(Bs) < ¢(x).
BoeP, B2ePs
Como esta desigualdade vale para todo x € By, concluimos que
Z Mp,xB, - Vol.(Bz) < mp, (p).
BoePy
Dai,
U(f;P) < Y mp,(p) -vol.(By) = U(p; Py).

BieP

Analogamente, prova-se a desigualdade L(p; Py) < L(f; P). Portanto,

U(f; P) < U(p; 1) < L(p; 1) < L(f3 P),
para qualquer particaio P = P; x P,. Como f é integravel, decorre imediatamente
que ¢ ¢& integravel e que /go(:v)d:v = f(z,y)dzdy. A afirmagdo sobre 1 se

A AxB
prova da mesma maneira. =
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Teorema 27 (Teorema da Mudanga de Variaveis) Sejam A C R™ um con-
Junto aberto e g : A — R™ um funcao bijetiva e de classe C* tal que ¢'(x) # 0 para

todo x € A. Se f: g(A) — R € integrdvel, entdo

/9<A>f N /A<fog)’det,g"

Demonstracao: Ver [7]. =
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