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RESUMO

Neste trabalho provaremos a compacidade do conjunto de solugoes do problema de
Yamabe quando n < 24. Iniciaremos com o estudo das propriedades bésicas de pontos de
blow-up e em seguida provaremos estimativas pontuais, 6timas em certo sentido, que serao
de fundamental importancia para a demonstracao do Teorema do Anulamento de Weyl
nestas dimensoes. O problema de compacidade entao se reduz a mostrar a positividade
de uma certa forma quadratica. Provaremos ainda que, se n > 25, tal forma quadratica
tem autovalores negativos. Vale ressaltar que durante tal processo o Teorema de Massa

Positiva sera uma ferramenta chave na obtencao do resultado principal.
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ABSTRACT

In this paper we prove the compactness of the full set of solutions of the Yamabe
problem when n < 24. We begin with the study of basic properties of blow-up points
and then prove sharp pointwise estimates that will be crucial for the proof of Weyl
Vanishing Theorem in these dimensions. The compactness problem then reduces to show
the positivity of a certain quadratic form. We also show that this quadratic form has
negative eingenvalues, if n > 25. It is noteworthy that during this process the Positive

Mass Theorem is a key tool in obtaining the main result.
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INTRODUCAO

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3 sem fronteira.

A classe conforme de g é o conjunto

l9) = {7 =¢%g: ¢ € C=(M), 6 > 0}.

O problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g com curvatura escalar
conforme, conforme a g. Tal problema é equivalente a encontrar uma solugao positiva para
a equacao

n+2
Agu —c(n)Rgu + Kun=2 =0 em M (1)

onde A, é o operador de Laplace-Beltrami associado a métrica g, R4 ¢ a curvatura escalar

de g, c(n) = 4&77_21), e K é constante. Mais precisamente, se u > 0 ¢ solu¢ao de (2.1)), e
€sCrevermos g = uﬁ g, entdo a curvatura escalar de § é dada por ¢(n) " 'K. O Problema
de Yamabe possui uma estrutura variacional. As métricas g conformes a métrica dada,
que possuem curvatura escalar constante, sao os pontos criticos do seguinte funcional de

energia:

Q) = Jufiats
(fardvg) ™

Como sabemos, a existéncia de uma solu¢do minimizante para o problema de Yamabe

foi estabelecida pelos trabalhos de Yamabe [?], Trundiger ([24]), Aubin ([I]) e Schoen
(122)).

As classes conformes da variedade Riemanniana compacta podem ser classificadas em

trés tipos, de acordo com o sinal do quonciente de Yamabe:

Q(M,g) = inf Q(g).

g€lg]

Se o quociente de Yamabe for negativo, segue do Principio do Méaximo que a solugao
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¢ unica. Caso o quociente de Yamabe seja nulo, a solugdo é Unica a menos de um
fator constante. No entanto, a estrutura do conjunto de solugbes do problema quando o
quociente de Yamabe for positiva pode ser muito rica. O caso mais simples que exemplifica
tal fato é a esfera dotada com a métrica usual (S™,gp). Tal caso é interessante pois
a esfera unitaria é a Unica variedade compacta que admite um grupo nao compacto de
transformagoes conformes Conf(S™) e, segue do teorema de Obata ([19]), que o conjunto

de solugoes do problema de Yamabe, neste caso, é dado por

{M)"(g0) : A € Ry 9 € Conf(S™)}.

Exemplos como S x $7~1 ([22]), mostram que existem um grande ntimero de solugoes
com elevada energia e elevado indice de Morse. De fato, um teorema devido a Pollack ([20])
mostra que em toda variedade compacta M™, com n > 3 e curvatura escalar positiva pode
ser perturbada, na topologia C, para ter tantas soluctes quanto desejarmos. Deste modo
¢é natural nos perguntarmos sobre o que pode ser dito a respeito do conjunto de solugoes
desse problema.

Em um tépico de um curso lecionado na universidade de Stanford em 1988 ([?]), ao
estudar o caso localmente conformemente plano, R.Schoen propds a seguinte conjectura:
Conjectura de Compacidade

O conjunto de solucdes do Problema de Yamabe, no caso em que o quociente de Yamabe
€ positivo, € compacto a menos que a variedade € conformemente equivalente a esfera
euclidiana.

A principal dificuldade para estabelecer o resultado em dimensdes n > 6 é a
demonstragao da Conjectura do Anulamento de Weyl, sobre a localizacao de possiveis
pontos de blow-up.

Em um artigo surpreendente ([?]) Simon Brendle mostrou que a Conjectura de
Compacidade é falsa quando n > 52. Em seguida, Fernando Cod4 e Simon Brendle ([7]),
provaram que a conjectura é falsa para 25 < n < 51. Finalmente, M.Khuri, F.C.Marques
e R.Schoen, provaram (ver [14]) a conjectura afirmativamente quando n < 24. Ficando
estabelecido o seguinte resultado:

A Conjectura de Compacidade € verdadeira se, e somente se, n < 24.

Nosso objetivo nesta dissertagao é estudar os resultados obtidos em [14]. Descreveremos

abaixo, alguns dos resultados principais a serem demonstrados nesta dissertacao.

1 n+2

, n—2:| considere o conjunto

Para qualquer p € [
¢, ={u>0[Lyu+ Ku’ =0em M} (2)

entao nosso principal resultado é:

Teorema 0.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo 3 < n <
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24 sem fronteira. Se (M™,g) tem quociente de Yamabe positiva e ndo é conformemente
difeomorfa para (S™,go), entao para todo € > 0 entdo eriste uma constante C > 0,

dependendo apenas de g e € tal que
Cl<u<C e |u|eee <C, (3)

para qualquer u € Zl+€<p<n7+2 ®,, onde 0 < v < 1.
—t=n-2

Como na construcao dos minimizantes do problema de Yamabe, a prova deste teorema
tem aspecto local e global. O aspecto global envolve o Teorema de Massa Positiva. Para
aplicarmos o teorema de massa positiva para obter estimativas de solucdes do problema de
Yamabe, o tensor de Weyl deve ser nulo para ordem suficientemente alta, de modo que a
energia ADM possa ser definida. Esta é a principal dificuldade do problema, e o préoximo
resultado, afirma que este é exatamente o caso, quando n < 24. Mais especificamente

estabeleceremos o seguinte resultado local:

Teorema 0.2 (Teorema do Anulamento de Weyl). Seja g uma métrica Riemanniana
suave definida na bola unitdria de dimensao n, B1, 6 < n < 24. Suponha que existe uma

sequéncia de solugoes {u;} de
Lgyu; + Ku;" =0, em By, (4)

Di € (1, Z—fg} , tal que para qualquer € > 0, existe uma constante C(€) tal que suppg,\p, i <

C(e) e lim;_o0(supp, u;) = 0o. Entdo o tensor de Weyl W (g) satisfaz,
W (9)l(z) < Clal'

—6
para algum [ > 5>,

Vale observar que, sem assumir o teorema de massa positiva, nosso teorema de

compacidade vale para a classe de variedades (M", g), satisfazendo

n—=6

2
> IVEW(2)? > 0
k=0

para todo z € M.

A demonstracdo do teorema do anulamento de Weyl no caso de pontos de blow-up
isolados simples precisa de um novo método para obtermos restri¢coes locais em um ponto
de blow-up. O primeiro passo para isto é obter aproximacoes fortes de uma sequéncia que
estd explodindo na vizinhanca de um ponto de blow-up. O ponto importante aqui é que
em dimensoes altas, é necessario realizar uma andlise refinada de blow-up indo além do
“standard bubble”.
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Depois de estabelecida esta expansao, podemos aplicar a identidade de Pohozaev para
encontrar obstrugoes locais. Os termos de correcao relevantes advindos da métrica, estao
codificados em uma forma quadratica cuja positividade é suficiente para demonstrarmos
o nosso resultado principal.

No apéndice demonstraremos a positividade da forma quadrética no caso em que
n < 24, observando também que tal fato néo é verdadeiro quando n > 25. A existéncia de
uma dimensao critica para este problema provém de um fato interessante e surpreendente,
que merece ser melhor estudado. Observamos que a demonstracao de que a forma
quadratica é positiva envolve muitas contas e é bastante extensa, por esta razao utilizamos
o Maple para auxiliar no calculo, cujas instrugoes estao disponiveis em ([13]).

O passo final da demonstracao envolve a reducao para o caso de pontos de blow-up
isolados simples. Tal fato envolve renormalizagoes apropriadas para uma situacao a qual o
blow-up é simples para uma sequéncia de métricas convergindo para a métrica euclidiana,
para qual o termo de fronteira correspondente na identidade de Pohozaev é positivo.
Combinando a analise descrita acima para mostrar que os termos interiores sao despreziveis
descartamos a possibilidade de alta energia blow-up no caso em que 3 < n < 24. Notamos
assim, que o resultado é local, e portanto podemos mostrar que localmente o conjunto dos
pontos de blow-up consiste de um numero finito de pontos de blow-up isolados simples.
O que generaliza o resultado obtido pelo terceiro autor no caso de variedades localmente
conformemente planas.

Uma consequéncia do teoremal[0.1]é dar uma demonstragao alternativa para o problema

de Yamabe. Isto segue do fato que, métodos variacionais padrées podem ser usados para

n+2

dar informagoes para a equagao subcritica (4), com p; — b

quando 7 — oco. De forma
mais geral, o teorema de compacidade nos permite calcular o grau total de Leray-Schauder
de todas as solugoes da equagao ([2.1), e obter teoremas de existéncia mais refinados que

discutiremos no capitulo 9.



CAPITULO 1

PRELIMINARES DE GEOMETRIA E
ANALISE

Neste capitulo, faremos uma breve revisao das ferramentas de andlise e geometria
riemanniana necessarias para a compreensao do problema de Yamabe, e do estudo a ser
desenvolvido nesta dissertacao. Para mais detalhes do conteido abordado neste capitulo
ver [3], [2], [12] e [10].

1.1 Variedades Riemannianas

Definigao 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada pontop € M wm produto interno g,, no espaco tangente
T,M, que varia diferenciavelmente no sentido a ser especificado a sequir: se x : U C
R™ — M € um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,...,xy,) = q € x(U)
e %(Q) = dx(e;), entdo gij(x1,...,2n) = <8%¢(Q)’ %(q)) é uma func¢ao diferencidvel.
Uma variedade diferencidvel dotada de uma métrica Riemanniana é chamada variedade

Riemanniana.

Notacao: Denotaremos a métrica g por (-, )4 ou (-, -) quando estiver claro a métrica com

a qual estivermos trabalhando.

Exemplo 1.1. Tomando M = R" com % identificado com e;, onde {e;} € a base candnica

usal do R™, a métrica dada por (e;,ej) = 6;j, torna M wma variedade Riemanniana.

Definicao 1.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave. Se g € outra métrica
Riemanniana em M, diremos que g € conforme a g se, e somente se, existe fun¢do positiva

p € C>®(M) tal que g = pg.



Preliminares de Geometria e Analise

Exemplo 1.2. Fm H" = {x € R" : x, > 0}, podemos considerar a métrica g = égo,
onde go € a métrica euclidiana usual. Por definicao a métrica g € conforme a métrica

euclidiana.

Denotemos por X (M) o espago dos campos de vetores suaves em M e por D(M) o
anel das funcoes reais de classe C*° definidas em M, e T'(M) o fibrado tangente de M.

Introduziremos a seguir uma espécie de derivada de campos de vetores.
Definicao 1.3. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢do
V:T(M)x X(M)— T(M)
(X,Y)— VxY
que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Se X € T,M, entio VxY € T,M;
(it) Para todo p € M a restri¢io de V para T,M x X (M) € bilinear;
(i1i) Se f € uma funcgdo diferencidvel, entao Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;

(iv) Se X eY pertencem a X(M), X de classe C" e Y de classe O™, entio VxY € de

classe C".

Veremos a seguir que a métrica Riemanniana determina de maneira tnica a escolha
de uma conexao Riemanniana para a variedade M. Para isto precisamos das seguintes

definicoes
Definicao 1.4. Uma conexdo é dita

(a) compativel com a métrica g, se é vdlida a relagdo

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ), X,Y,Z e X(M)
b) simétrica quando
( q
VxY — Vy X = [X,Y]
para todo X, Y € X(M).

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, ezxiste uma tnica

conezxao afim V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Observacgao 1.1. A conexao dada pelo Teorema acima é chamada conexdo Riemanniana
de M. A menos de mencdo explicita a wvariedade estarda munida com a conexdo

Riemanniana.
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Para finalizar esta se¢ao especificaremos o que foi feito acima para um sistema de
coordenadas (U, ) especifico. Considerando os campos coordenados X; = 6%1, em U,
podemos escrever Vy, X; = >, F%Xk. Os coeficientes Ffj sao chamados simbolos de
Christoffel da conexao. Quando trabalhamos com a conexao Riemanniana, podemos obter
uma expressao classica dos simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da métrica

Riemanniana dada por

Fij D) ; axig]m + al,jgﬂu 8([3ng] g . (1.1)

Observagao 1.2. A definicdo de derivada covariante pode ser estendida para campos de
tensores suaves, considerando a derivada covariante como uma aplicacdo satisfazendo as

sequintes propriedades:
a) Para fungoes, Vxf = X(f);
b) Vx preserva o tipo de tensor;
¢) Vx comuta com a contragdo;

d) Vx(u®v)=(Vxu) ®v+u® (Vxv), onde u e v sio campos de tensores.

1.1.1 Aplicacao Exponencial

Introduziremos a seguir a nocao de geodésicas como curvas de aceleracao nula. E
possivel verificar que tais curvas possuem a propriedade de minimizar comprimentos para
pontos “suficientemente proximos”, e além disso, se uma curva é minimizante, entao

necessariamente, deverd ser uma geodésica.

Definicao 1.5. Uma curva parametrizada v : I — M €é uma geodésica em ty se
Vcﬂ% = 0, no ponto tyg. Se v € geodésica em t , para todo t € I, dizemos que vy é
dt

uma geodésica.

A proposigao a seguir afirma que se a velocidade v é suficientemente pequena, existe
uma tnica geodésica passando por um ponto ¢, com velocidade v, definida para um certo

intervalo (=6, 9).

Proposigao 1.1. Dado p € M, existem um aberto V.C M, p € V', ndmeros d,e1 > 0 ¢

uma aplicacdo suave

v:(=0,0) xU — M,
U={(q,v):qeV eveTyM com |v| < e}

tais que a curva t — y(t,q,v), t € (=4,9), € a unica geodésica de M que no instante t =0

passa por q com velocidade v, para cada g € V e cada v € TyM com |v| < €.
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Na verdade, é possivel aumentar a velocidade da geodésica diminuindo seu intervalo

de definicao ou vice-versa. Tal fato é decorrente do seguinte lema.

Lema 1.1 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica y(t,q,v) estd definida no

intervalo (—0,0), entao a geodésica y(t,q,av), a > 0, estd definida no intervalo (—é é) e

a’a
a sequinte relacao € vdlida

V(t,q, av) = ~(at, q,v).

Deste modo, pela proposicao anterior e pelo lema de homogeneidade, podemos tornar o
intervalo da geodésica uniformemente grande em uma vizinhanga de p. Mais precisamente

obtemos

Proposigao 1.2. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um nidmero € > 0

e uma aplicacdo suave

v:i(=2,2) xU — M,
U={(qw):qeV eweTM com |w| < €}

tal que t — (t,q,w) € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com

velocidade w, para cada g € V e w € ToM com |w| < e.

A proposicdo acima nos permite introduzir o conceito de aplicacdo exponencial.
Consideremos p € M e U C TM aberto como na proposicao 1.1, Entao a aplicagao

exponencial serd definida como

v
exp(@,v) = 1(1,¢,v) = 7 (M,q, M) |

Podemos considerar a aplicagao exponencial restrita a um aberto do espaco tangente
T, M, isto ¢, definimos

exp, : B:(0) C TyM — M

por exp,(v) = exp(q,v). Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo
um comprimento igual a |v|, a partir de g, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade
v

igual a ol

Proposicao 1.3. Dado ¢ € M, existe ¢ > 0 tal que exp, : B:(0) C TyM — M ¢é um
difeomorfismo de B:(0) sobre um aberto de M.

Se exp,, ¢ um difeomorfismo em uma vizinhanga V' da origem de T, M, exp,V = U
é chamada uma vizinhanga normal de p. Se B.(0) é tal que B.(0) C V, chamamos
exp, B:(0) = B:(p) a bola normal de centro p e raio .

Uma vez que a exponencial é um difeomorfismo local em cada ponto, é possivel induzir

através da aplicacao um sistema de coordenadas natural na variedade M da seguinte
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maneira: Fixando {ey,...,e,} C T, M base ortonormal, definimos as coordenadas normais

como

n
X(z1,...,xp) = expp(z xi€;).
=1

O teorema a seguir é um resultado chave para o estudo de variedades Riemannianas,
uma vez que um dos aspectos mais interessantes da Geometria é compreender a ligacao

existente entre propriedades locais e propriedades globais da variedade.
Teorema 1.2 (Hopf-Rinow). As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) A variedade Riemanniana M é completa como espago métrico;

b) Para algum ponto p € M, todas as geodésicas partindo de p sdo infinitamente

estendiveis;
¢) Todas as geodésicas sao infinitamente estendiveis;

d) Todo subconjunto fechado e limitado de M é compacto;

Mais ainda, temos o sequinte:

Se M ¢é conexa e completa, entdo todo par de pontos (p,q) de M pode ser interligado

por uma geodésica cujo comprimento de arco € igual a d(p,q).

De acordo com o teorema acima, sabemos que exp,(rX), com || X|| = 1, estd definida
paratodor € Re X € S"~!. Sabemos também que a aplicacdo exponencial é diferenciavel.
Desta forma, considere a aplicacdo p : S"~! — (0,00], onde pu(X) é a cota superior do
conjunto dos r € R tais que a geodésica c, definida como ¢(s) = exp,(sX), com s € [0,7],

¢ minimizante.

Definigao 1.6. Seja u(X) definido como anteriormente e 6, = inf u(X), X € S*~1. O
nimero 0, € chamado raio injetivo em p, claramente 6, > 0. Desta forma, podemos definir

o rato injetivo 0 da variedade, como o maior nimero d tal que 6 < 5, para todo p € M.

E possivel provar que para variedades compactas o raio injetivo é estritamente positivo.

1.1.2 Curvaturas

A nocao de curvatura em uma variedade Riemanniana possui uma interpretacao
geométrica que nao abordaremos neste capitulo. Descreveremos a seguir o conceito de

maneira puramente formal.

Definicao 1.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma 2-forma com
valores em Hom(X (M), X (M)) definida como,

(X,Y) = R(X,Y) =VyVx — VxVy + Vixy].

10
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onde V € a conexao Riemanniana de M .

Em coordenadas locais (€2, ¢) podemos escrever

R(Xi, X;) X, = > _ Rl X,
l

onde os coeficientes Ré i, serao as componentes de um (3,1)-tensor em (2, chamado tensor
curvatura. Podemos obter a seguinte expressao dessas componentes com relagao aos

simbolos de Christofell da conexdo Riemanniana
n
l l
Rl =o0;T), — 0T+ > Th, Z . (1.2)
m=1

Denotaremos também Rjjrs = (R(X;, X;) Xy, X) = R(X;, Xj, Xy, X,). E deste modo

obtemos a relacao

Rijrs = <R(Xi;X‘)Xk7X>

- Z R; ik X1y Xs
= Z Rijkgls-
l
Proposicao 1.4. Obtemos assim as sequintes relacoes:

(a) Rijis + Rjpis + Ryijs =0,
(b) Rijrs = —Rjiks,
(¢) Rijks = —Rijsk,
(d) Rijrs = Risij-

Relacionado ao tensor curvatura estd o conceito de curvatura seccional. No que segue,

denotaremos por

2 Ayl = VIz2ly]? - g(x,y)?,
a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores x,y € V.

Proposicao 1.5. Seja o C T, M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente TyM e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. FEntao,

R(z,y,x,y)

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

11
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Definicao 1.8. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M, o
nimero real K(x,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.

Definicao 1.9 (Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar). Seja z = 2, € T,M, |z| = 1.

Tome uma base ortonormal {z1,. .., 2} do hiperplano de T,M ortogonal a x, entdo
Rie(w) = —— S (R(z.z)w.z). i=1,.n— 1
ic(x o122 T, 2i)x, %), t=1,..,n ,
(]
1 .
ZRZG ;) (= 1) Z(R(zi,zjzi,zj», i=1,..,n.

7j
sao chamadas curvatura de Ricci na dire¢do x e curvatura escalar em p.
Algumas vezes utilizaremos a definicdo de curvatura sem a normalizacao apresentada

acima. Notemos que tais curvaturas independem da escolha das bases. De fato, para

observar isto, consideremos a aplicagao bilinear
Q(z,y) = traco da aplicacao z — R(x, 2)y.
E assim, usando as propriedades descritas na proposigao segue que
Qx,y) =Y (R(z,z:)y, z1) = Y _(R(y, i)z, 2) = Q(y, z).
i i

para uma base ortonormal {zi,...,2z,-1,2, = z}. Logo, @ é simétrica e Q(z,z) =
(n — 1)Ric(x) independe da base escolhida. Defina agora a aplicagao auto-adjunta K

associada a () dada por

Q(z,y) = (K(z),y)

Numa base ortonormal {z;} temos

traco de K = Z<K(Zj)7zj> = ZQ('ZJ?Zj)

= (n—1) ZRic(zj) =n(n— 1)Rg(p)~

ficando assim demonstrado o que a curvatura esté intrinsecamente determinada. A forma
bilinear —Q é chamada tensor de Ricci.

Descreveremos o que foi feito acima para um sistema de coordenadas locais (U, x).
Seja X; = 8:0 ,gi; = (X4, X;), eg¥ a matriz inversa de g;;. Entao os coeficientes da forma

bilinear —-@ na base {X;} sdo dados por

1
m — Z uk — Z Rzgksg

12
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Relembremos agora que se A : T,M — T,M ¢ uma aplicacao linear auto-adjunta e
B :T,M xT,M — R é a forma bilinear a ela associada, isto é, B(x,y) = (A(z),y), entao o
trago de A = 3., B(X;, Xx)g™*. Portanto a curvatura escalar no sistema de coordenadas

¢é dada por

1 ,
Ry = n—1 ZRingk-
ik

A partir de agora utilizaremos a notagao de Einstein, onde um indice que aparece duas

vezes em um produto deve ser somado de 1 a n.

1.1.3 Campos de Jacobi

Os campos de Jacobi sao desenvolvidos como uma forma de relacionar ao conceito
de curvatura a nocao de geodésica. A curvatura seccional K(p,o) mede a “velocidade
de afastamento” das geodésicas que saem de p e sao tangentes a o, para formalizar
precisamente essa nogao de afastamento precisamos introduzir a ideia de campos de
Jacobi. Abordaremos nesta segdo apenas a sua definicdo e um resultado que sera relevante
para o desenvolvimento desta dissertacao, finalizando assim a breve revisao de geometria

Riemanniana.

Defini¢ao 1.10. Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J ao

longo de v é um campo de Jacobi se satisfaz a equagdo de Jacobi

2
D RO, () () =0

para t € [0, al.

Proposigao 1.6. Sejap € M e~ :[0,a] = M uma geodésica com v(0) = p, 7'(0) = v.
Seja w € T,(Tp,M) com |w| =1 e seja J o campo de Jacobi ao longo de v dado por

J(t) = (dexp,)w(tw), 0<t<a.

Entdo o desenvolvimento de Taylor de ||J(t)||*> em torno det =0 ¢ dado por

IO = # — 5 (R(w, w)v, w)t! + R(2),

Bt _ .

onde hmt*)o e

1.2 O Operador de Laplace-Beltrami

Introduziremos a seguir os conceitos necessarios para a introdugao do operador de
Laplace-Beltrami e obteremos uma expressao para o operador em coordenadas locais.

Definiremos também alguma da notacao que utilizaremos no decorrer do texto.

13
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Definigao 1.11.  a) Seja u € C*°(M,R) uma fun¢do suave. O gradiente de u € um

campo diferencidvel em M satisfazendo

(gradu(p),v) = duy(v), YveT,M (1.3)

b) Seja Y € X(M) um campo vetorial suave. A divergéncia de Y é uma fung¢ao suave

em M dada por

divy : M —- R
p > (divY)(p) = tr{X(p) = Vy X (p)}

onde tr denota o traco de um operador linear.

¢) O operador de Laplace-Beltrami de w € C*°(M,R) € definido como
Au = div(gradu).

A seguir obteremos uma expressao para as defini¢oes acima em coordenadas locais
X, = %. De fato, uma vez que o gradiente de uma funcao é um campo diferencidvel, em
K3

coordenadas locais podemos escrever

“~ 9
gradu = Z aig—,
i=1 O

onde pela definigao (1.3]), segue que

Consideremos a aplicagao linear
E(Y) = Vygradu = VY(Z a; X;),

e portanto, usando a notagao V; = Vi, e avaliando nos elementos da base, vem que

Oa;
BG) = (k) = e+ )
= Y rhx Y 0,
i k

Sendo assim, obtemos

Au = Z(Z aif‘gj + :;)Zj) (1.5)

14
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.. , Oa; . . . ~
Nosso objetivo agora é calcular o termo 72, para isto iremos derivar a expressao
J

Dk ging™ = 0;; em relacao a x;. Obteremos assim,
39
L DY LTI O T T
i
Substituindo (1.4)) em ([1.5]) e utilizando a expressao (1.6)), segue que

Ay — Z(Z k@u Za Z ]kau

ik
L 0% , 8u
_ jk ik Y% im k: ik J
B Zg ﬁxjaxk+zg ZZQ L Z Ti) (936
jk ijk
e assim
0%u ou .,

Au = i — —TI).
Zg (8:(:1'830]- 0T i)
m
Usando novamente a expressao (1.6) na expressao acima obtemos

Au = Z(ai Z Jm rl (1.8)
ij ¢

Relembrando a expressao dos simbolos de Christoffel em termos da métrica vem que

ijk ijk

; g ghi ki
D Thg™ = Z&T gir)g"'g m“rza (gri)g"' g™ — Za (9:1)9"'9™),
]
derivando ) y gjkgmj = dmi, em relagao a x;, e substituindo na expressao anterior temos

Zrz]gmj = Z 8 gk;z kl mj) (19)

ijk

Note que

0 1 0
—~ loo+/deta = O
2 Z det g 8ac (9

a5 Zgll 0 gzl

onde Cj = (—1)detg(i/l) e g(i/l) é a matriz obtida de g retirando-se a linha i e a
coluna [. Substituindo em (|1.9)), obtemos

o 9
%:nggm] = Z 37%(108; v det g)g™

J

15



Preliminares de Geometria e Analise

Inserindo a expressao acima obtida em (|1.6]), obtemos uma nova expressao para o operador

de Laplace-Beltrami,

1 0, i ou
)

1.3 Espacos de Sobolev em Variedades

Definiremos a seguir a nocgao de espagos de Sobolev para variedades Riemannianas,
nocao indispensavel para o estudo de equacoes diferenciais em variedades. Nesta secao
nao demonstraremos os resultados principais, deixando como referéncia o livro do [Aubin].

Estabeleceremos a seguir as notacgoes necessarias para o desenvolvimento do capitulo.

Defini¢ao 1.12. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana suave de dimensao n. Para

uma fungao real u € C*(M™), definimos:
IVFu|? = VIV V%V, Vay, - .. Va, U,

onde VY =3 g%V, Em particular
n .
IVOul| = Jul, |[V'u]? =) ViuViu,
i=1

e VFp denota a k-ésima derivada covariante de .

Consideremos o espago C*P(M), das fungdes C™, tais que |V'u| € LP(M), para todo

lcom0<I[<k, onde k el sao inteiros e p > 1 é um ntmero real.

Definicao 1.13. O espaco de Sobolev WP*(M) € o completamento de C*P(M) com relagio

a norma

k
l
lullwes = [V ullp-
=0

O espago Wg’p(M) ¢ o fecho de D(M) em WEP(M), onde D(M) ¢é o espaco das funcdes

suaves com suporte compacto em M. Podemos considerar a norma equivalente

1/p

k
> IVl
1=0

Quando p = 2, o espaco H¥(M) = W2F(M), é um espaco de Hilbert com o produto

interno proveniente da norma acima.

A seguir apresentaremos os teoremas fundamentais sobre espagos de Sobolev, de modo

que possamos ter ferramentas para a discussao do Problema de Yamabe.
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Teorema 1.3 (Imersao de Sobolev). Sejam k e l dois inteiros com k > 1> 0, p e
q dois nimeros reais com 1 < q < p satisfazendo, 1/p = 1/q — (k —1)/n. O teorema da

imersdo de Sobolev assequra que para R™, W4 C WP continuamente.

Se (k—1)/n > 1/q, entdo W*4 C C% continuamente. Aqui, r > 0 é um inteiro e o
conjunto C € o conjunto das funcoes limitadas cujas derivadas de ordem menor ou igual

a T também sao limitadas, onde

= Viul.
|ullcr Onglfgsupl ul

Se (k—r —a)/n > 1/q, entdo WH1 C C™* continuamente, onde o é um naimero
real satisfazendo 0 < a <1 e C™* € o0 espago das fungoes de classe C", cujas derivadas

satisfazem a condicdo de Hélder com expoente «, onde

ulp) —
||u||ce = sup |u| + sup 1Mp) — )1 o
p#q d(p7 Q)

Teorema 1.4. O teorema da imersao de Sobolev € valido para variedades compactas. Mais

ainda, W54 nao depende da métrica Riemanniana.

Teorema 1.5 (Mergulho de Sobolev). Se 1 < ¢ < n entdo toda o € WH4(R") satisfaz:

el < K(n, g)[Vellg,

com1l/p=1/g—1/n e

—1[ n— I(n+1 L/m
Kinq) = 1= | 2= el

1/q
n—gq|n(q— 1)} [F(n/Q)F(n +1—n/q)wn

para 1l < qg<mn, e

K(n,l)zl[ n ]1/71.

n | Wnp—1

ou seja, K(n,q) é a norma do mergulho W9 C LP que € atingido pelas funcies
pl@) = A+ [l ) 7a,

onde A € um numero real positivo qualquer.

Teorema 1.6. O teorema do mergulho de Sobolev € vdlido para toda variedade completa
M com curvatura limitada e raio injetivo § > 0. Mais ainda, para todo € > 0, existe uma

constante Aq(e) tal que toda p € W4 satisfaz:

lellp < K (n,q) +ellVellg + Ag(e)llellg;
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onde 1/p=1/q—1/n e K(n,q) € a melhor constante tendo esta propriedade.

Os dois teoremas a seguir nos fornecem desigualdades 6timas, importantes no decorrer

do estudo:

Teorema 1.7. Seja M™ uma variedade suave com raio injetivo 69 > 0. Se a curvatura
for constante ou se a dimensdo € dois e a curvatura € limitada, entao Aq(0) existe e toda
¢ € WH(M) satisfaz

lelly < K (n, @) IVellg + Ag(0)llllg-

Para M =R" ou H", o desigualdade vale com A4(0) = 0.

Teorema 1.8. Eziste uma constante A(q) tal que toda ¢ € W1H9(S™) satisfaz:

lellp < K n, )lIVelg + Aldllellg,  sel<g<2
il 7Y < K (n, )/ V|Vl 7D + Alg) 0| @Y se2< g <n.

Se M™, n > 3, ¢ uwma variedade Riemanniana com curvatura escalar constante e raio

injetivo 0 > 0 entdo existe uma constante A, tal que toda p € W12(M™) satisfaz:

5 < K(1n,2)°|[ V|3 + Allwll3.

1%

Para a esfera de volume 1, a desigualdade € vdlida com A = 1.

A seguir veremos uma versdo do Teorema de Rellich-Kondrakov no caso em que a

variedade é compacta. Antes, porém, relembremos o resultado para o caso euclidiano:

Teorema 1.9 (Kondrakov). Seja k > 0 um inteiro, p e q nimeros reais satisfazendo
1>1/p>1/qg—k/n>0. Se Q CR"™ é aberto e limitado e tem fronteira suficientemente

reqular, isto é, O € de classe C ou lipschitziana, entdo
a) A imersio WH4(Q) C LP(Q) é compacta;
b) A imersio Wk4(Q) C C¥(Q) é compacta se k —a >n/q, com 0 < a < 1;

c) Se Q) € um aberto limitado de R™, as seguintes imersoes sao compactas:
Wd(Q) € LP(Q) e Wy(Q) C C¥(Q).

Teorema 1.10. O teorema de Kondrakov ¢é wdlido para variedades Riemannianas
compactas, e para variedades Riemannianas W™ com fronteira de classe C*. Assim, as

seguintes imersoes sao compactas:
a) Wka(M) C LP(M) e WEa(W) c LP(W), onde 1 > 1/p > 1/q — k/n > 0;

b) Wha(M) c C*(M) e WFI(W) Cc C*(W), sek —a >n/q, com0<a<1.
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1.4 Equacoes Elipticas e Teoria de Regularidade

A seguir definiremos a nocao de operadores elipticos e apresentaremos os resultados

principais de teoria de regularidade.

Definicao 1.14. Seja M™ uma variedade Riemanniana. Um operador diferencial linear

A(u) de ordem 2m em M™, escrito em uma carta local (2, @), é uma expressao da forma:

2m

A(w) = a1 Ve, ... Vau, (1.11)
=0

onde a; sdo l-tensores e u € C?*™(M). Escreveremos, por simplicidade, A(u) = a;V'u. Os
termos de maior ordem sdo chamados de partes lideres.
O operador € dito eliptico em um ponto x € Q, se existe A\(x) > 1, tal que, par todo

vetor £ temos
€PN () <@g 2™ (@)éay - - - Eazm < A@)[IE]P™ (1.12)

2m

Diremos que o operador é uniformemente eliptico em 2, se existe Ao e AN(z), 1 < A(z) < Ao,
tal que a desigualdade (1.12)) € vdlida para todo x € Q.

Definicao 1.15. Um operador diferencial A de ordem 2m em M™, € um operador na
forma A(u) = f(x,u,Vu,...,V?™u), onde f é uma fungdo diferencidvel com relagio as

suas entradas. A primeira variacio de f em ug € C*™(Q) € o operador diferencial linear

2m
Of (x,ug, Vuo, ..., V")
A _ , W0, ) ) oo
UO(U) =0 6Vo¢1...alu v LoV
0
= (‘WJ;L(.ﬁU,UQ,VUO,...,VQmUO)Vl,

onde Vo, . .qyt = Vg, ... Vou. Se A;O € um operador eliptico em ug, entao A é chamado

eliptico em uy.

Consideremos A um operador diferencial linear de ordem 2m definido em uma
variedade Riemanniana M, com ou sem fronteira. Até agora, entendemos por solugao
de uma equacdo A(u) = f, como sendo uma funcio u € C?™ satisfazendo a equacio
pontualmente. A seguir generalizaremos para variedades Riemannianas a ideia de solugao
fraca de uma equacao.

Se f € LP e se os coeficientes de A sdo mensurdveis e localmente limitados, diremos
que u € W2™P(M) é uma solucao forte no sentido LP da equacio A(u) = f se existe uma
sequéncia {;} de fungoes suaves em M tal que p — u € W2™P(M) e A(p;) — f € LP(M).
De fato, neste caso as derivadas fracas de ordem até 2m (no sentido das distribuigdes) sao

funcoes em LP(M) satisfazendo A(u) = f q.t.p.
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Definigao 1.16. Seja A(u) = a;V'u. Se os tensores a; € C'(M) para 0 < 1 < 2m, entdo

definimos o adjunto formal de A como

A () = (-1)'V'(par).

Diremos que u € L'(M) satisfaz a equacio A(u) = f no sentido das distribuicoes, se

para toda ¢ € C§°(M) for vélido

/M WA (9)dV, = /M fdv,

Se os coeficientes a; € C°°(M), entao a distribuicdo u satisfaz A(u) = f se para toda
p e Cge(M):
(u, A%()) = ([, ©)-

Assim, uma dada distribuicao é alguma derivada fraca de ordem, digamos r, de uma fungao
localmente integravel. Neste caso (u, A*(p)) faz sentido se os coeficientes a; € CH7(M).

Se o operador puder ser escrito na forma divergente, isto é, se for possivel escrever
A(u) como

A(U) = Z voq...ak (G/Zé’llmakﬁlmﬁlVﬁl_._ﬁlu) + Z blvlu,

0<k<m =0
0<i<m

onde a; sao k + [-tensores e by sao [-tensores, entao u € W™P (M) é dita solucao classica
de A(u) = f com f € LY(M) se para toda ¢ € C§°(M) verificarmos

> ot f

0<k<m M
0<I<m

ar V' uVFedVy + / b ViudV, = / fpdVy,.
1=0 M M

Neste caso precisamos apenas supor que ai; sao mensuraveis e localmente limitadas
para todo par (k,l). Note que estas defini¢coes de solugao fraca e generalizada nao sao
equivalentes, uma vez que dependem das propriedades dos coeficientes.

Para um operador diferencial nao linear do tipo

A(u) =Y (-1)'Va, oy AT 2,0, Vu, .., V) = (-1)'V' A4,
=0

onde A; s@o l-tensores em M, u € C™(M) é dita uma solugao fraca de A(u) = 0, se para

toda ¢ € C§°(M), satisfizer

Z/Alal”.al (:Bj ’LL, vu7 A 7vmu)Va1"'al(pd‘/g - 0
=0
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Em particular consideremos o problema
Agu+a(z)u = f(x),z € M, (1.13)

onde a, f : M — R sao fungoes dadas. Neste caso, diremos que u é solugao fraca de ((1.13))

/M Vu, VédV, + /M aud — /M fodv, =0,

quando,

para toda ¢ € HY(M).

Nosso objetivo agora, é enunciar os resultados de regularidade mais importantes a cerca
de teoria de regularidade. E possivel verificar que, utilizando procedimentos de colagem,
os resultados que anunciaremos a seguir podem ser formulados no contexto de variedades

compactas.

Teorema 1.11. Seja Q um aberto de R™. Denotando por A o laplaciano com relagdo a

1

qualquer métrica em Q, seuw € L () € uma solugdo fraca para a equacio Au = f, entdo

a) (Estimativa L9) Se [ € Wk4(Q), entdo u € WF2P(Qq), para todo compacto Qg C Q.
Se u € L1(Q), entao

[ullwrzae) < CUAUlwra) + lulla@)

b)(Estimativas de Schauder) Se f € CHY(Q), entdo u € CF2%(Qy), para todo
compacto Qy C Q. Seu € C*(M) entdo

[ullcrsza(ay) < ClAullcranr + llullcear)-

Teorema 1.12. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta. Considere u € L}, (M)
uma solugao fraca para Au = f.

a) Se f € Wha(M), entdo u € W Ea(M), e
[ullwrrz.aary < CUIAUllwraary + l[ullLacar))-
b) Se f € C**(M), entio u € C*2%(M) e,

[ullerr2.aary < O AUl croiary + llullca(ary)-

Teorema 1.13 (Principio do Méximo Forte). Se h é uma fung¢io nao negativa,
regular, definida em uma variedade coneva M e u € C%*(M) satisfaz (A + h)u > 0.

Se u atinge o seu minimo m < 0, entdo u € constante em M.
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1.5 Funcao de Green para o Laplaciano

No caso euclidiano, quando consideremos a solucao fundamental do laplaciano,
sabemos que paran < 3, AQdiSt(TQ*”) = (n—2)wy—10, €, cason = 2, Agaist logr = =210,
onde 4, é a funcao de Dirac em p, r = d(P,Q) e wy—1 é o volume da esfera unitéria de
dimensao n — 1.

No caso de uma variedade Riemanniana, r é apenas uma funcéo Lipschitziana, e
por este motivo, com o objetivo de demonstrar a existéncia de uma fungao de Green,
consideraremos uma fungao positiva decrescente f(r), que é igual a 1 em uma vizinhanga

de 0 e nula quando r > d(p) o raio injetivo de p. Definimos assim,

n—2wp_1]" 2" f(r), paran <3
H(p,q) = . jl | () (1.14)
—(2m)" " f(r)logr, paran = 2.
Proposigao 1.7. Para toda 1) € C%(M), obtemos a Férmula de Green:
/ H(p, ) A (q)dVy (g / AgH (p, 0)()dVy(q). (1.15)

Definicao 1.17. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira de classe

C>®. A fungao de Green G(p,q) do laplaciano é uma aplicagio de M x M satisfazendo
AQd’istG(Pv Q) = 510(@)7 (116)

que se anula na fronteira.

Se M é uma variedade compacta suave com volume V', a fungdo de Green G(p,q) é

uma fungao satisfazendo

AQaistG(P,Q) = 6,(Q) = V1.
A seguir enunciaremos o teorema principal desta segao.

Teorema 1.14. Seja M"™ uma variedade Riemanniana compacta suave. Entdo existe uma

fungdo de Green G(p,q) para o laplaciano que possui as sequintes propriedades:

(a) Para toda fungio ¢ € C?, temos
o(p) =V~! dVy( G(p, ¢)Ap(q)dV,
() /M (9) / (P, ) Ap(q)dVy(q)-

(b) G(p,q) € uma fungdo suave sobre M x M com exce¢do da diagonal.
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(c) Existe uma constante k tal que

|G(p,q)| < k(14 |logr|), paran=2 e
|G(p.q)| < kr*™" paran > 2,
IV,G(p,q)| < kr'™ e [V2G(p,q)] < kr™" com r = d(p,q).

(d) Existe uma constante A tal que G(p,q) > A. Uma vez que a fungdo de Green é
definida a menos de uma constante, podemos escolhe-la de modo que a funcdo seja

positiva.

(e) [G(p,q)dVy(p) = constante. Podemos escolher a fung¢io de Green de modo que a

integral € nula.

(f) G(p,q) = G(q,p)-

E possivel demonstrar a existéncia da fungdo de Green para um operador coercivo da
forma Ay + h. E possivel demonstrar que existe uma fungdo G : M x M\Djy; — R, onde
Dy é a diagonal de M x M, tal que para todo z € M, G, = G(z,-) € L'(M), tal que
para todo u € C?(M) e x € M, temos

uw) = [ Gla)(Bguts) + ey, (117)
e tal que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) Para quaisquer z,y € M,G(z,y) = G(y,z) e G(z,y) > 0. Mais ainda, para
qualquer z € M, a fungao G, : M\{z} — R, dada por G,(y) = G(x,y) pertence a
2,
Cloe (M\{z}).

(P2) Para quaisquer z,y € M, dy(z,y)"2G(z,y) < C.

(P3) Existe 6 > 0, dependendo apenas de (M, g), tal que, para quaisquer z,y € M, x # y,
se dg(x,y) < 0, entdo

1
(n —2)wy—1

dg('r7 y)n72G(l" y) -

< Cdg(x7y)> €

dg(xv y)nil ‘VyG(% y)‘ -

‘ < Cdy (. )

n—1
onde w,_1 é o volume da esfera unitaria e C' > 0 é uma constante.

A demonstragao destes fatos estdo no apéndice de [10].
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1.6 Variedades Localmente Conformemente Planas

Para finalizar os pré-requisitos basicos para o nosso estudo precisamos introduzir a

nocao de variedades localmente conformemente planas.

Definicao 1.18. Diremos que uma wvariedade Riemanniana (M™,g) ¢é localmente
conformemente plana se todo ponto p € M possuir uma vizinhanca onde existe uma

métrica g conforme a métrica dada que é plana

Quando a variedade é localmente conformemente plana, existe um atlas (€, ¢;)ier
onde as aplicagoes ¢; sao difeomorfismos conformes entre (€2, g;) e (R, go), onde g; sdo as
restrigoes da métrica g ao subdominio €2;. Em 1822, Gauss demonstrou que toda superficie
admite coordenadas isotermais, e desta forma, toda variedade Riemanniana de dimensao 2
é localmente conformemente plana. Para dimensoes maiores, introduziremos os seguintes

campos tensores.

Definicao 1.19. O Tensor de Weyl € definido através de suas componentes em cartas

locais pela expressao

(Rirgji — Ragjr + Rjugix — Rjrga) (1.18)
R

+m(gﬂgik = gjkgi)- (1.19)

1
Wikt = Rijr — pr—

O Tensor de Schouten é definido por

1

Sij:n—Z

2R;j — (nR_gl)gij - (1.20)
Ou seja, o Tensor de Weyl é a parte livre de traco do tensor curvatura. E possivel
verificar que o Tensor de Weyl é conformemente invariante e ainda que, em dimensao 3,
Wijiw = 0. Interpretando fisicamente, o tensor de Weyl é uma medida da curvatura do
espaco-tempo.
O teorema a seguir sera uma importante caracterizacao para as variedades localmente

conformemente planas.

Teorema 1.15. Uma condicdo necessdria e suficiente para uma variedade Riemanniana
ser localmente conformemente plana é que Wi = 0 quando n > 3 e Vi.S;; = VS,

quando n = 3.

Exemplo 1.3. As wvariedades Riemannianas com curvatura seccional constante sao

localmente conformemente planas.
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CAPITULO 2

PROBLEMA DE YAMABE

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar um breve resumo histérico do problema
de Yamabe, bem como apresentar algumas ferramentas mais especificas da Geometria

Riemanniana necessarias ao longo desta dissertacao.

2.1 Problema de Yamabe

Deformagoes conformes da métrica Riemanniana de uma dada variedade tem tido
fundamental importancia em geometria Riemanniana. Um fato relevante, garantido pelo
teorema da uniformizacao de andlise complexa, nos mostra que toda superficie admite
uma métrica Riemanniana cuja curvatura Gaussiana é constante, o que merece destaque
uma vez que reduz questoes topoldgicas a questoes puramente geométricas.

Uma pergunta interessante seria saber se tal fato admite generalizagoes, isto é, se toda
variedade Riemanniana de dimensao n, admite uma métrica conforme cuja curvatura
escalar é constante. Uma resposta afirmativa para esta questdao facilitaria intmeras
questoes da topologia diferencial reduzindo-as, por exemplo, & questoes geométricas sobre
modelos de curvatura constante. No entanto, é ficil ver que tal fato pode nao ser
verdadeiro. De modo geral este problema ¢é altamente indeterminado: o tensor curvatura
tem ordem de n* componentes independentes, enquanto uma mudanca conforme da
métrica nos permite apenas escolher uma tunica funcdo desconhecida. Por exemplo, se
n > 4, o tensor de Weyl, formado através das componentes do tensor curvatura, é
conformemente invariante e nulo, se e somente se, a métrica é conformemente equivalente
a métrica euclidiana. Assim, o natural seria buscarmos uma métrica Riemanniana
conforme cuja curvatura escalar permaneca constante, para entdo olharmos para uma

funcao desconhecida satisfazendo uma condicdo. Assim obtemos o seguinte problema:
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Problema de Yamabe:

Dada uma variedade Riemanniana suave, compacta e sem fronteira (M, g) de dimensao
n > 3, ewiste uma métrica g conforme a métrica g cuja com curvatura escalar seja
constante?

O problema acima possui uma formulagdo analitica. De fato, provaremos a seguir,
que resolver o problema de Yamabe é equivalente a encontrar uma solucao estritamente

positiva para a equagao diferencial com expoente critico

4(n—1)

n+42
p— Agu—Rgu—FKun%?:O, u>0em M (2.1)

onde R, ¢é a curvatura escalar e K é uma constante. Deste modo, se u é solugao de ([2.1)
4 —_ .
entao a métrica g = u»—2¢g tem curvatura constante igual a K.
Provemos que as formulacoes descritas acima para o problema sao equivalentes. Por

(1.2) sabemos que, em coordenadas locais, o tensor de Ricci é dado por
t ¢ t ¢
Rij = oy — o1 + T3 — L

onde

Tk — lgkz 9gii + 9g;i _ 0gij
Y2 Ox;  Ox; oxy

sao os simbolos de Christoffel da métrica g. Denotemos por fz os simbolos de Christofell

para a métrica conforme g = pg. Entao teremos, por um céalculo direto que

Tk }~kl % aﬁjl_a@j
Fij aCCj + 8371 8561

29
1 dp _ op _ op _

= Tk o+ Z 8[| 22,1, 1, 9P -1
ij + 29 axjp gir + 8$ip gj1 axlp Gij

1 (0(log p) 9d(log p) d(log p)
ko , L K
Pij + 2 < 833j 5lk + 8331 6jk 9ii9 ’

K]
oxy J
Obtemos assim uma expressao para o tensor de Ricci dada por

~ n—2 n—2
Rij = Rij — ——(log p)ij + —

1 n—2
(log p)i(log p); — 5 (A(log p) + ——[log pl*)gij. (2.2)
Uma vez que a curvatura Rz = g f?ij, segue da expressao acima que

L= 1)(n - 6)p~3|VpP

Rg=p"'Ry—(n—1)p"*Ap— 7

4
Para eliminar o termo gradiente, como n > 3, escreveremos p = un—2, com u > 0 em M.
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Teremos assim

A(uﬁ) = \/(;Tw%:aiz<g” detgagl;)
= &@Za{i<g” detgﬁé)u“
Zgw\/iau6

n—2\/det Jn—28a:l
N = L(ﬁ — )|Vl *un=? (2.3)
n—2 (n—2)2 ‘ )
Observe também que
un 2 (un 2) 42 2 12—2n
n— 2 ’LJ e n—2 24
N R R = (24)

Portanto, substituindo (2.3]) e (2.4) em (2.2]), obtemos

Rz = _%R = Aun=2 42 6 Vul? e
= u g U p— wun —G—W( —n)|Vul“u

1 12 42 12— 2n|vu|2
—Z(n— 1)<n—6)u n—2 <(,n_2)2u n—2

= oyt <Rgu - LHA@ . (2.5)

Assim, se a curvatura escalar da métrica conforme for uma constante K, teremos

K =u s Ryu — MAu ,
(n—2)

que é equivalente a encontrar uma solucao u > 0, da equacao

4(n—1)

p— Au—Rgu—FKU%:O.

Concluimos assim que se existir uma funcao positiva u e uma constante K satisfazendo
a equagao , entdo a métrica g = uﬁ g tem curvatura escalar constante igual a
K, ficando entao demonstrada a equivaléncia da formulagao geométrica e da formulagao
analitica do problema de Yamabe.

Em 1960, H. Yamabe [25] acreditou ter solucionado este problema usando métodos
variacionais e técnicas de equactes diferenciais parciais elipticas. Uma vez que a

formulacao analitica do problema de Yamabe é uma equagao com expoente critico, os
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métodos diretos nao poderiam ser utilizados para solucionar o problema. A ideia de

Yamabe entao foi provar a existéncia de solucao no caso subcritico, e assim obter uma

sequéncia de solugoes para o problema subcritico de modo que, a fungao u obtida através
A m s ~

do limite quando ¢ — -*%, é solucao de (2.1)).

Para g € (2,2*) consideremos o problema subcritico

4(n—1)

p— Agv — Ryv + Kvi™t =0, (2.6)

e seja I, : HY(M) — R o funcional associado ao problema dado por

J (A2 1vap + Ryu?) av

lullF

Iy(u) =

Vale observar que o denominador de I,(v) faz sentido desde que H' C Li2 ¢ LA,

Consideremos assim,
g = inf I(¢) Vo€ H' ¢ >0,0#0.

Teorema 2.1. Para q € (2,2%), existe uma funcdo suave estritamente positiva @q
satisfazendo (2.6) com K = pq e Io(pq) = pq-
Demonstragao. Dividiremos a demonstragao em trés etapas:

Etapa 1: Para q € (2,2%], p, ¢ finito.

De fato, observe que

4(n—1
JuCEZ Vel + Roe®) _ [oy Reo® _ | [y Rot?®
el R

Iy(p) =
Note porém que, aplicando a desigualdade de Hélder, segue que

e
M

onde V, = [, dVy, denota o volume de (M,g). Substituindo a desigualdade acima em

(2.7), segue que

2 21"
gmﬁx\Rg]/Mgo SmﬁX‘RgHSOHq% ?

2
a 2

1—
_ maxy |Rg|||90||gvg > _max|R ]Vlia
= P glve

I
lell3

() >

ficando demonstrado que p, ¢ finito.

Etapa 2: Existe p = ¢, € H' (M), p > 0, que atinge o {nfimo pg.
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Considere {¢;} uma sequéncia minimizante para pg, isto é, ¢; € HX(M) e I(¢i) — pq,
quando i — oo. Podemos assumir sem perda de generalidade que [ M ol =1, caso
contrario, ao tomarmos u; = @;/a;, onde a; = ||p;l|4, a aplicacdo u; terd as propriedades
desejadas. Trocando ¢; por |p;| se necessario, podemos também que ; > 0, Vi.

Note que ¢; é uma sequéncia limitada em H'(M). De fato,

2

n —_—
lesllFn = IVeill3 + i3 = qu(%’) - /M RygidVy + il

Uma vez que {g;} é uma sequéncia minimizante, podemos assumir que I,(y;) < pq+1.

Deste modo,

2 n—2 ) )
il < g gyra 1+ max Rl + el
n—2 )
= Imoptet i+ U maxiDle (2.8)

Observe porém, usando a desigualdade de Holder,
2 2 PR e 1-2
i = [ otav, < vy < v,

pois fM gog = 1. Deste modo, substituindo em (2.8)), concluimos que a sequéncia
minimizante {p;} é limitada em H!'(M). Utilizando a reflexidade de H*(M) e o fato
de que, pelo Teorema de Rellich-Kondrakov, a imersao H'(M) — L7 é compacta, existe

uma subsequéncia {cpj}, e uma funcao ¢, satisfazendo:
1. ¢; = @4 € LY,
2. p; — g converge fracamente em H';
3. @j = ¢q A-t.p.

Como ¢; > 0, Vi, da convergéncia q.t.p. segue que ¢ > 0. De 2) segue que

[l < lim inf [l@s]| g,
i—00

donde concluimos da convergéncia LY que I;(¢,) < lim I;(pj) = pq €, por defini¢do de
J—00

lq, segue a igualdade I(pq) = pq.
Etapa 3: ¢, é solucao regular do problema (2.6).

Como I(pq) = g, do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe uma constante

« tal que, para todo ¢ € H'(M), temos

[ (veodvy o) [ Rgpo=a [ ooy,
M M M
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Tomando ¢ = ¢, segue que a = 4 e portanto, ¢ ¢é solugao fraca nao negativa de
. A regularidade de ¢ é obtida através de um argumento de bootstrap, baseado
nos resultados de imersoes de Sobolev, Schauder e do teorema de regularidade local. O
argumento consiste basicamente em observar que o lado direito @971 estd em algum espaco
LP para algum p, donde pela regularidade local , segue que v € W2P(M). Pelo teorema da
imersdo de Sobolev, p?~! estd num espaco maior LP, e procedendo assim u € W2P. Deste
modo, aplicando novamente o teorema da imersio de Sobolev, concluimos que u € C?(M).
Sendo ¢ > 0, aplicando o principio do méaximo concluimos que ¢ > 0 em M. Da teoria
de regularidade, iterando se for necessario, chegamos que ¢ € C°°(M), ficando assim

demonstrado o resultado. O

Uma vez demonstrada a existéncia de solugao do caso subcritico, o passo seguinte
foi demonstrar o caso geral fazendo ¢ convergir para o expoente critico. No entanto a
demonstracao de Yamabe continha um erro. Ao provar o teorema acima, Yamabe afirmou
que a sequéncia de fungdes suaves positivas {¢q}, ¢ € (2,2*) satisfazendo

q—1

Apg — c(n)Rypq = —HqPg — COmM lpgllg =1,

seria uniformemente limitada. No entanto, Trudinger mostrou que a afirmacao é vélida
apenas para algumas situacoes especificas. Antes de fornecer mais informacoes sobre este
fato, precisamos estabelecer algumas notagoes.

No caso em que ¢ = -2 denotemos por I : H'(M) — R o funcional associado a (2.1)),

dado por
Ju (4(:—_21) [Vul? + R9“2> dVy
I(U) - 2n n—2
(fM “md%) !
onde

p=infI(u), Yu€ H' (M),u>0u#0.

Provaremos primeiramente que p é um invariante sobre a classe de métricas conformes
a métrica g, o qual chamaremos de invariante de Yamabe. Denotemos por p o infimo com

relagdo a métrica g e f1 o infimo com relagdo a métrica g.

Proposicao 2.1. Se g e g sdo duas métricas conformes, isto é, existe v > 0 suave tal que

4
g=uvr-2g, entdo p = L.

4 - 2n
Demonstragao. Sabemos que se g = vn-2g, entao dVz = vn-2dV,, denotando por I3 e
I, os funcionais associados a métrica g e g, respectivamente, é possivel obter a seguinte
relacao

_nt2

Az(v 1 u) — e(n)Rzv~tu = v n=2 (Agu — ¢(n) Ryu).
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e portanto
Ig(v_l ) = Ig(u),

ficando assim demonstrado o resultado. O

Foi observado que, no caso em que o invariante de Yamabe p é estritamente positivo, é
impossivel demonstrar que a sequéncia de solugoes dos casos subcriticos é uniformemente
limitada. Por exemplo, no caso em que M = S™, as fungoes o(r) obtidas através do
teorema anterior nao sao uniformemente limitadas. Entretanto, nos casos em que o
invariante é nulo ou positivo é possivel demonstrar que a sequéncia {¢,} ¢, de fato,
uniformemente limitada.

O fato para u < 0, a resolugao do problema pode ser adaptada mudou o foco do estudo
do problema de Yamabe para a melhor andlise do invariante p. Yamabe nao solucionou
o problema, mas demonstrou um resultado importante para solucionarmos o problema.

Antes de estudar este teorema, veremos a seguinte proposicio:

Proposigao 2.2. p, € uma funcdo continua em q, para q € (2,2*], que é sempre positiva,
sempre nula ou sempre negativa. Mais ainda, |pg| € decrescente em q se supormos que o

volume € igual a 1.

Demonstragao. Se o volume for 1 para ¢ € C™, [|9)||4 é uma funcao crescente em ¢. Assim,
|1,(v)| < |Ip(%)| quando p < ¢, o que implica que |up| > |@q|, desde que o conjunto das
funcoes suaves é denso em H'.
Afirmacgao: I,(¢)) é uma fungao continua em gq.

A afirmacao acima segue do fato que j, é uma funcdo semicontinua superiormente em
q. De fato, para todo € > 0, existe uma funcao 1 € C* tal que I;(¢) < pp, + ¢, e desde
que pig < Iy(2), limg—, I4(v) = I,(¢)), obtemos

lim sup pg < pg +e€.
q—p

Considere ¢; uma sequéncia convergindo para p € (2,2*]. No caso em que o invariante é
negativo, provaremos no préximo resultado que as fungoes ¢, sao uniformemente limitadas.

. . _ _2 . .
Ou seja, [l¢gllp — 1 e ainda py, < Ip(pg,) = pig; lg |, %, iminfyy, Ipg > pp, 0 que prova
a continuidade da funcao ¢ — p4 no caso negativo. Analogamente, podemos mostrar que
a funcdo é continua entre (2,2%) no caso positivo uma vez que se gg < 2%, as fungdes ¢,
sao uniformemente limitadas para ¢ € (2, go]. Assim, j; — p quando ¢ — 2* pois a fungao
q — myg € semicontinua superiormente e decrescente no caso positivo.

Se o volume nao for um, podemos considerar uma mudanga homotética da métrica de

modo que o volume da nova métrica é igual a um. O

Teorema 2.2. Seja M™ uma variedade compacta suave. FEntdo existe uma métrica

conforme cuja curvatura escalar ou € uma constante ndo-positiva ou € uma aplicagdo
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estritamente positiva.

Demonstragao. Divideremos a demonstracao em trés casos:
Caso 1: O invariante de Yamabe p > 0.
Observe primeiramente que se p > 0, entao p, > 0 para todo g € (2,2*). De fato,

g = Iq(pq) = I(‘Pq)”‘Pq”%*”@qu_z > MH‘PqH%* > 0.

4

Considere entao a métrica conforme g = ¢ *g, com ¢ € (2,2*) fixado. Deste modo, por

(2.5)), segue que a curvatura escalar da métrica conforme é dada por

_2n_

q—1-3=
Rg = pqpq ’ (2.9)

que é uma funcao estritamente positiva. Reciprocamente, se a curvatura for estritamente
positiva podemos provar que pu > 0, de fato, observe que o funcional I associado ao

problema satisfaz

4(n —1) R~} fM|v¢|2dV'§+fM¢2dV§
n—2 » g 2n  n—2 .

I;(v) > inf
! [ (fyom2) =

Aplicando o teorema do mergulho de Sobolev, segue que I3(1)) > ¢ > 0, para toda 1) € H!.
Deste modo, segue que pg = gz > 0.

Caso 2: O invariante de Yamabe p = 0.
Considere u uma fungdo suave, u > 0, e considere g = u»-2 métrica conforme a g.

Uma vez que
dVy = y/det gdxy A ... Ndxy,.

ou seja,
AV = u%dVg e Vz= / u2"/("_2)dVg =1.
M

Multiplicando a equacdo que relaciona as métricas (2.5) por u e integrando sobre a

variedade temos que
I(u) = / Rzd V.
M

Desta forma, como o conjunto das funcdes suaves é denso em H', como u = 0, segue que
existe uma métrica conforme a métrica dada com curvatura nula.
Caso 3: O invariante de Yamabe p < 0.

Se p < 0, entdao existe uma funcdo 1 € C*°(M) tal que I(1)) < 0. Deste modo,
I,() < 0, para todo ¢ € [2,2*], donde segue que py < 0. Com esta informacao em maos,
provaremos que a sequéncia de solugoes, obtida a partir do teorema [2.1] é uniformemente

limitada para g € (2,2*). De fato, sendo M compacta, considere p € M de modo que ¢q

32



Problema de Yamabe

atinge um maximo em p, ou seja, Ay, < 0, donde obtemos que ,uqcpg_l(p) > Ry(p)eq(p),
o que implica que
i 2 < |inf Ry[[1(¢)[7,

e portanto,
1
g < 1+ [|inf Ryl[1(¥)| 772,

Utilizando a férmula de representacao de Green, como ¢, satisfaz (2.6, temos

n—2

o) = [ e @avQ+ [ 6(P.Q) =t @-Ry(@p( @IV (@) (210)
e portanto, diferenciando , segue que g € C'! uniformemente e, aplicando o Teorema
de Arzeld-Ascoli, é possivel exibir uma sequéncia ¢y, com ¢; — 2%, tal que ¢, converge
uniformemente para uma fungao nao negativa .

Mas 0 > p, > inf Ry(x)|¢ql3 > inf Ry(x). Deste modo, uma subsequéncia fi,,
converge para um numero real v e, pelo que vimos anteriormente, segue que v = pu.

Fazendo ¢; — 2* em ([2.10)), segue que ¢ é solugao fraca de

4(n—1)

5 A@—Rggo—&—wp% =0. (2.11)
n_

Desde que [[¢q4llq = 1, ||¢llex = 1. Multiplicando (2.11) por ¢ e integrando, segue
que I(¢) = v. Observe ainda que o segundo termo de é continuo e, portanto,
substituindo em , concluimos que ¢ € C'. Aplicando o teorema de regularidade, o
segundo termo de é de classe C', donde segue que ¢ € C2. Agora, de acordo com
um resultado devido a Kazdan, concluimos que, desde que ||¢[|2« = 1, concluimos que ¢ é
estritamente positiva. Utilizando o teorema de regularidade novamente, podemos provar

por inducao que ¢ € C*° é uma funcao satisfazendo ([2.11)), com Ry = p < 0. O

O teorema acima soluciona o problema de Yamabe para os casos em que o invariante
de Yamabe 4 < 0. Para o caso em que o invariante de Yamabe é estritamente positivo,
vimos anteriormente que nao é possivel utilizar o método da aproximacao. Partindo assim
para a analise do invariante de Yamabe, Aubin demonstrou o seguinte resultado decisivo

para a resolugao do problema:

/ /n

Teorema 2.3. u < n(n — l)wz " Sep<nn-— l)w,% entdo existe uma fungdo suave

estritamente positiva ¢, solugio de (2.1) tal que Rg = c(n) "t e ||p|l2 = 1.

Demonstragio. Relembremos que K (n,2) = 2(w,)~""[n(n—2)]~%/? é a melhor constante
para a desigualdade de Sobolev e que tal constante é a mesma para todas as variedades

compactas. Desta forma, existe uma sequéncia de funcgoes suaves 1); tal que
il = 1, [[9illa = 0 ¢ [Vahilla = K(n,2)7},
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quando i — co. Assim,

Sy ViV + [y Repidv,

I(tpi) = 3 — K(n,2)7% = n(n — Dw?/™
[[4ill3

e portanto, p < n(n — 1)w72«/ ", ficando demonstrada a primeira parte do teorema.

Para demonstrar a segunda parte consideremos {pq}q, com ¢ € (2,2%), solucoes do

problema subcritico
4(n —1 _
(71_2)A80q — Rypq + Nq‘Pg L=o0. (2.12)

Afirmagao: {¢,}, ¢ limitada em H'.

De fato, como I,(yp,) = jtq, obtemos

4(n—
D Veoqll3 + foy Boe?

- M 9
leqll3 !

e portanto, sendo [|¢4llq = 1 € [|qll2 < 1, segue que
4(n—1)
IVl = i [ Rygh < ot sun Ryl
< I,(1) +sup |Ry| < / R,dVy + sup |Ry|.
M
e desta forma, concluimos que o conjunto {p,}, ¢ limitado em H'.

Assim, utilizando a reflexidade de H' e o Teorema de Rellich-Kondrachov, existe uma

sequéncia com g; — 2* tal que :
1. ¢4 — ¢ fracamente em H';
2. pg; — @ em L?;

3. ©g; — © q.t.p.

Provemos agora que ¢ ¢ solugao fraca do problema. De fato, sendo ¢,, funcoes positivas,
segue da convergéncia ¢.t.p. que o seu limite, ¢ > 0. Desta, usando a imersao de Sobolev,

temos que 90271 é uma aplicacio limitada em L¥/2"~1. Assim, fazendo ¢ — 2*, segue que
01 = ¥ 1 fracamente em L?/¥ 1.

Por outro lado, como ¢, é solugdo de (2.6), segue que para toda ¢ € H*(M), tem-se

4(n—1)

9 / v‘quﬁdeg+/ RgpqpdVy = —,uq/ @Z‘lqﬁdVg-
n— M M M

Utilizando o fato que o dual de L¥/2"~1 ¢ L2 segue para toda ¢ € H'(M), ao tomarmos
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o limite na expressao acima que

4(n—1)
n—2

| vevoavy+ [ Rypoav, = -, [ Hoav,
M M M

donde concluimos que ¢ é solucao fraca do problema.
Para concluirmos a demonstragao do resultado, resta provarmos que ¢ é uma solugao

forte do problema e, mais ainda, estritamente positiva.
Afirmacgao: ¢ é uma solugao regular e, portanto, solugao forte do problema.

De fato, para verificarmos que ¢ é suave, basta mostrar que existe r tal que ¢ € L™ (M),
com r > 2*. Com efeito, se p € L"(M), entao Rggo—l—,ugap%g € LP(M),comp=r/(2"—1)e
assim, da teoria de regularidade segue que ¢ € W2P(M). Utilizando a imersdo de Sobolev,
¢é possivel tomar p’ > p, de modo que ¢ € LPI(M ), e assim iterando o procedimento
concluimos que ¢ € W?2P(M) para todo p > 1. Utilizando novamente a imersio de
Sobolev, concluimos que ¢ € C*(M) para algum « e aplicando o Teorema de Schauder
concluimos que ¢ € C%“. Procedendo indutivamente, concluiremos que ¢ € C*(M).
Assim, provemos que de fato, tal r existe.

Considerando assim ¢ a solucdo fraca do problema entdo, para todo ¢ € H'(M),

tem-se
W=D [ wevoavy+ [ Rypoavy = —p, [ oHoav,, (2.13)
n—=2 Ju M M
A ideia para demonstrar o fato é a escolha de uma fungao teste especial. Fixemos
[ > 0, e consideremos 1) = o = maxy,0 e 3 > 1 a ser escolhido de maneira conveniente.

Definamos as aplicacoes

vP se v </
G) =3 jac1(gpot
I Had* v — (a—1)I%) se v >1

e sev </
ORI
al* v —(a—1)%sev>1

onde 2a = .
E possivel verificar que as fungoes definidas acima sao Lipschitzianas e, na verdade,

pertencem a H!(M). Para mais detalhes recomendamos [24]. Observe agora que

¢ )= 12(0=1) go gy > |

/ {5vf31 se v <1

a—lge v <1

Fl(v) = { v

al® v se v >1
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e desta forma, como 2o < 3, segue que
(F' (v))? < aG (v), (2.14)

e das defini¢oes de F' e GG obtemos

/

(F(v))?>vG(v) e aG=F (v)-F (v). (2.15)

Definamos entao a funco teste ¢ = n2G(v), onde n € C§(M) é uma fungao continua com
suporte compacto em uma vizinhanca de M. Sem perda de generaldidade, suponha que
n € C}(Sg), onde Sk denota uma esfera centrada na origem com raio R em R™.

Assim, substituindo em e substituindo as integrais na variedade pelas integrais

na esfera Sp, teremos
n—2 ii . ’
/s 2(74(71 — l)gmajgo(%?mnG(v) +n%G (v)0v) — Rypn*G(v))y/det gdx =
R Zj
,ug/ |u|%n2G(v)\/det gdx
Sr

e utilizando o Teorema de Stampacchia é possivel substituir d; por d;v no conjunto em

que ¢ # 0. Pela elipticidade da matriz métrica, no segundo termo da igualdade acima

1 g
;Zx? < Zg”mimj < ,uZm?, xz € R".
i ij i

vale

donde obtemos

/S (Z(@-w)Q) G (v)/det g)da < ug/ [u| 72 0?G(v) /et gdo

i SR

R
n—2
+/S Z(—mgwﬁjcpﬁmnG(v)\/detg+RgganG(v))\/detgdx,

e sendo u < v, segue que

/S (Z(&«p)Q)nQG'(v)vdetgdx < C/S Z@«p@mnG(vH

(vn? + vz*_zvnQ)G(v)> v/ det gdz, (2.16)

onde C' ¢ uma constante dependendo dos valores de Ry, 1,1, gi;-
Utilizando (2.15]), observe que a primeira integral do segundo membro de (2.16) é
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equivalente a

/ > Oen|0in|G(v)/det gdw = g/ 5| 0| F(v) F' (v)/det gd
Sr

R ij
= gnaF v)|0in|/det gdzx.

Agora, tomando a = nd;F e b = |0;n|F, pela desigualdade de Young obtemos

c/ S 0;0m|01|G(v)v/det gdz < / P (0;F (0))? + yam| 212 (1)))+/det gda,

R’Lj

onde € > 0. Assim, por (2.14)), (2.15) e (2.16) temos que
/ 28 F(v))*y/det da:</ C(en?) Z@F Z (|02 F%(v))+/det gdx +
Ca/ (nQ(F(v))2 + 7]21)2**217(1))2) Vdet gdz.
SR

Assim,

C
(1-Co) [ P 0w Vetgde < S [ ST 0nF0)y/det gda
SR j SR 1
+Ca/ (n2(F( N2 + 20 "2F(v )\/(de
Sk
E portanto, tomando ¢ suficientemente pequeno obtemos

/ Z@F )2y/det dx</ C/Zlain]2+n2)F2(v)—i—C//nQUQ*_QF(v)Z)\/detgda:.

(2.17)
Por outro lado, usando a desigualdade de Sobolev, sabemos que
| < CIVmF)
= C [ [nVF + FVn|*\/det gdx
Sr
< 20/ ([nVF)? + F%|Vn|*)\/det gdz.
SR
e portanto, usando (2.17)) resulta
PR <C [ (90 + ) F(0)y/detgds
SR
+C" n?v¥ “2F(v)?/det gdz. (2.18)

SR
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Por outro lado, da desigualdade de Holder, temos

/S 2 2*—2F \/Edm < < mm:) o MF|L2* S (2.19)
R
Tomando R de modo que seja valida a desigualdade
/S 0¥ \/det gdx < (4004)_#,
R
e substituindo em
/SR 0¥ 2F (v \/(Edm < éa|nF\i2*(sR>, (2.20)

Note que
/S (V0> + 7?)F%(v)\/det gdz < |(|Vn) +17)F]L2 (Sr)?
R

e portanto, substituindo em ([2.18) a desigualdade acima e usando ([2.20)) obtemos

A

1
1P o gy < CHIVAl+ ) FRasy + 7P o s

IN

/ 1
(CIAVnl +MF|L2sq) + 5 0F 12 (5,))

Consequentemente,

1|72+ (5, < C NIVl +0)F 725,

Fixando entdo 8 de modo que 1 < § < 2* — 1 e fazendo [ — 0o na expressao anterior,

mais precisamente nas expressoes de F' e G, temos
2 ! 2
M 72x 5y < CHIVIL+ M) F L5,

Sem perda de generalidade, assuma que n = 1 na esfera Sr, concéntrica a Sg, e que
2
|0in| < 2/R em Sg. Entao,

2 2
|m}a‘L2*(SR/2) < |m}a|L2*(5R)

1/2
< (/ (|Vn|202a\/detgda:)>
Sgr

9 1/2
< / v?%\/det gdx
spl R
" 2 n o
= C <f+1> 0| L2(5 ) - (2.21)

2y

R

e trocando ¢ por —p obtemos uma desigualdade semelhante a desigualdade acima.
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Portanto, como 2a < 2%, utilizando a imersao de Sobolev e a desigualdade acima temos

2
[l (50) < Ore

Fazendo a2* = r > 2*, obtemos
ulzr(s5,) < Ckr- (2.22)

Finalmente, sendo M compacta, considere uma cobertura finita de M por vizinhancas
coordenadas (Uj, hi), de modo que U; C h(Sg,), onde i = 1,...,s, e uma parti¢do da
unidade {a;} subordinada a esta cobertura. Como em casa esfera Sk é valida uma

estimativa como ([2.22)) para as aplicagoes «;p, concluimos portanto que
S S
-1
el =Y laigl =D laiw o hi |, (5, ) < Cs
i=1 i=1

ou seja, ¢ € limitada em L"(M), para algum r > 2% ficando finalizada a prova da

regularidade da funcao ¢.

Para finalizarmos a demonstragdao do teorema, resta provar que ¢ > 0. Observe que
do principio do maximo, uma vez que ¢ > 0, segue que ¢ = 0 ou ¢ > 0, ou seja, nosso
objetivo é excluir o caso em que ¢ = 0. Note que, até o momento, nao utilizamos a

hipé6tese central do teorema de que p < n(n — 2)w,2/ "

Do teorema [1.8] sabemos que dado ¢ > 0, existe uma constante positiva A, tal que,

para toda ¢ € H(M) temos

n—2
</ yu\Q*dvg> "< (K(n,2)? +e) (/ |ch\2d‘/;7+Ag/ ¢2dvg>.
M M M

Por simplicidade iremos supor que € = 0. Uma vez que ¢, é uma solugao da equacao ({2.6),
utilizando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Sobolev, segue que

(=520

1<V T K (0,22, + A /Msozdvgx

onde
4(n—1)

-2

A= Aq -+ max | Ry ().

Passando o limite na desigualdade anterior, como ¢, converge fortemente em L?(M) para
p, temos que
1< K(n,2)%u+ K(n, 2)2A/ ©*dVy,
M

e uma vez que 1 — K (n,2)?n > 0, pela desigualdade acima conclufmos que a norma L?(M)
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de ¢ é positiva, o que em particular acarreta que ¢ # 0, ficando finalmente demonstrado

o teorema. OJ

O teorema [2.3] nos fornece uma ferramenta para demonstrar a existéncia de solugao
para o Problema de Yamabe. Ou seja, o teorema nos garante que € suficiente exibir uma

/

fungao teste ¢ de modo que I(¢)) < n(n — 1)wz " para que o problema tenha solugio.
A seguir apresentaremos as ideias e o enunciado dos teoremas principais, devidos a

T.Aubin e R. Schoen, respectivamente que finalizaram a solugao do problema de Yamabe.

Teorema 2.4. Se (M™,g), onde n > 6, é uma variedade compacta nao localmente

conformemente plana, entio p < n(n — 1)w,21/n. Desta forma o minimo € atingindo e
—2/n
V.

eriste uma métrica conforme g com Rg = p 7 .

Os casos nao abordados no teorema [2.4] sao mais delicados pois a geometria conforme

/n

local nao nos da informacoes suficientes para concluir que u < n(n — l)wi Para tais
variedades, funcoes teste locais ndo funcionam, sendo necessdria a construcao de uma
funcao teste global. Como p é um invariante conforme, é possivel calcular I(1)) para
alguma funcao teste particular, em uma métrica conforme especifica. Quando a variedade
é localmente conformemente plana, apds uma mudanca conforme da métrica, a métrica é
plana em uma bola Bs de centro xg e raio §. A demonstragdo dada por Richard Schoen
para as situagoOes restantes introduziram duas ideias centrais na teoria. A primeira ideia

de R. Schoen foi estender as fungoes teste construidas na demonstracao do teorema (|2.4))

por um multiplo da fungdo de Green do operador

com ¢(n) = 4(”;2

A1) chamado laplaciano conforme. A segunda ideia, foi utilizar o teorema
da massa positiva da relatividade geral, que pode ser utilizado devido ao anulamento do
tensor de Weyl nestes casos. Desta forma, R. Schoen em 1984, demonstrou o seguinte

resultado

Teorema 2.5. Se M tem dimensdo 3, 4 ou 5, ou M € localmente conformemente plana,

/n

- 2 ) o
entdo pp < n(n — 2)wy' ", a menos que M seja conforme a esfera unitdria.

o que finaliza a demonstracao do problema de Yamabe.

Anos depois, comecaram a aparecer outras demonstragoes para algumas das situagoes
acima descritas. John Lee e Thomas Parker [I5], apresentaram uma nova demonstragao
que possuia melhorias de alguns resultados obtidos acima com o auxilio de um novo sistema
de coordenadas o qual descreveremos na proxima secao. Tal sistema nos sera ttil nas

construgoes que faremos ao longo desta dissertacao.
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No artigo [4] o matematico Bahri solucionou o caso em que a variedade é localmente
conformemente plana utilizando um método original sem a utilizacao do Teorema de Massa

Positiva.

2.2 Sobre o nimero de solugoes

Uma vez solucionado o problema uma pergunta natural a ser feita é acerca da unicidade
da solugdo do problema. E novamente o invariante p quebrard o problema em duas
situagoes distintas.

Considere ¢y uma solugao da equagao (2.1) com Rz = p. Desde que a equacao
de Yamabe é conformemente invariante, na métrica gy correspondente a equacgao de
Yamabe é sempre uma equacao do tipo , consideremos uma solucao ; de ,
com Rz = Rz = p.

Suponhamos que o invariante 4 < 0 e consideremos p € M de modo que p seja um ponto
de méximo para 1, ou seja, Ap; > 0, entdo ¢1(p)” 2 > 1. Analogamente, considerando
q € M de modo que ¢ seja um ponto de minimo para @1, segue que , Ap; < 0, ou seja,
©1(q)"2 < 1. Consequentemente g = 1 é a tinica solugao do problema, onde Ry =p <0.
No caso em que o invariante g = 0, entdao A, = 0, ou seja, 1 = constante.

No caso em que o invariante g > 0, nao é possivel garantir a unicidade em geral. O
exemplo mais conhecido deste fato foi demonstrado por Obata [19] onde é provado que

para a variedade (S™, go), o conjunto de solugdes do problema de Yamabe é dado

{M"(90) : A € Ry, ¢ € Conf(S™)}

onde Conf(S™) denota o conjunto nao compacto de transformacgoes conformes da esfera.
Tal exemplo é importante uma vez que a esfera é a tnica variedade compacta que admite
um grupo nao compacto de transformagoes conformes.

O estudo do conjunto de solugoes para o problema de Yamabe é o nosso objetivo ao

longo desta dissertacgao.

2.3 Coordenadas Normais Conformes

Em geometria Riemanniana, coordenadas normais sdo de valor inestimavel quando
desejamos comparar a geometria local da variedade com o espacgo euclidiano. O uso de tais
coordenadas frequentemente simplifica os cdlculos do problema. No entanto, para a anélise
que precisaremos realizar no decorrer desta dissertacao faz-se necessaria a introducao de
um sistema de coordenadas no qual a normalizacao obtida ao alterarmos as coordenadas
facilite a andlise local, isto é, precisamos de um sistema mais especifico para o nosso

problema. Demonstraremos a seguir um resultado devido a Lee-Parker [15] que garante a
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existéncia de tal sistema, chamado de coordenadas normais conformes.

O objetivo principal desta secao é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3, e seja p € M.
Para algum inteiro N > 2, existe wma métrica conforme g em M tal que no sistema de

coordenadas normais em p
det(gij) =1+ O(TN)

onde r = |z|. Mais ainda, se N > 5 entdo teremos
2 1 2
Ry=0() ¢ ARyp)=—|W()

onde Ry e W sao respectivamente a curvatura escalar e o tensor de Weyl.

No entanto, antes de provarmos o teorema acima serao necessdrios dois lemas. Para isto
denotemos por Py, como o conjunto dos polinébmios homogéneos de grau m. Para tais

polindémios sabemos que ¢é valida a conhecida Identidade de Fuler:
Proposicao 2.3. Se p € Py, entdo a sequinte identidade € vdlida

dp op
xla—ml—f—...ﬁ-xm%—m-p.

Denotando por Ag o laplaciano euclidiano, utilizaremos a identidade acima na

demonstracao do seguinte lema:
Lema 2.1. Os autovalores de r’Ag em Py, sdo
A =2j(n—-2+4+2m—2j) : 5 =1,...,[m/2]}.
A autofungdo correspondente a \j tem a forma r24, onde 1) € Pm—2j € um polinomio
harmonico.

Demonstragao. Para m = 0,1 o resultado segue imediatamente. Suponhamos que m > 2
e f € P, satisfaz r2Agf = Af. Pela férmula de Euler, Agf € P,,_o e satisfaz

Mof = Ao(r?Aof) = Ao(rP)Aof + 45°0; Ao f + r? A f
= 2nAof +4(m —2)Aof + r*ALf

Assim, teremos

2 Ag(Agf) = (A — 2n — 4m + 8) Ao f

Portanto, ou Agf = 0, o que implica que A = 0 e f é harmoénica, ou (A — 2n — 4m + 8)
é um autovalor de r?Ag em P,,_5. No tltimo caso, f tem a expressdo f = A" 1r2Aqf. A

demonstragao segue por indugao. O
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Lema 2.2. Sejam p € M e T um (k + 2)-tensor simétrico em T,M, k > 0. Entao existe
um unico polinémio homogéneo f de ordem (k + 2) tal que no sistema de coordenadas

normais de g, a métrica § = €2/ g satisfaz
Sym(VRij)(p) =T, (2.23)

onde Sym(-) denota o operador de simetriza¢io para tensores, § = €*fg e 6,]5%]- sao

respectivamente o operador diferencial covariante e a curvatura de Ricci de g.

Demonstragdo. Seja {z'} sistema de coordenadas normais da métrica g no ponto p e

r = |z| e seja F(z) = R;j(z)z'2’. Usando a expansio de Taylor temos

k+2
F(z)=Y_ F'™(z)+ 0",
m=2
onde
1 o
(m) - - . 1,7 ,.K
P (@) = o |k|_z:_2%:8KRw(p)a? ok € P,

Estamos considerando K = (k!,...,k"), 2 = (z1)k.. (2™)F e |K| = Y k;. Note que,
a derivada covariante do tensor de Ricci satisfaz R;j ik (p) = Ok Rij(p) + Siji, onde Sijk
é um polinomio formado pelas derivadas de ordem menor que |K| de R;; em p. Entao,
se f € Prya, g = €2fg, teremos §in = Sijk, para |K| = k. Note ainda que é

equivalente a

0 = Z (Rijic (p) — Ty )a'ad X
|K|=k
k'ﬁ<k+2) (x) + Z (Sin — TZ'jK).’L‘ile‘K, (2.24)
|K|=k

Usando a férmula de Euler para polindmios homogéneos teremos
"2 0;0;f = (20 f — 'O f = (k+2)(k+1)f (2.25)
e portanto Af = Agf + O(r**1). Da relagdo entre R;; e Eij, concluimos que

FO2(z) = P2 () 4 2707[(2 — n)9,0; f — (Do f)dij)
= F¥ (@)= (n=2)(k+2)(k+1)f — " Ao,

Utilizando o lema [2.1] sabemos que o operador r2Aq + (n —2)(k +2)(k + 1) é invertivel em
Pr1o e deste modo, existe um tnico polindmio homogéneo f € Py satisfazendo ([2.24)),

o que finaliza a demonstracao do resultado. O
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Lema 2.3. No sistema de coordenadas normais de g, det(g;;) tem a sequinte expansao:

1 1 o
det(gi;) = 1-— gRijw’xJ — gRij’kxzx]mk —
iRi ikl iRhi im Rhkim — iRi Ry | v'adzbal + O(P)
20" 90" " 18

onde todas as curvaturas e suas deriwadas covariantes estdo avaliadas em p.

Demonstracdo. Seja {x'} o sistema de coordenadas normais relacionados a métrica g em
uma vizinhanca U de p. Utilizando estas coordenadas, podemos identificar U com um
subconjunto aberto de R™ e p como sendo a origem. Neste ponto é importante relembrar
a construgao dos campos de Jacobi.

Fixados 7,£ € R", considere a aplicacao v : R x R — R™ definida por ~,(t) = t(7 + s&),
que determina uma familia a um parametro de geodésicas saindo da origem e defina
T = ~.(t). O campo variacional X (v,(t)) = %’ys(t) = t& é chamado campo de Jacobi.
Para cada s,v, satisfaz a equacao geodésica VT = 0. Desde que 0 = ~, [%,%] =
[T, X] =VrX — VxT, temos

0 = VxVpT' =VrVxT + V[X,Y]T — R(T,X)T
= V¢VrX — R(T, X)T.

Segue assim que X satisfaz a equagdo de Jacobi V%X = Rp(X), onde Rr denota o
operador linear R(T,-)T induzido pelo tensor curvatura.

A expansdo de Taylor de f(t) = |X(y0(t))]*> pode ser obtida aplicando V7
repetidamente. Usando a equacao de Jacobi, X(0) = 0 e V7 X(0) = &, calcularemos

os termos principais como segue

Vrf(0) =0,VZf(0 =2(£€)), Vi f(0) =0,
VIf(0) = 8(R,£,€)(0), V3£(0) = 20((V-R,)€)(0),
V3£(0) = 36((VZR:)E, £)(0) + 32(R.€, R-€).

Deste modo,

&) = 72X ()

t2 3
o 2t 5
onde todos os produtos internos do lado direito sao avaliados na origem. Tomemos {7 = x
e = aii + a%j.
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De (2.26)) obtemos

1 1 o
Ipg(T) = Opg + 5 Rpijgx'a? + *Rpijq,kxlx]xk +

3 6
1 2 o
<20Rpijq,kl + %Rpiijqklm> v’/ bzt + 0(r), (2:27)

onde todos os termos de curvatura estao avaliados na origem. Se (g,q) = exp(A,,), entao

1 i1
Apg(z) = ngijqw z! + 6

1 2 o
(20Rpijq,k1 + 45Rpiijqklm> vl eb e+ 0(r”). (2.28)

Dk
Rpijqﬁkxzx]x +

Neste caso, det(gpq) = exp(trA,,) tem a expressao desejada pelo lema.

Demonstragao do Teorema: Demonstraremos o resultado utilizando indugao. Suponha
que a métrica g satisfaz
det(gij) =1+ 0("), N>2. (2.29)

Observe que cada termo de (2.26]) tem a forma

et [((VET2R)E, €) + Bi(&,€)),

onde ¢, é constante e Bj, é uma forma bilinear com coeficientes dados pelas derivadas de

ordem menor que k — 2. Desta forma a expansao de det(g;;) pode ser escrita como

det(gi;) =1+ Z cx(Rijx — Tin)xixij + O(rVth (2.30)
|K|=N—2

onde Tjj é um tensor simétrico que depende apenas das derivadas de ordem menor ou

igual a k£ — 1 da curvatura. Usando o Lema existe f € Py tal que se § = €2/ g, temos
Sym(%N_Qéij) =1T.

Note que det(g;j) também satisfaz (2.30), onde R;; e T sao substituidos por R;j e T,
respectivamente. No entanto, no caso em que f € Py vemos que T = T. Deste modo,
como Sym(%N_2§ij) = T, segue que det (3ij) = 14+ O(rN*+1). A demonstracio entdo

segue por inducdo da expansao assintotica de det(g;;).

Suponhamos agora que N > 5. Entdo, como det(g;;) = 1+ O(r®), sabemos que os

coeficientes dados pela expansao do lema anterior sao nulos. Portanto, em p teremos
a) Rij = 0,

b) Rijr + Rjri+ Riij =0,
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) Sym (Rij i + % RpijmBRprim) = 0
De c¢) sabemos que R;ji = Wijn e
Rij i — Rijur = Ry Rim = 0
o que implica que

9
(Rijrt + Riiij + 2Rik j1 + 2R 1) v' 2 + §(Wpijmwpklm + Wikm Whijim

+WoikmWotim + WokjmWptim + Wplkapjim):Eixj =0 (2.31)

Pela simetria do tensor de Weyl temos

1 1

Wpikapkjm = §Wpikm(kajm - mejk) = §Wpikapjkm (2'32)
e ainda, usando a identidade de Bianchi R ; = 2R§-7i, obtemos
(BR; + Rij ik + gWipkajpkm)x v’ =0, (2.33)
e consequentemente, contraindo os indices ¢ e j, segue que AR = R ;; = —%]W!Q.
Finalmente, por a), Ry(p) = R;j(p) = 0. Portanto teremos, R ;(p) = —2R;;; que,
juntamente com a identidade de Bianchi nos garante que 2R; = 0, o que finaliza a
demonstracao do teorema. O

No que segue, chamaremos as coordenadas normais da métrica conforme dada pelo
teorema acima de coordenadas normais conformes, e sempre assumiremos que N, dado

pelo teorema é suficientemente grande.

2.4 Expansao assintética da funcao de Green

Para finalizar este capitulo enunciaremos um resultado relevante para nossa andlise
nos préximos capitulos desta dissertacao. Discutiremos a seguir a expansao da funcao de

Green para o laplaciano conforme em coordenadas normais conformes.

Teorema 2.7 (Existéncia da Funcdo de Green). Suponha que M é uma variedade
Riemanniana positiva de dimensdo n > 3, e h € uma funcdo estritamente positiva em
M. Para cada p € M, existe uma unica fun¢io suave G, em M\{p}, chamada func¢do de
Green para A+ h em p, tal que (A + h)G, = 6y, no sentido das distribuicoes, onde 6, €

a medida de Dirac em p.

O teorema acima garante portanto a existéncia da func¢ao de Green para o laplaciano

conforme. A demonstracao deste resultado se encontra em [10].
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Deste modo sabemos que, se R > 0 existe uma tnica fungao de Green G|, €
C>®(M\{P}) tal que
LG, =6y, Gp>0

onde d, denota a medida de Dirac em p. Mais ainda, no sistema de coordenadas normais

em p temos
1

2—n
e o)

Gp(z) =

No que segue se G(z) = (n — 2)w,—1Gp(z) para x € M\{p}, entdo teremos,
LG =(n—2wy-10, e G(z)=7r""(1+0(1)).

Teorema 2.8. Em coordenadas normais conformes {x'} em p, a fungdo de Green G tem

a sequinte expansao assintotica
n
Gz) = |z)>™ (1 + ZXk(m)> + clog |z] + O(1)
k=4

onde xi € Pr, 7 = |x| e o termo logaritimico aparece apenas quando n € par. Os termos

de destaque sdo:

(a) Se n = 3,4,5 ou M é conformemente localmente plana em uma vizinhanga de p,

entao
G=r""+A+a),

onde A é constante, a = 0(r), e a € C** a menos quen = 4; para n = 4,

a = Py(x)logr + ag, onde Py(x) é um polinémio de grau 2 e ag € CHH,

(b) Paran =6,

_ a
G=r"- %|W(p)|210g7“+04($),

onde a(x) = P(x)logr + ag para algum polinémio P com P(0) =0 e oy € C*#.

(¢) Paran >1,

G=r" [1 + (n“_ y <12 (7:4_ G)W(p)y? - Rij(p)xixjr2>] +a(z),

onde a = (P(x)logr + a)r*™™ para algum polindmio P(z) e g € C*H.

Ver demonstracao em [21] ou [15].
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CAPITULO 3

PROPRIEDADES BASICAS DE
BLOW-UP

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo nesta dissertacdo é demonstrar o
resultado de compacidade acerca do problema de Yamabe obtido em [artigo]. Com o
objetivo de provar o resultado principal, veremos que serao necessarios tanto o estudo
de um certo tipo de equacao diferencial parcial, como de propriedades relacionadas a
deformacao conforme de uma métrica, importantes para o estudo de pontos de blow-up
isolados e isolados simples bem como para o estudo de suas propriedades.

Vale destacar a importancia do estudo dos pontos de blow-up isolados simples, uma vez
que, durante a prova do resultado principal verificaremos que os pontos necessariamente
deverao ser desse tipo. Iniciaremos este capitulo com uma identidade importante para a

analise local do problema.

3.1 Identidade de Pohozaev

Suponhamos que a funcdo u : B,(0) C R® — R seja uma solucido de classe C? da
equagao
Au+ K(z)uP = —A(x). (3.1)

onde p # —1, A é o laplaciano euclidiano, e K € C'. Defina

n—2 Oou r
P(r,u) = A VW
(ryu) /a&( 5 U, 2| ul®+r

O lema a seguir nos proporciona uma identidade de Pohozaev radial.

ou

or

2
1
+ WK(:E)MH’“) doy. (3.2)
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Lema 3.1. Dado 0 < r < g, temos que

L & n—2 n_ n—2 1
P(ryu) = /T (z Oru + 5 u> A(x)dx + (p—l— 1 5 ) 5 K(x)uP™dx
+pi1 [ oty (3.3)

Demonstragdo. Multiplicando a equacdo (3.1) por z*Opu e integrando sobre a bola

centrada na origem e com raio r teremos

/ (z*Opu)(Au + A(z) + K (z)uP)dz = 0. (3.4)

T

Usando integragao por partes, temos

/ (xkaku)(?iiudw

T

. 8B, r

- / (6% Opudsu + %0y, (0yu)dsu)dx + / xkaku&-u(%)dar
- OB,
1

= —/ <5faku82u+ kaﬁk[(azu)2]> d(Tr

B

1

+/ 2*Opuz;0udo,. (3.5)
" JoB,

Aplicando novamente integracao por partes para o termo %xkﬁkuxiaiu, teremos

% / 20, [(0u)2]da = —% /B (@ + : /8 | (Oudor, (3.6)

T

e portanto, substituindo (3.6) em (3.5, e somando em ¢, com i = 1, ..., n, teremos

2
k _ 2_ "2 1 2 (Ou
/T(:c Opu)Audr = /BT | (Vu| 2|Vu] )da:+ 7"/<93Tr <8r> do,
_T/ Vul2do,
2 JoB,

n—2/ ) 1“/ ) / <8u>2
= Vu|?dx — = Vul|do, +r — | do-(3.7
5 Brl \ 5 aBT! | o5, \ar (3.7)

Novamente, utilizando integragio por partes e também que 9y (uP*!) = (p + 1)uPdu
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obteremos a identidade abaixo

1
/ (*0up) K (z)uPdx = o1 %0, (WP K (2)dx
r B
1 k +1 1 k 1"
= — | (2"K(2))pu’"de + —— 2" K (z)uP™ —do,
p+1Jg p+1JoB, r
1
= —pj_ 15 K(z)uPde — p_i_l/rwkﬁkK(x)upde
+p:—1 . K (z)uPdo,. (3.8)

Substituindo assim as estimativas (3.7)) e (3.8]) em (3.4]), obteremos a seguinte expressao

n—2/ 9 7’/ 9 / <8u)2 n 1
Vul|?dx — = Vul|*do, +r — | doz — —— K(z)uP™dx
2 /g, Vel 2 JoB, Vel aB, \Or p+1/p, (=)

1 k r
s 2P0 (K (2))uP T dr + —— K(z)uPdo
prils k(K (7)) P51 o, (z) r

+/ (z*Opu) A(z)dz = 0. (3.9)

Para finalizar a demonstracao, multiplicando a equagao (3.1]) pelo termo ”T_Q e integrando

sobre a bola de centrada na origem e com raio r obteremos

/ n ; 2u(Au + A(z) + K(z)uP)dx = 0. (3.10)

Aplicando a identidade de Green, temos

n—2 n— 2 n—2 ou
Audz = — 2d —udo, 11
/T 5 uAude /Br 5 \Vul|*dx + > o 5, udor, (3.11)

e substituindo em (3.10)) teremos

-2 -2 -2
r / uA(z)dx + K(z)uPde = o / |Vu|*dx — r / u%dar,
2 Jp, B, 2 Jp, 2 :

e portanto, substituindo (3.12)) em (3.9)), teremos

2
T 9 ou T 1 1 / & 11
—— —_— — K prt K P
2 /a& Vul™+ T/a& <3T> p+1Jp, (@)u p+1Jg, © On(K(@))u

—2
4 K(z)uPt! +/ (z*Opu) A(x)dx — n / wA(x) + K (z)ul T4
p+1Jop, B, :
n—2 ou
2 =0
2 /{)Br u@r ’
donde segue o resultado. O

50



Propriedades Basicas de Blow-up

3.2 Equacao da Curvatura Escalar Conforme

Seja 2 C R™ um subconjunto aberto, e suponhamos que g é uma métrica Riemanniana

em ), e f é uma funcdo C?. Considere uma funcdo positiva de classe C?, satisfazendo
Agu—c(n)Ryu+ Kf%uP =0 em Q (3.13)

onde ¢(n) = 4&7__21), K=nn-2),1<p< 2 §="1%8 _pe R, éa curvatura escalar

de g. O operador Ly = Ay — ¢(n)R, é chamado laplaciano conforme de g.

n+2

45, esta equagao diferencial parcial estd intimamente

Observe que, quando p =
relacionada com problemas da geometria conforme. Como mencionado no capitulo 1,
encontrar uma solucao deste problema é equivalente a encontrar uma métrica conforme
a métrica dada cuja curvatura escalar seja constante, problema conhecido por problema
de Yamabe. De forma mais especifica, dada uma solugao positiva u, a métrica uﬁg tem
curvatura escalar constante igual a 4n(n — 1).

Descreveremos a seguir uma caracteristica importante das solugoes deste tipo de
equacao. Mostraremos que tais solugoes sao invariantes nos sentidos que descreveremos

4 oy
abaixo. Consideremos g = ¢»—2¢g é uma métrica conforme a g:

4
Lema 3.2. Se g = ¢n-2g é uma métrica conforme a g, entdo

Li(¢ " u) = ¢~ 2 Ly(u) (3.14)
para qualquer funcdo u e,
Ry = —c(n) '™ 72 Ly(9). (3.15)

Demonstragao. Observe que

. -1y
Mgl = = Y o (VA ).
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4n .. 4 ..
Uma vez que detg = ¢pn-2detg e g¥ = ¢ n-2¢", temos

0 4 [ Tan It
Mglo) = = X o (o7 o g )
\/ pr—2 i ! J

= 9

21 O (a2 .. ——03(¢p 1)
n—2 — - n— n— 1) - 7
’ Vdet g sz: 0x; <¢ 20T detg al'j

R R A BTSN went ) C )]
= ¢ Vdetg ZZJ: ox; <¢ g detg Ox;j

e 1 AN (¢ 1)
= ¢ Vdetg ; ox; (#%)g detg Oz

o 1 20 [ i 00 )
o Vdetg ;gb Ox; <g detg 0z

_2n 0 L O(p 1)
= n— 2 _ y_ o 7
¢ 2 ¢>Z]: A CL
_2n 1 9 0 i O(p~ u)
n— Y/ det . 1
+o Vdetg sz:gb ox; <g g 0z (3.16)
aplicando novamente regra da cadeia, e utilizando a regra do produto para o laplaciano,
temos
nt2 n+2 4
= ¢ n229(Ve, Vo Nu+ ¢ n229(Ve, Vu)p™ ' + ¢~ 72 Ay(¢u)
_nt2 _ _n+2 _ _nt2 _
=¢ 229(V), Vo u+ ¢ n229(Vh, Vu)o ' + ¢ 290,07 - u
TR Agu + ¢ 722g(Ve L, V). (3.17)
Note que,
0= Ag(¢p~") =Dy ¢7" + Dgd™" b +29(V, Vo), (3.18)
implica que
Dgp™' = —Dgh- 67" —29(V$, Vo). (3.19)

Substituindo em ([3.17)), obtemos

Ag(¢7'u) = @ WA+ R EG2g(VT, Vu) + ¢ n 22(Ve, Vo u
167 22g(Ve, Vu)g ™ + 672 (~Ag- 671 —2g(V, Vo )u
— T Agu+ ¢ 2g29(V L, V) + ¢ n229(V, Vu)g !
= NS ) (3.20)
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Note ainda que,

0=g(V(p-07"),Vu) =g(Vo~ ", Vu)p + g(Vo ', Vu)g,
implica que
g(Vo 1, Vu)g = —g(Vo ', Vu)g,

e portanto, substituindo em ([3.20)), teremos
Ag(¢7u) = 672 Agu — 62 Agd - (3.21)
Finalmente, utilizando ([3.15|)

Ly~ 'u) = Ag(o~'u) — c(n)Rge'u
= TR A= 6T A 6 u = eln) (—e(n) TR Ly(9)) 07
= TEAu— ¢ A Ut 6 B AG - ¢ Iu— ¢ nEe(n)Ryu

2

= ¢_%2 (Agu — ¢(n)Rqu)

_nt2
= ¢ n2Lg4u. (3.22)
O
Consequentemente, se u é uma solucdo para a equacao (3.13), entdo ¢~ u satisfaz
-1 Sy = Hns SR K Oyp
Li(¢7 u) + K(¢f) (o7 w)’ = ¢ n2Lg(u) +¢ "2 Kf " u
_nt2
= ¢ 2 (Ly(u) + Kf0uP)

= 0. (3.23)

e portanto, ¢~ 'u satisfaz uma equacido do mesmo tipo. Ou seja, a equacido é invariante

via mudancas conformes da métrica.

Definicao 3.1. Seja u uma solug¢ao da equagao (3.13) e firtemos T € Q. Fizado s > 0,

definimos a fun¢ao renormalizada v(y) como sendo

2

v(y) = sP-Tu(expg(sy))-
Lema 3.3. Se v(y) € a fun¢do renormalizada de u, entao

Lyv+ Kf P =0,

onde f(y) = f(sy) e as componentes da métrica h em coordenadas normais sao dadas por

b = gri(sy).
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A demonstracado do lema acima é analoga a demonstracao do lema anterior e por isto
omitiremos sua prova. Consequentemente a funcao renormalizada satisfaz uma equacgao
do mesmo tipo que a funcao original e neste caso diremos que a equacao é invariante por
renormalizagao.

Os fatos observados acima terao consequéncias importantes no que segue.

Estudaremos agora, sequéncias de solugoes u; da equacao . Vale notar que,
quando o que desejamos ¢é estudar objetos conformemente invariantes, é sempre possivel
substituir a sequéncia u; por outra sequéncia de funcées v; = ¢;1ui, e a0 mesmo tempo

4
alterar a sequéncia das métricas para ¢; = qbi"j g;, sempre que possuirmos um controle
uniforme dos fatores ¢;. A seguir, daremos alguns exemplos de tal procedimento. Fixemos

x € Q:

Lema 3.4. Eziste um o > 0 tal que tal que Rz > 0 em Bas(x), onde g € uma métrica

conforme a g.

Demonstragao. Fixemos o > 0 e considere ¢ a primeira autofuncao de A, com respeito a

seguinte condicao de Dirichlet:

Agp+ A =0 em Bo(x)
¢ =0 em 0Ba,(x)

Relembre que, o autoespaco correspondentes é de dimensao 1 e podemos escolher ¢ de
modo que ¢ > 0 em By, (z). Assim, desde que A\; — oo quando o — 0, podemos tomar o

suficientemente pequeno de modo que Ay > || Ry[|5,_(,) + 1, entdo

Agp—c(n)Rgp = Ag+Xd— Ao —c(n)Ryod
= (=M —c(n)Ry)¢ <0,
em B, (x). Definindo g = qb%g, deduzimos de (3.15) que Rz > 0 em By(x). O
Lema 3.5. Eziste o tal que Ry =0 em B,(x), onde g ¢ uma métrica conforme a g.

Demonstragao. Considere a métrica cujo fator conforme é a funcao ¢ obtida como solugao

da seguinte equacgao:
Agh — c(n)Rgp = 0 em By (z)
¥ =1em 0B,(x)

desta forma concluimos que Ry = 0 em B, (), ficando assim demonstrado o resultado. []

3.3 Propriedades Basicas de Blow-up

Seja © C R"™ um subconjunto aberto dotado com uma sequéncia de métricas

Riemannianas suaves {g; };en convergindo na topologia Cl]gc para uma métrica suave g,
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onde N é grande o suficiente e depende apenas de n. Considere uma sequéncia de solugoes

positivas {u;}2;, da equagao
Lgu; + K 7% = 0 em Q (3.24)

onde 1 < p; < Z—J_rg, 0; = Z—J_r% —pi, K =n(n—2) e {fi}2, é uma sequéncia de funcoes
suaves convergindo para uma funcao positiva f na topologia C’lgoc.

Definigao 3.2 (Ponto de Blow-up). Um ponto T € § é dito um ponto de Blow-up para
{u;} se existir uma sequéncia {x;} C Q tal que v; - T e u;(z;) — oo.

Defini¢ao 3.3 (Ponto de blow-up isolado). Um ponto T € Q é um ponto de Blow-up

isolado se eziste uma sequéncia {x;} C § tal que
1. z; ==
2. x; € um mdximo local para u;;
3. ui(z;) = oo quando i — oo;
4. ui(x) < Cdgi(:u,xi)_m%l, Vo € By(x;) C

para constantes r,C > 0, onde B,.(x;) denota a bola geodésica de raio r centrada em x;, e

dg,(z,x;) representa a distancia entre x e x;, com respeito a métrica g;.

Observe que o dltimo item da definicao de ponto de blow-up isolado implica que existe
uma vizinhanca V' de T de modo que T é o inico ponto de blow-up de {u;} nesta vizinhanga.
Com efeito, seja V' = B, /5(T) e suponhamos que exista 3 ponto de blow-up para {u;} ou
seja, existe y; — 7, tal que limw;(y;) = oc.

Seja d = |T — 7|, e tome i >> iy de forma que

| *\<de| 7|<d
x — T < - ; — —.
i 4 Yi — Y 4

Entao,
T -9 < |7 — il + |z —wil + lyi — 7 =

[z -9l
2

|z — yi| >
e pela definicdo de ponto de blow-up isolado segue que

2
C e
ul(yl) < 57— < — 2 < Clv

lvi = il 7T [y a7

o que contradiz o fato que lim u;(y;) = oco.
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Deste modo a definicao acima implica que o ponto de blow-up em questao é isolado.
A menos de mengao explicita, trabalharemos nesta se¢do com coordenadas normais
x = (21, ..., ) centradas em x;, onde {z;} é como na defini¢ao Denotaremos também
ui(expy, (x)) por wi(z) e dg,(x,x;) por |z|.

Observe que a definicao de ponto de blow-up isolado tem a seguinte propriedade

especial:
Lema 3.6. A defini¢do de ponto de blow-up isolado € invariante por renormalizagao.

Demonstracao. Os itens 1, 2 e 3 da defini¢ao sao facilmente verificados, provemos o item

2
4. De fato, se v(y) = sPi~Tu(sy), entao

2
u(sy) < Clsy| 7t &
2
u(sy)sri~t < cly| &

_2
v(y) < Cly|ri~?

O]

Apresentaremos a seguir alguns resultados devidos a Schoen [?], referentes a pontos
de Blow-up. O primeiro resultado mostra que préximo a um ponto de Blow-up isolado, as
solugoes da equacao (3.24)), satisfazem uma desigualdade de Harnack.

Proposicao 3.1. Seja z; — T um ponto de Blow-up isolado para a sequéncia {u;} de
solugdes positivas de (3.24). Entao, existe C' > 0 independente de i, tal que

max u;(x) < C min u;(x)
s<]z|<2s s<|z|<2s

Demonstragdo. Considere (x!,...,2™) as coordenadas normais com respeito a métrica g;
na bola B, (x;).Defina a aplicagao

2

viy) = sPi~Tu(sy) (3.25)

onde |y| < 3. Assim, conforme discutimos na segao anterior a aplicagdo definida acima

satisfaz
Lyvi(y) + K f; %P (y) = 0

onde fi(y) = fi(sy) e (hi)u(y) = (g:)w(sy), e ainda
vi(y) < Cly 7T

quando |y| < 3. Segue assim da tltima desigualdade que v; é uniformemente limitado em

subconjuntos compactos de B3(0)\{0}. Deste modo, aplicando a desigualdade de Harnack
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para equagoes elipticas lineares (cf. [I1, Theorem 1.1]), existe uma constante C' > 0 tal

que
max v;(y) <C min v;(y)
1<y|<2 1<|y|<2
ou seja,
2 . 2

max sPi—'u;(sy) < C min sPi—'u;(sy)

1<|y|<2 1<|y|<2
donde segue o resultado. O

Podemos agora aplicar esta de8sigualdade de Harnack para obter informagoes na
vizinhanga de {u;} préximo a um ponto de blow-up isolado.

2—n

Considere a aplicacdo U(y) = (1 + |y|?) = . E fdcil checar que esta aplicacao satisfaz

n+2

AU(y) + KU»=(y) =0

Observe que, se m : S"\{N} — R" é a projecdo estereogrifica, entdo (7~ ') * gg =
AUT25 onde go € a “round metric ” da esfera e § é a métrica euclidiana do R™. Por esta
razao a funcao U(y) é frequentemente chamada de “standard bubble ”.

O préximo resultado garante que no caso de um ponto de blow-up isolado a sequéncia

{u;}, ap6s renormalizagao, se aproxima da funcao rotacionalmente simétrica U.

Proposigao 3.2. Seja x; — T um ponto de Blow-up isolado para a sequéncia de solucdes

positivas {u;} de (3.24). Entdio p; — "—J_r% e para alguma sequéncia €; — 0 e R; — o0

n

quando i — 0o, temos

pi—1

|M; (M2 y) = U(Y)l o2y, 0)) < & (3.26)

onde M; = u;(x;), depois de possivelmente tomarmos uma subsequéncia, e

i

— 0 quando © — oc. 3.27
Tog M, q (3.27)
Demonstragdo. Sejam (x!,...,2") as coordenadas normais com respeito a métrica g; na
bola B,(x;). Defina a aplicacao
_pi—1

vi(y) = M (M, % y)

p;—1

para |y| < rM; 2 . Onde r é como na defini¢ao Consequentemente tal fungao satisfaz

Lyvi(y) + K f; "ol =0
~ pi—1 _pi—l
onde f; = fi(M; * y) e (hi)u(y) = (9)m(M; * y).
Note também que
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e v;(0) = Mi_lui(expxi(O)) = Mi_lui(:vi) =1;

e Vv;(0) = Vu;(z;) = 0, pois z; é ponto de maximo local;

p;—1

e Se |y <rM, % entdo 0 < v;(y) < C’\y[‘piT_l;
i1
Afirmacgao 3.1. Existe C > 0 tal que, se |y| <rM, *> entdo v;(y) < C.
Demonstracao da Afirmacdo : Pelo que discutimos na secdo anterior, a menos de
uma mudanga conforme, podemos supor que as métricas tem curvatura escalar nula sobre
pequenas bolas, isto €, podemos tomar o > 0 de modo que Ry, = 0 em B,(0), para todo

i.Pelas propriedades da aplicacdo v; descritas acima, obtemos

vi(y) < C (3.28)

pi—1
quando o < |ly| < rM,; * . E ainda, como as métricas tem curvatura escalar nula em
B,(0), o operador laplaciano conforme ird satisfazer o principio do mdximo, isto €, existe

uma constante C' > 0 tal que

min v;(y) > C~ min v;(y) Vi (3.29)
lyl<r lyl=r

e 0 <r <o. E portanto, utilizando a desigualdade de Harnack esférica teremos

maxvi(y) < C minv;(y)
ly|=r ly|=r
< C minv;
s )
= C (3.30)

ficando assim demonstrada a afirmacdo.
Estimativas elipticas usuais implicam que, apds tomarmos uma subsequéncia v; — v
2 n
em Cj .(R™), onde

Av(y) + KvP(y) =0, yeR"
v(0) =1, Vov(0)=0,

onde p = lim p;, e A denota o laplaciano euclidiano.
1—00

Pelo teorema de Caffarelli, Gidas e Spruck [8], necessariamente teremos que p = Z—f%
ev(y) =U(y), o que finaliza a demonstragao. O

Para finalizar este capitulo introduziremos a seguir a nogao de ponto de blow-up isolado
simples, e demonstraremos algumas de suas propriedades.

Suponhamos que u; é uma sequéncia de solugoes positivas da equagao (3.24) e seja
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x; — T um ponto de blow-up isolado. Considere a média esférica
w(r) = 0B, ()| / wido,, (3.31)
OBr(x;)

onde 0B, (z;)|q, denota a drea de OB, (x;) com respeito a g;.

Definigao 3.4 (Ponto de blow-up isolado simples). Diremos que T € € é um ponto de
Blow-up isolado simples para {u;}, se existe R > 0, independente de i, tal que a funcao
2
ui(r) = rri-tu;(r) tem exatamente um ponto critico em r € (0, R).
Tais pontos possuem a importante propriedade de que nao pode haver acumulacao de

mais de um “bubble” em um tnico ponto.

1.PNG

Figura 3.1: Ponto de Blow-up Isolado Simples.

Observagao 3.1. Note que, na proposicao anterior, podemos sempre escolher R; — oo
antes, para entdo escolher e; tdo pequeno quanto quisermos e entdao escolher com que
subsequéncia de {u;} iremos trabalhar. Em particular podemos tomar e; tao pequeno de

modo que x; seja o unico ponto critico de u; no conjunto

p;—1

|z — x| < RiM, %

—(pi—1)
e portanto, U; possui um unico ponto critico em 0 <r < R;jM, * . Como resultado, se
o ponto € de blow-up isolado simples entdo

@(r) <0

)

pi—1

para todo R;M;, * <r<R.

Provaremos a seguir que, no caso de pontos de blow-up isolados simples, o blow-up é
andlogo ao da fungao de Green para o laplaciano conforme centrado em x;.

Relembre que, se R ¢ suficientemente pequeno, entao existe uma tinica funcao de Green

Gi(-,x;) € C?*(Br(w;)\{x;}) satisfazendo
e L, G;=0em Br(z;)\{zi};
* GloBra)=0;

i n—2cx. _
. xhﬁngl lz["*Gi(x) =1 .
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Proposigao 3.3. Seja ©; — T um ponto de blow-up isolado simples para a sequéncia
{u;} de solugoes positivas para (3.24). Entao existem constantes C > 0 e S € (0, R) que

independem de 1, tais que

pi—1

Mlul(ac) Z C_lGi(aj‘,ZL‘i), RiMi_T S ’$| S S (3.32)
Mui(z) < C|z|>™, |z| < S (3.33)

onde Gi(x,x;) € a funcio de Green para Lgy,, com as condicoes de fronteira de Dirichlet
em Bg(z;).
Antes de demonstrarmos a proposicao acima, precisaremos de uma série de lemas.

Lema 3.7. Se ¢ € suficientemente pequeno, existem constantes 0 < S < R e C > 0 tal

que
My (z) < Cd(z, ;)27 (3.34)
M| Vu(z)| < Cd(x,2;) ", (3.35)
MY |\V2u(z)| < Cd(x, z;) ™"+, (3.36)
E pi—1

para todo x tal que R;M, 2 <d(z,z;) < S, onde \i=(n—2-6) 2z L

Demonstragao. A demonstragao é andloga 4 demonstragao do lema 3.3 do artigo [16]. O

Observagao 3.2. Ndo € dificil ver que as estimativas acima implicam que

sPi—t
vily) <CM; % (1+[y))* ™
sPi=t _
[Vui(y)l <CM; = (1+[y))' ="
pi—1

§
[V20i(y)l < My 2 (1+ [y~

pi—1

para qualquer ly| < SM; .
Lema 3.8. Euxiste uma constante C' > 0 tal que

CMi(flJr&)ﬁJro(l)

)2 o(1)

i

5 < , sen >4
1T =

log M;, sen =4,

em particular, Mf" — 1, quando i — oo.

(V1[0

Demonstragdo. Aplicaremos a identidade de Pohozaev para u; sobre a bola de raio
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Com efeito se,

S n—2 0Ou; T ou;
P(g,Uz‘) = /| ; (u - |2‘|Vu,-]2 + |z|
=2

or

2 'or

2
>da

+ / Kfféi z|u? " do.

por sabemos que

n n—2 —6;, Pitl
(Pz' +1 2 > /x|§§ g de

0; e .
7 z|<35

com

Ai(z) = (g — ") (2)Opui(z)
(g™ + 191720119129 () Brui(z) — e(n) Ry(a)ui(x)

Da definicao de P(g7 u;) e pelo lema temos

’P(g, u;)| < cM{”‘i

p;—1 pi—1

Aily) = (M =M T g+ M, 2 (9kg™) + 9] 20k(1g]2 g™ (M,

_pi—1

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Y)0v;

(3.41)

i1 . . ~
Através da mudanca de varidveis y = M pT:c, das desigualdades obtidas na observacao

[3:2]e do fato de que a métrica é euclidiana sobre a primeira ordem das coordenadas normais

segue que
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n—
m .
/|x|§§ <x Omu; +

P25t 2 m n—-2 3
=M 2 M, pio1 | Y Omu; + viAi(y)dy
lyl<SM 2

2%-) Ai(2)dz

2

2—n nt2 o o
< CMlp 2 Mi 2 M;(Pz I)Mf(m 1)/ - (1 + ’y|)4—2ndy
yl<SM™2

1484
C’Mi( H )"’2+0(1), sen >4

<
C’MZ-(_IM)QJFO(I) log M;, se n =4,

(3.42)

Mais ainda, utilizando as estimativas (3.42]), , a identidade (3.38)), e o fato que
(n —2)d; n n—2

2pi+1) pi+1l 2

, entao

(n — 2)51 / —5. 41 51 / _85—1 +1
K f7 0%, ()Pt dy — —— K {7 (a™0m fi)ul ™ dx
2(pi +1) |z|<5 I (@) pi+1Jj<s ( )

CMi(fHé)ﬁm(l)

o i92Ho(D)

< , sen >4

log M;, se n =4,

Deste modo, pela proposicao teremos

/ pim1 ()P > >0 (3.43)
\

z|<R;M, 2
donde concluimos que ao tomar S suficientemente pequeno, entao

n—2
2

/| <8 Kfl._‘siui(av)pi+1 - Kfi_di_l(xm mfi)ufi+1d3: >c>0 (3.44)
TSz

donde segue que,

—2)o; _s, , i _5i— .
cd; < (n=2)% / Kf, Oy (z)P e — > / Kf, diL(gm o fi)ul it da
2(p; +1) |z|<S pit+ 1 Jjz<s

CMi(—l-i-(S)ﬁ-&-o(l)

L2 to()

,sen >4 (3.45)

log M;, se n =4,
ficando assim demonstrado o resultado. O

Lema 3.9. Dado o > 0 suficientemente pequeno, existe uma constante C' > 0 tal que

/ ul (z)de < OM;?
Bo‘(:ri)
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pi—1
2

Demonstragao. Considere s; = R; M, . Observe que, usando mudanca de varidveis e

o fato de que v;(y) < cU(y) para |y| < R, obteremos

_(pi—1)n
/ uP(x)de = M; 2 MP / oPidy < OM;! (3.46)
lz|<s; ly|<R;
Por outro lado, pela afirmacao obtemos

/ ul’ (z)dz < CMZ-_/\"”/ \x|(2*”+5)pidac
si<|z|<o si<|z|<o

< CMi—/\iPiS§2—n+5)pz‘+n
< o(l)M;? (3.47)
ficando, pelas desigualdades acima, provada a afirmagao. ]

A seguir enunciaremos uma proposicao e seu respectivo corolario cujas demonstracoes

se encontram no apéndice do artigo [16].

Proposigao 3.4. Suponhamos que u € C?(B,\{0}), satisfaz
—Agu+k(z)u=0, u>0em Bg\{0}.
Entao existe b > 0, satisfazendo
u=b-G+E, em Bs\{0},

onde 8 € suficientemente pequeno, G ¢ a funcio de Green para a equacio e E € C?(By)
satisfaz
—AyE(z) 4+ k(z)E(z) =0, em Bs.

Corolério 3.1. Considere u € C?(Bs(0)\{0}), solu¢io da equagdo
—Agu+ k(x)u =0,

onde k € CY(Bs) e u € singular prérima da origem. Entdo,

lim @ =b-lim oG

— = —(n—2)|S"" .
r—0 83,« 8V r—0 8BT aV (n )| ’

Lema 3.10. Existe o1 > 0 tal que para todo 0 < o < 01, existe uma constante C' = C(o)
com, para todo t,

wi(x)ui () < C(o) (3.48)
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Demonstragao. Considere 0 < o < o1 e defina a aplicacao
wi(z) = ui(ry) tui(2) (3.49)
onde z, é escolhido de modo que d(x,, ;) = 0. Observe que,
Lgwi + Kugi (2,7~ f7 %l = 0 (3.50)

Pela desigualdade de Harnack, para todo € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

se d(z,T) > . Pelo lema sabemos que u;(z4 )P~ — 0 quando i — co. Usando teoria

eliptica usual mostramos que, apds possivelmente passarmos a uma subsequéncia
2 —
w; — w em Cj, (B, (T))

onde w satisfaz

Da observacao desde que o ponto de blow-up é isolado simples, a funcao u;(r)
_pi—l

¢ decrescente no intervalo (R;M; > ,R). Passando o limite, concluimos que w(r) é

decrescente no intervalo (0, R) e consequentemente w é singular na origem. Segue entao

do corolédrio anterior que

—/ Agw; = —/ Ouw = —/ gw +o(l)>¢c>0 (3.51)
By (xs) OBy (z;) W 0B, (@) OV

para cada i, onde 1 > 0 é suficientemente pequeno. Por outro lado, utilizando a afirmacao

3.9 teremos

[ g = [ Kt = o)y )
Bn(xi) Bn(l"i)

< K| uilee) T
Bu(x:)
< cui(we) TMT? (3.52)
Assim a demonstracao da afirmacao segue das duas desigualdades acima. O

Tendo provado os resultados a seguir, a demonstracao da seguinte proposicao segue

rapidamente.

Demonstragao da Proposi¢ao: Suponhamos que a desigualdade (3.33)) nao é verdadeira.
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S
29

Entéo, para todo ¢ € N existe z;, com d(z;, ;) < %5, S suficientemente pequeno, tal que

wi (Ti)ui(wi) > id(Ti, 2;)> " =

uz(fl)uz(acz)d(@,xl)"_Q — 0

quando i — co. Note ainda que, pela proposicao como

R;
— 0 quando 7 —
log M, quando 7 — oo
i—1 ~
podemos tomar i suficientemente grande de modo que, Riui(xi)fg <r < g, onde
’E‘ = d(fz,l’l)
Defina,
2
vily) =77 wi(Fay), lyl < 2. (3.53)

Como a aplicacao acima definida é uma renormalizacao de u;, segue que a origem é um
ponto de blow-up isolado simples para v;. Usando o lema|3.10|e a desigualdade de Harnack,

seque que

max vi(0)ui(y) < C ‘H|11H vi(0)vi(y)
y|=0o y|l=0o
_a_
< Cmin 7 ()i (i)
y|=0o
< C

quando d(x;,T;) = 0, 0 que é uma contradiz o limite (3.53) e finaliza a demonstracao da

desigualdade ((3.33)).

Para demonstrarmos a desigualdade (3.32)), relembre que a funcao de Green sempre
pi—1

existe quando S é suficientemente pequeno. Considere a regiao €; := {x : RiMi_ 2 <

dg,(z,2;) < S}. Note que,

- Como G; =0 em S = d(z,z;), e portanto

Miui(z) <0 = C7'Gi(x,x;), para qualquer C' > 0

- Usando a desigualdade anterior e o fato que G;(z,x;) = O(r*~") quando d(z, z;) =
p;—1

RiM;T, existe C' > 0 tal que
2= CilGi — M;u; <0

é negativa.

Desde que
Ly, (ui(z)u;) < 0= Lg,G; (3.54)
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temos que Lg,z > 0 em ; e z < 0 em 9€);, e deste modo, aplicando o principio do maximo

segue que z < 0 em €2;, obtendo assim a desigualdade desejada. O

Uma consequéncia imediata da proposicao acima é que M;u; converge para fungao de

Green em um ponto de blow-up isolado simples.

Corolério 3.2. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado simples para {u;}. Entdo,

passando para uma subsequéncia
Miui(z) — h(z) = G(z,T) em C2(Bgr(T) — {T})

onde G(z,T) € a funcao de Green para L, centrada em T.

Demonstragdo. Observe que a funcao M;u,(x) satisfaz
Ly, (Myui () + KM 7P 7% () (M (z))P = 0.

Utilizando a proposi¢ao acima, M;u;(x) é uniformemente limitada em subconjuntos
compactos contidos em B, (Z)\{z} e, utilizando estimativas elipticas usuais mostramos
que, possivelmente passando a uma subsequéncia, M;u;(x) — h em C} (Bs(T))\{ZT}).
Desde que M; — oo e Lyh = 0. Pela desigualdade , tomando o limite, podemos ver

que h é singular, o que finaliza a demonstracgao. ]
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CAPITULO 4

ANALISE REFINADA DE PONTOS DE
BLOW-UP

Estabeleceremos neste capitulo algumas notagoes importantes e construiremos fungoes
que utilizaremos na obtencao de estimativas ao redor de um ponto de blow-up. Tendo
construido estas aplicagoes, estabeleceremos estimativas pontuais para a sequéncia
renormalizada de solugbes para pontos de blow-up isolados simples. Tais estimativas,
inicialmente demonstradas no artigo [I7], foram obtidas apenas para baixas dimensoes.
No entanto, em dimensoes mais altas serd necessaria uma andlise mais refinada, isto é,
precisaremos ir além da primeira aproximagao a funcao rotacionalmente simétrica.

Vale destacar que a partir deste capitulo veremos a importancia da escolha das
coordenadas normais conformes construidas no segundo capitulo. Em tais coordenadas
sera mais conveniente trabalhar com a expansao de Taylor da métrica, ao invés de trabalhar
com as derivadas do Tensor de Weyl.

Ao longo desta dissertagao trabalharemos também com dv, = dr em coordenadas
normais conformes, ignorando as contribui¢oes do elemento volume quando o mesmo for

desprezivel.

4.1 Analise Linear e Curvatura Escalar

n—2
2

no segundo capitulo, durante a construcao das coordenadas normais conformes, que ao

Introduziremos a seguir alguma notagao basica. Denotemos por d = [ ] Vimos

trabalharmos em tais coordenadas, é possivel escrever

gij = exp(hij),

67



Anilise Refinada de Pontos de Blow-up

onde hij(z)x? = 0, trhy; = O(YN), r = |z| e N é suficientemente grande. Neste
caso, det(gij) = 1+ O(|z|"). Fazendo a expansdo de Taylor da métrica h;j, teremos
hij = Hij + O(‘l"nf?’), onde

2<|ar|<n—4

Hij = Hj;
Hija:j =0
tT’Hij =0.

. Denotaremos ainda por
k
H = 37 hijaa®
la|=k

a soma de todos os polinébmios com grau k e

IHFZ =" [hijol*.
la|=k

O principal objetivo desta secao ¢ introduzir as funcoes z.,, de modo que U + Z., nos

dé uma boa aproximagcao, étima em certo sentido, das solugoes renormalizadas ao redor
_pi—1

de um ponto de blow-up. Neste caso, tomaremos ¢; = M; ? e as estimativas pontuais

que demonstraremos na préxima se¢ao seguirao como consequéncia deste resultado. Para

construir tais fungoes precisamos obter uma solugao para a seguinte equagao,
4
A +n(n+2)Ur—2¢ = qU,

onde g; é um polinémio homogéneo de grau [, tal que

/ qdo1 =0 / qlxidal =0,
s sp

para i = 1,...,n. De modo mais geral, polindmios que possuem as caracteristicas acima

recebem uma nomenclatura especifica.

Definicao 4.1. Diremos que dois polindmios p e q sao ortogonais se

/ pqdoy = 0.
syt

Considerando o conjunto

F(q;) = { combinacdes lineares de |y|* A*q,0 < j <k+2,y e R"}.
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observe que, se p € F(q;) entao deg(p) <1+ 4.

Para demonstrarmos a préxima proposicao, precisaremos do seguinte lemas:

Lema 4.1. Suponhamos que ¥ € uma solugdo da equagao
Aw+n(n+2)Uﬁzﬁ:0 em R". (4.1)

Se ‘ 1|im Y(y) =0, entdo existem constantes co, ..., ¢y, tais que
y|—o00

—2 . 9U
B(y) = co <n2U+y-VU> e
= Y

Ver demonstracao em [9].

Proposigao 4.1. Seja q; um polinémio homogéneo de grau l, ortogonal a (1,z', ..., z").

Suponhamos que | < n — 4. Entao existe um unico I' € F(q) tal que
A+ n(n + U2 = qU em R™, (4.2)

onde v =T(1+ |y|*)"=.

Demonstragao. Observe que, se ¢ = I'(1 + ]y\Q)_%, entao a equacao (4.2)) serd equivalente

a
T() =p = 1+ |y*)q,

onde T(T') = (1 + |y|?)AT — 2ny - VT + 2nyl'. De fato, usando a regra do produto para o

laplaciano, temos

Ay = AT +][y) %)
= AT(L+y?) 7% +n(n+2)1+ [y 75 |yl

—_n

-2
2 - VI

n—2
—n-n(l+y*) "z I —2ny(1+ |y

Assim, (4.2)) é equivalente a
AT(L+ |y|?) + 20D — 2ny - VI = (1 + |y[*)%q.

Note portanto que 7' : F'(q;) — F(g;) é um operador linear entre espagos de dimensao finita
e, consequentemente, para demonstramos o resultado é suficiente provar a injetividade de
T. Seja Torker T, Suponhamos que T(Tg) = 0, quando Ty € F(q;). Se ¢o = To(1+|y[>) "2,
entao

Adjo + n(n +2)U 24y = 0.
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e, desde que deg(I'g) < 1+4 < n, e ainda lim,_,o ¥o(y) = 0, pelo lema anterior segue que

n

8U
Yo = ¢ <U+y VU) —|—ch

Deste modo, como I'(0) = 0, segue que ¢g = 0. Mais ainda, como VI'y(0) =0e A[%]ql =0,
mostramos que ¢; = 0, para todo j = 1,..,n, o que implica que I'g = 0, ficando provada a
proposicao.

O

Dado ¢ > 0, definimos a func¢ao z. como sendo a solu¢ao do seguinte problema

n—4
AZ +n(n +2)Un2% = o(n) Y 0,0, HU, (4.3)
k=4

dada pela Proposicao onde

H;j(y) = Hij(ey).

Uma vez que estamos trabalhando com coordenadas normais conformes, utilizando

integracao por partes mostramos que

/| - 81-8]-Hij =0,

/ xl&&jHZ-j =0,
|z|=1

onde 1 <1 < n. Segue ainda da Proposicao que z:(0) =0, Vz.(0) =0, e

/ Zzedo, = 0,/ Zedo, = 0,
S z!

se 1 <1 < n. Existe também uma constante C' > 0, independente de € e H;j, tal que

07%1(y) < C Z > ehijal (14 [y))err2mn=lo, (4.4)

la|=4 4j

para |8] = 0,1,2. Note que, se us(z) = 5nT_2(52 + ]x\Q)Q_Tn e z:(y) = 6nT_225(£y), entao a
equagao (4.3)) é equivalente a

Az. +n(n+2ul 2z =c(n Z@@H Ug
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e a estimativa (4.4)) implica que

n—4
0721(y) < C Y Y lhigal(e + Ja]) o218 (4.5)

lal=4 1,j

para 8 =0,1,2.
Durante o resto deste trabalho serd de grande importancia obtermos uma boa
aproximacao para a curvatura escalar em termos de h;; em coordenadas normais

conformes. O que serd demonstrado na proposicao abaixo

Proposigao 4.2. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que

1 1
|Rg — &@hij + 6j(Hij8lHil) — §6jHij8lHil + Z@;Hijale

d
<C YN |higalPlz 4 ¢l (4.6)
|a|=2 ,j
e
d
Ry — 0:0;hil < C D> [higal |27 + Cla™ 2, (4.7)
la|=2 4]

se |z| <o <1, onde C depende apenas de n e |h|con (g, (0)-

Demonstragao. Segue da expressao local da métrica 24 em coordenadas locais, para mais
detalhes ver [6]. O

4.2 Analise Refinada de Blow-up

pi—1 kil
No que segue ¢, = M. 2 | v;i(y) = Mi_lui(Mi ’

7

y), e H;; é obtido da expansao
de Taylor da métrica g;; em coordenadas normais conformes ao redor do ponto z;, que
obtemos no capitulo anterior. Utilizaremos também a funcao z; = 2., construida acima.

Provaremos primeiramente a seguinte estimativa pontual:

Proposigao 4.3. Suponhamos que n > 6. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado
simples para a sequéncia {u;} de solugoes positivas de (3.24]). Entao, passando para

coordenadas normais conformes, existem constantes o,C > 0 tais que

_U_73 < 2k 1i7(R)|12( ) 3 5.
[vi —U = Z|(y) < € max {e7[H7 (i), & 0i}, (4.8)

para todo |y| < oe;t.

p;—1
Demonstragao. Seja l; = oM, > = 061-_1, e

Ay = max |v; — U — z| = |v; = U — Z|(yi),
ly|<l;
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para certo |y;| < l;. Observe que, se existe uma constante ¢ > 0 tal que |y;| > cl;

para todo 4, entdo a desigualdade forte A; < cel'™ 2

vi(y) < cU(y) <cly* ™ e

¢é valida. Isto segue da estimativa

n—4
Z) <> lyl P <yl
k=4

para |y| < 06;1, desde que
Ai = [(vi =U = Z)(yi)| < Clys]* ™ < Cef 2.

Ou seja, podemos assumir que |y;| < 51
Defina,

Entao w; satisfaz

Lg,wi + biw; = Qs

onde .
i) = 7,0 G )
n—6
Qi(y) = A7e(n) Zaak New)U(y) + (A — Lg)(%)
=2
+O(|ERUS 2>+K<<U+zz>n2 FoU + 30
VI Oy N+ )3 ), (4.9)

pi—1 pi—1

com f; = filM; 2 ), (G = (g)m(M; %) e O(Jy|N) vem da expansdo do elemento
volume em coordenadas normais conformes, para N suficientemente grande. Desde que o

ponto de blow-up é isolado simples, da desigualdade v; < cU, podemos verificar que
bi(y) < e(1+lyl) ™, (4.10)

para |y| < ;. Utilizando a férmula da representacao de Green temos que

- [ Gl oo - @@ - [ TG, @
B; oB;

onde B; denota By, (0) e G; 1, é a funcao de Green de L3, em B; com respeito as condigoes
de fronteira de Dirichlet.

Finalizaremos a demonstracao da proposicao utilizando contradi¢do. Supondo que a
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proposicao nao seja verdadeira entao, necessariamente teremos
AT HWP () — 0, (4.12)
para todo 2 < k < d—1, quando i — o0, e
A7tel™? =0, A7's; — 0. (4.13)

Estimemos o termo @;. Primeiramente,

n—6 d—1
IR = (00:H)Vley) < €Y e 2 [HW P (ai) |y 2 + O ly[" . (4.14)
1=2 k=2
Donde segue que
n—>6 d—1
IR =Y (050 Hi)V(en)U(y) < CY & HWPP(+ [y "+ Cef (1 +[y)~°
1=2 k=2

2k r7(K))12( .. 2d—2—n
€, max [ HOP @)} + )77}

+CE3 (1 + [y)) 2. (4.15)

IN

Assim,

n—4
(Lg, — A @) < CY G HM P ()1 + |y
k=2

n—4
+CZ RT3 O (2) (1 4 [y|)* 3
k=4
< 2k r(k) |2 (4. 2d—2—n
< €, max {7 [H (i) }(1+ [yl)
+Ce" 3 (1 + |y)) 2.
Finalmente, desde que
n—4
172 < CZng|H(k)|2(1 + [y|)2Ha2n,
k=4

obteremos

~ 6—n _9_ _ _
EPUE <O max (P HOP@)HL+ [y + O+ )
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e deste modo,

Qi) < OATY max (P HWP (@)} (1 +[y)* 2

2<k<d—1
+el 31+ |y P
—(1+N) Bt _n
0, T 0>y Myl (1+ [yf?)
+8:(1log(U +5)| + log FN( + [y 2)}. (4.16)

Utilizando as estimativas (4.10) e (4.16)), e pela féormula de representagao de Green

novamente, concluiremos que w; é limitada em 012007 e

. < —2 -1 2k pr(k)(2(,. | .n—3 '
sl £ € () + A7 g (PR, ), (D

para |y| < %6;1. Estamos usando que |w;(y)| < CA; "2 onde |y| = %5;1, e também que
|Gi.L(y,m)| < Cly—n*>" para |y| < % Entao, por estimativas elipticas padroes, é possivel

obter uma subsequéncia, também denotada por w;, convergindo para w,que satisfaz

{ Aw+n(n+2)Uﬁw:0,y€R"
lw(y)| < CA+ [yl 7?),

Assim, o lema [4.1] implica que

n—2 . oU
w(y):c(]< 5 U+y'VU>+chay.
=1 /

As condigoes w(0) = g—;"j(()) = 0 para todo j, em outras palavras, w(y) = 0. Ou seja,
concluimos que |y;| — oo quando i — oo, contradizendo a estimativa (4.10) e os limites,

desde que w;(y;) = 1, ficando demonstrado o resultado. O

Na proxima proposicao, estimaremos o termo ¢;. Este resultado e a proposicao anterior

nos darao uma estimativa para |v; — U — Z;| independente de 9;.

Proposigao 4.4. Nas hipdteses da proposicdo anterior

< 2k ir(R) |24y g3 .
51 — CQSI?SLDZ(—I{E’L |H | (x1)7‘€z } (4 18)

Demonstragdo. A demonstragao serd dada novamente por contradi¢ao. Se o resultado nao
for verdadeiro, teremos necessariamente

6; e HW P () = 0,

paratodo 2 < k<d-—1,e

(5;16?_3 — 0.
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Consequentemente, pela proposicao anterior
lvi —=U = Zil(y) < C6;.
Considere a aplicacao uniformemente limitada
wi(y) =67 (vi — U — Z)(y).
A funcao w; satisfaz a seguinte equacao

Lg,wi + bjw; = Qs,

onde
bi(y) = K% Upv__([(]]t?p (),
c
n—~6
Qi) = ATy~ S00H) )V + (5 153
+ O(EPUE) + K(U+5)77 - [0 +30)
2B Oy )yl (1+ )5} (4.19)

Utilizando novamente a proposicao anterior temos ainda que

0, < -1 2k r7(k)(12¢ ... 2d—2—n
Q)| < Co7, max {EHOR@)}(1+|yl)
el (1 [y)) P
—(1+N) Bt _n
0, T 0y Myl + [y?)

+8i(| log(U + Z)| + [log fil) (1 + [y ")} (4.20)

Utilizando teoria eliptica para equagoes lineares podemos supor que w; — w em

subconjuntos compactos assim, se ¢(y) = 52U (y) +y - VU(y), entdo

-1 2%k ) 77 (k) (2 ( . 2d-2-n | n-3 L
/lyslgw(y)éz (23%?3{—1{5@ [ (i) H(1 + [y]) +e (1 + Jyl)

Mi—(1+N)%

O(lyIM)lyl(1+ [y1*) %) = 0, (4.21)

onde d = [%‘2] Note que, quando ¢ — oo temos

n+2
n—2 —

STLK (U + 7)) — F(U + 7)) — K(logUly) + log f(@)Un2,
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pontualmente. Desde que

podemos concluir que

lm | Qs =n(n=2) | w()ogUw)UTE.

1—00 Iylg%

Por outro lado, utilizando integracao por partes obtemos
[ oy = [ o)+ by =
|y ly| <+

8wi a’lb
<1/) pe _wlar> do.

[ v+ bty + [
lyl<

yl=%

<3 \

Observe ainda que a integral sobre a fronteira converge a zero quando ¢ — oo pois

{ [l = 00> ™), |V =00
|w; (

W <eorter™, |Vi(d)] < eoter !

Assim, tomando o limite quando ¢ — oo, devemos ter

lim ww@@wy:AgAww+nm+meWMMy:m

pois A¢(y) + n(n + 2)U$@ZJ = 0 e o limite independe do o. Tal fato é uma contradicao

uma vez que a mudanca de varidveis mostra que

n+2
n(n—2) A ¥(y)(log U(y))U =2 (y)dy > 0,
ficando assim demonstrada a proposicao. O

As proposicoes acima implicam que

R & v < 2k ry(k)12 n—3 .
lvi = U = Zil(y) < €, max {7 [HV] € (4.22)

para |y| < oe; ! Nosso objetivo a partir de agora é aplicar a férmula de representacio de

Green para obter melhores estimativas.

Proposigao 4.5. Suponhamos que n > 6. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado

simples para a sequéncia {u;} de solugoes positivas de ([3.24]). Entdo, apds passarmos para
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coordenadas normais conformes, existem constantes o,C > 0, tais que

V™ (i U = Z)|(y) < C§ e |H® P (i) (1 + |y >+
k=2
+CM3 (14 |y, (4.23)
para todo |y| < oe; ', 0<m < 2.
Demonstracao. Defina
T, =, max {*lHOP, ¢

wi(y) = (vi — U — z)(y),

para |y| < de; 1 Assim, a proposicio anterior implica que w; ¢ uniformemente limitada, e
que w; satisfaz a equagao

Lg,wi + bjw; = Q;,

onde

[bil (y) < (1 +y|™),

e podemos observar que

d—1
Qi) < LY e HWP(ai)(L+ |y
k=2

+el 31+ [y P
(14 NP o
1, T Oy Myl + Jy?) B
+6;(|log(U + )| + | log ) (1 + |y ")} (4.24)

Desde que |G, 1(yn)| < Cly —n*>7", para |y| < %, a férmula de representacao de Green

wilo) = [ Guslonbwn - Qutndn— [ T Guutnds, (129

oB; OV
implica que
d—1
lwi(y)| < ¢ {Z e TH® P (@) (1+ [y + T+ [y %) + (1 + Iyl)_l} - (4.26)
k=2
Aplicando (4.25)) na férmula de representacao repetidamente obteremos
d—1

wily)l < CY e HW P ) (L+ [y + Cef (L + [y~
k=2
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As estimativas das derivadas seguem por teoria eliptica cldssica, finalizando assim a

demonstracao. O

Observagao 4.1. A estimativa (4.23) é equivalente, em coordenadas, a
fui = Uz = 2l (2) < C="F Y [HWP () (e + o) 427" + Ce™ (e +[af) ™ (4.27)

para todo |x| < o.
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CAPITULO 5

TEOREMA DO ANULAMENTO DE
WEYL

Sabemos que o Tensor de Weyl é a parte do tensor curvatura que mede o quanto
a métrica é conformemente plana. Ou seja, ao nos perguntarmos o quanto uma dada
variedade pode ser conformemente deformada em uma variedade dotada com uma métrica
plana, a resposta usualmente é negativa e a obstrugao para tal construcao é proveniente
do Tensor de Weyl.

Um resultado de bastante relevancia a ser utilizado durante a demonstragao do
resultado de compacidade é o célebre Teorema de Massa Positiva da relatividade geral.
Para a utilizacao de tal resultado, precisaremos que uma dada variedade, a ser construida
posteriormente, possua massa definida e, neste ponto, a boa definicdo da massa estara
intimamente relacionada com o Tensor de Weyl, isto é, para que a massa esteja bem
definida, o tensor de Weyl obrigatoriamente terd que se anular em um pontos de Blow-up
para ordem [ > "776 suficientemente alta.

Ou seja, a principal dificuldade em estabelecer a compacidade do conjunto de solucoes
do problema de Yamabe é provar a Conjectura do Anulamento de Weyl para dimensces
altas. Neste capitulo provaremos o Teorema do Anulamento de Weyl para o caso particular
em que todos os pontos de blow-up sao isolados simples e n < 24. Tal fato extraordinario
segue da positividade de uma certa forma quadratica, que é positiva apenas no caso em
que n < 24.

Vale ressaltar que as estimativas construidas no capitulo anterior terao grande utilidade
na demonstracao deste teorema.

No que segue, 0 =1 se k = 252, e §;, = 0 caso contrario.

2
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Teorema do Anulamento de Weyl

Teorema 5.1. Suponhamos que 6 < n < 24. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado

simples para a sequéncia {u;} de solugoes positivas de (3.24). Entdo
|V;Wg\2(:c,-) < Caf_6_21| log &4 ~%+2 (5.1)
esd para todo 0 <[ < [”T_G] Em particular,
VLW, (@) = 0 (5.2)

para 0 <1 < ["7_6]

Demonstragao. Definindo

n—2 0Ou; T
P(ryu;) = / (uiz — | Vu|* 47
|x\:r 2 87‘ 2

pela identidade de Pohozaev temos que

8ui
or

2

1 Y .

+ S 1Kf2- 51ruf1+1> do,,
(A

P(ryu;) = — /I - (2™ Omu; + n- 2ui)(Ag — Ag)(u;)dx

1
_c(n)/||< <2;pk8kR+R) u?dw—i—c(n);/ Ru?do,

||=r

n n—2 _5: 41

+ — K%l dr
(pi +1 2 ) 2|<r fz i

pit+1Jjz<r

Kfi_éi_l(a:m mfi)uéoiﬂdx.

Observe ainda que, se tomarmos 7 suficientemente pequeno, independentemente de 4

teremos,

< r _n—2> KuP ™ dg—
pitl 2 al<r

i

1y K f7 07 @™ O fi)ul ™z > 0 (5.3)
7 z|<r

Consequentemente, para r > 0
m n—2
P(ryu;) > — (™ Omui + ——u;) (Ag — Ax)(u;)dz
lz|<r 2

1
_c(n)/|< <2xk8kR+R> u?dw—i—c(n);/'l Ru?do,. (5.4)
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Desde que M;u; — h, longe de z;, teremos que A;(r) < C’e?_Q, onde
L & 2
Ai(r) = —c(n) 5% R+ R ) ujdx
|z|<r
-2
—/|< (@ Opui + nTUi)((le — 0" Opu; + Og™ Oyu;)da
Defina,

A\l(r) = —c(n)/||< (%xkakR—i—R)gZ)zdx

_/ (xm m¢a + n
|| <r

onde ¢. = u. + z.. As estimativas obtidas na proposicao implicam que

(g™ — ") oo + Ok By ¢ )da

&.

n—2
ui — | < C 2) T O 22 (e + )2 4 CE (e + [x) )
k=2

Assim, em conjunto com as estimativas das derivadas, obtemos

d—1
Ai(r) — Ai(r)| < Y e#P2HB 2 () + Cre 2
k=2

Entao,

Estimaremos a seguir a segunda integral que aparece na defini¢ao de A;(r). Utilizando
o fato que o laplaciano com respeito a métrica e o laplaciano euclidiano coincidem, em
coordenadas normais conformes, quando aplicados em fungoes radialmente simétricas,

desde que u. e ™0 us + "T_Que sao fungoes radialmente simétricas, segue que

-2
/| (" Omde + =5 0:) (9" — 6o + 0kgMDr.)do =
z|<r

[ @monse+ 2008 - A)(0) =
|z|<r

/<ﬂm@+ﬁfwmfAm»—

/ )(xm m¢var + L_2¢€) =
ol<r 2

/ (2" O 2e +
lz|<r

n—2

ze)(Ag — A)(ze).
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Mas,
n—2 iy
(2O ze + ——22)(Ag — A)‘ <C Z Ze3|a‘]hija\3] loge| + Cre™ 2. (5.5)
|a|=2 4,]
De forma analoga,
1 (%52]
‘/ (za:k(?kR—i- R) Z2de| < C Z Z€3|a‘]hija\3] loge|™ 4 Cre™ 2. (5.6)
|IIST ‘a|:2 1,7

Portanto,

d

1

—¢(n) / <2x’“6kR + R) (U2 + 2ucze)de < CY e HEP(2;) + Ce % (5.7)
|z|<r k=2

Finalmente, utilizando o resultado do apéndice, se n < 24, temos
d 6
5 3 ltetellost <
la|=2 4.
o que finaliza a demonstracao. O
Como coroldrio, podemos melhorar as estimativas obtidas na proposicao [4.5] se n < 24.

Corolario 5.1. Suponhamos que 6 < n < 24. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado
simples para uma sequéncia {u;} de solugoes positivas da equagdo (3.24). Entdo, passando

para coordenadas normais conformes, existem constantes o,C > 0 tais que
V™0 = U = Z)|(y) < Cef (L + [y~ (5:8)

para todo |y| < aai_l, 0<m<2.
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CAPITULO 6

CONJUNTO DE PONTOS DE
BLOW-UP

Neste capitulo provaremos que, se existirem pontos de blow-up referentes a equacao
de Yamabe, tal conjunto serd finito e constituido apenas por pontos de blow-up isolados
simples. Tal resultado nos dard o ingrediente final para a demonstracao do teorema de
compacidade.

Assim, de modo a obter tal resultado, iniciaremos este capitulo obtendo um teorema
referente a analise assintética de pontos de blow-up quando n < 24 que, juntamente
com o Teorema da Massa Positiva, excluird a possibilidade do fenémeno de blow-up em

variedades que nao sao conformemente difeomorfas a esfera.

6.1 Restricao Local de Sinal

A ideia bésica é usar a identidade de Pohozaev como uma ferramenta de obstrucao
tendo por objetivo excluir a formacao de “bubbles” em pontos de blow-up.

Definamos,

ov
ov

2
P'(r,v) = /|x:r <” 5 ZUgZ — S|V +r 0 ) do(r). (6.1)
Teorema 6.1. Suponhamos que n < 24. Seja x; — T um ponto de blow-up isolado
simples para uma sequéncia {u;} de solugées positivas para (3.24). Se u;(z;)u; — h longe
da origem, entao
lii% inf P'(r,h) > 0.
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Demonstragdo. A demonstracdo deste teorema segue da aplicacdo da Identidade
de Pohozaev juntamente com as estimativas pontuais construidas anteriormente.

Relembrando que, da igualdade (5.4)), para r > 0 suficientemente pequeno temos
m n—2
P(ryu;) > — (" Omu; + ——u;) (Ag — Ag) (ui)dx
|z|<r 2

1
_c(n)/||< <2x’f8kR+R) u?dx—i—c(n);/' Ru?do, (6.2)

Uma vez que M;u; — h longe da origem, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue concluimos que
MZP(r,u;) — P'(r,h)

quando 7 — oo. Mais ainda, as estimativas pontuais estabelecidas no oCrolario
implicam que

ei " Ai(r) = Ai(r)| < Cr,

onde A; e A; foram definidas no capitulo cinco. Assim,

rM; 2 Jim Ru do, =r Rh%do,

=00 Jiz|=r |z|=r

Pelo Teorema do Anulamento de Weyl segue que H;; = O(|z|¢*!) em um ponto de blow-up

T e portanto 0;0;H;; = O(r?=1). Assim teremos que,
Ry, = 0;05hi; + O(|z|"~3).
Ainda, fazendo € — 0, nas estimativas pontuais dadas pelo Corolério obtemos,
h =2l + t(z) + O(|a| 1),

onde

t(x) = lim e ?Z(e Z |Pija |12,

e—0
oo =4

Novamente, usando o Teorema do Anulamento de Weyl e a expansao da funcao de

Green do laplaciano conforme segue que t(z) = O(|z|*3~"). Entdo,

rh*R = r(r* "+t + 0> 1)2(3:0;hij + O(r"?))
= r(r*7" + 1)%(8i0;hi) + O(* ")
= (0;0;hij)r* "+ O(r*™™).
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Portanto,
lim inf/ rRh?do, = 0.
lz|=r

r—0

Finalmente, aplicando o Teorema do Anulamento de Weyl para as estimativas ([5.6)) e (5.7))

obtemos

‘— / @ Omdet " 200 (0" — ) Okude + k010

—c(n)/ <1xk8kR + R) 22dx
|z|<r 2

para € < r. Utilizando o resultado principal demonstrado no apéndice, podemos concluir

< Cre" 2,

que, se n < 24, entao

lim inf P'(r, ) > 0. (6.3)
r—0

O]

6.2 Conjunto de Blow-up

Relembremos primeiramente um resultado bem conhecido na literatura, que se

encontra demonstrado em [?].

Proposicao 6.1. Dado § > 0 suficientemente pequeno e R > 0 suficientemente grande,
existe uma constante C = C(§, R) > 0 tal que, se u € ums solug¢ao positiva de (3.24]), com
maxy u > C, entao existem {x1,...,xny} C M, N = N(u) > 1, onde Z—‘fg —p <4 e cada

x; € um mdximo local de u tal que:

_bpi—1
1. {By,(z:)}Y, ¢ uma colecdo disjunta se r; = RM;, * ;

2. Sex = (2%, ...,2") é um sistema de coordenadas locais em torno de x; entdo

pi—1

i) ulu(a) T y) ~ Ul < 6.

1
onde y = u(a:,)plTx,

2

3. u(x) < Cdg(x,{x1,. 2n}) P " para todo z € M e

_2
dg(zi, z) 7 Tu(z;) > C

para i # j.

A proposicao acima nos garante que para cada funcdo u, satisfazendo as hipdteses
citadas, conseguimos um conjunto de mdaximos {zi(u),...,xn(u)}, onde N = N(u),

satisfazendo as propriedades mencionadas na proposicao. Provaremos a seguir que, o
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maximo local x; = x;(u) obtido na proposi¢do acima nao pode ser acumulado, isto é,
mostraremos que existem constantes C;(0, R) > 0, i = 1,2, tal que, para todo u > 0

solugao de (3.24)) com max,; u < Cp, devemos ter
dg(wi(u), zj(u)) = Cy.

A fim de demonstrar tal fato, provaremos que todo ponto de blow-up isolado deve ser

um ponto de blow-up isolado simples, fato a ser demonstrado no lema a seguir.

Lema 6.1. Seja ©; — T um ponto de blow-up isolado para a sequéncia {u;} de solugdes

de (3.24). Entao T é um ponto de blow-up isolado simples para {u;}.

Demonstragcao. Suponhamos que T nao é um ponto de blow-up isolado simples. Entao,
existem ao menos dois pontos criticos de u; = rpz%lm(r) em um intervalo (0,7;), para
alguma sequéncia 7; — 0.

Pela Proposicao sabemos que no intervalo deve existir apenas um ponto critico
O<r<mr:= Riui(:v,-)fpiT_l, denotemos por 7; o segundo ponto critico, onde 7; € (0,7;).
Portanto, 7; > r; e 7; — 0. Seja = (z!,...,2") coordenadas normais centradas em x;, e

considere a renormalizacao de w;(x) dada

2
Py

vily) =77 wilmy), lyl <7
onde x = 7;y. Entao v;(y) satisfaz a equagao

Lyvi(y) + Kfi_éi (may)v*(y) =0,

2
onde hag(y) = gap(miy). Mais ainda, teremos |y|?i~Tv;(y) < C para |y| < 7';1,

lim; 00 v;(0) = oo. Note ainda que, como u; ter apenas um ponto critico no intervalo
2

(0,73), 77i~1v;(r) tem exatamente um ponto criticoem 0 <r <1, e

dir(rm%l@-(r)) o= 0, (6.4)

Portanto a origem é um ponto de blow-up isolado simples para a sequéncia {v;}.
Utilizando argumento andlogo ao da demonstracao do Corolario possivelmente

tomando uma subsequéncia, teremos
vi(0)vi(y) = h(y) == aly|/> ™" +b(y) em C? . (R™\{0}),

onde b(y) ¢ harmonica em R". Desde que h(y) ¢ positiva liminf), ., b(y) > 0, e assim,
utilizando o principio do méximo concluimos que b(y) > 0. Pelo Teorema de Liouville,

como b é harménica e limitada inferiormente, concluimos que b(y) = b, onde b é uma
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constante. Mais ainda, a igualdade ([6.4) implica que

d, 2 _
- (rPTR(r)) =0,

que implica que b = a > 0. Assim,

—9)2
lim inf P’(r, h) = lim inf — u(,“L2|y]17"d0(7’) <0,
r—0 r—0 ly|=r 2
o que contradiz o Teorema [6.1 ]

Tendo mostrado que todo ponto de blow-up isolado é isolado simples, provaremos a

seguinte proposicao.

Proposigao 6.2. Seja §, R, u, C(6,R) e {z1,...,an} como na proposicio [6.1 Se
0 € suficientemente pequeno e R suficientemente grande, entdo existe uma constante
C(0,R) > 0 tal que se maxyu > C, entdo dy(xj, ;) > C, para todo 1 < j#1<N.

Demonstragdo. Demonstraremos a proposicao utilizando contradicdo. Se supormos que

tal constante C' nao existe, entao existird uma sequéncia p; — p com maxy; u; > C e

Jim mindy (i (), 1 (1) = 0.

Podemos assumir sem perda de generalidade que
i = dg(x1(u;), 22(u;)) = min dg(j(ui), 21(u;)) — 0.

Entao pelo item (3) da Proposicao temos u;(x1),u;(ze) — oo. Considerando a

renormalizagao
2
P;

vi(y) = o7 wi(exp,, (0y), |yl <ot

Entao v;(y) satisfaz
Lyvily) + K[ (oi)of (y) = 0,

onde hag(y) = gap(oiy). Se zj(u;) € B jz7(w1) e considerarmos y; = o7 xj(u;), entdo
cada y; ¢ um méximo local de v;(y) e pelo item (3) da Proposicao

_2 _
ly — il P Tui(y) < C, Jyl <oph

Mais ainda, y; = 0, |yo| = 1 e minj4 |y; — | > 1 + o(1), assim, em particular,
y2(u;) — Yo com |yy| = 1. Portanto, {0,732} sdo pontos de blow-up isolados para v;(y)
contanto que

v;(0), v;(y2) — 0. (6.5)
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Provemos (6.5)). Se v;(y2) fica limitada mas v;(0) — oo ent@o = = 0 é isolado e portanto
um ponto de blow-up isolado simples, enquanto v;(y) permanece uniformemente limitada
em uma vizinhanga préxima de y,. Entao, pela Proposicao v;i(yy) — 0, o que nao

il - . .
pode acontecer uma vez que o; > max{Rui(:zl)*pT,Rui(xg) Pi-1} o que implica que
vi(0),vi(Y2) = R. (6.6)

Por outro lado, se v;(0) e v;(y2) permanecem limitada entao utilizando argumento similar

ao utilizado na proposigao mostramos que v; — v > 0 em C? _(R"), onde v(y) satisfaz

nt2
Av+ Kvn—2 =0
Vu(0) = Vu(yy) = 0.
Pelo Teorema de Caffarelli, Gidas e Spruck segue que v = 0, o que é uma contradicao

a . Uma vez provado (6.5)), concluimos que {0,75} sdo pontos de blow-up isolados
simples para {v;}. Portanto, pelo Corolario

vi(0)vi(y) = G(y) = aily|* ™ + azly — %> " + b(y) em CH.(R™\{S}),

onde S denota o conjunto dos pontos de blow-up de {v;}, b(y) é uma fungao harménica

em R™\(S\{0,75}), e a1,az > 0. Pelo principio do méximo b(y) > 0, de modo que
G(y) = arly*™ + b+ O(lyl),  para |y| proximo a 0,

para alguma constante b > 0. O que, analogamente ao que fizemos no lema anterior, é

uma contradicao a condicao de sinal do Teorema (6.1 O

Pela proposigao acima, fica claro que para qualquer sequéncia dada de fungoes {u;},
o inteiro N = N(i) da Proposicao deve permanecer uniformemente limitado, pois de
outra forma nao poderia existir uma constante C(6, R) > 0 tal que dy(z;,z;) > C. Com

isto, obtemos o resultado principal desta se¢do como coroldrio imediato.

Corolario 6.1. Seja {u;} uma sequéncia de solugdes positivas de (3.24)), com maxys u; —

oo. FEntdo p; — Z—J_rg, e o conjunto dos pontos de blow-up € um conjunto finito formado

apenas de pontos de blow-up isolados simples.
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CAPITULO 7

TEOREMA DE COMPACIDADE

O objetivo deste capitulo é dar uma prova completa para os resultados enunciados
na introducgao, respondendo assim, juntamente com os resultados obtidos nos artigos, a
conjectura de compacidade proposta por R.Schoen.

Tendo demonstrado que todo ponto de blow-up é na verdade um ponto de blow-up

isolado simples, o teorema abaixo segue diretamente do teorema .

Teorema 7.1 (Teorema do Anulamento de Weyl). Seja g uma métrica Riemanniana
suave definida na bola unitdria de dimensao n, B1, 6 < n < 24. Suponha que existe uma

sequéncia de solugoes {u;} de

Lyu; + Kul” =0, em By, (7.1)

Di € (1, Z—fg} , tal que para qualquer € > 0, existe uma constante C(€) tal que Supp\p, Ui <

C(e) e lim;_o0(supp, u;) = 0o. Entdo o tensor de Weyl W (g) satisfaz,
W (9)|(x) < Claf

n—>6
para algum [ > 52,
Restando assim, demonstrar o teorema principal:

Teorema 7.2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 3 < n <
24 sem fronteira. Se (M™,g) tem quociente de Yamabe positiva e ndo é conformemente
difeomorfa para (S™,go), entao para todo € > 0 entdo eriste uma constante C > 0,

dependendo apenas de g e € tal que
Cl<u<C e | u|eza <C, (7.2)
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para qualquer u € Z1+e<p<L+2 ®,, onde 0 < v < 1.
—lF—=n-2

Para demonstrar o teorema acima utilizaremos uma generalizacao do teorema de massa

positiva que requer a introducéo do conceito de variedades assintoticamente planas.

7.1 Variedades Assintoticamente Planas

Defini¢ao 7.1. Uma variedade Riemanniana (M,q) de dimensao n é chamada variedade
assintoticamente plana de ordem 7, se M = My U My, onde My € compacto, e My, €
difeomorfa a R™"\Br(R > 0) e o difeomorfismo nos fornece um sistema de coordenadas

{y'} para My tal que

9i = 6ij + O(ly[™7),
Okgi; = O(ly|"™™ 1),
NDigi; = O(ly|™2).

Tal sistema de coordenadas € chamado sistema de coordenadas assintdticas. A
definicdo acima aparentemente depende da escolha das coordenadas assintéticas. No
entanto, podemos ver em [I5] que a estrutura assintdtica € determinada apenas pela

métrica.

Figura 7.1: Variedade Assintéticamente Plana.

Exemplo 7.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta e {x'} o sistema de
coordenadas de um ponto xo € M. Considere a métrica § = r~*g prézimo a xo com
r2=3" 27 e M = M\{xo}. Entao (M,g) é assintoticamente plana de ordem 2 com

coordenadas assintoticas dadas por y* = r—2at.

Definigao 7.2. Se t > ”772, podemos definir a massa de (M, g) pelo limite a sequir:

m(g) = lim (95915 — 0jgi )V, (7.3)

R—o00 SR

onde v € o vetor normal euclidiano que aponta para fora de Sg.

Observagao 7.1. A definicao acima depende apenas das coordenadas assintdticas, mas
de acordo com Bartnik [5], a defini¢io de massa depende apenas de g quando a ordem

n—2
T > 5 -
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Proposicao 7.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com dimension > 2.

Suponha que o invariante de Yamabe da variedade seja estritamente positivo. Defina a
4 —

métrica g = G2 onde G(x) = (n — 2)w,_1G(zo,x) € M = M\{xo}. Suponha que

lg(r,0)| =1+ 00", comk>n—2, (7.4)

G(z) ="+ A+ O(r). (7.5)
Entao (M, g) € assintoticamente plana de ordem 2 e a massa (M, g) é m(g) = 4(n —1)A.

Demonstragcdo. Escrevendo a métrica
4
g=rt1+ A2 L O>(r"))n2g.

Para o calculo da massa, escolhendo coordenadas polares com p =1/r,

- 1 = ST
I\ |g(p, 0)| = 3 19(p,0)|9" 0p9i;-

Entao,
m(@ = Jim wty [ (V000 — 20,/ 5000 ar(0)
n—1

e como

= o 2

9(0,0)] = p72"Gn=2\/]g(r,0)]

on_
= (144977 + 00" ™)]7=2/]g(r,0)],

segue que, se k é suficientemente grande m(g) = (4n — 4)A = 4(n — 1)A. O

O teorema a seguir é uma generalizacdo do Teorema de Massa Positiva de Schoen e

Yau ([23]) para dimensées arbitrarias, demonstrado por J. Lohkamp.

Teorema 7.3 (Teorema da Massa Positiva). Seja (M, g) uma variedade assintoticamente

plana de dimensdo n, com ordem T > "=2. Suponhamos que a curvatura escalar R,

2
seja positiva e R € LY(M,g). Entdo m(g) > 0, e m(g) = 0 se, e somente se, (M,g) é

isométrica ao espaco euclidiano R™.

7.2 Teorema de Compacidade

Demonstraremos finalmente o teorema principal do nosso artigo.

Demonstracao do Teorema 9.2: Utilizando estimativas elipticas usuais juntamente com

a desigualdade de Harnack, vemos que é suficiente estimarmos |u|co(y) como acima.
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Suponhamos por absurdo que

U o

1+€§p§"TJ;2

nio é limitado em C°(M). Entdo, existe uma sequéncia u; € ®,,, 1 + ¢ < p; < ©+2

< 55, com

maxu; — 00 com ¢ — Q.
M

Pelo Coroléario devemos ter p; — Z—f%, e existe um ndmero finito N > 0, de pontos de

blow-up isolados simples

D™

xz(l) — 7t

Podemos assumir sem perda de generalidade que

(V) = Oy, ez,

min{u;(z;
para todo i. Entao seja, w; = uz(xgl))ul Pela Proposicao existem C, p > 0 tais que

wz(fL‘) < Cdgi (337 xz(j))’

quando d(z, x( )) < p, para todo j € {1,..., N}. Por outro lado, sabemos que a sequéncia
u; é uniformemente limitada em M\ UY j=1 B¢ (z19)), desde que nao ha pontos de blow-up na
regiao. Aplicando a desigualdade de Harnack concluimos ainda que w; é uniformemente
limitada em M\ Ué-vzl By @).

Os fatos acima implicam que, apds passarmos a uma subsequéncia
w; — h = Z%Gﬂj +b(x) em C2 (M\{zW,...,.zM)}),

onde a; sao constantes nao negativas, a; > 0, G; ¢ a funcao de Green para o Laplaciano
conforme com singularidade em ZU), e b € C?(M). Note que desde que o primeiro
autovalor de menos o laplaciano conforme ¢é positivo, de fato se L,G = 0 implica que
b=0.
4
Seja g = G;@f g. Sem perda de generalidade podemos assumir que g é a métrica
conformemente relacionada a métrica dada que produz as coordenadas normais conformes

4
1), De fato, suponhamos que gy é a métrica dada e g = ¢pn-2¢gy é a métrica que

em T
produz as coordenadas normais conformes, entao QS*lGE(l) ¢é a fungdo de Green para gg.

Assim,
4

—~ -1 4 __4 %2 _4 n_3
g = (Qb Gf(l)) "rPg=¢ 2 Ggu) pn-2go = G;u) go-
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Assim (M\{z("M}, ) tem curvatura escalar

_n42 4 4

Ry = —c(n)'G_{2" P Ly(GZ:T) = 0.

z(1)

Afirmacao:(M\{zZ(1},9) é assintoticamente plana.
De fato, pelo Teorema [2.8], sabemos que no sistema de coordenadas normais conformes

em ) € M, a funcdo de Green tem a seguinte expansio assintética:
Gla,7V) = 2" (1 + x1 (@) + . + xa(2)) + clog 2] + xn41(2),

onde yj é um polindmio homogéneo de grau k, x,+1 = O(1),x1 = x2 = x3 =0, e o termo
logaritmico aparece apenas em dimensoes pares. Desde que o Teorema implica que

hija(f(l)) =0 para todo 1 <i,j <ne2<|a| <d, eusando que, neste caso
Ry = 0;0;hij + O(|z"?)), (7.6)

com |, snt 0;05h;; = 0, verificamos que

n—2
G(a,7) = [2] " (1 + 3 @) + A+ O(Je|log |w|>> , (7.7)
k=d+1

onde

/ Xk = 0,/ zixx = 0, (7.8)
Sin—l Sn—l

1
paratodo k <n—2,1<i<n.
Se introduzirmos as coordenadas assintéticas y = |x| =2z, entdo a expansdo (7.7)), e o

fato que g;; = &;; + hij + O(|z|*™ 1), hi; = O(|z|?*1), implicard que
Gij = 0ij + O(Jy| D)
para |y| suficientemente grande. Mais precisamente, podemos obter
Gii(y) = G2 |y 748 + hig — 2yalyl Ry — 2yzulylha + O(ly"™™)),

onde h;;(y) = hij(Jy|~2y), ficando assim demonstrada a afirmagao.

Neste ponto vale ressaltar a construgao geométrica por traz da afirmacao anterior.
Ao definirmos a métrica g = Gﬁ g, uma vez que a fungdo de Green explode no ponto
retirado, a operacdao acima é uma generalizacao da projecao estereografica. No caso, a
projecao estereografica transforma a métrica da esfera em uma métrica euclidiana. Na

situacao acima a métrica é transformada em uma métrica que nao é plana mas, que no
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)i”v

Figura 7.2: Andlogo a Projecao Estereografica.

infinito, se aproxima desta.

Afirmagao: m(g) > 0.

Como d = [”7_2] > ”7_2, é possivel aplicar o Teorema de Massa Positiva. De fato,
supondo por absurdo que m(g) = 0, aplicando o teorema de massa positiva concluimos
que (M\{z(1},9) é isométrica ao R”. Mas R" é conformemente difeomorfa a S™ —{ponto},
o que implica que (M, g) é conforme a S™, o que é um absurdo.

Observando que os termos envolvendo yj, ou h ndo contribuem para a massa,
juntamente com as igualdades obtidas em , usando coordenadas normais conformes
concluimos que m(g) = cA, onde ¢ > 0 ou seja, A > 0. O que contradiz a restrigao de

sinal local obtida pelo teorema [6.1] pois obtemos
lim inf P'(r, h) < 0,
r—0

onde h := SN

i1 a;G(), ficando assim demonstrado o resultado. O

O Teorema de Compacidade provado acima, nos permite calcular o grau total de Leray-
Schauder de todas as solugoes da equagao (2.1]), e assim obter teoremas de existéncia mais
refinados que discutiremos a seguir. Nesse ponto vale lembrar a equacao ([2.1]) surge de um

2n
problema variacional. Se escolhermos a normalizac¢ao unitdria do volume |’ yun2dug =1,
a equagao ([2.1) provém de

n+2

Lyu+ Ey(u)un—2 =0, (7.9)

onde
By(w) =~ [ uLyudv, = [ (1Vgu? + clm) Ry,
M M

Dado p € [1, Z—f%} e A > 0, podemos definir a aplicagao F), : 2y — C*%(M) por
Fp(u) =u+ Lg_l(Eg(u)up)

onde
Qp = {u e C®*(M)|||ullcza < A, u>A"1}.

Da teoria eliptica sabemos que a aplicacao u — L;l (E(u)uP) é uma aplicagdo compacta
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de Qp em C*%(M). Assim, F, é da forma I + aplicacao compacta, e podemos definir o
grau de Leray-Schauder de F, ([18]) na regido Q4 com respeito a 0 € C?%(M), o qual
denotaremos por deg(F),{2x,0) desde que 0 & F,(0€25). O grau é um inteiro que conta a
multiplicidade do nimero de vezes que o valor 0 ¢ atingido pela aplicacao Fj,. Note que
F,(u) = 0 se, e somente se, u é solucao de . A invaridncia homotépica do grau nos
diz que

deg(Fp, Qp,0) = deg(F1,Q4,0),

se 0 & F,(02p) para todo p € [1 ”—”} . Quando p = 1 a equagao € linear e nao é dificil ver

' n—2

que deg(F1,Q,,0) = —1 para todo A > 0 suficientemente grande. Deste modo, teremos

Teorema 7.4. Seja (M",g) satisfazendo as hipdteses do entdo para todo A

1 n+2

, n_2} temos

suficientemente grande e todo p € [
deg(Fp,2),0) = —1.

No caso em que todas as solucoes do problema de Yamabe sao nao degeneradas, como
sera o caso para uma classe genérica de métricas, nossos resultados anteriores garatem a
existéncia de um nudmero finito de solugoes do problema variacional. A desigualdade de

Morse forte \

(DA< (-1)rrCy, A=0,1,2, ..
v=0

onde C),, denota o nimero de solugoes de indice de Morse v, vélidas nesse caso desde elas

sao equagoes subcriticas.

Teorema 7.5. Suponha que (M™,g) satisfazem as hipdteses do Teorema e suponha
que todos o0s pontos criticos em [g] sao ndao degenerados. Entao existem uma quantidade

finita de pontos criticos gi,..., gi € teremos

k
1= >

j=1

onde I(g;) denota o indice de Morse do problema variacional com volume restrito.
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APENDICE A

FORMA QUADRATICA DE
POHOZAEV

Nosso objetivo nesse apéndice é estudar a forma quadréatica de Pohozaev. No que
segue H;j, onde 1 < 4,7 < n, denota uma matriz cujas entradas sao polinomios com n
varidveis. Usaremos indices repetidos para denotar somatérios. Dadas H;; e W;; matrizes
de polinémios, definimos

(Hijvwij> :/l lHijWide'.
z|=

Diremos que H;; € Vi, onde k é um inteiro nao negativo, se cada entrada polinomial

tem grau k, e verifica:

1. H;; = Hyj;

2. H;; =0;

3. xiH;; = 0.
Note que,

©;0jH;j = 0;(w;iHij) — 6;5H;j = 0.

Definimos ainda V<j = @;?:2 V;. Dado H;; € V<j, denotamos H, i(jl-) sua componente de grau
l. Seja (0H); = 0;H;j; e 5%h = 0;0;H;;. Iremos nos referir a 6H e §2H como divergéncia e
divergéncia dupla de H;;, respectivamente.

Dado H;j € Vy, usando integracao por partes obtemos

/|_1 8¢6jHZjdo =0, (A.l)
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/ :L'laiajHide = 0, (AQ)
|z|=1

onde 1 <[ < n. Defina,

00 Sk+n73
b, = ——d k<
k /0 (T4 s2)n T s Dpara n

00 (1 _ 82)5k+n—3
ck:—/o m para k <n — 2.

O lema a seguir relaciona as integrais acima.

Lema A.1.
m .
n+2j—4
boy, = — )b
2m (H n— 2] ) 0
J=1
4dm
Com = —————bam,.

n—2m—2
Demonstragao. Usando integracao por partes obtemos,

n—+2m-—4

b2m = & U2m-2.
n-—2m

A primeira igualdade segue assim utilizando indugao. A segunda igualdade segue do fato
que,

com = bam4o — bop,.
O

Relembre que, d = [”T_Q], eque f =1sek = "T_Q e 0 = 0, caso contrario. Seja

H;; € V<4. Se n é impar, seja

d

2 ) s+t / Lo () g @ Lo )
—I'/(H, H) = o —Z0:H 9 H. -OH." |,
n_9 1,5( , H) S,Et:26 Cstt . 2@ i o H;" + 43l ij
se n é par,
2 I(n)(H H) _ a s+t 718H(3)8 H(t) + la H(s)a H(t) +
n_ 9 le Uh —Sgt:; Cs+t o 9 “itij 14151 4 (4445 Vidd;;

1 1
n—2 Dy @ Loy g ()
£ \1oggy/31 (—Qajﬂij OHy + JOH O H; )

Durante o resto do apéndice denotaremos g;; = exp(hij), trhi;(x) = O(|z|V), onde N é
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suficientemente grande. Escreveremos ainda h;j(z) = H;j(x) + O(|z|?t1), e
d
HZ](LB) = Z hijaa:a.
|a|=2

Nas estimativas a seguir, ignoraremos as contribuigoes do elemento volume, desde que

podemos escolher N suficientemente grande.

Lema A.2. Dado n > 0, existe C > 0, dependendo apenas de n e ‘g‘cN(BU(O)), tal que

d
<01 Y S Ihijal?e¥e log [ Ie

la[=2 i.j

1 n
‘— /|x<0 <2xk6kRg + Rg> ulde — 1'1(76)([{, H)

1 2

+Con~ "7,

se 0 <1 e e € suficientemente pequeno.

Demonstragao. Integrando por partes,

1
—/ <2:z:k8kRg + Rg> ugdsc = / Ryucp.dr — ;/ Rgug,
lz|<o lz|<o |z|=0

onde 9. = ”T_2u5 + 2%0u.. Usando a estimativa (4.6)), concluimos que existe C' > 0, tal
que para qualquer > 0 dado

1 1
|Rg — 0;0jhi; + 0;(Hi;0,Hy) — §8jHijalHil + ZalHijalHij‘

d d
<C Y Y lhigallePl w0 Y Y e Plel 2+ O e

=2 1. jol=2 i.j

Observe que a expressao acima difere da (4.6 pois aqui deg(H;;) < d. Desde que,
/ (0:05 = 0, —0;(H;;0,Hy))uetede,
|z|<o
temos,
1 1
/ RQUE/l/]Ed$ = / (*ajHijalHil - *31Hij81Hij)U51/JEd$
jo|<o FE: 4

d
+0(n) Y D hijal?e®![log e[l + O(on~1e2).
jof=2 5]
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Mas,
1 1 < 7 s+t+n—3
o (iajHijalHil_ZalHijale‘j)uawadx = Z UPer dr
z|<o 5,t=2 0
1 s
/(28ijj)8zH§)—az “alH(t)),
S1

onde S1 = {|z| = 1}. Agora,

o o o/3 _ 22\,.5+t+n—3
/ uther T3 dr = n—s 253+t/ (L=r9)r 5 dr
0 2 0 (1 +1r?)
n—2 1=t .
= -2 Capi T HOE)
donde segue o resultado. O
Se n é impar, defina
d
BY(H H) =~ ) ket 52 H®)Zz(HOYUdy,
k=4

e, quando n for par,
d
B H H) = - 3 ket [ () Z(HO)Udy—de""2 1oge| | (82 HO)r@2)(52H),
k,l=4 R S1

Aqui, Z(H®) = T(82H®)(1 + |y|?)~2 denota a solucao de

n—2

(k) i (k)y__"72
AZ(HWY 4 n(n+2)Un—2z(HW®) PTEpY

S*(HM)U,

construida no capitulo 4.

Lema A.3. Dado n > 0, existe C > 0, dependendo apenas de n e \g\CN(Ba(O)), tal que

d
1 . )
‘—2 /m|<a(2:ck8kRg + Rg)ua%dx — Ié’s)(H, H) < Cn Z Z |hijo¢|252‘ |‘ 10g5|9\al

lo|=2 2,
+Con~ten2
se 0 <1 e e € suficientemente pequeno.
Demonstracdo. Relembre que
. n—4
ze|(@) < C™2° YN Jhijal(e + [a]) @277, (A.3)
lor|=4 2.5
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Em particular,

[2el(2) < ™ (e + [a)*~

Portanto, por (4.7)),

1 1
—2/ (gxkakRg + Ry)ucz-dx = —2/ (fa:ké?k(52h) + 6%h)ue zoda+
lz|<o

|z|<o

d
>3 |hijal?o(e* log e|flet) + O(07"72).

laj=2 i

Mais ainda, usando a estimativa (A.3]),

—2 / (lxkak((s?h) + 6%Rh)uezoda —2 / (lx’fak(am) + 02 H ) uezedx +
lz|<o lz|<o

d
) Z Z |hija|2€2‘a|| log 5|0\a| + 0(077_15”_2)

jaf=2 i.j

= —2/ (%xkak(52H) + 0% H)u 5%z +
|z|<co

d
O(n) Y Y Ihijal*e® I loge|’lel + O(on~"e" ).
loe|=2 4.j

Onde,

d
Az=4 4 n(n + 2ul r 254 = n)Z(SQH(k)uE,

e assim, zfd depende linearmente de §2H. Observe agora que,

d
—2/ (%xkak((SQH) + P H)uzS%e = -2 Z / (lxkak((SQH(k)) + 02H®Yu, 20 dy
|z| <o k=4 lz|<o
- Z kekt! / S2(HY Z(HMUdy +
k=4 yl<oe™!
O( Z > |hijal?e™ ).
la|=2 1,j
Deste modo, se n é impar, entao
9 / Lok 0 (2 H) + 82 H)uo2S0dn = Z ket [ o)z Oy +
|z|<o k=4

O( Z > |hijal?e™ ).

laj=2 i.j
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Caso n seja par, teremos
d

—2/ (lxkﬁk((SQH) + 0?Hyu2S% e = — Z kekH/
lz|<o

S(HMYZ(HMUdy —
k=4 R

de" / § OH) Z(H)Udy
y|<oe~

d—1
+O(D > |hijal’e"?)

=2 i.j

d—1
+0(n) Y > |hijale* !

lal=2 1,j

+O0(n~" Y Y [hijale" ).

laf=d %]

Mas nesse caso,

—de"? / § 152(H(k))Z(H(l))Udy = —de"? /| (2HD(2HD)(1 + [y "Udy
y|<oe~

Nosso objetivo é estudar a positividade da forma quadratica de Pohozaev

1o =t 4 (A.4)

€ £ €

no espaco V<4. O principal resultado desse apéndice ¢ a seguinte proposicao:

Proposicao A.1. Eziste § > 0 tal que, se 6 < n < 24,

d
I™(H, H) > BZEZk] loge\e’“(Hi(f),Hl.(;.“))7
k=2

para H;; € V<q.

No entanto, antes de demonstrar a proposicao é necessario compreender mais a
estrutura de V4. Iniciaremos assim com uma projegao sobre Vj.

Seja Py, o espago dos polindmios homogéneos de grau k.

Lema A.4. Seja H;j uma matriz simétrica formada por polinémios homogéneos de grau

k. Suponha que exista p,t € Py_2, qj € Pr—1 tal que:
1. Hyi = —plzl*;
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Forma Quadratica de Pohozaev

2. wilij = —qjlal?;

3. xixsz" = —t’l"4.
Se
DT (n —2)tz;
bj =q; - -
2(n—1) 2(n—1)
€ 2
o o= Olaf
n—1
entao,
Hij = ﬁfij + bi.%'j + bj:BZ' + C(Sij € V.
Demonstragao. E facil checar que H;; = Hj;, H;; =0 e x;H;; = 0. O]

Definicao A.1. Quando o lema se aplicar, diremos que H;; = Proj(fNIZ-j).

Diremos que

Sij = mod (:Ei,l’j,(sij)

se existe b;, ¢ tal que S;; = bjxj + bjx; 4 cd;;. Definamos o operador Ly : Vi, — Vj, dado

por
Li(H;;) = Proj(|z|*F(H;)),
onde,
1 1 1
F(Hy) = ~0;0,Hy + ~0;0,Hj; — ~AH,;.
4 4 4
O lema [A24] implica que,
1, o k k
Li(Hi) = Z|x! (0;0,Hy + 0;0,Hj; — AH;;) — ijalHil - inalHﬂ +
1
§f57171552}¥($i$j-—!1425m)- (A.5)

Note que, dado H;; € Vi, e W;; € Vi,
A(Ly(Hij), Wi5) = 4 g Proj(|z|*F(Hi;)) Wi
1

= 4 F(HZ])WZ
S1

= /(@@Hu+&&Hﬂ—AHmW%
S1

= =2 81Hil<9jWij + / 81Hij61Wij — k(n +k+m— 2) / HMVVU.
S1 S1 S1

Em particular Ly : Vi — Vi é simétrico com respeito ao produto interno (-,-). Faremos

a seguir a andlise dos autovalores deste operador. Seja p; € Py tal que 2 < I < k—2e
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Forma Quadratica de Pohozaev

Apl =0. Deﬁna'7
Hy; = Proj(did;plal™™),

onde k =1 — 2+ 2m. Note que m > 2. O lema implica que

ﬁ[z'j = 8iajpl‘l'|2m — (l — 1):Ei(9jpl‘$|2m_2 — (l — 1)xj8ipl]x\2m_2
n—2 _ 1 _
+n — 1l(l — Dppaiz;|z)*™* + ml(l — V)pydij |z P2

Um céalculo direto mostra que,

N _ i
0;H;; = Z_ 1 (I—=1)(n+1-1)0p =2 + — 1l(l — D) (n+1—Dzp|z)*™ 4, (A.6)
€
52 = ”_iz(z— D+ 1—1)(n+1— 2)pfz]?4. (A7)
—

Da identidade (A.6)), e do fato de

Af[ij =(2m(n+2m+20—6) —4(l — 1))8i3jpl|x|2m_2 +  mod (z, x4, d;5),

obtemos
|2[2F(Hyj) = AL m@idip|z*™ +  mod (x4, x;,5;5).
Aqui,
n—2 m
Ay =0l-1 (1 - —-— [—-1)) — — 2 2l — 6). A8
== (1= =) = B2 2-0). (A8)
Portanto,
Li(Hij) = Ay Hij. (A.9)

Lema A.5. Seja H;j € V.. Entao ewistem py_oq € Pr_24,q € 1,..., [k—f], Apj—2q = 0,

tal que, se
(Hy)ij = Proj(0i0;pr—2q|7*"?),
€
Z_] - Wz] + Z Z]a
entao
(%-OjWij =0.
Mais ainda,
(Wi, (Hy)ij) =

((Hy)igs (H)ig) = 0, eq#s

ﬁk(( q)m = A 2q, q+1(H )ZJ
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Forma Quadratica de Pohozaev

Demonstracao. A existéncia de polindomios py_o, tal que 5?W = 0 segue da decomposicao
de 6°2H em esferas harmoénicas, observando as identidades (A.1) e (A.2) e usando a
identidade (A.7)). Mais ainda,

/Wij(ﬁq)ij - /WijPTOj(az@jpk—2q$|2q+2)
St S1
- /Wijaiajpk&]
S1

= / 0;0;Wiipr—2q
S1

e
[ By = [ (H)iProj(@idmsloPr?)
Sl Sl
= /(ﬁs>ijaiajpk2q
S1
= /aiaj(ﬁs)ijpk—Zq
S1
= C/ Pk—2sPk—2q
S1
= 0,
se ¢ # s. Aqui, estamos usando a identidade (A.7]). O

Defina Wy, = {W;; € Vi, : 0;0;W;; = 0}. Seja W;; € Wy, entao

(n+k—2)k

OiLr(Wij) = — 1

oiWij, (A.10)

em particular, 9;0;L,(W;;) = 0. Portanto, L : Wy — W. Suponha que W;; é um
autovalor de Ly, isto é, Li(W;;) = AW;;. Pela identidade (A.10]), concluimos que

(n+k—2)k

A=—
4

8Z~ ou 8¢Wij =0.

Defina Dy, = {D;; = 0: 0;D;; = 0}. A identidade (A.10]) implica que Ly, : Dy — Dj,.
Seja D;; € Dy, entao da identidade (A.5), temos

1
Ly(Dij) = = |2I*ADy;.
Endo |z|?A : Dy — Dy, e desde que

|22 F2AMTL D, = [22A(|2[2M AT Dyj) — 2m(n + 2k — 2m — 2)[x|*A™D;;,
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um argumento indutivo mostra que |z[*™A™ : Dy — Dy, para todo m > 1. Considere

agora a decomposicao

onde AMi(f_Qq) = 0. Desde que |z|*™A™ permanece invariante sobre Dy, temos
k—2
220 € Dy,

para qualquer 0 < ¢ < [%] Em outras palavras, Mi(ffzq) = ]\4};‘*2‘1)7 mMi(f*zq) =0
e 81M2-(jk_2q> = 0. Em particular, Mi(jo) = 0 ou Mi(jl) = 0 se k for par ou impar,
respectivamente. Para ver isto, basta observar que Migo)xixj =0 ou (‘31Mi(jl)xixj =0.

Agora,
k—2 1 k—2
Lell2l? M) = —LlePA(eP M)
1 -
= —iq(n—2q+2k—2)\3:|2in(;g 20),

Assim, fica demonstrado o seguinte lema:

Lema A.6. Seja W;; € Wy. Entdo existe /W?Z-j € W, Mi(f_Qq) € Di—2q, ¢ =0,..., [k—f],
tal que

k2
Wij = Wij + [22:] ]x\qui(f_QQ),
q=0
onde
Li(Wij) = —WW@
e

(k—2q) _
AMT = 0.
Mais ainda,
fem k—2
(Wi 210 20) = 0,
(2P M2, fa My 7*0) = 0, se q # 5

_ 1 B
Lillz P00y = —5a(n—2q+ 2k 2) |22 2.

Observagao A.1. Note que

-2 1
—W # —5aln —2q+2k—2) (A.11)
para g =0, ..., [%52].
Voltemos agora ao estudo da positividade Ig(") em V<g.
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Demonstra¢do da Proposicdo A.1: Dado HZ(]m) €V, ﬁgf) € Vy, defina

m) 7k m k 1 m) - —(k
B(H] >,H§j>)_/5( Lo i ' Lamom).
1

Entao,
(m) Fk)y  _ (m) (1o oK) yed() Z7(k)
B(Hz.j JH ') = /51 H;; <8j81HZ- + 88;Hl — fAH )
+(n+m+k—2 H(mH(k)
4 S, K
m — n+m+k—2)—k%
_ / H™ (zk(H§j)) y ot )ng)) .
S1
Seja H;j € V<4. Entao, usando a notacao do Lema A.6,
(k) _ (k) & (k)
k k =\ (k
1] Wz] + Z (Hq)ij ’
q=1
. d (5321 57 \ (k)
para 2 < k < d. Seja W;; = Zk _o Z] ,e H” D ko g1 (HQ>ij . Agora,
n m 75 n m 77 \(k
IWE (Hy))) = 1w, (Hy) ),
desde que 62W (™) = 0. Mas,
-~ m 75 \(k
2w (H)S) = eBWS™, (Hy) )
m ~ n+m+k—2)k ~
= o [ wl () + R )
S1

m k
= cC alajwi(j )pI(CJZq
1
= 0.
Portanto,
I (Hyy, Hig) = I8 (Wig, Wey) + I (Hy, Hy),
e

(Hij’Hi]) (WZ]7VVZ]) (Zjaﬁij)-
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Pelo Lema A.7,

k—
k’)’E] 20 }

d 175~
k—2
D;; = Z ‘$|2q(M )EJ !
k=2 ¢=0
Agora,
. . ~(m k—2
BWSY, |21 (M) 2 = /SWl(] (a0
1
T R
_ Wm) k 2‘1)7
S1
onde,

Por outro lado,

BWM o[ (by) 520y = /|w!2q(Mk)§f_QQ) <£m(W<?“))+

v

Portanto, a desigualdade (A.11]), implica que,

BW™, |a2(M,) 52 = o,

€
[ TG a0 <o
Entao,
I (Hyg, Hij) = 10 (Wig, Wij) + 10(Dij, Dig) + I (Hyg, Hij),
€

—_ =

~

(Hij, Hij) = (Wij, Wij) + (Dyj, Dij) + (Hij, Hyj).

Dividiremos assim o estudo da positividade da forma quadratica em trés casos.

Quando n é par, devido ao termo envolvendo o logaritmico, precisamos analisar
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primeiramente este termo em V,;. Portanto definiremos,

(@) ¢r(d)y _ (@) ¢7(d) 2 77(d d+2) /52 r7(d
JHD HD) = B, HY) /31(5 )P (52 (@)

€
_2 .
(I/)S:n)(HvH = z Z e’ Cs+tB Hz(])7Hz( ))
s,t=2
ngs-‘rt (s)) ( (t))Udy,
s,t=4

onde d = ["%32]. Desde que (™ (|, H) = (I’)(ln)(Hg,Hg)7 onde (H.)(®) = eH®),
restringiremos a andlise a J e ( I')y (),

(*) )y (nrk—2)k (k) -
Caso 1: H;j = WZJ = Zk o Wi, onde Lipy(Wy7) = T W;; . Note primeiramente
que,

BV Wy — %m@.@ wimy.

) 1] 1] g
Portanto,
=(d) 75(d d? —a
J(Wi(j)aWi(j )) = Z|Wz(] )|2~

Entao J é sempre positivo neste caso. Por outro lado,

d/

n) S TS n—2 —~(s) =
(W) = 2= 3 st (W W)
s,t=2
n—9 s,tpar —(s) 1) n—9 s,timpar —(s) =)
s s
= Z StCert(WZ] 7Wij ) + T Z StCert(W” ’Wij )
2<s,t<d’ 2<s,t<d’

Desde que estamos interessados apenas no caso n < 24, consideraremos apenas 0s casos

4
pegm 17 (2k+2
Wiy = Wi,
k=1

W, = Z W(2k+1

onde estamos usando o fato de /I/IZ(JZ) =0, desde que V2 C Dy. Seja,

mﬁ(lw = (2]43 + 2)(2l + 2)62k+21+4,

m;gbpar = (2k + 1)(20 + 1)capya142
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Com a ajuda do Lema A.1, podemos checar em [I3] que para cada 1 < p < 24, a matriz
(M N1<ki<p
é positiva defina se 4p + 6 < 24. O mesmo ¢é valido para

(mhy" ) 1<ki<p

se dp+ 4 < n < 24. O que implica na positividade de (1)2”) no caso 1, para n < 24.

Caso 2: H;j = D;j = ZZ QDZ(]), onde

D(k Z |x‘2q (’C 2(1’

(Mk)(l‘-C 9 € Di_2q, € A(Mj, )(k 2a) , Observe primeiramente que

i )
k—2 / m—2q' k—2 m—2q'
B(|a[24 (M) 2 2 (M) qhzwéumm D (M) 20, (A.12)
1
onde
o m+m+k—-2)k —lq(n—2q+2/~c—2).

4 2
Isto implica que,
k—2 / —2¢
™ (a4 (M) F 20 |2 (M) ) = 0,

se k —2q # m —2q'. Defina (Es)ij = > g<ay<i—s |4 ( s+2q)(])7 para 2 < s < d. Entao,
d
Dij = ZSZQ(ES)U,

Da igualdade (A.12]), obtemos

(‘$|2q( 5+2Q)1j 7|x|2q (MS+2q/)Z(;)) =

n+2q+2¢ +2s—2)s s s
(ar+ TR (o) (o))

Fixemos 2 < s < d. Se s+ 2q = s + 2¢' = d, entao
. . 1 .
(|l (M) ]2 (M) ) = Z(d2+82+S(n—2))|(Md)z(‘j)|2’

que implica que J é positiva no caso 2.
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Retornemos a andlise de (I’ )gn)’ entdo s + 2¢g < d'. Desde que estamos trabalhando
apenas com o caso em que n < 24, entao podemos restringir nosso problema aos casos em

que s = 2,...,10. Para tal s, o problema se reduz a analisar uma matriz de tamanho no

méximo [1272] x [1375]. Agora,
(I (Es, By Z Mgi1,q41( s+2f1)53)’ (MSHQ/)EJS'))’
2q,2q'=0
onde,
(n+2q+2¢' + 25 — 2)s
Mg i1 q41 = C2s+2q+2¢' (qq/ + 4 '

Depois de longas verificagoes em [13], e com a ajuda do Lema A.1, verificamos que para

cada 2 < s < 10, 1<p<[12 S] a matriz

(M) 1<ki<p

é positiva definida se 4p+2s —2 < n < 24. O que implica a positividade de (1 )é”) no caso

2, para n < 24.
= = (k 5221 75 \(k 5 (K
Caso 8 Hy = Hy = Y, HY, onde HY = ¥, 5(H) e (H)) =

ij(a,-aj(pk)k,2q|:c12q+2), (Pr)k—2q € Pr—2¢, A(Pk)k—2¢9 = 0. Note que, pelo Lema A.6,

[ (eaciy ) + DR g 0)

n+m+k—2)k ~ ~
= <Ak—2q,q+1+( ) )/S(H )(f)(H )(m)
1

B((Hy)Y, (Hy)T)

1]

4
Agora,
L@WWMW-/<%®Nmmm
= / 05 a pm)m 2¢’
= ak_gq/ (pk)k—Qq(pm)m—QlJ’
S1
onde
n—2
ap= 1= 1(n+1-1(n+1-2).

Em particular,

B((Hy)\, (Hp)y =0,  ((Hy)Y, (H)EY) =0,
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se k —2q # m — 2q'. Relembre que

n—2

AZ((Hy) i) +n(n+ U2 Z((H))P) = 05020

D) k—2q|22 72U

Podemos escrever,

(k) n—2

o\_n
i) = mak—%rk,q(l + |z[7) "2

onde
T(Tkq) = (Pk)k_gq(|x]2q*2 + 2|72 4 |z|242).

relembrando que T(T') = (1 + |y|?)AT — 2ny - VI + 2nI. Entdo,

T(|2)% (pr)k—2q) = (2k + 25 — 4q — 2)(2j — 1)z (k) k—24
+25(n + 25 + 2k — 4q — 2)|z[* 2 (p) k-2,

e entao, podemos escrever

g+1

Dig =3 Dk q. )% (pr)—2q-
j=0

Os coeficientes I'(k, ¢, j) podem ser computados indutivamente da seguinte forma:

1
2-2(q+1)(n+2k—29)I'(k,q,q + 1)
N (2k — 2¢ — 2)(n — 2q) ’
1—2q(n+ 2k —2q—2)T'(k,q,q)
2k —2¢—4)(n—2¢+2)

I'(k,q,q) =

F(k7Q7q - 1) =

o 20+ 1) (n+2j + 2k — 4q) ,
r = r 1
(k,q.7) @k +£2j —4q = 2(n —2)) (k,q,5+1),
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para 0 < j < q — 2. Portanto,

M 2./ 7 \(m) = (k) _
(n—2) Jgn 6“((Hy)ij ' ))Z((Hg);; )Udy =
gy | O (Hy) Tag(+ o) "dy

R

= Oékzqam—mz’/ (pm)m—2q’rk7Q|y’2ql72(1 + [y[)) " dy
]Rn

q+1 2j+2q —2
‘ (Prm)m—2q' (P ) k—2q |y 1
= Qf_2q0m—2q' Z P(k, Q7J)/ 2\n—1 dy
2 o (P

g+1
= Qp—2¢Qm—2g’ (Zr(k’qvj)bk-i-qu—i-Qj) /S (Pr)k—2¢(Pm ) m—2q'-

=0 1

Em particular,

2(Hy) ") Z((Hy) ) Udy = 0,
R"

se k —2q # m — 2¢’. Defina, para 2 < s <d — 2,

[452]
(Es)ij = Y Proj(0:0;(pstag)sla*?).
q=1
~ - d—2/ 1
Entao H’L’j = 25:2 (Es)ija (§]
I (Hy, Hyj) = ng(n)((Es)ija (Es)iz),
s=2
(Hij, Hij) = > ((Es)ij, (Es)ij),
s=2

uando n é par, e se s +2qg = s+ 2¢' = d, entao
p q q

NN IN NI 75\ (d) (77 () n—2 1 2/ 2
= tszq/ (pSJFQq)i'
S1
Aqui,
n —2)? n—2 1 )
tso = [(As — )y s
,q [( 7q+1+ 4 )O{ +4(n—1)(d+s)(n+s—d—2)(a)]
onde,
_ n—2 g+1
Ag g1 = (s 1)(1 - Dmts—1) 5 (n+2q+2s 4)>
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E possivel checar que,

1 (45 — 85+ 4 +4ns — 8n + 5n? — n?)?

t
17 16 (n—1)2(n— 2+ 25)2 s

se s+ 2q = ”T_2 O que implica que J é positiva nesse caso. Mais ainda,

[£52)
n ~ ~ n—2 (542 5\ (s+2¢
(I,)g )((Es)ij, (Es)ij) = 5 Z c28+2q+2q/B((E5)Z(j+ Q)’ (Es)z(‘j+ q)) _
7,q'=1
n—2 [d/Q_S
- S8 (542 =\ (s+2¢
Y G20 [ BN 2B Uy
7,q'=1
[d/2—s
= Z M(S, q, q/) / (ps+2q)s(ps+2q/)87
7,4'=1 51
onde
, n—2 (n+2s+2q+2¢ —2)(s+2q)
M(S, q,9 ) = 9 C254-2q+-2¢' Us As,q—i—l + 1 —
n—9 q+1
mag(s +q+¢) jzg ['(s +2q,q,j)bosyoq+2;
Aqui estamos usando que
SHMYZWNUdy = | WD Z(HIYUy, (A.13)
]Rn Rn

desde que por integragao obtemos
/ (AZ(H(k)) +nln+ 2)UﬁZ(H(’C>)) ZWD)dy =

/ (AZ(W”)) +n(n+2) U2 Z(Wa))) Z(H®)dy
Assim, podemos checar em [I3] que, para todo 2 < s<8, el <p< [%], a matriz

(M(s,q, q/))léq,q’ﬁp

¢é positiva definida se 2s +4p + 2 < n < 24, o que finaliza a demonstracao da positividade
de (I)ﬁ") no caso 3, para n < 24. O

A proposicao a seguir afirma que n = 25 é a dimenséao critica da positividade da forma

quadratica.

Proposicao A.2. Sen > 25, entdo a forma quadrdtica Ie(n) tem autovalores negativos.
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Demonstragao. Ver (12) para detalhes da demonstracao.

Seja (m?); a matriz do caso 2 da demonstracio acima. Um célculo mostra que

n?(n+2)%(n + 4)%2(n? — 54n + 152)
(n —8)?(n —6)?(n — 4)?(n — 10)

2
diSCTim( Z (m2)klakal, a2) =16 bg

k=1

o que implica que ((mQ)kl)lgk’lSQ nao é positiva definida se n > 52. Por outro lado,
podemos checar que ((m2)kl)1§k,l§4 nao é positiva definida se 25 < n < 52. Dado Wi

com todas as simetrias do tensor de Weyl, e tal que > |Wigji|? > 0, defina

n

(2)

D;;" = § Wikjiwray,
k=1

Dij = 1D + aslt|* DY + asla|' DY + aglal° D).

Concluimos entao que, se n > 25 existem sempre a1, as, az, as tal que
I (D;j, D) < 0,

o que finaliza a demonstracao. O
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