
Universidade Federal da Paráıba
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RESUMO

Neste trabalho provaremos a compacidade do conjunto de soluções do problema de

Yamabe quando n ≤ 24. Iniciaremos com o estudo das propriedades básicas de pontos de

blow-up e em seguida provaremos estimativas pontuais, ótimas em certo sentido, que serão

de fundamental importância para a demonstração do Teorema do Anulamento de Weyl

nestas dimensões. O problema de compacidade então se reduz à mostrar a positividade

de uma certa forma quadrática. Provaremos ainda que, se n ≥ 25, tal forma quadrática

tem autovalores negativos. Vale ressaltar que durante tal processo o Teorema de Massa

Positiva será uma ferramenta chave na obtenção do resultado principal.
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ABSTRACT

In this paper we prove the compactness of the full set of solutions of the Yamabe

problem when n ≤ 24. We begin with the study of basic properties of blow-up points

and then prove sharp pointwise estimates that will be crucial for the proof of Weyl

Vanishing Theorem in these dimensions. The compactness problem then reduces to show

the positivity of a certain quadratic form. We also show that this quadratic form has

negative eingenvalues, if n ≥ 25. It is noteworthy that during this process the Positive

Mass Theorem is a key tool in obtaining the main result.
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2.4 Expansão assintótica da função de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Propriedades Básicas de Blow-up 48

3.1 Identidade de Pohozaev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Equação da Curvatura Escalar Conforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Propriedades Básicas de Blow-up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 Análise Refinada de Pontos de Blow-up 67

4.1 Análise Linear e Curvatura Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 Análise Refinada de Blow-up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

viii



5 Teorema do Anulamento de Weyl 79

6 Conjunto de Pontos de Blow-up 83

6.1 Restrição Local de Sinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.2 Conjunto de Blow-up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

7 Teorema de Compacidade 89

7.1 Variedades Assintóticamente Planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

7.2 Teorema de Compacidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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INTRODUÇÃO

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3 sem fronteira.

A classe conforme de g é o conjunto

[g] = {g̃ = φ2g : φ ∈ C∞(M), φ > 0}.

O problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g̃ com curvatura escalar

conforme, conforme a g. Tal problema é equivalente a encontrar uma solução positiva para

a equação

∆gu− c(n)Rgu+Ku
n+2
n−2 = 0 em M (1)

onde ∆g é o operador de Laplace-Beltrami associado a métrica g, Rg é a curvatura escalar

de g, c(n) = n−2
4(n−1) , e K é constante. Mais precisamente, se u > 0 é solução de (2.1), e

escrevermos g̃ = u
4

n−2 g, então a curvatura escalar de g̃ é dada por c(n)−1K. O Problema

de Yamabe possui uma estrutura variacional. As métricas g̃ conformes a métrica dada,

que possuem curvatura escalar constante, são os pontos cŕıticos do seguinte funcional de

energia:

Q(g̃) =

∫
M Rg̃dvg̃(∫
M dvg̃

)n−2
n

Como sabemos, a existência de uma solução minimizante para o problema de Yamabe

foi estabelecida pelos trabalhos de Yamabe [?], Trundiger ([24]), Aubin ([1]) e Schoen

([22]).

As classes conformes da variedade Riemanniana compacta podem ser classificadas em

três tipos, de acordo com o sinal do quonciente de Yamabe:

Q(M, g) = inf
g̃∈[g]

Q(g̃).

Se o quociente de Yamabe for negativo, segue do Prinćıpio do Máximo que a solução
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Introdução

é única. Caso o quociente de Yamabe seja nulo, a solução é única a menos de um

fator constante. No entanto, a estrutura do conjunto de soluções do problema quando o

quociente de Yamabe for positiva pode ser muito rica. O caso mais simples que exemplifica

tal fato é a esfera dotada com a métrica usual (Sn, g0). Tal caso é interessante pois

a esfera unitária é a única variedade compacta que admite um grupo não compacto de

transformações conformes Conf(Sn) e, segue do teorema de Obata ([19]), que o conjunto

de soluções do problema de Yamabe, neste caso, é dado por

{λψ∗(g0) : λ ∈ R+, ψ ∈ Conf(Sn)}.

Exemplos como S1×Sn−1 ([22]), mostram que existem um grande número de soluções

com elevada energia e elevado ı́ndice de Morse. De fato, um teorema devido a Pollack ([20])

mostra que em toda variedade compacta Mn, com n ≥ 3 e curvatura escalar positiva pode

ser perturbada, na topologia C0, para ter tantas soluções quanto desejarmos. Deste modo

é natural nos perguntarmos sobre o que pode ser dito a respeito do conjunto de soluções

desse problema.

Em um tópico de um curso lecionado na universidade de Stanford em 1988 ([?]), ao

estudar o caso localmente conformemente plano, R.Schoen propôs a seguinte conjectura:

Conjectura de Compacidade

O conjunto de soluções do Problema de Yamabe, no caso em que o quociente de Yamabe

é positivo, é compacto a menos que a variedade é conformemente equivalente a esfera

euclidiana.

A principal dificuldade para estabelecer o resultado em dimensões n ≥ 6 é a

demonstração da Conjectura do Anulamento de Weyl, sobre a localização de posśıveis

pontos de blow-up.

Em um artigo surpreendente ([?]) Simon Brendle mostrou que a Conjectura de

Compacidade é falsa quando n ≥ 52. Em seguida, Fernando Codá e Simon Brendle ([7]),

provaram que a conjectura é falsa para 25 ≤ n ≤ 51. Finalmente, M.Khuri, F.C.Marques

e R.Schoen, provaram (ver [14]) a conjectura afirmativamente quando n ≤ 24. Ficando

estabelecido o seguinte resultado:

A Conjectura de Compacidade é verdadeira se, e somente se, n ≤ 24.

Nosso objetivo nesta dissertação é estudar os resultados obtidos em [14]. Descreveremos

abaixo, alguns dos resultados principais a serem demonstrados nesta dissertação.

Para qualquer p ∈
[
1, n+2

n−2

]
considere o conjunto

Φp = {u > 0|Lgu+Kup = 0 em M} (2)

então nosso principal resultado é:

Teorema 0.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 3 ≤ n ≤

3



Introdução

24 sem fronteira. Se (Mn, g) tem quociente de Yamabe positiva e não é conformemente

difeomorfa para (Sn, g0), então para todo ε > 0 então existe uma constante C > 0,

dependendo apenas de g e ε tal que

C−1 ≤ u ≤ C e ‖u‖C2,α ≤ C, (3)

para qualquer u ∈
∑

1+ε≤p≤n+2
n−2

Φp, onde 0 < α < 1.

Como na construção dos minimizantes do problema de Yamabe, a prova deste teorema

tem aspecto local e global. O aspecto global envolve o Teorema de Massa Positiva. Para

aplicarmos o teorema de massa positiva para obter estimativas de soluções do problema de

Yamabe, o tensor de Weyl deve ser nulo para ordem suficientemente alta, de modo que a

energia ADM possa ser definida. Esta é a principal dificuldade do problema, e o próximo

resultado, afirma que este é exatamente o caso, quando n ≤ 24. Mais especificamente

estabeleceremos o seguinte resultado local:

Teorema 0.2 (Teorema do Anulamento de Weyl). Seja g uma métrica Riemanniana

suave definida na bola unitária de dimensão n, B1, 6 ≤ n ≤ 24. Suponha que existe uma

sequência de soluções {ui} de

Lgui +Kupii = 0, em B1, (4)

pi ∈
(

1, n+2
n−2

]
, tal que para qualquer ε > 0, existe uma constante C(ε) tal que supB1\Bε ui ≤

C(ε) e limi→∞(supB1
ui) =∞. Então o tensor de Weyl W (g) satisfaz,

|W (g)|(x) ≤ C|x|l

para algum l > n−6
2 .

Vale observar que, sem assumir o teorema de massa positiva, nosso teorema de

compacidade vale para a classe de variedades (Mn, g), satisfazendo

n−6
2∑

k=0

|∇kgWg(x)|2 > 0

para todo x ∈M .

A demonstração do teorema do anulamento de Weyl no caso de pontos de blow-up

isolados simples precisa de um novo método para obtermos restrições locais em um ponto

de blow-up. O primeiro passo para isto é obter aproximações fortes de uma sequência que

está explodindo na vizinhança de um ponto de blow-up. O ponto importante aqui é que

em dimensões altas, é necessário realizar uma análise refinada de blow-up indo além do

“standard bubble”.
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Depois de estabelecida esta expansão, podemos aplicar a identidade de Pohozaev para

encontrar obstruções locais. Os termos de correção relevantes advindos da métrica, estão

codificados em uma forma quadrática cuja positividade é suficiente para demonstrarmos

o nosso resultado principal.

No apêndice demonstraremos a positividade da forma quadrática no caso em que

n ≤ 24, observando também que tal fato não é verdadeiro quando n ≥ 25. A existência de

uma dimensão cŕıtica para este problema provém de um fato interessante e surpreendente,

que merece ser melhor estudado. Observamos que a demonstração de que a forma

quadrática é positiva envolve muitas contas e é bastante extensa, por esta razão utilizamos

o Maple para auxiliar no calculo, cujas instruções estão dispońıveis em ([13]).

O passo final da demonstração envolve a redução para o caso de pontos de blow-up

isolados simples. Tal fato envolve renormalizações apropriadas para uma situação a qual o

blow-up é simples para uma sequência de métricas convergindo para a métrica euclidiana,

para qual o termo de fronteira correspondente na identidade de Pohozaev é positivo.

Combinando a análise descrita acima para mostrar que os termos interiores são despreźıveis

descartamos a possibilidade de alta energia blow-up no caso em que 3 ≤ n ≤ 24. Notamos

assim, que o resultado é local, e portanto podemos mostrar que localmente o conjunto dos

pontos de blow-up consiste de um número finito de pontos de blow-up isolados simples.

O que generaliza o resultado obtido pelo terceiro autor no caso de variedades localmente

conformemente planas.

Uma consequência do teorema 0.1 é dar uma demonstração alternativa para o problema

de Yamabe. Isto segue do fato que, métodos variacionais padrões podem ser usados para

dar informações para a equação subcŕıtica (4), com pi → n+2
n−2 quando i → ∞. De forma

mais geral, o teorema de compacidade nos permite calcular o grau total de Leray-Schauder

de todas as soluções da equação (2.1), e obter teoremas de existência mais refinados que

discutiremos no caṕıtulo 9.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES DE GEOMETRIA E

ANÁLISE

Neste caṕıtulo, faremos uma breve revisão das ferramentas de análise e geometria

riemanniana necessárias para a compreensão do problema de Yamabe, e do estudo a ser

desenvolvido nesta dissertação. Para mais detalhes do conteúdo abordado neste caṕıtulo

ver [3], [2], [12] e [10].

1.1 Variedades Riemannianas

Definição 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p ∈M um produto interno gp, no espaço tangente

TpM , que varia diferenciavelmente no sentido a ser especificado a seguir: se x : U ⊂
Rn →M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, ..., xn) = q ∈ x(U)

e ∂
∂xi

(q) = dx(ei), então gij(x1, . . . , xn) = 〈 ∂∂xi (q),
∂
∂xj

(q)〉 é uma função diferenciável.

Uma variedade diferenciável dotada de uma métrica Riemanniana é chamada variedade

Riemanniana.

Notação: Denotaremos a métrica g por 〈·, ·〉g ou 〈·, ·〉 quando estiver claro a métrica com

a qual estivermos trabalhando.

Exemplo 1.1. Tomando M = Rn com ∂
∂xi

identificado com ei, onde {ei} é a base canônica

usal do Rn, a métrica dada por 〈ei, ej〉 = δij, torna M uma variedade Riemanniana.

Definição 1.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave. Se g̃ é outra métrica

Riemanniana em M , diremos que g̃ é conforme a g se, e somente se, existe função positiva

ρ ∈ C∞(M) tal que g̃ = ρg.
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Preliminares de Geometria e Análise

Exemplo 1.2. Em Hn = {x ∈ Rn : xn > 0}, podemos considerar a métrica g = 1
xn
g0,

onde g0 é a métrica euclidiana usual. Por definição a métrica g é conforme a métrica

euclidiana.

Denotemos por X (M) o espaço dos campos de vetores suaves em M e por D(M) o

anel das funções reais de classe C∞ definidas em M , e T (M) o fibrado tangente de M .

Introduziremos a seguir uma espécie de derivada de campos de vetores.

Definição 1.3. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : T (M)×X (M)→ T (M)

(X,Y ) 7→ ∇XY

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Se X ∈ TpM , então ∇XY ∈ TpM ;

(ii) Para todo p ∈M a restrição de ∇ para TpM ×X (M) é bilinear;

(iii) Se f é uma função diferenciável, então ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ;

(iv) Se X e Y pertencem a X (M), X de classe Cr e Y de classe Cr+1, então ∇XY é de

classe Cr.

Veremos a seguir que a métrica Riemanniana determina de maneira única a escolha

de uma conexão Riemanniana para a variedade M . Para isto precisamos das seguintes

definições

Definição 1.4. Uma conexão é dita

(a) compat́ıvel com a métrica g, se é válida a relação

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X (M)

(b) simétrica quando

∇XY −∇YX = [X,Y ]

para todo X,Y ∈ X (M).

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão afim ∇ em M simétrica e compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Observação 1.1. A conexão dada pelo Teorema acima é chamada conexão Riemanniana

de M . A menos de menção expĺıcita a variedade estará munida com a conexão

Riemanniana.
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Preliminares de Geometria e Análise

Para finalizar esta seção especificaremos o que foi feito acima para um sistema de

coordenadas (U,ϕ) espećıfico. Considerando os campos coordenados Xi = ∂
∂xi

em U ,

podemos escrever ∇XiXj =
∑

k ΓkijXk. Os coeficientes Γkij são chamados śımbolos de

Christoffel da conexão. Quando trabalhamos com a conexão Riemanniana, podemos obter

uma expressão clássica dos śımbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da métrica

Riemanniana dada por

Γkij =
1

2

∑
m

{
∂

∂xi
gjm +

∂

∂xj
gmi −

∂

∂xm
gij

}
gmk. (1.1)

Observação 1.2. A definição de derivada covariante pode ser estendida para campos de

tensores suaves, considerando a derivada covariante como uma aplicação satisfazendo as

seguintes propriedades:

a) Para funções, ∇Xf = X(f);

b) ∇X preserva o tipo de tensor;

c) ∇X comuta com a contração;

d) ∇X(u⊗ v) = (∇Xu)⊗ v + u⊗ (∇Xv), onde u e v são campos de tensores.

1.1.1 Aplicação Exponencial

Introduziremos a seguir a noção de geodésicas como curvas de aceleração nula. É

posśıvel verificar que tais curvas possuem a propriedade de minimizar comprimentos para

pontos “suficientemente próximos”, e além disso, se uma curva é minimizante, então

necessariamente, deverá ser uma geodésica.

Definição 1.5. Uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica em t0 se

∇ dγ
dt

dγ
dt = 0, no ponto t0. Se γ é geodésica em t , para todo t ∈ I, dizemos que γ é

uma geodésica.

A proposição a seguir afirma que se a velocidade v é suficientemente pequena, existe

uma única geodésica passando por um ponto q, com velocidade v, definida para um certo

intervalo (−δ, δ).

Proposição 1.1. Dado p ∈ M , existem um aberto V ⊂ M , p ∈ V , números δ, ε1 > 0 e

uma aplicação suave

γ : (−δ, δ)× U →M,

U = {(q, v) : q ∈ V e v ∈ TqM com |v| < ε1}

tais que a curva t 7→ γ(t, q, v), t ∈ (−δ, δ), é a única geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade v, para cada q ∈ V e cada v ∈ TqM com |v| < ε1.
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Preliminares de Geometria e Análise

Na verdade, é posśıvel aumentar a velocidade da geodésica diminuindo seu intervalo

de definição ou vice-versa. Tal fato é decorrente do seguinte lema.

Lema 1.1 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica γ(t, q, v) está definida no

intervalo (−δ, δ), então a geodésica γ(t, q, av), a > 0, está definida no intervalo
(
− δ
a ,

δ
a

)
e

a seguinte relação é válida

γ(t, q, av) = γ(at, q, v).

Deste modo, pela proposição anterior e pelo lema de homogeneidade, podemos tornar o

intervalo da geodésica uniformemente grande em uma vizinhança de p. Mais precisamente

obtemos

Proposição 1.2. Dado p ∈M , existem uma vizinhança V de p em M , um número ε > 0

e uma aplicação suave

γ : (−2, 2)× U →M,

U = {(q, w) : q ∈ V e w ∈ TqM com |w| < ε}

tal que t 7→ γ(t, q, w) é a única geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com

velocidade w, para cada q ∈ V e w ∈ TqM com |w| < ε.

A proposição acima nos permite introduzir o conceito de aplicação exponencial.

Consideremos p ∈ M e U ⊂ TM aberto como na proposição 1.1. Então a aplicação

exponencial será definida como

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
|v|, q, v

|v|

)
.

Podemos considerar a aplicação exponencial restrita a um aberto do espaço tangente

TqM , isto é, definimos

expq : Bε(0) ⊂ TqM →M

por expq(v) = exp(q, v). Geometricamente, expq(v) é o ponto de M obtido percorrendo

um comprimento igual a |v|, a partir de q, sobre a geodésica que passa por q com velocidade

igual a v
|v| .

Proposição 1.3. Dado q ∈ M , existe ε > 0 tal que expq : Bε(0) ⊂ TqM → M é um

difeomorfismo de Bε(0) sobre um aberto de M .

Se expp é um difeomorfismo em uma vizinhança V da origem de TpM , expp V = U

é chamada uma vizinhança normal de p. Se Bε(0) é tal que ¯Bε(0) ⊂ V , chamamos

exppBε(0) = Bε(p) a bola normal de centro p e raio ε.

Uma vez que a exponencial é um difeomorfismo local em cada ponto, é posśıvel induzir

através da aplicação um sistema de coordenadas natural na variedade M da seguinte

9
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maneira: Fixando {e1, . . . , en} ⊂ TpM base ortonormal, definimos as coordenadas normais

como

X(x1, . . . , xn) = expp(
n∑
i=1

xiei).

O teorema a seguir é um resultado chave para o estudo de variedades Riemannianas,

uma vez que um dos aspectos mais interessantes da Geometria é compreender a ligação

existente entre propriedades locais e propriedades globais da variedade.

Teorema 1.2 (Hopf-Rinow). As seguintes afirmações são equivalentes:

a) A variedade Riemanniana M é completa como espaço métrico;

b) Para algum ponto p ∈ M , todas as geodésicas partindo de p são infinitamente

estend́ıveis;

c) Todas as geodésicas são infinitamente estend́ıveis;

d) Todo subconjunto fechado e limitado de M é compacto;

Mais ainda, temos o seguinte:

Se M é conexa e completa, então todo par de pontos (p, q) de M pode ser interligado

por uma geodésica cujo comprimento de arco é igual a d(p, q).

De acordo com o teorema acima, sabemos que expp(rX), com ‖X‖ = 1, está definida

para todo r ∈ R e X ∈ Sn−1. Sabemos também que a aplicação exponencial é diferenciável.

Desta forma, considere a aplicação µ : Sn−1 → (0,∞], onde µ(X) é a cota superior do

conjunto dos r ∈ R tais que a geodésica c, definida como c(s) = expp(sX), com s ∈ [0, r],

é minimizante.

Definição 1.6. Seja µ(X) definido como anteriormente e δp = inf µ(X), X ∈ Sn−1. O

número δp é chamado raio injetivo em p, claramente δp > 0. Desta forma, podemos definir

o raio injetivo δ da variedade, como o maior número δ tal que δ ≤ δp, para todo p ∈M .

É posśıvel provar que para variedades compactas o raio injetivo é estritamente positivo.

1.1.2 Curvaturas

A noção de curvatura em uma variedade Riemanniana possui uma interpretação

geométrica que não abordaremos neste caṕıtulo. Descreveremos a seguir o conceito de

maneira puramente formal.

Definição 1.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma 2-forma com

valores em Hom(X (M),X (M)) definida como,

(X,Y )→ R(X,Y ) = ∇Y∇X −∇X∇Y +∇[X,Y ].

10
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onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Em coordenadas locais (Ω, ϕ) podemos escrever

R(Xi, Xj)Xk =
∑
l

RlijkXl,

onde os coeficientes Rlijk serão as componentes de um (3,1)-tensor em Ω, chamado tensor

curvatura. Podemos obter a seguinte expressão dessas componentes com relação aos

śımbolos de Christofell da conexão Riemanniana

Rlijk = ∂jΓ
l
ki − ∂kΓlji +

n∑
m=1

ΓljmΓmki −
n∑

m=1

ΓlkmΓmji (1.2)

Denotaremos também Rijks = 〈R(Xi, Xj)Xk, Xs〉 = R(Xi, Xj , Xk, Xs). E deste modo

obtemos a relação

Rijks = 〈R(Xi, Xj)Xk, Xs〉

= 〈
∑
l

RlijkXl, Xs〉

=
∑
l

Rlijkgls.

Proposição 1.4. Obtemos assim as seguintes relações:

(a) Rijks +Rjkis +Rkijs = 0,

(b) Rijks = −Rjiks,

(c) Rijks = −Rijsk,

(d) Rijks = Rksij.

Relacionado ao tensor curvatura está o conceito de curvatura seccional. No que segue,

denotaremos por

|x ∧ y| =
√
|x|2|y|2 − g(x, y)2,

a área do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores x, y ∈ V .

Proposição 1.5. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TqM e

sejam x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então,

K(x, y) =
R(x, y, x, y)

|x ∧ y|2

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

11
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Definição 1.8. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM , o

número real K(x, y) = K(σ), onde {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura

seccional de σ em p.

Definição 1.9 (Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar). Seja x = zn ∈ TpM , |x| = 1.

Tome uma base ortonormal {z1, . . . , zn} do hiperplano de TpM ortogonal a x, então

Ric(x) =
1

n− 1

∑
i

〈R(x, zi)x, zi〉, i = 1, ..., n− 1,

Rg(p) =
1

n

∑
j

Ric(zj) =
1

n(n− 1)

∑
i,j

〈R(zi, zjzi, zj)〉, j = 1, ..., n.

são chamadas curvatura de Ricci na direção x e curvatura escalar em p.

Algumas vezes utilizaremos a definição de curvatura sem a normalização apresentada

acima. Notemos que tais curvaturas independem da escolha das bases. De fato, para

observar isto, consideremos a aplicação bilinear

Q(x, y) = traço da aplicação z → R(x, z)y.

E assim, usando as propriedades descritas na proposição 1.4, segue que

Q(x, y) =
∑
i

〈R(x, zi)y, zi〉 =
∑
i

〈R(y, zi)x, zi〉 = Q(y, x).

para uma base ortonormal {z1, . . . , zn−1, zn = x}. Logo, Q é simétrica e Q(x, x) =

(n − 1)Ric(x) independe da base escolhida. Defina agora a aplicação auto-adjunta K

associada a Q dada por

Q(x, y) = 〈K(x), y〉

Numa base ortonormal {zi} temos

traço de K =
∑
j

〈K(zj), zj〉 =
∑
j

Q(zj , zj)

= (n− 1)
∑
j

Ric(zj) = n(n− 1)Rg(p).

ficando assim demonstrado o que a curvatura está intrinsecamente determinada. A forma

bilinear 1
n−1Q é chamada tensor de Ricci.

Descreveremos o que foi feito acima para um sistema de coordenadas locais (U,x).

Seja Xi = ∂
∂xi
, gij = 〈Xi, Xj〉, egij a matriz inversa de gij . Então os coeficientes da forma

bilinear 1
n−1Q na base {Xi} são dados por

1

n− 1
Rik =

1

n− 1

∑
j

Rjijk =
1

n− 1

∑
sj

Rijksg
sj .

12
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Relembremos agora que se A : TpM → TpM é uma aplicação linear auto-adjunta e

B : TpM×TpM → R é a forma bilinear a ela associada, isto é, B(x, y) = 〈A(x), y〉, então o

traço de A =
∑

ik B(Xi, Xk)g
ik. Portanto a curvatura escalar no sistema de coordenadas

é dada por

Rg =
1

n− 1

∑
ik

Rikg
ik.

A partir de agora utilizaremos a notação de Einstein, onde um ı́ndice que aparece duas

vezes em um produto deve ser somado de 1 a n.

1.1.3 Campos de Jacobi

Os campos de Jacobi são desenvolvidos como uma forma de relacionar ao conceito

de curvatura a noção de geodésica. A curvatura seccional K(p, σ) mede a “velocidade

de afastamento” das geodésicas que saem de p e são tangentes a σ, para formalizar

precisamente essa noção de afastamento precisamos introduzir a ideia de campos de

Jacobi. Abordaremos nesta seção apenas a sua definição e um resultado que será relevante

para o desenvolvimento desta dissertação, finalizando assim a breve revisão de geometria

Riemanniana.

Definição 1.10. Seja γ : [0, a] → M uma geodésica de M . Um campo de vetores J ao

longo de γ é um campo de Jacobi se satisfaz a equação de Jacobi

D2J

dt2
+R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0

para t ∈ [0, a].

Proposição 1.6. Seja p ∈ M e γ : [0, a] → M uma geodésica com γ(0) = p, γ′(0) = v.

Seja w ∈ Tv(TpM) com |w| = 1 e seja J o campo de Jacobi ao longo de γ dado por

J(t) = (d expp)tv(tw), 0 ≤ t ≤ a.

Então o desenvolvimento de Taylor de ‖J(t)‖2 em torno de t = 0 é dado por

‖J(t)‖2 = t2 − 1

3
〈R(v, w)v, w〉t4 +R(t),

onde limt→0
R(t)
t4

= 0.

1.2 O Operador de Laplace-Beltrami

Introduziremos a seguir os conceitos necessários para a introdução do operador de

Laplace-Beltrami e obteremos uma expressão para o operador em coordenadas locais.

Definiremos também alguma da notação que utilizaremos no decorrer do texto.

13
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Definição 1.11. a) Seja u ∈ C∞(M,R) uma função suave. O gradiente de u é um

campo diferenciável em M satisfazendo

〈gradu(p), v〉 = dup(v), ∀v ∈ TpM (1.3)

b) Seja Y ∈ X (M) um campo vetorial suave. A divergência de Y é uma função suave

em M dada por

divY : M → R

p 7→ (divY )(p) = tr{X(p)→ ∇YX(p)}

onde tr denota o traço de um operador linear.

c) O operador de Laplace-Beltrami de u ∈ C∞(M,R) é definido como

∆u = div(gradu).

A seguir obteremos uma expressão para as definições acima em coordenadas locais

Xi = ∂
∂xi

. De fato, uma vez que o gradiente de uma função é um campo diferenciável, em

coordenadas locais podemos escrever

gradu =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

onde pela definição (1.3), segue que

ai =

n∑
j=1

gij
∂u

∂xj
. (1.4)

Consideremos a aplicação linear

E(Y ) = ∇Y gradu = ∇Y (
∑

aiXi),

e portanto, usando a notação ∇i = ∇Xi , e avaliando nos elementos da base, vem que

E(Xj) =
∑
j

(
∑
i

aiXi) =
∑
i

(ai∇jXi +
∂ai
∂xj

Xi)

=
∑
i

ai(
∑
k

ΓkijXk) +
∑
k

∂ak
∂xj

Xk.

Sendo assim, obtemos

∆u =
∑
j

(
∑
i

aiΓ
j
ij +

∂aj
∂xj

). (1.5)
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Nosso objetivo agora é calcular o termo
∂aj
∂xj

, para isto iremos derivar a expressão∑
k gikg

kj = δij em relação à xj . Obteremos assim,

∂

∂xj
(gik) = −

∑
im

gjm
∂gmi
∂xj

gik = −
∑
m

gjmΓkjm −
∑
i

gikΓjji. (1.6)

Substituindo (1.4) em (1.5) e utilizando a expressão (1.6), segue que

∆u =
∑
ij

(
∑
k

gik
∂u

∂xk
)Γjij +

∑
j

∂

∂xj
(
∑
k

gjk
∂u

∂xk
)

=
∑
jk

gjk
∂2u

∂xj∂xk
+
∑
ijk

gik
∂u

∂xk
Γjij −

∑
jk

(
∑
m

gjmΓkjm +
∑
i

gikΓjji)
∂u

∂xk
,

e assim

∆u =
∑
ij

gij(
∂2u

∂xi∂xj
−
∑
m

∂u

∂xm
Γmij ). (1.7)

Usando novamente a expressão (1.6) na expressão acima obtemos

∆u =
∑
ij

(
∂

∂xi
(gij(

∂u

∂xj
)) +

∑
m

gjm
∂u

∂xj
Γiim). (1.8)

Relembrando a expressão dos śımbolos de Christoffel em termos da métrica vem que

∑
ij

Γiijg
mj =

1

2
(
∑
ijk

∂

∂xi
(gjk)g

kigmj +
∑
ijk

∂

∂xj
(gki)g

kigmj −
∑
ijk

∂

∂xk
(gij)g

kigmj),

derivando
∑

j gjkg
mj = δmk, em relação à xi, e substituindo na expressão anterior temos

∑
ij

Γiijg
mj =

1

2
(
∑
ijk

∂

∂xj
(gki)g

kigmj). (1.9)

Note que

∂

∂xk
log
√

det g =
1

2 det g
(
∑
il

∂

∂xk
(gilCil))

=
1

2

∑
il

Cil
det g

∂

∂xk
(gil)

=
1

2

∑
il

gil
∂

∂xk
(gil),

onde Cil = (−1)i+l det g(i/l) e g(i/l) é a matriz obtida de g retirando-se a linha i e a

coluna l. Substituindo em (1.9), obtemos

∑
ij

Γiijg
mj =

∑
j

∂

∂xj
(log

√
det g)gmj .
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Inserindo a expressão acima obtida em (1.6), obtemos uma nova expressão para o operador

de Laplace-Beltrami,

∆u =
1√

det g

∑
ij

∂

∂xi
(gij
√

det g
∂u

∂xj
). (1.10)

1.3 Espaços de Sobolev em Variedades

Definiremos a seguir a noção de espaços de Sobolev para variedades Riemannianas,

noção indispensável para o estudo de equações diferenciais em variedades. Nesta seção

não demonstraremos os resultados principais, deixando como referência o livro do [Aubin].

Estabeleceremos a seguir as notações necessárias para o desenvolvimento do caṕıtulo.

Definição 1.12. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana suave de dimensão n. Para

uma função real u ∈ Ck(Mn), definimos:

|∇ku|2 = ∇α1∇α2 . . .∇αku∇α1∇α2 . . .∇αku,

onde ∇αj =
∑

αi
gαiαj∇αi. Em particular

|∇0u| = |u|, |∇1u|2 =
n∑
i=1

∇iu∇iu,

e ∇kϕ denota a k-ésima derivada covariante de ϕ.

Consideremos o espaço Ck,p(M), das funções C∞, tais que |∇lu| ∈ Lp(M), para todo

l com 0 ≤ l ≤ k, onde k e l são inteiros e p ≥ 1 é um número real.

Definição 1.13. O espaço de Sobolev W p,k(M) é o completamento de Ck,p(M) com relação

a norma

‖u‖Wk,p =

k∑
l=0

‖∇lu‖p.

O espaço W k,p
0 (M) é o fecho de D(M) em W k,p(M), onde D(M) é o espaço das funções

suaves com suporte compacto em M . Podemos considerar a norma equivalente

[
k∑
l=0

‖∇lu‖pp

]1/p

.

Quando p = 2, o espaço Hk(M) = W 2,k(M), é um espaço de Hilbert com o produto

interno proveniente da norma acima.

A seguir apresentaremos os teoremas fundamentais sobre espaços de Sobolev, de modo

que possamos ter ferramentas para a discussão do Problema de Yamabe.
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Teorema 1.3 (Imersão de Sobolev). Sejam k e l dois inteiros com k > l ≥ 0, p e

q dois números reais com 1 ≤ q < p satisfazendo, 1/p = 1/q − (k − l)/n. O teorema da

imersão de Sobolev assegura que para Rn, W k,q ⊂W l.p continuamente.

Se (k − r)/n > 1/q, então W k,q ⊂ CrB continuamente. Aqui, r ≥ 0 é um inteiro e o

conjunto CrB é o conjunto das funções limitadas cujas derivadas de ordem menor ou igual

a r também são limitadas, onde

‖u‖Cr = max
0≤l≤r

sup |∇lu|.

Se (k − r − α)/n > 1/q, então W k,q ⊂ Cr,α continuamente, onde α é um número

real satisfazendo 0 < α < 1 e Cr,α é o espaço das funções de classe Cr, cujas derivadas

satisfazem a condição de Hölder com expoente α, onde

‖u‖Cα = sup |u|+ sup
p 6=q

|u(p)− u(q)|
d(p, q)α

.

Teorema 1.4. O teorema da imersão de Sobolev é válido para variedades compactas. Mais

ainda, W k,q não depende da métrica Riemanniana.

Teorema 1.5 (Mergulho de Sobolev). Se 1 ≤ q < n então toda ϕ ∈W 1,q(Rn) satisfaz:

‖ϕ‖p ≤ K(n, q)‖∇ϕ‖q,

com 1/p = 1/q − 1/n e

K(n, q) =
q − 1

n− q

[
n− q
n(q − 1)

]1/q [ Γ(n+ 1)

Γ(n/q)Γ(n+ 1− n/q)wn−1

]1/n

para 1 < q < n, e

K(n, 1) =
1

n

[
n

wn−1

]1/n

.

ou seja, K(n, q) é a norma do mergulho W 1,q ⊂ Lp que é atingido pelas funções

ϕ(x) = (λ+ ‖x‖q/(q−1))
1−n

q ,

onde λ é um número real positivo qualquer.

Teorema 1.6. O teorema do mergulho de Sobolev é válido para toda variedade completa

M com curvatura limitada e raio injetivo δ > 0. Mais ainda, para todo ε > 0, existe uma

constante Aq(ε) tal que toda ϕ ∈W 1,q satisfaz:

‖ϕ‖p ≤ [K(n, q) + ε]‖∇ϕ‖q +Aq(ε)‖ϕ‖q,
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onde 1/p = 1/q − 1/n e K(n, q) é a melhor constante tendo esta propriedade.

Os dois teoremas a seguir nos fornecem desigualdades ótimas, importantes no decorrer

do estudo:

Teorema 1.7. Seja Mn uma variedade suave com raio injetivo δ0 > 0. Se a curvatura

for constante ou se a dimensão é dois e a curvatura é limitada, então Aq(0) existe e toda

ϕ ∈W 1,q(M) satisfaz

‖ϕ‖p ≤ K(n, q)‖∇ϕ‖q +Aq(0)‖ϕ‖q.

Para M = Rn ou Hn, a desigualdade vale com Aq(0) = 0.

Teorema 1.8. Existe uma constante A(q) tal que toda ϕ ∈W 1,q(Sn) satisfaz:

‖ϕ‖qp ≤ Kq(n, q)‖∇ϕ‖qq +A(q)‖ϕ‖qq, se 1 ≤ q ≤ 2,

‖ϕ‖q/(q−1)
p ≤ K(n, q)q/(q−1)‖∇ϕ‖q/(q−1)

q +A(q)‖ϕ‖q/(q−1)
q se 2 ≤ q < n.

Se Mn, n ≥ 3, é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar constante e raio

injetivo δ0 > 0 então existe uma constante A, tal que toda ϕ ∈W 1,2(Mn) satisfaz:

‖ϕ‖22∗ ≤ K(n, 2)2‖∇ϕ‖22 +A‖ϕ‖22.

Para a esfera de volume 1, a desigualdade é válida com A = 1.

A seguir veremos uma versão do Teorema de Rellich-Kondrakov no caso em que a

variedade é compacta. Antes, porém, relembremos o resultado para o caso euclidiano:

Teorema 1.9 (Kondrakov). Seja k ≥ 0 um inteiro, p e q números reais satisfazendo

1 ≥ 1/p > 1/q − k/n > 0. Se Ω ⊂ Rn é aberto e limitado e tem fronteira suficientemente

regular, isto é, ∂Ω é de classe C1 ou lipschitziana, então

a) A imersão W k,q(Ω) ⊂ Lp(Ω) é compacta;

b) A imersão W k,q(Ω) ⊂ Cα(Ω̄) é compacta se k − α > n/q, com 0 ≤ α < 1;

c) Se Ω é um aberto limitado de Rn, as seguintes imersões são compactas:

W k,q
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) e W k,q

0 (Ω) ⊂ Cα(Ω̄).

Teorema 1.10. O teorema de Kondrakov é válido para variedades Riemannianas

compactas, e para variedades Riemannianas W̄n com fronteira de classe C1. Assim, as

seguintes imersões são compactas:

a) W k,q(M) ⊂ Lp(M) e W k,q(W ) ⊂ Lp(W ), onde 1 ≥ 1/p > 1/q − k/n > 0;

b) W k,q(M) ⊂ Cα(M) e W k,q(W ) ⊂ Cα(W̄ ), se k − α > n/q, com 0 ≤ α < 1.
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1.4 Equações Eĺıpticas e Teoria de Regularidade

A seguir definiremos a noção de operadores eĺıpticos e apresentaremos os resultados

principais de teoria de regularidade.

Definição 1.14. Seja Mn uma variedade Riemanniana. Um operador diferencial linear

A(u) de ordem 2m em Mn, escrito em uma carta local (Ω, ϕ), é uma expressão da forma:

A(u) =
2m∑
l=0

aα1...αl
l ∇α1 . . .∇αlu, (1.11)

onde al são l-tensores e u ∈ C2m(M). Escreveremos, por simplicidade, A(u) = al∇lu. Os

termos de maior ordem são chamados de partes ĺıderes.

O operador é dito eĺıptico em um ponto x ∈ Ω, se existe λ(x) ≥ 1, tal que, par todo

vetor ξ temos

‖ξ‖2mλ−1(x) ≤ aα1...α2m
2m (x)ξα1 . . . ξα2m ≤ λ(x)‖ξ‖2m. (1.12)

Diremos que o operador é uniformemente eĺıptico em Ω, se existe λ0 e λ(x), 1 ≤ λ(x) ≤ λ0,

tal que a desigualdade (1.12) é válida para todo x ∈ Ω.

Definição 1.15. Um operador diferencial A de ordem 2m em Mn, é um operador na

forma A(u) = f(x, u,∇u, . . . ,∇2mu), onde f é uma função diferenciável com relação as

suas entradas. A primeira variação de f em u0 ∈ C2m(Ω) é o operador diferencial linear

A′u0(v) =
2m∑
l=0

∂f(x, u0,∇u0, . . . ,∇2mu0)

∂∇α1...αlu
∇α1...αlv

=
∂f

∂∇lu
(x, u0,∇u0, . . . ,∇2mu0)∇l,

onde ∇α1...αlu = ∇α1 . . .∇αlu. Se A′u0 é um operador eĺıptico em u0, então A é chamado

eĺıptico em u0.

Consideremos A um operador diferencial linear de ordem 2m definido em uma

variedade Riemanniana M , com ou sem fronteira. Até agora, entendemos por solução

de uma equação A(u) = f , como sendo uma função u ∈ C2m satisfazendo a equação

pontualmente. A seguir generalizaremos para variedades Riemannianas a ideia de solução

fraca de uma equação.

Se f ∈ Lp e se os coeficientes de A são mensuráveis e localmente limitados, diremos

que u ∈W 2m,p(M) é uma solução forte no sentido Lp da equação A(u) = f se existe uma

sequência {ϕi} de funções suaves em M tal que ϕ→ u ∈W 2m,p(M) e A(ϕi)→ f ∈ Lp(M).

De fato, neste caso as derivadas fracas de ordem até 2m (no sentido das distribuições) são

funções em Lp(M) satisfazendo A(u) = f q.t.p.
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Definição 1.16. Seja A(u) = al∇lu. Se os tensores al ∈ C l(M) para 0 ≤ l ≤ 2m, então

definimos o adjunto formal de A como

A∗(ϕ) = (−1)l∇l(ϕal).

Diremos que u ∈ L1(M) satisfaz a equação A(u) = f no sentido das distribuições, se

para toda ϕ ∈ C∞0 (M) for válido∫
M
uA∗(ϕ)dVg =

∫
M
fϕdVg.

Se os coeficientes al ∈ C∞(M), então a distribuição u satisfaz A(u) = f se para toda

ϕ ∈ C∞0 (M):

〈u,A∗(ϕ)〉 = 〈f, ϕ〉.

Assim, uma dada distribuição é alguma derivada fraca de ordem, digamos r, de uma função

localmente integrável. Neste caso 〈u,A∗(ϕ)〉 faz sentido se os coeficientes al ∈ C l+r(M).

Se o operador puder ser escrito na forma divergente, isto é, se for posśıvel escrever

A(u) como

A(u) ≡
∑

0≤k≤m
0≤l≤m

∇α1...αk(aα1...αkβ1...βl
k,l ∇β1...βlu) +

m∑
l=0

bl∇lu,

onde ak,l são k+ l-tensores e bl são l-tensores, então u ∈Wm,p(M) é dita solução clássica

de A(u) = f com f ∈ L1(M) se para toda ϕ ∈ C∞0 (M) verificarmos

∑
0≤k≤m
0≤l≤m

(−1)k
∫
M
ak,l∇lu∇kϕdVg +

m∑
l=0

∫
M
ϕbl∇ludVg =

∫
M
fϕdVg.

Neste caso precisamos apenas supor que ak,l são mensuráveis e localmente limitadas

para todo par (k, l). Note que estas definições de solução fraca e generalizada não são

equivalentes, uma vez que dependem das propriedades dos coeficientes.

Para um operador diferencial não linear do tipo

A(u) =

m∑
l=0

(−1)l∇α1...αlA
α1...αl
l (x, u,∇u, . . . ,∇mu) = (−1)l∇lAl,

onde Al são l-tensores em M , u ∈ Cm(M) é dita uma solução fraca de A(u) = 0, se para

toda ϕ ∈ C∞0 (M), satisfizer

m∑
l=0

∫
Aα1...αl
l (x, u,∇u, . . . ,∇mu)∇α1...αlϕdVg = 0.
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Em particular consideremos o problema

∆gu+ a(x)u = f(x), x ∈M, (1.13)

onde a, f : M → R são funções dadas. Neste caso, diremos que u é solução fraca de (1.13)

quando, ∫
M
∇u,∇φdVg +

∫
M
auφ−

∫
M
fφdVg = 0,

para toda φ ∈ H1(M).

Nosso objetivo agora, é enunciar os resultados de regularidade mais importantes a cerca

de teoria de regularidade. É posśıvel verificar que, utilizando procedimentos de colagem,

os resultados que anunciaremos a seguir podem ser formulados no contexto de variedades

compactas.

Teorema 1.11. Seja Ω um aberto de Rn. Denotando por ∆ o laplaciano com relação a

qualquer métrica em Ω, se u ∈ L1
loc(Ω) é uma solução fraca para a equação ∆u = f , então

a) (Estimativa Lq) Se f ∈W k,q(Ω), então u ∈W k+2,p(Ω0), para todo compacto Ω0 ⊂ Ω.

Se u ∈ Lq(Ω), então

‖u‖Wk+2,q(Ω0) ≤ C(‖∆u‖Wk,q(Ω) + ‖u‖Lq(Ω))

b)(Estimativas de Schauder) Se f ∈ Ck,α(Ω), então u ∈ Ck+2,α(Ω0), para todo

compacto Ω0 ⊂ Ω. Se u ∈ Cα(M) então

‖u‖Ck+2,α(Ω0) ≤ C(‖∆u‖Ck,α(M) + ‖u‖Cα(M)).

Teorema 1.12. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta. Considere u ∈ L1
loc(M)

uma solução fraca para ∆u = f .

a) Se f ∈W k,q(M), então u ∈W 2+k,q(M), e

‖u‖Wk+2,q(M) ≤ C(‖∆u‖Wk,q(M) + ‖u‖Lq(M)).

b) Se f ∈ Ck,α(M), então u ∈ Ck+2,α(M) e,

‖u‖Ck+2,α(M) ≤ C(‖∆u‖Ck,α(M) + ‖u‖Cα(M)).

Teorema 1.13 (Prinćıpio do Máximo Forte). Se h é uma função não negativa,

regular, definida em uma variedade conexa M e u ∈ C2(M) satisfaz (∆ + h)u ≥ 0.

Se u atinge o seu mı́nimo m ≤ 0, então u é constante em M .
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1.5 Função de Green para o Laplaciano

No caso euclidiano, quando consideremos a solução fundamental do laplaciano,

sabemos que para n ≤ 3, ∆Qdist(r
2−n) = (n−2)wn−1δp e, caso n = 2, ∆Qdist log r = −2πδp,

onde δp é a função de Dirac em p, r = d(P,Q) e wn−1 é o volume da esfera unitária de

dimensão n− 1.

No caso de uma variedade Riemanniana, r é apenas uma função Lipschitziana, e

por este motivo, com o objetivo de demonstrar a existência de uma função de Green,

consideraremos uma função positiva decrescente f(r), que é igual a 1 em uma vizinhança

de 0 e nula quando r ≥ δ(p) o raio injetivo de p. Definimos assim,

H(p, q) =

{
[(n− 2)wn−1]−1r2−nf(r), para n ≤ 3

−(2π)−1f(r) log r, para n = 2.
(1.14)

Proposição 1.7. Para toda ψ ∈ C2(M), obtemos a Fórmula de Green:

ψ(p) =

∫
M
H(p, q)∆ψ(q)dVg(q)−

∫
M

∆qH(p, q)ψ(q)dVg(q). (1.15)

Definição 1.17. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira de classe

C∞. A função de Green G(p, q) do laplaciano é uma aplicação de M ×M satisfazendo

∆QdistG(P,Q) = δp(Q), (1.16)

que se anula na fronteira.

Se M é uma variedade compacta suave com volume V , a função de Green G(p, q) é

uma função satisfazendo

∆QdistG(P,Q) = δp(Q)− V −1.

A seguir enunciaremos o teorema principal desta seção.

Teorema 1.14. Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta suave. Então existe uma

função de Green G(p, q) para o laplaciano que possui as seguintes propriedades:

(a) Para toda função ϕ ∈ C2, temos

ϕ(p) = V −1

∫
M
ϕ(q)dVg(q) +

∫
M
G(p, q)∆ϕ(q)dVg(q).

(b) G(p, q) é uma função suave sobre M ×M com exceção da diagonal.
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(c) Existe uma constante k tal que

|G(p, q)| < k(1 + | log r|), para n = 2 e

|G(p, q)| < kr2−n para n > 2,

|∇qG(p, q)| < kr1−n e |∇2
qG(p, q)| < kr−n com r = d(p, q).

(d) Existe uma constante A tal que G(p, q) ≥ A. Uma vez que a função de Green é

definida a menos de uma constante, podemos escolhe-la de modo que a função seja

positiva.

(e)
∫
G(p, q)dVg(p) = constante. Podemos escolher a função de Green de modo que a

integral é nula.

(f) G(p, q) = G(q, p).

É posśıvel demonstrar a existência da função de Green para um operador coercivo da

forma ∆g + h. É posśıvel demonstrar que existe uma função G : M ×M\DM → R, onde

DM é a diagonal de M ×M , tal que para todo x ∈ M , Gx = G(x, ·) ∈ L1(M), tal que

para todo u ∈ C2(M) e x ∈M , temos

u(x) =

∫
M
G(x, y)(∆gu(y) + h(y)u(y))dVg (1.17)

e tal que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) Para quaisquer x, y ∈ M,G(x, y) = G(y, x) e G(x, y) > 0. Mais ainda, para

qualquer x ∈ M , a função Gx : M\{x} → R, dada por Gx(y) = G(x, y) pertence a

C2,α
loc (M\{x}).

(P2) Para quaisquer x, y ∈M , dg(x, y)n−2G(x, y) ≤ C.

(P3) Existe δ > 0, dependendo apenas de (M, g), tal que, para quaisquer x, y ∈M , x 6= y,

se dg(x, y) < δ, então∣∣∣∣dg(x, y)n−2G(x, y)− 1

(n− 2)wn−1

∣∣∣∣ ≤ Cdg(x, y), e∣∣∣∣dg(x, y)n−1|∇yG(x, y)| − 1

wn−1

∣∣∣∣ ≤ Cdg(x, y)

onde wn−1 é o volume da esfera unitária e C > 0 é uma constante.

A demonstração destes fatos estão no apêndice de [10].
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1.6 Variedades Localmente Conformemente Planas

Para finalizar os pré-requisitos básicos para o nosso estudo precisamos introduzir a

noção de variedades localmente conformemente planas.

Definição 1.18. Diremos que uma variedade Riemanniana (Mn, g) é localmente

conformemente plana se todo ponto p ∈ M possuir uma vizinhança onde existe uma

métrica g̃ conforme a métrica dada que é plana

Quando a variedade é localmente conformemente plana, existe um atlas (Ωi, ϕi)i∈I

onde as aplicações ϕi são difeomorfismos conformes entre (Ω, gi) e (R, g0), onde gi são as

restrições da métrica g ao subdomı́nio Ωi. Em 1822, Gauss demonstrou que toda superf́ıcie

admite coordenadas isotermais, e desta forma, toda variedade Riemanniana de dimensão 2

é localmente conformemente plana. Para dimensões maiores, introduziremos os seguintes

campos tensores.

Definição 1.19. O Tensor de Weyl é definido através de suas componentes em cartas

locais pela expressão

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(Rikgjl −Rilgjk +Rjlgik −Rjkgil) (1.18)

+
Rg

(n− 1)(n− 2)
(gjlgik − gjkgil). (1.19)

O Tensor de Schouten é definido por

Sij =
1

n− 2

[
2Rij −

Rg
(n− 1)

gij

]
. (1.20)

Ou seja, o Tensor de Weyl é a parte livre de traço do tensor curvatura. É posśıvel

verificar que o Tensor de Weyl é conformemente invariante e ainda que, em dimensão 3,

Wijkl ≡ 0. Interpretando fisicamente, o tensor de Weyl é uma medida da curvatura do

espaço-tempo.

O teorema a seguir será uma importante caracterização para as variedades localmente

conformemente planas.

Teorema 1.15. Uma condição necessária e suficiente para uma variedade Riemanniana

ser localmente conformemente plana é que Wijkl ≡ 0 quando n > 3 e ∇kSij = ∇jSik,

quando n = 3.

Exemplo 1.3. As variedades Riemannianas com curvatura seccional constante são

localmente conformemente planas.
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CAPÍTULO 2

PROBLEMA DE YAMABE

Nosso objetivo neste caṕıtulo é apresentar um breve resumo histórico do problema

de Yamabe, bem como apresentar algumas ferramentas mais espećıficas da Geometria

Riemanniana necessárias ao longo desta dissertação.

2.1 Problema de Yamabe

Deformações conformes da métrica Riemanniana de uma dada variedade tem tido

fundamental importância em geometria Riemanniana. Um fato relevante, garantido pelo

teorema da uniformização de análise complexa, nos mostra que toda superf́ıcie admite

uma métrica Riemanniana cuja curvatura Gaussiana é constante, o que merece destaque

uma vez que reduz questões topológicas a questões puramente geométricas.

Uma pergunta interessante seria saber se tal fato admite generalizações, isto é, se toda

variedade Riemanniana de dimensão n, admite uma métrica conforme cuja curvatura

escalar é constante. Uma resposta afirmativa para esta questão facilitaria inúmeras

questões da topologia diferencial reduzindo-as, por exemplo, à questões geométricas sobre

modelos de curvatura constante. No entanto, é fácil ver que tal fato pode não ser

verdadeiro. De modo geral este problema é altamente indeterminado: o tensor curvatura

tem ordem de n4 componentes independentes, enquanto uma mudança conforme da

métrica nos permite apenas escolher uma única função desconhecida. Por exemplo, se

n ≥ 4, o tensor de Weyl, formado através das componentes do tensor curvatura, é

conformemente invariante e nulo, se e somente se, a métrica é conformemente equivalente

a métrica euclidiana. Assim, o natural seria buscarmos uma métrica Riemanniana

conforme cuja curvatura escalar permaneça constante, para então olharmos para uma

função desconhecida satisfazendo uma condição. Assim obtemos o seguinte problema:
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Problema de Yamabe:

Dada uma variedade Riemanniana suave, compacta e sem fronteira (M, g) de dimensão

n ≥ 3, existe uma métrica g̃ conforme a métrica g cuja com curvatura escalar seja

constante?

O problema acima possui uma formulação anaĺıtica. De fato, provaremos a seguir,

que resolver o problema de Yamabe é equivalente a encontrar uma solução estritamente

positiva para a equação diferencial com expoente cŕıtico

4(n− 1)

n− 2
∆gu−Rgu+Ku

n+2
n−2 = 0, u > 0 em M (2.1)

onde Rg é a curvatura escalar e K é uma constante. Deste modo, se u é solução de (2.1)

então a métrica g̃ = u
4

n−2 g tem curvatura constante igual a K.

Provemos que as formulações descritas acima para o problema são equivalentes. Por

(1.2) sabemos que, em coordenadas locais, o tensor de Ricci é dado por

Rij = ∂tΓ
t
ij − ∂jΓtit + ΓsijΓ

t
st − ΓsitΓ

t
sj

onde

Γkij =
1

2
gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
são os śımbolos de Christoffel da métrica g. Denotemos por Γ̃kij os śımbolos de Christofell

para a métrica conforme g̃ = ρg. Então teremos, por um cálculo direto que

Γ̃kij =
1

2
g̃kl
(
∂g̃il
∂xj

+
∂g̃jl
∂xi
− ∂g̃ij
∂xl

)
= Γkij +

1

2
gkl
(
∂ρ

∂xj
ρ−1gil +

∂ρ

∂xi
ρ−1gjl −

∂ρ

∂xl
ρ−1gij

)
= Γkij +

1

2

(
∂(log ρ)

∂xj
δik +

∂(log ρ)

∂xi
δjk −

∂(log ρ)

∂xl
gijg

kl

)
.

Obtemos assim uma expressão para o tensor de Ricci dada por

R̃ij = Rij −
n− 2

2
(log ρ),ij +

n− 2

4
(log ρ)i(log ρ)j −

1

2
(∆(log ρ) +

n− 2

2
| log ρ|2)gij . (2.2)

Uma vez que a curvatura Rg̃ = g̃ijR̃ij , segue da expressão acima que

Rg̃ = ρ−1Rg − (n− 1)ρ−2∆ρ− 1

4
(n− 1)(n− 6)ρ−3|∇ρ|2.

Para eliminar o termo gradiente, como n ≥ 3, escreveremos ρ = u
4

n−2 , com u > 0 em M .
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Teremos assim

∆(u
4

n−2 ) =
1√

det g

∑
i,j

∂

∂xi

(
gij
√

det g
∂(u

4
n−2 )

∂xj

)

=
1√

det g

∑
i,j

∂

∂xi

(
gij
√

det g
4

n− 2
u

6−n
n−2

∂u

∂xj

)

=
4

n− 2

1√
det g

∑
i,j

∂

∂xi

(
gij
√

det g
∂u

∂xj

)
u

6−n
n−2

+
4

n− 2

1√
det g

∑
i,j

gij
√

det g
∂u

∂xj

6− n
n− 2

∂u

∂xi

=
4

n− 2
∆uu

6−n
n−2 +

4

(n− 2)2
(6− n)|∇u|2u

8−n
n−2 . (2.3)

Observe também que

|∇(u
4

n−2 )|2 =
∑
ij

gij
∂(u

4
n−2 )

∂xi

∂(u
4

n−2 )

∂xj
=

42

(n− 2)2
|∇u|2u

12−2n
n−2 . (2.4)

Portanto, substituindo (2.3) e (2.4) em (2.2), obtemos

Rg̃ = u−
4

n−2Rgu
− 8
n−2

(
4

n− 2
∆uu

6−n
n−2 +

42

(n− 2)2
(6− n)|∇u|2u

8−2n
n−2

)
−1

4
(n− 1)(n− 6)u−

12
n−2

(
42

(n− 2)2
u

12−2n
n−2

|∇u|2
)

= u−
n+2
n−2

(
Rgu−

4(n− 1)

(n− 2)
∆u

)
. (2.5)

Assim, se a curvatura escalar da métrica conforme for uma constante K̃, teremos

K = u−
n+2
n−2

(
Rgu−

4(n− 1)

(n− 2)
∆u

)
,

que é equivalente a encontrar uma solução u > 0, da equação

4(n− 1)

n− 2
∆u−Rgu+Ku

n+2
n−2 = 0.

Conclúımos assim que se existir uma função positiva u e uma constante K satisfazendo

a equação (2.1), então a métrica g̃ = u
4

n−2 g tem curvatura escalar constante igual a

K, ficando então demonstrada a equivalência da formulação geométrica e da formulação

anaĺıtica do problema de Yamabe.

Em 1960, H. Yamabe [25] acreditou ter solucionado este problema usando métodos

variacionais e técnicas de equações diferenciais parciais eĺıpticas. Uma vez que a

formulação anaĺıtica do problema de Yamabe é uma equação com expoente cŕıtico, os
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métodos diretos não poderiam ser utilizados para solucionar o problema. A ideia de

Yamabe então foi provar a existência de solução no caso subcŕıtico, e assim obter uma

sequência de soluções para o problema subcŕıtico de modo que, a função u obtida através

do limite quando q → 2n
n−2 , é solução de (2.1).

Para q ∈ (2, 2∗) consideremos o problema subcŕıtico

4(n− 1)

n− 2
∆gv −Rgv +Kvq−1 = 0, (2.6)

e seja Iq : H1(M)→ R o funcional associado ao problema dado por

Iq(u) =

∫ (4(n−1)
n−2 |∇u|

2 +Rgu
2
)
dV

‖u‖2q
.

Vale observar que o denominador de Iq(v) faz sentido desde que H1 ⊂ L
2n
n−2 ⊂ Lq.

Consideremos assim,

µq = inf Iq(ϕ) ∀ϕ ∈ H1, ϕ ≥ 0, ϕ 6≡ 0.

Teorema 2.1. Para q ∈ (2, 2∗), existe uma função suave estritamente positiva ϕq

satisfazendo (2.6) com K = µq e Iq(ϕq) = µq.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em três etapas:

Etapa 1: Para q ∈ (2, 2∗], µq é finito.

De fato, observe que

Iq(ϕ) =

∫
M (4(n−1)

n−2 |∇ϕ|
2 +Rgϕ

2)

‖ϕ‖2q
≥
∫
M Rgϕ

2

‖ϕ‖2q
≥ −
|
∫
M Rgϕ

2|
‖ϕ‖2q

. (2.7)

Note porém que, aplicando a desigualdade de Hölder, segue que∣∣∣∣∫
M
Rgϕ

2

∣∣∣∣ ≤ max
M
|Rg|

∫
M
ϕ2 ≤ max

M
|Rg‖ϕ‖2qV

1− 2
q

g ,

onde Vg =
∫
M dVg, denota o volume de (M, g). Substituindo a desigualdade acima em

(2.7), segue que

Iq(ϕ) ≥ −
maxM |Rg|‖ϕ‖2qV

1− 2
q

g

‖ϕ‖2q
≥ −max

M
|Rg|V

1− 2
q

g .

ficando demonstrado que µq é finito.

Etapa 2: Existe ϕ = ϕq ∈ H1(M), ϕ ≥ 0, que atinge o ı́nfimo µq.
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Considere {ϕi} uma sequência minimizante para µq, isto é, ϕi ∈ H1(M) e I(ϕi)→ µq,

quando i → ∞. Podemos assumir sem perda de generalidade que
∫
M ϕqi = 1, caso

contrário, ao tomarmos ui = ϕi/ai, onde ai = ‖ϕi‖g, a aplicação ui terá as propriedades

desejadas. Trocando ϕi por |ϕi| se necessário, podemos também que ϕi ≥ 0, ∀i.
Note que ϕi é uma sequência limitada em H1(M). De fato,

‖ϕi‖2H1 = ‖∇ϕi‖22 + ‖ϕi‖22 =
n− 2

4(n− 1)
Iq(ϕi)−

∫
M
Rgϕ

2
i dVg + ‖ϕi‖22.

Uma vez que {ϕi} é uma sequência minimizante, podemos assumir que Iq(ϕi) < µq+1.

Deste modo,

‖ϕi‖2H1 <
n− 2

4(n− 1)
µq + 1 + max

M
|Rg|‖ϕi‖22 + ‖ϕi‖22

=
n− 2

4(n− 1)
µq + 1 + (1 + max

M
|Rg|)‖ϕi‖22. (2.8)

Observe porém, usando a desigualdade de Hölder,

‖ϕi‖22 =

∫
M
ϕ2
i dVg ≤ ‖ϕi‖2qV

1− 2
q

g ≤ V
1− 2

q
g ,

pois
∫
M ϕqi = 1. Deste modo, substituindo em (2.8), conclúımos que a sequência

minimizante {ϕi} é limitada em H1(M). Utilizando a reflexidade de H1(M) e o fato

de que, pelo Teorema de Rellich-Kondrakov, a imersão H1(M) ↪→ Lq é compacta, existe

uma subsequência {ϕj}, e uma função ϕq satisfazendo:

1. ϕj → ϕq ∈ Lq;

2. ϕj → ϕq converge fracamente em H1;

3. ϕj → ϕq q.t.p.

Como ϕi ≥ 0, ∀i, da convergência q.t.p. segue que ϕ ≥ 0. De 2) segue que

‖ϕ‖H1 ≤ lim
i→∞

inf ‖ϕi‖H1 ,

donde conclúımos da convergência Lq que Iq(ϕq) ≤ lim
j→∞

Iq(ϕj) = µq e, por definição de

µq, segue a igualdade I(ϕq) = µq.

Etapa 3: ϕq é solução regular do problema (2.6).

Como I(ϕq) = µq, do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe uma constante

α tal que, para todo φ ∈ H1(M), temos∫
M
〈∇ϕ, φ〉dVg + c(n)

∫
M
Rgϕφ = α

∫
M
ϕq−1φdVg.
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Tomando φ = ϕ, segue que α = µq e portanto, ϕ é solução fraca não negativa de

(2.6). A regularidade de ϕ é obtida através de um argumento de bootstrap, baseado

nos resultados de imersões de Sobolev, Schauder e do teorema de regularidade local. O

argumento consiste basicamente em observar que o lado direito ϕq−1 está em algum espaço

Lp para algum p, donde pela regularidade local , segue que u ∈W 2,p(M). Pelo teorema da

imersão de Sobolev, ϕq−1 está num espaço maior Lp, e procedendo assim u ∈W 2,p. Deste

modo, aplicando novamente o teorema da imersão de Sobolev, conclúımos que u ∈ C2(M).

Sendo ϕ ≥ 0, aplicando o prinćıpio do máximo conclúımos que ϕ > 0 em M . Da teoria

de regularidade, iterando se for necessário, chegamos que ϕ ∈ C∞(M), ficando assim

demonstrado o resultado.

Uma vez demonstrada a existência de solução do caso subcŕıtico, o passo seguinte

foi demonstrar o caso geral fazendo q convergir para o expoente cŕıtico. No entanto a

demonstração de Yamabe continha um erro. Ao provar o teorema acima, Yamabe afirmou

que a sequência de funções suaves positivas {ϕq}, q ∈ (2, 2∗) satisfazendo

∆ϕq − c(n)Rgϕq = −µqϕq−1
q com ‖ϕq‖q = 1,

seria uniformemente limitada. No entanto, Trudinger mostrou que a afirmação é válida

apenas para algumas situações espećıficas. Antes de fornecer mais informações sobre este

fato, precisamos estabelecer algumas notações.

No caso em que q = 2n
n−2 denotemos por I : H1(M)→ R o funcional associado a (2.1),

dado por

I(u) =

∫
M

(
4(n−1)
n−2 |∇u|

2 +Rgu
2
)
dVg(∫

M u
2n
n−2dVg

)n−2
n

onde

µ = inf I(u), ∀u ∈ H1(M), u ≥ 0, u 6≡ 0.

Provaremos primeiramente que µ é um invariante sobre a classe de métricas conformes

à métrica g, o qual chamaremos de invariante de Yamabe. Denotemos por µ o ı́nfimo com

relação a métrica g e µ̃ o ı́nfimo com relação a métrica g̃.

Proposição 2.1. Se g e g̃ são duas métricas conformes, isto é, existe v > 0 suave tal que

g̃ = v
4

n−2 g, então µ = µ̃.

Demonstração. Sabemos que se g̃ = v
4

n−2 g, então dVg̃ = v
2n
n−2dVg, denotando por Ig̃ e

Ig os funcionais associados a métrica g̃ e g, respectivamente, é posśıvel obter a seguinte

relação

∆g̃(v
−1u)− c(n)Rg̃v

−1u = v−
n+2
n−2 (∆gu− c(n)Rgu).
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e portanto

Ig̃(v
−1u) = Ig(u),

ficando assim demonstrado o resultado.

Foi observado que, no caso em que o invariante de Yamabe µ é estritamente positivo, é

imposśıvel demonstrar que a sequência de soluções dos casos subcŕıticos é uniformemente

limitada. Por exemplo, no caso em que M = Sn, as funções ϕ(r) obtidas através do

teorema anterior não são uniformemente limitadas. Entretanto, nos casos em que o

invariante é nulo ou positivo é posśıvel demonstrar que a sequência {ϕq} é, de fato,

uniformemente limitada.

O fato para µ ≤ 0, a resolução do problema pode ser adaptada mudou o foco do estudo

do problema de Yamabe para a melhor análise do invariante µ. Yamabe não solucionou

o problema, mas demonstrou um resultado importante para solucionarmos o problema.

Antes de estudar este teorema, veremos a seguinte proposição:

Proposição 2.2. µq é uma função cont́ınua em q, para q ∈ (2, 2∗], que é sempre positiva,

sempre nula ou sempre negativa. Mais ainda, |µq| é decrescente em q se supormos que o

volume é igual a 1.

Demonstração. Se o volume for 1 para ψ ∈ C∞, ‖ψ‖q é uma função crescente em q. Assim,

|Iq(ψ)| < |Ip(ψ)| quando p < q, o que implica que |µp| > |µq|, desde que o conjunto das

funções suaves é denso em H1.

Afirmação: Iq(ψ) é uma função cont́ınua em q.

A afirmação acima segue do fato que µq é uma função semicont́ınua superiormente em

q. De fato, para todo ε > 0, existe uma função ψ ∈ C∞ tal que Iq(ψ) < µp + ε, e desde

que µq ≤ Iq(ψ), limq→p Iq(ψ) = Ip(ψ), obtemos

lim sup
q→p

µq ≤ µq + ε.

Considere qi uma sequência convergindo para p ∈ (2, 2∗]. No caso em que o invariante é

negativo, provaremos no próximo resultado que as funções ϕq são uniformemente limitadas.

Ou seja, ‖ϕqi‖p → 1 e ainda µp ≤ Ip(ϕqi) = µqi‖ϕqi‖−2
p , lim infq→p Iqµq ≥ µp, o que prova

a continuidade da função q → µq no caso negativo. Analogamente, podemos mostrar que

a função é cont́ınua entre (2, 2∗) no caso positivo uma vez que se q0 < 2∗, as funções ϕq

são uniformemente limitadas para q ∈ (2, q0]. Assim, µq → µ quando q → 2∗ pois a função

q → mq é semicont́ınua superiormente e decrescente no caso positivo.

Se o volume não for um, podemos considerar uma mudança homotética da métrica de

modo que o volume da nova métrica é igual a um.

Teorema 2.2. Seja Mn uma variedade compacta suave. Então existe uma métrica

conforme cuja curvatura escalar ou é uma constante não-positiva ou é uma aplicação
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estritamente positiva.

Demonstração. Divideremos a demonstração em três casos:

Caso 1: O invariante de Yamabe µ > 0.

Observe primeiramente que se µ > 0, então µq > 0 para todo q ∈ (2, 2∗). De fato,

µq = Iq(ϕq) = I(ϕq)‖ϕq‖22∗‖ϕq‖−2
q ≥ µ‖ϕq‖22∗ > 0.

Considere então a métrica conforme g̃ = ϕ
4

n−2
q g, com q ∈ (2, 2∗) fixado. Deste modo, por

(2.5), segue que a curvatura escalar da métrica conforme é dada por

Rg̃ = µqϕ
q−1− 2n

n−2
q (2.9)

que é uma função estritamente positiva. Reciprocamente, se a curvatura for estritamente

positiva podemos provar que µ > 0, de fato, observe que o funcional Ig̃ associado ao

problema satisfaz

Ig̃(ψ) ≥ inf
x∈M

[
4(n− 1)

n− 2
, Rg̃

] ∫
M |∇ψ|

2dVg̃ +
∫
M ψ2dVg̃

(
∫
M ψ

2n
n−2 )

n−2
n

.

Aplicando o teorema do mergulho de Sobolev, segue que Ig̃(ψ) ≥ c > 0, para toda ψ ∈ H1.

Deste modo, segue que µg = µg̃ > 0.

Caso 2: O invariante de Yamabe µ = 0.

Considere u uma função suave, u ≥ 0, e considere g̃ = u
4

n−2 métrica conforme à g.

Uma vez que

dVg =
√

det gdx1 ∧ . . . ∧ dxn.

ou seja,

dVg̃ = u
2n
n−2dVg e Vg̃ =

∫
M
u2n/(n−2)dVg = 1.

Multiplicando a equação que relaciona as métricas (2.5) por u e integrando sobre a

variedade temos que

I(u) =

∫
M
Rg̃dVg̃.

Desta forma, como o conjunto das funções suaves é denso em H1, como µ = 0, segue que

existe uma métrica conforme a métrica dada com curvatura nula.

Caso 3: O invariante de Yamabe µ < 0.

Se µ < 0, então existe uma função ψ ∈ C∞(M) tal que I(ψ) < 0. Deste modo,

Iq(ψ) < 0, para todo q ∈ [2, 2∗], donde segue que µq < 0. Com esta informação em mãos,

provaremos que a sequência de soluções, obtida a partir do teorema 2.1 é uniformemente

limitada para q ∈ (2, 2∗). De fato, sendo M compacta, considere p ∈ M de modo que ϕq
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atinge um máximo em p, ou seja, ∆ϕq ≤ 0, donde obtemos que µqϕ
q−1
q (p) ≥ Rg(p)ϕq(p),

o que implica que

ϕq−2
q ≤ | inf Rg||I(ψ)|−1,

e portanto,

ϕq ≤ 1 + [| inf Rg||I(ψ)|−1]
1

2∗−2 .

Utilizando a fórmula de representação de Green, como ϕq satisfaz (2.6), temos

ϕq(p) =

∫
M
ϕq(Q)dV (Q)+

∫
M
G(P,Q)

n− 2

4(n− 1)
[µqϕ

q−1
q (Q)−Rg(Q)ϕq(Q)]dV (Q). (2.10)

e portanto, diferenciando (2.10), segue que ϕq ∈ C1 uniformemente e, aplicando o Teorema

de Arzelá-Ascoli, é posśıvel exibir uma sequência ϕqi , com qi → 2∗, tal que ϕqi converge

uniformemente para uma função não negativa ϕ.

Mas 0 > µq ≥ inf Rg(x)‖ϕq‖22 ≥ inf Rg(x). Deste modo, uma subsequência µqi ,

converge para um número real ν e, pelo que vimos anteriormente, segue que ν = µ.

Fazendo qi → 2∗ em (2.10), segue que ϕ é solução fraca de

4(n− 1)

n− 2
∆ϕ−Rgϕ+ νϕ

n+2
n−2 = 0. (2.11)

Desde que ‖ϕq‖q = 1, ‖ϕ‖2∗ = 1. Multiplicando (2.11) por ϕ e integrando, segue

que I(ϕ) = ν. Observe ainda que o segundo termo de (2.11) é cont́ınuo e, portanto,

substituindo em (2.10), conclúımos que ϕ ∈ C1. Aplicando o teorema de regularidade, o

segundo termo de (2.10) é de classe C1, donde segue que ϕ ∈ C2. Agora, de acordo com

um resultado devido a Kazdan, concluimos que, desde que ‖ϕ‖2∗ = 1, conclúımos que ϕ é

estritamente positiva. Utilizando o teorema de regularidade novamente, podemos provar

por indução que ϕ ∈ C∞ é uma função satisfazendo (2.11), com Rg̃ = µ < 0.

O teorema acima soluciona o problema de Yamabe para os casos em que o invariante

de Yamabe µ ≤ 0. Para o caso em que o invariante de Yamabe é estritamente positivo,

vimos anteriormente que não é posśıvel utilizar o método da aproximação. Partindo assim

para a análise do invariante de Yamabe, Aubin demonstrou o seguinte resultado decisivo

para a resolução do problema:

Teorema 2.3. µ ≤ n(n − 1)w
2/n
n . Se µ < n(n − 1)w

2/n
n então existe uma função suave

estritamente positiva ϕ̃, solução de (2.1) tal que Rg̃ = c(n)−1µ e ‖ϕ̃‖2∗ = 1.

Demonstração. Relembremos que K(n, 2) = 2(wn)−1/n[n(n−2)]−1/2 é a melhor constante

para a desigualdade de Sobolev e que tal constante é a mesma para todas as variedades

compactas. Desta forma, existe uma sequência de funções suaves ψi tal que

‖ψi‖2∗ = 1, ‖ψi‖2 → 0 e ‖∇ψi‖2 → K(n, 2)−1,
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quando i→∞. Assim,

I(ψi) =

∫
M |∇ψi|

2dVg +
∫
M Rgψ

2
i dVg

‖ψi‖22∗
→ K(n, 2)−2 = n(n− 1)w2/n

n

e portanto, µ ≤ n(n− 1)w
2/n
n . ficando demonstrada a primeira parte do teorema.

Para demonstrar a segunda parte consideremos {ϕq}q, com q ∈ (2, 2∗), soluções do

problema subcŕıtico
4(n− 1)

n− 2
∆ϕq −Rgϕq + µqϕ

q−1
q = 0. (2.12)

Afirmação: {ϕq}q é limitada em H1.

De fato, como Iq(ϕq) = µq, obtemos

4(n−1)
n−2 ‖∇ϕq‖

2
2 +

∫
M Rgϕ

2
q

‖ϕq‖2q
= µq,

e portanto, sendo ‖ϕq‖q = 1 e ‖ϕq‖2 ≤ 1, segue que

4(n− 1)

n− 2
‖∇ϕq‖22 = µq −

∫
M
Rgϕ

2
q ≤ µq + sup |Rg|‖ϕq‖22

≤ Iq(1) + sup |Rg| ≤
∫
M
RgdVg + sup |Rg|.

e desta forma, conclúımos que o conjunto {ϕq}q é limitado em H1.

Assim, utilizando a reflexidade de H1 e o Teorema de Rellich-Kondrachov, existe uma

sequência com qi → 2∗ tal que :

1. ϕqi ⇀ ϕ fracamente em H1;

2. ϕqi → ϕ em L2;

3. ϕqi → ϕ q.t.p.

Provemos agora que ϕ é solução fraca do problema. De fato, sendo ϕqi funções positivas,

segue da convergência q.t.p. que o seu limite, ϕ ≥ 0. Desta, usando a imersão de Sobolev,

temos que ϕq−1
q é uma aplicação limitada em L2∗/2∗−1. Assim, fazendo q → 2∗, segue que

ϕq−1 → ϕ2∗−1, fracamente em L2∗/2∗−1.

Por outro lado, como ϕq é solução de (2.6), segue que para toda φ ∈ H1(M), tem-se

4(n− 1)

n− 2

∫
M
∇ϕq∇φdVg +

∫
M
RgϕqφdVg = −µq

∫
M
ϕq−1
q φdVg.

Utilizando o fato que o dual de L2∗/2∗−1 é L2∗ segue para toda φ ∈ H1(M), ao tomarmos
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o limite na expressão acima que

4(n− 1)

n− 2

∫
M
∇ϕ∇φdVg +

∫
M
RgϕφdVg = −µq

∫
M
ϕ
n+2
n−2φdVg,

donde conclúımos que ϕ é solução fraca do problema.

Para concluirmos a demonstração do resultado, resta provarmos que ϕ é uma solução

forte do problema e, mais ainda, estritamente positiva.

Afirmação: ϕ é uma solução regular e, portanto, solução forte do problema.

De fato, para verificarmos que ϕ é suave, basta mostrar que existe r tal que ϕ ∈ Lr(M),

com r > 2∗. Com efeito, se ϕ ∈ Lr(M), então Rgϕ+µgϕ
n+2
n−2 ∈ Lp(M), com p = r/(2∗−1) e

assim, da teoria de regularidade segue que ϕ ∈W 2,p(M). Utilizando a imersão de Sobolev,

é posśıvel tomar p′ > p, de modo que ϕ ∈ Lp
′
(M), e assim iterando o procedimento

conclúımos que ϕ ∈ W 2,p(M) para todo p > 1. Utilizando novamente a imersão de

Sobolev, conclúımos que ϕ ∈ Cα(M) para algum α e aplicando o Teorema de Schauder

conclúımos que ϕ ∈ C2,α. Procedendo indutivamente, concluiremos que ϕ ∈ C∞(M).

Assim, provemos que de fato, tal r existe.

Considerando assim ϕ a solução fraca do problema então, para todo φ ∈ H1(M),

tem-se
4(n− 1)

n− 2

∫
M
∇ϕ∇φdVg +

∫
M
RgϕφdVg = −µq

∫
M
ϕ
n+2
n−2φdVg. (2.13)

A ideia para demonstrar o fato é a escolha de uma função teste especial. Fixemos

l > 0, e consideremos ψ = ϕ+ = maxϕ, 0 e β > 1 a ser escolhido de maneira conveniente.

Definamos as aplicações

G(v) =

{
vβ se v ≤ l
lα−1(αlα−1v − (α− 1)lα) se v > l

F (v) =

{
vα se v ≤ l
αlα−1v − (α− 1)lα se v > l

onde 2α = β.

É posśıvel verificar que as funções definidas acima são Lipschitzianas e, na verdade,

pertencem a H1(M). Para mais detalhes recomendamos [24]. Observe agora que

G
′
(v) =

{
βvβ−1 se v ≤ l
l2(α−1) se v > l

F
′
(v) =

{
αvα−1 se v ≤ l
αlα−1v se v > l
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e desta forma, como 2α < β, segue que

(F
′
(v))2 ≤ αG′(v), (2.14)

e das definições de F e G obtemos

(F (v))2 ≥ vG(v) e αG = F
′
(v) · F ′(v). (2.15)

Definamos então a função teste φ = η2G(v), onde η ∈ C1
0 (M) é uma função cont́ınua com

suporte compacto em uma vizinhança de M . Sem perda de generaldidade, suponha que

η ∈ C1
0 (SR), onde SR denota uma esfera centrada na origem com raio R em Rn.

Assim, substituindo em (2.13) e substituindo as integrais na variedade pelas integrais

na esfera SR, teremos∫
SR

∑
ij

(
n− 2

4(n− 1)
gij∂jϕ(2∂iηηG(v) + η2G

′
(v)∂iv)−Rgϕη2G(v))

√
det gdx =

µg

∫
SR

|u|
n+2
n−2 η2G(v)

√
det gdx

e utilizando o Teorema de Stampacchia é posśıvel substituir ∂iϕ por ∂iv no conjunto em

que ϕ 6= 0. Pela elipticidade da matriz métrica, no segundo termo da igualdade acima

vale
1

µ

∑
i

x2
i ≤

∑
ij

gijxixj ≤ µ
∑
i

x2
i , x ∈ Rn.

donde obtemos∫
SR

(∑
i

(∂iϕ)2

)
η2G

′
(v)
√

det g)dx ≤ µg
∫
SR

|u|
n+2
n−2 η2G(v)

√
det gdx

+

∫
SR

∑
ij

(− n− 2

4(n− 1)
gij∂jϕ∂iηηG(v)

√
det g +Rgϕη

2G(v))
√

det gdx,

e sendo u ≤ v, segue que

∫
SR

(
∑
i

(∂iϕ)2)η2G′(v)
√

det gdx ≤ C
∫
SR

∑
i,j

∂jϕ∂iηηG(v)+

(vη2 + v2∗−2vη2)G(v)
)√

det gdx, (2.16)

onde C é uma constante dependendo dos valores de Rg, µ, η, gij .

Utilizando (2.15), observe que a primeira integral do segundo membro de (2.16) é
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equivalente a

C

∫
SR

∑
ij

∂jϕη|∂iη|G(v)
√

det gdx =
C

α

∫
SR

∂jϕη|∂iη|F (v)F ′(v)
√

det gdx

=
C

α
η∂jF (v) · F (v)|∂iη|

√
det gdx.

Agora, tomando a = η∂jF e b = |∂iη|F , pela desigualdade de Young obtemos

C

∫
SR

∑
ij

∂jϕη|∂iη|G(v)
√

det gdx ≤ C

α

∫
SR

(
∑
ij

(εη2(∂jF (v))2 +
1

ε
|∂iη|2F 2(v)))

√
det gdx,

onde ε > 0. Assim, por (2.14), (2.15) e (2.16) temos que∫
SR

η2(
∑
j

∂jF (v))2
√

det gdx ≤
∫
SR

C(εη2)(
∑
j

∂jF (v))2 +
1

ε

∑
i

(|∂iη|2F 2(v))
√

det gdx+

Cα

∫
SR

(
η2(F (v))2 + η2v2∗−2F (v)2

)√
det gdx.

Assim,

(1− Cε)
∫
SR

η2((
∑
j

∂jF (v))2)
√

det gdx ≤ C

ε

∫
SR

∑
i

|∂iη|2F 2(v)
√

det gdx

+Cα

∫
SR

(
η2(F (v))2 + η2v2∗−2F (v)2

)√
det gdx.

E portanto, tomando ε suficientemente pequeno obtemos∫
SR

η2(
∑
j

∂jF (v))2
√

det gdx ≤
∫
SR

(C
′∑

i

|∂iη|2+η2)F 2(v)+C
′′
η2v2∗−2F (v)2)

√
det gdx.

(2.17)

Por outro lado, usando a desigualdade de Sobolev, sabemos que

|ηF |22∗ ≤ C|∇(ηF )|22
= C

∫
SR

|η∇F + F∇η|2
√

det gdx

≤ 2C

∫
SR

(|η∇F |2 + F 2|∇η|2)
√

det gdx.

e portanto, usando (2.17) resulta

|ηF |22∗ ≤ C
′
∫
SR

(|∇η|2 + η2)F 2(v)
√

det gdx

+C
′′
∫
SR

η2v2∗−2F (v)2
√

det gdx. (2.18)
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Por outro lado, da desigualdade de Hölder, temos

∫
SR

η2v2∗−2F (v)2
√

det gdx ≤
(∫

SR

v2∗
√

det gdx

)n−2
n

|ηF |2
L2∗ (SR)

. (2.19)

Tomando R de modo que seja válida a desigualdade∫
SR

v2∗
√

det gdx ≤ (4Cα)−
n
n−2 ,

e substituindo em (2.19)∫
SR

η2v2∗−2F (v)2
√

det gdx ≤ 1

4Cα
|ηF |2

L2∗(SR) . (2.20)

Note que ∫
SR

(|∇η|2 + η2)F 2(v)
√

det gdx ≤ |(|∇η|+ η)F |2L2(SR),

e portanto, substituindo em (2.18) a desigualdade acima e usando (2.20) obtemos

|ηF |2
L2∗ (SR)

≤ C|(|∇η|+ η)F |2L2(SR) +
1

4
|ηF |2

L2∗ (SR)

≤ (C
′ |(|∇η|+ η)F |L2(SR) +

1

2
|ηF |L2∗ (SR))

2.

Consequentemente,

|ηF |2
L2∗ (SR)

≤ C ′ |(|∇η|+ η)F |2L2(SR).

Fixando então β de modo que 1 < β < 2∗ − 1 e fazendo l→∞ na expressão anterior,

mais precisamente nas expressões de F e G, temos

|ηvα|2
L2∗ (SR)

≤ C ′ |(|∇η|+ η)F |2L2(SR).

Sem perda de generalidade, assuma que η = 1 na esfera SR
2

, concêntrica a SR, e que

|∂iη| ≤ 2/R em SR. Então,

|ηvα|2
L2∗ (SR/2)

≤ |ηvα|2
L2∗ (SR)

≤ C
′′
(∫

SR

(|∇η|2v2α
√

det gdx)

)1/2

≤ C
′′

(∫
SR

∣∣∣∣2√ηR + η

∣∣∣∣2 v2α
√

det gdx

)1/2

= C
′′
(

2
√
η

R
+ 1

)
|vα|L2(SR). (2.21)

e trocando ϕ por −ϕ obtemos uma desigualdade semelhante a desigualdade acima.
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Portanto, como 2α < 2∗, utilizando a imersão de Sobolev e a desigualdade acima temos

|u|2
Lα2∗ (SR/2)

≤ CR.

Fazendo α2∗ = r > 2∗, obtemos

|u|Lr(SR/2) ≤ CR. (2.22)

Finalmente, sendo M compacta, considere uma cobertura finita de M por vizinhanças

coordenadas (Ui, hi), de modo que Ui ⊂ h(SRi), onde i = 1, . . . , s, e uma partição da

unidade {αi} subordinada a esta cobertura. Como em casa esfera SR é válida uma

estimativa como (2.22) para as aplicações αiϕ, conclúımos portanto que

|ϕ|r =

s∑
i=1

|αiϕ|r =

s∑
i=1

|αiϕ ◦ h−1
i |Lr(SRi/2) ≤ C,

ou seja, ϕ é limitada em Lr(M), para algum r > 2∗, ficando finalizada a prova da

regularidade da função ϕ.

Para finalizarmos a demonstração do teorema, resta provar que ϕ > 0. Observe que

do prinćıpio do máximo, uma vez que ϕ ≥ 0, segue que ϕ = 0 ou ϕ > 0, ou seja, nosso

objetivo é excluir o caso em que ϕ ≡ 0. Note que, até o momento, não utilizamos a

hipótese central do teorema de que µ ≤ n(n− 2)w
2/n
n .

Do teorema 1.8, sabemos que dado ε > 0, existe uma constante positiva Aε tal que,

para toda ϕ ∈ H1(M) temos

(∫
M
|u|2∗dVg

)n−2
n

≤ (K(n, 2)2 + ε)

(∫
M
|∇ϕ|2dVg +Aε

∫
M
ϕ2dVg

)
.

Por simplicidade iremos supor que ε = 0. Uma vez que ϕq é uma solução da equação (2.6),

utilizando a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Sobolev, segue que

1 ≤ V
2( 1
q
−n−2

2n
)

g K(n, 2)2(µq +A

∫
M
ϕ2
qdVg),

onde

A =
4(n− 1)

n− 2
A0 + max

x∈M
|Rg(x)|.

Passando o limite na desigualdade anterior, como ϕq converge fortemente em L2(M) para

ϕ, temos que

1 ≤ K(n, 2)2µ+K(n, 2)2A

∫
M
ϕ2dVg,

e uma vez que 1−K(n, 2)2µ > 0, pela desigualdade acima conclúımos que a norma L2(M)
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de ϕ é positiva, o que em particular acarreta que ϕ 6= 0, ficando finalmente demonstrado

o teorema.

O teorema 2.3 nos fornece uma ferramenta para demonstrar a existência de solução

para o Problema de Yamabe. Ou seja, o teorema nos garante que é suficiente exibir uma

função teste ψ de modo que I(ψ) < n(n− 1)w
2/n
n para que o problema tenha solução.

A seguir apresentaremos as ideias e o enunciado dos teoremas principais, devidos a

T.Aubin e R. Schoen, respectivamente que finalizaram a solução do problema de Yamabe.

Teorema 2.4. Se (Mn, g), onde n ≥ 6, é uma variedade compacta não localmente

conformemente plana, então µ < n(n − 1)w
2/n
n . Desta forma o mı́nimo é atingindo e

existe uma métrica conforme g̃ com Rg̃ = µV
−2/n
g̃ .

Os casos não abordados no teorema 2.4 são mais delicados pois a geometria conforme

local não nos da informações suficientes para concluir que µ < n(n − 1)w
2/n
n . Para tais

variedades, funções teste locais não funcionam, sendo necessária a construção de uma

função teste global. Como µ é um invariante conforme, é posśıvel calcular I(ψ) para

alguma função teste particular, em uma métrica conforme espećıfica. Quando a variedade

é localmente conformemente plana, após uma mudança conforme da métrica, a métrica é

plana em uma bola Bδ de centro x0 e raio δ. A demonstração dada por Richard Schoen

para as situações restantes introduziram duas ideias centrais na teoria. A primeira ideia

de R. Schoen foi estender as funções teste constrúıdas na demonstração do teorema (2.4)

por um múltiplo da função de Green do operador

Lg = ∆g − c(n)Rg

com c(n) = n−2
4(n−1) , chamado laplaciano conforme. A segunda ideia, foi utilizar o teorema

da massa positiva da relatividade geral, que pode ser utilizado devido ao anulamento do

tensor de Weyl nestes casos. Desta forma, R. Schoen em 1984, demonstrou o seguinte

resultado

Teorema 2.5. Se M tem dimensão 3, 4 ou 5, ou M é localmente conformemente plana,

então µ < n(n− 2)w
2/n
n , a menos que M seja conforme a esfera unitária.

o que finaliza a demonstração do problema de Yamabe.

Anos depois, começaram a aparecer outras demonstrações para algumas das situações

acima descritas. John Lee e Thomas Parker [15], apresentaram uma nova demonstração

que possúıa melhorias de alguns resultados obtidos acima com o aux́ılio de um novo sistema

de coordenadas o qual descreveremos na próxima seção. Tal sistema nos será útil nas

construções que faremos ao longo desta dissertação.
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No artigo [4] o matemático Bahri solucionou o caso em que a variedade é localmente

conformemente plana utilizando um método original sem a utilização do Teorema de Massa

Positiva.

2.2 Sobre o número de soluções

Uma vez solucionado o problema uma pergunta natural a ser feita é acerca da unicidade

da solução do problema. E novamente o invariante µ quebrará o problema em duas

situações distintas.

Considere ϕ0 uma solução da equação (2.1) com Rg̃ = µ. Desde que a equação

de Yamabe é conformemente invariante, na métrica g0 correspondente a equação de

Yamabe é sempre uma equação do tipo (2.1), consideremos uma solução ϕ1 de (2.1),

com Rg̃1 = Rg̃ = µ.

Suponhamos que o invariante µ < 0 e consideremos p ∈M de modo que p seja um ponto

de máximo para ϕ1, ou seja, ∆ϕ1 ≥ 0, então ϕ1(p)n−2 ≥ 1. Analogamente, considerando

q ∈ M de modo que q seja um ponto de mı́nimo para ϕ1, segue que , ∆ϕ1 ≤ 0, ou seja,

ϕ1(q)n−2 ≤ 1. Consequentemente ϕ0 = 1 é a única solução do problema, onde Rg̃ = µ < 0.

No caso em que o invariante µ = 0, então ∆ϕ1 = 0, ou seja, ϕ1 = constante.

No caso em que o invariante µ > 0, não é posśıvel garantir a unicidade em geral. O

exemplo mais conhecido deste fato foi demonstrado por Obata [19] onde é provado que

para a variedade (Sn, g0), o conjunto de soluções do problema de Yamabe é dado

{λψ∗(g0) : λ ∈ R+, ψ ∈ Conf(Sn)}

onde Conf(Sn) denota o conjunto não compacto de transformações conformes da esfera.

Tal exemplo é importante uma vez que a esfera é a única variedade compacta que admite

um grupo não compacto de transformações conformes.

O estudo do conjunto de soluções para o problema de Yamabe é o nosso objetivo ao

longo desta dissertação.

2.3 Coordenadas Normais Conformes

Em geometria Riemanniana, coordenadas normais são de valor inestimável quando

desejamos comparar a geometria local da variedade com o espaço euclidiano. O uso de tais

coordenadas frequentemente simplifica os cálculos do problema. No entanto, para a análise

que precisaremos realizar no decorrer desta dissertação faz-se necessária a introdução de

um sistema de coordenadas no qual a normalização obtida ao alterarmos as coordenadas

facilite a análise local, isto é, precisamos de um sistema mais espećıfico para o nosso

problema. Demonstraremos a seguir um resultado devido a Lee-Parker [15] que garante a
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existência de tal sistema, chamado de coordenadas normais conformes.

O objetivo principal desta seção é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3, e seja p ∈ M .

Para algum inteiro N ≥ 2, existe uma métrica conforme g em M tal que no sistema de

coordenadas normais em p

det(gij) = 1 +O(rN )

onde r = |x|. Mais ainda, se N ≥ 5 então teremos

Rg = O(r2) e ∆Rg(p) = −1

6
|W (p)|2

onde Rg e W são respectivamente a curvatura escalar e o tensor de Weyl.

No entanto, antes de provarmos o teorema acima serão necessários dois lemas. Para isto

denotemos por Pm como o conjunto dos polinômios homogêneos de grau m. Para tais

polinômios sabemos que é válida a conhecida Identidade de Euler :

Proposição 2.3. Se p ∈ Pm, então a seguinte identidade é válida

x1
∂p

∂x1
+ . . .+ xm

∂p

∂xm
= m · p.

Denotando por ∆0 o laplaciano euclidiano, utilizaremos a identidade acima na

demonstração do seguinte lema:

Lema 2.1. Os autovalores de r2∆0 em Pm são

{λj = 2j(n− 2 + 2m− 2j) : j = 1, ..., [m/2]}.

A autofunção correspondente a λj tem a forma r2jψ, onde ψ ∈ Pm−2j é um polinômio

harmônico.

Demonstração. Para m = 0, 1 o resultado segue imediatamente. Suponhamos que m ≥ 2

e f ∈ Pm satisfaz r2∆0f = λf . Pela fórmula de Euler, ∆0f ∈ Pm−2 e satisfaz

λ∆0f = ∆0(r2∆0f) = ∆0(r2)∆0f + 4xi∂i∆0f + r2∆2
0f

= 2n∆0f + 4(m− 2)∆0f + r2∆2
0f

Assim, teremos

r2∆0(∆0f) = (λ− 2n− 4m+ 8)∆0f

Portanto, ou ∆0f = 0, o que implica que λ = 0 e f é harmônica, ou (λ − 2n − 4m + 8)

é um autovalor de r2∆0 em Pm−2. No último caso, f tem a expressão f = λ−1r2∆0f . A

demonstração segue por indução.
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Lema 2.2. Sejam p ∈M e T um (k + 2)-tensor simétrico em TpM , k ≥ 0. Então existe

um único polinômio homogêneo f de ordem (k + 2) tal que no sistema de coordenadas

normais de g, a métrica g̃ = e2fg satisfaz

Sym(∇̃R̃ij)(p) = T, (2.23)

onde Sym(·) denota o operador de simetrização para tensores, g̃ = e2fg e ∇̃, R̃ij são

respectivamente o operador diferencial covariante e a curvatura de Ricci de g̃.

Demonstração. Seja {xi} sistema de coordenadas normais da métrica g no ponto p e

r = |x| e seja F (x) = Rij(x)xixj . Usando a expansão de Taylor temos

F (x) =

k+2∑
m=2

F (m)(x) +O(rk+3),

onde

F (m)(x) =
1

(m− 2)!

∑
|k|=m−2

∑
ij

∂KRij(p)x
ixjxK ∈ Pm

Estamos considerando K = (k1, ..., kn), xK = (x1)k1 ...(xn)kn , e |K| =
∑
kj . Note que,

a derivada covariante do tensor de Ricci satisfaz Rij,K(p) = ∂KRij(p) + SijK , onde SijK

é um polinômio formado pelas derivadas de ordem menor que |K| de Rij em p. Então,

se f ∈ Pk+2, g̃ = e2fg, teremos S̃ijK = SijK , para |K| = k. Note ainda que (2.23) é

equivalente a

0 =
∑
|K|=k

(R̃ij,K(p)− TijK)xixjxK

k!F̃ (k+2)(x) +
∑
|K|=k

(SijK − TijK)xixjxK , (2.24)

Usando a fórmula de Euler para polinômios homogêneos teremos

xixj∂i∂jf = (xi∂i)
2f − xi∂if = (k + 2)(k + 1)f (2.25)

e portanto ∆f = ∆0f +O(rk+1). Da relação entre Rij e R̃ij , concluimos que

F̃ (k+2)(x) = F (k+2)(x) + xixj [(2− n)∂i∂jf − (∆0f)δij ]

= F (k+2)(x)− (n− 2)(k + 2)(k + 1)f − r2∆0f.

Utilizando o lema 2.1 sabemos que o operador r2∆0 + (n− 2)(k+ 2)(k+ 1) é invert́ıvel em

Pk+2 e deste modo, existe um único polinômio homogêneo f ∈ Pk+2 satisfazendo (2.24),

o que finaliza a demonstração do resultado.

43



Problema de Yamabe

Lema 2.3. No sistema de coordenadas normais de g, det(gij) tem a seguinte expansão:

det(gij) = 1− 1

3
Rijx

ixj − 1

6
Rij,kx

ixjxk −(
1

20
Rij,kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl +O(r5)

onde todas as curvaturas e suas derivadas covariantes estão avaliadas em p.

Demonstração. Seja {xi} o sistema de coordenadas normais relacionados a métrica g em

uma vizinhança U de p. Utilizando estas coordenadas, podemos identificar U com um

subconjunto aberto de Rn e p como sendo a origem. Neste ponto é importante relembrar

a construção dos campos de Jacobi.

Fixados τ, ξ ∈ Rn, considere a aplicação γ : R×R→ Rn definida por γs(t) = t(τ +sξ),

que determina uma famı́lia a um parâmetro de geodésicas saindo da origem e defina

T = γ′s(t). O campo variacional X(γs(t)) = ∂
∂sγs(t) = tξ é chamado campo de Jacobi.

Para cada s, γs satisfaz a equação geodésica ∇TT = 0. Desde que 0 = γ∗
[
∂
∂t ,

∂
∂s

]
=

[T,X] = ∇TX −∇XT , temos

0 = ∇X∇TT = ∇T∇XT +∇[X,Y ]T −R(T,X)T

= ∇T∇TX −R(T,X)T.

Segue assim que X satisfaz a equação de Jacobi ∇2
TX = RT (X), onde RT denota o

operador linear R(T, ·)T induzido pelo tensor curvatura.

A expansão de Taylor de f(t) = |X(γ0(t))|2 pode ser obtida aplicando ∇T
repetidamente. Usando a equação de Jacobi, X(0) = 0 e ∇TX(0) = ξ, calcularemos

os termos principais como segue

∇T f(0) = 0,∇2
T f(0 = 2〈ξ, ξ〉),∇3

T f(0) = 0,

∇4
T f(0) = 8〈Rγξ, ξ〉(0),∇5

T f(0) = 20〈(∇τRτ )ξ〉(0),

∇6
T f(0) = 36〈(∇2

τRτ )ξ, ξ〉(0) + 32〈Rτξ,Rτξ〉.

Deste modo,

〈ξ, ξ〉(tτ) = t−2|X(γ0(t))|2

= 〈ξ, ξ〉+
t2

3
〈Rτξ, ξ〉+

t3

6
〈(∇τRτ )ξ, ξ〉+

t4

20
〈(∇2

τRτ )ξ, ξ〉+
2t4

45
〈Rτξ,Rτξ〉+O(t5) (2.26)

onde todos os produtos internos do lado direito são avaliados na origem. Tomemos tτ = x

e ξ = ∂
∂xi
± ∂

∂xj
.
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De (2.26) obtemos

gpq(x) = δpq +
1

3
Rpijqx

ixj +
1

6
Rpijq,kx

ixjxk +(
1

20
Rpijq,kl +

2

45
RpijmRqklm

)
xixjxkxl +O(r5), (2.27)

onde todos os termos de curvatura estão avaliados na origem. Se (gpq) = exp(Apq), então

Apq(x) =
1

3
Rpijqx

ixj +
1

6
Rpijq,kx

ixjxk +(
1

20
Rpijq,kl +

2

45
RpijmRqklm

)
xixjxkxl +O(r5). (2.28)

Neste caso, det(gpq) = exp(trApq) tem a expressão desejada pelo lema.

Demonstração do Teorema: Demonstraremos o resultado utilizando indução. Suponha

que a métrica g satisfaz

det(gij) = 1 +O(rN ), N ≥ 2. (2.29)

Observe que cada termo de (2.26) tem a forma

ckt
k[〈(∇k−2

τ Rτ )ξ, ξ〉+Bk(ξ, ξ)],

onde ck é constante e Bk é uma forma bilinear com coeficientes dados pelas derivadas de

ordem menor que k − 2. Desta forma a expansão de det(gij) pode ser escrita como

det(gij) = 1 +
∑

|K|=N−2

ck(Rij,K − TijK)xixjxK +O(rN+1) (2.30)

onde TijK é um tensor simétrico que depende apenas das derivadas de ordem menor ou

igual a k − 1 da curvatura. Usando o Lema 2.2, existe f ∈ PN tal que se g̃ = e2fg, temos

Sym(∇̃N−2R̃ij) = T.

Note que det(g̃ij) também satisfaz (2.30), onde Rij e T são substituidos por R̃ij e T̃ ,

respectivamente. No entanto, no caso em que f ∈ PN vemos que T̃ = T . Deste modo,

como Sym(∇̃N−2R̃ij) = T̃ , segue que det (g̃ij) = 1 + O(rN+1). A demonstração então

segue por indução da expansão assintótica de det(g̃ij).

Suponhamos agora que N ≥ 5. Então, como det(gij) = 1 + O(r5), sabemos que os

coeficientes dados pela expansão do lema anterior são nulos. Portanto, em p teremos

a) Rij = 0,

b) Rij,k +Rjk,i +Rki,j = 0,
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c) Sym
(
Rij,kl + 2

9RpijmRpklm
)

= 0

De c) sabemos que Rijkl = Wijkl e

Rij,kl −Rij,lk = RmiklRim = 0

o que implica que

(Rij,kl +Rkl,ij + 2Rik,jl + 2Rjl,ik)x
ixj +

2

9
(WpijmWpklm +WpikmWpjlm

+WpjkmWplim +WpkjmWplim +WplkmWpjim)xixj = 0 (2.31)

Pela simetria do tensor de Weyl temos

WpikmWpkjm =
1

2
Wpikm(Wpkjm −Wpmjk) =

1

2
WpikmWpjkm (2.32)

e ainda, usando a identidade de Bianchi R,j = 2Rij,i, obtemos

(3R,ij +Rij,kk +
2

3
WipkmWjpkm)xixj = 0, (2.33)

e consequentemente, contraindo os ı́ndices i e j, segue que ∆R = R,ii = −1
6 |W |

2.

Finalmente, por a), Rg(p) = Rij(p) = 0. Portanto teremos, R,j(p) = −2Rij,i que,

juntamente com a identidade de Bianchi nos garante que 2R,j = 0, o que finaliza a

demonstração do teorema.

No que segue, chamaremos as coordenadas normais da métrica conforme dada pelo

teorema acima de coordenadas normais conformes, e sempre assumiremos que N , dado

pelo teorema é suficientemente grande.

2.4 Expansão assintótica da função de Green

Para finalizar este caṕıtulo enunciaremos um resultado relevante para nossa análise

nos próximos caṕıtulos desta dissertação. Discutiremos a seguir a expansão da função de

Green para o laplaciano conforme em coordenadas normais conformes.

Teorema 2.7 (Existência da Função de Green). Suponha que M é uma variedade

Riemanniana positiva de dimensão n ≥ 3, e h é uma função estritamente positiva em

M . Para cada p ∈M , existe uma única função suave Gp em M\{p}, chamada função de

Green para ∆ + h em p, tal que (∆ + h)Gp = δp, no sentido das distribuições, onde δp é

a medida de Dirac em p.

O teorema acima garante portanto a existência da função de Green para o laplaciano

conforme. A demonstração deste resultado se encontra em [10].
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Deste modo sabemos que, se R > 0 existe uma única função de Green Gp ∈
C∞(M\{P}) tal que

LGp = δp, Gp > 0

onde δp denota a medida de Dirac em p. Mais ainda, no sistema de coordenadas normais

em p temos

Gp(x) =
1

(n− 2)ωn−1
r2−n(1 + o(1)).

No que segue se G(x) = (n− 2)ωn−1Gp(x) para x ∈M\{p}, então teremos,

LG = (n− 2)ωn−1δp e G(x) = r2−n(1 + o(1)).

Teorema 2.8. Em coordenadas normais conformes {xi} em p, a função de Green G tem

a seguinte expansão assintótica

G(x) = |x|2−n
(

1 +

n∑
k=4

χk(x)

)
+ c log |x|+O(1)

onde χk ∈ Pk, r = |x| e o termo logaŕıtimico aparece apenas quando n é par. Os termos

de destaque são:

(a) Se n = 3, 4, 5 ou M é conformemente localmente plana em uma vizinhança de p,

então

G = r2−n +A+ α(x),

onde A é constante, α = 0(r), e α ∈ C2,µ a menos quen = 4; para n = 4,

α = P2(x) log r + α0, onde P2(x) é um polinômio de grau 2 e α0 ∈ C2,µ.

(b) Para n = 6,

G = r−4 − a

288
|W (p)|2 log r + α(x),

onde α(x) = P (x) log r + α0 para algum polinômio P com P (0) = 0 e α0 ∈ C2,µ.

(c) Para n ≥ 7,

G = r2−n
[
1 +

a

12(n− 4)

(
r4

12(n− 6)
|W (p)|2 −Rij(p)xixjr2

)]
+ α(x),

onde α = (P (x) log r + α0)r2−n para algum polinômio P (x) e α0 ∈ C2,µ.

Ver demonstração em [21] ou [15].
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CAPÍTULO 3

PROPRIEDADES BÁSICAS DE

BLOW-UP

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo nesta dissertação é demonstrar o

resultado de compacidade acerca do problema de Yamabe obtido em [artigo]. Com o

objetivo de provar o resultado principal, veremos que serão necessários tanto o estudo

de um certo tipo de equação diferencial parcial, como de propriedades relacionadas a

deformação conforme de uma métrica, importantes para o estudo de pontos de blow-up

isolados e isolados simples bem como para o estudo de suas propriedades.

Vale destacar a importância do estudo dos pontos de blow-up isolados simples, uma vez

que, durante a prova do resultado principal verificaremos que os pontos necessariamente

deverão ser desse tipo. Iniciaremos este caṕıtulo com uma identidade importante para a

análise local do problema.

3.1 Identidade de Pohozaev

Suponhamos que a função u : Bσ(0) ⊂ Rn → R seja uma solução de classe C2 da

equação

∆u+K(x)up = −A(x). (3.1)

onde p 6= −1, ∆ é o laplaciano euclidiano, e K ∈ C1. Defina

P (r, u) =

∫
∂Br

(
n− 2

2
u
∂u

∂r
− r

2
|∇u|2 + r

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣2 +

1

p+ 1
K(x)rup+1

)
dσr. (3.2)

O lema a seguir nos proporciona uma identidade de Pohozaev radial.

48



Propriedades Básicas de Blow-up

Lema 3.1. Dado 0 < r < σ, temos que

P (r, u) = −
∫
Br

(
xk∂ku+

n− 2

2
u

)
A(x)dx+

(
n

p+ 1
− n− 2

2

)∫
Br

K(x)up+1dx

+
1

p+ 1

∫
Br

(xk∂kK(x))up+1dx. (3.3)

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1) por xk∂ku e integrando sobre a bola

centrada na origem e com raio r teremos∫
Br

(xk∂ku)(∆u+A(x) +K(x)up)dx = 0. (3.4)

Usando integração por partes, temos∫
Br

(xk∂ku)∂iiudx = −
∫
Br

(xk∂ku)i∂iudx+

∫
∂Br

xk∂ku∂iu(
xi
r

)dσr

= −
∫
Br

(δki ∂ku∂iu+ xk∂k(∂iu)∂iu)dx+

∫
∂Br

xk∂ku∂iu(
xi
r

)dσr

= −
∫
Br

(
δki ∂ku∂iu+

1

2
xk∂k[(∂iu)2]

)
dσr

+
1

r

∫
∂Br

xk∂kuxi∂iudσr. (3.5)

Aplicando novamente integração por partes para o termo 1
2x

k∂kuxi∂iu, teremos

1

2

∫
Br

xk∂k[(∂iu)2]dx = −1

2

∫
Br

(∂iu)2dx+
r

2

∫
∂Br

(∂iu)2dσr, (3.6)

e portanto, substituindo (3.6) em (3.5), e somando em i, com i = 1, ..., n, teremos

∫
Br

(xk∂ku)∆udx = −
∫
Br

|
(
∇u|2 − n

2
|∇u|2

)
dx+

1

r

∫
∂Br

r2

(
∂u

∂r

)2

dσr

−r
2

∫
∂Br

|∇u|2dσr

=
n− 2

2

∫
Br

|∇u|2dx− r

2

∫
∂Br

|∇u|2dσr + r

∫
∂Br

(
∂u

∂r

)2

dσr.(3.7)

Novamente, utilizando integração por partes e também que ∂k(u
p+1) = (p + 1)up∂ku
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Propriedades Básicas de Blow-up

obteremos a identidade abaixo∫
Br

(xk∂uk)K(x)updx =
1

p+ 1

∫
Br

xk∂k(u
p+1)K(x)dx

= − 1

p+ 1

∫
Br

(xkK(x))ku
p+1dx+

1

p+ 1

∫
∂Br

xkK(x)up+1x
k

r
dσr

= − n

p+ 1

∫
Br

K(x)up+1dx− 1

p+ 1

∫
Br

xk∂kK(x)up+1dx

+
r

p+ 1

∫
∂Br

K(x)up+1dσr. (3.8)

Substituindo assim as estimativas (3.7) e (3.8) em (3.4), obteremos a seguinte expressão

n− 2

2

∫
Br

|∇u|2dx− r

2

∫
∂Br

|∇u|2dσr + r

∫
∂Br

(
∂u

∂r

)2

dx− n

p+ 1

∫
Br

K(x)up+1dx

− 1

p+ 1

∫
Br

xk∂k(K(x))up+1dx+
r

p+ 1

∫
∂Br

K(x)up+1dσr

+

∫
Br

(xk∂ku)A(x)dx = 0. (3.9)

Para finalizar a demonstração, multiplicando a equação (3.1) pelo termo n−2
2 e integrando

sobre a bola de centrada na origem e com raio r obteremos∫
Br

n− 2

2
u(∆u+A(x) +K(x)up)dx = 0. (3.10)

Aplicando a identidade de Green, temos∫
Br

n− 2

2
u∆udx = −

∫
Br

n− 2

2
|∇u|2dx+

n− 2

2

∫
∂Br

∂u

∂r
udσr, (3.11)

e substituindo em (3.10) teremos

n− 2

2

∫
Br

uA(x)dx+

∫
Br

K(x)up+1dx = −n− 2

2

∫
Br

|∇u|2dx− n− 2

2

∫
∂Br

u
∂u

∂r
dσr,

(3.12)

e portanto, substituindo (3.12) em (3.9), teremos

−r
2

∫
∂Br

|∇u|2 + r

∫
∂Br

(
∂u

∂r

)2

− r

p+ 1

∫
Br

K(x)up+1 − 1

p+ 1

∫
Br

xk∂k(K(x))up+1

+
r

p+ 1

∫
∂Br

K(x)up+1 +

∫
Br

(xk∂ku)A(x)dx− n− 2

2

∫
Br

uA(x) +K(x)up+1+

n− 2

2

∫
∂Br

u
∂u

∂r
= 0,

donde segue o resultado.
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3.2 Equação da Curvatura Escalar Conforme

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, e suponhamos que g é uma métrica Riemanniana

em Ω, e f é uma função C2. Considere uma função positiva de classe C2, satisfazendo

∆gu− c(n)Rgu+Kf−δup = 0 em Ω (3.13)

onde c(n) = n−2
4(n−1) , K = n(n − 2), 1 < p ≤ n+2

n−2 , δ = n+2
n−2 − p e Rg é a curvatura escalar

de g. O operador Lg = ∆g − c(n)Rg é chamado laplaciano conforme de g.

Observe que, quando p = n+2
n−2 , esta equação diferencial parcial está intimamente

relacionada com problemas da geometria conforme. Como mencionado no caṕıtulo 1,

encontrar uma solução deste problema é equivalente a encontrar uma métrica conforme

à métrica dada cuja curvatura escalar seja constante, problema conhecido por problema

de Yamabe. De forma mais espećıfica, dada uma solução positiva u, a métrica u
4

n−2 g tem

curvatura escalar constante igual a 4n(n− 1).

Descreveremos a seguir uma caracteŕıstica importante das soluções deste tipo de

equação. Mostraremos que tais soluções são invariantes nos sentidos que descreveremos

abaixo. Consideremos g̃ = φ
4

n−2 g é uma métrica conforme a g:

Lema 3.2. Se g̃ = φ
4

n−2 g é uma métrica conforme a g, então

Lg̃(φ
−1u) = φ−

n+2
n−2Lg(u) (3.14)

para qualquer função u e,

Rg̃ = −c(n)−1φ−
n+2
n−2Lg(φ). (3.15)

Demonstração. Observe que

∆g̃(φ
−1u) =

1√
detg̃

∑
i,j

∂

∂xi

(
g̃ij
√
detg̃

∂(φ−1u)

∂xj

)
.
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Uma vez que det g̃ = φ
4n
n−2 det g e g̃ij = φ−

4
n−2 gij , temos

∆g̃(φ
−1u) =

1√
φ

4
n−2

∑
i,j

∂

∂xi

(
φ−

4
n−2 gij

√
φ

4n
n−2

√
det g

∂(φ−1u)

∂xj

)

= φ−
2n
n−2

1√
det g

∑
i,j

∂

∂xi

(
φ−

4
n−2φ

2n
n−2 gij

√
det g

∂(φ−1u)

∂xj

)

= φ−
2n
n−2

1√
det g

∑
i,j

∂

∂xi

(
φ2gij

√
det g

∂(φ−1u)

∂xj

)

= φ−
2n
n−2

1√
det g

∑
i,j

∂

∂xi
(φ2)gij

√
det g

∂(φ−1u)

∂xj

+φ−
2n
n−2

1√
det g

∑
i,j

φ2 ∂

∂xi

(
gij
√

det g
∂(φ−1u)

∂xj

)

= φ−
2n
n−2 2φ

∑
i,j

∂

∂xi
(φ)gij

∂(φ−1u)

∂xj

+φ−
2n
n−2

1√
det g

∑
i,j

φ2 ∂

∂xi

(
gij
√

det g
∂(φ−1u)

∂xj

)
. (3.16)

aplicando novamente regra da cadeia, e utilizando a regra do produto para o laplaciano,

temos

= φ−
n+2
n−2 2g(∇φ,∇φ−1)u+ φ−

n+2
n−2 2g(∇φ,∇u)φ−1 + φ−

4
n−2 ∆g(φ

−1u)

= φ−
n+2
n−2 2g(∇φ,∇φ−1)u+ φ−

n+2
n−2 2g(∇φ,∇u)φ−1 + φ−

n+2
n−2φ∆gφ

−1 · u

+φ−
n+2
n−2 ∆gu+ φ−

4
n−2 2g(∇φ−1,∇u). (3.17)

Note que,

0 = ∆g(φφ
−1) = ∆gφ · φ−1 + ∆gφ

−1 · φ+ 2g(∇φ,∇φ−1), (3.18)

implica que

∆gφ
−1 · φ = −∆gφ · φ−1 − 2g(∇φ,∇φ−1). (3.19)

Substituindo em (3.17), obtemos

∆g̃(φ
−1u) = φ−

n+2
n−2 ∆gu+ φ−

n+2
n−2φ2g(∇φ−1,∇u) + φ−

n+2
n−2 2g(∇φ,∇φ−1)u

+φ−
n+2
n−2 2g(∇φ,∇u)φ−1 + φ−

n+2
n−2 (−∆gφ · φ−1 − 2g(∇φ,∇φ−1))u

= φ−
n+2
n−2 ∆gu+ φ−

n+2
n−2φ2g(∇φ−1,∇u) + φ−

n+2
n−2 2g(∇φ,∇u)φ−1

−φ−
n+2
n−2 ∆gφ · φ−1 · u. (3.20)
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Note ainda que,

0 = g(∇(φ · φ−1),∇u) = g(∇φ−1,∇u)φ+ g(∇φ−1,∇u)φ,

implica que

g(∇φ−1,∇u)φ = −g(∇φ−1,∇u)φ,

e portanto, substituindo em (3.20), teremos

∆g̃(φ
−1u) = φ−

n+2
n−2 ∆gu− φ−

n+2
n−2 ∆gφ · φ−1u. (3.21)

Finalmente, utilizando (3.15)

Lg̃(φ
−1u) = ∆g̃(φ

−1u)− c(n)Rg̃φ
−1u

= φ−
n+2
n−2 ∆gu− φ−

n+2
n−2 ∆gφ · φ−1u− c(n)

(
−c(n)−1φ−

n+2
n−2Lg(φ)

)
φ−1u

= φ−
n+2
n−2 ∆gu− φ−

n+2
n−2 ∆gφ · φ−1u+ φ−

n+2
n−2 ∆gφ · φ−1u− φ−

n+2
n−2 c(n)Rgu

= φ−
n+2
n−2 (∆gu− c(n)Rgu)

= φ−
n+2
n−2Lgu. (3.22)

Consequentemente, se u é uma solução para a equação (3.13), então φ−1u satisfaz

Lg̃(φ
−1u) +K(φf)−δ(φ−1u)p = φ−

n+2
n−2Lg(u) + φ−

n+2
n−2Kf−δup

= φ−
n+2
n−2 (Lg(u) +Kf−δup)

= 0. (3.23)

e portanto, φ−1u satisfaz uma equação do mesmo tipo. Ou seja, a equação é invariante

via mudanças conformes da métrica.

Definição 3.1. Seja u uma solução da equação (3.13) e fixemos x ∈ Ω. Fixado s > 0,

definimos a função renormalizada v(y) como sendo

v(y) = s
2
p−1u(expx(sy)).

Lema 3.3. Se v(y) é a função renormalizada de u, então

Lhv +Kf̃−δvp = 0,

onde f̃(y) = f(sy) e as componentes da métrica h em coordenadas normais são dadas por

hkl = gkl(sy).
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A demonstração do lema acima é análoga a demonstração do lema anterior e por isto

omitiremos sua prova. Consequentemente a função renormalizada satisfaz uma equação

do mesmo tipo que a função original e neste caso diremos que a equação é invariante por

renormalização.

Os fatos observados acima terão consequências importantes no que segue.

Estudaremos agora, sequências de soluções ui da equação (3.13). Vale notar que,

quando o que desejamos é estudar objetos conformemente invariantes, é sempre posśıvel

substituir a sequência ui por outra sequência de funções vi = φ−1
i ui, e ao mesmo tempo

alterar a sequência das métricas para g̃i = φ
4

n−2

i gi, sempre que possuirmos um controle

uniforme dos fatores φi. A seguir, daremos alguns exemplos de tal procedimento. Fixemos

x ∈ Ω:

Lema 3.4. Existe um σ > 0 tal que tal que Rg̃ > 0 em B2σ(x), onde g̃ é uma métrica

conforme a g.

Demonstração. Fixemos σ > 0 e considere φ a primeira autofunção de ∆g com respeito a

seguinte condição de Dirichlet:{
∆gφ+ λ1φ = 0 em B2σ(x)

φ = 0 em ∂B2σ(x)

Relembre que, o autoespaço correspondentes é de dimensão 1 e podemos escolher φ de

modo que φ > 0 em B2σ(x). Assim, desde que λ1 →∞ quando σ → 0, podemos tomar σ

suficientemente pequeno de modo que λ1 > ‖Rg‖Bσ(x) + 1, então

∆gφ− c(n)Rgφ = ∆g + λ1φ− λ1φ− c(n)Rgφ

= (−λ1 − c(n)Rg)φ < 0,

em Bσ(x). Definindo g̃ = φ
4

n−2 g, deduzimos de (3.15) que Rg̃ > 0 em Bσ(x).

Lema 3.5. Existe σ tal que Rg̃ ≡ 0 em Bσ(x), onde g̃ é uma métrica conforme a g.

Demonstração. Considere a métrica cujo fator conforme é a função ψ obtida como solução

da seguinte equação: {
∆gψ − c(n)Rgψ = 0 em Bσ(x)

ψ = 1 em ∂Bσ(x)

desta forma concluimos que Rg̃ = 0 em Bσ(x), ficando assim demonstrado o resultado.

3.3 Propriedades Básicas de Blow-up

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto dotado com uma sequência de métricas

Riemannianas suaves {gi}i∈N convergindo na topologia CNloc para uma métrica suave g,
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onde N é grande o suficiente e depende apenas de n. Considere uma sequência de soluções

positivas {ui}∞i=1, da equação

Lgiui +Kf−δii upii = 0 em Ω (3.24)

onde 1 < pi ≤ n+2
n−2 , δi = n+2

n−2 − pi, K = n(n − 2) e {fi}∞i=1 é uma sequência de funções

suaves convergindo para uma função positiva f na topologia C2
loc.

Definição 3.2 (Ponto de Blow-up). Um ponto x ∈ Ω é dito um ponto de Blow-up para

{ui} se existir uma sequência {xi} ⊂ Ω tal que xi → x e ui(xi)→∞.

Definição 3.3 (Ponto de blow-up isolado). Um ponto x ∈ Ω é um ponto de Blow-up

isolado se existe uma sequência {xi} ⊂ Ω tal que

1. xi → x;

2. xi é um máximo local para ui;

3. ui(xi)→∞ quando i→∞;

4. ui(x) ≤ Cdgi(x, xi)
− 2
pi−1 , ∀x ∈ Br(xi) ⊂ Ω;

para constantes r, C > 0, onde Br(xi) denota a bola geodésica de raio r centrada em xi, e

dgi(x, xi) representa a distância entre x e xi, com respeito a métrica gi.

Observe que o último item da definição de ponto de blow-up isolado implica que existe

uma vizinhança V de x de modo que x é o único ponto de blow-up de {ui} nesta vizinhança.

Com efeito, seja V = Br/2(x) e suponhamos que exista y ponto de blow-up para {ui} ou

seja, existe yi → y, tal que limui(yi) =∞.

Seja d = |x− y|, e tome i >> i0 de forma que

|xi − x| <
d

4
e |yi − y| <

d

4
.

Então,

|x− y| ≤ |x− xi|+ |xi − yi|+ |yi − y| ⇒

|xi − yi| >
|x− y|

2

e pela definição de ponto de blow-up isolado segue que

ui(yi) ≤
C

|yi − xi|
2

pi−1

≤ C · 2
2

pi−1

|y − x|
2

pi−1

≤ C ′,

o que contradiz o fato que limui(yi) =∞.
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Deste modo a definição acima implica que o ponto de blow-up em questão é isolado.

A menos de menção expĺıcita, trabalharemos nesta seção com coordenadas normais

x = (x1, ..., xn) centradas em xi, onde {xi} é como na definição 3.3. Denotaremos também

ui(expxi(x)) por ui(x) e dgi(x, xi) por |x|.
Observe que a definição de ponto de blow-up isolado tem a seguinte propriedade

especial:

Lema 3.6. A definição de ponto de blow-up isolado é invariante por renormalização.

Demonstração. Os itens 1, 2 e 3 da definição são facilmente verificados, provemos o item

4. De fato, se v(y) = s
2

pi−1u(sy), então

u(sy) ≤ C|sy|−
2

pi−1 ⇔

u(sy)s
2

pi−1 ≤ c|y| ⇔

v(y) ≤ C|y|
2

pi−1

Apresentaremos a seguir alguns resultados devidos a Schoen [?], referentes a pontos

de Blow-up. O primeiro resultado mostra que próximo a um ponto de Blow-up isolado, as

soluções da equação (3.24), satisfazem uma desigualdade de Harnack.

Proposição 3.1. Seja xi → x um ponto de Blow-up isolado para a sequência {ui} de

soluções positivas de (3.24). Então, existe C > 0 independente de i, tal que

max
s≤|x|≤2s

ui(x) ≤ C min
s≤|x|≤2s

ui(x)

Demonstração. Considere (x1, ..., xn) as coordenadas normais com respeito a métrica gi

na bola Br(xi).Defina a aplicação

vi(y) = s
2

pi−1ui(sy) (3.25)

onde |y| < 3. Assim, conforme discutimos na seção anterior a aplicação definida acima

satisfaz

Lhivi(y) +Kf̃−δii vpii (y) = 0

onde f̃i(y) = fi(sy) e (hi)kl(y) = (gi)kl(sy), e ainda

vi(y) ≤ C|y|−
2

pi−1

quando |y| < 3. Segue assim da última desigualdade que vi é uniformemente limitado em

subconjuntos compactos de B3(0)\{0}. Deste modo, aplicando a desigualdade de Harnack
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para equações eĺıpticas lineares (cf. [11, Theorem 1.1]), existe uma constante C > 0 tal

que

max
1≤|y|≤2

vi(y) ≤ C min
1≤|y|≤2

vi(y)

ou seja,

max
1≤|y|≤2

s
2

pi−1ui(sy) ≤ C min
1≤|y|≤2

s
2

pi−1ui(sy)

donde segue o resultado.

Podemos agora aplicar esta de8sigualdade de Harnack para obter informações na

vizinhança de {ui} próximo a um ponto de blow-up isolado.

Considere a aplicação U(y) = (1 + |y|2)
2−n
2 . É fácil checar que esta aplicação satisfaz

∆U(y) +KU
n+2
n−2 (y) = 0

Observe que, se π : Sn\{N} → Rn é a projeção estereográfica, então (π−1) ∗ g0 =

4U
4

n−2 δ onde g0 é a “round metric ” da esfera e δ é a métrica euclidiana do Rn. Por esta

razão a função U(y) é frequentemente chamada de “standard bubble ”.

O próximo resultado garante que no caso de um ponto de blow-up isolado a sequência

{ui}, após renormalização, se aproxima da função rotacionalmente simétrica U .

Proposição 3.2. Seja xi → x um ponto de Blow-up isolado para a sequência de soluções

positivas {ui} de (3.24). Então pi → n+2
n−2 e para alguma sequência εi → 0 e Ri → ∞

quando i→∞, temos

|M−1
i ui(M

− pi−1

2
i y)− U(y)|C2(BRi (0)) ≤ εi (3.26)

onde Mi = ui(xi), depois de possivelmente tomarmos uma subsequência, e

Ri
logMi

→ 0 quando i→∞. (3.27)

Demonstração. Sejam (x1, ..., xn) as coordenadas normais com respeito a métrica gi na

bola Br(xi). Defina a aplicação

vi(y) = M−1
i ui(M

− pi−1

2
i y)

para |y| < rM
pi−1

2
i . Onde r é como na definição 3.3. Consequentemente tal função satisfaz

Lhivi(y) +Kf̃−δii vpii = 0

onde f̃i = fi(M
pi−1

2
i y) e (hi)kl(y) = (gi)kl(M

− pi−1

2
i y).

Note também que
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• vi(0) = M−1
i ui(expxi(0)) = M−1

i ui(xi) = 1;

• ∇vi(0) = ∇ui(xi) = 0, pois xi é ponto de máximo local;

• Se |y| ≤ rM
pi−1

2
i então 0 < vi(y) < C|y|−

pi−1

2 ;

Afirmação 3.1. Existe C > 0 tal que, se |y| < rM
pi−1

2
i então vi(y) ≤ C.

Demonstração da Afirmação : Pelo que discutimos na seção anterior, a menos de

uma mudança conforme, podemos supor que as métricas tem curvatura escalar nula sobre

pequenas bolas, isto é, podemos tomar σ > 0 de modo que Rhi ≡ 0 em Bσ(0), para todo

i.Pelas propriedades da aplicação vi descritas acima, obtemos

vi(y) ≤ C (3.28)

quando σ ≤ |y| ≤ rM
pi−1

2
i . E ainda, como as métricas tem curvatura escalar nula em

Bσ(0), o operador laplaciano conforme irá satisfazer o prinćıpio do máximo, isto é, existe

uma constante C > 0 tal que

min
|y|≤r

vi(y) ≥ C−1 min
|y|=r

vi(y) ∀i (3.29)

e 0 < r ≤ σ. E portanto, utilizando a desigualdade de Harnack esférica teremos

max
|y|=r

vi(y) ≤ C min
|y|=r

vi(y)

≤ C min
|y|≤r

vi(y)

≤ Cvi(0)

= C (3.30)

ficando assim demonstrada a afirmação.

Estimativas eĺıpticas usuais implicam que, após tomarmos uma subsequência vi → v

em C2
loc(Rn), onde {

∆v(y) +Kvp(y) = 0, y ∈ Rn

v(0) = 1, ∇v(0) = 0,

onde p = lim
i→∞

pi, e ∆ denota o laplaciano euclidiano.

Pelo teorema de Caffarelli, Gidas e Spruck [8], necessariamente teremos que p = n+2
n−2

e v(y) = U(y), o que finaliza a demonstração.

Para finalizar este caṕıtulo introduziremos a seguir a noção de ponto de blow-up isolado

simples, e demonstraremos algumas de suas propriedades.

Suponhamos que ui é uma sequência de soluções positivas da equação (3.24) e seja
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xi → x um ponto de blow-up isolado. Considere a média esférica

ui(r) = |∂Br(xi)|−1
gi

∫
∂Br(xi)

uidσgi (3.31)

onde |∂Br(xi)|gi denota a área de ∂Br(xi) com respeito a gi.

Definição 3.4 (Ponto de blow-up isolado simples). Diremos que x ∈ Ω é um ponto de

Blow-up isolado simples para {ui}, se existe R > 0, independente de i, tal que a função

ûi(r) = r
2

pi−1ui(r) tem exatamente um ponto cŕıtico em r ∈ (0, R).

Tais pontos possuem a importante propriedade de que não pode haver acumulação de

mais de um “bubble” em um único ponto.

1.PNG

Figura 3.1: Ponto de Blow-up Isolado Simples.

Observação 3.1. Note que, na proposição anterior, podemos sempre escolher Ri → ∞
antes, para então escolher εi tão pequeno quanto quisermos e então escolher com que

subsequência de {ui} iremos trabalhar. Em particular podemos tomar εi tão pequeno de

modo que xi seja o único ponto cŕıtico de ui no conjunto

|x− xi| < RiM
− pi−1

2
i

e portanto, ûi possui um único ponto cŕıtico em 0 < r < RiM
−(pi−1)

2
i . Como resultado, se

o ponto é de blow-up isolado simples então

û′i(r) < 0

para todo RiM
− pi−1

2
i ≤ r < R.

Provaremos a seguir que, no caso de pontos de blow-up isolados simples, o blow-up é

análogo ao da função de Green para o laplaciano conforme centrado em xi.

Relembre que, se R é suficientemente pequeno, então existe uma única função de Green

Gi(·, xi) ∈ C2(BR(xi)\{xi}) satisfazendo

• LgiGi = 0 em BR(xi)\{xi};

• G |∂BR(xi)= 0;

• lim
x→xi

|x|n−2Gi(x) = 1 .
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Proposição 3.3. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado simples para a sequência

{ui} de soluções positivas para (3.24). Então existem constantes C > 0 e S ∈ (0, R) que

independem de i, tais que

Miui(x) ≥ C−1Gi(x, xi), RiM
− pi−1

2
i ≤ |x| ≤ S (3.32)

Miui(x) ≤ C|x|2−n, |x| ≤ S (3.33)

onde Gi(x, xi) é a função de Green para Lgi, com as condições de fronteira de Dirichlet

em BS(xi).

Antes de demonstrarmos a proposição acima, precisaremos de uma série de lemas.

Lema 3.7. Se δ é suficientemente pequeno, existem constantes 0 < S < R e C > 0 tal

que

Mλi
i ui(x) ≤ Cd(x, xi)

2−n+δ, (3.34)

Mλi
i |∇ui(x)| ≤ Cd(x, xi)

1−n+δ, (3.35)

Mλi
i |∇

2ui(x)| ≤ Cd(x, xi)
−n+δ, (3.36)

para todo x tal que RiM
− pi−1

2
i ≤ d(x, xi) ≤ S, onde λi = (n− 2− δ)

pi−1

2
−1.

Demonstração. A demonstração é análoga à demonstração do lema 3.3 do artigo [16].

Observação 3.2. Não é dificil ver que as estimativas acima implicam que
vi(y) ≤ CM δ

pi−1

2
i (1 + |y|)2−n

|∇vi(y)| ≤ CM δ
pi−1

2
i (1 + |y|)1−n

|∇2vi(y)| ≤M δ
pi−1

2
i (1 + |y|)−n

para qualquer |y| ≤ SM
pi−1

2
i .

Lema 3.8. Existe uma constante C > 0 tal que

δi ≤

 CM
(−1+δ) 4

n−2
+o(1)

i , se n > 4

CM
(−1+δ)2+o(1)
i logMi, se n = 4,

em particular, M δi
i → 1, quando i→∞.

Demonstração. Aplicaremos a identidade de Pohozaev para ui sobre a bola de raio S
2 .
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Com efeito se,

P (
S

2
, ui) =

∫
|x|=S

2

(
n− 2

2
ui
∂ui
∂r
− |x|

2
|∇ui|2 + |x|

∣∣∣∣∂ui∂r

∣∣∣∣2
)
dσ

+
1

pi + 1

∫
|x|=S

2

Kf−δii |x|upi+1
i dσ. (3.37)

por 3.1, sabemos que

P (
S

2
, ui) = −

∫
|x|≤S

2

(xm∂mui +
n− 2

2
ui)Ai(x)dx

+

(
n

pi + 1
− n− 2

2

)∫
|x|≤S

2

Kf−δii upi+1
i dx

− δi
pi + 1

∫
|x|≤S

2

Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx, (3.38)

com

Ai(x) = (gkl − δkl)(x)∂klui(x)

+(∂kg
kl + |g|−

1
2∂k(|g|

1
2 )gkl)(x)∂lui(x)− c(n)Rg(x)ui(x) (3.39)

Da definição de P (S2 , ui) e pelo lema 3.7 temos∣∣∣∣P (
S

2
, ui)

∣∣∣∣ ≤ cM−2λi
i (3.40)

Defina

Âi(y) = (gkl − δkl)(M−
pi−1

2
i y)∂klvi +M

− pi−1

2
i (∂kg

kl) + |g|−
1
2∂k(|g|

1
2 gkl)(M

− pi−1

2
i y)∂lvi

−c(c)M−(pi−1)
i Rg(M

− pi−1

2
i y)vi. (3.41)

Através da mudança de variáveis y = M
pi−1

2 x, das desigualdades obtidas na observação

3.2 e do fato de que a métrica é euclidiana sobre a primeira ordem das coordenadas normais

segue que
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∣∣∣∣∣
∫
|x|≤S

2

(
xm∂mui +

n− 2

2
ui

)
Ai(x)dx

∣∣∣∣∣ =

= M
p 2−n

2
i M

n+2
2

i

∣∣∣∣∣
∫
|y|≤S

2
M

pi−1
2

(
ym∂mvi +

n− 2

2
viÂi(y)dy

)∣∣∣∣∣
≤ CMp 2−n

2
i M

n+2
2

i M
−(pi−1)
i M

δ(pi−1)
i

∫
|y|≤S

2
M

pi−1
2

(1 + |y|)4−2ndy

≤

 CM
(−1+δ) 4

n−2
+o(1)

i , se n > 4

CM
(−1+δ)2+o(1)
i logMi, se n = 4,

(3.42)

Mais ainda, utilizando as estimativas (3.42), (3.40), a identidade (3.38), e o fato que
(n− 2)δi
2(pi + 1)

=
n

pi + 1
− n− 2

2
, então

(n− 2)δi
2(pi + 1)

∫
|x|≤S

2

Kf−δii ui(x)pi+1dx− δi
pi + 1

∫
|x|≤S

2

Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx

≤

 CM
(−1+δ) 4

n−2
+o(1)

i , se n > 4

CM
(−1+δ)2+o(1)
i logMi, se n = 4,

Deste modo, pela proposição 3.2, teremos∫
|x|≤RiM

− pi−1
2

i

ui(x)pi+1 ≥ c > 0 (3.43)

donde concluimos que ao tomar S suficientemente pequeno, então

n− 2

2

∫
|x|≤S

2

Kf−δii ui(x)pi+1 −Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx ≥ c > 0 (3.44)

donde segue que,

cδi ≤
(n− 2)δi
2(pi + 1)

∫
|x|≤S

2

Kf−δii ui(x)pi+1dx− δi
pi + 1

∫
|x|≤S

2

Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx

≤

 CM
(−1+δ) 4

n−2
+o(1)

i , se n > 4

CM
(−1+δ)2+o(1)
i logMi, se n = 4,

(3.45)

ficando assim demonstrado o resultado.

Lema 3.9. Dado σ > 0 suficientemente pequeno, existe uma constante C > 0 tal que∫
Bσ(xi)

upii (x)dx ≤ CM−1
i
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Demonstração. Considere si = RiM
− pi−1

2
i . Observe que, usando mudança de variáveis e

o fato de que vi(y) ≤ cU(y) para |y| ≤ R, obteremos∫
|x|≤si

upii (x)dx = M
− (pi−1)n

2
i Mpi

i

∫
|y|≤Ri

vpii dy ≤ CM
−1
i (3.46)

Por outro lado, pela afirmação 3.7, obtemos∫
si<|x|<σ

upii (x)dx ≤ CM−λipii

∫
si<|x|<σ

|x|(2−n+δ)pidx

≤ CM−λipii s
(2−n+δ)pi+n
i

≤ o(1)M−1
i (3.47)

ficando, pelas desigualdades acima, provada a afirmação.

A seguir enunciaremos uma proposição e seu respectivo corolário cujas demonstrações

se encontram no apêndice do artigo [16].

Proposição 3.4. Suponhamos que u ∈ C2(Bs\{0}), satisfaz

−∆gu+ k(x)u = 0, u > 0 em Bs\{0}.

Então existe b ≥ 0, satisfazendo

u = b ·G+ E, em Bδ0\{0},

onde δ0 é suficientemente pequeno, G é a função de Green para a equação e E ∈ C2(Bs)

satisfaz

−∆gE(x) + k(x)E(x) = 0, em Bs.

Corolário 3.1. Considere u ∈ C2(Bs(0)\{0}), solução da equação

−∆gu+ k(x)u = 0,

onde k ∈ C1(Bs) e u é singular próxima da origem. Então,

lim
r→0

∫
∂Br

∂u

∂ν
= b · lim

r→0

∫
∂Br

∂G

∂ν
= −(n− 2)|Sn−1|b.

Lema 3.10. Existe σ1 > 0 tal que para todo 0 < σ < σ1, existe uma constante C = C(σ)

com, para todo i,

ui(xi)ui(x) ≤ C(σ) (3.48)
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Demonstração. Considere 0 < σ < σ1 e defina a aplicação

wi(x) = ui(xσ)−1ui(x) (3.49)

onde xσ é escolhido de modo que d(xσ, xi) = σ. Observe que,

Lgiwi +Kui(xσ)pi−1f−δii wpii = 0 (3.50)

Pela desigualdade de Harnack, para todo ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

C−1
ε ≤ wi(x) ≤ Cε

se d(x, x) > ε. Pelo lema 3.7, sabemos que ui(xσ)pi−1 → 0 quando i→∞. Usando teoria

eĺıptica usual mostramos que, após possivelmente passarmos à uma subsequência

wi → w em C2
loc(Bσ(x))

onde w satisfaz

Lgw = 0, w > 0.

Da observação 3.2, desde que o ponto de blow-up é isolado simples, a função ûi(r)

é decrescente no intervalo (RiM
− pi−1

2
i , R). Passando o limite, concluimos que ŵ(r) é

decrescente no intervalo (0, R) e consequentemente w é singular na origem. Segue então

do corolário anterior que

−
∫
Bη(xi)

∆giwi = −
∫
∂Bη(xi)

∂wi
∂ν

= −
∫
∂Bη(x)

∂w

∂ν
+ o(1) > c > 0 (3.51)

para cada i, onde η > 0 é suficientemente pequeno. Por outro lado, utilizando a afirmação

3.9 teremos

−
∫
Bη(xi)

∆giwi =

∫
Bη(xi)

[Kui(xσ)−1f−δii upii − c(n)Rgiwi]

≤ K

∫
Bη(xi)

ui(xσ)−1f−δii upii

≤ cui(xσ)−1M−1
i (3.52)

Assim a demonstração da afirmação 3.10, segue das duas desigualdades acima.

Tendo provado os resultados a seguir, a demonstração da seguinte proposição segue

rapidamente.

Demonstração da Proposição: Suponhamos que a desigualdade (3.33) não é verdadeira.
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Então, para todo i ∈ N existe x̃i, com d(x̃i, xi) ≤ S
2 , S suficientemente pequeno, tal que

ui(x̃i)ui(xi) ≥ id(x̃i, xi)
2−n ⇒

ui(x̃i)ui(xi)d(x̃i, xi)
n−2 →∞

quando i→∞. Note ainda que, pela proposição 3.2, como

Ri
logMi

→ 0 quando i→∞

podemos tomar i suficientemente grande de modo que, Riui(xi)
− pi−1

2 ≤ r̃i ≤ S
2 , onde

r̃i = d(x̃i, xi).

Defina,

vi(y) = r̃
2

pi−1

i ui(r̃iy), |y| < 2. (3.53)

Como a aplicação acima definida é uma renormalização de ui, segue que a origem é um

ponto de blow-up isolado simples para ṽi. Usando o lema 3.10 e a desigualdade de Harnack,

seque que

max
|y|=σ

ṽi(0)ṽi(y) ≤ C min
|y|=σ

ṽi(0)ṽi(y)

≤ C min
|y|=σ

r̃
4

pi−1

i ui(xi)ui(r̃iy)

≤ C

quando d(xi, x̃i) = σ, o que é uma contradiz o limite (3.53) e finaliza a demonstração da

desigualdade (3.33).

Para demonstrarmos a desigualdade (3.32), relembre que a função de Green sempre

existe quando S é suficientemente pequeno. Considere a região Ωi := {x : RiM
− pi−1

2
i ≤

dgi(x, xi) ≤ S}. Note que,

· Como Gi ≡ 0 em S = d(x, xi), e portanto

Miui(x) ≤ 0 = C−1Gi(x, xi), para qualquer C > 0

· Usando a desigualdade anterior e o fato que Gi(x, xi) = O(r2−n) quando d(x, xi) =

RiM
− pi−1

2
i , existe C > 0 tal que

z := C−1Gi −Miui ≤ 0

é negativa.

Desde que

Lgi(ui(x)ui) ≤ 0 = LgiGi (3.54)

65



Propriedades Básicas de Blow-up

temos que Lgiz ≥ 0 em Ωi e z ≤ 0 em ∂Ωi, e deste modo, aplicando o prinćıpio do máximo

segue que z ≤ 0 em Ωi, obtendo assim a desigualdade desejada.

Uma consequência imediata da proposição acima é que Miui converge para função de

Green em um ponto de blow-up isolado simples.

Corolário 3.2. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado simples para {ui}. Então,

passando para uma subsequência

Miui(x)→ h(x) = G(x, x) em C2
loc(BR(x)− {x})

onde G(x, x) é a função de Green para Lg centrada em x.

Demonstração. Observe que a função Miui(x) satisfaz

Lgi(Miui(x)) +KM1−pi
i f−δii (x)(Miui(x))pi = 0.

Utilizando a proposição acima, Miui(x) é uniformemente limitada em subconjuntos

compactos contidos em Bρ1(x)\{x} e, utilizando estimativas eĺıpticas usuais mostramos

que, possivelmente passando a uma subsequência, Miui(x) → h em C2
loc(BS(x))\{x}).

Desde que Mi →∞ e Lgh = 0. Pela desigualdade (3.32), tomando o limite, podemos ver

que h é singular, o que finaliza a demonstração.
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CAPÍTULO 4

ANÁLISE REFINADA DE PONTOS DE

BLOW-UP

Estabeleceremos neste caṕıtulo algumas notações importantes e construiremos funções

que utilizaremos na obtenção de estimativas ao redor de um ponto de blow-up. Tendo

constrúıdo estas aplicações, estabeleceremos estimativas pontuais para a sequência

renormalizada de soluções para pontos de blow-up isolados simples. Tais estimativas,

inicialmente demonstradas no artigo [17], foram obtidas apenas para baixas dimensões.

No entanto, em dimensões mais altas será necessária uma análise mais refinada, isto é,

precisaremos ir além da primeira aproximação à função rotacionalmente simétrica.

Vale destacar que a partir deste caṕıtulo veremos a importância da escolha das

coordenadas normais conformes constrúıdas no segundo caṕıtulo. Em tais coordenadas

será mais conveniente trabalhar com a expansão de Taylor da métrica, ao invés de trabalhar

com as derivadas do Tensor de Weyl.

Ao longo desta dissertação trabalharemos também com dvg ≡ dx em coordenadas

normais conformes, ignorando as contribuições do elemento volume quando o mesmo for

despreźıvel.

4.1 Análise Linear e Curvatura Escalar

Introduziremos a seguir alguma notação básica. Denotemos por d =
[
n−2

2

]
. Vimos

no segundo caṕıtulo, durante a construção das coordenadas normais conformes, que ao

trabalharmos em tais coordenadas, é posśıvel escrever

gij = exp(hij),

67



Análise Refinada de Pontos de Blow-up

onde hij(x)xj = 0, trhij = O(rN ), r = |x| e N é suficientemente grande. Neste

caso, det(gij) = 1 + O(|x|N ). Fazendo a expansão de Taylor da métrica hij , teremos

hij = Hij +O(|x|n−3), onde

Hij(x) =
∑

2≤|α|≤n−4

hijαx
α.

Com 
Hij = Hji

Hijx
j = 0

trHij = 0.

. Denotaremos ainda por

H
(k)
ij =

∑
|α|=k

hijαx
α

a soma de todos os polinômios com grau k e

|H(k)|2 =
∑
|α|=k

|hijα|2.

O principal objetivo desta seção é introduzir as funções z̃εi , de modo que U + z̃εi nos

dê uma boa aproximação, ótima em certo sentido, das soluções renormalizadas ao redor

de um ponto de blow-up. Neste caso, tomaremos εi = M
− pi−1

2
i e as estimativas pontuais

que demonstraremos na próxima seção seguirão como consequência deste resultado. Para

construir tais funções precisamos obter uma solução para a seguinte equação,

∆ψ + n(n+ 2)U
4

n−2ψ = qlU,

onde gl é um polinômio homogêneo de grau l, tal que∫
Sn+1
1

qldσ1 = 0

∫
Sn−1
1

qlx
idσ1 = 0,

para i = 1, ..., n. De modo mais geral, polinômios que possuem as caracteŕısticas acima

recebem uma nomenclatura espećıfica.

Definição 4.1. Diremos que dois polinômios p e q são ortogonais se∫
Sn−1
1

pqdσ1 = 0.

Considerando o conjunto

F (ql) = { combinações lineares de |y|2j∆kql, 0 ≤ j ≤ k + 2, y ∈ Rn}.
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observe que, se p ∈ F (ql) então deg(p) ≤ l + 4.

Para demonstrarmos a próxima proposição, precisaremos do seguinte lema:

Lema 4.1. Suponhamos que ψ é uma solução da equação

∆ψ + n(n+ 2)U
4

n−2ψ = 0 em Rn. (4.1)

Se lim
|y|→∞

ψ(y) = 0, então existem constantes c0, ..., cn tais que

ψ(y) = c0

(
n− 2

2
U + y · ∇U

)
+

n∑
j=1

cj
∂U

∂yj
.

Ver demonstração em [9].

Proposição 4.1. Seja ql um polinômio homogêneo de grau l, ortogonal a 〈1, x1, ..., xn〉.
Suponhamos que l < n− 4. Então existe um único Γ ∈ F (ql) tal que

∆ψ + n(n+ 2)U
4

n−2ψ = qlU em Rn, (4.2)

onde ψ = Γ(1 + |y|2)−
n
2 .

Demonstração. Observe que, se ψ = Γ(1 + |y|2)−
n
2 , então a equação (4.2) será equivalente

a

T (Γ) = pl = (1 + |y|2)2ql,

onde T (Γ) = (1 + |y|2)∆Γ− 2ny · ∇Γ + 2nyΓ. De fato, usando a regra do produto para o

laplaciano, temos

∆ψ = ∆(Γ(1 + |y|2)−
n
2 )

= ∆Γ(1 + |y|2)−
n
2 + n(n+ 2)(1 + |y|2)

−n−4
2 |y|2

−n · n(1 + |y|2)
−n−2

2 Γ− 2ny(1 + |y|2)
−n−2

2 · ∇Γ.

Assim, (4.2) é equivalente a

∆Γ(1 + |y|2) + 2nΓ− 2ny · ∇Γ = (1 + |y|2)2ql.

Note portanto que T : F (ql)→ F (ql) é um operador linear entre espaços de dimensão finita

e, consequentemente, para demonstramos o resultado é suficiente provar a injetividade de

T . Seja Γ0ı kerT , Suponhamos que T (Γ0) = 0, quando Γ0 ∈ F (ql). Se ψ0 = Γ0(1+|y|2)−
n
2 ,

então

∆ψ0 + n(n+ 2)U
4

n−2ψ0 = 0.
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e, desde que deg(Γ0) ≤ l+ 4 < n, e ainda limy→∞ ψ0(y) = 0, pelo lema anterior segue que

ψ0 = c0

(
n− 2

2
U + y · ∇U

)
+

n∑
j=1

cj
∂U

∂yj
.

Deste modo, como Γ(0) = 0, segue que c0 = 0. Mais ainda, como ∇Γ0(0) = 0 e ∆[ l2 ]ql = 0,

mostramos que cj = 0, para todo j = 1, .., n, o que implica que Γ0 ≡ 0, ficando provada a

proposição.

Dado ε > 0, definimos a função z̃ε como sendo a solução do seguinte problema

∆z̃ε + n(n+ 2)U
4

n−2 z̃ε = c(n)
n−4∑
k=4

∂i∂jH̃
(k)
ij U, (4.3)

dada pela Proposição 4.1, onde

H̃ij(y) = Hij(εy).

Uma vez que estamos trabalhando com coordenadas normais conformes, utilizando

integração por partes mostramos que∫
|x|=1

∂i∂jHij = 0,

e ∫
|x|=1

xl∂i∂jHij = 0,

onde 1 ≤ l ≤ n. Segue ainda da Proposição 4.1 que z̃ε(0) = 0, ∇z̃ε(0) = 0, e∫
Sr

z̃εdσr = 0,

∫
xl
z̃εdσr = 0,

se 1 ≤ l ≤ n. Existe também uma constante C > 0, independente de ε e Hij , tal que

|∂β z̃ε|(y) ≤ C
n−4∑
|α|=4

∑
i,j

ε|α||hijα|(1 + |y|)|α|+2−n−|β|, (4.4)

para |β| = 0, 1, 2. Note que, se uε(x) = ε
n−2
2 (ε2 + |x|2)

2−n
2 e z̃ε(y) = ε

n−2
2 zε(εy), então a

equação (4.3) é equivalente a

∆zε + n(n+ 2)u
4

n−2
ε zε = c(n)

n−4∑
k=4

∂i∂jH
(k)
ij uε

70



Análise Refinada de Pontos de Blow-up

e a estimativa (4.4) implica que

|∂βzε|(y) ≤ C
n−4∑
|α|=4

∑
i,j

|hijα|(ε+ |x|)|α|+2−n−|β| (4.5)

para β = 0, 1, 2.

Durante o resto deste trabalho será de grande importância obtermos uma boa

aproximação para a curvatura escalar em termos de hij em coordenadas normais

conformes. O que será demonstrado na proposição abaixo

Proposição 4.2. Existe uma constante C > 0 tal que

|Rg − ∂i∂jhij + ∂j(Hij∂lHil)−
1

2
∂jHij∂lHil +

1

4
∂lHij∂lHij |

≤ C
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2|x|2|α| + C|xn−3|, (4.6)

e

|Rg − ∂i∂jhij | ≤ C
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2|x|2|α| + C|xn−3|, (4.7)

se |x| ≤ σ ≤ 1, onde C depende apenas de n e |h|CN (Bσ(0)).

Demonstração. Segue da expressão local da métrica Rg em coordenadas locais, para mais

detalhes ver [6].

4.2 Análise Refinada de Blow-up

No que segue εi = M
− pi−1

2
i , vi(y) = M−1

i ui(M
− pi−1

2
i y), e Hij é obtido da expansão

de Taylor da métrica gij em coordenadas normais conformes ao redor do ponto xi, que

obtemos no caṕıtulo anterior. Utilizaremos também a função z̃i = zεi constrúıda acima.

Provaremos primeiramente a seguinte estimativa pontual:

Proposição 4.3. Suponhamos que n ≥ 6. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado

simples para a sequência {ui} de soluções positivas de (3.24). Então, passando para

coordenadas normais conformes, existem constantes σ,C > 0 tais que

|vi − U − z̃εi |(y) ≤ C max
2≤k≤d−1

{ε2k
i |H(k)|2(xi), ε

n−3
i , δi}, (4.8)

para todo |y| ≤ σε−1
i .

Demonstração. Seja li = σM
pi−1

2
i = σε−1

i , e

Λi = max
|y|≤li

|vi − U − z̃i| = |vi − U − z̃i|(yi),
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para certo |yi| ≤ li. Observe que, se existe uma constante c > 0 tal que |yi| ≥ cli

para todo i, então a desigualdade forte Λi ≤ cεn−2
i é válida. Isto segue da estimativa

vi(y) ≤ cU(y) ≤ c|y|2−n e

|z̃i(y)| ≤ c
n−4∑
k=4

εki |y|k+2−n ≤ c|y|2−n,

para |y| ≤ σε−1
i , desde que

Λi = |(vi − U − z̃i)(yi)| ≤ C|yi|2−n ≤ Cεn−2
i .

Ou seja, podemos assumir que |yi| ≤ li
2 .

Defina,

wi(y) = Λ−1
i (vi − U − z̃i)(y).

Então wi satisfaz

Lg̃iwi + biwi = Qi,

onde

bi(y) = Kf̃−δii

vpii − (U + z̃i)
pi

vi − U − z̃i
(y),

e

Qi(y) = Λ−1
i {c(n)ε2i (Rgi −

n−6∑
l=2

(∂j∂kHjk)
(l))(εiy)U(y) + (∆− Lg̃i)(z̃i)

+O(|z̃i|2U
6−n
n−2 ) +K((U + z̃i)

n+2
n−2 − f̃−δii (U + z̃pii )

+M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2 }, (4.9)

com f̃i = fi(M
− pi−1

2
i ), (g̃i)kl = (gi)kl(M

− pi−1

2
i ) e O(|y|N ) vem da expansão do elemento

volume em coordenadas normais conformes, para N suficientemente grande. Desde que o

ponto de blow-up é isolado simples, da desigualdade vi ≤ cU , podemos verificar que

bi(y) ≤ c(1 + |y|)−4, (4.10)

para |y| ≤ li. Utilizando a fórmula da representação de Green temos que

wi(y) =

∫
Bi

Gi,L(y, η)(bi(η)wi(η)−Qi(y))dη −
∫
∂Bi

∂Gi,L
∂ν

(y, η)wi(η)ds, (4.11)

onde Bi denota Bli(0) e Gi,L é a função de Green de Lg̃i em Bi com respeito as condições

de fronteira de Dirichlet.

Finalizaremos a demonstração da proposição utilizando contradição. Supondo que a
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proposição não seja verdadeira então, necessariamente teremos

Λ−1
i ε2k

i |H(k)|2(xi)→ 0, (4.12)

para todo 2 ≤ k ≤ d− 1, quando i→∞, e

Λ−1
i εn−3

i → 0, Λ−1
i δi → 0. (4.13)

Estimemos o termo Qi. Primeiramente,

|R−
n−6∑
l=2

(∂j∂kHjk)
(l)|(εy) ≤ C

d−1∑
k=2

ε2k−2
i |H(k)|2(xi)|y|2k−2 + Cεn−5

i |y|n−5. (4.14)

Donde segue que

ε2i |R−
n−6∑
l=2

(∂j∂kHjk)
(l)|(εy)U(y) ≤ C

d−1∑
k=2

ε2ki |H(k)|2(1 + |y|)2k−n + Cεn−3
i (1 + |y|)−3

≤ C max
2≤k≤d−1

{ε2ki |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n}

+Cεn−3
i (1 + |y|)−3. (4.15)

Assim,

|(Lg̃i −∆y)(z̃i)| ≤ C

n−4∑
k=2

ε2ki |H(k)|2(xi)(1 + |y|)2k−n

+C
n−4∑
k=4

εn+k−3
i |H(k)|(xi)(1 + |y|)k−3

≤ C max
2≤k≤d−1

{ε2ki |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n

+Cεn−3(1 + |y|)−3.

Finalmente, desde que

|z̃ε|2 ≤ C
n−4∑
k=4

ε2k|H(k)|2(1 + |y|)2k+4−2n,

obteremos

|z̃i|2U
6−n
n−2 ≤ C max

2≤k≤d−1
{ε2k
i |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n + Cεn−3

i (1 + |y|)−5,
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e deste modo,

|Qi(y)| ≤ CΛ−1
i { max

2≤k≤d−1
{ε2k
i |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n

+εn−3
i (1 + |y|)−3

+M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2

+δi(| log(U + z̃i)|+ | log f̃i|)(1 + |y|−n−2)}. (4.16)

Utilizando as estimativas (4.10) e (4.16), e pela fórmula de representação de Green

novamente, conclúıremos que wi é limitada em C2
loc, e

|wi(y)| ≤ C
(

(1 + |y|)−2 + Λ−1
i { max

2≤k≤d−1
{ε2k
i |H(k)|2(xi), ε

n−3
i }

)
, (4.17)

para |y| ≤ σ
2 ε
−1
i . Estamos usando que |wi(y)| ≤ CΛ−1

i εn−2
i onde |y| = σ

2 ε
−1
i , e também que

|Gi,L(y, η)| ≤ C|y−η|2−n para |y| ≤ li
2 . Então, por estimativas eĺıpticas padrões, é posśıvel

obter uma subsequência, também denotada por wi, convergindo para w,que satisfaz{
∆w + n(n+ 2)U

4
n−2w = 0, y ∈ Rn

|w(y)| ≤ C(1 + |y|−2),

Assim, o lema 4.1 implica que

w(y) = c0

(
n− 2

2
U + y · ∇U

)
+

n∑
j=1

cj
∂U

∂yj
.

As condições w(0) = ∂w
∂yj

(0) = 0 para todo j, em outras palavras, w(y) ≡ 0. Ou seja,

conclúımos que |yi| → ∞ quando i → ∞, contradizendo a estimativa (4.10) e os limites,

desde que wi(yi) = 1, ficando demonstrado o resultado.

Na próxima proposição, estimaremos o termo δi. Este resultado e a proposição anterior

nos darão uma estimativa para |vi − U − z̃i| independente de δi.

Proposição 4.4. Nas hipóteses da proposição anterior

δi ≤ C max
2≤k≤d−1

{ε2k
i |H(k)|2(xi), ε

n−3
i }. (4.18)

Demonstração. A demonstração será dada novamente por contradição. Se o resultado não

for verdadeiro, teremos necessariamente

δ−1
i ε2k

i |H(k)|2(xi)→ 0,

para todo 2 ≤ k ≤ d− 1, e

δ−1
i εn−3

i → 0.
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Consequentemente, pela proposição anterior

|vi − U − z̃i|(y) ≤ Cδi.

Considere a aplicação uniformemente limitada

wi(y) = δ−1
i (vi − U − z̃i)(y).

A função wi satisfaz a seguinte equação

Lg̃iwi + biwi = Qi,

onde

bi(y) = Kf̃−δii

vpii − (U + z̃i)
pi

vi − U − z̃i
(y),

e

Qi(y) = Λ−1
i {c(n)ε2

i (Rgi −
n−6∑
l=2

(∂j∂kHjk)
(l))(εiy)U(y) + (∆− Lg̃i)(z̃i)

+ O(|z̃i|2U
6−n
n−2 ) +K((U + z̃i)

n+2
n−2 − f̃−δii (U + z̃pii )

+ M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2 }. (4.19)

Utilizando novamente a proposição anterior temos ainda que

|Q̃i(y)| ≤ Cδ−1
i { max

2≤k≤d−1
{ε2ki |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n

+εn−3
i (1 + |y|)−3

+M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2

+δi(| log(U + z̃i)|+ | log f̃i|)(1 + |y|−n−2)}. (4.20)

Utilizando teoria eĺıptica para equações lineares podemos supor que wi → w em

subconjuntos compactos assim, se ψ(y) = n−2
2 U(y) + y · ∇U(y), então∫

|y|≤ li
2

ψ(y)δ−1
i ( max

2≤k≤d−1
{ε2k
i |H(k)|2(xi)}(1 + |y|)2d−2−n + εn−3

i (1 + |y|)−3

M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2 )→ 0, (4.21)

onde d =
[
n−2

2

]
. Note que, quando i→∞ temos

δ−1
i K((U + z̃i)

n+2
n−2 − f̃−δii (U + z̃i)

pi)→ K(logU(y) + log f(x))U
n+2
n−2 ,
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pontualmente. Desde que ∫
Rn
ψ(y)U

n+2
n−2 (y)dy = 0,

podemos concluir que

lim
i→∞

∫
|y|≤ li

2

ψ(y)Q̃i(y)dy = n(n− 2)

∫
Rn
ψ(y)(logU(y))U

n+2
n−2 .

Por outro lado, utilizando integração por partes obtemos∫
|y|≤ li

2

ψ(y)Q̃i(y)dy =

∫
|y|≤ li

2

ψ(y)(Lg̃iwi + biwi)dy =∫
|y|≤ li

2

(Lg̃iψ(y) + biψ(y))widy +

∫
|y|= li

2

(
ψ
∂wi
∂r
− wi

∂ψ

∂r

)
dσ.

Observe ainda que a integral sobre a fronteira converge a zero quando i→∞ pois{
|ψ| = O(r2−n), |∇ψ = O(r1−n)|

|wi( li2 )| ≤ cδ−1
i εn−2

i , |∇ψi( li2 )| ≤ cδ−1
i εn−2

i l−1
i

Assim, tomando o limite quando i→∞, devemos ter

lim
i→∞

∫
|y|≤ li

2

ψ(y)Q̃i(y)dy =

∫
Rn

(∆ψ(y) + n(n+ 2)U
4

n−2ψ)wdy = 0,

pois ∆ψ(y) + n(n+ 2)U
4

n−2ψ = 0 e o limite independe do σ. Tal fato é uma contradição

uma vez que a mudança de variáveis mostra que

n(n− 2)

∫
Rn
ψ(y)(logU(y))U

n+2
n−2 (y)dy > 0,

ficando assim demonstrada a proposição.

As proposições acima implicam que

|vi − U − z̃i|(y) ≤ C max
2≤k≤d−1

{ε2ki |H(k)|2, εn−3
i } (4.22)

para |y| ≤ σε−1
i . Nosso objetivo a partir de agora é aplicar a fórmula de representação de

Green para obter melhores estimativas.

Proposição 4.5. Suponhamos que n ≥ 6. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado

simples para a sequência {ui} de soluções positivas de (3.24). Então, após passarmos para
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coordenadas normais conformes, existem constantes σ,C > 0, tais que

|∇m(vi − U − z̃i)|(y) ≤ C
d−1∑
k=2

ε2ki |H(k)|2(xi)(1 + |y|)2k+2−n−m

+Cεn−3
i (1 + |y|)−1−m, (4.23)

para todo |y| ≤ σε−1
i , 0 ≤ m ≤ 2.

Demonstração. Defina

Ti = max
2≤k≤d−1

{ε2ki |H(k)|2, εn−3
i ,

e

wi(y) = (vi − U − z̃i)(y),

para |y| ≤ δε−1
i . Assim, a proposição anterior implica que wi é uniformemente limitada, e

que wi satisfaz a equação

Lg̃iwi + biwi = Qi,

onde

|bi|(y) ≤ c(1 + |y|−4),

e podemos observar que

|Q̃i(y)| ≤ C{
d−1∑
k=2

ε2k
i |H(k)|2(xi)(1 + |y|)2k−n

+εn−3
i (1 + |y|)−3

+M
−(1+N)

pi−1

2
i O(|y|N )|y|(1 + |y|2)−

n
2

+δi(| log(U + z̃i)|+ | log f̃i|)(1 + |y|−n−2)}. (4.24)

Desde que |Gi,L(yη)| ≤ C|y − η|2−n, para |y| ≤ li
2 , a fórmula de representação de Green

wi(y) =

∫
Bi

Gi,L(y, η)(bi(η)wi(η)− Q̃i(η))dη −
∫
∂Bi

∂Gi,L
∂ν

(y, η)wi(η)ds, (4.25)

implica que

|wi(y)| ≤ c

{
d−1∑
k=2

ε2ki |H(k)|2(xi)(1 + |y|2k+2−n) + Ti(1 + |y|−2) + εn−3
i (1 + |y|)−1

}
. (4.26)

Aplicando (4.25) na fórmula de representação (4.26) repetidamente obteremos

|wi(y)| ≤ C
d−1∑
k=2

ε2k
i |H(k)|2(xi)(1 + |y|2k+2−n) + Cεn−3

i (1 + |y|)−1
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As estimativas das derivadas seguem por teoria eĺıptica clássica, finalizando assim a

demonstração.

Observação 4.1. A estimativa (4.23) é equivalente, em coordenadas, a

|ui − Uε − zε|(x) ≤ Cε
n−2
2

d−1∑
k=2

|H(k)|2(xi)(ε+ |x|)2k+2−n + Cε
n−2
2 (ε+ |x|)−1 (4.27)

para todo |x| ≤ σ.
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CAPÍTULO 5

TEOREMA DO ANULAMENTO DE

WEYL

Sabemos que o Tensor de Weyl é a parte do tensor curvatura que mede o quanto

a métrica é conformemente plana. Ou seja, ao nos perguntarmos o quanto uma dada

variedade pode ser conformemente deformada em uma variedade dotada com uma métrica

plana, a resposta usualmente é negativa e a obstrução para tal construção é proveniente

do Tensor de Weyl.

Um resultado de bastante relevância a ser utilizado durante a demonstração do

resultado de compacidade é o célebre Teorema de Massa Positiva da relatividade geral.

Para a utilização de tal resultado, precisaremos que uma dada variedade, a ser constrúıda

posteriormente, possua massa definida e, neste ponto, a boa definição da massa estará

intimamente relacionada com o Tensor de Weyl, isto é, para que a massa esteja bem

definida, o tensor de Weyl obrigatoriamente terá que se anular em um pontos de Blow-up

para ordem l > n−6
2 suficientemente alta.

Ou seja, a principal dificuldade em estabelecer a compacidade do conjunto de soluções

do problema de Yamabe é provar a Conjectura do Anulamento de Weyl para dimensões

altas. Neste caṕıtulo provaremos o Teorema do Anulamento de Weyl para o caso particular

em que todos os pontos de blow-up são isolados simples e n ≤ 24. Tal fato extraordinário

segue da positividade de uma certa forma quadrática, que é positiva apenas no caso em

que n ≤ 24.

Vale ressaltar que as estimativas constrúıdas no caṕıtulo anterior terão grande utilidade

na demonstração deste teorema.

No que segue, θk = 1 se k = n−2
2 , e θk = 0 caso contrário.
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Teorema 5.1. Suponhamos que 6 ≤ n ≤ 24. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado

simples para a sequência {ui} de soluções positivas de (3.24). Então

|∇lgWg|2(xi) ≤ Cεn−6−2l
i | log εi|−θl+2 (5.1)

es3 para todo 0 ≤ l ≤
[
n−6

2

]
. Em particular,

|∇lgWg|2(x) = 0 (5.2)

para 0 ≤ l ≤
[
n−6

2

]
.

Demonstração. Definindo

P (r, ui) =

∫
|x|=r

(
n− 2

2
ui
∂ui
∂r
− r

2
|∇ui|2 + r

∣∣∣∣∂ui∂r

∣∣∣∣2 +
1

pi + 1
Kf−δii rupi+1

i

)
dσr,

pela identidade de Pohozaev temos que

P (r, ui) = −
∫
|x|≤r

(xm∂mui +
n− 2

2
ui)(∆g −∆0)(ui)dx

−c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
u2
i dx+ c(n)

r

2

∫
|x|=r

Ru2
i dσr

+

(
n

pi + 1
− n− 2

2

)∫
|x|≤r

Kf−δii upi+1
i dx

− δi
pi + 1

∫
|x|≤r

Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx.

Observe ainda que, se tomarmos r suficientemente pequeno, independentemente de i

teremos, (
n

pi + 1
− n− 2

2

)∫
|x|≤r

Kupi+1
i dx−

δi
pi + 1

∫
|x|≤r

Kf−δi−1
i (xm∂mfi)u

pi+1
i dx ≥ 0 (5.3)

Consequentemente, para r > 0

P (r, ui) ≥ −
∫
|x|≤r

(xm∂mui +
n− 2

2
ui)(∆g −∆λ)(ui)dx

−c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
u2
i dx+ c(n)

r

2

∫
|x|=r

Ru2
i dσr. (5.4)

80



Teorema do Anulamento de Weyl

Desde que Miui → h, longe de xi, teremos que Ai(r) ≤ Cεn−2
i , onde

Ai(r) = −c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
u2
i dx

−
∫
|x|≤r

(xm∂mui +
n− 2

2
ui)((g

kl − δkl)∂klui + ∂kg
kl∂lui)dx.

Defina,

Âi(r) = −c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R)φ2

εdx

−
∫
|x|≤r

(xm∂mφε +
n− 2

2
φε)((g

kl − δkl)∂klφε + ∂kg
kl∂lφε)dx,

onde φε = uε + zε. As estimativas obtidas na proposição 4.5 implicam que

|ui − φεi | ≤ C
d−1∑
k=2

ε
n−2
2

i |H(k)|2(xi)(εi + |x|)2k+2−n + Cε
n−2
2 (εi + |x|)−1.

Assim, em conjunto com as estimativas das derivadas, obtemos

|Ai(r)− Âi(r)| ≤ C
d−1∑
k=2

ε2k+2
i |H(k)|2(xi) + Crεn−2

i .

Então,

Âi(r) ≤ C
d−1∑
k=2

ε2k+2
i |H(k)|2(xi) + Cεn−2

i .

Estimaremos a seguir a segunda integral que aparece na definição de Âi(r). Utilizando

o fato que o laplaciano com respeito a métrica e o laplaciano euclidiano coincidem, em

coordenadas normais conformes, quando aplicados em funções radialmente simétricas,

desde que uε e xm∂muε + n−2
2 uε são funções radialmente simétricas, segue que∫

|x|≤r
(xm∂mφε +

n− 2

2
φε)((g

kl − δkl)∂klφε + ∂kg
kl∂lφε)dx =∫

|x|≤r
(xm∂mφε +

n− 2

2
φε)(∆g −∆)(φε) =∫

|x|≤r
(xm∂mφε +

n− 2

2
φε)(∆g −∆)(zε) =∫

|x|≤r
zε(∆g −∆)(xm∂mφvar +

n− 2

2
φε) =∫

|x|≤r
(xm∂mzε +

n− 2

2
zε)(∆g −∆)(zε).
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Mas,

∣∣∣∣(xm∂mzε +
n− 2

2
zε)(∆g −∆)

∣∣∣∣ ≤ C [n−2
3

]∑
|α|=2

∑
i,j

ε3|α||hijα|3| log ε|+ Crεn−2. (5.5)

De forma análoga,

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
z2
εdx

∣∣∣∣∣ ≤ C
[n−2

3
]∑

|α|=2

∑
i,j

ε3|α||hijα|3| log ε|γ1 + Crεn−2. (5.6)

Portanto,

− c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
(u2
ε + 2uεzε)dx ≤ C

d∑
k=2

ε2k+1
i |H(k)|2(xi) + Cεn−2

i . (5.7)

Finalmente, utilizando o resultado do apêndice, se n ≤ 24, temos

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ ≤ Cεn−2
i

o que finaliza a demonstração.

Como corolário, podemos melhorar as estimativas obtidas na proposição 4.5, se n ≤ 24.

Corolário 5.1. Suponhamos que 6 ≤ n ≤ 24. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado

simples para uma sequência {ui} de soluções positivas da equação (3.24). Então, passando

para coordenadas normais conformes, existem constantes σ,C > 0 tais que

|∇m(vi − U − z̃i)|(y) ≤ Cεn−3
i (1 + |y|)−1−m (5.8)

para todo |y| ≤ σε−1
i , 0 ≤ m ≤ 2.
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CAPÍTULO 6

CONJUNTO DE PONTOS DE

BLOW-UP

Neste caṕıtulo provaremos que, se existirem pontos de blow-up referentes a equação

de Yamabe, tal conjunto será finito e constitúıdo apenas por pontos de blow-up isolados

simples. Tal resultado nos dará o ingrediente final para a demonstração do teorema de

compacidade.

Assim, de modo a obter tal resultado, iniciaremos este caṕıtulo obtendo um teorema

referente a análise assintótica de pontos de blow-up quando n ≤ 24 que, juntamente

com o Teorema da Massa Positiva, excluirá a possibilidade do fenômeno de blow-up em

variedades que não são conformemente difeomorfas a esfera.

6.1 Restrição Local de Sinal

A ideia básica é usar a identidade de Pohozaev como uma ferramenta de obstrução

tendo por objetivo excluir a formação de “bubbles” em pontos de blow-up.

Definamos,

P ′(r, v) =

∫
|x|=r

(
n− 2

2
v
∂v

∂ν
− r

2
|∇v|2 + r

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2
)
dσ(r). (6.1)

Teorema 6.1. Suponhamos que n ≤ 24. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado

simples para uma sequência {ui} de soluções positivas para (3.24). Se ui(xi)ui → h longe

da origem, então

lim
r→0

inf P ′(r, h) ≥ 0.
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Demonstração. A demonstração deste teorema segue da aplicação da Identidade

de Pohozaev juntamente com as estimativas pontuais constrúıdas anteriormente.

Relembrando que, da igualdade (5.4), para r > 0 suficientemente pequeno temos

P (r, ui) ≥ −
∫
|x|≤r

(xm∂mui +
n− 2

2
ui)(∆g −∆0)(ui)dx

−c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
u2
i dx+ c(n)

r

2

∫
|x|=r

Ru2
i dσr (6.2)

Uma vez que Miui → h longe da origem, aplicando o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue conclúımos que

M2
i P (r, ui)→ P ′(r, h)

quando i → ∞. Mais ainda, as estimativas pontuais estabelecidas no oCrolário 5.1

implicam que

ε2−n
i |Ai(r)− Âi(r)| ≤ Cr,

onde Ai e Âi foram definidas no caṕıtulo cinco. Assim,

rM2
i lim
i→∞

∫
|x|=r

Ru2
i dσr = r

∫
|x|=r

Rh2dσr

Pelo Teorema do Anulamento de Weyl segue que Hij = O(|x|d+1) em um ponto de blow-up

x e portanto ∂i∂jHij = O(rd−1). Assim teremos que,

Rg = ∂i∂jhij +O(|x|n−3).

Ainda, fazendo ε→ 0, nas estimativas pontuais dadas pelo Corolário 5.1 obtemos,

h = |x|2−n + t(x) +O(|x|−1),

onde

t(x) = lim
ε→0

εn−2z̃ε(ε
−1x) = O(

n−4∑
|α|=4

|hijα||x||α|+2−n).

Novamente, usando o Teorema do Anulamento de Weyl e a expansão da função de

Green do laplaciano conforme segue que t(x) = O(|x|d+3−n). Então,

rh2R = r(r2−n + t+O(r−1))2(∂i∂jhij +O(rn−3))

= r(r2−n + t)2(∂i∂jhij) +O(r2−n)

= (∂i∂jhij)r
5−2n +O(r2−n).
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Portanto,

lim
r→0

inf

∫
|x|=r

rRh2dσr = 0.

Finalmente, aplicando o Teorema do Anulamento de Weyl para as estimativas (5.6) e (5.7)

obtemos ∣∣∣∣∣−
∫
|x|≤r

(xm∂mφε +
n− 2

2
φε)((g

kl − δkl)∂klφε + ∂kg
kl∂lφε)

−c(n)

∫
|x|≤r

(
1

2
xk∂kR+R

)
z2
ε dx

∣∣∣∣∣ ≤ Crεn−2,

para ε ≤ r. Utilizando o resultado principal demonstrado no apêndice, podemos concluir

que, se n ≤ 24, então

lim
r→0

inf P ′(r, h) ≥ 0. (6.3)

6.2 Conjunto de Blow-up

Relembremos primeiramente um resultado bem conhecido na literatura, que se

encontra demonstrado em [?].

Proposição 6.1. Dado δ > 0 suficientemente pequeno e R > 0 suficientemente grande,

existe uma constante C = C(δ,R) > 0 tal que, se u é ums solução positiva de (3.24), com

maxM u > C, então existem {x1, ..., xN} ⊂ M , N = N(u) ≥ 1, onde n+2
n−2 − p < δ e cada

xi é um máximo local de u tal que:

1. {Bri(xi)}Ni=1 é uma coleção disjunta se ri = RM
− pi−1

2
i ;

2. Se x = (x1, ..., xn) é um sistema de coordenadas locais em torno de xi então

|ui(xi)−1u(u(xi)
− pi−1

2 y)− U(y)|C2
loc
≤ δ,

onde y = u(xi)
pi−1

2 x;

3. u(x) ≤ Cdg(x, {x1,...,xN })
− 2
pi−1 para todo x ∈M e

dg(xi, xj)
2

pi−1u(xj) ≥ C−1

para i 6= j.

A proposição acima nos garante que para cada função u, satisfazendo as hipóteses

citadas, conseguimos um conjunto de máximos {x1(u), ..., xN (u)}, onde N = N(u),

satisfazendo as propriedades mencionadas na proposição. Provaremos a seguir que, o
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máximo local xi = xi(u) obtido na proposição acima não pode ser acumulado, isto é,

mostraremos que existem constantes Ci(δ,R) > 0, i = 1, 2, tal que, para todo u > 0

solução de (3.24) com maxM u ≤ C1, devemos ter

dg(xi(u), xj(u)) ≥ C2.

A fim de demonstrar tal fato, provaremos que todo ponto de blow-up isolado deve ser

um ponto de blow-up isolado simples, fato a ser demonstrado no lema a seguir.

Lema 6.1. Seja xi → x um ponto de blow-up isolado para a sequência {ui} de soluções

de (3.24). Então x é um ponto de blow-up isolado simples para {ui}.

Demonstração. Suponhamos que x não é um ponto de blow-up isolado simples. Então,

existem ao menos dois pontos cŕıticos de ûi = r
2

pi−1ui(r) em um intervalo (0, τ i), para

alguma sequência τ i → 0.

Pela Proposição 3.2 sabemos que no intervalo deve existir apenas um ponto cŕıtico

0 < r < ri := Riui(xi)
− pi−1

2 , denotemos por τi o segundo ponto cŕıtico, onde τi ∈ (0, τ i).

Portanto, τi ≥ ri e τi → 0. Seja x = (x1, ..., xn) coordenadas normais centradas em xi, e

considere a renormalização de ui(x) dada

vi(y) = τ
2

pi−1

i ui(τiy), |y| < τ−1
i ,

onde x = τiy. Então vi(y) satisfaz a equação

Lhvi(y) +Kf−δii (τiy)vpii (y) = 0,

onde hαβ(y) = gαβ(τiy). Mais ainda, teremos |y|
2

pi−1 vi(y) ≤ C para |y| < τ−1
i ,

limi→∞ vi(0) = ∞. Note ainda que, como ui ter apenas um ponto cŕıtico no intervalo

(0, ri), r
2

pi−1 vi(r) tem exatamente um ponto cŕıtico em 0 < r < 1, e

d

dr
(r

2
pi−1 vi(r)) |r=1= 0. (6.4)

Portanto a origem é um ponto de blow-up isolado simples para a sequência {vi}.
Utilizando argumento análogo ao da demonstração do Corolário 3.2, possivelmente

tomando uma subsequência, teremos

vi(0)vi(y)→ h(y) := a|y|2−n + b(y) em C2
loc(Rn\{0}),

onde b(y) é harmônica em Rn. Desde que h(y) é positiva lim inf |y|→∞ b(y) ≥ 0, e assim,

utilizando o prinćıpio do máximo concluimos que b(y) ≥ 0. Pelo Teorema de Liouville,

como b é harmônica e limitada inferiormente, conclúımos que b(y) = b, onde b é uma
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constante. Mais ainda, a igualdade (6.4) implica que

d

dr
(r

2
pi−1h(r)) |r=1= 0,

que implica que b = a > 0. Assim,

lim
r→0

inf P ′(r, h) = lim
r→0

inf −
∫
|y|=r

(n− 2)2

2
a2|y|1−ndσ(r) < 0,

o que contradiz o Teorema 6.1.

Tendo mostrado que todo ponto de blow-up isolado é isolado simples, provaremos a

seguinte proposição.

Proposição 6.2. Seja δ, R, u, C(δ,R) e {x1, ..., xN} como na proposição 6.1. Se

δ é suficientemente pequeno e R suficientemente grande, então existe uma constante

C(δ,R) > 0 tal que se maxM u ≥ C, então dg(xj , xl) ≥ C, para todo 1 ≤ j 6= l ≤ N .

Demonstração. Demonstraremos a proposição utilizando contradição. Se supormos que

tal constante C não existe, então existirá uma sequência pi → p com maxM ui ≥ C e

lim
i→∞

min
j 6=l

dg(xj(ui), xl(ui)) = 0.

Podemos assumir sem perda de generalidade que

σi = dg(x1(ui), x2(ui)) = min
j 6=l

dg(xj(ui), xl(ui))→ 0.

Então pelo item (3) da Proposição 6.1 temos ui(x1), ui(x2) → ∞. Considerando a

renormalização

vi(y) = σ
2

pi−1

i ui(expx1(σy)), |y| < σ−1
i .

Então vi(y) satisfaz

Lhvi(y) +Kf−δii (σiy)vpii (y) = 0,

onde hαβ(y) = gαβ(σiy). Se xj(ui) ∈ B√σi(x1) e considerarmos yj = σ−1
i xj(ui), então

cada yj é um máximo local de vi(y) e pelo item (3) da Proposição 6.1,

|y − yj |
2

pi−1 vi(y) ≤ C, |y| < σ−1
1 .

Mais ainda, y1 = 0, |y2| = 1 e minj 6=l |yj − yl| ≥ 1 + o(1), assim, em particular,

y2(ui) → y2 com |y2| = 1. Portanto, {0, y2} são pontos de blow-up isolados para vi(y)

contanto que

vi(0), vi(y2)→∞. (6.5)
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Provemos (6.5). Se vi(y2) fica limitada mas vi(0)→∞ então x = 0 é isolado e portanto

um ponto de blow-up isolado simples, enquanto vi(y) permanece uniformemente limitada

em uma vizinhança próxima de y2. Então, pela Proposição 3.3, vi(y2) → 0, o que não

pode acontecer uma vez que σi ≥ max{Rui(x1)−
pi−1

2 , Rui(x2)
− 2
pi−1 }, o que implica que

vi(0), vi(y2) ≥ R. (6.6)

Por outro lado, se vi(0) e vi(y2) permanecem limitada então utilizando argumento similar

ao utilizado na proposição 3.2 mostramos que vi → v > 0 em C2
loc(Rn), onde v(y) satisfaz{

∆v +Kv
n+2
n−2 = 0

∇v(0) = ∇v(y2) = 0.

Pelo Teorema de Caffarelli, Gidas e Spruck segue que v ≡ 0, o que é uma contradição

a (6.6). Uma vez provado (6.5), conclúımos que {0, y2} são pontos de blow-up isolados

simples para {vi}. Portanto, pelo Corolário 3.2

vi(0)vi(y)→ G(y) := ai|y|2−n + a2|y − y2|2−n + b(y) em C2
loc(Rn\{S}),

onde S denota o conjunto dos pontos de blow-up de {vi}, b(y) é uma função harmônica

em Rn\(S\{0, y2}), e a1, a2 > 0. Pelo prinćıpio do máximo b(y) ≥ 0, de modo que

G(y) = a1|y|2−n + b+O(|y|), para |y| próximo a 0,

para alguma constante b > 0. O que, analogamente ao que fizemos no lema anterior, é

uma contradição a condição de sinal do Teorema 6.1.

Pela proposição acima, fica claro que para qualquer sequência dada de funções {ui},
o inteiro N = N(i) da Proposição 6.1 deve permanecer uniformemente limitado, pois de

outra forma não poderia existir uma constante C(δ,R) > 0 tal que dg(xj , xl) ≥ C. Com

isto, obtemos o resultado principal desta seção como corolário imediato.

Corolário 6.1. Seja {ui} uma sequência de soluções positivas de (3.24), com maxM ui →
∞. Então pi → n+2

n−2 , e o conjunto dos pontos de blow-up é um conjunto finito formado

apenas de pontos de blow-up isolados simples.
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CAPÍTULO 7

TEOREMA DE COMPACIDADE

O objetivo deste caṕıtulo é dar uma prova completa para os resultados enunciados

na introdução, respondendo assim, juntamente com os resultados obtidos nos artigos, a

conjectura de compacidade proposta por R.Schoen.

Tendo demonstrado que todo ponto de blow-up é na verdade um ponto de blow-up

isolado simples, o teorema abaixo segue diretamente do teorema .

Teorema 7.1 (Teorema do Anulamento de Weyl). Seja g uma métrica Riemanniana

suave definida na bola unitária de dimensão n, B1, 6 ≤ n ≤ 24. Suponha que existe uma

sequência de soluções {ui} de

Lgui +Kupii = 0, em B1, (7.1)

pi ∈
(

1, n+2
n−2

]
, tal que para qualquer ε > 0, existe uma constante C(ε) tal que supB1\Bε ui ≤

C(ε) e limi→∞(supB1
ui) =∞. Então o tensor de Weyl W (g) satisfaz,

|W (g)|(x) ≤ C|x|l

para algum l > n−6
2 .

Restando assim, demonstrar o teorema principal:

Teorema 7.2. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 3 ≤ n ≤
24 sem fronteira. Se (Mn, g) tem quociente de Yamabe positiva e não é conformemente

difeomorfa para (Sn, g0), então para todo ε > 0 então existe uma constante C > 0,

dependendo apenas de g e ε tal que

C−1 ≤ u ≤ C e ‖u‖C2,α ≤ C, (7.2)
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para qualquer u ∈
∑

1+ε≤p≤n+2
n−2

Φp, onde 0 < α < 1.

Para demonstrar o teorema acima utilizaremos uma generalização do teorema de massa

positiva que requer a introdução do conceito de variedades assintóticamente planas.

7.1 Variedades Assintóticamente Planas

Definição 7.1. Uma variedade Riemanniana (M, ĝ) de dimensão n é chamada variedade

assintóticamente plana de ordem τ , se M = M0 ∪M∞, onde M0 é compacto, e M∞ é

difeomorfa a Rn\BR(R > 0) e o difeomorfismo nos fornece um sistema de coordenadas

{yi} para M∞ tal que

gij = δij +O(|y|−τ ),

∂kgij = O(|y|−τ−1),

∂k∂lgij = O(|y|−τ−2).

Tal sistema de coordenadas é chamado sistema de coordenadas assintóticas. A

definição acima aparentemente depende da escolha das coordenadas assintóticas. No

entanto, podemos ver em [15] que a estrutura assintótica é determinada apenas pela

métrica.

Figura 7.1: Variedade Assintóticamente Plana.

Exemplo 7.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e {xi} o sistema de

coordenadas de um ponto x0 ∈ M . Considere a métrica g̃ = r−4g próximo a x0 com

r2 =
∑n

i=1 x
2
i e M̃ = M\{x0}. Então (M, g) é assintoticamente plana de ordem 2 com

coordenadas assintóticas dadas por yi = r−2xi.

Definição 7.2. Se τ > n−2
2 , podemos definir a massa de (M, g) pelo limite a seguir:

m(g) = lim
R→∞

∫
SR

(∂igij − ∂jgii)νj , (7.3)

onde ν é o vetor normal euclidiano que aponta para fora de SR.

Observação 7.1. A definição acima depende apenas das coordenadas assintóticas, mas

de acordo com Bartnik [5], a definição de massa depende apenas de g quando a ordem

τ > n−2
2 .
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Proposição 7.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com dimensão n > 2.

Suponha que o invariante de Yamabe da variedade seja estritamente positivo. Defina a

métrica g̃ = G
4

n−2 onde G(x) = (n− 2)wn−1G(xo, x) e M̃ = M\{x0}. Suponha que

|g(r, θ)| = 1 +O(rk), com k > n− 2, (7.4)

e

G(x) = r2−n +A+O(r). (7.5)

Então (M, g) é assintoticamente plana de ordem 2 e a massa (M, g) é m(g) = 4(n− 1)A.

Demonstração. Escrevendo a métrica

g̃ = r−4(1 +Arn−2 +O(rn−1))
4

n−2 g.

Para o calculo da massa, escolhendo coordenadas polares com ρ = 1/r,

∂ρ
√
|g̃(ρ, θ)| = 1

2

√
|g̃(ρ, θ)|g̃ij∂ρg̃ij .

Então,

m(g̃) = lim
ρ→∞

w−1
n−1

∫
Sn−1

(√
|g̃(ρ, θ)|∂ρg̃ρρ − 2∂ρ

√
|g̃(ρ, θ)|

)
dτ(θ),

e como

√
|g̃(ρ, θ)| = ρ−2nG

2n
n−2

√
|g(r, θ)|

= [1 +Aρ2−n +O(ρ1−n)]
2n
n−2

√
|g(r, θ)|,

segue que, se k é suficientemente grande m(g) = (4n− 4)A = 4(n− 1)A.

O teorema a seguir é uma generalização do Teorema de Massa Positiva de Schoen e

Yau ([23]) para dimensões arbitrárias, demonstrado por J. Lohkamp.

Teorema 7.3 (Teorema da Massa Positiva). Seja (M, g) uma variedade assintoticamente

plana de dimensão n, com ordem τ > n−2
2 . Suponhamos que a curvatura escalar Rg

seja positiva e R ∈ L1(M, g). Então m(g) ≥ 0, e m(g) = 0 se, e somente se, (M, g) é

isométrica ao espaço euclidiano Rn.

7.2 Teorema de Compacidade

Demonstraremos finalmente o teorema principal do nosso artigo.

Demonstração do Teorema 9.2: Utilizando estimativas eĺıpticas usuais juntamente com

a desigualdade de Harnack, vemos que é suficiente estimarmos |u|C0(M) como acima.
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Suponhamos por absurdo que ⋃
1+ε≤p≤n+2

n2

Φp

não é limitado em C0(M). Então, existe uma sequência ui ∈ Φpi , 1 + ε ≤ pi ≤ n+2
n−2 , com

max
M

ui →∞ com i→∞.

Pelo Corolário 6.1 devemos ter pi → n+2
n−2 , e existe um número finito N > 0, de pontos de

blow-up isolados simples

x
(1)
i → x(1), ..., x

(N)
i → x(N).

Podemos assumir sem perda de generalidade que

ui(x
(1)
i ) = min{ui(x(1)

i ), ..., ui(x
(N)
i )},

para todo i. Então seja, wi = ui(x
(1)
i )ui. Pela Proposição 3.3, existem C, ρ > 0 tais que

wi(x) ≤ Cdgi(x, x
(j)
i ),

quando d(x, x
(j)
i ) ≤ ρ, para todo j ∈ {1, ..., N}. Por outro lado, sabemos que a sequência

ui é uniformemente limitada em M\∪Nj=1B ρ
4
(x(j)), desde que não há pontos de blow-up na

região. Aplicando a desigualdade de Harnack conclúımos ainda que wi é uniformemente

limitada em M\ ∪Nj=1 B ρ
2
(x(j)).

Os fatos acima implicam que, após passarmos a uma subsequência

wi → h :=
N∑
j=1

ajGx(j) + b(x) em C2
loc(M\{x(1), ..., x(N)}),

onde aj são constantes não negativas, a1 > 0, Gx(j) é a função de Green para o Laplaciano

conforme com singularidade em x(j), e b ∈ C2(M). Note que desde que o primeiro

autovalor de menos o laplaciano conforme é positivo, de fato se LgG = 0 implica que

b ≡ 0.

Seja ĝ = G
4

n−2

x(1)
g. Sem perda de generalidade podemos assumir que g é a métrica

conformemente relacionada a métrica dada que produz as coordenadas normais conformes

em x(1). De fato, suponhamos que g0 é a métrica dada e g = φ
4

n−2 g0 é a métrica que

produz as coordenadas normais conformes, então φ−1Gx(1) é a função de Green para g0.

Assim,

ĝ =
(
φ−1Gx(1)

) 4
n−2 g = φ−

4
n−2G

4
n−2

x(1)
φ

4
n−2 g0 = G

4
n−2

x(1)
g0.
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Assim (M\{x(1)}, ĝ) tem curvatura escalar

Rĝ = −c(n)−1G
−n+2
n−2

4
n−2

x(1)
Lg(G

4
n−2

x(1)
) ≡ 0.

Afirmação:(M\{x(1)}, ĝ) é assintoticamente plana.

De fato, pelo Teorema 2.8, sabemos que no sistema de coordenadas normais conformes

em x(1) ∈M , a função de Green tem a seguinte expansão assintótica:

G(x, x(1)) = |x|2−n(1 + χ1(x) + ...+ χn(x)) + c log |x|+ χn+1(x),

onde χk é um polinômio homogêneo de grau k, χn+1 = O(1), χ1 = χ2 = χ3 ≡ 0, e o termo

logaŕıtmico aparece apenas em dimensões pares. Desde que o Teorema 7.3 implica que

hijα(x(1)) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n e 2 ≤ |α| ≤ d, e usando que, neste caso

Rg = ∂i∂jhij +O(|xn−3|), (7.6)

com
∫
Sn−1
1

∂i∂jhij = 0, verificamos que

G(x, x(1)) = |x|2−n
(

1 +
n−2∑
k=d+1

χk(x) +A+O(|x| log |x|)

)
, (7.7)

onde ∫
Sn−1
1

χk = 0,

∫
Sn−1
1

xiχk = 0, (7.8)

para todo k ≤ n− 2, 1 ≤ i ≤ n.

Se introduzirmos as coordenadas assintóticas y = |x|−2x, então a expansão (7.7), e o

fato que gij = δij + hij +O(|x|n−1), hij = O(|x|d+1), implicará que

ĝij = δij +O(|y|−(d+1))

para |y| suficientemente grande. Mais precisamente, podemos obter

ĝij(y) = G
4

n−2 |y|−4(δij + hij − 2yiyk|y|−2hkj − 2yjyl|y|−2hil +O(|y|1−n)),

onde hij(y) = hij(|y|−2y), ficando assim demonstrada a afirmação.

Neste ponto vale ressaltar a construção geométrica por traz da afirmação anterior.

Ao definirmos a métrica g̃ = G
4

n−2 g, uma vez que a função de Green explode no ponto

retirado, a operação acima é uma generalização da projeção estereográfica. No caso, a

projeção estereográfica transforma a métrica da esfera em uma métrica euclidiana. Na

situação acima a métrica é transformada em uma métrica que não é plana mas, que no
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Figura 7.2: Análogo a Projeção Estereográfica.

infinito, se aproxima desta.

Afirmação: m(ĝ) > 0.

Como d =
[
n−2

2

]
> n−2

2 , é posśıvel aplicar o Teorema de Massa Positiva. De fato,

supondo por absurdo que m(ĝ) = 0, aplicando o teorema de massa positiva concluimos

que (M\{x(1)}, ĝ) é isométrica ao Rn. Mas Rn é conformemente difeomorfa a Sn−{ponto},
o que implica que (M, g) é conforme a Sn, o que é um absurdo.

Observando que os termos envolvendo χk ou h não contribuem para a massa,

juntamente com as igualdades obtidas em (7.8), usando coordenadas normais conformes

concluimos que m(ĝ) = cA, onde c > 0 ou seja, A > 0. O que contradiz a restrição de

sinal local obtida pelo teorema 6.1, pois obtemos

lim
r→0

inf P ′(r, h) < 0,

onde h :=
∑N

j=1 ajGx(j) , ficando assim demonstrado o resultado.

O Teorema de Compacidade provado acima, nos permite calcular o grau total de Leray-

Schauder de todas as soluções da equação (2.1), e assim obter teoremas de existência mais

refinados que discutiremos a seguir. Nesse ponto vale lembrar a equação (2.1) surge de um

problema variacional. Se escolhermos a normalização unitária do volume
∫
M u

2n
n−2dvg = 1,

a equação (2.1) provém de

Lgu+ Eg(u)u
n+2
n−2 = 0, (7.9)

onde

Eg(u) = −
∫
M
uLgudvg =

∫
M

(|∇gu|2 + c(n)Rgu
2)dvg,

Dado p ∈
[
1, n+2

n−2

]
e Λ > 0, podemos definir a aplicação Fp : ΩΛ → C2,α(M) por

Fp(u) = u+ L−1
g (Eg(u)up)

onde

ΩΛ = {u ∈ C2,α(M)|‖u‖C2,α < Λ, u > Λ−1}.

Da teoria eĺıptica sabemos que a aplicação u 7→ L−1
g (E(u)up) é uma aplicação compacta
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de ΩΛ em C2,α(M). Assim, Fp é da forma I + aplicação compacta, e podemos definir o

grau de Leray-Schauder de Fp ([18]) na região ΩΛ com respeito a 0 ∈ C2,α(M), o qual

denotaremos por deg(Fp,ΩΛ, 0) desde que 0 6∈ Fp(∂ΩΛ). O grau é um inteiro que conta a

multiplicidade do número de vezes que o valor 0 é atingido pela aplicação Fp. Note que

Fp(u) = 0 se, e somente se, u é solução de (7.9). A invariância homotópica do grau nos

diz que

deg(Fp,ΩΛ, 0) = deg(F1,ΩΛ, 0),

se 0 6∈ Fp(∂ΩΛ) para todo p ∈
[
1, n+2

n−2

]
. Quando p = 1 a equação é linear e não é dificil ver

que deg(F1,ΩΛ, 0) = −1 para todo Λ > 0 suficientemente grande. Deste modo, teremos

Teorema 7.4. Seja (Mn, g) satisfazendo as hipóteses do 7.2, então para todo Λ

suficientemente grande e todo p ∈
[
1, n+2

n−2

]
temos

deg(Fp,ΩΛ, 0) = −1.

No caso em que todas as soluções do problema de Yamabe são não degeneradas, como

será o caso para uma classe genérica de métricas, nossos resultados anteriores garatem a

existência de um número finito de soluções do problema variacional. A desigualdade de

Morse forte

(−1)λ ≤
λ∑
ν=0

(−1)λ−νCλ, λ = 0, 1, 2, ...

onde Cν denota o número de soluções de ı́ndice de Morse ν, válidas nesse caso desde elas

são equações subcŕıticas.

Teorema 7.5. Suponha que (Mn, g) satisfazem as hipóteses do Teorema 7.2, e suponha

que todos os pontos cŕıticos em [g] são não degenerados. Então existem uma quantidade

finita de pontos cŕıticos g1,..., gk e teremos

1 =

k∑
j=1

(−1)I(gj),

onde I(gj) denota o ı́ndice de Morse do problema variacional com volume restrito.
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APÊNDICE A

FORMA QUADRÁTICA DE

POHOZAEV

Nosso objetivo nesse apêndice é estudar a forma quadrática de Pohozaev. No que

segue Hij , onde 1 ≤ i, j ≤ n, denota uma matriz cujas entradas são polinômios com n

variáveis. Usaremos ı́ndices repetidos para denotar somatórios. Dadas Hij e Wij matrizes

de polinômios, definimos

(Hij ,Wij) =

∫
|x|=1

HijWijdσ.

Diremos que Hij ∈ Vk, onde k é um inteiro não negativo, se cada entrada polinômial

tem grau k, e verifica:

1. Hij = Hji;

2. Hii = 0;

3. xiHij = 0.

Note que,

xi∂jHij = ∂j(xiHij)− δijHij = 0.

Definimos ainda V≤k =
⊕k

j=2 Vj . DadoHij ∈ V≤k denotamosH
(l)
ij sua componente de grau

l. Seja (δH)i = ∂jHij e δ2h = ∂i∂jHij . Iremos nos referir a δH e δ2H como divergência e

divergência dupla de Hij , respectivamente.

Dado Hij ∈ Vk, usando integração por partes obtemos∫
|x|=1

∂i∂jHijdσ = 0, (A.1)
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e ∫
|x|=1

xl∂i∂jHijdσ = 0, (A.2)

onde 1 ≤ l ≤ n. Defina,

bk =

∫ ∞
0

sk+n−3

(1 + s2)n−1
ds para k < n

ck = −
∫ ∞

0

(1− s2)sk+n−3

(1 + s2)n−1ds
para k < n− 2.

O lema a seguir relaciona as integrais acima.

Lema A.1.

b2m = (
m∏
j=1

n+ 2j − 4

n− 2j
)b0,

c2m =
4m

n− 2m− 2
b2m.

Demonstração. Usando integração por partes obtemos,

b2m =
n+ 2m− 4

n− 2m
b2m−2.

A primeira igualdade segue assim utilizando indução. A segunda igualdade segue do fato

que,

c2m = b2m+2 − b2m.

Relembre que, d =
[
n−2

2

]
, e que θk = 1 se k = n−2

2 e θk = 0, caso contrário. Seja

Hij ∈ V≤d. Se n é ı́mpar, seja

2

n− 2
I

(n)
1,ε (H,H) =

d∑
s,t=2

εs+tcs+t

∫
S1

(
−1

2
∂jH

(s)
ij ∂lH

(t)
il +

1

4
∂lH

(t)
ij

)
,

se n é par,

2

n− 2
I

(n)
1,ε (H,H) =

d∑
s,t=2

εs+tcs+t

∫
S1

(
−1

2
∂jH

(s)
ij ∂lH

(t)
il +

1

4
∂lH

(s)
ij ∂lH

(t)
ij

)
+

εn−2| log ε|
∫
S1

(
−1

2
∂jH

(d)
ij ∂lH

(d)
il +

1

4
∂lH

(d)
ij ∂lH

(d)
ij

)
.

Durante o resto do apêndice denotaremos gij = exp(hij), trhij(x) = O(|x|N ), onde N é
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suficientemente grande. Escreveremos ainda hij(x) = Hij(x) +O(|x|d+1), e

Hij(x) =
d∑
|α|=2

hijαx
α.

Nas estimativas a seguir, ignoraremos as contribuições do elemento volume, desde que

podemos escolher N suficientemente grande.

Lema A.2. Dado η > 0, existe C > 0, dependendo apenas de n e |g|CN (Bσ(0)), tal que

∣∣∣∣∣−
∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂kRg +Rg

)
u2
εdx− I

(n)
1,ε (H,H)

∣∣∣∣∣ ≤ Cη
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ|α|

+Cση−1εn−2,

se σ ≤ 1 e ε é suficientemente pequeno.

Demonstração. Integrando por partes,

−
∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂kRg +Rg

)
u2
εdx =

∫
|x|≤σ

Rguεψεdx−
σ

2

∫
|x|=σ

Rgu
2
ε,

onde ψε = n−2
2 uε + xk∂kuε. Usando a estimativa (4.6), conclúımos que existe C > 0, tal

que para qualquer η > 0 dado

|Rg − ∂i∂jhij + ∂j(Hij∂lHil)−
1

2
∂jHij∂lHil +

1

4
∂lHij∂lHij |

≤ C
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2|x|2|α| + η

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2|x|2|α|−2 + Cη−1|x|n−3.

Observe que a expressão acima difere da (4.6) pois aqui deg(Hij) ≤ d. Desde que,∫
|x|≤σ

(∂i∂j = 0,−∂j(Hij∂lHil))uεψεdx,

temos, ∫
|x|≤σ

Rguεψεdx =

∫
|x|≤σ

(
1

2
∂jHij∂lHil −

1

4
∂lHij∂lHij)uεψεdx

+O(η)
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ|α| +O(ση−1εn−2).
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Mas,

∫
|x|≤σ

(
1

2
∂jHij∂lHil −

1

4
∂lHij∂lHij)uεψεdx =

d∑
s,t=2

(∫ σ

0
uεψεr

s+t+n−3dr

)
∫
S1

(
1

2
∂jH

(s)
ij ∂lH

(t)
il −

1

4
∂lH

(s)
ij ∂lH

(t)
ij ),

onde S1 = {|x| = 1}. Agora,

∫ σ

0
uεψεr

s+t+n−3dr =
n− 2

2
εs+t

∫ σ/3

0

(1− r2)rs+t+n−3

(1 + r2)
dr

= −n− 2

2
εs+t| log ε|

θ s+t
2 c

1−θ s+t
2

s+t +O(εn−2).

donde segue o resultado.

Se n é ı́mpar, defina

I
(n)
2,ε (H,H) = −

d∑
k,l=4

kεk+l

∫
Rn
δ2(H(k))Z(H(l))Udy,

e, quando n for par,

I
(n)
2,ε (H,H) = −

d∑
k,l=4

kεk+l

∫
Rn
δ2(H(k))Z(H(l))Udy−dεn−2| log ε|

∫
S1

(δ2H(d))Γ(d+2)(δ2H(d)).

Aqui, Z(H(k)) = Γ(δ2H(k))(1 + |y|2)−
n
2 denota a solução de

∆Z(H(k) + n(n+ 2)U
4

n−2Z(H(k)) =
n− 2

4(n− 1)
δ2(H(k))U,

constrúıda no caṕıtulo 4.

Lema A.3. Dado η > 0, existe C > 0, dependendo apenas de n e |g|CN (Bσ(0)), tal que

∣∣∣∣∣−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂kRg +Rg)uεψεdx− I(n)

2,ε (H,H)

∣∣∣∣∣ ≤ Cη
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ|α|

+Cση−1εn−2

se σ ≤ 1 e ε é suficientemente pequeno.

Demonstração. Relembre que

|zε|(x) ≤ Cε
n−2
2

n−4∑
|α|=4

∑
i,j

|hijα|(ε+ |x|)|α|+2−n. (A.3)
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Em particular,

|zε|(x) ≤ Cε
n−2
2 (ε+ |x|)6−n.

Portanto, por (4.7),

−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂kRg +Rg)uεzεdx = −2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2h) + δ2h)uεzεdx+

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2o(ε2|α|| log ε|θ|α|) +O(σ5εn−2).

Mais ainda, usando a estimativa (A.3),

−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2h) + δ2h)uεzεdx = −2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H) + δ2H)uεzεdx+

O(η)

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ|α| +O(ση−1εn−2)

= −2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H) + δ2H)uεz
≤d
ε dx+

O(η)
d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|| log ε|θ|α| +O(ση−1εn−2).

Onde,

∆z≤dε + n(n+ 2)u
4

n−2
ε z≤dε = c(n)

d∑
k=4

δ2H(k)uε,

e assim, z≤dε depende linearmente de δ2H. Observe agora que,

−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H) + δ2H)uεz
≤d
ε dx = −2

d∑
k,l=4

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H(k)) + δ2H(k))uεz
(l)
ε dx

= −
d∑

k,l=4

kεk+l

∫
|y|≤σε−1

δ2(H(k))Z(H(l))Udy +

O(

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2εn−2).

Deste modo, se n é ı́mpar, então

−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H) + δ2H)uεz
≤d
ε dx = −

d∑
k,l=4

kεk+l

∫
Rn
δ2(H(k))Z(H(l))Udy +

O(

d∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2εn−2).
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Caso n seja par, teremos

−2

∫
|x|≤σ

(
1

2
xk∂k(δ

2H) + δ2H)uεz
≤d
ε dx = −

d∑
k,l=4

kεk+l

∫
Rn
δ2(H(k))Z(H(l))Udy −

dεn−2

∫
|y|≤σε−1

δ2(H(k))Z(H(l))Udy

+O(

d−1∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2εn−2)

+O(η)
d−1∑
|α|=2

∑
i,j

|hijα|2ε2|α|

+O(η−1
∑
|α|=d

∑
i,j

|hijα|εn−2).

Mas nesse caso,

−dεn−2

∫
|y|≤σε−1

δ2(H(k))Z(H(l))Udy = −dεn−2

∫
|y|≤σε−1

(δ2H(d))Γ(δ2H(d))(1 + |y|2)1−nUdy

= dεn−2| log ε|
∫
S1

(δ2H(d))Γ(d+2)(δ2H(d))dy +

O(
∑
|α|=d

∑
i,j

|hijα|εn−2).

Nosso objetivo é estudar a positividade da forma quadrática de Pohozaev

I(n)
ε = I

(n)
1,ε + I

(n)
2,ε (A.4)

no espaço V≤d. O principal resultado desse apêndice é a seguinte proposição:

Proposição A.1. Existe β > 0 tal que, se 6 ≤ n ≤ 24,

I(n)
ε (H,H) ≥ β

d∑
k=2

ε2k| log ε|θk(H
(k)
ij , H

(k)
ij ),

para Hij ∈ V≤d.

No entanto, antes de demonstrar a proposição é necessário compreender mais a

estrutura de V≤d. Iniciaremos assim com uma projeção sobre Vk.
Seja Pk o espaço dos polinômios homogêneos de grau k.

Lema A.4. Seja H̃ij uma matriz simétrica formada por polinômios homogêneos de grau

k. Suponha que exista p, t ∈ Pk−2, qj ∈ Pk−1 tal que:

1. H̃ii = −p|x|2;
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2. xiH̃ij = −qj |x|2;

3. xixjH̃ij = −t|x|4.

Se

bj = qj −
pxj

2(n− 1)
− (n− 2)txj

2(n− 1)

e

c =
(p− t)|x|2

n− 1
,

então,

Hij = H̃ij + bixj + bjxi + cδij ∈ Vk.

Demonstração. É fácil checar que Hij = Hji, Hii = 0 e xiHij = 0.

Definição A.1. Quando o lema se aplicar, diremos que Hij = Proj(H̃ij).

Diremos que

Sij = mod (xi, xj , δij)

se existe bi, c tal que Sij = bixj + bjxi + cδij . Definamos o operador Lk : Vk → Vk dado

por

Lk(Hij) = Proj(|x|2F (Hij)),

onde,

F (Hij) =
1

4
∂j∂lHil +

1

4
∂i∂lHjl −

1

4
∆Hij .

O lema A.4 implica que,

Lk(Hij) =
1

4
|x|2(∂j∂lHil + ∂i∂lHjl −∆Hij)−

k

4
xj∂lHil −

k

4
xi∂lHjl +

1

2(n− 1)
δ2H(xixj − |x|2δij). (A.5)

Note que, dado Hij ∈ Vk e Wij ∈ Vm,

4(Lk(Hij),Wij) = 4

∫
S1

Proj(|x|2F (Hij))Wij

= 4

∫
S1

F (Hij)Wij

=

∫
S1

(∂j∂lHil + ∂i∂lHjl −∆Hij)Wij

= −2

∫
S1

∂lHil∂jWij +

∫
S1

∂lHij∂lWij − k(n+ k +m− 2)

∫
S1

HijWij .

Em particular Lk : Vk → Vk é simétrico com respeito ao produto interno (·, ·). Faremos

a seguir a análise dos autovalores deste operador. Seja pl ∈ Pl tal que 2 ≤ l ≤ k − 2 e
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∆pl = 0. Defina,

Ĥij = Proj(∂i∂jpl|x|2m),

onde k = l − 2 + 2m. Note que m ≥ 2. O lema A.4 implica que

Ĥij = ∂i∂jpl|x|2m − (l − 1)xi∂jpl|x|2m−2 − (l − 1)xj∂ipl|x|2m−2

+
n− 2

n− 1
l(l − 1)plxixj |x|2m−4 +

1

n− 1
l(l − 1)plδij |x|2m−2.

Um cálculo direto mostra que,

∂iĤij = −n− 2

n− 1
(l− 1)(n+ l− 1)∂jpl|x|2m−2 +

n− 2

n− 1
l(l− 1)(n+ l− 1)xjpl|x|2m−4, (A.6)

e

δ2Ĥ =
n− 2

n− 1
l(l − 1)(n+ l − 1)(n+ l − 2)pl|x|2m−4. (A.7)

Da identidade (A.6), e do fato de

∆Ĥij = (2m(n+ 2m+ 2l − 6)− 4(l − 1))∂i∂jpl|x|2m−2 + mod (xi, xj , δij),

obtemos

|x|2F (Ĥij) = Al,m∂i∂jpl|x|2m + mod (xi, xj , δij).

Aqui,

Al,m = (l − 1)

(
1− n− 2

2(n− 1)
(n+ l − 1)

)
− m

2
(n+ 2m+ 2l − 6). (A.8)

Portanto,

Lk(Ĥij) = Al,mĤij . (A.9)

Lema A.5. Seja Hij ∈ Vk. Então existem pk−2q ∈ Pk−2q, q ∈ 1, ...,
[
k−2

2

]
, ∆pk−2q = 0,

tal que, se

(Ĥq)ij = Proj(∂i∂jpk−2q|x|2q+2),

e

Hij = Wij +

[ k−2
2

]∑
q=1

(Ĥq)ij ,

então

∂i∂jWij = 0.

Mais ainda,

(Wij , (Ĥq)ij) = 0,

((Ĥq)ij , (Ĥs)ij) = 0, se q 6= s,

Lk((Ĥq)ij) = Ak−2q,q+1(Ĥq)ij .
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Demonstração. A existência de polinômios pk−2q tal que δ2W = 0 segue da decomposição

de δ2H em esferas harmônicas, observando as identidades (A.1) e (A.2) e usando a

identidade (A.7). Mais ainda,∫
S1

Wij(Ĥq)ij =

∫
S1

WijProj(∂i∂jpk−2q|x|2q+2)

=

∫
S1

Wij∂i∂jpk−2q

=

∫
S1

∂i∂jWijpk−2q

= 0,

e ∫
S1

(Ĥs)ij(Ĥq)ij =

∫
S1

(Ĥs)ijProj(∂i∂jpk−2q|x|2q+2)

=

∫
S1

(Ĥs)ij∂i∂jpk−2q

=

∫
S1

∂i∂j(Ĥs)ijpk−2q

= c

∫
S1

pk−2spk−2q

= 0,

se q 6= s. Aqui, estamos usando a identidade (A.7).

Defina Wk = {Wij ∈ Vk : ∂i∂jWij = 0}. Seja Wij ∈ Wk, então

∂iLk(Wij) = −(n+ k − 2)k

4
∂iWij , (A.10)

em particular, ∂i∂jLk(Wij) = 0. Portanto, Lk : Wk → Wk. Suponha que Wij é um

autovalor de Lk, isto é, Lk(Wij) = λWij . Pela identidade (A.10), conclúımos que

λ = −(n+ k − 2)k

4
∂i ou ∂iWij = 0.

Defina Dk = {Dij = 0 : ∂iDij = 0}. A identidade (A.10) implica que Lk : Dk → Dk.
Seja Dij ∈ Dk, então da identidade (A.5), temos

Lk(Dij) = −1

4
|x|2∆Dij .

Enão |x|2∆ : Dk → Dk, e desde que

|x|2m+2∆m+1Dij = |x|2∆(|x|2m∆mDij)− 2m(n+ 2k − 2m− 2)|x|2m∆mDij ,
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um argumento indutivo mostra que |x|2m∆m : Dk → Dk para todo m ≥ 1. Considere

agora a decomposição

Dij =

[ k
2

]∑
q=0

|x|2qM (k−2q)
ij ,

onde ∆M
(k−2q)
ij = 0. Desde que |x|2m∆m permanece invariante sobre Dk, temos

|x|2qM (k−2q)
ij ∈ Dk,

para qualquer 0 ≤ q ≤
[
k
2

]
. Em outras palavras, M

(k−2q)
ij = M

(k−2q)
ji , xiM

(k−2q)
ij = 0

e ∂iM
(k−2q)
ij = 0. Em particular, M

(0)
ij = 0 ou M

(1)
ij = 0 se k for par ou ı́mpar,

respectivamente. Para ver isto, basta observar que M
(0)
ij xixj = 0 ou ∂lM

(1)
ij xixj = 0.

Agora,

Lk(|x|qM
(k−2q)
ij ) = −1

4
|x|2∆(|x|2qM (k−2q)

ij )

= −1

2
q(n− 2q + 2k − 2)|x|2qM (k−2q)

ij .

Assim, fica demonstrado o seguinte lema:

Lema A.6. Seja Wij ∈ Wk. Então existe Ŵij ∈ Wk, M
(k−2q)
ij ∈ Dk−2q, q = 0, ..., [k−2

2 ],

tal que

Wij = Ŵij +

[ k−2
2

]∑
q=0

|x|2qM (k−2q)
ij ,

onde

Lk(Ŵij) = −(n+ k − 2)k

4
Ŵij ,

e

∆M
(k−2q)
ij = 0.

Mais ainda,

(Ŵij , |x|2qM (k−2q)
ij ) = 0,

(|x|2qM (k−2q)
ij , |x|2sM (k−2q)

ij ) = 0, se q 6= s

Lk(|x|2qM
(k−2q)
ij ) = −1

2
q(n− 2q + 2k − 2)|x|2qM (k−2q)

ij .

Observação A.1. Note que

− (n+ k − 2)k

4
6= −1

2
q(n− 2q + 2k − 2), (A.11)

para q = 0, ..., [k−2
2 ].

Voltemos agora ao estudo da positividade I
(n)
ε em V≤d.
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Demonstração da Proposição A.1: Dado H
(m)
ij ∈ Vm, H

(k)
ij ∈ Vk, defina

B(H
(m)
ij , H

(k)
ij ) =

∫
S1

(−1

2
∂jH

(m)
ij ∂lH

(k)
il +

1

4
∂lH

(m)
ij ∂lH

(k)
ij ).

Então,

B(H
(m)
ij , H

(k)
ij ) =

∫
S1

H
(m)
ij

(
1

4
∂j∂lH

(k)
ij +

1

4
∂i∂lH

(k)
jl −

1

4
∆H

(k)
ij

)
+

(n+m+ k − 2)k

4

∫
S1

H
(m)
ij H

(k)
ij

=

∫
S1

H
(m)
ij

(
Lk(H

(k)
ij ) +

(n+m+ k − 2)

4
H

(k)
ij

)
.

Seja Hij ∈ V≤d. Então, usando a notação do Lema A.6,

H
(k)
ij = W

(k)
ij +

[ k−2
2

]∑
q=1

(Ĥq)
(k)
ij ,

para 2 ≤ k ≤ d. Seja Wij =
∑d

k=2W
(k)
ij , e Ĥij =

∑d
k=2

∑[ k−2
2

]

q=1 (Ĥq)
(k)
ij . Agora,

I(n)
ε (W

(m)
ij , (Ĥq)

(k)
ij ) = I

(n)
1,ε (W

(m)
ij , (Ĥq)

(k)
ij ),

desde que δ2W (m) = 0. Mas,

I
(n)
1,ε (W

(m)
ij , (Ĥq)

(k)
ij ) = cB(W

(m)
ij , (Ĥq)

(k)
ij )

= c

∫
S1

W
(m)
ij

(
Lk((Ĥq)

(k)
ij ) +

(n+m+ k − 2)k

4
(Ĥq)

(k)
ij

)
= c′

∫
S1

W
(m)
ij (Ĥq)

(k)
ij

= c′
∫
S1

W
(m)
ij ∂i∂jp

(k)
k−2q

= c′
∫
S1

∂i∂jW
(m)
ij p

(k)
k−2q

= 0.

Portanto,

I(n)
ε (Hij , Hij) = I(n)

ε (Wij ,Wij) + I(n)
ε (Ĥij , Ĥij),

e

(Hij , Hij) = (Wij ,Wij) + (Ĥij , Ĥij).
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Pelo Lema A.7,

W
(k)
ij = Ŵ

(k)
ij +

[ k−2
2

]∑
q=0

|x|2q(Mk)
(k−2q)
ij ,

onde 2 ≤ k ≤ d. Seja Ŵij =
∑d

k=2 Ŵ
(k)
ij e

Dij =

d∑
k=2

[ k−2
2

]∑
q=0

|x|2q(Mk)
(k−2q)
ij .

Agora,

B(Ŵ
(m)
ij , |x|2q(Mk)

(k−2q)
ij ) =

∫
S1

Ŵ
(m)
ij

{
Lk(|x|2q(Mk)

(k−2q)
ij )

+
(n+m+ k − 2)k

4
|x|2q(Mk)

(k−2q)
ij

}
= c′′

∫
S1

Ŵ
(m)
ij (Mk)

(k−2q)
ij ,

onde,

c′′ =
(n+m+ k − 2)k

4
− 1

2
q(n− 2q + 2k − 2).

Por outro lado,

B(Ŵ
(m)
ij , |x|2q(Mk)

(k−2q)
ij ) =

∫
S1

|x|2q(Mk)
(k−2q)
ij

(
Lm(Ŵ

(m)
ij ) +

(n+m+ k − 2)m

4
Ŵ

(m)
ij

)
=

km

4

∫
S1

Ŵ
(m)
ij (Mk)

(k−2q)
ij .

Portanto, a desigualdade (A.11), implica que,

B(Ŵ
(m)
ij , |x|2q(Mk)

(k−2q)
ij ) = 0,

e ∫
S1

Ŵ
(m)
ij |x|

2q(Mk)
(k−2q)
ij = 0.

Então,

I(n)
ε (Hij , Hij) = I(n)

ε (Ŵij , Ŵij) + I(n)
ε (Dij , Dij) + I(n)

ε (Ĥij , Ĥij),

e

(Hij , Hij) = (Ŵij , Ŵij) + (Dij , Dij) + (Ĥij , Ĥij).

Dividiremos assim o estudo da positividade da forma quadrática em três casos.

Quando n é par, devido ao termo envolvendo o logaŕıtmico, precisamos analisar
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primeiramente este termo em Vd. Portanto definiremos,

J(H
(d)
ij , H

(d)
ij ) = B(H

(d)
ij , H

(d)
ij )−

∫
S1

(δ2H(d))Γ(d+2)(δ2H(d)),

e

(I ′)(n)
ε (H,H) =

n− 2

2

d′∑
s,t=2

εs+tcs+tB(H
(s)
ij , H

(t)
ij )−

d′∑
s,t=4

sεs+t
∫
Rn
δ2(H(s))Z(H(t))Udy,

onde d′ = [n−3
2 ]. Desde que (I ′)

(n)
ε (H,H) = (I ′)

(n)
1 (Hε, Hε), onde (Hε)

(s) = εsH(s),

restringiremos a análise à J e (I ′)
(n)
1 .

Caso 1: Hij = Ŵij =
∑d

k=2 Ŵ
(k)
ij , onde Lk(Ŵ

(k)
ij ) = − (n+k−2)k

4 Ŵ
(k)
ij . Note primeiramente

que,

B(Ŵ
(k)
ij , Ŵ

(m)
ij ) =

km

4
(Ŵ

(k)
ij , Ŵ

(m)
ij ).

Portanto,

J(Ŵ
(d)
ij , Ŵ

(d)
ij ) =

d2

4
|Ŵ (d)

ij |
2.

Então J é sempre positivo neste caso. Por outro lado,

(I ′)
(n)
1 (Ŵ , Ŵ ) =

n− 2

8

d′∑
s,t=2

stcs+t(Ŵ
(s)
ij , Ŵ

(t)
ij )

=
n− 2

8

s,tpar∑
2≤s,t≤d′

stcs+t(Ŵ
(s)
ij , Ŵ

(t)
ij ) +

n− 2

8

s,timpar∑
2≤s,t≤d′

stcs+t(Ŵ
(s)
ij , Ŵ

(t)
ij )

Desde que estamos interessados apenas no caso n ≤ 24, consideraremos apenas os casos

Ŵij =

4∑
k=1

Ŵ
(2k+2)
ij ,

Ŵij =
4∑

k=1

Ŵ
(2k+1)
ij

onde estamos usando o fato de Ŵ
(2)
ij = 0, desde que V2 ⊂ D2. Seja,

mpar
kl = (2k + 2)(2l + 2)c2k+2l+4,

e

mimpar
kl = (2k + 1)(2l + 1)c2k+2l+2
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Com a ajuda do Lema A.1, podemos checar em [13] que para cada 1 ≤ p ≤ 24, a matriz

(mpar
kl )1≤k,l≤p

é positiva defina se 4p+ 6 ≤ 24. O mesmo é válido para

(mpar
kl )1≤k,l≤p

se 4p+ 4 < n ≤ 24. O que implica na positividade de (I)
(n)
ε no caso 1, para n ≤ 24.

Caso 2: Hij = Dij =
∑d

k=2D
(k)
ij , onde

D
(k)
ij =

[ k−2
2

]∑
q=0

|x|2q(Mk)
(k−2q)
ij ,

(Mk)
(k−2q)
ij ∈ Dk−2q, e ∆(Mk)

(k−2q)
ij , Observe primeiramente que

B(|x|2q(Mk)
(k−2q)
ij , |x|2q′(Mm)

(m−2q′)
ij ) = c′′

∫
S1

(Mk)
(k−2q)
ij (Mm)

(m−2q′)
ij , (A.12)

onde

c′′ =
(n+m+ k − 2)k

4
− 1

2
q(n− 2q + 2k − 2).

Isto implica que,

I(n)
ε (|x|2q(Mk)

(k−2q)
ij , |x|2q′(Mm)

(m−2q′)
ij ) = 0,

se k − 2q 6= m − 2q′. Defina (Es)ij =
∑

0≤2q≤d−s |x|2q(Ms+2q)
(s)
ij , para 2 ≤ s ≤ d. Então,

Dij =
∑d

s=2(Es)ij ,

I(n)
ε (Dij , Dij) =

d∑
s=2

I(n)
ε ((Es)ij , (Es)ij),

(Dij , Dij) =

d∑
s=2

((Es)ij , (Es)ij),

Da igualdade (A.12), obtemos

B(|x|2q(Ms+2q)
(s)
ij , |x|

2q′(Ms+2q′)
(s)
ij ) =(

qq′ +
(n+ 2q + 2q′ + 2s− 2)s

4

)
((Ms+2q)

(s)
ij , (Ms+2q′)

(s)
ij ).

Fixemos 2 ≤ s ≤ d. Se s+ 2q = s+ 2q′ = d, então

J(|x|d−s(Md)
(s)
ij , |x|

d−s(Md)
(s)
ij ) =

1

4
(d2 + s2 + s(n− 2))|(Md)

(s)
ij |

2,

que implica que J é positiva no caso 2.
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Retornemos a análise de (I ′)
(n)
1 , então s + 2q ≤ d′. Desde que estamos trabalhando

apenas com o caso em que n ≤ 24, então podemos restringir nosso problema aos casos em

que s = 2, ..., 10. Para tal s, o problema se reduz a analisar uma matriz de tamanho no

máximo [12−s
2 ]× [12−s

2 ]. Agora,

(I ′)
(n)
1 (Es, Es) =

n− 2

2

d′−s∑
2q,2q′=0

ms
q+1,q′+1((Ms+2q)

(s)
ij , (Ms+2q′)

(s)
ij ),

onde,

ms
q+1,q′+1 = c2s+2q+2q′

(
qq′ +

(n+ 2q + 2q′ + 2s− 2)s

4

)
.

Depois de longas verificações em [13], e com a ajuda do Lema A.1, verificamos que para

cada 2 ≤ s ≤ 10, 1 ≤ p ≤
[

12−s
2

]
, a matriz

(ms
k,l)1≤k,l≤p

é positiva definida se 4p+ 2s− 2 < n ≤ 24. O que implica a positividade de (I)
(n)
ε no caso

2, para n ≤ 24.

Caso 3: Hij = Ĥij =
∑d

k=4 Ĥ
(k)
ij , onde Ĥ

(k)
ij =

∑[ k−2
2

]

q=1 (Ĥq)
(k)
ij e (Ĥq)

(k)
ij =

Proj(∂i∂j(pk)k−2q|x|2q+2), (pk)k−2q ∈ Pk−2q, ∆(pk)k−2q = 0. Note que, pelo Lema A.6,

B((Ĥq)
(k)
ij , (Ĥq′)

(m)
ij ) =

∫
S1

(Ĥq′)
(m)
ij

(
Lk((Ĥq)

(k)
ij ) +

(n+m+ k − 2)k

4
(Ĥq)

(k)
ij

)
=

(
Ak−2q,q+1 +

(n+m+ k − 2)k

4

)∫
S1

(Ĥq)
(k)
ij (Ĥq′)

(m)
ij .

Agora, ∫
S1

(Ĥq)
(k)
ij (Ĥq′)

(m)
ij =

∫
S1

(Ĥq)
(k)
ij ∂i∂j(pm)m−2q′

=

∫
S1

∂i∂j(Ĥq)
(k)
ij (pm)m−2q′

= αk−2q

∫
S1

(pk)k−2q(pm)m−2q′

onde

αl =
n− 2

n− 1
l(l − 1)(n+ l − 1)(n+ l − 2).

Em particular,

B((Ĥq)
(k)
ij , (Ĥq′)

(m)
ij ) = 0, ((Ĥq)

(k)
ij , (Ĥq′)

(m)
ij ) = 0,
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se k − 2q 6= m− 2q′. Relembre que

∆Z((Ĥq)
(k)
ij ) + n(n+ 2)U

4
n−2Z((Ĥq)

(k)
ij ) =

n− 2

4(n− 1)
αk−2q(pk)k−2q|x|2q−2U.

Podemos escrever,

Z((Ĥq)
(k)
ij ) =

n− 2

4(n− 1)
αk−2qΓk,q(1 + |x|2)−

n
2

onde

T (Γk,q) = (pk)k−2q(|x|2q−2 + 2|x|2q + |x|2q+2).

relembrando que T (Γ) = (1 + |y|2)∆Γ− 2ny · ∇Γ + 2nΓ. Então,

T (|x|2j(pk)k−2q) = (2k + 2j − 4q − 2)(2j − n)|x|2j(pk)k−2q

+2j(n+ 2j + 2k − 4q − 2)|x|2j−2(pk)k−2q,

e então, podemos escrever

Γk,q =

q+1∑
j=0

Γ(k, q, j)|x|2j(pk)k−2q.

Os coeficientes Γ(k, q, j) podem ser computados indutivamente da seguinte forma:

Γ(k, q, q + 1) = − 1

(2k − 2q)(n− 2q − 2)
,

Γ(k, q, q) = −2− 2(q + 1)(n+ 2k − 2q)Γ(k, q, q + 1)

(2k − 2q − 2)(n− 2q)
,

Γ(k, q, q − 1) = −1− 2q(n+ 2k − 2q − 2)Γ(k, q, q)

(2k − 2q − 4)(n− 2q + 2)
,

e

Γ(k, q, j) =
2(j + 1)(n+ 2j + 2k − 4q)

(2k + 2j − 4q − 2)(n− 2j)
Γ(k, q, j + 1),
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para 0 ≤ j ≤ q − 2. Portanto,

4(n− 1)

(n− 2)

∫
Rn
δ2((Ĥq′)

(m)
ij ))Z((Ĥq)

(k)
ij )Udy =

αk−2q

∫
Rn
δ2((Ĥq′)

(m)
ij )Γk,q(1 + |y|2)1−ndy

= αk−2qαm−2q′

∫
Rn

(pm)m−2q′Γk,q|y|2q
′−2(1 + |y|2)1−ndy

= αk−2qαm−2q′

q+1∑
j=0

Γ(k, q, j)

∫
Rn

(pm)m−2q′(pk)k−2q|y|2j+2q′−2

(1 + |y|2)n−1
dy

= αk−2qαm−2q′

q+1∑
j=0

Γ(k, q, j)bk+m−2q+2j

∫
S1

(pk)k−2q(pm)m−2q′ .

Em particular, ∫
Rn
δ2((Ĥq′)

(m)
ij ))Z((Ĥq′)

(m)
ij ))Udy = 0,

se k − 2q 6= m− 2q′. Defina, para 2 ≤ s ≤ d− 2,

(Ês)ij =

[ d−s
2

]∑
q=1

Proj(∂i∂j(ps+2q)s|x|2q+2).

Então Ĥij =
∑d−2

s=2(Ês)ij , e

I(n)
ε (Ĥij , Ĥij) =

d−2∑
s=2

I(n)
ε ((Ês)ij , (Ês)ij),

(Ĥij , Ĥij) =

d−2∑
s=2

((Ês)ij , (Ês)ij),

Quando n é par, e se s+ 2q = s+ 2q′ = d, então

J((Ĥq)
(d)
ij , (Ĥq)

(d)
ij ) = B((Ĥq)

(d)
ij , (Ĥq)

(d)
ij ) +

n− 2

4(n− 1)

1

(2d− 2q)(n− 2q − 2)
(α)2

∫
S1

(ps+2q)
2
s

= ts,q

∫
S1

(ps+2q)
2
s.

Aqui,

ts,q = [(As,q+1 +
(n− 2)2

4
)αs +

n− 2

4(n− 1)

1

(d+ s)(n+ s− d− 2)
(αs)

2]

onde,

As,q+1 = (s− 1)

(
1− n− 2

2(n− 1)(n+ s− 1)
− q + 1

2
(n+ 2q + 2s− 4)

)
.
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É posśıvel checar que,

ts,q =
1

16

(4s2 − 8s+ 4 + 4ns− 8n+ 5n2 − n3)2

(n− 1)2(n− 2 + 2s)2
αs,

se s+ 2q = n−2
2 . O que implica que J é positiva nesse caso. Mais ainda,

(I ′)
(n)
1 ((Ês)ij , (Ês)ij) =

n− 2

2

[ d
′−s
2

]∑
q,q′=1

c2s+2q+2q′B((Ês)
(s+2q)
ij , (Ês)

(s+2q′)
ij )−

n− 2

2

[ d
′−s
2

]∑
q,q′=1

(s+ 2q)

∫
Rn
δ2((Ês)

(s+2q)
ij )Z((Ês)

(s+2q′)
ij )Udy

=

[ d
′−s
2

]∑
q,q′=1

M(s, q, q′)

∫
S1

(ps+2q)s(ps+2q′)s,

onde

M(s, q, q′) =
n− 2

2
c2s+2q+2q′αs

(
As,q+1 +

(n+ 2s+ 2q + 2q′ − 2)(s+ 2q)

4

)
−

n− 2

4(n− 1)
α2
s(s+ q + q′)

q+1∑
j=0

Γ(s+ 2q, q, j)b2s+2q′+2j

 .

Aqui estamos usando que∫
Rn
δ2(H(k))Z(W (l))Udy =

∫
Rn
δ2(W (l))Z(H(k))Udy, (A.13)

desde que por integração obtemos∫
Rn

(
∆Z(H(k)) + n(n+ 2)U

4
n−2Z(H(k))

)
Z(W (l))dy =∫

Rn

(
∆Z(W (l)) + n(n+ 2)U

4
n−2Z(W (l))

)
Z(H(k))dy

Assim, podemos checar em [13] que, para todo 2 ≤ s ≤ 8, e 1 ≤ p ≤
[

10−s
2

]
, a matriz

(M(s, q, q′))1≤q,q′≤p

é positiva definida se 2s+ 4p+ 2 < n ≤ 24, o que finaliza a demonstração da positividade

de (I)
(n)
ε no caso 3, para n ≤ 24.

A proposição a seguir afirma que n = 25 é a dimensão cŕıtica da positividade da forma

quadrática.

Proposição A.2. Se n ≥ 25, então a forma quadrática I
(n)
ε tem autovalores negativos.
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Demonstração. Ver (12) para detalhes da demonstração.

Seja (m2)kl a matriz do caso 2 da demonstração acima. Um cálculo mostra que

discrim(

2∑
k,l=1

(m2)klakal, a2) = 16
n2(n+ 2)2(n+ 4)2(n2 − 54n+ 152)

(n− 8)2(n− 6)2(n− 4)2(n− 10)
b20.

o que implica que ((m2)kl)1≤k,l≤2 não é positiva definida se n ≥ 52. Por outro lado,

podemos checar que ((m2)kl)1≤k,l≤4 não é positiva definida se 25 ≤ n ≤ 52. Dado Wikjl

com todas as simetrias do tensor de Weyl, e tal que
∑
|Wikjl|2 > 0, defina

D
(2)
ij =

n∑
k,l=1

Wikjlxkxl,

e

Dij = a1D
(2)
ij + a2|x|2D(2)

ij + a3|x|4D(2)
ij + a4|x|6D(2)

ij .

Conclúımos então que, se n ≥ 25 existem sempre a1, a2, a3, a4 tal que

I(n)
ε (Dij , Dij) < 0,

o que finaliza a demonstração.
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