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Resumo

Neste trabalho, classificamos as solucdes da equacdo Au + fe* = 0 em R? ou Ri. Para isso,
utilizamos basicamente o Método dos Planos Méveis e o Método das Esferas Moveis, garantindo,
sob certas condigbes a monotonicidade e a simetria radial da solugdo. O primeiro método foi
usado para estudarmos o caso f = 1, em R? com fRQ e* finito. O outro foi utilizado para
verificar que a equagao nao tem solugao quando f é uma fungédo continua, radialmente simétrica
e monoétona na regiao em que tem imagem positiva e nao constante. Este tltimo método também
foi aplicado no estudo do problema

Au+ae* =0 em Ri;

ou
—— = cet/? sobre ORZ;
ot
para @ = 1, = —1 ou a = 0, modificando as condi¢oes em relagao a finitude das integrais
ng et e |, SR e%/2. Na maioria dos casos em que a equagao tem solugdo, verificamos que esta
T ¥

era a radialmente simétrica. A partir dessa simetria, transformamos nas equagdes diferenciais
parciais em equagoes diferenciais ordinarias e podemos classificar suas solugoes.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Método dos Planos Moéveis, Método das
Esferas Moveis.
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Abstract

In this work, we classify the solutions of the equation Au + fu® = 0 in R? or Ri. For this,
we use basically the Moving Planes Method and and Moving Spheres Method. These methods
ensure monotonicity and radial symmetry of the solution under certain conditions. The first
method was used to study the case f = 1 in R? when fRQ e" is finite. The other was used to
verify that the equation has no solution when f is a continuous function and radially symmetric,
monotone in the region which has positive image and not constant. The latter method was also
applied to the study of the problem

Au+ae* =0 em Ri;

0

GU _ e/ sobre ORZ;

ot
fora =1,a = —1 ora = 0, modifying the conditions under the finiteness of ng e¥ and faR2 /2,

In most cases, when the equation has the solution, it was verified that the radially symmetrical.
From this symmetry, we transform our Partial Differential Equations for Ordinary Differential
Equations and we classify their solutions.

Keywords: Partial Differential Equations, Moving Planes Method and Moving Spheres
Method.
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Lista de Simbolos

Rn

Bj(x)

8BR($)

9 By ()
9" B (x)

ou
8$i

ou
ot

Q)

Cr(Q)

Espago euclidiano n-dimensional, com = = (z1, ...., ),
zi €Ri=1,...,n.

Semi-espaco em R", ou seja R = {(z1,...,2p—1,2n) € R™; 2, > 0}.
Em nosso trabalho também faremos uso da notagao (x1, ..., xp—1,t)
com t > 0 para representar um elemento de R}.

{(z1,.cc, Tp_1,2n) € Rz, <0}

Fronteira do semi-espago R” , identificado com
R = {(z1,...,2p_1,7,) € Rz, =0}

Bola aberta do espaco euclidiano R™ centrada no ponto y
e raio R > 0, ou seja, Br(z) = {y € R"; |z — y| < R}.

Bola aberta com centro na origem de R™.

Bola do semi-espago R}, ou seja,
Br(z) "R} ={y = (y1, -, yn—1,t) ER™" Jly — x| < Ret > 0}.

Br(z) n{y = (y1,---sYn—1,t) € R™;t > T} para T € R.

Esfera do R™ de centro x e raio R > 0, isto é,
OBg(z) = {y € R";|y — z| = R}.

Fronteira da Bola de R contida em dR", ou seja, 0B} (z) N OR".

Fronteira da bola de R} contida R'}, ou seja, 9B} (z) NRY.

Derivada parcial da fungdo u com relacao a variavel z;.

Derivada parcial da fun¢ao u com relagao a variavel ¢.

Conjunto das fungoes continuas em 2.

Conjunto das fungoes com derivadas parciais de ordem menor ou
igual a k € N continuas em €.
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u(z)|

@) =0

u() = o(g(x))  limyosa,

u(z) = 0(g(z)) limy_y, BE;;; < C para algum C > 0.

C = C(%,...,%x) Denota uma constante dependendo apenas dos argumentos que
aparecem nos parénteses.

WhP(Q) Espago das fungoes fracamente k-diferencidveis e p-integréveis.
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Introducao

Neste trabalho, procuraremos classificar as solugoes da seguinte classe de equagdes elipticas
nao lineares

Au+ fe' =0 (1)

em basicamente dois dominios: o plano R? e o semi-plano superior Ri.

Este estudo foi baseado nos artigos de Chen-Li [5], Zang [16], Li-Zhu [12] e Ou[I3], onde se
buscou classificar as solugoes de , sob certas condigoes.

Para um melhor entendimento, iniciamos o trabalho com um Capitulo 0, onde enunciamos
algumas conceitos e resultados béasicos que serao utilizadas nas demonstragoes ao longo do
trabalho.

Em seguida, dividimos o trabalho em duas partes:
Na Parte I, consideraremos a equagao definida em R? e reduziremos nosso estudo em 2
capitulos.

No Capitulo 1, trataremos do caso f = 1 e assumiremos a condi¢do de integrabilidade

/RQe“<oo. 2)

Neste caso, utilizaremo-nos do Método dos Planos Moveis. Para isso, faremos uma explanacao
sobre esta ferramenta, mostrando suas etapas e argumentos usados em cada uma delas.
Inicialmente, essa técnica foi desenvolvida para resolver problemas de cunho geométrico, ainda na
década de 1950. Nos anos 70, foi utilizado para obter solu¢oes de equagoes elipticas de segunda
ordem. Em 1979, Gidas, Ni e Niremberg provaram a simetria radial para o problema

Au—+ f(u) =0 em (2, (3)
u=0 sobre 052,

com f localmente Lipschitz e u € C?(Q2) N C%(Q).

Este resultado ser4a demonstrado a titulo de exemplificar uma aplicacdo do método.
Finalizaremos o Capitulo 1, demostrando que as solugoes para equacao

Au+e* =0 em R?

sdo da forma
32)\2

4+ N2z —20)2)

raol) =1 (¢

quando assumimos a condic¢ao .

2),A>0@06R2
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No Capitulo 2, verificaremos que a equagao nao possui solugao quando f é uma
funcao continua, radialmente simétrica, monétona na regiao em que tem imagem positiva e nao
constante. Durante a demonstragao desse resultado, utilizaremos o Método das Esferas Moveis,
um variante do Método dos Planos Moveis, desenvolvido no inicio da década de 1990. Também
mostraremos de forma esquematizada como se desenvolve as etapas desse ultimo método, que
necessita de uma importante ferramenta: a Transformada de Kelvin. Por esse motivo, neste
capitulo, mostraremos algums propriedades e resultados relativos a esta.

Na Parte 11, classificaremos as solugoes da equagao , definida sobre Ri, para f constante,
para isso, consideramos, também, a seguinte equacao

ou
g u/2
6t ce

(4)

onde t representa a segunda variavel e ¢ € R. Portanto, trataremos do seguinte problema

= ce

{ Au+ae*=0 em ]Ri;
i

sobre 8Ri com «,c € R,

A classificagdo das solugoes também dependerd das condi¢oes de finitude que imporemos
sobre [, €™ e/ou [opo et/2,

No Capitulo 3 provaremos algums resultados técnicos que nos auxiliarao durante os capitulos
seguintes.

No Capitulo 4, estudaremos o caso super-harmoénico e supondo a = 1, mostraremos que a

condicao
/ e’ < o0 (6)
R2

+

/ e"? < o (7)
OR2

e que a reciproca nao é verdadeira. E verificamos que as solucao de (j5)) sdo da forma

implica em

8A2
=1 8
ula, 1) = log ((A? Sy P to>2>2) ®)
para algum A > 0,29 € R e tg = c\/V/2.

No Capitulo 5, traremos do problema quando o = —1, ou seja, o caso sub-harmoénico.
Verificaremos que para ¢ > 0 nao ha solugdo. Ja para ¢ < 0, obteremos que as condigoes @ e
sao equivalentes e mais ainda, as solu¢oes das equacgoes sao da forma

82
u(s,t) = log (05 =50 + (= 1)2 = \2)2 9)

onde 59 € R, tg = —cA/v/2,A > 0.

Neste capitulo também verificamos que a equacao

Au —e* =0 em R?
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nao tem solugao.

No Capitulo 6, trabalharemos com o caso harmoénico, dessa forma, temos necessariamente
a = 0. Neste caso, quando ¢ > 0, verificamos que o problema nao tem solugdo. Ja quando
¢ < 0,também verificamos que @ implica em @ e temos que a solucao pode ser escrita como

2t1
(S — 51)2 + (t — t1)2

4
+ 2log B (10)

u(s,t) = 2log

onde s; é um numero real e t; € um niimero positivo.



Capitulo 0

Conceltos e Resultados Preliminares

Neste capitulo, enunciaremos definicbes basicas para o entendimento de nosso trabalho,
bem como resultados elementares que serao necessarios para a leitura deste trabalho. Destes
resultados, alguns sao bastantes comuns na literatura. Para estes, apenas indicaremos onde
encontrar suas demonstragoes. Outros resultados, cujas demonstracées sao deixadas como
exercicios nas referéncias bibliograficas consultadas, foram demonstrados.

Definigao 1 Seja Q um aberto de R™. Se 0Q ¢ C, entdo um campo vetorial normal unitdrio
exterior
v='.., "

ao longo de OS2 é um campo de vetores que para cada x° € 0Q associa v(2°) = v um vetor normal
a 0Q em z° que aponta para fora de .

Definigao 2 Sejam u € C1(Q) dado 2° € Q temos que

ou

o(a®) = (Vu(a®),v)

¢ a derivada normal (exterior) em x°.

Teorema 1 (Fdrmulas da média para equagoes laplacianas).

Se u € C*(Q) tem Au=0 em Q C R"(aberto), entio

), )|
ulx) = ———— udS = udz,
( ) n’}/an_l 9Bp(z) ryan Br(z)

para cada Br(xz) C Q.

Demonstracao:
Ver [7], pagina 25. [

Teorema 2 (Integracdao por partes)
Seja u,v € C1(Q), onde Q é um aberto de R™. Entdo

Ou vdx = —/ U dv dx +/ wor'dS parai=1,...,n.
Q&fl Q a'El o0
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Demonstragao:

Usar o Teorema de Gauss-Green com uv.

Lema 1 Seja u € C%(R™) com u(z) = O(|z]*) e 0 < a < 1, se Au =0, entdo u é constante.
Demonstragao:

Como Au = 0, segue pela formula da média que para xg € R™

1
u(xg) = n/ udz.
MBS B (o)

Como queremos mostrar que u é constante, e temos que R™ é conexo, basta verificar que Vu = 0.

De fato,
ou 1 ou

xg) = —
&Ui( o) Yl J B (wg) OFi

dzx,
parat=1,...,n.

Utilizando a integracao por partes com v = 1 temos

ou (20) = 1 / ou oda
ox; 0/ YR J Br(xo) ox;

1 .
= — —/ uavdm—l—/ u-vv'dS
’YHR Br(zo) 8'7"1 OBRr(z0)

1 ,
=0+ — / u'dS
B JoBg(z0)

parai=1,...,n.

Logo,
ou 1 , 1 , 1
(z0)| < / luildS = / ul|v7|dS = / luldS,
‘3%‘ Yo" JoBg (o) Yo R™ JoBg (o) Y JaBy(xo)

parai=1,...,n, ja que || < 1.
Agora, com u(z) = O(|z|*), temos que para |u| < C|z|*. Dessa maneira, obtemos

ou
81‘@

1 1
< / uldS < / Clz|*dS.
Y J 9B (o) B JoBg(xo)

Como sobre 0Bg(z¢), temos que |z| = R, temos

/ Cla|?dS < / CRe.
0Br(zo) OBR(zo)

(zo)

Dai, segue

1 1
(z0)] < - R*CR"™ 1,

< CR" =
T R" /HBR(:CO) TR

ou
al‘i

5



Capitulo 0 Conceitos e Resultados Preliminares

isto é, R
ou C
=—— =0
‘6951 (o) Rl-«
quando R — oo, para todo ¢ = 1,...,n.
Logo, Vu(z?) = 0. Como z° é arbitrario, segue o resultado. ]
Definigcao 3 Seja
1
7|$ - y|2—n7 n > 2a
(e —y)=T(z—y))={ MZ7™m (1)
710g‘$_y‘7 n=2
27

onde 7y, € o wvolume da bola unitiria em R™. Para uma funcdo integravel f, a integral

/ ['(z —y)f(z)dz é chamado potencial newtoniano de f.
Q

Teorema 3 Seja f uma funcao limitada e localmente Holder continua em €Y, e seja w o potencial
newtoniano de f. Entio w € C*(Q) e Aw = f em Q e para cada x € Q,

Dyw(w) = | DTz =y)(f(y) = f(@))dr = f(z) - Dil'(x — y)v;ds,

com i,7 = 1,2...,n,0onde Qy € um dominio contido em Q onde vale o Teorema da divergéncia e
f € estendida pela fun¢do nula fora de Q.

Demonstragao:
Ver [15], pagina 55.

Teorema 4 Seja f € C*(R?) com [po f < 00. Definamos

uly) = [ logla =yl (o)
Entdo, u € de classe C? e € solucio para a equacio de Poisson
Au—f=0
em R2.
Demonstragao:

Temos

uly) = 5= [ Tosle —lf(@)de = [ Togly—alf(@)do = [ 1oglel(y - a)da.

:27T

Como o lado direito é continua em relagédo a y, segue em particular que u é continua. Além disso,
denotando por {ej,es} os vetores da base candnica de R2,

hi - hi_ - B
u(y + eh) u(y)—/Qlogmﬂy—i_ e z) fly x)dx.




Capitulo 0 Conceitos e Resultados Preliminares

Como ; 3
fy+hei—o) = fly=a) — / (y — z) uniformemente em R?,

Segue que

ou 1 af

o= o [ toglel 5y~ a)do )
Analogamente,

0%u 1 0% f

922 g 1 glx!@(y—x)dw- (3)

% %
Como as expressdes no lado direito sdo continuas na varidvel y, concluimos que u € C?(R?).
Além disso, como f é limitada e a fungdo logaritmo é localmente integravel, temos que u, Vu e
Awu sdo localmente limitados.

Agora, fixemos € > 0, temos

1
Buy) = 5 [ oglelas@y)ir = o= [ toglelaf@—pdet o [ doglelafia—y)ds
(4)
Vamos estimar essas integrais. Em primeiro lugar, consideremos Cy = C3(e)supp |Af],
verificamos

1
‘ [ toslala s -y
27'[' Be

1
SCQ/ log |z|dx.
2 Be

E temos . . .
— [ log|z|dz = 27r/ rlogrdr = €*|loge|.
27 Jp. 2T 0

Assim, quando € — 0 segue que

1
/ log|z|Af(z —y)dx — 0 (5)
2 Be
Para estimarmos a outra integral, usamos a Primeira Identidade de Green, obtemos
1
5 [ sty = o= [ oglaig-nyise) -5 [ ioglel- (-
T RQ\B 27T \ 5

(6)
onde v denota o vetor unitiario normal que aponta para o centro da bola B, pela convengao
usual de orientacdo da fronteira de R? \ B,. Considerando C; = Ci(€) = supp_ |V f|, temos

1 1
o /836 log leg(y —z)ds(z)| < 01% /aBe log |z|dz = Cheloge,

logo, quando ¢ — 0

1 of
37 o, log |x\$(y —z)ds(x) — 0. (7)

Por outro lado, usando novamente a Primeira Identidade de Green, temos

1

— Viog|z|- Vf(z —y)dx
27 ]1{2\3e

1 1 1
= [ S st 5 [ Aloglalrte - s
271' RQ\BG

21 Jop, Ov
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1 0log |x|
27 Jop., Ov

fly —x)ds(x)

pela harmonicidade do logaritmo. Como

Vlog |z| = ﬁ ev=——
segue que
0log lz2 1
=VI == _ -
B #) = Viogla| v = —Fg = -
em 0B, donde
1 0log |z| 1 1
- —x)d = — —x)d = d .
57 | asw) = o |y nds(@) = e | g@dsta)
Segue pelo Teorema do Valor Médio para integrais que
1
~ 5 Vg |z| -V f(z —y)dz — —f(y) (8)
™ R2\B€

quando € — 0.

Concluimos de , ,@, @ e que

Observagoes 1 Resultado semelhante e obtido quando temos essas hipdteses em @

Teorema 5 (Formula da Co-drea). Seja u : R™ — R wma fungao lipschitziana tal que para
qualquer r € R, o conjunto de nivel

{z e R u(z) =1}

é uma (n — 1)-hipersuperficeis suave em R™. Suponhamos também que f : R™ — R é uma fun¢ao
continua e integrdavel. Entao,

/ fIVuldx = / (/ fds) dr
R™ —00 {u=r}
Demonstragao:

Ver [8], pagina, 112. [

Teorema 6 (Principio do Mdzimo)
Seja Lu = a(x)Djju + b'(x)Dju + c(z)u um operador eliptico e @ C R". Se c(xz) =0 e

u € C3(Q)NCQ) satisfaz
Lu>0(<0) em Q.

Entao o mdzimo (minimo) de u em § e atingindo sobre OS2, ou seja,

sup v = sup(inf v = inf).
Qp 65(9 39)
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Demonstragao:
Ver [15], pagina, 32. [ |

Teorema 7 (Lema de Hopf)
Seja u € C?(Q)NCHQ) e Lu <0 em Q. Se existe um ponto x° tal que

u(2%) > u(z) para todo x € Q.

0

Assumamos ainda que  satisfaca a condicao da esfera interior em v, ou seja, existe uma bola

aberta B C Q tal que 2° € OB, entdo

ou
— <0,
v
onde v é o vetor unitdrio normal exterior a B em xV.
Demonstragao:
Ver [7], pagina, 330. [ |

Teorema 8 (Principio do Mdzimo e Lema de Hopf para dominios ndo necessariamente
limitados)

Seja Q C R™ fronteira suave. Se u € C?(2) N CY(Q) e satisfaz

Lu = a(z)Diju + b () Diu + c(x)u >0, x€Q ()
u(z) =0, x € 00

com c(x) e bi(x) fungoes limitadas. Entao

i) se u assume o valor 0 em algum ponto de 2, entio u=0 em Q; e

ii) seu # 0 em 2, entdo sobre O a derivada normal exterior % < 0.

Demonstragao:
Ver [6], pagina 223. ]

Teorema 9 (Principio do Mdzimo para dominios estreitos.) Seja ¢ uma fungdo positiva em
satisfazendo

—A¢ + A(z)pp > 0.

E seja u solucao de
—Au+c(x)u>0 para x € Q;
u >0 sobre 09,

com c(z) limitada. FEntao quando a largura | da regiao Q € suficientemente pequeno, se

1
c(x) > Nz) = L entdo u > 0 em S

Demonstragao:
Ver [6], pagina 226. [

Teorema 10 Suponhamos que u € L}, (R?) satisfazendo.

—Au =V (z)e" em R?

com V € LP(R?) e e* € LV (R?) para algum 1 < p' < oo. Entdo u € L®(R?).
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Demonstragao:
Ver [2]. |

Teorema 11 Sejam ag(z), ..., an—1(x) fungdes continuas num intervalo aberto I e xy € I, entdo
o problema de valor inicial

y™ + a1y Y+ L+ ay 4+ ay = 0
y(o) = Ko;

Y (o) = Ky;
y(n_l)(x()) = Kn—l

tem uma unica solu¢ao y(x)em I.

Demonstracao:
Ver [14], pagina 19. [

Teorema 12 (Desigualdade Isoperimétrica) Seja C uma curva plana simples fechada com
comprimento [, e seja A a drea da regigo limitda por C. Entdo

2 —4nA >0,
e verificamos a igualdade se, e somente se, C' € um circulo.

Demonstragao:
Ver [4], pagina 39. ]

Lema 2 (Desigualdade de Harnach para forma divergente de equagaes elipticas de sequnda ordem
com condi¢ao de fronteira tipo Neumann.)

Consideremos
Lu = 0;(a;j(x)0ju + bij(x)u) + ¢i(z)Ou + d(x)u

em Bf CR", comn > 2, onde Bff = {x = (z,...,2"); 2" > 0}.
Se existe a > 1 tal que
a HE)? < a;j(x)&i& < al€|?, para todo x € B, & € R™,

com

|bi(z)| + |ei(x)] + |di(z)| < o para todo x € By,

e |h(z)| < a para todo x € B . Sejau € C*(BF)NC! (Bigr) satisfazendo

—Lu =0, u>0 em B; (10)
anjOju = h(z)u, sobre 9'By .
Entao existe C = (n,a) > 1 tal que
maxu < C'minu
Bf By
Demonstracao:
Ver [9]. [
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Lema 3 Seja Q um dominio de R™, com n > 2 com a origem em sua fronteira. Assumindo que
prozimo de 0 a fronteira é a intersecio transversal de duas hipersuperficeis C? p =0 e o = 0.
Supondo também p,oc > 0 em Q. Seja vy(y) o vetor unitdrio normal exterior da superficie
{o =0} NN sobre y.

Seja (bi(y)) € *°, e {ai(y)} uma n x n,n > 2matriz simétrica de fungoes, satisfazendo para
constantes positivas A e A,

Aé? < Zaw V€& < A€ para € € R™ y € Q.

Definamos
0
M := g a; E i(y)=—.
J 8%3% " P b(y)ayz

Seja u € C%(Q) N CY(Q) positiva em €, e assumamos que u satisfaz, para uma constante
positiva A,

Mu < Au, in Q,
gu > —Au sobre {o=0,p>0},
u(0) = 0.
entao temos 9
u
—(0 0
31/( )>
onde v € um vetor no espago tangente de {o = 0} apontando para dentro de {p > 0}.
Demonstracao:
Ver [11]. [

Definicao 4 Seja f : U C C — C uma fung¢ao. Dizemos que f € uma fungao holomorfa se dado
z € U, f tem derivada complexa em uma vizinhanca de z. Dizemos que f € uma funcao inteira,
se f:C— C é uma fungio holomorma.

Teorema 13 (Pequeno Teorema de Picard) Se f é uma funcao inteira que nao assume pelo
menos dois valores, entdo f € constante.

Demonstragao:
Ver [3], pagina 297. [

Teorema 14 (Grande Teorema de Picard) Seja f uma func¢ao analitica com uma singularidade
essencial sobre a. Entdo em cada vizinhanca de a, f assume todos os valores, com exce¢do de

um numero finito deles, uma infinidade de vezes.

Demonstracao:
Ver [3], pagina 300. [
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Parte 1

O Método dos Planos Mobveis e o
Método das Esferas Mobveis
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Parte 1

Nesta parte mostraremos dois métodos, relativamente recentes, usados no estudo de equagoes
diferenciais parciais: o Método dos Planos Moéveis e, seu variante, o Método das Esferas Moveis.

No Capitulo 1, exibiremos o Método dos Planos Méveis, mostrando quais as principais
ideias embutidas nos seus argumentos afim de obter a monotonicidade e a simetria da solucgao
para uma dada equacao diferencial parcial ao longo de uma determinada direcao. Em seguida,
mostramos algumas de suas aplicagoes. Primeiramente, demonstraremos um resultado cléssico,
demonstrado por Gidas, Ni e Niremberg, utilizando os Planos Moéveis. Esta prova favoreceu a
popularizagao desse método, a partir da década de 80.

Neste capitulo ainda, classificaremos as solugoes da equacao Au + e* = 0, assumindo que
fRQ e é finito. A classificacdo é possivel, pois gragas ao Método dos Planos Moéveis provaremos
que a solucdo u é radialmente simétrica em relacdo a um ponto de R? e assume a forma

2
u(z) =In 32X
(4 + N2|z — z0]2)2

>,)\>O,:coeR2.

No Capitulo 2, inicialmente, tratamos da Transformada de Kelvin verificando algumas
de suas propriedades quando estamos em R?. Posteriormente, a exemplo do que foi feito na
secao sobre o Método dos Planos Moveis, explanaremos as ideias de como aplicar o Método
das Esferas Moveis. Para finalizar, mostraremos uma de suas aplicacées, demonstrando que sob
certas hipoteses em relacao a R(|z|) a equagao

Au(z) + R(|z|)e* = 0 para = € R?

nao possui solucao.

13



Capitulo 1

O Método dos Planos Moveis e
Aplicacoes

O estudo de solugoes para problemas elipticos é fonte de varias pesquisas, utilizando-se de
diversas ferramentas, como teoria dos pontos criticos e métodos variacionais. Neste capitulo
utilizaremos, basicamente uma, o Método dos Planos Méveis, para resolver algumas equagoes
elipticas.

O Método dos Planos Moveis é uma técnica que é utilizada para estabelecer algumas
propriedades qualitativas de solucées de equagoes elipticas nao-lineares, como monotonicidade e
simetria. O uso do Principio do Méaximo, nas suas mais diferentes versoes, é primordial para se
aplica esse método.

No Método dos Planos Moveis, comparamos a solu¢ao de uma equacao eliptica em dois
diferentes pontos, no par formado por um ponto e sua reflexdo sobre um hiperplano. Em seguida
movemos esse plano a uma posicao critica. Mais especificamente, a partir de um dominio
simétrico, utilizamos uma funcao teste, definida pela diferenca entre a solucdo do problema
aplicada em um ponto e sua reflexao em relacao a um hiperplano, que serd movido paralelamente
até uma posicao limite, onde esperamos que essa diferenca se anule, garantindo assim a simetria
da solucao em relacao a esse plano nesta posicao critica.

Este argumento pode ser repetido em qualquer direcao e dai concluimos a simetria radial
da solugao em relagdo a um ponto. Como obtemos a simetria radial da solugdo de problemas
elipticos em relagdo a um ponto, verificamos assim que a solugdo dependeréd apenas da distancia
em relagdo ao eixo de simetria, e portanto, transformamos as Equacoes Diferencias Parciais em
Equagoes Diferenciais Ordinérias, o que simplifica bastante a resolu¢ao do problema.

Esse método foi desenvolvido inicialmente pelo soviético A. D. Alexandroff, em 1956, em seus
estudos sobre simetria com problemas em superficies minimas com curvaturas médias constantes.
Na década de 1971, J. Serrin trabalhou com solugbes para equagoes elipticas de segunda ordem
satisfazendo algumas condic¢oes de fronteira. Para equagoes com simetria esférica, provou-se que
o dominio, no qual a solucao é definida, é, necessariamente, uma bola e que as solucoes sao
esfericamente simétricas. A partir dessa formulacdo houve um impulso no uso do método.

Em 1979, Gidas, Ni e Nirenberg estabeleceram a simetria radial de solugoes positivas para a
equacao
{ Au+ flu)=0 em  Q, (11)
u=20 sobre  0f2. '

14



Capitulo 1 Parte I

Usando o Método dos Planos Méveis, Gidas, Ni e Nirenberg obtiveram resultados de simetria
e monotonicidade para as soluges deste problema. Sua demonstragao original requeria que o
dominio tivesse fronteira suave, que f € C*() e também que as solucdes u € C?(2). Aplicando o
principio do maximo para dominios estreitos, Berestycki e Nirenberg foram capazes de generalizar
os resultados obtidos para qualquer dominio, requerendo apenas que f fosse localmente de
Lipschitz e que u € C%(Q) N C°(€), ou seja, requerendo apenas continuidade da solucio até
a fronteira. Além disso, no processo de obter estes resultados mais gerais, eles simplificaram
consideravelmente a demonstracao original. Desde entao, varias extensoes foram desenvolvidas
utilizando o Método dos Planos Méveis.

Neste capitulo, falaremos inicialmente dos passos basicos para aplicacio do método,
mostrando os principais argumentos utilizados em cada uma de suas etapas. Em seguida,
aplicaremos o método em dois problemas elipticos. No primeiro, demostraremos a simetria das
solugoes do problema acima citado, como foi feito por Gida, Ni e Niremberg. Posteriormente,
buscaremos provar que as solugoes do problema

Au+e* =0, x € R?;
fRQ e'(x) < o0,

sdo da forma 2
32
=1 A> 0,20 € R2.
¢)\,:CO($) n<(4+)\2l'—11?0|2)2)7 >0,x7 €

Para isso, utilizando o Método dos Planos Méveis, estabeleceremos a simetria das solugoes.

1.1 Descricao do Método do Planos Moéveis

Para termos uma ideia de como funciona o Método dos Planos Méveis. Tomemos o espago
euclidiano R™ como um exemplo. Seja v uma solugdo de uma dada equacgao diferencial parcial.
Suponhamos que se queira provar a simetria e a monotonicidade de v em uma dada direcao,
digamos na dire¢ao do eixo 1. Tomemos A um nimero real. Definamos,

T\ ={z = (21,22, ..., zn) € R"; 21 = A}.
um plano perpendicular ao eixo x1, que sera movido.

Seja ¥y = {x € R™x; < A}, a regido situada a esquerda de T). Agora, consideremos,
2 = (2\ — 21,29, ..., ¥,,) a reflexdo do ponto (x1, 29, ..., z,) em relagdo a Ty. Como ilustrado na
Figura 1.1.

LN

Ehy

Figura 1.1: Reflexdo de um ponto x em relagdo a um hiperplano T).

15
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Vamos comparar os valore de u nos pontos x e 2* e pretendemos obter a simetria de u em
relacao a algum plano T),. Desse modo, definamos

wy = u(z?) — u(z) em .
E devemos mostrar que para algum Ao, wy, = 0, para todo x € X,.
Geralmente, dividimos desenvolvemos o método em dois passos:
Passo 1: Mostramos que para A < 0 com moédulo suficientemente grande, verificamos
wy > 0 em Xy. (1.2)
Assim, poderemos comegar a mover o plano T de uma vizinhanca de z1 = —oo ao longo
da diregao x; para a direita, de modo que a ainda valha a desigualdade acima.
Passo 2: Continuamos movendo o plano a uma posi¢ao limite, mas precisamente, definimos
Ao = sup{\; w(z) > 0, para todo = € ¥ }.

E finalmente, concluimos que wy, = 0 para todo € Xy, ou seja, u(z?) = u(z), em outras
palavras, obtemos simetria de u sobre T),.

Este tltimo passo, normalmente, obtido por um argumento de contradigao. Supondo que
wy, #Z 0, entao existe A > A\g de modo que ainda temos wy > 0 em X, contradizendo a
definicao de A.

Assim, podemos observer que (1.2) é a chave para do Método dos Planos Moveis para
Equacgoes Diferenciais Parciais, pois permite o uso de uma outra poderosa ferramenta: o Principio
do Maximo.

Agora iremos exemplificar aplicagoes desse método. Primeiro, em um dominio limitado do
R", em seguida, para um dominio néo limitado, o R2.

1.2 Aplicacao para dominio limitado

A titulo de motivagdo poderemos considerar o seguinte teorema.

Teorema 15 (Gidas, Ni, Nirenberg) Seja u € C?(B1) N CY(B1) uma solugdo positiva de

{ Au+ f(u) =0 em By, (1.3)

u=0 sobre 0By,

onde f € localmente lipschitziana em R. Entdo u € radialmente simétrica em By e % < 0, se

x # 0.

Provaremos uma versao mais geral do teorema anterior, veja o seguinte Lema:

16
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Lema 4 Seja Q C R™ um dominio limitado, convero na direcdo x1 e simétrico com relacdo ao
plano {x1 = 0}. Seu € C2(Q)NC(Q) ¢ uma solucio positiva de

Au+ f(u) =0 em (2,
{ u =0 sobre 052, (1.4)

onde f € localmente lipschitziana em R. Entao u é simétrica com respeito a x1 e D(x1)u(x) < 0
para todo x € Q com x1 # 0.

Facamos as seguintes consideragoes:

Sejam Q C R" e a = sup 1 para (71,y) € Q, onde y € R""!. Para 0 < A < a. Consideremos:

o Yy ={(z1,y) € Q21 > \};
o T\ ={(z1,y) € L1 = AL
o 2 = (2\ — 21,29, ..., 1,) para (21, T2, ..., Tp).

Como esquematizado na Figura 1.2.

-

Qu—];

Figura 1.2: Regiao Xy definida a partir do hiperplano T}.
Afim de comparar o valor da solu¢do u em Xy com a sua reflexdo, definamos
wy(z) = u(z) — u(z), para todo z € .
Observemos que
Awy(z) = Au(z) = u(a) = f(u(z)) = fu(@?)) = c(z, Nw(z). (1.5)

onde

c(z,\) = w@) —u@) reXy com u(x)# u(x)
0, reXy com wu(x)=u(z).

Como f é localmente lipschtiziana em R temos existe C > 0 tal que

|f(a) = f(b)] < Cla—1],

17



Capitulo 1 Parte I

para quaisquer a,b € R. De outra forma,

|f(a) = F(b)]
BRI

entdo para a = u(x) e b = u(x) segue que c(x, \) é uma funcio limitada em Xy.
Passo 1:

Afirmagao 1 Ewiste A € (0,a) tal que wy < 0 para todo x € X.

Demonstragao:

Inicialmente, verificamos u(x) = u(2*) sobre Ty e quando x € 9y \ T temos que u(z) = 0
e u(z*) > 0. Dessa forma, temos que w)(z) ndo ¢ a fungdo identicamente nula quando = € 9X).
Mais ainda, wy(z) < 0, sobre 0€2,.

Considerando agora o problema:

{ Awy () + e(z, \wy = 0, em Ly (1.6)

wy <0 e wyZ0 sobre 0.

Entao, devido ao principio do maximo para dominios estreitos, observemos que para todo A
suficientemente proximo de a, temos que wy < 0 em £2).
]

Passo 2:
Afirmagao 2 Agora consideremos
Ao = inf{\;wy(z) <0,Vz € 3, p < A}
Entao, A\p = 0.
Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que A9 > 0, entao pela continuidade de u, segue que wy, < 0 em Xy,
e wy, < 0, sobre 9¥),. Assim, pelo Principio do Maximo Forte, obtemos w), < 0 em X, ou
seja, Ao € {A > 0;w, <0, em 3, <0, quando A < p < a}.

Afirmamos ainda que para todo € > 0,

Wxy—e < 0 em My, _.

g

De fato, consideremos 4 fixo e seja K C Xy, subconjunto fechado tal que Xy, \ K| < §.

Como ilustrado na Figura 1.3.
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Figura 1.3: Aplicando o Principio do Maximo em Xy, \ K.
Como w), em Xy, segue que
wy, () < —m < 0, para todo = € K.
Por continuidade, temos que
Wyy—e() < —m < 0, para todo z € K. (1.7)

Considere € suficientemente pequeno tal que |X),— \ K| < 0. Escolhendo, convenientemente, 9,
podemos aplicar o Principio do Méximo para dominios estreitos a wy,—. em ¥y,_ e dessa forma,
como temos

Wxg—e <0 em Xy, _ \ K. (1.8)

Por (1.7 e(1.8), segue que

Wxy—e < 0 em Xy, _ \ K.

Logo obtemos para € > 0 suficientemente pequeno
WHrg—e < 0 em 2)\0.
Contrariando a escolha de Ay e, portanto, devemos ter A\g = 0. [

Prova do Lema

Demonstracao:
Em particular, temos que w) atinge seu maximo em 7T} e, portanto, wy < 0 em X, ou seja,

U(T1y ey Tn) < U2\ — 1, ..., Tp)

Fazendo A — 0, segue que
WLy ey X)) S U(—T1y ey Tp)-

Pela simetria de €2, usando raciocinio analogo, para A € (—a,0) concluimos que

U(=21, ey Tn) < U(T1y ey Tp).
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Dessa forma obtemos a simetria de v em relagdo ao plano {x; = 0} Temos ainda que

aw,\ auA
—(A 20) =2—"(A
Fay 00,00 = 2572(3,0,0,...0)

para todo A € (—a,a), e como consequéncia do Lema de Hopf, aplicado a w) e X segue que

BL(SC) < 0 para todo = € €.
85[,‘1

Prova do Teorema (]1.3))

Demonstragao:

Apliquemos o Lema e obtemos a simetria a direcao xi, mas como o laplaciano e invariante
por rotagao, verificamos a simetria em qualquer direcao e usando argumento anélogo, portanto,
temos que u é uma fungao simétrica em relagdo a origem. [ |

1.3 Aplicagao para dominio nao limitado

Nesta secao, iremos provar o seguinte resultado:

Teorema 16 Seja u € C?(R?) solugio de

u __ 2
{ Au+e*=0, xz€R (19)

Jxe et(®) < 400,

entdo u € radialmente simétrica com respeito a algum ponto z° de R? e, portanto, assume a

forma

32\ 0 o
P20 () :ln<(4+)\2$—1‘0|2)2) ,A> 0,20 € R (1.10)

®»z0(2) ¢ uma familia de solugées explicitas para ([1.9)).
32)2 0 -
(44')‘27“2)2) onde r = |z — 2°|. Dai,
V' (r) = —4X2(4 4+ N7
V" (r) = 8AHA + A2 732 — 4N (4 4+ N2

De fato, escrevendo v(r) = log (

e assim temos

1 322
" /
v (7’) + ;7) (7’) = —m.
Logo,
1
0" (r) + =/ (r) + e’ = 0.
T
Portanto,

Ay 40 + €0 =0 em R™. (1.11)

Entao, é natural verificar se estas sao as tnicas solugoes desse problema. Dessa maneira,
o teorema ([16)) vem responder afirmativamente a este questionamento. Entao, para atingirmos
nosso objetivo nos basearemos em uma estimativa do limite superior para a solugao no infinito,
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e depois aplicaremos o Método dos Planos Méveis.

Primeiro obteremos uma estimativa para comportamento assintético para as solugoes. Em
seguida, para mostrarmos a simetria, moveremos a famfilia de linhas que sao ortogonais para
uma dada direcao do infinito negativo a uma posicao critica e assim verificamos que a solucao é
simétrica nessa diregao sobre a posicao critica. Mostraremos também que a solugao ¢é estritamente
crescente antes da posicao critica. E como a direcao pode ser escolhida arbitrariamente,
concluiremos que a solugao serad radialmente simétrica sobre algum ponto. Finalmente, pela
unicidade da solugao do problema de Equagoes Diferenciais Ordinarias.

W)+ ) = f)
u/(xO) _ 0 (1.12)
u@) = o

verificamos que a solugao de (1.9)) deve assumir a forma de ¢y o(z).

Agora, usando a estimativa de Ding para o limite inferior da integral fR2 e"dx, estudaremos o
crescimento das solugoes no infinito e obteremos um resultado essencial para aplicacao do método
dos planos méveis.

Lema 5 (Ding) Se u é solugio de Au = e“®) em R? e Jge e"®)dx < 400, entdo Jxe @) dy >
8.

Demonstragao:
Para —oo < t < +00 dado € = {z € R%;u(x) > t} podemos obter

/ e“(m)daﬁ:—/ Au:/ |Vulds, (1.13)
Q4 Q¢ o

pois pela identidade de Green, temos

ou
Audx = — :/ (Vu,v)ds,
o) o0, W Joq,
. . . Vu
onde v é um vetor exterior unitario. Tomando v = _W’ obtemos ([1.13)).
U

A féormula da co-area nos diz que

o fIVuldx = /_too </8S2t fds> dt.

1
Usando-a para f = -—— temos

[Vul
1 t 1
‘Vudaf—/ (/ >dt.
/Qt |Vl IV —oo \Jag, 1Vl
t 1
/ ldx = / </ ds) dt.
o —oo \Wan, [Vl

t 1 o0 1
Q —/ (/ ds)dt——/ (/ ds)dt.
€2 —oo \Jag, [Vu| ¢ a0, |Vul

21
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Derivando em relacao a t temos

d ds
AT / .
dt| t‘ o0 \Vu|

Pela desigualdade de Schwartz segue que

ds / / 1
. Vu| > Vulds
/{mt |Vul 6Qt| | o0, |Vl [Vl

e pela desigualdade isoperimétrica, temos

2 2

= \8Qt\2

= / 1ds
o0,

109 |2 > 4|0

ds /
B vl > 49,
/c‘mt |Vul 8Qt| |2 46|
- i|Qt| / @ dx > 4|y,
dt o, =

u
) ) e
Além disso, usando a férmula da co-area para f = Yu temos

/ “d:L‘—/ / —dsdT
O o0,

mas como 9 = {z € R%;u(x) = t} temos

o0 1 t 1
/ e“daz—/ eT/ ——dsdr = —/ eT/ ——dsdr.
Q t o0, YU o Joa, Vu

Assim,

e, portanto,

Dessa forma, derivando a expressao acima em relagao a t e usando (|1.14)) segue que

d
— | e'dx=— < / / dsd7'> =—e / —ds =e —\Qt\.
dt Q; dt o0, o0, dt

Temos também

/e“dx:// dex:// eldtdx
R2 R2 JO R2 J—oc0
:// etx{u>t}dtdx:/ /etx{u>t}d:zdt:// e'xq,dzdt
R2J _ 2 R2
/ /thdmdt / e'|Qy|dt.
RQ

/ e“dx:/ e'|Qy|dt.
R2 —00

Logo,

Agora calculemos
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Capitulo 1 Parte I

Por (|1.18]) e (1.15)), segue entao

d 2 d
7 </Qt e“(x)d:n> = 2¢! (dt|Qt|> -/Qt "D dx < —8met - Q). (1.20)

Integrando de —oco a +o0 temos, por ([1.19))

2
- </ e“(x)dm> < —87T/ @) dy (1.21)
R2 R2

e'dx < 8w, ja que por hipotese / e'dr < co. ]

0 que implica /
R2

R2

E importante observar que esse Lema nos permite obter o comportamento assintético para
as solugoes de ((1.9) no infinito.

Lema 6 Se u(zx) ¢ solugao de (1.9), entao quando |z| — oo,

u(z) 1
In |z| 21 Jgr2

@) uniformemente. (1.22)

Demonstragao:

Pelo Teorema , segue da condicao fRQ @ dr < oo que a solugdo w é limitada
superiormente.

1
Dado w(x) = o /]R2 (log |z — y| — log(|y| + 1)e*®dy, temos

1 1
w(zr) = o /RQ log |z — y|e”(y)dy — 5 /IR2 log(|y| + 1)6u(y)dy’

Observemos que
1 u(y)
Aw=A— log |z — yle"¥dy
27 R2
Entao pelo Teorema , segue que

Aw = e* para todo = € R?.

Agora mostraremos que

1
w(z) — / ¢“®dz, uniformemente quando || — co. (1.23)
log|x| 27 Jge

Para obtermos isto precisamos verificar que

1 —y|—1 1) =1
log |z Jg2 R? log ||
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Capitulo 1 Parte 1

quando, |z| = co.

Escrevamos I = I1 + Is + I3, onde I, I» e I3 sao, respectivamente, as integrais sobre as trés
regioes seguintes

Dy ={y e R* |y —z| < 1},
Dy={yeR%[z—y|>1ely <K},

Ds={yeR%[x—y|>1elyl > K},
com K > 0. Como mostra a Figura 1.4:
4

K
D,

L
Figura 1.4: Regides D1, Dy e Ds.
Admitamos que |z| > 3.
a) Para estimar
1 —yl—1 1) —1

le—y|<1 log ’x‘
notemos que como |z — y| < 1 segue que log|z — y| < 0, portanto, I; é negativo e dessa
forma |I| = —1I4.
Assim,

| _/ —log |z — y| +log(|y| + 1) + log !wleu(y)dy_
le—y|<1 log ‘$|

Mas como |z —y| < 1, temos que |y| +1 < |z —y| + |z] + 1 < 2 4+ |z| e, desse modo,
log(|y| 4 1) < log(|| + 2), assim,

—1 — 1 2
lz—y|<1 log ‘$|

log |x| + 2

— 1. Logo, para |x| suficientemente
log ||

Observemos que |z| — oo temos que

log |z| + 2

< (1 e, portanto,
log |z|

grande temos que
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Capitulo 1 Parte I

log |z —
L] < 01/ ) dy _/ Me"(y)dy.
lo—y|<1 o—yl<1  1og|z]

Como / e“(y)dy < oo, segue dado € > 0 exite R; > 0 tal que / e“(y)dy < e. Desse
R2 ‘y|>R1

modo, para €; = ﬁ temos

€
Cl/ e(y)dy < 7
ly|>R1

1 —
= | %8 12=ylu(y) §y. Devemos observar
lxe—y|<1 log |z|

que quando y — =z temos que log|z — y| — —oo. Para evitarmos esse problema,

lolgolgﬁ;f"e“(y)dy, onde 0 < 0 < 1. Temos, assim, que em

Agora estudaremos o comportamento de I

definamos Iy = [; . 1<

Dy, ={y € R% 6§ < |z — y| < 1}, como e* ¢ limitado uniformemente, temos

/ loglz —y| ,
———dy]|.
0<|z—y|<1 log‘ﬂ

Para |z| suficientemente grande temos

Iy, = Cy

- Cy
Lo< 2
' = log|a]

/ log |z — y|dy
0<|z—y|<1

Usando coordenadas polares calculemos

1
/ log|x—y|dy:27r/ rlogrdr = 2r(6%log§ — 1/4 + 6%/4)
o<|z—y|<1 )

Fazendo 6 — 0 temos .

T
lim log |z — yldy = ——
i | glr —yldy 5
Dessa maneira, para |z| grande o suficiente temos que

fl g 7TCQ
2log |z

€
< =
-2

Logo I1 — 0.

b) Para cada K fixado, verificamos em Ds que |z — y| < |z| + |y| < |z| + K. Temos, assim

log|z — y| —log(|y| +1) —loga|| _ |log(|z| + K) —log(K + 1) — log ||
In |z| - log |z|
K
B log% —log(K + 1)
log |z|
Dali,

K
log |z — y| — log(|y| + 1) — log |z| log(1+ 137) log(K +1) o
log || log || log || ’

quando || — co. E assim, como e* é limitado, Iy — 0.
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Capitulo 1 Parte I

¢) Para vermos que Is — 0, fixado K, observemos que |z —y| < |z|+|y| < |z|+ K e usados o fato
de que |z —y| > 1, temos assim, 0 < log |z — y| < log(|z| + K), e para |x| suficientemente

1 K
grande temos M é limitado.
log |z|
log |z —y| —log(|y| +1) —log|z|| _ |log|z —y[| |log(ly| +1)
+ +1
log || log |z log |z
logla —yl|  [log(IK|+1)| <C
log |z| log ||

e fazendo |r| — oo, usando o fato de que / e“(y)dy < oo, por argumento analogo
2

utilizado em a) verificamos que I3 — 0. Portan[‘;&o, por a), b) e c) segue (1.24).
Consideremos a fungao v(x) = u(z) + w(z). Entao Av = Au(z) + Aw(z) =0, e
v(z) < C+ Chlog(|z| + 1),
para algumas constante C' e C';. Notemos que, para 0 < a < 1

I 1
lim C + Cy log(t + )_>

t—o00 te

0,

logo C + Cylog(|z| + 1) = O(|z|*) e , portanto, v(z) = O(|z|*) e pelo Lema ({I]), v é constante.
Logo u = —w + C, com C € R, e o resultado segue. |

1.3.1 Prova do Teorema (|16))

Verificaremos que a solugdo de deve assumir a forma de ¢, ,o(x). Para isso, basta
verificar a simetria da solugdo em relacdo a uma direcdo qualquer, pois dessa forma, pela
invariancia do operador eliptico de segunda ordem pela rotagao, obtemos a simetria em qualquer
direcao. Logo nossa equagao vai depender apenas do raio, ou seja, a equagao passa a depender de
um namero real. Portanto, nosso problema se transforma em uma Equagao Diferencial Ordinéaria,
e como sabemos que é uma familia de solugbes para , obtemos pelo Teorema que

essas sao as unicas solugao.

Assumindo que u é solugao do problema ([1.9)), mostraremos a monotonicidade e a simetria
da solugao na diregao x1, sem perda de generalidade.

Primeiro, estabeleceremos um sistema de coordenadas de R? adequado, de maneira que os
pontos de maximos de u fiquem & esquerda da reta x; = —3. Isto é possivel gracas ao Lema @,
que garante o comportamento assintético de u no infinito.

Para A € R, definimos
Xy = {(1'1,.%'2);331 < )\}

82,\ = T)\ = {(1‘1,.%’2);.’B1 = /\}

Tomemos
2 = (2X — 21, 29),

a reflexdo do ponto x = (x1, x2) sobre a reta T).
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Capitulo 1 Parte I

Definimos wy = u(z?) — u(x) e Wy = com g(z) = log(|z| — 1). Notemos que wy e Wy

&
g(x)’

estao bem definidas pois A < —2,x € X,.

Observemos que
Awy(z) = Au(z) — Au(z) = —etl®) 4 ul@),

Mas pela continuidade de e“ e pelo teorema do valor intermediério, temos que existe um
() entre u(z) e u(z) tal que

@) 1 eu@) = _¥(@) (y(z2) — u(z)) = —e¥@wy(z).

Assim, obtemos

Aw)y (z) 4+ @ wy (z) = 0. (1.26)

notemos que para f, g € C(R?) com g(x) # 0 para todo z € R? temos

f
vizvf.g+vg.f:Vf+Vg-§
g g° g

Desse modo, obtemos B
Vwy, = 2, (1.27)

Também verificamos que

A<f> _Iapl iy <f> ~vg—i2Ag.
g 9 \yg g

Desse modo, obtemos

Vs = - (1.28)
¢ 2 1
AWy + =Vg - VI, — —Awy + —2Ag =0,
g g g
usando (?7) segue que
2 1 A
Awy + Vg -Vw), — f(—ew(x)w,\) + 29 =0,
g g g9 g
ou seja,
2 A
AWy + —Vg-Vwy + <6w(m) + g> A =0
g g g
e assim,
2 A
AWy, + ;Vg VW, + (ew + gg> wy =0, (1.29)

onde () & um ntimero real entre u(z) e u(z?).

Antes de comecarmos a aplicar o método, vamos verificar o seguinte resultado:

27



Capitulo 1 Parte I

0

Lema 7 Existe um Ry > 0 (independente de X\), tal que se x° um ponto de minimo de Wy e

wx(z?) < 0, entdo |2°| < Ry.
Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, dado R exista Ar tal que se

com |zo| > R e Wy, (2°) < 0. Dessa forma, temos

um ponto ¢ de minimo de Wy,

— AWy, (2%) €0 e Vi, (2°) = 0 (1.30)
E aplicando em ([1.29) segue que

A 0

Por outro lado, como temos wy(z®) < 0, verificamos que u(z%) — u(z%) < 0, portanto,
u(29) < u(x?). Desse modo, ¥ (x°) < u(x?).

Pelos Lemas @ e , temos que existe um R; tal que se |rg| > R; verificamos que
u(xo)
log [o|

< —4 e, portanto, e¥(@") < |29 ~4.

Agora calculemos 29
g

Primeiro, notemos que
;

Jg _ =l _ T
O, |z|—1 |z[*—|z|’
logo,
2 2 _ 2}
org o — o] — 202~
ox7 — (l2* = |x)?
Portanto,
2 2
2f2 — fo] — 223 — T Jal? — |2| - 203 —
g =
(lz[* = |z])? (lz[* = Jz])?
I o e . D _ 1
(lzf* = |2])? (|lz]* = |2])? || (|| — 1)
Desse modo,
A 1
29 . . (1.31)
g |z|(|z] — 1)*log(|z| — 1)
Logo,
A
V@) L 29 0, se |2°| > Ry. (1.32)
g

Tomando R > Ry, obtemos uma contradicio, assim, devemos ter |2°| < Ry para algum Ry. =

Observagoes 2 Em outras palavras, o Lema nos garante que 0s pontos de minimos negativos
de wy pertencem na bola Bp,.

28



Capitulo 1 Parte I

Agora estamos prontos para aplicar o Método dos Planos Moveis.
Passo 1:

Afirmagao 3 Para A < 0 com mddulo suficientemente grande, temos que
wy > 0, para todo x € ). (1.33)

Demonstragao:
Consideremos Ry como no Lema e tomemos A < Ry De fato, supondo, por absurdo, que
exista algum z € X tal que wy(x) < 0. Pelo Lema (6]), temos que

|z|—oo log ||
é finito e, portanto, obtemos que ‘ lim wy = 0. Dessa forma, dado € > 0 existe Ry tal que se
z|—00
|x| > Ra, verificamos que |w)| < €, dai como W) é continua, para x € Br, N Xy temos que W) é
limitada. Como w)y e Wy tém o mesmo sinal, podemos achar z°, um ponto de minimo negativo
de Wy com |xg| > Rp. Contradizendo o Lema . ]
Agora, moveremos o plano T para a posicao limite afim de obtermos a simetria.

Passo 2:
Seja A\g = sup{A\;w,(z) > 0,Vz € ¥,,v < A}.

Pelo comportamento assintotico de u quando, |z| — oo temos que A é finito. Agora, afim
de obter a simetria de u afirmamos que

Afirmagao 4 Para )\, temos wy,(z) = 0 para todo x € X, .

Demonstragao:

Pela continuidade de u ja temos que wy, > 0.
Agora, verificamos que wy, > 0 para todo x € X,.

De fato, por (1.26) e c pelo Principio do Maximo Forte constatamos que o minimo de wy, é
atingido sobre T}, onde w), = 0 dessa forma devemos ter

wy,(x) >0 em Xy,. (1.34)

Afirmamos ainda que existe um &g > 0 tal que, para todo 0 < § < dg e temos

Wxg+s(x) > 0 em Xy, 45 (1.35)

Suponha, por absurdo, que isto ndo ocorra, entdo podemos tomar uma sequéncia {§;} C R
tendendo para zero. Para cada 4, tomemos um z* correspondente que seja um ponto de minimo
negativo de wy,s,, pelo Lema temos que |2?| < Ry para todo i = 1,2,3,... Logo, existe uma
subsequéncia {z%*} convergindo para algum ponto 2° € R?, como u, g € C?(R?) temos que

vw}\o (xO) = zklgnoo vw}\o—i-&k ($zk) =0e @)\0 (x()) = zklgnoo w)\o—i-&k (xlk) < 0. (136)

Mas pela definicao de Ao temos que w), > 0, portanto, devemos ter @,\O(xo) = 0. Agora,
aplicando em ([1.28)), segue que
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Vwy, (2°) = Vi, (2°)g(2°) + Vg (2°)@y, (%) = 0 + 0 = 0. (1.37)

Como w(x’) = 0, também temos wy,(z°) = 0, dai pelo Principio do Maximo, temos que
20 € 0% xo = I, Mas pelo Lema de Hopf, temos que a derivada normal exterior

8“})\0 0
5 () <0

contradizendo ([1.37). Desse modo, devemos ter wy,+5(z) > 0 para todo z € Xy,15. Isto gera
uma contradicao com a definicao de \g. Portanto, o resultado segue.
[ |

E como podemos repetir o argumento para qualquer direcdo, obtemos a simetria radial de u
em torno de 2¥. Entdo, temos nosso problema simplificado para o problema de Equacoes Parciais
Ordinarias (|1.12)), donde segue a unicidade da solugao, e temos a familia (1.10]) é a Gnica solugao

para (L.9).

Observagoes 3 Um resultado semelhante ao Teorema € obtido par n > 3. Para isso,
trabalhamos com as condigoes

Au(z) +uP,u > 0 para z € R"

comp=n+2/n—2. e @
u(z

lim ——=— < o0.

|:I:\1£>noo C|$|27n o
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Capitulo 2

Transformada de Kelvin e Método das
Esteras Moveis

Para diversos problemas sobre um dominio nao-limitado, inicialmente, tratamos de resolvé-
los em uma parte limitada deste dominio, sem perda de generalidade, uma bola. Entao,
posteriormente, faz-se necessirio seu estudo fora da esfera que delimita esta bola. Assim,
podemos pensar em usar uma inversao, que transforma o exterior da esfera em seu interior,
conservando sua fronteira, possibilitando resolver esse problema de forma mais simples. A
transformada de Kelvin, desenvolvida em 1847 pelo préprio Lord Kelvin, é uma inversao que
também preserva o sinal do laplaciano. E assim, torna-se uma ferramenta bastante utilizada
para tratar de alguns problemas elipticos .

Um variante do Método dos Planos Moveis, o Método das Esferas Moveis, utiliza a
Transformada de Kelvin como ferramenta indispensavel na sua aplicacao. Este método foi
desenvolvido por Naito-Suzuki(1991). Posteriormente P. Padilla generalizou essa ideia para
dominios anelares, na sua tese de Ph.D (1994), sob a supervisdo de Nirenberg. A partir dai,
Chou-Chu (1993) e Chen-Li (1995) utilizaram essa técnica em seus trabalhos. Recentemente,
este método tem sido aplicado com bastante sucesso em trabalhos de Yan Yan Li (e colaboradores)
para equagoes com propriedades de invaridncia conformal, incluindo equagodes nao-lineares.

2.1 A Transformada de Kelvin.

Definicao 5 Seja x € R™ e A > 0, definimos a reflexao de y com respeito a By(z) como sendo

0 ponto

Ay —x
=+ (v 2).
ly — z|

E importante salientar uma propriedade geométrica interessante dessa reflexdao. Dado z € R™
e A > 0, a reflexdo de qualquer ponto y fora(dentro) da bola By(z) serd um elemento de
dentro(fora) desta bola, e se y € 9B)(x), entao y coincide com sua reflexdao. Veja Figura 2.1:
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v

Figura 2.1: Reflexdo do ponto y em relagao a esfera B)(x).

Definicao 6 Sejam x € R™ e A > 0, a Transformada de Kelvin da fun¢ao u com respeito By(x),
denotada por uyz  como sendo

N (y — —
Ug;,,\(y)=u<a:+w>_4log<’y ‘T’) pamn:Q
ly — x| A

)\ ’I’L—2 )\2 —
U:z:/\(y) = <|y—:r\> U <;U + M) para n > 3.

ey € R"\ {z}.

A partir de agora, destacaremos as propriedades da Transformada de Kelvin para n = 2,
uma vez que nosso objetivo é estudar problemas em subconjuntos de R%r. No entanto, faremos
algumas observagoes em relagoes as dimensoes maiores que 2, afim de destacar as semelhangas

entre esses casos.

Proposicao 1 Sejau € C?(R?) de modo que Au tenha sinal definido. Consideremos Ug \, €Ntao
Aug ) tem, em R?/{z}, o mesmo sinal de Au.

Demonstracao:

De fato, suponhamos, sem perda de generalidade que Au > 0 em R%2,z = 0 e A = 1.

Verificamos que
_ Y _ Y
Bunnte) =8 (v () et ) =2 (7)) 2

em R?\ {z}, pela linearidade do laplaciano e pela harmonicidade do logaritmo. Agora, para cada
x # 0, denotemos y = (x1,22) e
=Y <yl @/2)
[yl \lyl?" |y[?

a inversdo de x com respeito a esfera unitaria. Verificamos que

oG _ 1 <5jk_22yj?/k>

dyr  |yl? lyl?
com d;; = { (1) zg 2#3’ e também
2
oo 1,
— Jy; Oye |yt
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E assim,
N 1

¢ 06  TCF "

Consideremos ¢ como um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais de ¥y, deduziremos
que o tensor métrico do espaco euclidiano em coordenadas curvilineas.

2
Oy Oy, 1
, = 50,
gjk‘ Cj gk’ 847 aCk ’C‘4 ]k‘

Isto implica que os coeficientes de Lame sao da forma

1
hj =1/95(G,G) = ek

E calculamos o laplaciano da funcao u da seguinte forma

_ 1 22:‘9 I hu, Ou
szlhk = 8yj hjz 8Cj ’

0 que implica

ou ainda,
uly) = m‘*iazw D= S W)
Ve = ¢ Y bt
IR N
=t y|4A< (W))‘
Assim

A(u( i) =it duto)

Augi(y) = y|* Au(y).

E dessa forma, segue o resultado. [

E portanto, de (2.1, temos que

Observagoes 4 Para R™ com n > 3, obtemos o mesmo resultado, que é demostrado de forma
andloga, no entanto, podemos verificar que

n+2 2 o
ly — x| |z — yl|?

Lema 8 Suponhamos f € Cl(@) satisfazendo

f(y) = fax(y) > 0 para cada x € OREF,)\ >0, ey € @

onde

B Ny —x) ly — 2|
Jer(y) = f <96'+ ’w_y’g) —4log N

Entao
) = f(y1,y2) = f(0,42) para todos y = (y1,y2) € R
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Demonstragao:
Para cada x € 8Ri, isto ¢, x = (s,0), A > 0, definamos

9o (V) = F(y) — for(v),y ERY, ly — 2| > A

Entao para x = (s,0) temos

r—yl*y —=x -z
gm,.x_yw):f(y)—f(w'y'(y))—4log'y L= p) - fw) =0

|z —yl? z—yl
E para 0 < r <1 temos por hipétese que

Gz 7|z —y| (y) <0.

Consequentemente, verificamos que

d
% {gx,r|y—x\ } ’7”21 <0

Observemos, ainda, que
d
a{gx,ﬂyfx\}’r:l = —Vf(l’ + (y - 'CC)) ’ 2(y - CIZ) +4

- (§£<y><y1 R 5;2(%) t<o
Dali,

(§;<y><yl st §§2<y>y2) 59

e dividindo ambos os membros por |s|, obtemos

(0 (") * o) = oy

||
Fazendo s tender ao infinito temos

. of Y1 of |2 .2
Jim <8xl(y) <|S| - 1> + 8952@)\50 > lim —

§4-00 ‘3‘

ou seja,

0
Dessa forma, segue que —

Do (y) > 0 Fazendo, agora, s tender ao infinito negativo temos

. of Y1 of Y2 . 2
| — = 4+1)+=—(y)= ] > lim —
st o <8a:1 () <|s] > Oy ) |s] 500 |s]

segue que %(y) > 0 e, portanto, Banl(y) = 0, donde concluimos que f é constante com relagao
a Iq.
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Lema 9 Suponha f € C'(R) tal que para todo b € R existe algum vy, > 0 satisfazendo

f(s+b) = f(%—l—b) —4log <‘S> para todo s € R\ {0}.

Vp
Entao para algum sy € R, a,d > 0,

a

(3—30)2—|—d> , para todo s S R.

7o) =1os
Demonstragao:

Consideremos
h(s) = e~ 1)/2 para todo s € R.

Entao, por hipotese, segue que

vy dloe( L5l 2 2
h(s+b) = e /(0)/2 = e(f( Fb)—4l g(”b>>/2 = %h <Vb + b> , para s € R\ {0}
v s

Dessa maneira, para |s| grande

h(s) = h(s +0) = S—Zh (”3 + b) = iz (h(O) o2 1o <12>> ,

g S

ou seja,

2
h(s) = h(O)hig)s2 + 1 (0)s+ O (Slz) V—g. (2.2)
e, também,
s 2 2 s —b)2
h(s) = h((s — b) 4 b) = < Vbb) h(s_bber) _ ! Vbb)
(8 — b)2 / Vi
- <h(b)+h(b)s_”b+0<s2>>,
ou ainda,

2 s — b2
h(s) = hIE,l:)SQ (h/(s) - 2b};b(b)> 5+ b Zfb) + A (b)b+ O <(s —1b)2> ( ng) (2.3)

Comparando as equagoes (2.2)) e ([2.3)), obtemos

2
MO _O) RO
Yo o0 Yo
h 2bh(b
Assim, fazendo a substituicao h(b) = 0z em h'(b) — 2( ) = h'(0) temos
140} I/b
2bh(0
h'(b) — 2( ) = h'(0).
0

Integrando ambos os lados da equacao acima na variavel b, obtemos

h(b) — —2b* = B (0)b + C,
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para algum C € R. Fazendo b = 0, verificamos que C' = h(0) Dai segue que

h(0)

=2

h(b)
Yy

b* + W' (0)b + h(0), para todo b € R,

assim,

h(0 h'(0 h(0 RO\ vin'(0)2
h(s) = (2) <b2 + g h((O))b—ng) = V((Q)) ((b—i— 251()())()) _ zh(é); +V§>

R/ (0)v2 d— 7y§££[()?%2 n Vg

@= g0y S0 = TEm(o) €

e dessa forma, h(s) = 1((s—s9)?>+d) com a > 0 e d > 0, pois, por defini¢do, h(s) > 0 para todo
seR. u

2.2 0O Método das Esferas Moveis

O Método das Esferas Moveis funciona semelhantemente ao Método dos Planos Moveis, no
entanto, ao invés de tomarmos um plano perpendicular a uma direcao fixada, partimos de uma
esfera com o centro fixado.

A titulo de exemplo tomemos o espago euclidiano R™. Seja u uma solugdo de uma dada
Equacao Diferencial Parcial. Suponhamos que se queira provar a monotonicidade e simetria
radial de u em relagdo a um ponto xg. Seja A um nimero real e consideremos 0B), a esfera que
serd movida.

Seja ¥y = {z € R™z| > A}, a regido situada fora de JB). Agora, consideremos,

2 = Xx/|z|? a reflexdo pela Transformada de Kelvin do ponto 2 € Xy em relacdo a OB).

Como ilustrado na Figura 2.2.

'3

a
y

Figura 2.2: Reflexdo de um ponto x em relagdo a uma esfera Bj.

Vamos comparar os valores de u nos pontos = e z* e pretendemos obter a simetria de u em
relagao a alguma esfera B),. Desse modo, definamos

wy = ug ) (x) —u(zr) em Xy.
E devemos mostrar que para algum \g
wy, = 0, para todo z € X),.

Geralmente, dividimos o problema em dois passos.
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Passo 1: Mostramos que para algum A > 0 , verificamos
wy > 0 em X,y. (2.4)

Assim, poderemos comegar a mover a esfera 9By de modo que a ainda valha a desigualdade
acima.

Passo 2: Continuamos movendo a esfera uma posicao limite, definimos, por exemplo,

Ao = inf{\;w(z)) > 0, para todo z € X)}.

Observagoes 5 Dependendo do comportamento da solugdo u do problema considerado
podemos definir
Ao = sup{\;wy(z) > 0, para todo x € ¥y }.

E finalmente, concluimos que wy, = 0 para todo = € Xy, , ou seja, ugp () = u(x), em
outras palavras, obtemos simetria de u em 0B),.
Observer que ([2.4) ¢ indispensavel para do Método das Esferas Moveis, pois permite o uso
de uma outra poderosa ferramenta: o Principio do Maximo.
Agora iremos exemplificar uma aplicagdo desse método.

2.2.1 Aplicacao do Método das Esferas Moveis

Teorema 17 Seja u € C?(R?) satisfazendo

Au(z) + R(|z|)e* = 0 para x € R?. (2.5)
com @)
u(x
li —
ZnﬂLl‘/’:HOOéllog|QU] <

e R uma fung¢do continua e radialmente simétrica, se R € mondtona na regido em que R > 0 e
R nao constante. Entao, (2.5)) nao tem solugao.

Sem perda de generalidade, suponhamos que

R(|z|) >0, R/(|z]) <0 para |z|<1

2 R(|z|) <0 para |z|>1. (2:6)

A prova deste Teorema é baseado nas seguinte formula de comparacao.

Lema 10 Sejam R wuma fun¢ao continua satisfazendo (2.6) e u wuma solugio de (2.5) e
u(x)

——— < 00, entao
|z|—o0 4 log || ’

)\2
u(Az) > u <]x\32:> para todo x € B1(0) e 0 < A < 1. (2.7)
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Demonstragao:

Inicialmente, faremos a comparagao entre u(x) e u (@—T@) No Passo 1, comegaremos com a

esfera unitaria, ou seja, mostraremos que ¢é verdadeiro par A = 1. Isto ser4 feito aplicando
a Transformada de Kelvin e o Principio do Méaximo Forte. No Passo 2, moveremos (reduzindo) a
esfera 0B, em dire¢do a origem, ou seja, mostraremos que podemos reduzir a esfera 0B) sempre
a uma vizinhanca da origem. Dessa forma, estabeleceremos a desigualdade para toda x € By e
todo A € (0,1].

Passo 1

Neste passo, vamos verificar a desigualdade para x € By e A = 1. Mostraremos que

Ax
u(x) > u <|:c\2> — 4log |x| (2.8)
para z € B;. Seja v(z) =u (@—ﬁ) — 4log|x| como |x/|z[*| = 1/|z| verificamos
1
Av(z) = —R (’37‘) e’ para todo = € By \ {0}. (2.9)

Como |x| < 1, segue que 1/|z| > 1, entao por temos
Au<0 e Av>0 em Bj.
Assim, para w = u — v temos que
Aw = A(u—v) =Au— Av < 0.
Aplicando o Principio do Maximo, obtemos
wy > 0,

0 que equivale,
u>vem B (2.10)

E obtemos ([2.9).

Passo 2

Neste passo, moveremos a esfera By, para A = 0. Mostraremos que o movimento ndo pode
ser parado antes de atingir a origem. Novamente aplicaremos a Transformada de Kelvin e o
Principio do Maximo. Definamos

upx(z) = u(Az) — 21n A,

para xz € Bj, assim temos

Auy(z) = —R(\|z|)e™ @), (2.11)
Seja
x
un(z) =u (W) — 4log |z|
e obtemos \
Avy(z) = —R (He”> (2.12)
x
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wy = uy — vy em By /{0}.
Auwy + R <|A2> Yy = (R (@) - R(]a:|)> (2.13)

onde 1) e alguma fungao que assume valores entre e* e €A, Entao de acordo com ({2.6]), temos

uc
R () - Rl <0

para || <1e A < 1. Assim segue de (2.13) que
Awy 4+ Cy(x)wy <0 (2.14)

onde C)\(x) é uma funcao limitada e A > 0.
Dessa maneira, verificamos que fixado A temos . Assim aplicando o Principio do Maximo
Forte segue que

wy >0 (2.15)

sendo equivalente a (2.7]). Agora, faremos A tender a zero. Seja

Ao :inf{)\ > 0;u(Azr) > u < AL

‘|2> — 4log |z| para todo z € B e 0 < A < 1}
T

Suponhamos, por absurdo, que Ag > 0. Aplicando o Principio do Maximo Forte e em seguida o
Lema de Hopf em (2.14]) para A = Ao, temos

0
wy, > 0em By e % < 0 sobre 0B, (2.16)

onde 7 = |x|.

Isto combinados com o fato de wy = 0 sobre dB; implica que (2.14) também é valida para A
proximo de Ag e A < A\g. Contradizendo a definigdo de Ao, dessa maneira, devemos ter A\g = 0. ®

Prova do Teorema ([17)).

Demonstracao:
Pela continuidade de u em Bj, fagamos A — 0 em

A
u(Az) > u <‘;’U2> — 4log |z

com x € By assim
u(0) > u(0) — 4log |z

Dai teriamos log |x| > 0, o que é um absurdo, pois |z| < 1. Dessa maneira, concluimos que nao

existe u solucao de ([2.7)). ]

Observagoes 6 Um resultado semelhante ao Teorema € obtido par n > 3. Para 1sso,
trabalhamos com as condicoes

Au(z) + R(Jz|)u",u > 0 para x € R"

comT=(n+2)/(n—-2). e
u(z)

lim 2

< Q.
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Classificacao da Métricas Conformais
sobre ]Ri com curvatura gaussiana
constante e curvatura geodésica sobre a
fronteira com diversas condicoes de
finititude da integral
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Nesta parte do trabalho classificaremos as solugoes do problema

Au+ae*=0 em R%r;
{ ou 9 (2.17)
ot

assumindo condic¢oes apropriadas sobre a finitude a integral tanto no interior do dominio quanto
na fronteira.

= cet/ sobre 8Ri com a,c€ R,

Em nosso trabalho nos preocuparemos em demonstrar os resultados com o enfoque analitico.
No entanto, este problema tem uma motivagao geométrica: o Problema de Yamabe, cujo objetivo
é provar que para uma variedade riemanniana, a menos de mudanga conforme da métrica, sempre
existe uma métrica para o qual a curvatura escalar ¢ constante. Esse problema foi anunciado
em 1690 por Yamabe. Cerca de 8 anos depois, Trudinger descobriu um erro na sua prova e
estabeleceu o resultado adicionando novas hipoteses. Para este problema também podemos ter
uma formulacao em termos de Equagoes Diferenciais Parciais.

No nosso trabalho, para u € C?(R2)NC! (R2) solugao de 1} verificamos que e“d;; ¢ uma
métrica riemanniana definida sobre Ri conformal com a métrica padrao, tal que a curvatura
gaussiana em relagdo a nova métrica é a/2 e a curvatura geodésica sobre Ri é —c/2.

Com o nosso enfoque, é importante salientar que basta considerar trés casos:

1. a =1, ou seja, u super-harmonica;

2. a = —1, ou seja, u sub-harmoénica; e

3. a =0, ou seja, u harmdnica.

Antes de tratarmos de cada caso, no Capitulo 3 faremos alguns resultados que nos auxiliarao

nos capitulos seguintes.

No Capitulo 4, abordaremos o caso super-harménico, provando que a condigao

/ e’ < oo (2.18)
2
implica em
/ e? < oo (2.19)
OR2
e assumindo (2.18]), verificamos que todas as solucoes de (2.17)), para o« = 1, sdo da forma

8\
(A2 4 (s —s0)2 + (t — 19)%)?’

u(s,t) =log (2.20)

para algum A > 0,50 € R e tg = c\/V/2.

Depois mostraremos exemplos de solugoes para com « = 1, que cumprem a condig¢ao
, mas nao (2.18]) e, evidentemente, nao pertencem a familia de solugoes (2.20)).

No Capitulo 5, buscaremos classificar as solugdes para o problema no caso sub-
harmonico. Mostraremos que para para ¢ > 0, nao ha solucao e que para ¢ < 0 e « = —1 as

condigoes (2.18) e (2.19) sdo equivalente. Mais ainda, verificaremos que ¢ < —v/2 e todas as
solugOes para este caso do problema sdo da forma

82

u(s,t) =log (=50 T (t—fo)? = 22" (2.21)
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para algum A > 0,50 € R e tg = —c\/v/2.

Exibiremos também que existem solugoes de (2.17)), que nao satisfazem as condigoes (|2.18))
e (2.19) e, portanto, ndo sao da forma ([2.21).

Neste capitulo, também mostramos que ndo existe solucao para Au — e* = 0, em R2.

No Capitulo 6, classificaremos as solucées para o caso harménico. Nele verificamos o
problema (2.17)), ndo tem solu¢do quando o = 0 e ¢ > 0. Mas para ¢ < 0, usando argumentos
de analise complexa, concluimos que suas solucoes tém a forma

2t
(s —s1)2 4 (t+t1)2

2
+2log —, (2.22)

u(s,t) = 2log
]

onde s9 € R,tg = —cA/v/2 e A > 0. Concluimos que 1) implica em (2.19)) e mostramos
exemplos de funcdes harmoénicas que nio satisfazem as condicoes (2.18)) nem ([2.19)), sdo solucdes

para ([2.17)), mas nao pertencem a familia (2.22)).

Dessa maneira, classificaremos todas as solugoes classicas possiveis para o problema proposto.
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Resultados Técnicos

Neste capitulo apresentaremos uma série de lemas técnicos que tratam de determinar
estimativas a priore para solucoes de alguns problemas elipticos em bolas do Ri ou R?. Esses
resultados serao utilizados de maneira imprescindiveis nos proximos capitulos.

Lema 11 Seja u € C*(B}(z0)) N CY (B} (o)) tal que

Au + viet =0 em B (z0);

0

8—1; = vge/? sobre O’BM (3.1)
u(zo) =1 para algum x¢ € B;f (x);

u< A em B (),

onde v1,vy sGo fungdes continuas que satisfazem |vi| < a e |v2| < a, a e A sao constantes
positivas e 0 < r < R. Entao existe uma constante C1 = C1(a, A) > 0 tal que u(z) > —C1 em

Demonstragao:
Sem perda de generalidade, consideremos g =0, R=3er =1.

Seja u; = A+ 1 —u, logo u; € C3(BF) N C’l(Bi;) e satisfaz:

B ouy  Ou
Auy = —-Au e W(m) =5 (z) -

Dessa forma, como A — u > 0 em B;, temos que

u > 1, (3.2)
logo
Auq () — WW(%‘) =0 em Bf;
ui(zg) = A para algum xg € Bf“;

Pela monotonicidade da exponencial e como u(x) < A temos que

eul®)/2 < et/2 <et e i) < A,
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e por (3.2) verificamos que 1/ui(z) < 1, para todo z € By . E como sabemos que |vi| < a e
vy (z)et®) | vy (z)e(®)/2
ui(z) ui(z)

E decorre do Lema que

|va| < a, segue que < ae’ e < ae’.

maxu; < C(2,ae’) minu;.
T T
Bl Bl

E como ui(zp) = A,
—u(z) < w(z) < maxug,
By

minwu; < ui(zp)
B+

para x € Bfr , temos
—u < C(2,ae?) = Cy(a,A) = Oy

e, portanto, o
u > —C7 em Bfr.

Como queriamos. [

Lema 12 Suponha que u € C?(Bg(x¢)) satisfaz
Au+vie" =0 em Br(xo), (3.4)

onde v1 € C(BgR) e |vi(z)| < a para todo x € Br(zo). Se existe €9 = €g(a) tal que

/ ¢ < e, (3.5)
BT‘(-TO)

comr < R, entao temos

max u < Cj, (3.6)
Br (o)
para algum Cs = Cs(a).
Demonstragao:
Sem perda de generalidade, consideremos g = 0, R = 2 e r = 1/2. Provaremos por

contradicao, usando um argumento de blow-up.

Suponhamos que existe uma sequéncia (u;) C C?(Ba), satisfazendo (3.4) de modo que para
todo i exista €; > 0, verificando
/ e < €, (3.7)
Ba

tal que lim; oo ¢; = 0 e tendo lim; o u;(7;) = 00 com z; € By s.

Para cada i, definamos s;(y) = (3 — |y — zi])%2e%®) uma funcio continua em By jo(z:).
Tomemos s;(y;) = max _s;(y). Temos que y; = (yi1,%i2) € Bia(xi), pois s;(y) é uma fungao
yEB1 /2 (x4)

nio-negativa que se anula na fronteira de By 5(7;). Como esquematizado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Bola By jo(z;).

Pela definicao de y;, segue que
isto é,

e como, por hipotese, lim;_, o u(x;) = oo, segue que lim;_, s;(y;) = oc.

Seja o; = (1/2 — |y; — w4])/2, observemos que o; > 0, ja que y; & B jo(x;) € como x;,y; € By
temos também que o; é limitado.

Como a fungao logaritmo é crescente, segue que

log 5;(y;) > log si(x;),

log 1 lyi — ai] ’ ewiwi) | > log leui(xi) )
2 (2 (2 jti 4

1
ui(y;) + 2log <2 = lyi — $z|> > u(z;) — log4

ou seja,

Dessa forma,

e somando —log4 em ambos os lados da desigualdade, obtemos
<uz(yz) + 2log (; —lyi — x,)) —log4 > (u(z;) — log4) — log4,
0 que é equivalente a
wi(y;) + 2 <log <; — |y — :U,|> —log 2) > u(x;) — 2log 4.

Usando propriedades de logaritmos, verificamos

1/2 — |y; —
u;i(y;) + 2log (W) > u(x;) — 2log4,
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e, portanto,
w;(y;) + 2log(o;) > u(x;) — 2log4. (3.8)
Donde segue que lim; o u;(y;) = 00 ja que o; é limitado e lim;_, o u;(x;) = oo.
Agora, seja y € By, (yi), temos que
1
5 — \y — xz\ Z ;. (3.9)

De fato,
Y — x| < |y —wil + i — x| < o5+ |y — x4

Pela definigao de oy, verificamos

1 1 1 1
ly =il < 7 = Slyi — @il + lyi — @il =+ Sy — il

Multiplicando a desigualdade por —1 e adicionando 1/2 em ambos os lados, obtemos

1 1 1 1
§—fy x2|_§_1_5‘yi x| = o,
como queriamos.
Mais ainda
Bo, (yi) € By (i)

De fato, tomemos y € By, (y;), assim
1
ly — @il <y —wil + lyi — il soitsy,

por (3.9), segue
11 1 1 11 1
y—wil= 7 —5li—ml+5<7-55 t5=

1
2 24 2 22 2
Logo, y € By /s(7;) e temos |i

Pela definigao de y; e por (3.10) segue que

si(y;) > max  si(y).
YEBy, (vi)

Dessa maneira,

1 2 1 2
( — yi — xz’) ") > max < — |y — $z|> AN
2 yeBU,‘ (vi) 2

Multiplicando e dividindo o primeiro termo da desigualdade por 4, obtemos

> max (1/2—|y— xz])2 e“i(y),
4 YEBo, (yi)

0 que é equivalente a

1/2 —|yi — 2 1 2
4</’y’x‘> eiWi) > max <2—|y—x¢!> eui(y)

2 YEBo; (yi)
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Pela definicao de o;, segue

1 2
402e% W) > max ( — |y — mz\> i), (3.11)

por (3.9), verificamos que

1 2
max <—|y—xl|> e > max g2, (3.12)
J\2 y€Ba, ()

Como
max o2 =52 max "W,
Y€Bo, (yi) YE€Bo; (i)

segue de (3.20]) e de (3.12) que

402e% W) > 62 max W),
y€Bo, (yi)

Dai, temos
4euiWi) > max  e%W),
Y€ Bo, (vi)

Desse modo, novamente, pela monotonicidade do logaritmo obtemos

log4+ui(y;) = max  w;(y) = ui(y) para todo y € By, (y:),
YEBo; (yi)

ou seja,
ui(y) — ui(yi) < log4 em Bo, (yi). (3.13)

Consideremos, agora, w;(y) = ui(e_“(yi)ﬂy +vi) —ui(y;). Seja R; = et/ 2,
Observemos que se y € Bp,, se, e somente se, § = e~ Yi)/2y 4 g € By, (yi).

De fatos para y € Bp,, tomemos 3 € R?, entdo
7 — yil = e W) 2y| = e W/2)y| < T W)/2L Ry = oy
portanto, ¥ € By, ().

E para § € By, (yi), tomando y € R?, temos

e Ui /Q\Z/’ ‘ u(v)/2 ’ ’ _u(yi)/Qy-i-yi—yi =7 — il < ois

0 que é equivalente a

Logo, y € Bg,. Provando, a equivaléncia.
Obtemos ainda,
Aw;(y) = Au(g) - e i) = —v1(7) - e W) para y € Bg,.

Também verificamos que

lim e Wdy = 0. (3.14)
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De fato,
/ ewilw) gy — / et @) gy — o—ulw) [ pul@ gy
BRi BRi BRi

Como y € Bp,, se, e somente se, § € By, (y;). Fazendo a mudanca de variavel, temos

/ euz‘@)dy — e~ wilyi) / eui(y)dy,
Bg, Bo, (yi)

/ i) gy < =) / et gy < e=2uiw) / ) gy,
BR,L- Bai(yi) B>

Como lim;_, u;(y;) = oo, temos e~ 2ui(¥i) limitado. Assim, o resultado segue pelo fato de
supormos lim; ;s || By euiWdy = 0.

e assim,

Mais ainda, pela defini¢ao de w;, temos que w(0) = 0 e por (3.13)), verificamos que w; < log4.
Agora, seja g a solucao de

Ag _|_ Ul(e_uz(yz)/Qy + yz)ewz(y) e 0’ em B2
gly) =0 sobre 0Bs.

Pelas estimativas usuais de W?2P®, temos que |g| < Cy, assim, estendendo w; por zero em Bs,
podemos observar que

w;(y) — g(y) <log4 + Cy, para todo y € Bs.
Definamos h(y) = —w;i(y) + g(y) +log 4 + Cy em Bsy. Desse modo, temos que h(y) > 0 e que
Ah(y) = —Aw;(y) + Ag = vy (e W)/ 2y 4 y)eiW) — gy (e 2y 4 y)eri®) =
Logo, aplicando a desigualdade de Harnack em h, obtemos para y € Bp,

h(y) < maxh(y) < Copmin < Cyh(0).
B> B>

Desse modo,

—w;(y) + g(y) +log4 + C; < Co(—w;(0) + g(0) +log4 + Cy),
0 que é equivalente

—w;i(y) < Co(—w;(0) + g(0) +log4 + C,) — g(y) + log 4 + C,.
Usando as estimativas em WP

—w;(y) < Co(—w;(0) + g(0) +1logd + Cy) + Cy —logd — C, = C,

com C > 0, portanto, w;(y) > —C para todo y € Bp,. Isto significa que

/ et > / e ¢ >0.
Bg, Bg,

Contradizendo (3.14)). Logo o resultado é valido.
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Lema 13 Seja u € C*(B}(z0)) N CY (B (z0)) satisfazendo

Autuvie" =0 em  Bj(z);
(3.15)

— = 19e2 sobre 0’ B (o).

com 0 <1 < R, onde v1,v2 € C(B}(x0)) com |vi(z)| < a e |va(z)| < a paraa >0 ex € Bf (o).
Se eziste €9 = ep(a) tal que

/ et < €0, (316)
Bf; (x0)
entao temos
maxu < C, (3.17)
B

para algum C = C(a).

Demonstragao: Provaremos no estilo do Lema anterior. Consideremos sem perda de
generalidade R = 2,7 =1/4 e 29 = 0.

Suponhamos que existe uma sequéncia (u;) C C?(By )ﬂC’l(Bi;'), satisfazendo 1) de modo
que exista ¢; > 0, verificando
/ el < ¢ (3.18)
By

e lim;_, o0 €; = 0, mas lim;_, o u;(x;) = 0o com z; € Bf/4. Para cada 7, definamos

1

si(y) = (5 = ly — zil)?e" )

uma funcdo continua em B;r/2(xi). Dessa forma, tomemos s;(y;) = max _ s;(y). Temos que
yEBY ), (x:)

¥i = (Yi1,Yi2) € BDQ($1) U G’Bi/Q(xi), uma vez que s; > 0 e se anula apena em 8”B1+/2($i). Veja

Figura 3.2.

A
== tm——
- ~
z” S
s ™
U4 \\
4 \
v \
/ \
/ \
I’ P )
! \
! ¢+ !
1 | ™ 1
1 LY K 1 ’
1 1 2

Figura 3.2: Bola B;r/z(:vi) com x; € B;r/4.

Pela definicao de y;, segue que
si(yi) = si(wi),
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isto é,
1 ) s Lo
§f|yifxi] et 216 Wi 00,
ja que u(z;) — oo, por hipotese.
Seja 0; = (1/2 — |y; — x;|)/2, observemos que o; > 0, ja que y; € B;F/Q(:Ui) U O’Bf/z(:ci).

Segue pela monotonicidade do logaritmo que

log 5;(y;) > log si(x;),

2 (2 (2 - 4

1
u;(y;) + 2log <2 — |y — $z|> > u(x;) —log4

ou seja,

Dessa forma,

e somando —log4 em ambos os lados da desigualdade, obtemos

1
(ui(yi) + 2log (2 — lyi — aﬁz>) —log4 > (u(x;) —log4) — log 4,

0 que é equivalente a

1
u;(yi) + 2 <log (2 — lyi — wi\) — log 2) > u(z;) — 2log4.

Usando propriedades de logaritmos, verificamos

1/2 — |yi — a4
ui(yi) + 2log (W) > u(x;) — 2log4,
e, portanto,
wi(y;) + 2log(o;) > u(z;) — 2log 4. (3.19)

Donde segue que lim;_,o u;(y;) = 00 ja que o; é limitado e lim;_, o u;(x;) = oo.

Verificamos, analogamente a 1) e 1 , que dado y € B, (y;), temos que

1
5~ ly—zil 2o (3.20)
e
Bg,(yi) € BY (1), (3.21)
2
respectivamente.

Pela definigao de y; e por (3.21)) segue que

5i(yi) > max  si(y).
Y€Bo; (yi)
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Dessa maneira,

1 2 1 2
< — |y — xz’) %) > max ( — |y — %\) ei(y)
2 yGBUi (yz) 2

Multiplicando e dividindo o primeiro termo da desigualdade por 4, obtemos

—ape — . 1N2 pwi(ws)
(1/2 |yz xl‘) € Z max (1/2 _ ‘y _ le)2 e%‘(y)7

4.
4 yEBai (yi)

0 que é equivalente a

2 2

4. (1/2_’yz_1'z‘> e®iWi) > max <1 —ly— x@’) eui(y)
2 v€Bo, (y:) \2
Pela defini¢ao de o;, segue
1 2
402e% W) > max < — |y — $1|> i), (3.22)
y€Ba, (y) \2

por (3.20)), verificamos que

1 2
max ( — |y — :1:1|> e > max o2, (3.23)
yE€Bo, (i) \2 y€Bo, (1)

Como

< max e“i(y),

yeBoi (yz) yEBai (yz)

segue de (3.22)) e de (3.23) que

max o2eW) = g?

402¢%Wi) > g2 max %),
Yy€Bo, (yi)

Dali, temos
4eu1'(yi)2 max e%®)
Y€Bo, (yi)

Desse modo, novamente, pela monotonicidade do logaritmo obtemos
log4 + ui(y;) > ma}({ )Uz‘(y) > ui(y) para todo y € By, (i),
Y€Bq; (yi

ou seja,

u;i(y) — ui(y;) <log4 em By, (yi). (3.24)

Consideremos w;(y) = u;i(7) — ui(y;), onde § = e “Wi/2y 4 9. Seja R; = e“¥i)/2q;,
T = e“i(yi)/zyig, e observemos que y € BéiTi, se, e somente se, y € B;:, (yi)-
Primeiro, observemos que y € B};iTi ey € Ri

u(y;)

7=l = e 0/2y| = e 002y < Ry = o

_u(yy) u(y;)

2 y1+yi,e 2 Yo+ yin). De

Temos que mostrar entdo que gz > 0, onde § = (y1,72) = (e
fato, como y € BEiTi, entao yo > —1;, dai
u(y;) u(y;) ~u(yy)

Ya=e 2 Yoty >e 2 -(—e "2 yia)+tyix=—Yi2+yi2=0,

o1
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como queriamos.
Para § € Bf (y;) e y € R%, temos
e WP |y| = [em Wi Ry| = |em WPy 4y, — g < o,

dai
ly| < eu(yi)/Qai = R;.

Resta mostrar y; > —T;, onde y = (y1,92). Como g € By (y;), temos
e W)/ 2y + i > 0,

ou ainda,
Y2 > —yie" W2 = T,

portanto, y € B];iTi.

E verificamos que w; satisfaz

w; (Y, 7.
Awi(y) +vi(e” "y + )" ® =0, em Byl
Ow; w; (u;) _
Ugiy) = va(e” > y+ yi)ew’(y) sobre Bpg, N{t=-T1;}, (3.25)
Mais ainda, temos
/ € Wdy =0, (3.26)
By
De fato,
/ L eulgy = / @) gy = ) / eulgy
BRi i BRZ' 7 BRZ- i
Como y € B , Se, e somente se, Y € BJr (yi). Fazendo a mudanca de variavel, temos
i) 1, — »—ui(yi) i(y)
/_Tieuydy—e“y/Jr e“'\dy,
Bp, Bg, (yi)
e assim,
/ ey = e2un) / 150 gy < =) / i) gy,
Br, " By, (yi) By
Como lim w;(y;) = oo, temos e~2ui(¥i) limitado. Assim, o resultado segue pelo fato de

21— 00
supormos lim;_ s f B} e“i(y)dy =0.

E pela definigdo de w;, temos que w(0) = 0 e verificamos que w; < log4 para x € B;ziR".

Queremos mostrar w; > —C' em By C By Ti com C > 0.
Entao sem perda de generalidade ﬁxemos 7 = 1/2, temos dois casos a analisar:

1
1° caso: T; < 3

Neste caso, como T; < % estaremos trabalhando em regiao homeomorfa a B; . Como podemos
visualizar na Figura 3.3.
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.
L

Figura 3.3: Bola B,'* com T; < 1/2.

Desse modo, usaremos o Lema |11| para v = w; + 1 e Bgi para concluirmos que w(z) > —C

em By Agora notemos que
3

A’U:A'LUZ:— e = —

T;
em B1/2 e

v owily) U2(e—ui(yi)/2y+yi)ewi(y) /2 U2(e—ui(yi)/2y+yi)ev(9)

o ot el/? N el/?

sobre Br, N{z = (s,t) € R};t = —T;}, com
v(0)=1ev<logd+1.

Observemos ainda que

U1 (e_uz(yz)/Qy + /yZ) < e
. <
e
va (e W2y + y;) < gel/?

e

Entao pelo Lema verificamos que u(x) > —C7 em 334 C B];iT".

1
2° caso: T; > 3

Neste caso, Bf/gl = B2, como podemos ver na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Bola B'* com T > 1/2.

Assim, nesse contexto, usamos o Lema [I2] e verificamos que

—T;

wi(x) > —C para todo = € By

Dessa maneira, nos dois casos temos que w;(z) > —C, de modo que obtemos,

/ et > / et > C,
BT B i

1 1/4
5 /

para alguma constante positiva C. Contradizendo (3.26]). E portanto o resultado segue. [

Lema 14 Seja u € C%(Bg(z0)) solugdo de

Au —e" =0 em Bg(z), (3.27)
entao u(xg) < log8 — 2log R.
Demonstragao: Sem perda de generalidade consideremos xg = 0. Definamos

8R?

o(e) = vlr) = log (p oy

onde r = |x| para x € Bpg, e, portanto, lim, ,pv = oo . Verificamos que

1
Av(r) =v"(r) + ;v’(r),
ou seja,
8R2 log s8R
Av(r) = m =e ((RQ—T2)2>.
Logo,

Av —e” =0 em Bgpg.

Agora, seja w = v — u entao w satisfaz

Aw — &w =0, em Bp,
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onde ®) @)
¢ = ﬁ para u(z) # v(x)

0 para u(z) = v(x)

é uma fun¢ao nao negativa em Bpg, devido a monotonicidade da exponencial.

Como u é continua sobre o compacto Br temos que u é limitada. Assim, como limv = oo
quando x se aproxima de 0Bg, segue que para € > 0, suficiente pequeno, w = v — u > 0 sobre
Bgr \ Br—.. Como representado na Figura 3.5.

&

Figura 3.5: Anel Bg \ Br_.

Em particular, temos que w(z) > 0 para todo z € OBgr_.. Observemos ainda que
w € L®(Bgr—_), ja que para u € L>(Bg) e v € L>°(Bg_.) para 0 < ¢ < R.

Entao pelo Principio do Méaximo temos que o minimo de w é atingido na fronteira. Assim
w(z) > 0 para todo x € Br—.. Logo, w(0) = v(0) — u(0) > 0. E, portanto,

u(0) < log8 — 2log R.

[ |
Lema 15 Seja u € C?(B}(x0)) N CY (B} (o)) tal que
Au—e* =0 em B;;
3.28
% = ce"?  sobre 8’BE, com c¢<0. (3:28)

Se existe € > 0 tal que f6/B+(ac0) e'/2 < ¢, temos
R

maxu < C
Bf

para algum C' independente de u e R > r > 0.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, facamos zo = 0,7 = 1 e R = 2. Suponhamos,
por absurdo, exista (u;) C C?(BS) N CY(By), satisfazendo 1' de modo que exista ¢; > 0, de

modo que
/ el < g (3.29)
B
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com lim;_,o €; = 0 e lim;_,o0 ui(z;) = 00 para x; € Bfr.

Para cada i, definamos s;(y) = (3 — |y — a:z|)2 ") uma funcio continua em B;r/2(3:i).

Tomemos s;(y;) = maxyem si(y). Temos que y; = (yi1,yi2) € Bf/z(xi) U 8B;F/2(wi) e do
2
modo que foi construido temos ainda que |y;| < 3/2. Veja Figura 3.6.
A
>

Figura 3.6: Bola BDQ(xi) com z; € By
Pela definicao de y;, segue que

1 S
si(yi) = (2 = lyi — $i|> i) > 16“’1(‘”’) = si(@i) — o0,

ja que u(z;) — oo, por hipotese.
Seja o; = 1/2 — |y; — 24|/2, observemos que o; > 0, pois y; € Bl+/2(m¢) U (3Bfr/2(y:i) .
Segue, entao, pela monotonicidade do logaritmo que

log 5;(yi) > log si(x;),

2 (2 (2 - 4

1
ui(yi) + 2log <2 —lyi — I‘i|> > u(z;) — log4

ou seja,

Dessa forma,

e somando —log4 em ambos os lados da desigualdade, obtemos

1
(“i(%‘) +2log <2 = lyi — xz)) —log4 > (u(;) —log4) —log4,

0 que é equivalente a

1
wi(y;) +2 <log (2 — |y — xﬂ) —log 2) > u(z;) — 2log 4.
Usando propriedades de logaritmos, verificamos

1/2 — |y; —

wi(y;) + 2log < 5

) v
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e, portanto,
w;(y;) + 2log(o;) > u(x;) — 2log4. (3.30)

Donde segue que lim;_,~ u;(y;) = 00 ja que o; € limitado e lim; o u;(z;) = oco.

Verificamos, analogamente como em 1’ e 1' que dado y € B (y;), temos que

1
5 ly — ;| > oy (3.31)

B, (yi) € By (), (3.32)
2
respectivamente.
Pela definigao de y; e por (3.32)) segue que

si(yi) > max  si(y).
YEBy, (yi)

Dessa maneira,

1 2 1 2
( = lyi — :ch|> eiW) > max ( — |y — $7,|> eti(y)
2 yeBUi(yi) 2

Multiplicando e dividindo o primeiro termo da desigualdade por 4, obtemos

4.

1/2 — |y; — a;])? ews i)
(1/ lyi —xil)" e > max (1/2— |y—$i’)2 eui(y)’
4 YEBo; (i)

0 que é equivalente a

o\ 2 2
4. <1/2_’M> e®iWi) > max <1 ‘y_xio i)

2 y€Bo, (y1) \2
Pela defini¢ao de o;, segue
1 2
4o2e¥) > max ( —ly— mz\> e (3.33)
yEBai (yl) 2
por (3.31)), verificamos que
1 2
max ( — |y — x1|> e > max gl (3.34)
YE€Bs, (i) 2 Y€Bo, (yi)

Como
max o2 ® =¢? max %W,
YE€Bo,; (vi) YEBo, (i)

segue de (3.33) e de (3.34)) que

402e% W) > o2 max W),
Y€ Bo, (vi)

Dali, temos
4eu1'(yi)2 max e%®) .
Y€Bo, (¥i)
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Desse modo, novamente, pela monotonicidade do logaritmo obtemos
log4 +w;(y;) > max wu;(y) > u;(y) para todo y € By, (yi),
y€Bo, (i)

ou seja,

ui(y) — ui(yi) <log4 em By, (yi). (3.35)
Sendo y; = (vi1, Yi2), definamos y; = (v;1,0) e

ui(y;)

em Q; :={yeR2;e 2 y+9e B}

Seja T; = %W/ 2y,5 > 0, pois y; € B;F/Q(a:i) e A; = (0,T;), entdo temos:

ui (Y;)

Aw;(y) = Aui(e” 2 y+ y})efui(yi) — Au;i(y;)

_ wi(y;) N
— euile” T2 ytd) omuilyi) _ () = wi(¥) o Q.

Observemos, inicialmente, que
Q; = BT (ewi@)/2g; 9eui(xi)/2), (3.36)
De fato, y = (y1,12) € i se, e somente se, e % @i)/2y 4 7: € By, isto &,

e ui@)/ 2y 1 G| = |(emu @)/ 2y; — gy — W@ 20)] < 2 0 eTui@)/ 2y, > 0,

0 que é equivalente a
ly — @G| < 262 ¢ gy > 0,

ou seja, y € BT (ei(@:)/25; 9eui(@i)/2),
Portanto, segue a igualdade 2; = B*(e“i(“)ﬂyﬁ-, 2e“i(’”i)/2)_

Também verificamos que

Owi(y) _ Qui (e w)/2y 4 gi)e—ui(yi)/Q ~ Oui(yi)
ot ot ot

— ceuile™ WD Pyt —ui(yi) /2 () _ owi(y)

sobre 9'Q; = 98 N {x(s,t) € R%;t = 0}, pois, pela defini¢ao de §2; segue que se y € 9'€); entdo
e wWi)/2y 14, € ' B

Por (3.35) e pela definigao de €; obtemos que w;(y) < log4 quando y € B(A;) v,y NQie
-2 ¢

e .

7

_ ui(yy)

wi(A;) =uile” "2 Ai +4i) — ui(yi)

w; (Y5) u; (Y3)

=ui(e” 2 (0,62 ¥2) + (ya)) — wiyi) = wiyr) — wi(yi) = 0.
E por argumentos anélogos aos usados para provar (3.26]) segue que

lim evil2 = (.
1—00 'Q;
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Dessa maneira, temos

( Aw; - eWi = 0 em Q;;
a“gt(y) = cewi)/2 sobre a';
wi(y) < log4 em  B(A;) wite) Ny (3.37)
e?T - 0
o'

Afirmagao 5 T; € uniformemente limitado.

Suponhamos, por absurdo, que 7; nao seja uniformemente limitado.
Sabemos que ; = BT (e%(@)/2g; 2¢%i(*)/2) Agora tomemos A; e calculemos sua distancia a
eti(#1)/25;  obtendo

14, — eni@)/2G,| — \/em(gci)/ayi2 +enilm) 2y, = [y /2,
Definamos, R; = (2e%(®)/2—|y;|ewi(®)/2) = ¢ui(®:)/2(2—|y4|). Verificamos, ainda, que B(4;, R;) C
gg fato, para y € B(A4;, R;), temos |y — A;| < R; e assim
ly — €T 2y | <y — Al + |As — TPy | < Ry + [yl /2 = gemil@)/2,

Veja Figura 3.7.

'y

Figure 3.7: Bola B(A;, R;).

Como |y;| < 3/2 temos que 2 — |y;| > 1/2, e por supormos que 7; nao é uniformemente
limitado, segue que ¢%i(%i) também nao o é. Dessa forma, existe i tal que

R? = @) (2 — |y])? > e"(@i)(1/2)? > 8.
Agora aplicando o Lema [14] em wj restrita a B(A;, R;) segue que

wl(Al) <log8—2logR; <0,
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Contradizendo o fato de w;(A4;) = 0. Portanto, devemos ter 7T; uniformemente limitado e
concluimos a Afirmagao 5

Agora definamos

vi(y) = c/ (log |y — x| — log | — A;|)e® ™/ 2dx para y € Q.
™ Jo

Vamos obter estimativas para v;(y) para y € Bg N Q; para algum R > 1 fixo.

Afirmacgao 6 Para cada R > 1, existe ig > 1 tal que i > ig e |y| < R, temos que

C wi(x)

) =| [ orly | logle - A" s

s

c wi(x)
/ log|x — A;le 2 dx
T Jo'Q;\E

Primeiramente, consideremos a integral sobre a regiao

w;(z)
‘C + < C(e).

/log|x—Ai|e 2 dz
TJE

E={zcR%;jy—z[<loulz— A <1}Ud;.
Queremos mostrar que

‘C/(log\y—x\ —log |z — Ag|)e¥ @/ 2dz| < C(c)/2
T JE

Temos trés situagoes a analisar:
a) ly—z|<lel|z— A >1;
b) l[y—az|>1elz—Af<1;
c) ly—xz|<le|z— A <1

a) Consideremos |y —z| < 1e |z — A4;| > 1 temos

[ / 108y = 2| w,(2)/2,,
m Jg |x— A

‘C/ (log |y — | —logm—AiDewi(I)ﬂdm) -
T JE

com 0 <log|y — z|/|x — A;| < 1. E como w < log4, segue que

4c/ log |y — x|
— | ————dz|.
T Jp | — A

‘; /E(log ly — z| — log |z — Ai)ewi(x)/de‘ <
Mas sabemos, que
1 1
/0 log sds = %iogr[l)/(; log sds = %i_%slogs — sl =—1.

Como podemos identificar §’€); com um intervalo real, temos que

4dc [ logly — z|
— ——z <
- /E p—w dz| < C(c)/2

onde C(c) é independente de y e i.
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b) Inteiramente anélogo ao caso anterior, basta observarmos que

‘C/(log|y—a:| ~log ]x—Ai|)ewi(x)/2dx’ - ‘C/(—1og|y—x|+1og|x—Ai|)ewi<w>/2dx .
T JE T JE

c) Como w; <4 e

< [[ogly — | ~tog o - A)e 20| <
TJE

4
<2 [ gty - i
T JE

e, ainda, sabemos que |y — z| < 1 e |z — A;] < 1, o resultado segue pelo mesmo argumento dos
casos anteriores.

4
+‘C/log|x—Ai|d:E .
T JE

Agora para z € 9'Q; \ E, dai temos que |y — x| > 1 e |z — A;| > 1, para |y| < R, temos e
pela Afirmagao [5 temos que T; = |A;| e uniformemente limitado. Como lim;_¢ faﬂ ewil2 =

C wz<z>
/' (log |y — z| — log|e — Aif)e™
™ JorQ,\E

1(7))
< C/ log]y—m]e £ daf C/ log |z — Ajle” 2 dx|.
T Joo\E IUN\E
E assim
wi (@) C
C/ (log |y — x| — log |z — Aj])e 2 dx| < ﬁ para |y| < R.
T JoQ\E 2

Consequentemente, obtemos o resultado.
Afirmagao 7 v; € harmonica em ;.

Inicialmente, verificamos pela regra de Leibiniz podemos permutar as operacoes de derivacao e
integragdo. Assim

ov; 0 c w ()
= (= log |y — z| — log |z — A;
bz, ~ o, <7T /B,Qi(ogly x| —log|x ez

C

0 wie)
=7 oo, 92 ((log\y—x\ log |z — Ajl)e )dx
/ J

Cc

0 wi(w)
o, e <log|y—1‘|e 2 )d:v
' j

; — l(x)
:C/ M dx com j =1,2.
o [y— 2l

Agora,

82111 . 0 C/ (yj ZE]) ()/2dl’
0

8:632 O:UJ o, 1Y — xP

_c O (Wi = 25) w2y,
™

oo 0 \ |y — z|?
c Y — X ,
= / (1 y =@ =20y — 2T - (y; - %‘)) (") dy
™ Jo'sy; ’.%’ - y’
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C

= / (\y —zf? - 2(y; — ﬂfj)z) e (®)/2 gy para j = 1, 2.
T 'Y

Avi(y) = ¢ /8/Q (‘y . :U’Z — 2y — x1)2) eWi(@)/2 g0 + ¢ /B/Q (’y _ m|2 — 2(ys — 1:2)2) eWi(®)/2 g0

™

C

T /a,Q (2ly — 2> =2 ((y1 — 21)* + (2 — 22)?)) ¥ @24y

™

™

=° // (2ly — z|* — 2|y — z|?) eV (®)/2 4y = 0.
Como queriamos.

~ ov; w;(v)
Afirmagao 8 Para y € 9'Q); temos que 81: (y) = ce 2

Para verificarmos isso, inicialmente fixemos y = (s, y2), em seguida faremos ys tender a zero,
ja que a regra de Leibniz nao pode ser aplicada, pois temos uma singularidade em nosso dominio.
Consideremos = = (z1,0). Dai,

v, c (2= 0) wi(a)/2
= W20 wi@)2gy,
ot () 7T/8/Qi |y—:13|2€ v

Fazendo a identificagdo x = (x1,0) = x1, obtemos

vy = v (21)/2
=S 2 wile)/2gy
ot ) T /E)/Qi (s —x1)2 + y%e o

Temos também que

(%i

=171 I
5 (y) =11 + I,
onde
_c Y2 w;(21)/2
I = / 2 Wil 2y,
T JoraaB+(s0). (58— 21)2+ 43
(§]

C Y2 . 2
I = / i) 2 gy
™ &' B+ (z,€) (8—(131)2+t2

para € > 0 suficientemente pequeno, de modo que B ((s,0),¢€) C Q;.
Para I; como w;(y) < log4 em Q;, quando y2 — 0 segue que I; — 0.
Para I> consideremos a seguinte mudanga de variavel tz = x1 — s e consequentemente temos
tdz = dz;. Fagamos também a identificagdo de & B*((s,0),€) com o intervalo [s — €, s + €.
e/t
Assim, temos I = C/ ! —%ewi(tﬁs)ﬂdz.
T ) 2°+1

Agora estimemos I — ce®(5:0)/2,

1 €/y2 1
I, — ce®®/?| < |¢||  max ewi(x)/Q/ s——dz — ev()/?|
IEBIB((S7O)7E) ™ —€/y2 z + 1

Agora, observemos que

€/y2 1
dz = arctan |z||/¥ = arct — arctan | — /ys|.
/e/y2 e =arc an|z||76/y2 arctan |e/yo| — arctan | — €/ys|
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Entao quando 2 — 0 temos que fe/yz L_dz — 7. Logo,

—€/y2 22+1

[I; — ce®®/2) <|¢||  max  eWi@/2_w)/2|
z€d'B((s,0),¢)

E fazendo € — 0 temos que max,cy B((s,0),e ewi(®)/2 5 ew(s)/2 portanto, |1y — cew(s)/2| —0e

Ov; . -
consequentemente, a—g(y) = ce®'W/2 Demonstrando a Afirmacio a

Dessa forma temos

Av; =0 em €
v —ce? sobre & Qs
ot

Uz(Az) =0.

Seja hi(r) = w;(x) — v;(z) para x € B, que satisfaz
Ah; = Aw; — Av; = % — 0 = e¥el¥iv) = ¢¥ieh em B},

ahi 0(’[02 — ’Ui) o 8’01'

ot ot ot
Observemos também que h;(A;) = w;(A4;) — vi(4;) =0 — 0. Assim, obtemos

— ceWil? _ ce®i/2 — () sobre 8/BE.

A(w; —v;) — eVieWi=v) =0 em  Bf
3(wgt— vi) =0 sobre &' B, (3.38)

wl(Al) — 'Uz(Az) =0.

Definamos

Wi(y1, y) = wi(yr,y2)  se y= (y1,52) € B
’ wi(y1, —y2) se y= (y1,y2) € BeN{z = (z1,22) € R% 25 < 0}

De maneira, inteiramente anéloga definimos v a partir de v.
Agora seja h; = w; — v; — C(c) e como |v;] < C(c), verificamos que —C(¢) < v < C e temos

que €% > e~ ¢ Portanto, verificamos que

Al = Aw; — 17 — C(c)) = "e@) < ¢=Ce@i=) om  Bp (3.39)
hi(A;) = wi(4;) — vi(4i) — C(c) = =C(c). '

Definamos
3) = log 8
(R2 —|y|?)?

para y € Bg, e, portanto, § — oo sobre dBpg. Verificamos que
— —I! 1 /
Agly) =79"(lyl) + o’ lyl),

ou seja,

Logo,
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Agora, seja f = g(y) — hi(y) entdo f satisfaz

Af_gf Z 0) €m BRa
ed — ehi
onde §¢ = ——— é uma funcgao positiva em Bpg, devido a monotonicidade da exponencial.
g~y

E como h; é continua sobre o compacto Bp temos que u é limitada. Notemos ainda que
lim,_,,, § = o0 com g € OBg, dai segue que f =g — h > 0 sobre dBg.

Entao, pelo Principio do Méaximo, temos f(y) > 0 para todo y € Bgr. Em particular,
f(Ai) = g(Ai) — h(A;). E, portanto,

h(A;) < g(A;).

Assim,
_ _ 8R?
= C(c) <wi(A;) —vi(Ai) = C(c) <log | 755973 | - (3.40)
(R? — |y[*)
. 8R® . . e
Mas temos limp_, o W = 0 e préximo de zero o logaritmo nao é limitado inferiormente.
— 1Y

Dessa forma, obtemos uma contradi¢ao em (3.40). E portanto, segue o resultado. [

Lema 16 Seja u € 02(BR1(350) \ Br,(z0) NR2) solugdo de

%u = el em Q= (BR1(CCO) \ BRQ(CCO)) N Rﬁ_, (3 41)
8—1: = ce'/?  sobre o0 N GREF c>0. '
Entao existe Ch1 = C1(c) tal que Max|,|—, u(z) < Cy, com Ry <r < Ry
Demonstragao: Sem perda de generalidade assumamos R1 =2, Ro =1 ¢ x¢g = 0.
Analisaremos dois casos:
Caso 1: ¢ > 0.
Definamos
v(z) = —4log |z — Al + B — 2log(4 — |z|*) — 2log(|z|* — 1), com 2 € Q
onde A = (0,1/2) e B grande o suficiente a ser determinado posteriormente.
Pela definigao de v e sabendo que 1 < |z| < 2, temos que
lim v(z) = oo, quando z € 9N\ IR (3.42)
Tr—T0
Verificamos ainda que
ov(x)  4(x; —1/2) N 4x; 4x;
ox; |z — A|? 4—|z]? |z)P-1

0?v(x) Az — Al? + 8(:1312 —(1/2)?) n 4(4 — |z]?) + 8:1:12 N _8(|:13\2 —1) — 822

)

ox7 |z — AJ* (4 —[=[?)? x> =1
Dai segue que
8(4 — |=*) + 8|z>  8(Jz[* — 1) — 8J|?

80 = T ey (D)2

64



Capitulo 3 Parte 11

(5|x|* — 16]x| + 20)

=8 @ R - 02

Observemos que

o) — 1 e
C (4P)P(J22 - 12 - AP
Portanto,
Av(z) — ') = ! - 40]z|* — 128]z]? + 160 — _er .
(4)2[*)2(|z]? — 1)2 |z — Al

Assim podemos escolher B grande o suficiente de modo que Av(x) — e’(®) < 0 para z € Q.
Agora, definamos w = v — u em €2, temos que Aw — (e’ — e*) < 0, reescrevendo, temos

Aw —&w >0 em

onde
ev(@) _ pu(x)

v(z) — u(zx)

0 para z € Q quando v(x)=u(z).

¢ para z € Q@ quando wv(x) # u(z)

Dessa forma, £ > 0 em Q. Seja z = (s,0) € 92 N IR2, verificamos que

Ov(z) _ 2 2 ceB/2

o0 = v ¢ = ooty

Entao, se necessério, podemos escolher B grande o suficiente para obtermos

g: < ce¥/? sobre QN 6Ri.

Assim

%ltu < ce’? — cet? = & w sobre IO NR2,

onde
ev(@) _ pu()

& =9 v(z)—u(z)
0 para z € 0NNOR2 quando v(z) = u(z).

quando z € 92 NOR%L tal que v(z) # u(z)

Dessa maneira, pelo principio do méximo, segue que w > 0 sobre 2. Em particular, para |x| = r
temos
max w(z) < 0,
|z|=r
isto é
max u(z) < maxov(z).

|z|=r |z|=r

Portanto, para |z| = r temos
v(z) < —4log(jz| — [A]) + B — 2log(2 — [z*) — 2log(|z|* - 1),

ou ainda,
v(z) < —4log(r — 1/2) + B — 2log(4 — r?) — 2log(|r|> — 1)
1

BT LT (T

65



Capitulo 3 Parte 11

Assim, max|,—, u(z) < C1.
Caso 2: ¢c=0

Definamos
v(z) = B — 2log(4 — |z|?) — 2log(|z|*> — 1), com z € Q

onde A = (0,1/2) e B grande o suficiente a ser determinado posteriormente.

Pela definigao de v e sabendo que 1 < |z| < 2, temos que

1Lm v(z) = 00, quando xo € 9N\ OR?. (3.43)
T—T0
Verificamos ainda que
du(z) Az Axy
ox;  4—|z2 |z[2 -1

0?v(z) 4(4 — |z|?) + 822 8(|z|? — 1) — 8z?
— + ? + — K3
522 - PP FE—1

7

Dai segue que

8(4 — [x*) + 8[=*  8(|lz> = 1) = 8Jz* _ Q. (5]z|* — 16|z|? + 20)

Auln) = = ey (e 1)2 (4 PR(P — D2

Observemos que

1
v(z) _ . B
‘ @2 (2P —1)2

Portanto,
1

v(z) — ™) = .
Av(@) Gaprger =12 ¢

40|z|* — 128]2|* + 160 — ) .
Assim podemos escolher B grande o suficiente de modo que Av(x) — e'(®) < () para z € Q.

Agora, definamos w = v — u em €2, temos que Aw — (e’ — e*) < 0, reescrevendo, temos

Aw—E&w > 0 em

onde
ev(@) _ gulx)
para x € Q quando v(z) # u(z)

£

v(z) — u(z)
0 para x € Q quando wv(x) = u(x).

Dessa forma, £ > 0 em ().

Seja z = (s,0) € 9Q N OR? | verificamos que

dv(z)
=0
ot

E temos

v v/2 2

— < e”“ sobre 9Q N IR .

ot
Assim 9

8715 <e? —0=e"? = & w sobre N NRZ,
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onde
ev(@) _ cu(x)

& =9 v(r)—u(z)
0 para z € 00N ORE quando v(z) = u(x).

para = € 9QNOR2 quando v(z) # u(z)

Dessa maneira, pelo principio do maximo, segue que w > 0 sobre Q. Em particular para |z| =r
temos
max w(z) < 0,
|z|=r
ou seja,
max u(z) < maxov(z).

|z|=r |z|=r

Portanto, para |z| = r temos

1
=C

v(z) = B — 2log(4 — r?) — 2log(|r]* — 1) = B + =
(@) (4= ) = 2log(Irf —1) = B+

Portanto, max|,—, u(z) < Ci. |
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Caso Super-harmonico

Neste capitulo, trataremos de classificar as solugdes do problema (2.17)) para o = 1. Vamos

considerar a condigao
/ e < o0. (4.1)
R

Verificaremos que (4.1]) implica necessariamente em

/ e? < 0. (4.2)
ORY

Dessa forma, mostraremos o seguinte resultado:
Teorema 18 Seja u € C*(R%) N C’l(@) uma solugdo de
Au+e*=0 em Ri
2
sobre OR%

satisfazendo

/R? e < o0. (4.4)

+
82
t)=1 4.
o) =% (G ) )
para algum X > 0,29 € R e tg = cA/V/2.

Finalmente, mostraremos que a condi¢ao (4.1)) ndo pode retirada nem substituida por (4.2)).

Entao u € da forma

4.1 Demonstracao do Teorema [18|

Para demonstrar este resultado, temos dois casos a analisar
o w/2| _
1° caso ‘faRi ce ‘ = 0.
Neste caso, aplicando o Método das Esferas Moveis, chegaremos a uma contradi¢ao, concluindo
que (4.1]) implica em (4.2)).
o w/2
2° caso ‘faRi ce ‘ < 0.

Neste caso, mostraremos uma familia de solugoes para . Inicialmente, buscamos determinar
um comportamento assintotico das solugbes no infinito, para em seguida utilizarmos a
Transformada de Kelvin e o Método das Esferas Moveis, obtendo a simetria radial das solugoes,
e portanto, permitindo sua classificacao de maneira bastante simples.
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4.1.1 Integral sobre JR% infinita.

Mostraremos aqui que a condigao

e’ < oo
RQ

+

cet? < oo.
oR2

Faremos a demonstracdo por contradigdo, usando um argumento de esfera moveis.
Dividiremos essa prova em 4 passos.

implica em

Passo 1

Para cada A > 1, existe R4 > 1 tal que

u(z) > (—4)log|z| + A para z € m. (4.6)

/ Ceu/?
OR2

+

quando

= 00. (4.7)

Demonstragao:

Para R > 0 suficientemente grande, a ser determinado posteriormente, fixemos xg € Ri \ Bsgr
e definamos o
9(y) = u(|zoly) + 2log |zo| para y € Q:=R3 N B2\ By .

Observemos que
Ag(y) = Aul|aoly) - [wo|* = —e 170l [z ?

para y € (). Portanto,
Ag(y) + eIl [z = 0,

ou seja,
Agly) + el Jolaol® _ Ag(y) 4 ezl +21ogleol,

Assim,
Ag(y) + eI = 0. (4.8)

Também verificamos que

9y) _ dullzoly) | 1 _ couleol)/2 . goglaol _ geullaoly)/2+210g]zol/2

ot ot

Dessa forma,

quando y € ORZ N (Ba \ By ).
Notemos ainda que se y € Q, entdo |zg|ly € R \ Bg.

De fato, como zg € R%_ \ Bsg, temos que |zg| > 3R com R >> 1 e para y € () segue que
1/2 < |y| < 2. Assim, ||xo|ly| = |zo| - |y| > 3R-1/2=3R/2 > R.
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Assim, temos

/eg(y)dy: / eu(\m0|y)+2log|mo|dy — / eu(\wo\y) . |=To‘2dy
Q Q Q

Usando o teorema da mudanga de varidveis para

T: R2 — R2

y — y/lxol
temos que

/ eu(l0l) |0 2y = / @) |zol? - |det(J(T))|d
Q (%)

/ @ |zo|? - 1/ |aoPde = / ") dy
T(Q) ()

E como T(2) C R? \ Bg segue que

/ @ dy < / @) dg.
() R2\Bgr
temos

is (x)
Como fRi e < 00, dado €, existe Ry > 0 de modo que fRi\BR e"\P)dxr < e. Fazendo R > Ry,

/ eIWdy < .
Q
Como B(5/4,3/4) C Q, temos
Ag+ed=0 em  BT(5/4,3/4);
by,
ot

sobre 9'BT(5/4,3/4);
/ ed <e
B(5/4,3/4)

Dessa forma, temos que g| B+(5/4,3/4) Satisfaz as condigoes do Lema . Donde segue que

max g(y) < Coy para y € B = BT(5/4,5/8) NR?2..
Veja Figura 4.1.

\

\
1
1
1
2

Figura 4.1: Bola B(5/4,5/8) NR%.
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Analogamente, verificamos que g|p(_5/4,3/4) satisfaz as condigdes do Lema e assim,
obtemos Cpa

max g(y) < Cog para y € B2 = B(—5/4,5/8) NRZ.

Agora, seja Qp = {y € R2,;3/4 < |y| < 3/2}. Tomemos z € Q \ (B U B%?), consideremos,
B(x,2¢;) com ¢, suficientemente pequeno de modo que B(z,2¢,) C Q. Desse modo verificamos

que g|p(z,2¢,) satisfaz as condigdes do Lema daf para cada x € Qg \ (B! U B%?) existe C,, tal
que

max g(y) < Cy para y € B(z, €;).
Notemos que Qy C <Uw€QO\(BOIUBO2) B(z,¢)) u B U B

Como £y é compacto, existe uma subcobertura finita de modo que

k
Qo C (U B(mi,ei)) u B% UBO2,

i=1
com z; € Qg \ (B U BY). Veja Figura 4.2.

V4
’
/!
7 \‘
" 4 = )
i | AT \
Y % \
1Y 7 1
1/2 3/4 2 >

Figura 4.2: Uma cobertura finita para {y € R2;3/4 < |y| < 3/2}.

Considere C = max{Cy,, Co1, Co2}, entdo temos que

max g(y) < C; para 3/4 < |y| < 3/2,y € @
Consequentemente, temos

g <’:c0|> = u(zo) + 2log|zo| < Cy para |xg| > 3R. (4.10)
To
Dessa forma, para |zo| > 10R, definamos

91(y) = u(|zoly) + 2log |zo| — C1 — 5.
Verificamos que

91(y) = u(|zoly) +2log|zo] —C1 —5<C1 —C1 —5< —=5+2log2 <0
para todo y € Bgs \ B3N Ri, jé que log 2 > 0. Observemos agora que
Agi(y) = Au(lzoly) |z
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= —¢etlzolv) . |502 = —eIzoly)+2log]wol

_ _ ullzoly)+210g w0 +(~5-C1)~(=5-C1) _ _ g1-2log|zol+Ci

Logo,
egl+5+cl 9
A91+Tgl =0em 33/2\B3/20R+ (411)

Observemos que

9g1(y) _ Ou(lzoly)

2 1
u/2 . og |zg|

5 5 |xo| = ce e 2
(g1+C1+5)/2
e
- 6691+C1+5/2 —c p a0

sobre 8R3_ N B3/2 \ B3/2.
Como g; é limitada superiormente segue que |9 /g;| e |e91/2 /g1| sdo limitados. Entao pelo
Lema [2] aplicado em —g;, temos a desigualdade

max —g1 (y) <Cs |H|1iri (—g1(y)), para algum C3 > 1.
Y= Y=

Consequentemente,

- min g1(y) < Cs(~ max(g:(4)))

e, portanto,
min g (y) > C3 max(g1(y)),

ly|=1 ly|=1
ou seja,
fr‘liq(U(lwly) +2log|z| — C1 —5) > Cs |m|a>§(u(\fc|y) +2log |z| — C1 —5),
yl= yl=
Tomando y = x/|zg| com |z| = |z¢| e C3 = C1 + 5, obtemos

min (u(z) + 2log |xg| — C2) > Cs | max (u(z) + 2log |xo| — Ca).

|z|=]zo |=|zo

Afirmagao 9 Como |c| [ypo e"? = oo, para 0 < e < min{10/c3,1/5}, obtemos uma sequéncia
+

{2;} CORZ, comi=1,2,3, ... tal que |z1| > 10R, com |x;11| > |zi] e

u(ai) +21og o] > - (~log fai]). (4.12)
3

De fato, inicialmente, identifiquemos OR? = {z = (y,t) € R%*t = 0} com R. Assim fazendo
uma simples mudanca de variaveis de obtemos

+00 +M
/ @)/ gy / (.02, / eUWO)/2gy — i e (WO dy = o0
BR?'_ 8R3_ oo M—+oco J_pr

Escrevamos
—10R

+M
lim eu((yao))/2dy — lim eu((y,O))/Qdy+
M—+oo J_pr M—+oco |

10R +M
n / @2y + fim e w0)/2 g,
—10R M—+co J10R
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Como u € C* (@) segue que e*¥0/2 ¢ C1(R). Dai

10R
/ w2y < K
—10R

para algum K € R.

Agora, suponhamos, por absurdo, que para todo (y,0) € (9]1%1 com |(y,0)| > 10R tenhamos

€

u((3.0) + 21og |(,0)] < 5 (~log(y,0))
3
ou seja, .
MDD+ o |, 0)] < 55 (- log 3. 0)),

entao pela monotonicidade da funcao exponencial, obtemos

((0,0)/2)Hog | (1.0)| < o365 (~ 1ol W O))

9

0 que é equivalente a
O/2).(,0)] < (g, )],

ou seja,
eUW0)/2) < y(y,0) 720 !

Notemos que |(y,0)| = y, entao segue que

M 10R e y*ﬁ M
lim WO/ 2qy < lim / |(y,0)] 263 "dy = lim -
M=o0 JioR M—oo oy M=o0 =565 |10R

. M ™5 10R ™5 10R %G
= lim — = .

€ €
M—o00 _ﬁ _E o
Analogamente concluimos que
~10R B =
lim (@02, — ( 1052) 5
e 25

Desse modo, temos que

—10R)Cs 10R>Cs
/ eu/2 S g + K + 3
OR?

€ € ’

2C 2C3

gerando uma contradicao com o fato de

/ @)/ 24y — 0o
OR2.

Portanto, obtemos x1 = (y1,0) satisfazendo (4.12)).

Usando um argumento de recorréncia, suponhamos, por absurdo, que para todo x = (y,0) €

OR2 com |(y,0)| > |z;| + 1 tenhamos

u((y,0)) +210g](4,0)| < (= log](y, 0))).
3
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chegaremos a uma contradi¢do, implicando na existéncia de z;+1 com |x; 41| > |z;| satisfazendo
(14.12)).

Dessa forma, obtemos a sequéncia desejada, provando a Afirmacao @ . Observemos, ainda,
que da forma que foi construida esta sequéncia, temos que lim;_, |2;] = o0.

Agora para i fixado, temos

min (u(x) 4 2log |z;| — C3) > Cs ‘ Ilnax (u(x) 4+ 2log |z;| — C2) > Cs(u(x;) + 2log |z;| — C3)

|z|=i] z|=lzi|
Assim, segue de (4.12) que

min (u(z) + 2log |z;| — C) > —elog|z;| — C2C5,

|z|=lzi

ou seja,
min u(x) > —(e+ 2)log|z;| — C2(C5 — 1).

|z|=lzi]

Afirmagao 10 Para i suficientemente grande
5
(e+2)log|z;| + Ca(Cs — 1) < §log ;]

Basta mostrar que
1
(2 - e) log |z;] < +C3(C3 —1).

Sabemos que que C3 > 1e 0 < e < 1/5, entao se Cy < 0, nada ha o que demonstrar. Se Cy >
1
0, como |z;| — oo, tomemos i; grande o suficiente de modo que <2 = e> log |z;| > C2(C3 — 1),

sempre que i > i1, provando a Afirmacao
Consequentemente, verificamos que

min u(z) >
|z|=lzi

5)
~5 log |z;| para i > ;. (4.13)
Seja Ra = |zi,| > |x4,| com iy suficientemente grande tal que

5
—§log|xl > —4log|z| + A para z € R% \ Bg,.

Definamos 5
hi(z) = u(x) + B log |z|,

com z € (Bz,,,| \ Blz,|) ﬂ@, com i > ig.
Verificamos que
Ahi(z) = Alu(z) + glog 2] = —¢*®) <0, para z € (Bp,., \ Ba) NR2.
E por temos que u(w;y1) > —g log |z;+1|, ou seja,
hi(zit1) > 0, com w41 € O(Byy,, | \%) ﬂ@.
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Entao, pelo Principio do Méaximo temos que
5 77
hi(z) = u(z) + B log x| > 0 em (B, | \ Bjz,|) NRE.
E como i > i é arbitrario e |x;| — oo , obtemos que
)
u(z) >~ log .
sempre que z € R2 e |z| > |R4l.

Resta mostrar que a desigualdade ¢ vélida também quando = € OR? com |z| > |Ra|. Para
isso, concentremo-nos nas condi¢oes de fronteiras de u

/ e'/2
oRZ

= ce%/? sobre ORi

=0

ou
ot
Notemos que como ‘ faRg e /2‘ = 00, necessariamente, temos ¢ # 0. Entao analisaremos
+
duas possibilidades: ¢ <0 e ¢ > 0.

Para ¢ < 0, consideremos, ainda, h;(z) e verificamos que
oh; (2) = A(u(x) + 3 log|z|)
ot ot

Entéo pelo Lema de Hopf, concluimos que u(z) + 5log|z| > 0 sobre (B, |\ Bjz;) N @
Como i > ig é arbitrario, e |z;| — oo concluimos que

= ce/? < 0 sobre 8R1 N B|mi+1\ \B\wl\’

5
u(z) > —ilog |z| > —4log |x| + A,
quando |z| > R4.
E o Passo 1 é verificado para ¢ < 0.

Para ¢ > 0, definamos f(z) = —4log |z — B| 4+ A+ 1, onde B = (0,b) com b > ceAt1,
Observemos que para x suficientemente grande, verificamos que
)
~Dloga] < fla).

De fato, notemos inicialmente as equivaléncias
1 - €A+l
FEERTEY

)
—§log|x\ > f(x) & em3losltl 5 of(@) o

Dessa forma devemos ter | ’4
r—B A+1
apr

Observemos que para cada x verificamos

o - BI* _ (2l =1BD* _ (\wl3/8— Bl >4.

‘.%"5/2 - ‘$’5/2 ‘x’5/8
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Como A ¢ fixado, temos que para |z| > R;, com R; suficientemente grande, temos que
4
38 1Bl At1
<|:U| 2/ > el

Daf segue que —32 log |z| > f(z), quando |z| > R;.

Também podemos verificar que para |z| suficientemente grande
f(z) > (—4)log |x| + A.
Evidentemente,
f(z) > (—4)log |z + A

é equivalente a
f (@) 5 (=4 10g|%|+147

ou ainda,

6A+1 €A

—— > —-
z— BI* " [a]!

()
<e.
]
- B B B
o= B] _ l=|+1Bl _,  |Bl
] |z] ]

Assim, devemos verificar que

Observemos ainda que

e para |z| > Ry com Ry suficientemente grande, temos que

e, portanto, f(z) > (—4)log |z| + A, quando |z| > Rs.

Definamos R4 = |z;,| > max{R;, R2}. Dessa forma, para |z| > R4.
5
—§log|x| > f(z) > —4log |z| + A.

Entao sobre |z| = |z;| ou |z| = |x;—1| para i > ig + 1, verificamos que f(x) < u(z), pela
escolha de B podemos verificar que

_ A41
d(u—f) _ eul? 4b < oet/? _ 4ce
ot |z — BJ|? |z — BJ|?
e assim,
O —
(uatf) < ce™'? — ce!/? sobre Bz \ Bg,_,| N 8Ri.

Verificamos que
A(u(z) — f(z)) = —"® < 0 para z € Bz \ Bla;_y NR3,
entao se houvesse y € By, \ By, ;| N OR? tal que u(y) — f(y) = 0 terfamos
O(u—f)
ot

contrariando o Lema de Hopf. E assim, também verificamos o passo 1 para ¢ > 0. Como
queriamos.

<0,

76



Capitulo 4 Parte 11

Passo 2
Para cada z € 8R%r, existe A\, > 0 tal que para 0 < \ < A,
’U,L,\(.T) < u(y)

paray € R2 |y — x| > A, onde u, ) ¢ a Transformada de Kelvin de u.

Demonstragao:

Afirmagao 11 Euiste ro tal para y € B \ By, temos uz \(x) < u(y) para 0 < X < ro.

Sem perda de generalidade assumamos z = 0. Consideremos w(y) = u(y) + 2log |y| em R? em
suas coordenadas polares, ou seja,

w(y) =w(f,R) =u(d,R) +2log R com § € (0,27] e R € R,.

Assim, temos que
ow(0,R)  Ou(f,R)+2logR  0u(f, R) n 21
or or - Or R

ou 1
Entao, como u € C’Q(Ri), temos que — é localmente limitada, e como JQH%) B= 00, temos que
_>

or
para R suficientemente pequeno

ow

ar
Isto significa que fixada uma diregdo, temos que w é uma fungao real mondétona crescente na
variavel R, dessa forma existe g > 0 tal que para 0 < Ry < Ro > 7o tal que

> 0.

w(Rl) < w(Rz).

Observemos que y e yx = \2y/|y|? sdo colineares e tomando 0 < A < [y| > ro segue que |y| > [ya[,
dai w(y) > w(yy) para y € By, \ BANRL ¢ 0 < X < 19, ou seja,

A2y A2y — =5
u(y) + 2logly| > u W + 2log Wi para y € B, \ By NR7.
Notemos ainda que
A2y A2y A2y
u(y) + 2logly| > u <|y!2> + 2log W =u <|y|2> +4log A — 2log |y|,

ou ainda,
2

A

u(y) + 2log|y| —u <|y|g> —4log A + 2log|y| > 0,

0 que é equivalente a L
u(y) — uly) > 0 para y € By, \ Br N R,

0 que prova a Afirmagao

Dessa maneira, temos que a desigualdade é obtida para um anel do Ri como representado
na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Anel B, \ B\ N @ onde vale ug x(y) > u(y).

Agora, devemos verificar a desigualdade para y € Ri \ By,

Afirmacgao 12 Euwiste r1 < ro suficientemente pequeno tal que para 0 < A < 1y e |y| > ro temos
u(y) —uoa(y) > 0.

Suponhamos, por absurdo, que para todo 0 < r; < rg exista 0 < A, < r; tal que tenhamos
u(y) — uo z,, (y) > 0 para [y[ > ro.

Entdo A, sabemos que para |y| > ro > A, verificamos que [\ y/|y[*| < A, ou seja,

A2 y/ly|*> € By. Pela continuidade de u existe K > 0 tal que |u(z)| < K para todo x € By,

2

A
ul(y) — ux, (y) = uly) + 4log ly] — u ( e ) ~4log Ay, < 0, para [y| > 7o,

isto é,
A%y
u(y) +4logly| < u PE + 4log A\, para |y| > o

Dai segue que
u(y) +4logly| < K +log\ < K + log A\, + K1 para |y| > 7o (4.14)

com K grande o suficiente para K + log A, + K; > 0.

Pelo passo 1, temos que dado A > 1, existe um R4 tal que se |y| > Ra, verificamos que
u(y) + log ly| > A. Tomando A = K + log A + K temos que

u(y) +4logly| > K +log A + K,

para |y| > Ry, em particular, para |y| > ro, contradizendo (4.14)). E segue a Afirmagcao (12)).

Verificamos a afirmagcao na regiao onde |y| > 1o, como pode ser vista na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Regiao fora do anel B;f \ By N @ onde vale ug x(y) > u(y).

Dessa maneira, pelas Afirmacoes [11] e [12] estabelecemos Passo 2.

Passo 3

Para x € O]Ri, seja
X = sup{A;u(y) > uza(y);y € R\ Bz, 1) < A},
Entéo )\, = 0.
Demonstragao:

Supondo, por absurdo, que existe x € G]R%r tal que A\, < co. Sem perda de generalidade,
tomemos x = 0. Seja
2\
Wiy =u— uyys em Y= RY\ By

E verificamos que

wa +&wy; =0 em e
8’(1)% 9 R
9 = Sowys sobre OR?7 \ By,
onde,
e —e"o et/2 — "%
b =—"— fr=c——— (4.15)
u — 'LLE u — UE

sao fungoes continuas e estao bem definidas sobre Yo e 8]1%1 \ By, respectivamente, devido a

maneira que consideramos Ag.

Primeiramente, pelo passo 1, verificamos que para A = maxB%u(aj) +4log \g + K>, com Ko
grande o suficientemente de modo que A > 1 temos

u(y) +4logly| > A, para |y| > Ry,

ou seja, o
u(y) + 4log|y| > rgaxu(a:) +4log \g + K> para |y| > Ra.
o
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Dessa forma,
A2y —
u(y) +4logly| > u W +4log Ao + Ko,

temos, assim,
2

A .
u(y) +4logly| —u <]y|?;> —4log Ao > Ko,

e segue que
u(y) —uyx > Ko >0 para |y| > R

e assim
wy(y) > K2 >0 € X5-e |yl > Ra.

Assim pelo Principio do Maximo forte segue que wy-(y) > 0 para y € X5 e |y| < Ra.

Notemos ainda que para y € 8BE\8R3L temos que u(y) = uo)\fo(y), ou seja, wy> = 0. Entao
pelo Lema de Hopf segue que

Owyy (y)
v
onde v ¢ o vetor exterior normal unitério de By Para « = (£A,0) pelo Lema , verificamos que
dwy=(Ao, 0) S 06 dwy=(—X0,0)
ov ov

Isto é uma contradicdo, que vem do fato de supormos Ag finito.

> 0,

Portanto, estabelecemos o passo 3.

Passo 4

Entao pelo Lema 8| segue que u(s,t) é um funcdo que depende apenas de t, ou seja,
u(s,t) = u(0,t). Contradizendo a condic¢io de finitude de [p» e*.
+

Essa, contradicao veio do fato de supormos f IR e%/2 = 0. Assim, para u solucao de 1)
+

com fRQ e < 0o. Devemos necessariamente ter
+

/ U2 < 0.
OR2

4.1.2 Integral sobre OR? finita.

Inicialmente, vamos estabelecer um certo comportamento assintotico da solugao u de (4.3))

para |z| grande, quando as condigoes ‘ Jg2 ce¥/ 2‘ <ooe ‘ Jom2 cev/ 2) < 0o sao satisfeitas.
+ +

Proposigcao 2 Seja u € Cg(Ri) NCY(R2) satisfazendo 1) com ‘ng ev
+
oo entao SUPgz Ut < 00.
+

< 00 e‘ e“/Q‘ <
Jor2

Demonstragao: De fato, dado € > 0 existe R > 0 tal que

0< / e’ <e
R3\Br
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dai, temos que e*(*) < € para todo = € Ri \ Br, portanto, existe Cy tal que u(z) < Cy em
R2 \ Bg e, uma vez que u € C*(R%) segue que existe C3 tal que u(z) < C3 para x € B},
portanto,

supu < (s

72

com C3 = max{Cy, C3}. De maneira, analoga concluimos que SUpgR? U < (y, logo,

supu < C
=2

para C' = max{Cs, Cy}. ]

Proposicao 3 Seja u nas condigoes do Teorema e que faRg e¥/? < 0o, entio
+

1
|x|—o00 IOg ]ac\ T Ri T BRi

Demonstragao: Seja

1 p—
vi(z) = o /]RQ (log|z — y| + log|T — y| — 2log |y‘)6u(y)dy
+
c p—
Tor (log|z — y| + log |T — y| —210g|y])e“(y)dy
T Jor2

onde 7 é a reflexdo de x sobre 0]1%1.

Verificamos analogamente ao Teorema || que Av; = €% em R%r e de forma semelhante a

v
Aﬁrmagéo obtemos —— = —ce"/2 sobre @]R%_, ou seja,

ot
Avy =e" em RY,
% = —ce¥/?  sobre (‘?Ra_.
Agora verificamos que
U1

im —— = —
|z|—oo log ||

De fato, dado €; > 0 temos existe Ry > 0 tal que para |z| > R;, temos que

log |z — y[ +log [z — y| — 2log|y|
log |z|

2§61

Como ng e" < 00, dado eg > 0 existe Ry > 0 tal que
+

/ e < €.
R%r\BRQ

Dado € > 0, tomemos €; = ¢/(2 SuPRi) e €2 =€/(2¢1) e R > max{ Ry, R2}. Definamos

27 log |x| T

R2 R2
+

Entao

D <

1/ (log|x—y| + log ‘f_y| _210g|y| 72)6u(y)dy
21 JELt log |z|
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1/ (log |z — y| + log [z — y| — 2log |y| _ 9)¢u) gy
21 Jr2\BR? log |z|
Logo,

1 1 — log |z —y| — 21

/ (log |z —y| +log [T — y| — 2log |y| _ 9)¢u) gy

21 ot log |z|

1 ! — log |z — y| — 21
< supe® / (log |z — y| +log [T — y| — 2log |y| —2)dy‘.

R? 21 JEnt log |x|

E assim,

2)6“(y)dy < sup v & F
Ri 2 SupRi 6" 2

1/ (log|z —y| +log |z —y| —2log|y|
Br'

o J5= log |x|
E ainda,
1/ N (loglz —y| +log |z — y| = 2108 ly] 5wty < ¢ & — €,
27 Jr2\Br log |z| 2¢; 2
Dali, temos

lim 1/ (log |z — y| + log |T — y| — 21og |y|)6u(y)dy _ 1/ W) dy.
o002 JR2 log |x| ™ Jr2

De maneira anéloga, concluimos que

i C/ (10g\f—y\+10g|x—y|—210g|y|)€u(y)/2dy_C/ c10)/2 g
|00 27 Jom2 log |x| 7 Jr2

+

Portanto, temos que
v1 ()

|z|—o0 log ‘l’| T

Consideremos v = u + v1, portanto,

@:0 sobre 8]1%1.

{ Av=0 em RJ,
ot

Observemos que
v < C(1+log(|z] +1)),

u(z)

para algum C' > 0. Portanto, v é constante. Consequentemente, lim|,_ ﬁ =
og |z

Observagoes 7 A Proposicao 3| nos fornece o comportamento assintdtico de u no infinito. Isso
serd de extrema importincia, pois através do Método das Esferas Moveis, poderemos utilizar o
Principio do Mdaximo para chegarmos ao resultado desejado.

Para prosseguirmos, vamos analisar o sinal do coeficiente ¢ na equagao

ou _
ot

ce®.

1° subcaso: ¢ > 0.
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Proposigao 4 Seja u nas condigoes do Teorema (18, com ¢ > 0. Entdo d = —4 e para todo
b € R existe algum Ay > 0, tal que

up(z) = up <)\2‘r|2> — 4log |x| + 4log Ay para todo x € R,
ks
onde uy, = u(s + b,t) para todo x = (s,t) € R2.
Demonstragao:

Para mostrarmos que d = —4, obteremos contradi¢des quando assumirmos que d > —4 ou
d < —4.

Inicialmente, assumamos d > —4.

Definamos

x
up(2) = wp <|x|2) — 4log |z|

Az x
Wxp = Vp — <vb <|$|2> —4log |)\|> .

Sem perda de generalidade, trabalharemos com b = 0, consideremos

uno = vo(Nx/|z[?) — 4log(|z[/X)

wx0(7) = vo(z) — vrp0(2).

Dessa maneira, verificamos que

w0

ot

onde ¢; = e81(®) ¢ 2 = (¢/2)ef2, e & e & sdo fungdes que assumem valores entre vy e vp.

(4.16)

Awy o+ crwyo =0 em Bj\r
= cowy sobre a’B)T,

Obteremos uma contradicao das quatro afirmagoes seguintes:
Afirmacao 13 Para A grande o suficiente, verificamos que wy o > 0 para todo x € B;\F \ {0}.

Provaremos esta afirmacao em trés passos.
Passo 1

Existe Ry suficientemente grande tal que para todo Ry < |z| < A/2, temos wy g > 0.

De fato,
wxo =vo(x) — (v )\273; —lo Jzl
A0 = V0 0 ’x‘g g \
x x 2|z |z|
=u (W) —4log|z| — <u (ﬁ) — 4log PE —4log7
x x 22|z || A A
=u( -2 ) —4log|z| — <7) 41 4log X~ 4log 2 4 dlog 2
u<|x|2> oglz| —u 2 +4log B + 4log 3 og 7] +4log ]
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x x 1 A

T T A
—u—) —u(=) +4log =.
“(W) u(%) + % 1]

. u(z)
Agora, observemos que como lim
|z|—o0 log |2

= d para Ry suficientemente grande e Ry < |z| <

A/2 temos que dado € > 0

u(z) +d| <e.
log |z
Dali,
wo) | <,
log |z
que é equivalente a
uz) <|d|+e<C,
log |z|
logo,
lu(z)| < Cloglxl,
e, portanto,

ju@)| _ Clog]al
el = 1flal

0 que é equivalente a
u(z)||z] < C|z|log ||

Como |z|log |z| é continua, temos que |z|log |z| é limitada em Ry < |z| < A/2. Dai segue que

m@:o<é0.

x T A
’I,U)\’O =U (|x|2> —U<ﬁ> +410gm

1 1
=0 <> +410gi >0 () +4log2 > 0.
|| |z

]

Assim,

E estabelecemos o passo 1.
Passo 2
Existe R1 > Ry, tal que para Ry < A\/2 < |z| < A, temos que wy g > 0.

Sejam g(x) = log(|z| — 1) e Wy o(z) = wxo(z)/g(x). De (4.16)), segue

2 A

AfU))\,O + 7vng)\70 + (Cl (:L“) + g) A0 = 0 em B;

@ 7 9 (4.17)
8)\7;0 = C2Wx0 sobre 0'By \ {0}.

Agora, suponhamos, por absurdo, que exista xg = (sg,t9) com A < |zo| < A tal que

Wxo(zo) = )\illlzilrl)\ < 0.
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Notemos que pelo passo 1, temos que |zg| # A/2 e pela definicao de wy o, se |zo| = A terfamos
wy,0 = 0. Dessa maneira, A/2 < |zo| < A e também

/\2.%'0 |.Z'()‘
’U,\(f[)o) = (‘x02> — 410gT

2 lzo| (o

=u (%) —4log‘i:0’ —4logT —u(ﬁ) —4log .

Como |zo| < A, segue que x¢/\? € Bifr Pela continuidade de u temos que existe C; tal que

— x

u(y) < Cy, com y € BY, em particular, u (/\—g> < (. Segue entao que
vy < Cp —4log A < Oy — 4log |,

para Cy suficientemente grande.

Como Wy o(zg) < 0, segue que wyo < 0, temos que vp(zg) < wvx(xg) < Co — 4log |zol.

Sabendo que &;(z) assume valores entre vg(x) e vx(x), em particular, temos
{1(1‘0) S 02 — 410g |l’0|

Pela monotonicidade da func¢ao exponencial, obtemos

c1(zg) = 51(@0) < Ca—tloglzol — /) z0|4, (4.18)
Verificamos, também que
Ag 1
—(xg) = — . 4.19
g ) =~ aoTTwol — D lo(fmol — 1) (4.19)

Entao segue de (4.18) e (4.19) que para Ry > Ry suficientemente grande temos

A
e1(ao0) + 79(350) <0.

Entao, pelo Principio do Maximo e pelo Lema de Hopf aplicados em (4.17)) chegamos a uma
contradicao, devido xgy ser um ponto de minimo negativo interior.

Portanto, o passo 2 fica estabelecido.
Passo 3

Existe R3 > Rs tal que para A > Ry, temos
wy,0 > 0 para x € BEO \ {0}.

De fato, tomemos 0 < |z| < Ry e A suficientemente grande. Observemos que

T x
Wy = U <|$’2> —4log |x| —u (F) + 4log . (4.20)

() ()

x
) Zdtoglz| = | Ly frog e = | Ly |y
b <|x!2) og |7/ log |z| og || log |z|~! og |l,

Agora, notemos que
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temos como d > —4, |z| — 0 temos

« ()
ER.

- log ||
log T2
=(-d—440(1))log|z| >0
Portanto, pela continuidade, de u <|:c’2
T

independente de € tal que para x € BEO \ B, temos que

ul —4log |z| > —C.
|22

Fazendo € tender a zero, segue que

> — 4log |z|, dado € sabemos que existe C' > 0,

wyo(x) > —C para x € Bg, \ {0}.

Observemos ainda, que para A > Ry temos que z/\? € Bg,, portanto limitado. Assim, para
Ry suficientemente grande, se A > Ry temos que C' + u (%) < 4log A e verificamos que

wy > —C’—I—u(%) +4logA > 0.

E assim, estabelecemos o passo 3.
E a Afirmagao [I3] segue dos passos 1,2 e 3.

Agora, definamos para cada b € R? identificado com R

Ap = inf{\ > 0;w,, > 0 em §+,u \ {0} para todp A < v < oo}.

Afirmacao 14 FExiste b € OR%2 =R, tal que Az > 0.

Supondo que a afirmacao nao é verdadeira, entao para todo b € R verificamos que A\, = 0,
logo pelo Lema (), segue que v(x) depende apenas de t, contrariando as hipoteses de finitude
das integrais. Portanto, a afirmacgao é verdadeira.

Afirmagao 15 Seja A\, > 0 para algum b € OR% = R, entdo wy, »(r) =0, para todo x € ]Ri.

Sem perda de generalidade, tomemos b = (0,0) = 0, e suponhamos que a afirmacao ¢ falsa.
Verificamos que w), o satisfaz

Awyy 0 <0 em B;’O,

0

% = ce"/? — ce?/? sobre &' BY. \ {0}, (4.21)
Wxy,0 = 0 em B;“O.

Entao, pelo Principio do Méaximo e pelo Lema de Hopf (usado a condicao de fronteira de wy, o
em (4.21))) temos que

Whxg,0 > 0 em By

0 o’
Who,0 /" R+
£y >0 sobre 3"B No?

onde v denota o vetor normal exterior a esfera 9”B). Para finalizarmos a prova da afirmacao,
precisaremos dos seguintes resultados auxiliares

(4.22)
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Lema 17 Euxiste v = v(X\g) > 0 tal que wy,(x) > 0 para x € BAO/QJF \ {0}.

Demonstragao:

Notemos que

Ao |z| x
Uyg =V <W> - 4log)\—0 =u (/\0 — 4log )\0> < C1(No). (4.23)

De (4.22)) segue que mina,,BL2 Wyy,0 = € para algum 0 < e < 1.

Sem perda de generalidade, assumamos, A\g = 2. Para 0 < r < 1, introduzimos a fungao

auxiliar

€p log |z| et(l —p)
J— . 6

c+1) logr 2

onde 0 < p < 1 a ser escolhido posteriormente.

para z € B \?ﬁ,

p(r) = 3

Agora, definamos P(z) = wy,0 — ¢(z) e observamos que

AP(z) <0 em B\ B,
oP 1-— — 4.24
() = ce/? — ce™ — d-n sobre (B \B:) (424)
ot 2 0
Mostraremos que o
P(z) >0, para z € B;fo \ B:r (4.25)
De fato, sobre 8"Bf, temos que |z| =1 e ¢t < 1. Como ¢ > 0 segue que
e log |z| et(l—p) _ e 1-(1-p)
PO =50 D) T Togr € . S VT ¢
E como wy, ¢ > € segue que P(z) > e — e = 0 sobre 0" By .
Para x € 8" B;}, temos que
e log |z| et(l —p)
wla) = 2(c+1) logr ot 2
€L et(1— p) €L et(1— p)
= — — = > 0.
2er1) T2 et T 2

Logo, pela defini¢ao de P segue que P(x) > wy, 0 > 0.
Agora, suponhamos que ocorre P(zg) = minz € ET \ B)f P(z) < 0 e seja zg = (80, t0)-
Pelas consideragdes acima e pelo principio do méaximo, segue que
wo € O'(By \ BY),
logo to =0 er < |so| <1, entdao (9P/0t)(xo) > 0.

De P(z9) < 0, obtemos
vo(xo) — vag(x0) — p(20) < 0.

Assim de (4.23)) segue que
vo(wo) < Co, (4.26)
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para Cy = Cy(e,Cy). Também, como tg = 0, obtemos

e log |z| €p
— . . 4.2
2(c+1) logr €< 2(c+1) (4:27)

De 1' e lb e pelo Teorema do Valor Médio, segue que ev/2 _ /2 < Cswy, 0(o)

para uma constante Cg > 0.

Wh,0(T0) <

evo/2 _ gv1/2 € ] €
Cs >2C.03'( _“)>2(c+1)03

wxy,0(To) < (1= p). (4.28)

Entao de (4.27)) e (4.28]), verificamos que

1
1+C5°

o>

escolhendo p tal que 0 < pu < 1/(1 + C3) verificamos (4.25). Fazendo r — 0, em P, provamos o
Lema para v = €/(2(1 + ¢)(1 + C3)).

Da definicao de Ag, sabemos que existe uma sequéncia Ar de modo que A\ — Ag com A\ < Ag
tal que
il}_f wy, < 0.
Ak

Pelo Lema e pela continuidade da u, para k suficientemente grande segue que
wy, (¥) = 7/2 para x € By s \ {0}.
Temos ainda que existe zp = (sk,tx) € By, \ By, 2 tal que

ka(:vk) =_min wy, <0.
Bi—k\{o}

Claramente temos que \g < |zi| < Ax e pela condi¢ao de fronteira, t; > 0. Observemos ainda
que Vwy, () = 0. Passando a uma subsequéncia, se necessario, temos que z, — zo = (S0, to)

e como u € Cl(@), segue que

wx, (o) =0 Vwy,(z9) =0 (4.29)
De (4.29) e (4.22)) segue que zog € 9'B,, \ {0} dai temos que top =0 e |sg| = Ao. ]
811})\0’0

Lema 18 Se (4.21) e (4.22)) sao satisfeitas, entao
‘So| = )\0.

(z9) > 0 para todo o9 = (s0,0) e

ov

Uma vez verificado o Lema ([18]) termos uma contradigao, implicando que afirmagao é verdadeira.
Demonstracao:

Sem perda de generalidade, assumamos A\g = 1 e sg = 1. Seja
Q={z=(s1);1/2<s>+t><1,s>0e0<t<1/4},

como pode ser observado na Figura 4.5.
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[ [

Figura 4.5: Q = {x = (5,1);1/2 < s> +t2 < 1,5 >0e 0 <t < 1/4}.
Definamos
ha)=e(l=s)(t-p)  e1(@) =h(@) = (),
com 0 < €, 4 < 1 a serem escolhidos posteriormente. E verificamos que

Ap1(z) =0 para x € Q.

Consideremos Q(x) = wy,0(x) — p1(z) e dessa maneira temos

AQ <0 em Q,
4.30
% = ca(x)wyg0(z) — % sobre 92N ORZ, (4.30)

onde ¢ = (¢/2)e/2, € é uma funcdo entre vy, € vo. Para € e u, convenientemente escolhidos,
queremos mostrar que

Q(x) = wxy0(z) — p1(z) > 0 em Q. (4.31)

Usando (4.22), escolhendo €y > 0 pequeno o suficiente, tal que para todo 0 < € < €y temos
G(x) > 0 sobre 02 N (0B 2{t = 1/4}. Pela construgio de o1, temos também que G(x) = 0
sobre Q2 N dB;. Agora suponhamos que G(z) < 0 em £, dessa forma, existe x; = (s1,1) em Q
tal que

G(r1) = mﬁinG <0 (4.32)

Entao pelas consideragoes acima e pelo principio do maximo temos t; = 0e 1/2 < 57 < 1. Assim

oG
— > 4.
a0 (4.33)
Ainda verificamos que
oG s -3
a(xl) =e(1-7)(s;” +1). (4.34)
Combinando (4.30)), (4.33)) e (4.34)), temos
ca(z1)wy, (21) — e(1 —s1)(s7° +1) >0 (4.35)
E segue de (4.32)
ca(z1)wyg,0 — €(1=5)(s7° +1) > 0. (4.36)
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Combinando (4.35)) e (4.36]), segue que
ca(z1)p > 1.

Entao escolhendo desde o inicio 0 < p < ming ocy<i(ca(®) + 1)-1 chegamos a uma
contradi¢ao. Dessa maneira, temos que (4.31]) é verdadeira. Como sabemos que Q(xg) = 0
devemos ter

oQ

- > 0.
ot (@) =
Dessa maneira,
Qw0 oQ 0p1 01
’ == - > 1 — '
5, (20) = 5 (z0) + = (20) 2 5~ (20) = 261 > 0
Dessa forma estabelecemos o Lema e a Afirmacao também. [

Das Afirmacgoes e , verificamos que d < —4.

Agora, assumamos que d < —4 e encontraremos uma contradicdo usando um argumento de
esferas moveis.

Da prova da Proposi¢ao segue que u = vy + C. Definamos
w(z) = u(x) + 2log |z|
Afirmagao 16 Seja w em coordenadas polares, entdo existe Ry suficientemente tal que
ow B ou(r,0) 2

- o <0

para 0 € (0,27) er > Ry.
Suponhamos, por absurdo, que para todo R > 0, existe g tal que
2
or r
para todo r > R. Assim, integrando em relagao a variavel r, temos

/T2 Oulr,On) + 2dr >0
. or ro

1

com r; > R erg > R. Dai temos,
UJ(T’Q,@R) — 'LU(T’l,(gR) Z 0.

E como u(x) < —4log |z| temos que w(x) < —2log |x|. Assim, fixando r1 temos w(ry,0,) = Cy
e temos
0 < w(TQ,GR) - w(rl,QR) < C— 210gr2

Fazendo ro — oo temos uma contradigao. E assim provamos a Afirmagao ((16]).

Dessa maneira, para r > Ry fixada uma dire¢ao, observamos que w é mondtona decrescente.
Consideremos para cada z € ORZ, definimos uy » como sendo sua Transformada de Kelvin. E
sem perda de generalidade apliquemos para y = 0. Assim temos,

2

2y
uoa(x) —u(z) =u <|);U’2) +2log | —5| — (u(z) — 2log |z|)
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para x € ¥ := R% \ By, ou seja,
P
toala) ~ ulo) =u (35 - wle)

2 < - -
Como fx—lg e z estdo na mesma dire¢do de x/|z|. Entdo para A > Rg e A < |z| < A?/Ry, temos

que Ry < % < |z| e, portanto, segue que w (%) > w(x). Donde obtemos

up () > u(z) para A < |z| < A?/Ry. (4.37)
Resta mostrar para x > A\2/Ry. Escrevamos

Nz
upy —u(z) =u EH — 4log |z| + 4log A — u(x).

Como |x| > A?/ Ry, temos que \2x/|z|? € BEO, pois

A2 A2
R S
2| = A?/Ro

Vi
||

Ry.

Daf u (\?z/|z|*) < maxpt u. Também, verificamos que —4log |z| — u(x) > 0, uma vez que
0

u(z)
log |x|

lim < —4. Dessa, forma, escolhemos A tdo grande que

)\2
up ) —u(r) =u <]w]§> —4log|z| + 4log A — u(x) > 0. (4.38)

Portanto, por (4.37) combinado com (4.38]) segue que existe g grande suficientemente tal
que para A > Ag, ug x(z) —u(z) > 0 em X). Agora, vamos mover a esfera até a posicao critica.

Afirmacgao 17 Seja

A =inf{\ > 0; para todo v > X\, up, >u em X, },

entao

A > 0. (4.39)
De fato, fazendo r = |z| e verificamos que para r suficientemente pequeno temos

ow(r,0)  Ou(r,0) +g
or  or r

entao para r suficientemente pequeno,

ow(r,0)

4.4
o >0 (4.40)

Entdo temos que A > 0.
E fica provada a Afirmagao .

Mas podemos obter que dado e > suficientemente pequeno, ainda temos para A — €, ainda
verificamos que u,y_,. > u, devido ao decaimento de u no infinito. Isso contradiz a definicao

de A. Entdo, podemos descartar o fato de d < —4. E como ja tinhamos que d > —4, entdo
verificamos que d = 4.
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Afirmagao 18 Para todo b € R, temos que Ap.

Das Afirmagoes e , temos que existe b € R tal que Ap>0e Wy 5= 0 para todo x € Ri,
ou seja,

uz(z) = ug QL — 4log(Nj|7|) para z € R?,
)‘g|m’
0 que é equivalente

T
uy(x) + 4log || = vz (W) — 4log X,

dai segue que B
lim (uz(z) + 4log|z|) = u(b,0) — 4log Ay,

|z|—o00

ou ainda,

lim (z)+ 4log|z|) = u(b,0) — 4log A;. (4.41)

|z]—o0

Supondo que a Afirmacao (18) ndo é verdade para algum b € R, isto é,

wp(z) = vp — (Ub (fiﬁ) —4log <|x/\’>> >0,

para todo A > 0 e para todo z € EI \ {0}. Dai segue que

U — | >u (*) —4lo —)\
b |x]2 =0 A2 & || ’
para todo A >0e para todo x € B)\ \ {0}

Fixando A > 0 na equagao acima e fazendo |x| tendendo a zero, usando (4.41)),
u(b,0) — 4log Ay > up(0) — 4log A
E fazendo A — 0, chegamos a uma contradi¢ao. Desse modo, segue a Afirmagao (|18]).

Portanto, temos que segue a Proposicao . [

Prova do Teorema ([18)) para ¢ > 0.
Usando a Proposicao e o Lema , sabemos que para algum sg € R, a,d > 0 temos

2
MCL)2Hi> , para todo x (S R. (442)
— 20

u(s,0) = log (

Sejam o = (s0, —v/d),

B:{a::(s,t)ERz; L+ Vd) \/820},

s — so2 + (t+ V)2

_ T —Zo
@@):u<m_xwLHm>_4bgm_x%

para x € B.
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Pela definicdo, temos que B é uma bola de R2. Por (4.3), sobre

=<z=(s 2. t+vd — =
aB_{ (’t)ER’!s—solz+(t+\/&>2 Vi 0}’

temos

_ |s — sol?
o(s,t :2loga—210g< +d
(5,) (Is — so|2 + (t +Vd)2)

—21og(|s — so|? + (t + Vd)?)
|s — s0/?

(Is = sol? + (t+ Vd)

= 2loga.

:2loga—2log( 2+d(|5—50]2+(t—|—\/g)2)>

Logo, para p = @ — loga = 0 sobre 0B, portanto, pelo Principio do Maximo temos p > 0 e
pelo Teorema , segue que p, é radialmente simétrica em relagao ao centro de B. Verificamos
que

Ap(x) = Ap(x) = Au(y) = "W, (4.43)

onde y = (x —xo/|r — x0/?) + z9. Pela unicidade das solucdes das Equagdes Diferenciais
Ordinérias para (4.43)), temos que existe um A\ € R tal que

(o) = log By )

()\2 + \x — 370’2)2’1‘ — .%'0‘2

Observemos, ainda,
Tr — X

|z — xo| = +x0 — 20| = |y — 20|

|z — 202

e temos ainda que

—( ¥~ o
u(y) =9 (M) — 4logly — @ol-

Dessa maneira, obtemos (4.5|).
[2° subcaso] ¢ < 0.

Para provar este caso usaremos todos os passos do caso anterior, a mudanga ocorre apenas
no passo 2 da afirmacao 1. Provaremos esta passo, usando a fungao teste g(z) = log(|z| —1) com
z=x+ (0,—\/4). E procedemos de forma semelhante ao caso ¢ > 0, definimos similarmente,

v(x), vp(x), wrp € wy.
Proposicao 5 Seja u(x) satisfazendo
ou

— = ce"?  sobre 8R%r

{Au—l—e“:() em Ri
ot

fRi el <oo e faRi e¥? < 00
entao existe \p > 0, tal que

x
up(x) = up ()\2|$|2> — log A|z|.
b
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Analogamente, ao que foi feito anteriormente, temos que

u(z) _

1m

Afirmagao 19 Para A grande o suficiente, temos wy > 0 para toda x € F;r \ {0}.

Passo 1 Existe Ry, tal que para todo Ry < |z| < A/2, temos que w)y(x) > 0.
Verificamos da mesma forma que para o caso ¢ > 0.

Passo 2 Existe Ry > R; tal que Ry > A\/2 > |x] > ), temos que wy(x) > 0. Seja

g(x) =log(|z| = 1) com z =z + (0,A/4) e Wx(z)/g(z). De (4.16) segue que
_ 2 . 0g\ _ i
AWy + =Vg-Vwy+ |ci(z) + = |wr=0 em By,
= g 1 9 g (4.44)
872 = <c2(a;) — 8?) W) sobre 9'By.
Supondo contrario, teriamos que existe xg = (so, tp) com A/2 > |zxg| < A, tal que
w = i w < 0.
B =, P

Entao, |zo| # A pela definigdo de wy, e |zg| # Ao pelo passo 1 e, devido a condi¢ao de fronteira,
obtemos tg > 0. Portanto, zg € B/\ \Bl/2 e, ainda,

va(z0) < C —4log A < Oy — log|zo|,
v(zo) < va(zo) < Cp — 4log |xo].
Assim, para A suficientemente grande verificamos que
le1(zo)] < |x o lea(wo) < |f|2, |zo| ~ [20] ~ A,

onde zy = (z9, —A/4). Também verificamos que

Ag( ) 1
29y = — 7
g " el (2] — 1)?og(|20] — 1)
19 ) = - :
g 9t " 4fz[(Jz0] — 1)log(lz0] — 1)°
Entao para A grande o suficiente, temos
A
c1(z0) + 79(1’0) <0
¢ 19
g
— 0.
ca(zo) + 5 (@) >

Usando o Principio do Maximo e o Lema Hopf chegamos a uma contradicao usando (4.44)).
Portanto, verificamos que o passo 2 fica estabelecido.

Passo 3 Existe Re < Ry, tal que para todo A > Ra.
wy(z) >0

. para z € BEO \ {0}. Exatamente igual ao passo 3 da Aﬁrmagéo. O restante da prova ¢
similar a prova do caso ¢ > 0.

E dessa forma concluimos o Teorema ([18]).
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4.2 Consideracoes sobre as condicoes da finitude da
integral para o caso super-harmonico.

E importante salientar que no Teorema (18 a condigao
/ e’ < oo
=2

é muito forte. Ela ndo pode ser removida, nem ser substituida pela condi¢ao de fronteira

/ e? < 5o
OR?.

como sera visto nos exemplos a seguir:

Exemplo 1 Para c # 0, seja, f: C — C dada por

ef+1
€ ! 2
w1(2) = log S 2)

(1+ K[f(2)]?)?

2
onde K = ———1—— | . E verificamos que
( V2ety /1455 ) 4 1

{ Aup+ef=0 em R?%

0
% = ce®/? sobre GR%F

u1/2 up
‘cfaRie ’<oo e fRie = 0.

Exemplo 2 Para c =0, seja, f: C— C dada por

e +1
er —1

9(z) =

o BK19 ()
(1+ Klg(2)])?

ug(2) =
onde K # 1. E verificamos que
Ous

T2 ce'2/2 gobre 6]1%%r

{ Aug+e4=0 em R
ot

‘L‘?RZ SUQ/Q‘ <00 e [pz €™ = o0
¥ ¥

Nestes exemplos, temos fungoes que satisfazem as equagoes (4.3), mas nao pertencem a

familia de solugoes li Assim, percebemos que se a condigao fRQ e" < oo, for retirada, ainda
+

existem solugbes para (4.3)), no entanto, ndo podemos classifici-las como determina o Teorema

[).
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Observagoes 8 Paran > 3, temos o sequinte resultado
Teorema 19 Sejau € C*(R%2)NC! (@) seja uma solugdo nao negativa de

Au+n(n—2um+tD/=2) =0 em RZ

8—? = cu™ (2 sobre 8R3.

Entao u=0 ouu e da forma

. (n—2)/2
(5,8) =
e <e2+|<s,t><sﬂ,to>|2> ’

€c

come> 0,50 € R" ! ety = -2

A demostragao desse resultado pode ser visto em [17).
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Caso Sub-harmonico

Neste capitulo, inicialmente, mostraremos de forma simples que nao héa solugao para a equagao

Au — e =0 em R

Em seguida, trataremos problema (2.17) para a = —1. Neste caso, verificaremos que as
condic¢oes
Jpe € <0 e [, » e%? < o
RZ R2

sa0 equivalentes.
Assim, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 20 Seja u € C*(R%) N C’l(@) uma solugdo para

Au—e*=0 em Ri
0 5.1
8—1: =ce?  sobre &Ri, (5:1)
satisfazendo ng e¥ < oo ou faRQ ev/? < 00, entdo ¢ < V2 ewu éda forma
T T
8A?
u(s,t) =log (5.2)

((s = 50)% + (£ — 1) — A?)?
onde sg € R, tg = —cA/v/2,\ > 0.

Em seguida, mostremos que uma das condigoes de finitude na integral e, portanto, ambas,
nao pode ser retirada das hipoteses.

5.1 A nao solucao da equacao Au — e* = 0 em RZ.

Como uma consequéncia imediata do Lema temos o Teorema.
Teorema 21 Nao existe u € C?(R?) para Au — e* = 0.

Demonstracao:
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Suponhamos, por absurdo, que exista u € C?(R?) tal que Au — e* = 0 e seja u(0) = a.
Restrinjamos u a bola Br. Entao pelo Lema segue que

u(0) <log8 — 2log R.
Tomando R suficientemente grande, chegamos a uma contradicgao.

Portanto, nao existe u satisfazendo a equagado desejada. [

5.2 Demonstragao do Teorema 20

Nesta secao, temos dois casos a analisar relativos ao coeficiente ¢ da equagao

ou
g u/2
5 ce

Se ¢ > 0 verificamos que a equagao (5.1) ndo tem solugao. Ja quando ¢ < 0, mostremos que
as condigoes ng e <ooe | SR2 e%/? < 0o sdo equivalentes, e mais ainda, a equacio |' tem
¥

solugoes e estas sdo da forma ([5.2)).

5.2.1 Demonstracao do Teorema [20| para ¢ > 0.

Mostraremos que nesse caso, nao ha solugao para ({5.1)).

Suponhamos, por absurdo, que existe u € CQ(Ri) satisfazendo (5.1). Dado zo € Ri,
definamos

v(y) = u(|zoly) + 2log x| em (By \ By ) NRY

Verificamos que

Av = Au - ’$0|2 =e¥. |l‘0| — Y. elog\xo\2 — €u+210g|:c0| — ¢

e1nl (BQ \ B1/2> ﬂRa_ €
Ov

= —du- ’xoy _ Ceu/2 . 6log|;100| _ ceu/2+2(log|x0|)/2 — ce?

ot
sobre By \ By N OR?.

Entao pelo Lema temos que max|,—; v(y) < C1, para algum C; = C. Isto ¢ equivalente

a
max u(z) < —2log|z| + Cy
|z|=lxol
Consequentemente,
lim wu(x) = —oc.
|z|—o0

Pela sub-harmonicidade de u em &€ Ri, tomemos x1 um ponto de maximo de u sobre GRi,
entao podemos escolher R suficientemente grande de maneira que

‘gﬁ)}c{u(x) < u(xy).
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Como u é sub-harmonica em BE, temos pelo principio do maximo que

u(x1) = maxu(x).

+
BR

ou(zy)
ot

Por outro lado, temos > 0, ja que ¢ > 0, violando o Lema de Hopf.

Portanto, necessariamente, devemos ter ¢ < 0.

5.2.2 Demonstragao do Teorema 20| para c < 0.

Para provarmos este teorema faremos quatro passos.

u/2

5.2.3 e < oo implica em e'’* < oo.
fmﬁ p fami

Passo 1
Primeiro, mostraremos que existe C1 = Cj(c) > 0 e R suficientemente grande tal que
u(z) + 2log |z| < Cy para x € @\ Bg. (5.3)

Como fRi e < oo, entdo dado ¢y > 0 existe R = R(eg) > 1 tal que fRi\BR e < ¢y. Para

T € R%r \ Bsp, definamos

v(y) = u(|z|y) + 2log |z| para y € Q1= By \ By NR3. (5.4)
Observemos que Av(y) = Au(|z]y) - |z]? = —e®#1¥) . |2|? para y € Q. Dai
Av(y) + 1219 122 = 0,
ou ainda,
2
v(y) + X121 . gloslzl® — Ay (y) 4 ez F2loglzl — Ay (y) + ') = 0.
Também verificamos que

Ouly) _ 0ullzly) |\ eutlel)/z . gloslel _ oulely)/24+210gal/2 _ oeo(0)/2
ot ot )

quando y € OR2 N By \ By s

Notemos que se y € €2, entdo |z|y € R \ Bg.

De fato, como = € Ri \ Bspg, temos que |z| > 3R com R >> 1 e para y € ) segue que
1/2 < |y| £ 2. Assim, |[z]y| = |z|-|y| = 3R-1/2=3R/2 > R.

Assim, temos

/e”(y)dy _ / 6u(|z|y)+210g\zo\dy — / eu(|3€0|y) . ’«T0|2dy
Q Q Q

Usando o teorema da mudanga de varidveis para

T: R2 - R2
y — y/lz]
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temos que

cull2Y) | 2120y — @) 1z 2 - |det(J(T))|dx
|z | dy || - [det(J(T))|
Q ()

= / @ |z 1/ |z)?de = / @) dy
T(Q) ()

E como T(2) C R? \ Bg segue que

/ %) dy < / ) dop.
() R3\Br

/2\ @ dx < €. (5.5)
R2\Bg

Dessa forma, temos que v|p(s,/4,3/4) satisfaz as condigoes do Lema . E assim, segue que

e temos

max v(y) < Cop para y € B! = B(5/4,5/8) ﬂ@.

Analogamente, verificamos que v| B(-5/4,3/4) satisfaz as condigoes do Lema e assim,
obtemos Cpo

max g(y) < Coz para y € B = B(~5/4,5/8) NRZ.

Agora, seja Qy = {y € R%;3/4 < |y| < 3/4}. Tomemos x € Q \ (B U B") e consideremos
B(x,2¢,) com ¢, suficientemente pequeno de modo que B(z,2¢,) C Q.

Desse modo verificamos que g| B(x,2¢,) Satisfaz as condigoes do Lema dai para cada
x € Q\ (B U B") existe C, tal que

maxv(y) < Cp para y € B(x,€y).
Notemos que Qy C (UIEQO\(BMUBOQ) B(z, 6:1:)) U B0l BO2.

Como 2y é compacto, existe uma subcobertura finita de modo que

k
Qo C (U B(.TUZ',Q)) U B% UBOQ,

i=1

com x; € Qo \ (B U B%?) Considere C7 = max{Cy,, Co1, Co2}, entdo temos que

maxv(y) < C; para 3/4 < |y| <3/2,y € @

Em particular,max,—; v(y) < C1. Consequentemente, temos
v <|$|> = u(x) + 2log |z| < C; para |z| > 3R.
x

e, dessa forma, segue (5.3]).

Para finalizar a prova do passo 1, usaremos um argumento de contradi¢ao. Suponhamos, por

absurdo, que
/ e"/? = . (5.6)
aR?
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Agora, fixemos = € Ri \ Bsgr e definamos
va(y) = u(|zly) + 2log |z| — Cy — 5.

Verificamos que

va(y) = u(|zly) + 2log|z| - C1 =5 < C1 = C1 =5 = =5

e como log2 > 0, temos
va(y) < =54 2log2 < 0,

para todo y € Bz \ Byjp N Ri,
Observemos agora que

Avs(y) = Aufz]y)|zf* = —e (W) - |2
— _ewllzly)+2logla| _ _ ju(lzly)+2log |z|+(—=5-C1)—(-5-C1)
— _691—210g|x|+C1.
Logo,
ev2t+5+C1 )
AU2+TU2:OGIH BQ\Bl/Q m]R+ (57)
Notemos ainda que

ngiy) _ 8u(8|ﬂtU’y) 2] = cet/? .  2oglal
_ Ce(v2+C1+5)/2 _ ce(v2+C1+5)/2 o

V2

sobre OR% N By \ By/a.

Como vy & limitada superiormente segue que |e”? /vg| e |€¥2/2 /uy| sdo limitados. Entao pelo
Lema[2] aplicado em —vg, temos a desigualdade

max —vz(y) < C min(va(y)), para algum C > 1.

ly|=1 ly|=1
Consequentemente,
— min va(y) < C(—max(va(y)))

ly|=1 ly[=1
e, portanto,

min v (y) > C max(v2(y)),

ly|=1 lyl=1
ou seja,

i (u([oly) + 21og ¢] ~ Ci = 5) > C' max(u(Jaly) +2loga| — €1 —5),
yl= yl=

Tomando y = z/|x| com |z| = |z| e Cy = Cy + 5, obtemos

min (u(z) + 2log |z| — C2) > C max (u(z) + 2log |z| — Ca).

|z|=lx| |2|=lx]
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Afirmacgao 20 Como faRz W2 = oo, para 0 < € < 1/10, fizado , obtemos uma sequéncia
+

{x;} COR%, comi=1,2,3,... tal que |z;| — oo e

€

u(w:) + 2loglai| >~

(log [:]). (5.8)

De fato, observemos, inicialmente que como OR% = {z = (y,t) € R? ¢t = 0}, assim fazendo uma
simples mudanga de variaveis de obtemos

+00 +M
/ @)/ gy / cu((0.0)/2,0, / eUWO)/2gy — i "Wy = o0
OR2 OR% -

00 M —+oco —-M
Escrevamos
+M —10R
lim eu((yvo))/zdy = lim eu((y’o))/Qdy+
M—+o0 J_pfp M—+oo J_pp
10R +M
L / @/ 2gy + Tim W0/ gy
—_10R M—+o00 J1oR

Como u € C* (ﬁ) segue que e*¥:0)/2 ¢ O para todo y € R. Dai
10R
/ U2y < |
—10R

para algum K € R.
Agora, suponhamos, por absurdo, que para todo (y,0) € OR% com |(y,0)| > 10R tenhamos

u((y,0)) +2log|(y, 0)] < = (= log|(y, 0))),

£
2C
ou seja,
€

u((y,0))/2 +log|(y, 0) < ;= (=log|(, 0)[),

entao pela monotonicidade da funcao exponencial, obtemos
e(:0)/2)Hog [(1.0)] < ¢ 15 (~logl(w.0)])

ou seja,

@O/l < |(y 0)] 32,

ou ainda,
e W0/2) < |(y,0)|770 L.

Notemos que |(y,0)| = y, entao segue que

M 10R ) i M
lim "W 2qy < 1im |(y,0)| 3¢ dy = lim -
M—o0 10R M—o0 M M—o0 —ic 10R

= lim - -
M=oo =30 —ic ic
Analogamente, concluimos que

M~ic 10R"ic 10R ic
_ C _

—10R 1 —e
lim (W O)/2gqy, — %

M—+o00 M ic
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Desse modo, temos que

— € I

1 —€ 1 —€
/ e“/z<%+K+ ORTC
OR2 ic ic

gerando uma contradigao com o fato de

/ "0/ 2 4y = oo
OR2.

Portanto, obtemos x; = (y1,0) satisfazendo (5.8)).

Usando um argumento de recorréncia, suponhamos, por absurdo, que para todo x = (y,0) €
OR2 com |(y,0)| > |z;| + 1 tenhamos

u((y,0)) + 2log |(,0)| < &-(~log (. 0)]),
3

chegaremos a uma contradigao, implicando na existéncia de ;11 com |z;41| > |x;| satisfazendo
(1.10)). Dessa forma, obtemos a sequéncia desejada. Observemos, ainda, que da forma que foi
construida esta sequéncia, temos que

e a Afirmagao 20| fica estabelecida.
Entao fixado i, temos

min (u(z) + 2log|z;| — C2) > C max (u(z) + 2log |z;| — Ca),

|z|=li] |z|=li

0 que implica,

min (u(x) + 2log|z;| — C2) > C max (u(z) + 2log |z;|) > —glog |zi| — Ca,

|z|=|zi] |z|=lzi
ou seja,

min u(x) > (-2 — %) log |z;| — Ca.

|| =lzi

Como |x;| — 00, segue que para iy suficientemente grande, temos que
€
elog|z;| > 3 log |z;| + Cq,
para todo ¢ > ig. Logo,

min u(z) > (-2 — €) log |z

|z|=lzi

Agora faremos a seguinte afirmacao:
Afirmagao 21 Parax € By, |\ Bjg,| N R2 temos
u(z) > vz ;= —3log|z| — 2loglog |z|. (5.9)
Para provarmos esta afirmacéao, consideremos o conjunto
O;,={x € Ri; |zi| < |z| < |zit1] tal que u(z) < —3log|z| — loglog |x|}.

Se O; = 0 nada h& o que provar. Entdo suponhamos que O; # 0. Para y € 00; N R2,
verificamos que

u(y) = —3log |y| — loglog |y| > —3log |y| — 2loglog |y| = v3(y)
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epara y € By, |\ (Bz; UO;) também temos que u(y) > v3(y).

Agora, observemos que para y € O;, obtemos

303( )= 3y 2y

oz~ Ty TyPlogly]

(]
82v3( ) = 3lyl* —6y7  2ly|*log |yl — 4y? log |y| + 2y}
922 Y ly[4 (ly|? log |yl)? '

Donde segue que, respectivamente,

%Ut?’(y) = 0 sobre 90; N IR,
e
Avz(y) = __z em O;
ST yP(log v T
Observemos, ainda, que
cvs() — 0.

|z\li>noo u(z)Avs(x)
De fato, em O; temos que
u(x) < —3log |z| — loglog |z| < 0,
dai
@z (x) < 1 ~vs()
u(z) |z|3(log [z])?  u(x)

0<
E como u(x) < 0 segue que

0 < (—3log|z| —loglog|z|)/u(x) < 1
e para |z| suficientemente grande temos que

—3log |z| — 2loglog |z| < —3log |z| — loglog |x|.

Dai temos
1 v3(x) < 1 —3log|z| — loglog |z|
|z[(log |z)*  u(x) — |]*(log |z[)? u(z) '
mas
1 —3log|z| — loglog |z| 1
|z[?(log [])? u(z) |z[?(log |=[)?
Logo,
o< e @y (z) _ laf*(log z])? _2

u(@)Avs(z) ~ 2la(logla])? ||

quando |z| — oo.
Portanto, para i > iy com i suficientemente grande, temos |z| também grande de modo a
obtermos

e’ (z)

u(x)

Avz(z) — vs3(x) > 0 para z € O;.
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Seja w = u — v3, em O; entao

u u

Aw = Au — Avg = e — Avg < e—ufe—vg
U u
© ow  ou 9
w U V3 /2
— = - == <0
ot ot ot ©
sobre 00; N 8R2+, ou seja,
eu
Aw——<0 em 0;
ow U (5.10)
— <0 sobre 00; N OR%
ot
Agora, notemos que
e < C
u| ~ |z[*(log|xz[)?
Como u < 0 segue que |u] = —u. Logo, para x € ; para ¢ suficientemente grande, verificamos
que
—u > 3log|z| + loglog |x| > 3log |x|.
Donde segue que 1/(—u) < 1/3log|z| e assim obtemos
e e 1 1
T 3 < 3 S
uwl  —u  (jz]loglz]) - (—u) ~ (lz°log|z|) - 3log x| ~ |z|*(log ||
Agora, sejam
glx)=loglz -1 e wW=w/g.
Notemos que para f,g : R? — R com g(x) # 0 verificamos
1 2
A <f> =-Af—--V <f> -Vg — %Ag.
g g g g g
Assim, temos
_ . 2 1 w
Aw+ -Vg-Vu — —Aw + —5Ag =0, em O;.
g g g
usando ([5.10) segue que
2 v u
AT+ “Vg -V + <g - 6) <0
g g u
e observemos que
ow Ow 1 9
E = E . 5 sobre 8OZQ8R+7
ow 9
portanto, e < 0 sobre 00; N JR7,
Notemos que
1
Ag=————.
|| (] — 1)
Desse modo,
Ag 1
— =— para x € O;. 5.11
g~ Tel(el - DPlog(e] - 1) Z 10
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Observemos, ainda, que

e /u

Ag/g

que tende a zero quando |x| — oco. Assim, para i grande, temos

C/|x*(log |z|)? (Cla| — 1)*log(|z| — 1)

— lz[(Jx] = 1)*log(|x| — 1) |z[*(log |])?

A e
7g—f<0€m0i.
g u

Entao, pelo principio do méximo, segue que w > 0 em O; e, consequentemente, w > 0. Portanto,
temos que u > vs.

Observagoes 9 Como |z;| — oo e como podemos repetir o argumento para cada i > ig com ig
suficientemente grande temos que u(x) > vs(z) para todo x € R% \ B;,.

Proposigao 6 Para cada x € 3]1%3_, devemos provar que existe Ay > 0 tal que para 0 < A < Ay
ug A (x) < u(y) paray € RY, |y — x| > A,
onde ug € a Transformada de Kelvin de u.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade assumamos x = 0 e escrevamos g, COMO uy.
Inicialmente, consideremos w(y) = u(y) + 2log|y| em R% em suas coordenadas polares, ou
seja, w(y) = w(f, R) = u(f, R) + 2log R, com (0,27] e R € Ry.

Afirmacgao 22 FEuxiste o > 0 suficientemente pequeno tal que
u(y) —uox >0,
para A < |z| <rg el <\ <.

Mostraremos inicialmente que

ow  Ou(f,R)+2logR  Ou(f,R) 2

— + =
or or or R
2 (T2 ou . ~ _
De fato, como u € C*(R?), temos que a0 é localmente limitada, entao para tome 7y e
r
ou
Ko = max —.
0 Br, Or
1 ~ .
Como lim — = oo, entao existe ry tal que
r—0 71
1
—> K
R 0

0
para 0 < R < rg e, portanto, a—w > 0, para 6 € (0,27] e 0 < R < ryg.
r

Isto significa que fixada uma direcao, temos que w é uma funcao real monétona crescente na
variavel r. Dessa forma, para 0 < R; < Ra < rg obtemos w(R;) < w(R2).
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Observemos que y e yx = My/ly|> tém a mesma direcio (sdo colineares) e tomando
0 < A < |y| < ro segue que |y| > |ya|, dai w(y) > w(yy) para y € By, \ BANRY e 0 < X < g,
ou seja,

2

A2y L
()+210g|y|>u<’ ‘2>+2log" 2 para y € By, \ By NR2.

Observemos que
2

A%y
u(y) + 2log |y >u<| P) + 2log

>\2y> My <A2y>
+ 2log =u +2log
<!y\2 ly[? |y|?

Ay
= (| ‘Q‘y’2> + 4log A — 2log |y|.

W
|y|?

Temos ainda

Ay
u(y) + 2log|y| — u e —4log A + 2log|y| > 0,

e portanto, L
u(y) —ux(y) > 0 para y € By, \ By NRZ.

E segue a Afirmagao 22]
Agora, tomemos y € R2 \ By,.

Afirmacgao 23 Euxiste r1 < 1o suficientemente pequeno tal que para 0 < XA < ry e |y| > 1o
verificamos que u(y) — ug x > 0.

Suponhamos, por absurdo, que para todo 0 < r < rg, exista 0 < A, < r; tenhamos
u(y) — up,n, < 0 para |y| > 9. Dessa maneira,

A2y
u(y) — <u <‘;2‘> —4log |y| +410g)\r) <0

Pela Observagao @ segue que temos que v3(y) < u(y), como |y| grande. Logo

)\2
vs(y) — <|A2?’|)+4log|y| Hlog, <0,

ou seja,
2

ALy
—310g]y\—210g10g\y[—u< )+4log|y]—4log)\ <0,

A7

0 que é equivalente a

2 Ay
log |y| — log(log |y|)* < u a2 + 4log A,

Tomando K, = maxg—u(z) +4log A, temos

Y
log(log’|y‘)2 < an para ’y| > T (512)
E atentemos para o fato de

lim r/(logr)? = 1i_>m r/2log|r| = oo

r—00
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Dessa maneira, sobre 8R2+, fazendo y — 0o, temos que

log¢ — 00,

(log [y)?

contradizendo . Dessa forma, concluimos a Afirmagao
A Proposigao [0 segue das Afirmagoes 22] e 23] n
Agora, tomemos x € 8R%r e seja
Xe = sup{X;u(y) > uz(y) com y € R2 \ Bz, 1) e pp < A}
Entdo A\, = oo.
Este fato é provado de maneira totalmente analoga ao passo 3 do Teorema

Portanto, pelo Lema 8] verificamos que u ¢ uma fun¢ao que depende apenas de uma variavel,
o que viola a condigao
/ e’ < 0.
R

2
+

Esta contradicao, vem do fato de supormos |, OR2 e"/? = co. E assim, também devemos ter
+

/ e¥? < 0.
OR?

5.2.4 faRi e"/? < oo implica fRi et < 0.

Passo 2
Inicialmente, mostraremos que existe C7 = C(c) > 0 e R suficientemente grande tal que

u(z) + 2log |z| < C) para z € @\ Bp. (5.13)

u/2 x : _ u/2
Como faRi e"/? < oo, entao dado €y > 0 existe R = R(eg) > 1 tal que fBRi\BR e < ¢y. Para

z € R% \ Bsp, definamos

v(y) = u(|z|y) + 2log |z| para y € Q:= By \ By N R3. (5.14)
Observemos que Av(y) = Au(|z]y) - |z]? = —e*#1¥) . |2|2 para y € Q. Dai
Av(y) + 1219 122 = 0,

0 que equivale a
Av(y) + el7lv) . glosle® — Ay(y) 4 gullel)+2loglzl —

e assim,

Av(y) + '™ = 0.

Também verificamos que

Ouly) _ Qullzly) |1 _ pullelo)/2 . Joslal — ppullaly)/2+210g /2
ot ot
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e assim

quando y € 0% := OR2 N By \ By ;.
Notemos que se y € €, entdo |z|y € R \ Bg.

De fato, como x € ]R%_ \ Bsg, temos que |z| > 3R com R >> 1 e para y € () segue que
1/2 < |y| £ 2. Assim, ||z]y| = |z| - |y| > 3R-1/2=3R/2 > R.

Assim, temos

/ )2y / e (ullaly)/2+1og el gy, _ / eullzoly) /9 o | dy
o' o'Q) o'

Usando o teorema da mudanga de varidveis para

T: R — R
y — y/lz]

temos que

/ eu(|x|y)/2.,x|dy:/ "®)/2 |g| - |det(J(T))|dz
a0 T(0'Q)

= / @2 gl 1/ |z de = / @72y
T(8'Q) T(0'Q)

E como T(0'Q) C &(R% \ Bg) segue que

/ %) dy < / ) dp.
T(9'Q) 9'(R3\BR)

/ "D dx < . (5.15)
&' (R3\Br)

Dessa forma, temos que | B(5/4,3/4) satisfaz as condigoes do Lema . E assim, segue que

e temos

maxv(y) < Co1 para y € B = B(5/4,5/8) ﬁ@.

Analogamente, verificamos que v|p(_5/43/4) satisfaz as condigdes do Lema e assim,
obtemos Cpa

max g(y) < Co para y € B2 = B(—5/4,5/8) NRZ.
Agora, seja Qy = {y € R%;3/4 < |y| < 3/4}. Tomemos x € Q \ (B U B") e consideremos

B(x,2¢,) com ¢, suficientemente pequeno de modo que B(x,2¢;) C €.

Desse modo verificamos que g| B(z,2¢,) Satisfaz as condigoes do Lema dai para cada x € Qg
existe C tal que
maxv(y) < C, para y € B(x,€;).

Notemos que Qg C (UerO\(BmUBO?) B(z, ex)) U B U B92.
Como 2y é compacto, existe uma subcobertura finita de modo que

k
Qo C (U B(xi,ei)> U B! U BOZ,

i=1
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com x; € Qo \ (B U B"?) Considere C; = max{Cy,, Co1, Co2}, entdo temos que

maxv(y) < C; para 3/4 <|y| <3/2,y € @

Em particular, |m‘axv(y) < (. Consequentemente, temos
yl=1

v < x ) = u(x) + 2log |z| < C; para |z| > 3R.

|z

e, dessa forma, segue ((5.13)).

Agora, suponhamos, por absurdo, que
/ e = oo. (5.16)
72

Fixado x € Ri \ Bsg, definamos
v2(y) = u(|zly) + 2log |z| — C1 — 5.

Verificamos que

va(y) = u(|zly) + 2log|z| —C1 =5 < Cy — C, — 5 = —C4,

e como log2 > 0, segue que
va(y) < =5+ 2log2 <0

para todo y € By \ By/s N R2.

Observemos agora que

Avy(y) = Au(|zly)|z|* = —e 1) |72
— _eullzly)+2logla| _ _ ju(lzly)+2log |z|+(—=5-C1)—(-5-C1)
— _691—210g|x|+C1.
Logo
89 ev2t+5+C1

A’UQ + 2}71}2 =0 em BQ \ Bl/2 N ]Ri (517)
2

Oua(y) _ Oul|zly)
ot ot
6(U2+Cl+5)/2

e mais
2log |z|
2| = ce™/? - e 2

= e 015 9 — ¢ vg sobre R N By \ By s.

V2

Como vy & limitada superiormente segue que |e”? /vs| e |€¥2/2 /us| sdo limitados. Entdo pelo
Lema 2] aplicado em —vs, temos a desigualdade

‘m|ax —ua(y) < C ﬁlin(m(y)), para algum C' > 1.
yl=1 y|=1

Consequentemente,

— \Iﬁl:ri va(y) < C(— gl‘g((ﬂz(y)))
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e, portanto,
min v2(y) > C max(va(y)),
ly[=1 lyl=1
ou seja,
i u[1y) + 21og ]~ Cs —5) > Cmau(laly) +2log]s] — Cy — ),
yl= yl=
Tomando y = z/|x| com |z| = |z| e Cy = Cy + 5, obtemos

min (u(z) + 2log |z| — C2) > C max (u(z) + 2log |z| — Ca).

|z|=lx| |2|=lx]

Afirmagao 24 Se fR2 et = oo, para 0 < € < 1/10, fizado, obtemos uma sequéncia {x;} C RZ,
+

comi=1,2,3,... tal que |z;| - oo e
u(x;) > (=2 — €) log |x;| para todo i > ig. (5.18)
com iy suficientemente grande.
De fato, suponhamos por absurdo, que, para todo = € R%r, tenhamos
u(z) < (=2 —¢)log|z|.

Assim
eu(:v) < e(—2—e)log|ac| _ elog|ac|*2*6 _ |:17’_(2+6).

Entao, fixado R, temos que como u € C 1(@)

/ e < K
Bf;

para algum K > 0. Agora, tomando |z| > R temos,

/ e < / |z|7%9) < 0.
R2\Bg R2\Bg

Logo, fRi e" seria finita, contradizendo, eri e®®) = 50. Dessa forma, existe 21 € Ri tal que
u(zy) > (=2 =€) log |z1].
Agora, suponhamos que para todo x € ]R?'_ \ Bjg, |41, verifiquemos
u(z) < (=2 —¢)log|a|.
Utilizando o mesmo raciocinio, chegaremos a uma contradigdo. Dessa forma, existe um xo que
satisfaz
u(z2) > —(2 + €) log 2|
Por recorréncia, suponhamos, por absurdo, que para todo x € Ri com |z| > |z;| + 1 tenhamos
u(@) < (<2 - ) log|al,
chegaremos a uma contradi¢ao, implicando na existéncia de z;11 com |x;41| > |z;| satisfazendo

(G.18).

Dessa forma, obtemos a sequéncia desejada. Observemos, ainda, que da forma que foi
construida esta sequéncia, verificamos que |z;| — oo e, portanto, a Afirmacao segue.

O restante do argumento é similar ao passo 1.
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5.2.5 O comportamento assintotico da solugao de (5.1) no
infinito.

Passo 3

Proposigao 7 Seja u como no Teorema . Assumindo que faRQ V2 < 00 ou fRQ e < oo
+ ¥

verificamos que
u(z)

im =
|z|—o0 log ||

Demonstragao: Definimos

1 _
le) = 5= [ Qoglo—y]+1og 7 — 3] ~ 21og sy
+
C
t+o— | (oglz —y| +log[z —y| — 2logy|)e"Vdy.
™ Jor%

Verificamos que
{ Avy = e em R;r

—— = ce? sobre ORZ.
Como fRi e“e [, oR2 e/ sio finitos, temos que u é limitada superiormente, obtemos

Uy

1
d= —e"dy+ c/ W2y,
OR%

|z|—o0 log || - T T

Consideremos vs = u — v4, portanto,

% =0 sobre 8]1%3_.

{ Avs =0 em R}L
ot

Observemos que
vs < C(1+log(|z| + 1)),

para algum C' > 0. Portanto, vs é constante. Consequentemente, lim,_, % = d. Para
provar que d = —4, faz-se 0os mesmos argumentos que usamos na Proposi¢ao ]

5.2.6 A simetria em relagao a uma esfera.

Passo 4
Proposigao 8 Para cada x € OR? existe A, tal que u = u, \, em @\ B(z,\z).
Antes de provarmos a Proposigao [§], estabeleceremos o seguinte resultado:

Lema 19 Temos que
lim (u(z) + 4log|zl|),

|z|—o00

existe e € finito e denotemos por

A:= lim (u(z)+4log|x]|).

|z| =00

Mais ainda,
C'log |z|

|u(z) + 4log |x| — Al < T
x

. para x € R? |z| > 2. 5.19
+
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Demonstragao:
Seja vy € definida na prova da Proposigao [7] Observemos que

1
va(x) + 4log |z| — —2/ log |y|e“®dy — C/ log |y|e*™ dy. (5.20)
T Jr2 21 Jorz

De fato, dado x, com |z| > 2 temos

vq + % fRi log \y[e”(y)dy + o= faJRi log \y[eu(y)dy
log |z|

3 Jrz (loglw — y| +log |7 — yNe Wy £ [op, (loglo — y| +log [z — yl)e )

= dy.
log |x| * log |z| /

Fazendo |z| — oo, temos

Us + 5 fge loglyle*Wdy = [o0 log|ylet®dy
lim + +

+
2| —00 log |z log |z|

1/(1 1
= — (eudy + c/ e“(y)/zdy> =—-(—4)=-2,
2 T T 8Ri 2

lim (v4(z) +4log|z|) = D

|z|—o00

0 que é equivalente a

com D finito. Sabemos, ainda, que u = vq + C.
Entao concluimos que A = D — C' ¢ finito.

E verificamos que (5.19)), fazendo estimativas sobre ([5.20)). |

Demonstracao da Proposigao [8

Sem perda de generalidade, assumamos que z = 0 e considere wp x = u—1ug x. Pela Afirmacao
sabemos que existe rg > 0 tal que
A2z
|z

para 0 < A < |z| < rg. Para |z| > rg, pela Afirmagao [23| sabemos que existe r1 € (0,r) tal que

u(z) — ugx(x) = u(z) + 2log x| — <u (AQ‘”’j) ~2log

x|

u(z) —up(z) > 0.

e0< A<nr.

Agora suponhamos, por absurdo, que para cada r € (0,79), exista 0 < A, < r, de maneira
que

A2
u(x) —ug, (r) = u(zr) + 4log|z| —u < ’Tx> —4log A\, <0,
x
ou seja,
Nx
u(z) + 4log |z| < u < |T’ > + 4log A\,
x
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o que contradiz o Lema [T9]
Agora podemos comecar a mover as esferas a partir de ry.

Seja B
A =sup{A > 0;w, >0em X, para 0 < v < A},

onde ¥, = ]R?F \E Segue do Lema existe A\; > 0 tal que A < \j. Verificamos que wy, satisfaz:

Awy +&wy =0 em b))\
% = Lw), sobre ﬁRi \ By
onde 12
et — U /2 _ oux
fL=— e LH=c—.
U — u) U — u)
Seja

9(x) = log(|] — 1) para [a] > 1

w= % para A € (A\/2,2)).

Entao verificamos que

\% A
Am—l—Qgg-VwA—i-(gg—&-{l)w)\:O em >
% = {owx sobre 9% N ORY.

Como u decai como —4 log |z| no infinito e wy — 0 para |z| — oo, podemos achar R > 0 tal
que

A - o
29 4 ¢ em Sy \ Bre de (V/2,2X).
g

Consequentemente, se wy(r) < 0 para algum zg para A € (), 2)), o ponto de minimo sobre
Bpr. Entao pela definicao de A existe uma sequéncia \; — X e y; € Xy, tal que

wy, (yi) = rélinuui (y;) <0, com y; — ¥o.
g

Entao temos wy(yo) = 0. Se yo € Xy, terminamos o passo 4 pelo Principio do Maximo Forte. De

Owy
fato, se yo € OBy \ ORZ, entdo usando o Teorema do Valor Intermediario obtemos a—/\(yo) =0.
v

O Lema de Hopf implica que
Se yo € 8Ri \ By temos %%(yg) = 0, entdo novamente pelo Lema de Hopf temos 1' Se
Yo = (=X, 0) ou o = (A,0). Entdo, 65”; (yo) = 0, pelo Lema |3| segue lb E estabelecemos o

passo 4.

5.2.7 Prova do Teorema 20| para ¢ < 0.

Passo 5
Pelo Lema [9] obtemos
2
a
0)=log— 4
u(s,0) 0g<@_3@z+d>
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Entao, assumindo sem perda de generalidade que sy = 0, verificamos que

lim u(s,0) 4 2log(|s|> + d) = 2loga,

|s]—o00
ou ainda,
‘ l‘im u(s,0) + 2log(|s|* +d) = 2loga (5.22)
S|—00
Segue que
NG - b

_b .
u(z) = u <b+ |b[2> —4log x‘ para x € RZ \ B(b, Ap)
T

Por (5.22)), segue que

2loga = u((b,0)) +4log \, = 2log a

b2 + d|

ou seja, A\, = Vb +d. Entdo para todo o semicirculo superior 8" BT (b, \;) passa pelo ponto
(0,4/d). Seja zg = (0, —V/d) € R? e

+ 4log Ay,

%@—ww> |y — ol
=u|xg+ ——>2-| —4lo :
o) (0 |y — ol? *V2d
Verificamos que
2d(x — xp)
Y=o+ 5"
|z — xo|?

pertence ao semi-plano superior para |y| < V/d e por um célculo direto temos que ¢ satisfaz

Ap(y) = W) para |y < Vd;
a
0 ca + 4vVd
zgjy) Y para |y| = V/d.

Das duas primeiras equagoes de ([5.23]), aplicando o Teorema |15 concluimos que ¢ é radialmente
simétrica em relacdo ao centro de B. Assim, pela unicidade de soluc¢ées de Equagdes Diferenciais
Ordinérias segue

82
Mw:kgaﬁjwpﬁ
com \? satisfazendo S A "
log A—ae = 2log 24 (5.24)
Observemos ainda que
gi > 0 sobre 9B, s

onde v é o vetor normal exterior. Entao da terceira equagao de (5.23) e de (5.24) chegamos que
¢ < —V/2. Observemos, ainda,

Tr — X
|z — xo| = +x0 — 20| = |y — 20|

|z — 202

Verificamos, ainda, que

Y — o
Mw=¢<wmw)+4bmy—mL

E o resultado segue.

115



Capitulo 5 Parte 11

5.3 Consideragoes sobre as condigoes da finitude da
integral para o caso sub-harmonico.

Na sec¢@ao anterior, ja verificamos que as condigOes fRz e’ < oo e f6R2 e"? < o0 sdo
+ +

equivalentes.

Agora, podemos verificar que ndo é possivel obter o mesmo resultado retirando a condicao

fRi e¥ < oco. De fato,
u(s,t) = (—2) log(1 +t)

satisfaz
Ay + e = em R%r;
ou
i —2¢42 sobre 8R3
_ 2
Jaei=o0 o e =0

e esta fungao nao pertence a familia do Teorema
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Caso Harmonico

Neste capitulo classificaremos as solu¢oes do problema ([2.17) para o = 0. No caso harmonico,
também podemos verificar que condigao
/ e’ < oo
RQ

+

/ e? < o
OR%

e que, necessariamente, devemos ter ¢ < 0.

implica em

Assim, mostraremos o seguinte resultado

Teorema 22 Seja u € C*(RL) N Cl(@) satisfazendo

—Au=20 em R%r,
{ ?;; =ce®?  sobre OR?, (6.1)
com
/ e’ < oo.
%
Entaoc <0 e
u(s,t) = 2log 2t 5 +2log 4 (6.2)

(S — 81)2 + (t — tl)

onde s1 € um numero real e t1 € algum niumero positivo.

]
E observaremos que a condigao ng e" < oo nao pode ser retirada das hipoteses.
+

6.1 Demonstracao do Teorema [22|

Pelo mesmo argumento usado no 1° caso do Teorema concluimos que quando temos

/ e’ < oo
R

2
+

e¥? < 0.
OR2
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Capitulo 6 Parte 11

Aqui também teremos dois casos a analisar. No entanto, a analise se concentra no coeficiente
c da equacao

ou u
% = ce™? sobre GREL.

6.1.1 Demonstracao do Teorema 22| para ¢ > 0.

Pelo passo 4 do Teorema segue que para todo x € aRi, existe A\, > 0 tal que
u(y) = ug, (y) para |y — x| > A,. Entao aplicando o Lema [J] segue

u(s,0) = log (‘L)udf (6.3)

(s — s0

para alguns a,d > 0 e sg € R.
Agora excluiremos a possibilidade de ¢ > 0.
De fato, como no Teorema [I8] definamos
9(x) = u(z|zo|) + 2log |zol

para |zo| grande. E como em (4.10) no passo 1 do Teorema [18] verificamos que existe C' > 0 tal
que g(x) < C quando |z| — co. Entao escolhendo R suficientemente grande segue que

2
a a\ 2 9
u(y) = log ((8—80)2—|—d> < log (E) para y € 0Br NRY.
Entao pela harmonicidade de u, aplicando o Principio do Maximo, temos que

2
u < log (%) em BE.

Assim para (sg,0) € 8BE, pelo Lema de Hopf, devemos ter a derivada exterior

ou

E(SO,O) < 0. (6.4)
/ — a\? Ou u(50,0)/2 i1
Mas para (sg,0) € &' Bg, temos u(sg,0) = log T (s0,0) = ce , implicando que

ou

E(So,@) = ce50:0)/2 _ . (a/d) >0

quando ¢ > 0. Contrariando (6.4])). Portanto, devemos ter ¢ < 0.

6.1.2 Demonstracao do Teorema |22 para c < 0.

Neste caso, utilizaremos argumentos de anélise complexa para obter a familia de solugoes. E
para isso identificamos o plano complexo com R2. Dessa forma, para z = x + iy consideremos a
identificacdo z = (z,y).
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Seja u solucao de e v um conjugado de u satisfazendo as condi¢oes de Cauchy-Riemann,
ou seja,

ou _ Ov ou ov

ow ot © ot 0w

Definamos uma funcao analitica por
_ |C| ? (u+iv)/2d 6.5
s = [ e 3 (6.5)

E obtemos o seguinte resultado

Lema 20 A funcao f(z) satisfaz

117 = e 2 0 para todo = € BE;

2. f(z) faz a correspondéncia entre 8R2+ e um circulo unitario e temos também que a
curvatura da curva plana {f(z,0);z € R}, com x como parametro, é constante; e

3 Jo2 [F(2)P = Jpz " < o0

Demonstragao:

1. Inicialmente, observemos que

z !/

(z) = ([4' / e<u+w>/2> =l etreaenrzy - 1)z cos(u(2)/2) + isin(o2)/2),
0

e dessa maneira,

C
7)1 = e,

2. Como |f'(2)| # 0 para todo z, segue que f'(2) # 0. E como u € C?, devemos ter f'(z) com
sinal definido. Assim, localmente u é bijetiva. Dessa forma, para z no circulo unitario, temos
uma correspondéncia entre o circulo a reta determinado por f.

Agora, vamos calcular a curvatura da curva plana {f(z,0);x € R}, com x como parametro.
A equagao da curvatura com z = z = (z,0)

Im (f’(z)f"(z)> =1Im (’CI/Zle(“(z)_”(z))/2 - e] /162 Fi() (D () 4 ig;l(zn)

1f'(2)? (lc?/64)e3u/2
Ov ou 2
1 ou ov ) —57 ce/
I _ ) —— — x1 g ot = — frnd
(\cyem az, A Figg ) > clew2 ~ Jefen T Jeew?
3. Segue diretamente do item 1. [

Agora consideremos C' a circunferéncia unitaria contendo {f(x,0);x € R}, D o disco com
fronteira C' e wg o centro de D.

Teorema 23 A func¢ao f definida em (6.5) € da forma

. . _ . _ 2
onde 0 € um nimero real e z1 = x1 +iy1 = (r1,y1) € R%.
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Demonstragao:

Seja @ = f(R%), a imagem de f sobre R%Z. Para todo w € €, seja x(w) a quantidade de
z € R2 tais que f(z) = w, ou seja, o ntimero de raizes da equacdo f(z) —w = 0, para cada w
fixado.

Nossa finalidade é verificar que Q é igual D e x(w) = 1 para cada w em 2. Sabemos que 2 é
um conjunto aberto, pois f’(z) # 0 sempre, e assim f é localmente bijetiva. Agora mostraremos

. [xtw) = [ 1reP (67)

+

De fato, seja xgr(w) o namero de raizes da equacao f(z) —w = 0 em R%— N Br. Entao xg(w)
é seccionalmente constante e tem valor finito. Fazendo uma mudanca de varidvel obtemos a

igualdade
/&mwz/ PR
Q Ri NBgr

Notemos que xgr(w) — x(w), crescentemente quando R — oo, e temos (6.7). Como
Jgz |/ (2)]* < oo segue de 1) que x(w) é finito quase sempre sobre ). Entao existem trés
+

casos a analisar

19 Caso: wqg & €2;

2° Caso: wyp € Q and x(wp) é finito; e
3° Caso: wy € 2 and x(wop) € infinito.

19 Caso: Seja wq o centro de D e com wg & (2.

Suponhamos, por absurdo, que existe f, satisfazendo as condigoes desse caso. Definamos
assim
1 para z € RZ. (6.8)

@)

Pela defini¢ao, temos que g(z) é uma fungao inteira. Mais ainda, como x(w) < oo para quase
todo w € Q, assim f(z) assume quase todos os valores w finitas vezes. O Pequeno Teorema de
Picard nos garante que g deve ter um polo no infinito, por outro lado g(z) assume quase todos
os valores infinitas vezes. Assim, g(z) deve ser um polinémio. Mas nenhum polindémio faz a
correspondéncia entre a reta e o circulo. Dessa maneira, temos uma contradi¢ao. Portanto, nao
existe f que satisfaca a 19 caso.

g(z):{f(z)—wo para ze@.

2° Caso: wp € 2 and x(wp) < o0.

Seja 21,22, ...., 2 todas as raizes de f(z) = wp. Definamos g(z) como em (6.8). Entao g(z)
tem raizes simples 21, ..., z, e polos simples Z1, ..., Z,. E g(z) assume quase todos os valores uma
quantidade finita de vezes. O grande Teorema de Picard nos garante que nao ha pontos de
singularidade no infinito. Assim, ¢g(z) deve ser uma fungao racional da seguinte forma

_ T A E

g(2) o

para algum ntmero real 6.
Mostraremos que n deve ser igual a 1.
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Observemos, inicialmente, que ¢'(z) = f'(z) para z € R] e
(f'(z) = wo)?

em R?. Dessa maneira, ¢’(z) ndo tem raizes apenas os polos Z1, ..., Zp.

Agora, suponhamos, por absurdo, que n > 2. Dessa maneira, definamos

Pi(2)=(z—21)(2 —20) = 2" +an_12""  + ...+ ag

e
Py(2)=PZ)=(2—71)...(2 = Zp) = 2" + @12 ' + ... + ap.
Entao,
o) = o0 Pi(2) _ it cm2™ 4 ...+ _
Py(z) a2V L+ L+ ag

onde 0 <m < n e ¢, # 0. Assim, verificamos que

woCm(m —n)zmtn=t 4
(P2(2))? ’

onde os termos omitidos no numerador tem poténcias menores que m +n — 1 > 1. Portanto,
o numerador deve ter pelo menos uma raiz. Mais ainda, como o numerador também ¢ igual a
P{(z)Py(z) — P'(2) P1(z) que nao se anula para nenhum dos valores z1, ..., zn, 21, ..., Zp. Portanto,
concluimos que ¢’(z) se anula em algum ponto quando n > 2. Gerando uma contradi¢ao. Assim,
devemos ter n = 1. Logo,

g'(z) =

H< <1
L ga—— 6.9
gfe) =022 (69

comf eRez GRa_.
3% Caso: wp € 2 and x(wp) = 0.

Verificaremos que este caso também nao pode acontecer. Seja w; um outro ponto de D
diferente do centro wq e considere
z) —wg) — (wg —w
h(z):w0+ (f() 0) (1 0).
1= (w1 —wo))(f(2) — wo)

Também podemos verificar que h(z) faz a correspondéncia entre a reta real e a circunferéncia C'.
Escolhermos w; de modo que

1. f(z) —w; = 0 tenha um namero finito de raizes;

2. f(z) — (wo+ 1/(wy —wp)) = 0 tem um namero finito de raizes, caso f(z) assuma o valor
wo + 1/(71)1 — w()).

Escolhemos w; dessa forma, para assegurar que a fungao h(z) — wp possua um ntmero finito de
zeros simples e nem de polos.

Mostremos que podemos tomar wi satisfazendo as condigoes acima.
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Consideremos x(w) = 0, se w ¢ Q. Entao x(w) < oo para quase todo w sobre o plano
complexo. Segue também que x(wp+ 1/(w1 —wp)) < oo para quase todo w no plano complexo.
Portanto,

quase sempre. Logo, podemos escolher w; de modo que x(wi) e x(wo + 1/(w1 — wp)) sejam
finitos. Agora definamos a extensao analitica de h(z) — wo:

h(z) —wy para z € RZ;

9(2) = % para  RZ.
h(f) — Wy

A fungdo ¢g(z) também tem um ntmero finito de zeros simples e de polos sobre o plano
complexo. Novamente, g(z) assume quase todos os valores uma quantidade finita de vezes. O
Grande Teorema de Picard nos garante que g(z) nao tende ao infinito em nenhum ponto de
singularidade essencial. Assim, g(z) é uma fungao racional. Dessa forma, f(z) deve também
ser uma func¢ao racional. E portanto, temos x(wp) < 0o, uma contradigdo com a hipotese desse
€caso.

Assim, concluimos que apenas o 2° é verificado. Logo

< — 21

f(z)=wo+e o

comc9EIRezl:561+iy€]R?|r [ ]

Agora mostraremos que a familia de solugoes para (6.1) e da forma (6.2)). Pelo primeiro item
do Lema [20| temos que |f’(z)| = e*(*)/2 por 1) segue que

i 24y,
! _ 0
fl(z)=e oo
Logo
2

(z—z1)*+ (y —n)?

f'(2)] =

Dessa forma,

4 4
U(:L‘,y)/2 = U(Z)/Q + log ’ﬂ + log — = log Heu(z)/z +log —
4 lc| 4 B
4 2y1 4
:]Og flz +10g:10g< >+10g
S+ oe g (=212 + (y—11)? B
Portanto,
2y ) 4
u\x, = 210 _|_210 —.
) g((w—x1)2+(y—y1)2 &1l

6.2 Consideracoes sobre as condicoes de finitude da
integral para o caso harmonico.

No caso harmoénico, analogamente ao que ocorreu nos casos super-harmoénico e sub-
harmonico, também verificamos que [ €% < oo implica em » /2 < 00, usando o0 mesmo
’ R AR ’
+ +
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argumento do caso Super-harmonico.

Se retirarmos a condicao ng e < oo do Teorema obtemos uma infinidade de outras
+

solugoes. De fato, seja h(z) uma funcdo analitica inteira tal que h(z) que assume valores reais
para z sobre a reta real e h’(z) # 0 para qualquer z( por exemplo, €, ¢ ). Entdo u(z) = In|f'(2)|
com

h(z) —1
fla) = MR
h(z) +i
é uma solucao de .
Particularmente, a fun¢éo analitica
ef —1
1z) = e +1

faz a correspondéncia entre a reta real uma circunferéncia. A fungao u(z,y) da forma f(z) nao
pertence a familia de fungoes solucao de (6.1]), mas satisfaz as condi¢oes

au w/2

5=

/8R2 e“/2:/ e“(“’o)m:/ |f/(z,0)] =7 < 0
+ —0o0 —00

e, obviamente, ng e" é infinito. Este exemplo também nos mostra que a condigdo ng et/2
+ =

< 00

nao pode ser substituida por [yr» e¥? < 0.
+

Observagoes 10 Para n > 3, temos o sequinte resultado

Teorema 24 Seja u € C’Z(Ri) nct (@) seja uma solu¢ao nao negativa de

Au=0 em R%
ou n/(n—
E = Ccu /(n=2) sobre 8R2+

Parac>0,u=at+b coma,b>0, a=cb™ ™2 Parac<0, entiou=0 ouu e da forma

. (n—2)/2
uls:t) = (|<s,t> - <30,to>\2> ’

para c <0, € > 0,80 € R" ™ ety = —ec/(n—2).

A demostragao desse resultado pode ser visto em [12].

123



Referéncias Bibliograficas

[1]
2]

3]

4]

15]

[6]

7]

18]

19]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

BREZIS, Haim. Analyse Fonctionnelle: théorie et applications. Paris: Masson, 1987.

BREZIS, Haim e MERLE, Frank. Uniform estimatives and Blow-up behavior for solutions
of =6(u) = v(x)e" in two dimensions. Communications in Partila Differential Equations,
1991.

CONWAY, Jonh B. Functions of one Complex Variable. Nova York: Springer, 1978.

CARMO, Manfredo Perdigao do. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies. Rio de
Janeiro: SBM, 2005.

CHEN, Wenxiong e LI, Congming. Classification of Solution of Some Nonlinear Elliptic
Equations. Duke Mathematical Journal.Vol.63.No 3, agosto de 1991.

CHEN, Wenxiong e LI, Congming. Methods on Nonlinear Elliptic Equationn. American
Institute of Mathematical Sciences. New York,2010.(Series on Differential Equations and
Dynamical Systems,vol.4).

EVANS, Lawrence C. Partial Differential Equations. American Mathematical Society and
Real Sociedad Matematica Espanola.

EVANS, Lawrence C. e Gariepy, Ronald F. Measure Theory and Fine Properties of Funtions.
USA: CRC Press, 1992.

HAN, Zheng-Chao,LI, Yanyan. The Yamabe problem on manifolds whith boundaries:
Ezistence and compactness results. Duke Math. J. 99(1999), 489-542.

LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise - Volume 2. Rio de Janeiro: IMPA, 2006.

LI. Yanyan., ZHANG, Lei. Liouville type theorema and Harnack type inequalities for
semilinear elliptic equation. Jornal d’ Analyses Mathematique.

LI, Y.Y., ZHU, M. Uniqueness theorems through the method of moving spheres.Duke Math
80(2)(1995) 383-417.

OU, Biao. A uniqueness theorem for harmonic functions on the upper-half plane.Conformal
Geometry and dynamics (4)(2000) 120-125.

SOTOMAYOR, Jorge. Licoes de equagoes diferenciais ordindrias. Rio de Janiero: Impa,
1979.

TRUNDINGER, Neil S. and GILBARG, David. Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order. New York: Springer, 2001.

ZHANG, Lie. Classification of conformal metrics on Ra_ with constant Gauss curvature and
geodesic curvature on the boundary under various integral finiteness assumptions. Calculus
of Variations. Vol.16, 2003.

124



	gerente
	Introdução
	Conceitos e Resultados Preliminares
	I O Método dos Planos Móveis e o Método das Esferas Móveis
	 O Método dos Planos Móveis e Aplicações
	Descrição do Método do Planos Móveis
	Aplicação para domínio limitado
	Aplicação para domínio não limitado
	Prova do Teorema (16)


	Transformada de Kelvin e Método das Esferas Móveis
	 A Transformada de Kelvin.
	O Método das Esferas Móveis
	Aplicação do Método das Esferas Móveis



	II Classificação da Métricas Conformais sobre R2+ com curvatura gaussiana constante e curvatura geodésica sobre a fronteira com diversas condições de finititude da integral
	Resultados Técnicos
	Caso Super-harmônico
	Demonstração do Teorema 18.
	Integral sobre R2+ infinita.
	 Integral sobre R2+ finita.

	Considerações sobre as condições da finitude da integral para o caso super-harmônico.

	Caso Sub-harmônico
	A não solução da equação u - eu= 0 em R2.
	Demonstração do Teorema 20.
	Demonstração do Teorema 20 para c0.
	Demonstração do Teorema 20 para c<0.
	 R2+eu<  implica em R2+eu/2<.
	R+2 eu/2<  implica R+2 eu< .
	 O comportamento assintótico da solução de (5.1) no infinito.
	A simetria em relação a uma esfera.
	Prova do Teorema 20 para c< 0.

	Considerações sobre as condições da finitude da integral para o caso sub-harmônico.

	Caso Harmônico
	Demonstração do Teorema 22.
	Demonstração do Teorema 22 para c0.
	Demonstração do Teorema 22 para c<0.

	Considerações sobre as condições de finitude da integral para o caso harmônico.

	Referências


	FICHA CATALOGRAFICA(dissertação5)
	gerente
	Introdução
	Conceitos e Resultados Preliminares
	I O Método dos Planos Móveis e o Método das Esferas Móveis
	 O Método dos Planos Móveis e Aplicações
	Descrição do Método do Planos Móveis
	Aplicação para domínio limitado
	Aplicação para domínio não limitado
	Prova do Teorema (16)


	Transformada de Kelvin e Método das Esferas Móveis
	 A Transformada de Kelvin.
	O Método das Esferas Móveis
	Aplicação do Método das Esferas Móveis



	II Classificação da Métricas Conformais sobre R2+ com curvatura gaussiana constante e curvatura geodésica sobre a fronteira com diversas condições de finititude da integral
	Resultados Técnicos
	Caso Super-harmônico
	Demonstração do Teorema 18.
	Integral sobre R2+ infinita.
	 Integral sobre R2+ finita.

	Considerações sobre as condições da finitude da integral para o caso super-harmônico.

	Caso Sub-harmônico
	A não solução da equação u - eu= 0 em R2.
	Demonstração do Teorema 20.
	Demonstração do Teorema 20 para c0.
	Demonstração do Teorema 20 para c<0.
	 R2+eu<  implica em R2+eu/2<.
	R+2 eu/2<  implica R+2 eu< .
	 O comportamento assintótico da solução de (5.1) no infinito.
	A simetria em relação a uma esfera.
	Prova do Teorema 20 para c< 0.

	Considerações sobre as condições da finitude da integral para o caso sub-harmônico.

	Caso Harmônico
	Demonstração do Teorema 22.
	Demonstração do Teorema 22 para c0.
	Demonstração do Teorema 22 para c<0.

	Considerações sobre as condições de finitude da integral para o caso harmônico.

	Referências



