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Resumo

Comegamos estudamos solugbes semi-estaveis para a equacao —Au = f(u) em
um dominio suave limitado €2 do R", 2 < n < 4. O resultado apresentado é
uma limitacao L*° a qual vale para toda solugao positiva semi-estavel e toda nao-
linearidade f. Mostramos também uma abordagem sobre o caso —Au = f(u) na
bola unitaria do R™. Os resultados obtidos sdo estimativas em L? e W% para
solugoes semi-estéveis radiais u € H}, a prova de uma limitacao se n < 9 e, no caso

em que g é crescente e convexa, u € W32 em toda dimensao n.



Abstract

We start studing semi-stable solutions for the equation —Au = f(u) in a smooth
and bounded domain 2 of R”, 2 < n < 4. The presented result is a L boundedness,
which holds for all semi-stable positive solution and all non-linearity f. We also
show a approach about the case —Awu = f(u) in the unitary ball of R™. The results
obtained are L? and W*4 estimates for semi-stable radial solutions u € Hg, the proof
of a boundedness if n < 9 and, in case that ¢ is increasing and convex, u € W32 in

all dimension n.
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Introducao

Este trabalho é o resultado dos meus estudos com o professor Dr. Joao Marcos
Bezerra do O para a dissertacdo de mestrado. Estudamos dois artigos, Regularity
of Minimizers of Semilinear Elliptic Problems Up to Dimension Four, por Xavier
Cabré, e Regularity of Radial Minimizers and Extremal Solutions of Semilinear
Elliptic Equations, por Xavier Cabré e Antonio Capella.

Tive a preocupacao de adicionar alguns resultados ao texto para facilitar a
leitura. Muitos destes resultados sao classicos e podem ser encontrados em diversos
livros.

Para uma boa compreensao deste texto, o leitor deve conhecer temas como
Anélise Funcional, Equagoes Diferenciais Parciais e algumas defini¢coes vistas em
cursos de Geometria Diferencial. Além disso, ter paciéncia em verificar as contas
feitas, que em muitos casos nao sao dificeis, mas trabalhosas. As referéncias deste
texto citam bons livros sobre tais temas.

Usaremos alguns resultados constantemente. FEntre eles, destaco Teoria de
Regularidade Eliptica e Imersdes em Espacos L? e de Sobolev.

A primeira parte do texto trata-se de uma classe especial de solu¢oes para a
equagdo —Au = f(u) em um dominio suave limitado 2 do R", 2 < n < 4. Esta
classe é chamada de semi-estéavel, e engloba minimizantes locais, minimais e solugoes
extremais. O resultado obtido é uma limitacao L a qual vale para toda solucao

positiva semi-estavel e toda nao-linearidade f. Em dimensoes maiores, tal limitagao
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é um problema em aberto.

Podemos destacar alguns teoremas que sao de fundamental importancia no
primeiro capitulo. O Teorema de Sternberg-Zumbrun, por exemplo, desempenha
papel importantissimo para o desencadeamento das estimativas, pois ele funciona
como uma tradugao da condicao de semi-estabilidade. Podemos destacar também
uma desigualdade tipo Sobolev dada pelo teorema devido a Michael-Simon-Allard,
que vale em uma hipersuperficie C'*° imersa, compacta e sem fronteiras. Sem ela
nao conseguiriamos fazer uma estimativa imprescindivel quando n = 4.

A segunda parte trata do caso —Au = g(u) na bola unitaria do R™. Os resultados
obtidos sdo estimativas em L7 e W*4 para solugoes semi-estaveis radiais u € H¢, a
prova de uma limitacao se n < 9 e, no caso em que ¢ é crescente e convexa, u € W32
em toda dimensao n.

Na segunda secao, podemos destacar o artigo devido a Gidas-Ni-Nirenberg
sobre simetria de solugoes usando moving planes. Este artigo desempenha papel
importante, ja que a solugao herda a simetria do dominio {2 = Bpg, ou seja, a

solucao que estamos trabalhando ¢é radial. Em resumo, isto torna o problema de

EDP em um problema de EDO.

1X



Capitulo 1

O problema —Au = f(u)

Sejam f: R — R uma funcao C*°, F' uma primitiva de f e 2 C R” um dominio

C*°. Considere o problema

—Au = f(u) em Q,
u = 0 sobre o0

e o funcional energia a ele relacionado

E(u):/g{%wuﬁ—mu)} dz. (1.2)

1.1 Minimizantes locais e semi-estabilidade

Definigdo 1.1.1 Dizemos que uma funcio u € CH(Q) é um minimizante local de
(1.2) se existe € > 0 tal que

E(u) < E(u+¢)

para toda & € C3(Q) com ||§||q§(§) <e

Observacao 1 Por regularidade eliptica, seque que todo minimizante local u € uma

solugao classica C* de (1.1). De fato, observe que
E'(u)v =0, Yo € C3(Q),

1



1.1. MINIMIZANTES LOCAIS E SEMI-ESTABILIDADE CAPITULO 1

PoiLS
E tv) — F >0 set>0.
E'(u)v = lim (u+tv) (1) —
=0 t <0 set<O.

Devemos, portanto, ter que E'(u) = 0, para toda v € C}(Q). Pela densidade de
C} em H} e usando a continuidade de E'(u), seque que vale E'(u) = 0 para toda
v € HY(Q). Logo, u é solugdo fraca de (1.1). Usando resultados de regularidade,
veja 0s Teoremas 3.0.8 e 3.0.9, seque que u € uma solugao cldssica, como queriamos

mostrar.

Observacao 2 Podemos lembrar um resultado devido a Brezis e Nirenberg sobre
minimizantes locais na topologia C1, conhecido como H' versus C'. Em resumo,
se f satisfaz uma condicao de crescimento, temos que o minimizante na topologia
C! € de fato, um minimizante local para a topologia H'. Este é um resultado
aparentemente inesperado, jd que uma vizinhanga em H' é muito maior que em

C*. Para tornar nossas palavras mais precisas, enunciaremos abaizo este resultado.

Teorema 1.1.2 (H' vs C' [04]) Assuma que [ satisfaca a condigio de

crescimento
|f(z,u)] < C(1+ [uf”) (1.3)
com p < Z—fg e seja ug € H} () um minimizante local de E na topologia C', isto €,

existe um r > 0 tal que
E(u) < E(u-+v), para toda v € Cy(Q) com ||v| o <1

Entao ug € um minimizante local de E na topologia H}, isto €, existe um ey > 0 tal
que

E(u) < E(u+v), para toda v € Hy(Q) com ||v| ;1 < eo.

Observacao 3 Mostramos acima que todo minimizante local é de fato uma solugao

cldssica. Esta demonstragio ficou imediata, devido a hipdtese que u € CZ(Q).
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1.1. MINIMIZANTES LOCAIS E SEMI-ESTABILIDADE CAPITULO 1

Podemos mostrar um resultado mais geral, quando f satisfaz a hipdtese de
crescimento (1.3), usando o Teorema H' vs C', pois se u € H}()) € minimizante
local na topologia C*, seque do Teorema 1.1.2 que u é minimizante local na topologia
H'. Desta forma, u € H}(Q) ¢ solugao fraca de (1.1). Pelos Teoremas de

reqularidade, seque que u € de fato solucao cldssica.

Definigdo 1.1.3 Dizemos que uma soluc¢do cldssica u € C?(Q) de (1.1) ¢ uma

solucao semi-estavel se

Qu(©) = [ {IV6F = e} de = 0 (1.4
para toda & € C3(Q).

Observacao 4 A condicao de semi-estabilidade de uma solucdao cldssica u €
equivalente a condigao Ay > 0, onde Ay = \(—A — f'(u); Q) € o primeiro autovalor
do operador linear —A — f'(u) em u em €0, isto €, Ay € o primeiro autovalor do

problema
—Av— fllu)y = v em Q,
f'(w) (1.5)
v = 0 sobre 0f.

O primeiro autovalor possui a sequinte caracteriza¢ao variacional

e o VER — e da
=hi= o Jo & da |

Portanto, A\; > 0 se e somente se QQ,(§) > 0.

Definicao 1.1.4 Seja ¢ : U — R onde U é um subconjunto aberto de um espaco
de Banach X. O funcional ¢ possui uma derivada de Gateaur f € X' em u € U,
se para cada h € X temos

lim
t—0

{¢w+ﬁw—fW%%ﬁﬁw}:O

A derivada de Gateauzr em u € denotada por ¢'(u).



1.1. MINIMIZANTES LOCAIS E SEMI-ESTABILIDADE CAPITULO 1

Observacao 5 Lembremos que a derivada de Gateauz € dada por

fetuih) s}

(¢! (1), h) = lim t

t—0

Definigao 1.1.5 Seja p € CY(U,R). O funcional ¢ possui uma sequnda derivada
de Gateauzr L € L(X,X") em u € U se, para todo h,v € X,

{ (' (u + th) — ¢ (u) — Lth, v) } |

lim
t—0

t

A sequnda derivada de Gateaux em u € denotada por ¢"(u).

Observagao 6 Lembremos que a sequnda derivada de Gateaux € dada por

<(P/I(U)h, U> — lim { <(p,<u + th) — (,0’(U>,U> } )

t—0 t

Teorema 1.1.6 (Férmula de Taylor em Espacos de Banach [07]) Sejam V
e W dois espagos de Banach e f :V — W wuma funcao duas vezes continuamente

diferencidvel em um aberto O C V. Entao se [u,u+ h| C O, temos
1
flurth) = f(u) + f(@)h+ 5 [ () (h, h) + R(h),
onde R(h) — 0 quando ||| — 0.

Observacao 7 Todo minimizante local é sempre semi-estdvel. De fato, existe € > 0
tal que E(u) < E(u + h) para toda h € CH(Q) com ”h”cg(ﬁ) < €. Desta forma, a

formula de Taylor nos diz que
E(u+h) = E(u) + E'(wh + E"(u)(h, h) + R(h),

com R(h) — 0 quando ||h|| — 0. Observe agora que

, ~ lim E(u+h)—E(u)|
Flu)h) = ”,LM{ 2 } -

Portanto, seque que

E"(u)(h, h) > 0.
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1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

Resta provarmos que E"(u)(h,h) = Q.(h). De fato, observe que

(' (w),h) = nm{EWH@—E(u)}

t—0
2 2
. {2t<Vu,Vh)+t IVh| F(u+th)+F(u)}dx

t

t—0

= /{(Vu, Vh) — f(u)h} dz

e assim,

Bt -y {ECED=Ew)

t—0 t
~ i {t(Vh,VU> —f(l;—i—th)v—f(u)v} dz

_ / ((Vh, Vo) — f(u)hw} dz.

Fazendo v = h, obtemos o resultado desejado.

1.2 O Teorema de Sternberg-Zumbrun

Iniciaremos esta secao fazendo um breve comentario sobre a medida de Hausdorff.

Isto se faz necessario para uma melhor compreensao do Lema (1.2.1).

Lema 1.2.1 ([05]) Seja U C R™ um aberto. Entdo, para toda fungao f: U — R

de classe C? temos

(Z\szjf) — [V [Vf] =
=1
]Vf|( ?;11kl2)+|VL\Vf||2, para todo x € {|Vf| >0}NU
0, quase todo x € {|Vf|=0}.

[remos concentrar agora nossa atencao para demonstrar a principal estimativa

deste capitulo, o Teorema 1.4.1. Precisaremos de dois resultados importantissimos.



1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

O primeiro é o Teorema de Sternberg-Zumbrun e segue da hipétese de semi-
estabilidade. O segundo é uma desigualdade de Sobolev devida a Michael-Simon-

Allard, a qual vale em toda hipersuperficie compacta de R™*! sem fronteira.

Lembremos que o Teorema da Fungao Implicita nos diz que cada superficie de
nivel {x € Q@ C R" : u(x) =t} = {u =t} é uma hipersuperficie (n — 1)-dimensional,
quando |Vu # 0|. Em particular, estdo bem definidos o gradiente tangencial
(projecao ortogonal do gradiente no espago tangente de {u =t}), como também

suas curvaturas principais.

Observacao 8 O Teorema de Sard nos garante que o conjunto de valores criticos

de uma fun¢ao suave possui medida nula.

Teorema 1.2.2 (Sternberg-Zumbrun [01]) Seja Q C R™ um dominio limitado
suave e u uma solugdo classica semi-estdvel suave positiva de (1.1). Entdo para toda

fungdo Lipschitz n em Q com njsq = 0, temos

/ {92Vl + [ARIVal?) 72) dx§/|Vu|2|V77]2dx, (1.6)
(QN{|Vu|>0}} Q

onde Vr denota o gradiente Riemanniano ao longo de um conjunto de nivel de u (é
portanto a projecao ortogonal do gradiente em R™ ao longo de um conjunto de nivel

de u) e onde
n—1

AP =A@ =) i,

=1

sendo Kk; a curvatura principal do conjunto de nivel de u passando por x, para um

dado x € QN {|Vu| > 0}.

Prova: A condicao de estabilidade

Qulé) = / (IVEP = F/(w)e?) de > 0,¥¢ € () (1.4)



1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

também vale, por aproximacao, para toda funcao Lipschitz ¢ em Q com ¢|5q = 0. De
fato, seja & uma funcio Lipschitziana em Q com &|sq = 0. Temos que & € WH®(Q).
Logo, £ € H}(Q). Assim, existe uma sequéncia &, € C°(Q) tal que &, — & em
H} () e vale

Qu(&n) = /Q {IV&” = f(w)&} dz > 0,Vn € N.

Note que, como u é solucdo classica de (1.1), temos que f'(u) : Q@ — R é uma

funcao continua num compacto. Assim,

| 7 -ear <k [ (€ - e)ar—o

onde k = || f'(u)]| poe (). Portanto, obtemos

Qulé) == / [IVEP — F(u)e?} da >0, (L.7)

para toda ¢ Lipschitziana em Q com £|5q = 0.
Agora, tome & = cn em (1.4), onde ¢ é uma fungdo suave e ) é Lipschitz em Q e

nlaa = 0. Note que £ é Lipschitziana e |pq = 0. De fato, observe que

€(x) = €] = le(@)n(x) = c)n)] < el g In() = ny)] < klz —yl,

para todo x,y € €, pois 1 é Lipschitz. Por outro lado, como 7]sq = 0, segue que

£|3Q = 0

Sabemos que u satisfaz a condi¢do de semi-estabilidade (1.7). Assim, segue que
0<Quien) = [ (VP - fwien?} da
Q

= /Q{|77Vc—|—cV77|2 — f'(w)n’} da

-, {Z G gn) - f’<U>62n2} e (18)

i=1

Por outro lado, observe que

oc 2¢ e 9e o
2 _ 207 )
<077 axz)x = B2 + oz, <T) B + 2cn8xi> . (1.9)

7




1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

e assim obtemos

= oc on 2 z o, [ Oc 2 dc On o [ On 2
= 2
; (naxi * Caﬂ?i) ; {77 (31’1) i ncﬁxi ox; te o0x;

- In ? Oc 0c

_ 2 2 2

- Zl{c (axz) i (C" &fci)xi @ a%g}
= |V —en*Ac+ i e 2 (1.10)

i—1 (9302 z; ’

Usando integral por partes, segue que

[ (e

Desta forma, usando (1.11) e (1.10), obtemos de (1.8) a desigualdade

oc
-ldx = 1.11
0<Qulen) = / {02|V77|2 —en*Ac — f’(u)02772} dx
Q
— / {S|Vnl? = (Ac+ f'(u)c) en®} dz (1.12)
Q
Para simplificar, iremos adotar a seguinte notacao:
Uj = Og;U € Ugj = Oz, U

Diferentemente do que foi feito nos artigos [05, 06], onde foi tomado ¢ = |Vul|

e feito consideragoes sobre o conjunto {|Vu|= 0}, iremos fixar ¢ > 0 ¢ tomar

c=+/|Vu|? + €.
Desta forma, nao precisaremos nos preocupar com os pontos criticos de u e ainda
garantimos a diferenciabilidade de ¢. Feito isto, desde que Au + f(u) = 0 em €,

temos
Auj+ f/(u)u; = > On, (uy) + f(u)u;
i=1

— Zarj (U, + f(u))
_ %(Awf(u)) 0 (1.13)

8



1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

Assim, verificamos que

dc Z D1 Ul
_ Uy = ———
o 2\/|VU|2+62 it \/‘VU|2+62
e dai,
826 <Z?:1 ujuz-j) . |VU|2 + €2 + (1 / |VU,|2 + €2> ' Z?:l UjUjj
or? |Vu|? + €2

<Z?:1 Uj“ij)
- ’vu|2 1€ ) { (Z Ui + ZUMJU]> ’VUP + €2 + —’—IVuP o .

Usando (1.13) obtemos

Ac = S Zu?-\/wu\? + €2 — f'(u)|Vu|*/|Vu|? + e2—
|Vul|? + € vy J
2
(Z?:l (Z?:l uij) >

- . (1.14)

VIVul|? + €2

Portanto, segue

A+ f(@W) () = Act flu)e=Ac+ f'(u)/[VuP + e
= m {—f'(U)|Vu|2\/m+ Z“w\/m _

2 1 ! 2 2
- (EZ: (;uzju]> ) —W} + f'(w)V|Vu]? + &

, Vul?
= f (u) [\/ﬁ + \ |Vu|2 + 62

+

2
1 9 & & Uj
N — 2 - . E—
VIVu|? + €2 ;uj ;(ZJ: \/|Vu2+62>]
2
= flu) =

JW+
Z u Z(Z W)] (1.15)

9




1.2. O TEOREMA DE STERNBERG-ZUMBRUN CAPITULO 1

Usando as desigualdades (1.12) e (1.15) deduzimos

/(|Vu\2 + )| Vn)? dz = / AV do > /(Ac—l— f'(u)c)en® dx
Q Q Q
= / f'(u)e*n? do +
Q
n n 2
u.
+/ u3; — uij—]> n*dx. (1.16)
S % (S i

O integrando na tltima integral é nao-negativo, pois como

Uj

V| Vul® + e

<1,

temos que

Portanto,

0w/ on 2
"
/Q ZZJ: U?j - Z (Z Wj—’—|Vu|32 +_€2> n’ d

=1 J

2
> 2 _ Z# 24
N /m{|w>o} Zu” Z (Zuj V|Vul? + 62> e

1, i J
2
u.
> ui; — U2 n* dx (1.17)
/Qm{Vu>0|} ; ! ;(; J|Vu]>

Usando esta desigualdade juntamente com (1.16), obtemos

/(\Vu\2 + €2)|Vn* dz > / f'(u)e*n? dw +
Q Q

2

'Ll/.
+/ u; — Uiy n? da.
QN {|Vul>0} %: ! Z (ZJ: ! !Vu])
Agora, fazendo € — 0, segue que
2
u.
\Vul?|Vn|? dz > / u3 — (T pp—— n*dz.
/Q QN{|Vu>0} lz]: ! ZZ: Xj: TVl

10



1.3. UMA DESIGUALDADE DO TIPO SOBOLEV CAPITULO 1

Pelo Lema 1.2.1, sabemos que em todo ponto x € QN {|Vu| > 0}, vale

2
w
;U?j -2 (; uijﬁ) = |V [Vull* + [A]*|Vul*

%

Segue, portanto a desigualdade

/ Vul |V de > / (V2 |Val? + [AP|Vul) 7 de,
Q {Qn{|Vu|>0}}

como queriamos mostrar. [ ]

1.3 Uma desigualdade do tipo Sobolev

Teorema 1.3.1 (Michael, Simon e Allard [01], [08], [09]) Seja M C R™!
uma hipersuperficie C'*° imersa m-dimensional compacta sem fronteira. Entao, para
todo p € [1,m), existe uma constante C' = C(m,p) tal que para toda fungdo v :

M— R, C*(M), vale

(L

onde H ¢ a curvatura média de M e p* = Py

P

p*dV>p < C(m,p) (/ Vol + |Hv|pdV> :
M

Observacao 9 Note que a constante C' nao depende da variedade M considerada.
Contudo, perceba que a geometria de M influencia a desigualdade, pois vemos que

surge um termo com a curvatura média H de M.

1.4 Limitacao L™ préximo da fronteira

Estamos prontos para demonstrar a principal estimativa. Em dimensao n < 4,
limitamos a norma L*°()) para toda solucao u semi-estavel pela norma W1 de u

em {u < t}, onde t pode ser escolhido arbitrariamente.

11



1.4. LIMITACAO L* PROXIMO DA FRONTEIRA CAPITULO 1

Esta estimativa vale em qualquer dominio suave €2 (néo necessariamente convexo)
e para toda nao-linearidade f. A importancia desta limitacao é que, escolhendo ¢
pequeno, {u < t} torna-se uma pequena vizinhanga de 052, e assim a limitacao de u

em §) é reduzida a uma questao de regularidade de u préximo a 0f).

Teorema 1.4.1 ([01]) Seja f uma funcao C e Q C R" qualquer dominio C*

limitado. Assuma que2 < n < 4. Sejau € CL(Q), comu > 0 em Q um minimizante

E(u)z/g{%|Vu|2—F(u)} dz,

ou, mais geralmente, uma solucao cldssica semi-estavel de

local de

—Au = f(u) em Q
u = 0 sobre OS).

Entao, para todo t > 0,

O i L\ ?
ol ey < 4 10U Vuldr) (1.18)
{u<t}

onde C' € uma constante universal (em particular, independente de f, Q2 e u). Na

altima integral usamos a notagao {u <t} = {x € Q: u(x) < t}.

Prova: Por regularidade eliptica, a solugao u € C*°(f2). De fato, o Teorema 3.0.8
nos diz que u € C%*(2) e o Teorema 3.0.9 nos permite fazer uma argumentacio de

bootstrap para concluirmos que u € C*®(Q). Relembre que © > 0 em €. Denote
T :=maxu = |Jul|
Q
e, para s € (0,7), defina
Iyi={reQ:u(x)=-s}.

O Teorema de Sard nos garante que quase todo s € (0,7) é um valor regular

de u. Por defini¢do, se s ¢ valor regular de u, entdo |Vu(x)| > 0,Vz € Q tal que

12



1.4. LIMITACAO L* PROXIMO DA FRONTEIRA CAPITULO 1

u(z) = s, isto &, para todo x € I';. Em particular, se s é um valor regular, I'y é uma
hipersuperficie compacta C* imersa em R" sem fronteira.
Desde que u é solucao semi-estavel, podemos usar o Teorema 1.2.2 com uma

funcao teste
n(z) = p(u(z)), Ve € Q,

onde ¢ é uma fun¢ao Lipschitziana em [0, 7] com ¢(0) = 0. Assim, observe que

/|Vu| |Vn|2dx—/ IVl (u Vu|2dx—/ IVl

e usando a coarea na ultima integral acima, obtemos

[wwatan= [7( [ [l FTufav: ) ds

Como u(z) = s, para todo x € Iy, segue que

/Q|Vu|2|V7]|2dx: /OT (/F |Vu|3dVS) 0/ ()]2ds. (1.19)

Acima, estamos denotamos por dV; o elemento de volume em I',. A integral em
ds é sobre os valores regulares de u, cujo complementar possui medida nula em (0,T).

Usando o Teorema 1.2.2 em (1.19), obtemos

/OT (/F quF’d%) [¢'(s)]ds > /{m{vm}} (V2 |Vul2 + [AP|Vul?) [p(u))* dz.

Observe que no lado esquerdo da desigualdade do Teorema 1.2.2 nés integramos
sobre N {|Vu| > 0}. Pela monotonicidade da integral, podemos integrar sobre
QN {|Vu| > ¢} para 6 > 0 e portanto, a inequagdo permanece valida. Usaremos

novamente a coarea na ultima integral acima para obtermos

/oT (/ ‘V“‘3st) [/ (s)]2ds >

/OT (/ - |vu| (VI Vull® + AP V) d ) [p(s)]2ds  (1.20)

Pudemos fazer isto desde que no conjunto I's N {|Vu| > ¢}, |Vu| é limitado longe

do zero.

13



1.4. LIMITACAO L* PROXIMO DA FRONTEIRA CAPITULO 1

Agora, observe que
V2 [Vu||*
Vul

2

:4‘VT|W|%

De fato, temos que

Oy, |Vu| = 0y, <i ui) = % (i ui) ’ _ (g QuIiuxixj>

=1 =1
Logo,
-1 —1 2
Ve | Vul? X E (T ed) T (0 2ua )

(Z?:l 2y Uz ) ]
= )

1
|V |V 4 Vu

Por outro lado,

1

n % n 11 n
a:vj |VU|% = aivj (Z ui) = i (Z ui) ) (; 2u$iu$i=’fa‘>

i=1 =1
e portanto,
3
n—1 n —3 n 2 n 2
12 Z 1 Z 9 Z 1 (Zi:l 2“%“%50)
' ‘VT Vil = 4j:1 16 (i:l u@) | (i:l 2“%“96%) 4 Vu T

Assim, segue a igualdade afirmada acima. Voltando a (1.20), temos

/oT (/ : 'V“'3st) ['(s)]Pds >
/oT (/mﬂm(s} {4'VT’V“'5'2 * (|A||WI5>2} dvs) [p(s)]2ds.

Fazendo § — 0 e usando o Teorema da Convergéncia Monétona, obtemos

/Ohl(S)[sO(S)]gdSS/O ha(s)['(s)]*ds, (1.21)

para toda fungao Lipschitziana ¢ : [0,7] — R, com ¢(0) = 0, onde

hi(s) == / {4|VT\Vu\%|2 + <|A\|vu\%>2} dv, (1.22)

S

ha(s) ::/ |Vul?dV,

14



1.4. LIMITACAO L* PROXIMO DA FRONTEIRA CAPITULO 1

para todo valor regular s de wu.

E justamente de (1.21) que obteremos a estimativa L> desejada. Em dimensdo
n < 4 usaremos a desigualdade de Sobolev do Teorema (1.3.1) com M =T, p =2
e v = |Vu|2. Note que a curvatura média H de I, satisfaz |[H| < |A|. Assim,

dividiremos a demonstragao em trés casos. Sera ttil denotarmos

1 1 [
B; = —/ |Vul*dz = —/ ho(s)ds,
2 {u<t} 2 0

onde t > 0 é uma constante positiva como no enunciado do Teorema. Iremos comegar
com o caso n = 4. Observe que a dimensao de I' é 3, logo a desigualdade de Sobolev

dada pelo Teorema 1.3.1 nos da que

RS :
([ 1vuran) <o ([ ovaip avaipa)
rs I
de onde segue que

hi < Chy, quase sempre em (0,7), (1.23)

onde C é uma constante universal.
Para cada valor regular s de u temos que 0 < ha(s), pois |Vu| > 0 e hy(s) < oo,
pois Vu e A sdo continuas e 'y ¢ um conjunto compacto. Isto juntamente com (1.23)

nos da que Z—; € (0,4+00) quase sempre em (0,7"). Assim, definiremos

an(s) = min {1 1

Para valores regulares s e para um inteiro positivo, temos que g, € L*(0,7T) e

que

h1<8)
gk<s) — hg(S)

€ (0,400), quando k — oo, para quase todo s € (0,7), (1.24)

hi(s)
ha(s) "

pois basta tomar k >

Desde que g € L>(0,T), a funcao

S
- se s <1,
t

exp(%/st\/gk—(ﬂch) set<s<T.

15
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esta bem definida, satisfaz ¢5(0) = 0 e é Lipschitziana em [0, T]. De fato temos que

- se 0 <5<,
Pr(s) = 1

7 gr(S)pr(s) set < s <T.
Assim, ), € W1°°(0,T), pois ¢ é continua em [0, T, de onde segue que ¢ € L>(0,T)
e ¢, € L*(0,T), pois \/gr(s) € L>*(0,T). Portanto, basta mostrar que ¢y ¢é
localmente Lipschitziana em 0 e em 7. Como ¢i(s) = {, numa vizinhanga [0, €),

com € < t, temos que ¢ € linear, e portanto Lipschitziana. Ja numa vizinhanca

(T —€,T) de T, segue do Teorema do Valor Médio que

o G 575) e )
< exp(e)%/; Vor(r)dr < Cls —t|.

Logo, ¢y € Lipschitziana numa vizinhanga de T'. Desta forma, como [0, 7' é compacto
e @y € localmente Lipschitziana, segue que ¢y é Lipschitziana em [0, 7.
Além disso, note que como

@m—% e(&en(s) em (£T).

segue da definigao de gx(s) que

1
ho(0})? = ha=grps < —hip;  em (t,T). (1.26)

1
2 2
Agora, usando (1.21), com ¢ = @} teremos

t T t T
/ hip; +/ hip; S/ ha(&')3 +/ ha(')3
0 t 0 t

e usando (1.26), uma vez que ¢ (s) = 1 em (0,t), obtemos

t ) T ) t h2 T 1 o
hypy, + hipi < - T hiz ()i
0 ¢

Dali,
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e assim
T 2 t
/ hlgpk S t2 ]’LQ.
t 0
Além disso,
2 [t 2 4
t 0 t {u<t}
e assim
T
/ hip; < 2B;. (1.28)
t

Note que para concluir a prova do presente teorema, precisamos obter algo como

T —t < CB;’*. Para tanto, usando (1.24) podemos escrever

R
T—t= / ds = sup/ 229k (1.29)
k>1 h1

Usando (1.27) e Cauchy-Schwarz, obtemos

T .\ hg
h—lgde = (\/ 90k> hggk ds
1 T 1
T = 2
? hagr 1
h st} ) / —— —ds
{/ o { (R }

Por (1.28) e pela estimativa (1.23) dada pela desigualdade de Michael-Simon-
Allard, segue que

1
T 2
[ hagy, / hage 1
—ds < ZB
/t hy o= ) { h3 o

< 23&{ /\/— ds}. (1.30)

Agora, conseguimos limitar a tltima integral usando (1.25). Desta forma, temos

/tT\/%wiids - / \/_sok f\/_sak -
= V2 [ = P o] <

IN

w\»—‘

IA
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Portanto, segue de (1.30) que

/tT C/%ds < (28t)% C: (?) | B

E assim de (1.29) obtemos

=

N

N|=

T —t < C(B,)?,

de onde segue o resultado em dimensao 4:

1 2
TSt—i——(/ |Vu|4dx>
b\ J{u<ty

Vamos agora tratar dos casos n = 3 e n = 2: Nestas dimensoes tomaremos uma

funcao teste ¢ mais simples que em dimensao 4. Iremos simplesmente considerar
5
—-ses<t
t )

©o(s) == (1.31)
1 set<s<T.

Observe que ¢ esta bem definida, é Lipschitziana em [0, 7] e satisfaz ¢(0) = 0.

Com esta escolha de ¢ e desde que, pela propria defini¢ao,
)= [ JAPIVuay,
I
a desigualdade (1.21) nos da

/tT /F |A]?|Vu|dVids < /OT hi(s) [go(s)]zds < /OT ha(s) [90/(5)]2 ds —

= — |Vul*dz = B,. (1.32)

Esta desigualdade vale para toda dimensao n. Porém, usaremos agora uma
desigualdade geométrica para a curva I's (n = 2) ou para a superficie I'; (n = 3).

Esta desigualdade vale para toda dimensao n > 2 e é dada por
= <) [ (Hav. (1.33)
rs

18



1.4. LIMITACAO L* PROXIMO DA FRONTEIRA CAPITULO 1

Usaremos também a desigualdade isoperimétrica
V(s):={u> s} < C(n)]Fs\ﬁ. (1.34)
Juntando estas duas desigualdades geométricas obtemos

n—2

V)] < [cmin)@ | T = cm)n)i < cm) / H|dV,.  (1.35)

Como |H| < |A| e Vu nao se anula nos valores regulares s, segue

B |Vul
C(n) / HaV, < C(n) / AldV, = C(n) / 4

Usando agora Cauchy-Schwarz, obtemos

C(n) |A|\/de;§0(n){ i |A|2|Vu|dvs}5{ / %} (1.36)

r, |Vul

para todo valor regular s. Observe que

T T n—2 2—n
T—-t = / dS:/ V(s) ™ V(s) ™ ds.
t t

Agora, usando (1.36) e (1.35) segue

T 3 . dv. ) 2
T_tg/ C(n){ |A|2]Vu|dvs} -{V(s)”% ’/ } ds
! r, r, [Vl
e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

T % T 2(2—n) dv's %
T—t<C(n) {/ / \A[Q\Vu|d‘/;ds} : {/ Vi(s) = ds} :
t JT, t r, |Vul

E por (1.32) obtemos

1
1 T 2(2—n) dV 2
T—tSCnBQ{/ Vi(s) = —Sds} ) 1.37
mst{ [ v [ S (17
Desde que V(s) = |{u>s}| ¢ uma fungdo nao-crescente, segue que V &

diferenciavel quase sempre e usando a coarea, obtemos

dVs

S Ll

, para quase todo s € (0,7).

19



1.5. CONSEQUENCIAS DA LIMITACAO CAPITULO 1

4 . 4-n , . . .~
Além disso, para n < 3, V(s) = é nao-crescente em s e assim, sua variagao total

satisfaz

4—n

V() = [V(S)T} >
/T4 V(o)) =

4—
o

v

n
_ n/TV 20-m) dv, )
s |VU|

Juntando a equagao acima com (1.37), segue que

T —t < C(n)B2|Q| =, paran < 3.

Observacao 10 Note que este argumento falha para n > 4 desde que a integral em

(1.37)

r 22-n) Ve qr
/t V()5 (<V(s))ds = / & (1.38)

T n

nao é convergente em s =T (isto €, r = 0) pois @ > 1.

1.5 Consequéncias da limitacao

Iremos agora demonstrar a principal estimativa desta secao. Esta seguira
imediatamente da estimativa L°° para solucoes semi-estaveis obtida na secao

anterior.

Teorema 1.5.1 ([01]) Dados f wuma fun¢io C*, Q C R"™ um dominio C*

limitado, 2 <n <4 e u uma solugao semi-estdavel de (1.1) satisfazendo

u(x) > cgdist(x,0Q) para todo x € Q (1.39)

||u||LOC(QE) < (1.40)

20
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onde

Qe = {z € Q: dist(x,00) < €}

para constantes positivas €, c3 e cy. Entao,

lull ey < € (s, 1 ey )
onde C(-) € uma constante dependendo apenas das quantidades entre parénteses.

Prova: Tomando e suficientemente pequeno, podemos supor que 25 é C*> para

todo 0 < 0 < e. Usaremos agora o Teorema 1.4.1 com a escolha
€
t= C3§.

Por (1.39), temos
{x e Q:u(x) <t} CQo,

pois neste caso temos

cadist(z, 0Q) < u(x) < 03;

de portanto

dist(z,00) < %

Sendo assim, & suficiente limitar |lu[[y1,4 (€25). Observe que u ¢ solugdo de
—Au = f(u) em Qc e u = 0 sobre 9. Por outro lado, 9Q U ¢ possui fecho
compacto contido em IQ U, e ambos conjuntos sao C*°. Assim, usando o Teorema

3.0.13, obtemos que

ue W>?(Q:)
e que
HUHWQaQ(Q%) < Cleas ([l poe 0,41
pois, por (1.40),
||u||L°°(Q) <G

21
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e portanto,
Hf(u)HLOO(Qe) < ||f||Loo([0,C4]) .

Além disso, pelos Teoremas 3.0.14 e 3.0.15 temos que

u € WhHH(Qe).

olm

Pela estimativa (1.18), segue o resultado desejado. |

Teorema 1.5.2 ([01], [10], [11]) Seja f uma fungdo localmente Lipschitziana e
seja 2 C R™ um dominio C* limitado. Seja u uma solu¢ao cldssica positiva de
(1.1). Se 2 € convexo, entdo existem constantes positivas p e v dependendo apenas
de Q tal que para todo x € Q com dist(x,0Q) < p, existe um conjunto I, com as

sequintes propriedades:
|I.| >~ eu(x) < u(y) para todo y € I,. (1.41)
Como consequencia,
el < % lllpaay > onde @, = {x € dist(x, 00) < p} (1.42)

Se Q nao € convexo masn =2 e f >0, entiao (1.42) também vale para constantes

p ey apenas dependentes de €.

Prova: De fato, aqui devemos aplicar alguns resultados obtidos por Gidas-Ni-
Nirenberg, que diz que se 2 é convexo, entao existe um to > 0 tal que u(z — tn(z))
¢ ndo-decrescente para valores de t € [0,%] e para x € 0§). Estamos denotando por
n(x) o vetor normal unitario apontando para fora em = € 9€2. Ainda pelo resultado
de Gidas-Ni-Nirenberg, existe a > 0, que depende exclusivamente da regiao convexa,

tal que

u(z — tv) é nao-decrescente para t € [0, %] e

v € R" satisfazendo ||v|| =1e (v,n(z)) > a.

22
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Conseguimos assim um cone C, limitado centrado em z. Considere h a altura do
cone C,. Tome p = % Queremos obter um conjunto I, com as propriedades de
(1.41). Assim, dado z € 0, temos que = € C, para algum z € J9Q. Considere o
hiperplano H que passa por x e ¢é paralelo a base do cone. Tome [, a regiao entre
a base do cone e o hiperplano H. O fato de que u(z — tv) é ndo-decrescente em t

para x,t e v como acima nos da que existe niimeros positivos v e p tal que
|I;| > v eu(x) <u(y) para todo y € I,

como querfamos. Como consequéncia, observe que se x € €1,

Ju(z) S|fx|=t/’u<x>dy

I

e dai, pela hipotese (1.41),

wmsjﬁmw@séww@

para todo z € €),. Portanto,

1
mmmmsaéww@.

A partir de agora, denotaremos a distancia de um ponto x € ) até o conjunto

02 por dist(z, 082) = 0(x).
Lema 1.5.3 ([12]) Seja v a solu¢ao do problema

—Av = h(z) em Q

v =0 sobre 09,
onde h € L>*(Q), h > 0. Entao
v(z)
——= >c | h(x)d(x), para todo x € €, (1.43)
6(x) Q

onde ¢ > 0 € uma constante dependendo apenas de €.
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Prova: Iremos dividir a prova em duas etapas. Mostraremos inicialmente que para

qualquer compacto K C ) vale

v(x) > C/Qh(x)é(x),

dist(K,09)

5 e tome m

onde ¢ > 0 depende apenas de K e de 2. Sendo assim, seja p =

bolas de raio p tal que
K C B,(z1) C ... C By(zy,,) C €.

Seja &1, ..., &, as solugoes de

—A§ = XB,(x;) €11 Q
& = 0 sobre 0N2.

Tais solugoes &; existem devido ao Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet.
Agora, usando o lema da fronteira de Hopf, temos que existe uma constante ¢ > 0
tal que

&i(x) > cd(x), paratodoz € Qei=1,...,m. (1.44)

De fato, observe que se xy € 0€2,

Desta forma,

3
ai ({L‘o) < (50 < 0, Vg € o2

pois & é C! e 9Q é compacto. Escrevendo

o Ei20) — &i(2)

=0 lz = o]

< 5

e portanto,

&i(x) > —dpd(x) = cd(x)
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para todo x proximo de zy. Basta agora obter (1.44) para z longe da fronteira,

digamos, em K, := {z € Q: dist(z,0) > €y}. Para tanto, sabemos que
&(x) > 6, >0em Q,
de onde concluimos que
i(z) > 61> 6

Daqui até o final da demonstracao ¢ denota varias constantes que dependem apenas
de K e Q. Seja x € K e tome a bola B,(z;) contendo . Desde que —Av > 0 em €2

temos que

v(z) > (vg,) = c/ v(y) dy.

Bo(a)
Usando integral por partes, segue

C/Bp(xi)v(y) dy = C/QU(y)(—A&i) dy = C/Qh(y)&(y) dy.

Por (1.44), segue que
o) = ¢ [ W) dy
Q
Para finalizar a prova, fixe K C €. Precisamos mostrar que vale (1.43) para

x € Q\ K. Seja w a solugao de
—Aw=0em Q\ K
w = 0 sobre 0f).
w = 1 sobre K.

Pelo lema da fronteira de Hopf,
w(x) > cd(x), Vo € Q\ K.

Afirmamos que

o(x) > w(x) / h(y)5(y) dy em Q\ K.

Q
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De fato, defina
ila) = w(o) | B3) (1.45)

Observe que w é harmonica, pois w é harmonica. Assim,
—Av > —Ad (1.46)
pois h > 0. Como w = v = 0 sobre 0f2, segue do principio do maximo que

o(x) > @(z) = w(z) / h(y)6(y) dy (1.47)

Q

o(z) > w(z)e (/Q ha) > ¢d(x) (/Q h5> Vo e Q\ K.

Teorema 1.5.4 ([01]) Seja f uma fun¢io C* e Q C R™ um dominio limitado C*°.

Portanto,

Assuma 2 < n < 4 e que Q é convexo nos casos n = {3,4}. Seja u € L(Q) uma
solugdo fraca positiva de (1.1) e suponha que u é o limite em L' de uma sequencia

de solugdes cldssicas positivas semi-estdveis de (1.1) Temos que
1. Se f >0 em [0,+00), entdo u € L>().

2. Assuma que f(s) > ¢ > 0 e f(s) > ps — co, Vs € [0,400), para algumas
constantes positivas ¢y e co e para algum > A\ (2), onde A\ () € o primeiro

autovalor de Dirichlet do —/A em ). Entao
HUHLOO(Q) < C(QJL’ C1, C2, HfHLOO[O,é(Q,u,cg)})'

Prova: Iniciamente, iremos fixar uma notacao. Para uma funcao v : Q — R,
denotaremos por HUHL(%(Q) = HU5HL1(Q) . Agora, seja (ux) uma sequéncia de solugoes
classicas positivas semi-estaveis tal que up — w em L'(€2). Assim, pelo Teorema

1.5.2, obtemos

1 1
[l oo,y < 5 Junll 1) = 5 lull 1) - (1.48)
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Desde que f > 0, usamos a estimativa dada pelo Lema 1.5.3 para a equagao

—Aug = hy(z) := f(ug(xz)) >0 em Q
(1.49)

uy, = 0 sobre 052
Assim,

Uk

5 = cllf ()l em €. (1.50)

Agora, multiplicando o problema (1.49) pelo primeiro autovalor de Dirichlet de —A

em §) ¢ e integrando duas vezes por partes, obtemos

_/QUk(y))\lqsl(y) dy:/gf(uk(y))%(y) dy.

Desta forma, deduzimos que ”uk”L};(Q) e ||f(uk)||L(1$ (Q) sdo comparaveis por
constantes multiplicativas dependendo apenas de 2. De fato, observe que se x € €2,

existe xg € I tal que d(x) = ||z — ¢||. Dai, o teorema do valor médio nos da

|01(2)] = [d1(2) = d1(0)| < CO(x).

Assim,
M /Q ur(1)(y) dy > A /Q w(y)é(y) dy.

Por outro lado, observe que

uy(y) B
/Q 5y) (WA dy =N / uk(y) 1 (y) dy

e usando (1.50) obtemos

n [ w0)6i) dy = 1)l [ Sron) ay

De onde concluimos o que afirmamos. Agora, multiplicando (1.1) por w solugao de

—Aw=1em

w = 0 sobre 0f.
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e integrando novamente por partes duas vezes, deduzimos que

—/QUkZ/Qf(Uk;)w-

Logo, [luglpi(q) ¢ comparavel as duas quantidades anteriores. Relembremos que
[kl 1) = lullprqy > 0. Portanto, obtemos uma limitagao inferior para a parcela
a direita de (1.50) por uma constante positiva independente de k, ou seja,

U ~
5 2 c|[f(ur)ll ) = €

Como consequencia desta limitac¢do inferior e de (1.48), podemos usar o Teorema
1.5.1 para obtermos [|uy|| ) < ¢. Agora, fazemos k — oo e portanto, u € L*(),

como afirmamos na parte (1). Para provar 2, assuma que f > ¢; > 0, temos que
up > cqw > c1cd = cpedist (-, 09),

onde w ¢ a solucao de (1.5). Agora, multiplicando (1.1,,) pela primeira autofuncao
de Dirichlet de —A em {2 e integramos por partes duas vezes e assim, como

f(s) > pus —co, Vs e u > A, obtemos

HukHL};(Q) < U(Qa [y 62)

e assim também para |lugl| 1) como feito anteriormente. Agora esta estimativa
combinada com (1.48) nos da uma estimativa como (1.40). Pelo Teorema 1.5.1

obtemos a limitacao desejada.

[
1.6 A solucao extremal
Considere o problema
—Au = Ag(u) em Q
u > 0 em Q (Pxg)
u = 0 sobre  0f),
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onde 2 C R" é um dominio suave, n > 2, A > 0 e a ndo-linearidade g : [0, +00) — R
satisfaz
9(u)

g € C', nao-decrescente, g(0) > 0 e lim =2 = 4o0.
u—+o0o U

E bem conhecido que existe um parametro extremal \* € (0, +00) tal que se
0 < A < A\* ent@o o problema (P),) admite uma solu¢do minimal classica uy. Além
disso, uy é semi-estavel. De outra forma, se A > \* ent@o (F),) ndo possui solucao
classica. Aqui classica significa limitada, enquanto minimal significa o menor. Além
disso, o conjunto

{uy: 0 <A< \*} (1.51)

¢ crescente em A e seu limite quando A 7 A* é uma solugao fraca u* = uy+ de (Psy),
chamada solu¢ao extremal de (P),) no seguinte sentido. Diremos que u € L'(Q) é

uma solugao fraca de (P,) se

Ag(u)dist(-,00Q) € L*(Q)

/ uA€ 4+ Ag(u)é dx =0,
0

para toda & € C%(Q) com & = 0 sobre 9€). Vejamos alguns exemplos:

1. Tome g(u) = e*. E conhecido que u* € L®(Q) se n < 9 (para todo ),

enquanto u*(z) = —2log |u| se n > 10 e 2 = By.

2. Um resultado similar acontece se tomarmos g(u) = (1 + u)? com p > 1.

Enunciaremos e demonstraremos de maneira precisa o que comentamos acima

sobre o parametro extremal e solucao extremal.

Teorema 1.6.1 ([03]) Assuma que Q C R™ € um dominio suave e g : [0,4+00) — R

u
uma func¢io C', nao-decrescente, g(0) > 0 e lim & = 4o00. Entao existe um
u—-+00 U

parametro 0 < \* < oo tal que:
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1. Se A > \*, entdo ndo existe solugdo cldssica de (Pg).

2. 8e 0 < X\ <\, entao existe uma solu¢ao minimal cldssica uy de (Pyg). Temos
também que uy < u, se A < p < X Além disso, uy € semi-estdvel, isto €, o

primeiro autovalor de Dirichlet do operador linearizado em uy € nao-negativo.

3. u* = lim wuy € uma solugdo fraca de (Py,). Além disso, u* € semi-estdvel.
A

Prova: Inicialmente, mostraremos que o conjunto (1.51) é nao vazio. Note que do
fato de f(0) > 0, temos que u = 0 é subsolucao de (Py,), para todo A > 0. Agora,

observe que a solucao w de

—Au =1 em Q
(1.52)
u = 0 sobre 09,

¢ uma supersolucao de (Py,) para Ag(maxu) < 1. De fato, temos que

| va-vo= [ o= [ g

Pelo Teorema de Sub e Supersolucao, existe uma solucao classica wuy, como
queriamos. Agora, mostraremos que nao existe solucao para A grande. Assim,
denote por \; o primeiro autovalor de —A em H}(Q) e por ¢; uma autofungao

correspondente. Como g é superlinear e g > 0 em [0, +00), temos que
)\g(U) > )\111,7

com A\ suficientemente grande. Suponha agora, com o objetivo de contradicao, que
u seja solucao de (Py,). Multiplicando por ¢ e integrando por partes duas vezes,

obtemos

)\1/wp1 dx—/—Awpl dx—/)\g(u)sﬁl > Al/ugpl dzx,
Q Q Q Q

e assim, obtemos uma contradicao. Portanto, o parametro extremal \* é obtido

tomando o supremo de todos os A > 0 tal que (P),) admite solugao classica.
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Iremos agora demonstrarmos o item (2). Se A < A\* existe p tal que A < u < A* e
assim, (P,,) admite solugao classica u. Note que, u é supersolugao de (P),). Usando
iteragdo mondtona, uy é o limite nao-decrescente de u™, onde —Au™ = \f(u™1!)

com condicao de Dirichlet e u° = 0. Assim, temos que
0<u™ <u™' <

Logo, existe uma solugao classica uy com uy < u. Note que este processo independe
da escolha da supersolugao u. Isto implica que uy é menor que qualquer supersolucao
classica de (Py,). Portanto, uy é minimal e em particular, uy < u,. Agora, para

mostrar que uy ¢ semi-estével, observe que o funcional energia de (P,,) é dado por
1 2
E(u) = [ = |Vu|” — F(u)dz,
a2
onde F’ = \f, atinge seu minimo no fechado convexo
F={veHjQ):0<v<u}.

Como mostrado no comeco do capitulo, se olharmos a primeira e a segunda
variagoes de energia, obtemos que u é semi-estavel. Além disso, u < uy. Porém u,)
¢ minimal, ou seja, devemos ter u = u). Portanto u, é semi-estavel.

Nos resta provar o item (3). Seja A; o primeiro autovalor de —A e ¢; > 0 uma

autofuncao correspondente. Por ¢ ser superlinear, existe C' > 0 tal que

2\

)\*U—C

g(u) >

para todo u > 0. Multiplicando a equacao (P),) para uy (A < A*) por ¢; e integrando

por partes duas vezes, obtemos

A*
3 [gtuende = [uordr < 3 [ () +0)ord.
Q Q Q

Como f é nao-decrescente, temos que f(uy)pr, e portanto f(uy)d, sdo nao

decrescentes em A e limitadas em L'(Q2). Considere agora u solugao de (1.52).
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Observe que
u(x) < C(x),
para todo = € . De fato, seja x € Q. Como 0f) é fechado, segue que existe a € OS2
tal que
d(z) = dist(z,09Q) = ||z — af| .

Assim, pela convexidade de €2, podemos usar o Teorema do valor médio e obter

[a(2)|| = l[a(x) —ula)|| < |Du(c)] ||z — all = | Du(c)| 6(x).
Usando a compacidade de Q e a continuidade de DT segue que existe

C' = max Du.
)

Portanto, segue que u(z) < Cd(x), Vo € Q. Agora, multiplicando (P),) por T e

integrando por partes, obtemos

/u/\(x) dz = /\/ fux(z))u(x)dr < C'/\/ f(ux(z))d(z)dz < C.

Q Q Q

Assim, uy e Af(uy)d sdo crescentes em A e limitadas em L'(). Agora, pelo
Teorema da convergéncia monoétona, existe o limite u* € L'(Q) e por continuidade do
funcional energia segue que u* é solucao fraca de (Py+,). Por fim, devemos mostrar

que u* é semi-estavel. De fato, para A < A\* temos que u, ¢é semi-estavel, isto ¢,

/ M (uy)€2 dr < / V) dz, para toda &€ € C°(9).
Q Q
Como f' > 0, o lema de Fatou nos da que
[ xruea< [ ver.
Q Q

Portanto, u* é semi-estavel. [ ]

Estamos a um passo de mostrar o resultado de limitagao. Agora, relembre que
a solucao fraca extremal u* é o limite crescente em L', quando A 7 \*, de solucoes
minimais uy de (Pyy), isto &,

u* = lim uy(x).
A= A*
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Além disso, para A < \*, uy é uma solugao C? semi-estavel de (Py,). Feitas estas

observagoes, vamos demonstrar o resultado sobre a limitacao da solugao extremal.

Teorema 1.6.2 ([01]) Seja g : [0,+00) — R, C', nao-decrescente, g(0) > 0 e

liIJP @ = 400 e Q C R"™ um dominio limitado C*°. Assuma que 2 <n <4 e
u—+oo U

que 0 é convero no caso n = {3,4}. Seja u* a solugao extremal de

—Au = Ag(u) em Q
0 em Q (Pag)

v

u

0 sobre 0.

u

Entao, u* € L>(Q).

Prova: Comecaremos estendendo g de maneira C! a todo R, tal que g : R — R

continue nao-decrescente e que g > @ em R. Seja p um mollifier com suporte em

1

(0,1) e tome pi(8) = kp(kB) um mollifier com suporte em (0, ). Com o objetivo

de usarmos a estimativa L obtida anteriormente, iremos definir

i (s) :/Sjl 0

1
o(Tonls = r)dr = [ gls = Dol3)ds.

1 0

k

Observe que g, possui as seguintes propriedades:

1. gr < grr1 < g em R : De fato,

1
w6 = gia(s) = [ ats— =gt = ] stonas
S 07
pois s — % <s-— kLil Além disso,

senls)=ats) = [ Jots = 725~ 9] o105

< 0

pois s — kLil <se fol p(B)dB = 1.
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1.6. A SOLUCAO EXTREMAL
2. gr € C™ e gx(0) > 0: Segue da propriedade dos mollifiers que g ¢ C*°. Agora,

1 1
—p 9(0
awl0) = [ o> [ L ppis
0 0
> 0,
pois g > @ > 0.
3. gr é nao-decrescente: Seja s < t. Logo,
' g s
ge(s) — gu(t) = g(s =) — gt = )| p(B)dp
0
< 0,
pois como ¢ ¢ ndo-decrescente, g(s — %) —g(t — %) <0.
4. gy é super-linear: De fato,
ogrl(s) Yg(s — )
1 =1 d
Jm == dm [ BB
Fazendo t := s — %, obtemos
i [ Do = i [ s
s%lgloo 0 S P o t%lJroo 0 t+§
1
. 9(t)
= 11m d
Jim [ TGl
ol
_ w99 p(B) 45 = 400,
t—+oo 0 1_{_%

pois g é superlinear.
Agora, note que para todo k, 0 é subsolucao fraca para o problema (Py«g, ), pois

/VO -V < / Ag(0)v
0 0

e que u* & supersolugdo do mesmo problema, pois como g(u*) > gx(u*), segue que

/Vu*-Vv:/)\*g(u*)vz/)\*gk(u*)v.
Q Q Q
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Temos também que o pardmetro extremal para o problema (Py-g, ), que denotaremos
por A}, satisfaz

X< AL
poisse A\p < A*,;seja \g € (Af, A*). Logo, existe ug solu¢do minimal classica de (Py,g).
Assim, ug é supersolucao fraca de (P),q, ). Pelo Teorema de Sub e Supersolugéao,

obtemos que existe g solucao classica de (Pyg, ) tal que
0 S lNLO S Uug-

Pela definigao de A}, obtemos que \g < A}, o que é uma contradigao. Além disso,

a solugao do problema (P._1), ), que denotaremos por uk

Y1, € classica. Assim,
n

aplicando o Teorema 1.5.4 com f = (A* — 2)g;, obtemos uma limitacao tal que

k
. s

n

Loo() < C(Q, ps e, e, ||f||Loo([o,é])) < O e, 09, ||/\*9HL<><>([0,C]))7

1 S u’;*_Lu pois
n n+1

ou seja, independente de n e k. Agora, observe que uf\*_

{u’f\ 0< A< )\*} é crescente em \. Além disso, como gr < gry1 < g, temos que

k k+1 .
UA*J < uy 1 < u*, pois

, 1 .
/VukJrl VU—/QO‘ _ﬁ)gkﬂ(uijl}l)vz/g()‘ _E)gk(uij—ll)v’

n

ou seja, uy ki1 1 é supersolugao de (P(,\* 1y ) , de onde obtemos

k41 k
(O > (N
n

n
De maneira analoga, podemos mostrar que u* ¢ supersolucao de (P()\*_ 1 )gk+1)'
n
Agora, como temos a limitagao u’;*_ 1 < uij_l 1 < u*, pelo Teorema da convergéncia
n n

mondtona, temos que

u. 1 — v, € LY(Q).
A limitagao de uf, , em L* independente de k e n nos diz que v, € L>(f2). Pela

_ 1
n
condigio uf, , < u’; _, , temos que
n n+1

Un, S Un+1 S U*.
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Novamente, o Teorema da convergéncia monétona nos da que v, — v, com v € L.

Observe agora que v é solugao de (Py+,) pois como

1 _
/ UnAQD - (/\* - 5) g(vn)@ = O,ch € CQ(Q)avn € N;
Q

usando a continuidade do funcional obtemos que

/ vAp — Ng(v)p =0.
Q

Desta forma, v é solucao fraca de (Py+,). Pela minimalidade de u*, devemos ter que

v = u*. Portanto, u € L>(§2) como queriamos. n
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Capitulo 2

O problema radial

Neste capitulo, iremos trabalhar resultados de regularidade para u* no caso
radial, isto é, quando 2 = B; é a bola unitaria do R™. Iremos denotar r = |z|

para x € R". Com este intuito, comegaremos estudando o problema

—Au = g(u) em By
u > 0 em By (2.1)
u = 0 sobre 0B,

onde g : [0,400) — R é localmente Lipschitziana.
Aqui, podemos recordar um resultado de simetria do Gidas-Ni-Nirenberg que diz
que se u é uma solugao limitada de (2.1), entdo u é radialmente decrescente. Este

resuldado de simetria segue usando o método moving planes.

2.1 Estimativas L¢?

Precisaremos agora de algumas definigoes para obtermos mais a frente resultados

de regularidade para a classe de minimizantes locais radiais.

Definigao 2.1.1 Dizemos que u é uma solugio fraca de (2.1) se u € LY(By) €
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nao-negativa, g(u)d € L'(By) e

—/ uA{dx—/ g(u)édx, V¢ € CH(B) (2.2)
B By

Definicao 2.1.2 Seja u € L2.(By \ {0}) solucao fraca de (2.1). Dizemos que u €

loc

semi-estdvel se
Qu(6) = [ {1V = /() de 20, (23)

para toda § € C°(By \ {0}).

Definigao 2.1.3 Dizemos que uma funcao radial u € HY(By) é um minimizante

local radial se para todo 6 > 0 existir e5 > 0 tal que

Epng () < Ep g (u+§) (2.4)

para toda funcio radial & com suporte compacto em By \ Bs e com €llcr < es.

Precisaremos de dois lemas antes de obtermos o Teorema que nos dara

estimativas L™ e L1.

Lema 2.1.4 ([03]) Seja u € L2.(B; \ {0}) solugio fraca de (2.1). Entao para

cada n € (H* N L*®)(By) com suporte compacto em By \ {0}, temos que rnu, €
(H'N L) (B; \ {0}) possui suporte compacto em By \ {0} e

Qulriu,) = /B 2 {IV ) - (n— 1P} da. (2.5)

Prova: Seja n € (H'NL*®)(B;) com suporte compacto em B; \ {0} e seja c

qualquer fungao em (HZ,. N L) (B; \ {0}). Como n possui suporte compacto, o

loc loc

pruduto rnc € (H' N L>®)(B; \ {0}) e possui suporte compacto em B; \ {0}. Por

aproximacao, podemos tomar £ = rnc e assim obter
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Qu(rne) = {IV(rno)* = ¢/ (w)(rne)*} da

B1

= { (rne), V(rne)) — ¢’ (u) (TT?C)2} dz

= ; {(cV(m) +rnVe,cV(rn) + rmVe) — g'(u)(rnc)Q} dx

= {¢& \Vrn|® + 2ermV (rp) Ve + r2? Ve — g(u)(rne)®} dz(2.6)

B1
Observe agora que

VeV (r*n?) = 2rmeVeV (rn). (2.7)

Com isto, podemos usar (2.7) em (2.6) e integrando por partes, obtemos

Qu(rne) = {02 ]Vm|2 + 2ernV (rn) Ve + r*n? |Vc]2 — g(u)(mc)z} dz
B
= {|V( m)|? + VeV (rn?) + r¥n? |Ve|” — g'(u)(rne)®} dz
B
= {02 ]V(m)|2 —r*n*V(cVe) + r’n? |Vc\2 = g’(u)(mc)Q} dx
B

Agrupando os termos da equagao acima, chegamos a

Qu(rne) = [ {F V() —r*n? [V(cVe) — Ve + ¢/ (u)c?] } da

B1

= [ AV =0 [eAc+ g (u)*]} da (2.8)

B1
Com o objetivo de concluir a demonstracao do lema, queremos tomar ¢ := u, e

obter a igualdade

iov2_ =1,
cAc+ g'(u)e” = 5 C
Mostraremos que isto é de fato verdade. Observe que como u(z) = v(r) e
r=l|z| =vVxi?2+ ... + 1,2, temos que
or
8@- N T '
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Assim,
or x
Uy, = v(r),, = =/
Zs ( )mz awz r
Ainda mais,
2 2
T 1
Ug;x; v r2 —-v (; - F)
Logo,
n—1
—Au=—v" — v = g(v)
Derivando com relagao a r, temos
n—1 n—1
—™" 4 v — o = alo.
3 . g(v)
Portanto,
n—1
—Au, + U = g (u)u,. (2.9)

Pelas estimativas locais em W24, temos que u, € (H2, N L) (By \ {0}). Tome

agora, ¢ := u,. Logo, concluimos a igualdade desejada e consequentemente a

demostracao do lema. [ ]

Lema 2.1.5 ([03]) Sejan > 2, g:[0,+00) — R uma fungao localmente Lipschitz
eu € HY(By) uma solugao fraca semi-estdvel radialmente decrescente de (2.1). Seja

a satisfazendo

I<a<l+vn-—1 (2.10)

Entao,

C
2 —2a < n 21 21 .
/B u,r da = (TL _ 1) _ (CY _ 1)2 {HUHL (B1) + |‘g(u)5HL (Bl)} ) (2 11)

1
2

onde C,, € uma constante dependendo apenas de n.

Prova: Por aproximacao, a condicao de semi-estabilidade de u vale para toda
¢ € H'(By), com suporte compacto contido em Bj \ {0}. Pelo lema anterior, temos

que

[ {19 = (= 1} de = 0

By
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e dai
(n— 1)/ un® dr < / u? |V (rn)|? dz (2.12)
B By
para toda n € (H' N L*>)(B;) com suporte compacto em By \ {0}. Mostraremos
agora que a estimativa (2.12) também vale para n € (H' N L*)(B;) tal que
|V(rn)| € L>(By). De fato, seja n satisfazendo as propriedades citadas. Tome
(e C*R)"tal que 0 < ( < 1,com ( =0em By e =1em R"\ By e seja

G5(-) = C(5) para 0 > 0. Aplicando (2.12) com 7 substituida por n¢s; obtemos

(-1 [ wpGdr< [ VG d.
B1 B

Agora, fazendo alguns célculos, temos

| Ve de = [ (Ve V) do
B B1
= /B u? ((sV(rn) + Vs, GV (rn) +rnVEs) da
= [ {2G V) +2rmsVEV ) + r*n? VG da
B1

- / u G IV (rn)[* + 7% [V G + GV 6.V ()
By
Observe que
(VG V(P n?) = 2rnG VsV ().
Como, por hipotese, n e |V(rn)| sdo limitados, segue que

/ W2 [V ()| dr <
B

r? 2r
[aventes [ {5 ulivd+ Faveni v
B Bas\Bs

de onde obtemos

/ @2 [V (rnGs)f de < / 2|V ()P4 C / 2de (213)
B1

By Bas\ B4
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Agora, observe que como u € H}(Bj), a ultima integral tende a zero quando
0 — 0. Usando o Teorema da convergéncia mondtona, vale afirmacao feita acima,
ou seja, a estimativa (2.12) vale para n € (H' N L>®)(B;) tal que |V(rn)| € L>®(B).
Agora, seja € € (0, %) Para o > 1 satisfazendo as hipoteses, vamos aplicar (2.12)

com n = 7, dada por

e “—2% se 0<r<e
1
Ne(r)=q r *“—2% se e<r§§
1
0 =<
\ ,  se 5 <7

Como 7. e |V(rne)| sdo limitadas, temos que

€

(n— 1)/ (e — 29 de + (n — 1) (e — 2&)2/ w2 da
B%\BE

€

< / u? [(1—a)r™ — 20‘}2 dz + (e * — 20‘)2/ u? |Vr|? de
Bl\Be
2
Desde que n > 2, segue que

(n— 1)/ u(r® —2%)?dr
B1\Be

€

</ u? [(1—04)7“_6“—26“}2dx+(e_o‘—2a)2 [1—n+1}/ u? dx
B1\Be

2
de onde deduzimos

(n — 1)/ w(r~* —2%)?dr < / u? [(1—a)yr - 20‘]2 dz.
By \B.

B%\BE

Desenvolvendo os quadrados e usando a hipotese sobre «a, segue que
(n— 1)/ w? [P = 207027 4 2% da <
B%\B6

/ u? [(1—2a+a®)r 2 —2(1—a)r *2* + 2] dz
B)\B.
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e assim
/ ul [(n—24 20— ®)r >+ (—n+2—a)2r 2%+ (n —2)2**] dz <0
Bl\Be
2
Desta forma, obtemos

/ wr [(n—1)— (@=17°] dz < C, ulr—*dx
B \B.

B1\B-
2

de onde segue

Ch
/ ulr?* dx < 5 / ur~*dz, (2.14)
B \B. (n—1)—(a—1) B \B.

onde (), denota uma constante dependente apenas de n. Escolhendo agora uma

constante positiva C, , tal que

C, <

1 —2« n—
(n—1)—(a—1)? 2" 24+ Copr™ ™, para todo r > 0.

Assim, da desigualdade (2.14), obtemos

/ ur** dr < Ca,n/ ur"dz. (2.15)
B% \Be B%\Be

Agora, afirmamos que
/ u*r" ! = 0B, /2 u*r* 2 dr
Bl 0
2
< Co{ Il 5y + 190013105 -
De fato, o Teorema Fundamental do Célculo nos diz que
/2 wrLdr = F(1/2) — F(1/4).
1
Usando o Teorema do Valor Médio e o fato de u ser radialmente decrescente, temos
F(1/2) — F(1/4) = F'(c)|1/2 — 1/4| = u(c)* 1 |1/2 — 1/4] > Cpu(1/2),

pois ¢ € (1/4,1/2), onde C,, é uma constante que depende de n. Desta forma,
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1/2
u(1/2) < C’n/ ur™* dr.
1/4
Como
1/2
/ ur”_ldr:/ udzx S/ udz,
1/4 B1/9\B1 /4 By
segue que

u(1/2) < /B udz = Cy ||ull 1 p,) - (2.16)

Concluimos, portanto, que a afirmacao é verdadeira. Agora, novamente, pelo
Teorema do Valor Médio, existe p € (%, %) tal que
u(d)—u(d 1 3 1
—u,(p) = —M = 4u (5) — 4u (Z) <Adu <§> . (2.17)

1
4

1 n—1

e assim,

Para s < % iremos integrar (" 'u,), = —g(u)r

de onde obtemos

e desta forma

P
i (8)5" =~y (p)p" / g(wyr ' dr

<C, {u <%) + ”g(u)é”Ll(BO} ~

0 < ~uy()s" ™ < Co{ Jull s + 93l sy) } (2.18)

Portanto

para todo s < % Agora, elevando ao quadrado, segue o resultado. Afim de completar
a demonstragdo do lema, note que fazendo € — 0 em (2.15), obtemos
—2a 2 2
[ e < Con {Jullgoy + 190010}
1
2
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como queriamos mostrar. [ ]

Lema 2.1.6 Seja n > 2, G € C*R) e u € HY(B;) uma solugio radial de

—Au = G'(u) em By \ {0}. Assuma que u € semi-estavel. Seja o satisfaz

1<a<l++vn-—1. (2.19)

Entao

C
wlr 2 de < = )| : (2.20)
/Bm = 1) = (@ — 12 "l

onde C,, é uma constante dependendo apenas de n.

Teorema 2.1.7 ([03]) Seja n > 1, g : [0,400) — R uma funcao localmente
Lipschitziana e uw € H}(By) uma solucdo fraca semi-estdvel radialmente decrescente

de (2.1). Sen <9, entao u € L*(B;). Mais que isso,

lll ey < Co { el zagiy + 90N 11y }

para alguma constante C,, dependendo apenas de n. Se n = 10, entdo u € LI(By),

para todo q < oo. Além disso,

u(r) < € {lullgs gy + 190030 1o,y | (lowr] +1) em B,

onde C' € uma constante universal. Sen > 11 e ¢ < qo, entao u € L1(By) e

el ) < Cam {lllagay + 193l 51y }

onde Cy,, € uma constante dependendo apenas de g e n. Mais ainda,
—n 1
u(r) < Co {lull sy + 193 1y prF V7 (flogr|? +1) em B,

para alguma constante C,, dependendo apenas de n.
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Prova: Como na prova do lema anterior, podemos obter uma estimativa do tipo

(2.18) com n = 1, isto &,

1
0 < —ur(s) < C{lull s + 190N nay o Vs <5
Integrando de r a %, obtemos
%
— [N wlo)ds < O {ull s + o8l
e assim,
1
—u(5) +ut) < C{Mullgs iz + 1900l | -
Usando agora (2.16) segue que
1
u(r) < C {Jlullszyy + 19003l 1 } o com 0 <7 < o

Desde que u é radialmente decrescente, segue que u € L*°(B;) quando n = 1.
Agora para o resto da prova iremos assumir que n > 2. Seja « satisfazendo as

hipoteses. Para 0 < s < %, temos

1 3
u(s) —u | = :/ —u, dr
2 S
1
: n—-l n-1 2 -2 2 20+l ’
:/ ur T e dr < 0, / uzr— / et dr | (2.21)
s B s

2

N
Jun

onde acima usamos Cauchy-Schwarz.

Pelo lema anterior, deduzimos que

u(s) <wu(l/2)+

C, )2
+\/(n Y (/S 20+l dr) {H“HLl(Bl) + ||g(u)5||L1(Bl)} , (2.22)

para todo 0 < s < % Agora, vamos dividir em casos: Vamos comegar com o caso

n < 9. A integral em (2.16) é finita em s = 0 se tivermos o expoente 2a+1—n > —1,
isto é,

<a—1. (2.23)
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Desde que n < 9, entao @ < v/n — 1 e podemos escolher « satisfazendo (2.23)
e a < 1++/n — 1 tal que o lema anterior vale. Agora, a estimativa do teorema segue
diretamente de (2.22) e (2.16, isto é, vale o resultado para o caso n < 9. Assuma
agora que n = 10. Para 0 < € < 1, seja a = 4 — € e apliquemos o lema anterior para

obtermos

o C 2 2
/B upr S de < — {”UIILl(Bl) * ”g(u)(S”Ll(Bl)}

1
2
para uma constante universal C' independente de e. Calculando a integral e

juntamente com (2.21) nos da que

1 C % —1—2¢ :
u(s)éu(§)+$< [ dr) {1+ M)}

—€

1 S
< u(z) + C {Iull sz + 9ol m f =, (224)

para todo 0 < s < % e todo 0 < e < 1. Disto segue que u € L(B;) para todo
q < 0o, pois Agora, para provarmos a estimativa pontual, dado s € (0, 3) devemos

. . . —€ .
encontrar € que minimize *— em (2.24). Assim, temos que
— / _ —
s ¢ s %lns —s°¢
€ €2

e=|lns|".

e assim,

Note que € € (0,1) se 0 < s < e~'. Assim, pela estimativa acima e com o € dado

acima, obtemos

1 _
u(s) <u (5) +C {HuHLl(Bl) + Hg(u)5||Ll(Bl)} Ins| para0 < s <e '

Segue portanto a desigualdade desejada. Por tltimo, suponha que n > 11. Para

e€(0,1), seja =14 +/n—1— € e usando a desigualdade (2.22) obtemos que

N

Chr ® oy
< \/n T i—(a—1) (/ r dr {HUHLl(Bl) + ||g<u)5||L1(Bl)} :

S
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Observe que —€% + (2y/n—1—1)e > 0, poisn > 11 e € € (0,1). Dai,

D=

s

Cn % —-n n—l—ze
S % (/ 7"3 +2ﬁ 2 d?“) {HUHLI(BI) + ||g(u)6||L1(Bl)} :

Integrando, segue

Cn 147n+2\/ﬁ726 . 9
(5 = st T2 [+ )80

(2.25)

de onde obtemos

1 -n n—1-—2e¢
uls) = u(3) < {Iullgs g,y + 9ol g, 542712,

pois observe que o fato de n > 11 temos que 4 — n + 2y/n — 1 < 0 Agora, devemos

elevar (2.25) a ¢ > 1, integrar e usar coordenadas polares para obtermos

léfu—ugw%u

a4
< Wl gy + )6l 2

_/2 Sn71+q(27%+\/n7176)d8. (226)
0

Agora, defina
2n

q::n—Q\/n— —4+43€

Entao a integral do lado direito de (2.26) é finita para todo € > 0 suficiente

pequeno, pois n + q(2 — 5 +vn—1—¢) > 0. Assim, v € L%B1) para todo

1

2
q < q = #\/%1—4' Como u é nao-decrescente, obtemos que u € L(B;) e de
(2.26) segue que

il gz < Cna {0l 3y + (@3l §
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Para obtermos a ultima estimativa, devemos usar (2.25) juntamente com (1.236).

Assim,
1 Cn 2—2+y/n—1—¢
u(s) < ulg) + 2 Al + 9@l | 2
Como feito anteriormente, precisaremos minimizar % para um dado s € (0, %)
Neste sentido, tome € = 57-. Note que ¢ = ;7= € (0,1) se s € (0,e2). Isto

juntamente com (2.16) nos da que

1 _n — 1
u(3) + Co {lullagsyy + ()3l 1 § 2557 fin s

< Ol sy + ()5l gy} (sl +1)

u(s)

IN

Desta forma, concluimos a demonstracao do teorema. [ ]

2.2 Estimativas de Sobolev

Este proximo resultado, sob condi¢oes adicionais na g, nos dard uma estimativa
W4 com k < 3, para solugoes semi-estaveis em Hi. Precisaremos definir os

expoentes ¢ para k € {0, 1,2,3} por

1 1 vn—-1 k-2

— =5 - + , para n>10
@ 2 n n (2.27)

qr = +00, para n <9

Teorema 2.2.1 ([03]) Seja n > 1, g : [0,400) — R wuma funcao localmente
Lipschitz e uw € H}(By) uma solugdo fraca semi-estavel radialmente decrescente de

(2.1). Temos que
1. Se g € nao-negativa, entio v € WH(By) para todo q < q.
2. Se g e g’ sio nao-negativas, entio u € W*1(By) para q < ¢s.

3. Se g, g’ e g” sao nao-negativas, entio u € W34(By) para todo q¢ < q3. Além

disso, temos a estimativa
d (u(r)) < Cor=2 em By, (2.28)
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onde C,, é uma constante dependendo apenas de n.

4. Sob as hipdteses de (1) (respectivamente (2), (3)), para k=1 (respectivamente
k=2, k=3) temos

ullyracpy < C seq<aqy (2.29)
e que
‘0§k)u(r)| < G llull gy R |1n’r’|% (2.30)

ser < i en > 10, onde C € uma constante dependendo apenas de n,q e C,,

€ uma constante dependendo apenas de n.

Prova: Iremos inicialmente provar a estimativa do item (3). Primeiramente, como
g é convexa, ¢'(u(r)) é nao-decrescente em r. Portanto, é suficiente mostrar que
a estimativa vale para r < % Dado r com 2r < 1, existe uma fungao radial
£ € CX(By\ {0}) tal que £(s) = 0se s e[0,7]U[2r1], {(s) = 1 para s € [5,7] e
|VE| < Cr2 para uma constante universal C. Agora, iremos usar a propriedade de

semi-estabilidade para u com a funcao teste £ de propriedades citadas anteriormente.

Relembre que ¢'(u(r)) é ndo-negativa e nao-crescente em s. Obtemos entao

— J(u(r) / do < / J(u) da
B'r\B% BT\B%

< /B Jwetars [ e

B

g (u(r))r"

B\ B

= [ v crneim).
Ba,

Por (2.9), obtemos

||

u""r
ol < G {2 B gy} (231)

r

Portanto, segue que

g'(u(r)) < Cor™
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como queriamos mostrar. Vamos terminar a prova do teorema quando n < 9. Pelo
Teorema 2.1.7, temos que u € L>(By). Portanto, pelos resultados de regularidade,
temos que u € W>4(By), para todo ¢ < oco. Assim, g(u) € Wh4(By) e portanto
u € W34(By) para todo ¢ < co. Portanto |Jullyw, < C, com k =1,2,3.

Agora, desde que u é radialmente decrescente, argumentamos como em (2.16) e

(2.17), podemos escolher p € (5, 3) tal que
. 1
0< —ur(p) = du(y) < Cullullpap,) (2.32)

Relembre a expressao do problema em coordenadas radiais. Assim, para 0 <
s < I integramos u,, = —(n — 1)r~tu, — g(u) < —(n — 1)r~'u, com respeit
17 T r—d = T peIto a 1 em

(s,p) e usando (2.32) obtemos

—u,(s) < —up(p) + /p(n —Dr(~u,)dr

N|=

< Culullsny + [ (0= D255

Da desigualdade de Holder, temos
P :
2, —2a ? 20-n—1
—ur(s) < O [ull 1 g, + Cn / w,r” " de / r dr |
B% s
onde tomamos « satisfazendo as hipoteses do Lema 2.1.5. Como g é nao-negativa, se
multiplicarmos —Au = g(u) por 1—72. Logo, por este mesmo lema e do fato de g > 0
e integrando duas vezes por partes em By para obter ||g(w)d| 1) < Cn [|ufl 1 (p,)-
Logo, pelo Lema 2.1.5 temos
Cu|Ju :
' |lu e

Vn—1—(a—1)2
para todo 0 < s < 1. Dado € € (0,1), escolha a = 1 + v/n —1 — €. Desde que

1

S

—u, > 0, a desigualdade anterior nos da

Collull (s, 1 eSS
\/n —1—(a—1)2 (2a0 — n)22en 200 —n

On a—2 CTL n—1—e—2%
$||UHL1(31)S : :%HUHLl(Bl)SH- e (2.33)

|UT(S)| < Cn||u||L1(Bl)+
<

o1
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Agora, para ¢ > 1 usaremos (2.33) para obtermos

1

C, 2 n
J N e A
B1 €2 0

Tome g = m Assim, para cada € > 0 suficiente pequeno, temos que a
ultima integral é finita. Assim, u, € Lq(Bi) para todo ¢ < ¢; =
u € Wl,q(Bl).

n— 2\/7 ;- Logo

Para obtermos (2), assuma que ¢’ > 0. Desde que u é radialmente decrescente,

para s < 1, temos

=

ou(s) = a(up) == [ ar< € [ g e

By \B,
Usando (2.33), temos
1 Cy / —3n 4 /n—142—¢
g(u(s)) = g(u(y)) + NG [l L1 sy g'(u)r= da, (2.34)
€ By \Bs

para s < }1. Agora, devemos usar a condi¢ao de semi-estabilidade para controlar a

ultima integral. Note que ¢’ > 0. Tome

( =
3_%"'\/71271"'1_% se r S S,
n n— € 1
f(T) = T‘_BT—’_\/T—’J_? se S S r S Za (235)
n Vn=1_¢ 1
(1/4)" T 5 (1= r)/3  se ;Sr<l
\

Assim, obtemos que

/ g'(u)r_%ﬂ"_l“_edx < /g’(u)§2dx§/ IVEP da
B \Bs B B

= / IVEP dz < Cps 2TV 4 O,
B1\Bs

IN

Cs~2HVn-l=e, (2.36)
Dai,

/B g(u) dz < [lg()d]l 1) < Co ltll s

1
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e como g(u(r)) é ndo-crescente em r, temos

9(u(}) < G s, (2.37)

Juntando as informagoes de (2.34), (2.36) e (2.37) obtemos

Cn —24+vn—1—¢
0 <g(u(s)) < /e lll gy s™2 Y

para s < }l. Assim, por (2.33) deduzimos

ur ()

—phvn-l-e (2.38)
S

)s 2

+ g(u(s)| < %nunm

para todo s < 71;- Usando (2.38) e procedendo de maneira semelhante ao item 1,

jurp(s)| = |(n = 1)

obtemos

1
C, 1 n
/ (' < 2l 1y / N GRS
B \/_ 0

1

para todo q < ¢ = #\/%—25 Agora, para estabelecer o item 3, usaremos (2.31),

(2.28), (2.33) e (2.38) para obtermos

(o)) < 0 L '“’f)' F1g () (s)] <

\/— HUHLl (By) s 2 tVrolols 5 (2.39)

para s < }1. Procedendo de maneira analoga da parte 1 e 2, obtemos que
u € W3(By) para ¢ < q3 := ﬁ Para mostrarmos (2.30) usaremos
agora (2.33), (2.38) e em (2.39) tomaremos € = |logs| ™" € (0,1), para algum dado

1
s < 4, de onde segue
0P| < Co ull 1y 5 E P2 s
como queriamos provar. [ |
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2.3 Regularidade do minimizante local radial

Nesta se¢ao iremos obter um resultado sobre minimizantes locais radiais usando
os resultados da se¢ao anterior. De fato, o que precisamos é que mostrar que tal

minimizante é de fato uma solugao fraca semi-estavel.

Teorema 2.3.1 ([03]) Assuma quen >2 e que G:R — R é C% Sejau € H'(B)

um minimizante local radial. Temos entdo que
1. Sen <9, entdo u € L>®(By).

2. Se n = 10, entao |u(r)| < C|ull g1 (g, logr| para r < + e onde C € uma

constante universal.
3. Sen>11eq<qy:= 71_22—\/:?1_4, entdo u € L1(By). Mais que isso, vale
[u(r)] < Co sy =354 flog | (2.40)
para r < % e onde C,, € uma constante dependendo apenas de n.

4. Para todo n, ou u € constante, ou radialmente decrescente, ou radialmente

crescente em Bj.

Prova: Desde que u € H'(B;) ¢ radial, afirmamos que u € LS (B; \ {0}). De fato,

loc

seja x € By \ {0} tal que Bs(z) CC By \ {0}. Como u é radial,
ue Hi([lz], ||=]l +9).
Pelo Teorema de Imersao de Sobolev em dimensao 1, segue que
u € Lis.(Bi\ {0}).

Agora, como u ¢ minimizante local radial, podemos usar a densidade de Cj em

H?' para obter que u é solucao fraca de
—Au = g(u)
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em B; \ {0}, onde g = G'. Desde que u é limitada longe da origem, temos que
u € Cpe(Br \ {0}).

Além disso, a definicao de minimizante local radial nos da que u é semi-estéavel.
Para mostrar isto basta proceder da mesma maneira que fizemos no Capitulo 1.
Agora, observe que nao sabemos se u é solugao fraca numa vizinhanga da origem.
Relembremos que na prova do Teorema 2.1.7 usamos (2.21), a qual ndo usamos a

hipotese de u ser radialmente decrescente. Dai, usamos o Lema 2.1.6, podemos obter

o 12 1/2 ;
) Sul12) + s § [P il

A partir dai o resto da prova permanece a mesma. Note que |u(1/2)| é limitada
por ||u|| ;1 por causa da Imersao de Sobolev em uma dimensao. Deste modo, obtemos
(1), (2) e (3). Para provar (4) sobre monotonicidade radial, ¢ suficiente mostrar que
se u, ndo é identicamente nulo, entao u, nunca se anula em (0, 1). Vamos argumentar

com o objetivo de contradi¢ao. Assuma que
u(ro) = 0 para algum ry € (0, 1).

Tome £ € C°(R™) uma fungao radial tal que 0 < <1, {=0em By e =1

em R™\ By e defina

para 0 < 0 < 2. Desde que u,(ry) = 0, a fungao u,{s se anula em Bs e pertence a

H}(B,, \ Bs), pois u € C>%(By \ {0}). Assim podemos aproximar u,&; por funcoes

loc

em C(B,, \ {0}) e da propriedade de semi-estabilidade, obtemos

/B {IV(w,&) P — g (w)(u,&)*} dz > 0.
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Com isto, iremos proceder como na prova do Lema 2.1.4, isto é, desenvolvendo

o gradiente, temos

J

By,

IV (w&s)* = g () (u,&5)* dz = / &V ur +u, VeI — ' (u)(u,&5)? da =

0 BTO

{6 |Vu,| + 2u,&VEVu, + up |V55|2} dz — /B {g (u)(w,&)?} dz > 0. (2.41)

Por outro lado, observe que multiplicando (2.9) por u,£? e integrando, obtemos

/B {(wf?)Aur — nr—;l(ur&s)Q} dr = —/B J' () (urés)? da.

) 70

Usando a Formula de Green e que u,(ry) = 0, segue

K;{—vwvwéb—ﬁﬁiwaﬁ}dx:—Z;jmxm&fm; (2.42)

0 70
Observe que

Vu,V(u2) = £ |Vu,|* 4 2u,&VEVu, + u2 |VE| — u? | Ve (2.43)

Juntando (2.43), (2.42) e (2.41), segue

-1
/ u? Ve do — / n 5 uléi dz > 0. (2.44)
Bas\ By r

By

A menos de constante, a primeira integral acima é limitada por

/ u? Vs do < C/ ur—2dz.
Bas\ B Bas

Pelo Lema 2.1.6, usando o = 1, temos

/ ur?dz < oo.
Bas

Portanto, fazendo § — 0 em (2.44), obtemos uma contradi¢ao. |
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2.4 Regularidade da Solugao Extremal

Considere o problema

—Au = Af(u) em Q
u > 0 em Q (2.45)
u = 0 sobre o0.

Nesta segao iremos aplicar os Teoremas 2.1.7 e 2.2.1 para podermos obter um
resultado de regularidade da solu¢do extremal do problema (2.45). Para tanto,

precisaremos impor as seguintes condi¢oes sobre a nao-linearidade

f € C*, nao-decrescente, f(0) >0, e lim M = 4o00. (2.46)

u——+o0 u

Teorema 2.4.1 ([03]) Assuma que Q = By, n > 2 e que [ satisfa¢a (2.46). Seja

u* a solugao extremal de (2.45). Entdo
1. Sen <9, entdo u* € L>®(By).
2. Sen =10, entao u*(r) < C|logr| em By para alguma constante C.
3. Sen > 11, entao
u(r) < Cr P42 o0 p V2 e By (2.47)
para alguma constante C'. Em particular, u* € L(By) para todo q < qo.

4. Assuma que f seja convexa. Entdo temos que u* € WH*4(By) para todo
ke {1,2,3} e q < q. Em particular, v* € H?*(By) para todo n. Mais
ainda, para todon > 10 e k € {1,2,3},

|08y (r)| < Cp—m/2HYRmTr2k <|log r|'? + 1) em By (2.48)

para alguma constante C'.
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Prova: Sabemos que u* € L!(B;) é uma solugao fraca semi-estavel de (2.45) a qual é
limite, na topologia do L', das u,. Para obtermos o resultado desejado, basta aplicar
os Teoremas 2.3.1 € 2.2.1 com u = u* e g = X\*f. Para tanto, precisamos mostrar que
u* € H}(B;) e que u* é radialmente decrescente. Com este objetivo, aplicaremos
(2.2.1) para A < A* e u = u,. Relembre que u, é suave. A estimativa (2.29) aplicada
comk=1eq=2< ¢ nos da que ||u>\||H(}(Bl) < (), para alguma constante C' > 0
independente de A, pois temos ||u,|| < ||u*]] < oo para todo A. Pela Compacidade
Fraca, sabemos que u, possui uma subsequencia fracamente convergente para uma
fungdo v € H}(B;). Porém, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, uy converge forte
para v em L'. Pela unicidade do limite, temos que u* = v € H{(B;). Como cada
uy € radialmente decrescente, pelo resultado de Gidas-Ni-Nirenberg, o limite u* é
radialmente nao-crescente. Porém, o Principio do Maximo e o Lema de Hopf nos
dizem que u* deve ser decrescente. Agora estamos nas hipdteses necessarias para

aplicarmos os teoremas e o resultado segue. ]
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Capitulo 3
Apéndice

Os resultados apresentados neste apéndice podem ser encontrados em livros

classicos, como por exemplo [02], [14], [15] e [16].

Teorema 3.0.2 (Caracterizagao de W) Seja U aberto e limitado, com OU de

classe C*. Entao u : U — R € Lipschitziana se e somente se u € WH(U).

Teorema 3.0.3 (Gauss-Green) Seja U C R™ aberto e limitado, tal que sua

fronteira OU seja C*. Suponha u € C*(U). Entdo

/umidx:/ u/'dS,  (i=1,..,n).
U ou

Corolario 3.0.4 (Integracao por Partes) Seja U C R"™ aberto e limitado, tal

que sua fronteira OU seja C*. Seja u,v € CY(U). Entdo

/uxivdx:—/uvxidx—l—/ wr'dS,  (i=1,...,n).
U U ouU

Teorema 3.0.5 (Férmula de Green) Seja u,v € C%(U). Entdo
1. [, Audx = [, 94dS.

2. fUDu-Dvd:B: —fUuAvd:B+faU %ds.
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3. fU ulAv —vAudz = [, ug—f} — U%dS.

Teorema 3.0.6 (Sard [02]) Se ¢ : @ C R* — R ¢ uma funcao suave entio o

congunto de valores criticos possui medida nula.

Teorema 3.0.7 (Coarea [02]) Seja u : R" — R uma fun¢ao Lipschitz continua e

assuma que para quase todo R, o conjunto de nivel
{zr e R" 1 u(x) =r}

¢ uma hipersuperficie (n — 1)-dimensional em R™. Suponha também que f : R" — R

¢ continua e somdvel. Entao

Rnf\Du| dx = /_:O (/{u:r} de) dr.

Teorema 3.0.8 Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado

Q, comc >0, e seja f e os coeficientes de L pertencentes a C*(2). Suponha que €

¢ um dominio C** e que ¢ € C*%(Q). Entdo o problema de Dirichlet

Lu = f(u) em Q

u = ¢ sobre 0f2.

possui tinica solugdo u € C*%(Q).

Teorema 3.0.9 Seja Q um dominio C*+%* k>0 e seja ¢ € CF22(Q). Suponha

que u € C°(Q) N C2(Q) satisfaz

Lu = f(u) em Q

u = @ sobre 02,

onde f e os coeficientes do operador estritamente eliptico L pertencem a C**(Q).

Entio u € C*+22(Q).
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Teorema 3.0.10 (Convergéncia Monétona) Seja  (f,) wuma sequéncia de

funcgoes em L' que satisfaz
1. i< fo<...<fo < foir < ... quase sempre em €

2. sup,, [ fn < oo.

Entao f,(x) converge quase sempre em 2 a um limite finito, o qual denotamos por

f(x). Além disso, a funcio f pertence a L' e || f, — f|| — 0.

Definicao 3.0.11 Uma funcao F € dita de variagdo limitada se a varia¢ao de F

sobre qualquer parti¢ao de [a,b] € limitada, isto €, existe M < oo tal que

N
Y OIF(t) = Ftj)| < M
j=1

para qualquer particao a =ty <ty < ... <ty =b.

Observagao 11 Se F' € uma fungdo real mondtona e limitada em [a,b], entdo F' é

de variacao limitada.

Teorema 3.0.12 Se F' € de variagdo limitada em [a,b], entdo F é diferencidvel

quase sempre em (a,b).

Teorema 3.0.13 Seja u € WH2(Q) uma solugdo fraca da equagio Lu = f em
2, onde L é um operador estritamente eliptico em Q com os coeficientes a;j,b;,
i,7 = 1,...,n uniformemente Lipschitz continuas em ), os coeficientes ¢;,d, i =
1,...,n essencialmente limitados em ) e a fungio f € L*(Q). Entdo para qualquer

subdominio Q' CC Q, temos u € WH(Q) e

lllyzqery < C { Nl + 11200}

para C= C(”a )‘7 K7 dl)? onde K:maX{HainCO,I(Q) ) HbiHCO,l(Q) ) Hci"Loog ) HdHLOOQ} €
d' = dist (¢, 69).
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Teorema 3.0.14 (Imersao de Sobolev) Seja Q um aberto de R™ que satisfaz a

propriedade do cone interior.Sep>1 ek < % entao
WEP(Q) — L(Q),
para todo p < q < p*.

Teorema 3.0.15 (Imersao de Sobolev) Seja Q um aberto de R" que satisfaz a

propriedade do cone interior. Sep>1 ek = % entao

WHhP(Q) — LI(Q)
onde p < q < 0.

Teorema 3.0.16 (Lema da Fronteira de Hopf) Suponha que V- C R™ € aberto,
v e C2V) e que c € L®(V). Assuma
—Av+cv>0emV

v>0emV.

Suponha também v # 0. Se o € IV, v(xg) = 0 e V satisfaz a condi¢ao da bola

mterior em xg, entao

Além disso,

v>0emV.

Teorema 3.0.17 (Principio do Maximo) Seja Au > 0 (< 0) em Q e suponha
que exista um ponto y € ) para o qual
u(y) = supu (infu).
Q Q

Entao v € constante.
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Teorema 3.0.18 (Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet) Dado ¢ €

H existe uma unica funcao f € H tal que
(p,uy = (f,u), Yue€ H.

Precisaremos definir e enunciar mais alguns resultados que irao nos permitir
construir aproximagoes suaves para uma fungao dada. Usaremos a seguinte notagao:
se U C R” ¢é aberto, € > 0, escrevemos U, := {x € U : dist(x,012) > €} . Defina

n € C(R") por

C’exp( ) se |lz]] <1

1
2

0se ||z|]| > 1,

onde a constante C é escolhida de tal forma que fR” ndxr = 1.

Defini¢ao 3.0.19 (Mollifier) Para cada € > 0, defina

Ne(z) = Einn(g;

).

€
Chamamos n de mollifier padrao. As fungoes n. sao C™ e satisfazem
/ ne dw =1, supp(ne) C B(0,¢).
Definicao 3.0.20 Se f: U — R € localmente integrdvel, definimos sua suaviza¢ao
fer=nxf emU..
De outra maneira,
Fla) = [ nle =) dy= [ nl)fte ) dy
U B(0,¢)

para x € U..

Teorema 3.0.21 (Propriedades dos mollifiers) Usando a mesma notacao

acima, valem as sequintes propriedades:
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1. fee C>(U,).
2. f— f quase sempre quando € — 0.
3. Se f € C(U), entao f¢ — f uniformemente em compactos de U.

4. Sel<p<ooefell (U),entio f*— fem L} (U).

loc loc

Precisamos também de um resultado que basicamente nos diz que se pudermos
encontrar uma subsolugao u e uma supersolucao @ para um certo problema eliptico,
com u < u, entao existe uma solugao satisfazendo v < v < uw. Vamos tornar estas
palavras mais precisas.

Iremos investigar o problema para a equagao nao-linear de Poisson

—Au = f(u) em U
u = 0 sobre OU,
onde f: R — R é suave, com
e

para alguma constante positiva C' € R.

Defini¢ao 3.0.22 (Subsolugao e supersolugao)
1. Dizemos que w € HY(U) ¢ uma supersolugao fraca do problema (3) se
/ Du - Dv dz > / f(@)v dz
U U
para cada v € HY(U), com v > 0 quase sempre.

2. De maneira andloga, u € H*(U) € uma subsolugdo fraca de (3) se

/UDQ-DU dxg/Uf(g)v dz

para cada v € HY(U), com v > 0 quase sempre.
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3. Diremos que u € Hy é uma solugdo fraca de (3) se

/UDu-DU dx:/Uf(u)v dz

para cada v € HY(U).

Teorema 3.0.23 (Existéncia de solugao entre sub e supersolugao) Assuma
que existam uma subsolu¢ao fraca u e uma supersolu¢ao fraca uw do problema (3),

satisfazendo
u < 0,u >0 sobre 02 no sentido do traco, u < u quase sempre em U.
Entao existe uma solugao fraca de (3) tal que
u < u <u quase sempre em U.

Teorema 3.0.24 Seja 1 < p < 0. Temos

« 1 1
WhP(Q) c LF"(Q) onde — = — — —,
(@) € 1 () onde — =+ =

Wh2(Q) C LY(RQ), para todo q € [p,+00), sep= N

sep < N,

WP (Q) c L™(Q), sep> N
e todas as 1mersoes sao continuas.
Teorema 3.0.25 (Simetria Radial) Seja u € C?(B,) satisfazendo

—Au = f(u) em B
u = 0 em 0By,

onde f: R — R € localmente Lipschitziana. Entao u € radial, isto ¢€,

u(z) = o(r), (r = |z|)

para alguma fungao decrescente v : [0, 1] — [0, 4+00].
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