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Resumo

Neste trabalho provamos resultados de existéncia, multiplicidade e blow-up de
solugoes para um problema de valor de fronteira originado de “Modelos para Corro-
sao” (ou Corrosion Modeling em inglés) envolvendo um parametro A > 0. Obtemos
a existéncia de uma infinidade de solugoes do problema usando a chamada teoria de
Lyusternik-Schnirelman, além de ideias devidas a S.I. Pohozaev e A. Bahri. A base
de nossa analise do comportamento limite, Blow-up, é uma estimativa uniforme de
%er em L' (99), onde vy, é a solu¢ao do problema para o parametro A\, combinada com
uma adaptacao de técnicas desenvolvidas por Brezis e Merle. Precisamente, prova-
mos que quando A — 0T nossas solucoes, passando a uma subsequéncia, desenvolve
um namero finito de singularidades sobre 0f).



Abstract

In this work we prove results of existence, multiplicity and blow-up solutions for
a boundary value problem originated Corrosion Modeling and involving a parameter
A > 0. We obtain the existence of an infinity of solutions of the problem using the
so-called theory of Lyusternik-Schnirelman, and ideas due to S.I. Pohozaev and A.
Bahri. The basis of our analysis of limite behavior, Blow-up, is a uniform estimate
%Ln* in L'(0Q) where vy is the solution for the parameter )\, combined with an
adaptation of techniques developed by Brezis and Merle. Precisely, we prove that
when A — 07 our solutions, from to a subsequence, develops a finite number of

singularities on 0f2.
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Introducao

Neste trabalho estudamos um problema de valor de fronteira nao-linear originado
de “Modelos para Corrosao” (ou Corrosion Modeling em inglés). Em eletroquimica,
a reagao de oxirreducao produz uma corrente que é normalmente modelada por
um problema de valor de fronteira eliptico nao-linear. Na verdade, tais sistemas
eletroquimicos consistem de um eletrolito em contato com uma superficie metéalica.
A superficie pode ser anddica ou catddica, correspondendo a uma corrosao — ou a um
processo de deposito, respectivamente. Uma condicao comum para Modelos para
Corrosao esté associada aos nomes de Butler e Volmer. Eles afirmam que existe uma
relacao exponencial entre a voltagem na fronteira e a corrente normal na fronteira,
isto é,

ow

o AP — e 1Ry 4 oy,

onde o coeficiente 0 < § < 1 (frequentemente referido com coeficiente de trans-
feréncia) é uma “constante fundamental”; dependente dos componentes do sistema
eletroquimico, mas muito suavemente de suas concentragoes. A constante A\, por ou-
tro lado, é altamente dependente das concentracoes podendo assumir tanto valores
negativos como positivos - valores proximos de zero corresponde a uma transicao en-
tre o estado “passivo” e “ativo” da fronteira. A fonte, termo g, representa a corrente
de fronteira imposta externamente.

Se tomarmos 5 = 1/2 e v = w/2 a condigao de fronteira acima simplifica-se em

ov _
n Asinh(v) + g. (1)

Analisamos a versao bidimensional deste cenario. Assumimos que o dominio em

questdo, 2 C R2, nao contem fontes ou dissipadores a reacdo é essencialmente
modelado por um operador de Laplace simples, isto é, a voltagem potencial v satisfaz

Av=0 em Q, (2)

sujeito a condigao de fronteira (1) em 0€). A corrente imposta externamente é
equilibrada, isto é, |, 509 do = 0. Uma discussao mais detalhada disto e modelos de
corrosao mais elaborados, encontram-se em [9], por exemplo.

O caso especial onde 2 = D = o disco unitério é estudada em detalhes em [4],
0 objetivo é examinar a multiplicidade de solugoes e seus comportamento de “blow-
up”. Com esta finalidade foi assumido que nao existe a corrente de fronteira imposta
externamente, isto €, a condicao de fronteira torna-se

v

- Asinh(v) sobre 0f). (3)
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Assim, a funcao v = 0 é uma solugao para todos os valores de A\. Para A < 0 é a
tnica. Mas para cada valor inteiro nao negativo de A temos uma familia nao-vazia
de solucoes afastando-se da solucao nula. Para A = 0 a nova familia de solugoes é
trivial, é constituida simplesmente de constantes, mas as familias correspondentes a
A =1,2,... sao muito mais interessantes. Estas solugoes continuam a existir para
todos os valores entre 0 e ), e conforme A\ — 0T elas apresentam um interessante
comportamento de “blow up”. Todas estas solugoes sao dadas por férmulas explicitas.
Sejam k um inteiro positivo, K (z,y) denotando a fungao K(z,y) = log(z? + y*) e
pj, 0 < 5 < 2k — 1, denotando os 2k pontos do circulo unitario que na “notacao

complexa” é dado por p; = ei%, e defina p(\) = (%)1/%. Entao as fungoes
2%k—1
vara (@, y) == > (=1 K((x,y) — m(Npy),
=0

sao de fato soluges do problema de valor de fronteira (2), (3) para 0 < A < k. Deste
modo, podemos concluir que

dado A > 0 existe infinitas solu¢oes nao-trivial do pro-
blema de valor de fronteira (2), (3), nomeadas vy,
k > [A] + 1, onde [A] denota a parte inteira de A.

estas solugoes tem as propriedades que

quando A — 07, vy, desenvolve 2k singularidades loca-
lizadas nos pontos p;, 0 < j < 2k — 1, quando A — 07,

8’(}2k7)\ 2k—1 j+1 .
o couverge para 2m Y sy (1)1, no sentido de
medida,

e finalmente
1
||Vv2k7,\||%2(D) = 8kmlog (X) + O(1), quando A — 0.
Se introduzirmos o funcional energia

1
B() = 3ol - A/aD[cosh(v(a)) 1] do
entao todas estas solugoes tem energia que sdo de ordem log(1/\) quando A — 0.

O objetivo deste trabalho é mostrar que o problema (2), (3) tem uma “estrutura
de solucao” muito similar para um dominio Q bidimensional limitado C*%. Com
respeito a existéncia provamos que

Existéncia
Seja Q C R? um dominio C%** limitado. O problema de valor de fronteira (2) e (3)
tem uma infinidade de solugoes cléssicas para cada A > 0 fixo. Mais precisamente,
podemos construir uma familia enumeravel de solugdes {vy »}72,. A familia vy ) esté
definida para 0 < A < py, onde ui é o k-ésimo autovalor de Steklov associado como
problema de valor de fronteira linear

g

Ap=0 em £, —— =pup sobre .
on

X



Cada uma destas familias de solugoes satisfaz as seguintes estimativas quando A\ —
0t:
1 9 1
c.(i)og (5 ) < [V0eallfeqe < ok log (5 ) (4)

. (k) log G) < E(vpy) < Cu(k) log G) | (5)

Aqui ¢, (k) e C.(k) sdo duas constantes positivas, e E(v) denota a expressao da
energia
1 2
B(w) = 3Vl - )\/m[cosh(v(a)) 1] do.

Pode acontecer que o autovalor de Steklov py tenha multiplicidade maior que um.
Neste caso, nao é improvavel que a sequéncia de solugoes que construiremos contenha
elementos que estao repetidos um nimero finito de vezes. Suponhamos, entretanto,
que tais multiplos originem solugoes adicionais. Considere, por exemplo, o caso de
um disco unitério. Neste caso

w1 =0, e o = forr1 =k parak > 1.

Primeiramente damos uma forma explicita para a solucao vy y; solucoes adicionais
aparecem por rotacoes arbitrarias desta solugao. O autovalor pop = porr1 = k, de
multiplicidade 2, é assim associado com um conjunto de solugdes para (2) e (3) de
género 2, tanto quanto poderiamos ter esperado.

Considerando o comportamento blow-up das solugoes provamos que

Blow up
Seja © C R? um dominio C** limitado, e seja vy,, A, — 07 uma sequéncia de
solugbes do problema de valor de fronteira (2) e (3) satisfazendo (4) e (5), e chamando
v} = vy, — [09Q7" [, vs, do. Entéo existe uma subsequéncia, por simplicidade
também chamada \,, uma medida de Borel finita regular e positiva v, definida em
0f), e um conjunto de pontos S C 9 finito e nao-vazio tal que

()

S € o conjunto dos pontos blow-up para a sequéncia
{o} }. O conjunto S também é exatamente o conjunto
de pontos o para os quais v({o}) # 0.

8@,\n
on

— v no sentido de medida, quando A — 0.
o0

A principal técnica usada para classificar solugoes do problema de valor de fronteira
(2) e (3) é frequentemente associada com os nomes de Lyusternik e Shnirelman ou
Palais e Smale. Estas técnicas caracteriza valores criticos da energia como lim sup
apropriados envolvendo conjuntos de um género > k fixo. Os pontos criticos as-
sociados sao solugoes de (2) e (3). Estimativas para o valor critico conduzem a
estimativas da energia e a correspondentes L?-norma do gradiente.

A base de nossa analise do comportamento limite, Blow-up, é uma estimativa
uniforme de %Ln* em L'(99) (que segue diretamente das anteriormente mencionadas
estimativas de energia) combinada com uma adaptacao de técnicas desenvolvidas
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por Brezis e Merle [6]. No caso do disco unitario, a medida p consiste simplesmente
da soma de funcoes delta de Dirac com suporte no conjunto S.

A grande maioria dos resultado encontrados neste trabalho foram retirados do
artigo “On the ‘blow-up’ of solutions to a two-dimensional nonlinear boundary-value
problem arising corrosion modelling” (ver [13]) devido a Otared Kavian e Michael
Vogelius. E esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 definimos alguns
conceitos e enunciamos alguns resultados usados no decorrer do texto. No Capitulo 2
e provamos alguns resultados preliminares e a existéncia de uma quantidade infinita
de solugbes via um método variacional apropriado. No Capitulo 3 estabelecemos
limitagoes superiores e inferiores para a energia das solugoes construidas no Capitulo
precedente. Neste Capitulo também estabelecemos as limitacdes L' uniforme da
derivada normal. Finalmente no Capitulo 4 examinamos o comportamento limite
destas solugoes e suas derivadas normais quando A — 07.

xii



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo exibimos resultados e defini¢oes basicas que serao utilizados du-
rante todo o trabalho. Além disso, apresentaremos o método de Lyusternik-Schnirelman
utilizado na solugao de algumas classes de equagoes diferenciais parciais. Estudamos
também o problema da Steklov.

1.1 A Derivada Normal e o Teorema de Green

Seja © um aberto do RY e 9 sua fronteira. Se z € RY, escrevemos x = (2, xy)
com z' € RVN-1,

O aberto Q é dito de classe C* para k > 1, se para todo ponto oy € 92 podemos
conseguir uma vizinhanga aberta wy de oy, uma bola B(0,7) C R", uma bijec¢ao
U : B(0,r) — wp e uma aplicagio continua ¢ de B(0,7) N (R¥~! x {0}) em R tal
que:

U(0) =09, V,p, e U ! sio de classe OF; (1.1)

{ QNwy = T(B0,r) N (R x [0, +00))),
00 Nwy = ¥(B(0,7) N (RN x {0}));

iRO matriz de rotacdo e by € RY tal que:
QNwo C Ro({(¥,yn) € RY; yn > @(y) + bo}),
0 Nwo C Ro({(y',yw) €RY; yn = 0(y') +bo}).

Se a primeira condigao de regularidade (1.1) for substituida por: W,p, U~! sao
lipschitziana (ou de classe C*®), entdo dizemos que ) é lipschitziano (ou de classe
Ck,oz)'
Se Q & de classe C* a normal exterior & 9Q em um ponto og := Ro(y, ©(y)) + bo
é denotado por
(Veo(y), —1)

"I+ Vo)l

Para 1 <i < N, denotamos por n; a i-ésima componente de n(o). Verificamos que
n(o) depende unicamente de 0.
Se u é uma funcao nao nula em 02, a derivada normal de v em o é definida por

ou
O Gu(o) n(o) = (Valo) (o)

n(o) =R (1.2)



1.2. ESPACOS DE SOBOLEV

Teorema 1 (Formula de Integragao por Partes). Seja Q um aberto de classe C*.
Se u € CH(RY) para 1 <i < N temos a formula de integragio por partes:

/Q diu(z)dz = /a u(o)nifo)do. (1.3)

Ou de forma equivalente, u € CH(RY;RY) e div u := le\il oiu;, temos

/Q div(u(z))de = / u(o)n(o)do.

o0

Demonstragao: Ver [12], pagina 20. ]

Corolario 1 (Féormula de Green). Seja Q um aberto de classe C e u,v duas fungoes
de classe C2(RY). Entdo temos:

/Q [v(2)Au(z) — u(z)Av(z)]ds = / [g—z@)v(a) - %(U)U(a)} do,

—/Qv($)Au($) d:v:/QVqu da:—/m gzv(a) do.

1.2 Espacgos de Sobolev

Seja Q2 um aberto de RY e 1 < i < N. Uma fungao u € L}, () tem uma i-ésima
derivada fraca em Li, () se existe f; € Li,.(Q) tal que para todo ¢ € C§°(€) temos

[ u@apta)s = - [ fiz)pys

isto equivale a dizer que a i-ésima derivada no sentido das distribui¢oes de u pertence

a L},.(Q). Se f; é como acima, denotamos
ou
ou = = f;.
! 81‘1 fz
Se a € NV, denotamos |a] := a;+as+...+ay o médulo de o e 9%u := Ot - - - Oy w,

onde 0%u de81gna a derivada fraca de uma funcao u € L}, (). Para 1 < p < o0, 0
espago de Sobolev WP (Q) & definido por

WmP(Q) = {u € LP(Q);V a € NV |a| <m,0% € LP(Q)}. (1.4)

O espago LP(2) estda munido da norma [[ul|zro) := [, [u(z)[Pdz (para todo 1 < p <
00), e 0 espago de Sobolev W™?(Q)) da norma

1/p

lallwmoey = | 32 10°ull |- (L5)

|a| <m



1.2. ESPACOS DE SOBOLEV

O espago W™P(Q)) é um espago de Banach, e se 0 < m < n a inclusao W"™P?(Q) C
Wm™P(Q) é continua. Pondo,

1/p

1D ey = | 32 0%l |

|a|=m

obtemos uma semi-norma em W'?(Q), e além disto, a aplicacdo u — ||u|rr) +
| D™ul|1r(qy defini uma norma equivalente a definida em (1.5) quando €2 é suficien-
temente regular. O caso particular em que p = 2 denotamos W2(Q) por H™(1Q).

Proposicao 1. O espago de Sobolev W™P(Q) € separdvel se 1 < p < o0, e €
reflexivo e uniformemente convexo se 1 < p < co. Em particular o espago, H™(2)
€ um espago de Hilbert com o produto interno

(U, ’U)Hm(ﬂ) = Z (Do‘u, DQU)L2(Q),

0<|a|<m
onde (u,v)r2) = [ u( ) dz € o produto interno em L*(Q).

O espago CSO(Q) (ou ©(R)) denota o espago das fungoes de classe C* com
suporte compacto contido em €2, para 1 < p < oo denotamos:

WP (Q)

We (€)= C5o(©) (1.6)

(Naturalmente HJ* = W7™?).

Como, para 1 < p < 00, 0 espaco D(2) é por definicdo denso em W;""(Q),
podemos identificar o dual de Wi"*(2) com um subespago das distribuigdes D'(12)
(o dual de LP & identificado a L”, onde i + 1% =1). E denotamos,

W (Q) = (W ()

(e H™(2) & o dual de H*(R2)). Os elementos de W~ (Q) sdo caracterizados pela
seguinte proposicao:

Proposicao 2. Dizer que uma distribuicio T € ®'(Q) ¢ um elemento de W= ()
equivale a dizer que existem, para todo multi-indice o € NV com |a| < m, fungoes
fo € LY (Q) tal que para todo p € D'():

5 s
|a|<m
(& HT”W—m,p/(Q) - maX|a|§m ||fa||Lp/(Q)'

Demonstragao: Ver [12], pagina 26. ]

Faz sentido, “intuitivamente”, dizer que Wy () seria o conjunto das fungoes de
WmP(€)) que, de algum modo, se anulam sobre a fronteira. Com objetivo de deixar
mais precisa a propriedade acima temos:



1.2. ESPACOS DE SOBOLEV

Proposigao 3. Sejam §) um aberto de classe C!' el <p<oo. Consideremos uma
fungao uw € WP(Q)NC(Q). Entao:

u =0 sobre 9Q <= u € W, *(Q).

Demonstracao: Ver [5], Teorema IX.17. u

Definigao 1. Seja Q um aberto do R"™ e u,vp € WHP(Q). Dizemos que u = v sobre
9Q no sentido de W'P(Q) se u —v € W,7(Q).

Para mostrar resultados de regularidade relativos a espacos de Sobolev primeiro
supomos que {2 := R¥. Em seguida, para o caso geral construimos um operador pro-
longamento associa cada fungao u € W™P()) a um prolongamento @ € W™P(R")
tal que, para uma constante C' dependente unicamente de 2, m, p temos @|q = u e

[allwgr@yy < Cllullwpe@) e lallwmreyy < Cllullwme@.  (1.7)

Proposigao 4 (Densidade). Seja Q um aberto de classe C™ com fronteira limitada
el < p < oo. Entdo para toda fung¢io u € W™P(Q) existe uma sequéncia p, em
Cse(RYN) tal que se u, € a restricao de ¢, a ), temos:

lim ||u — up||[wme) =0 e selaf <m, 0%, — 0%u q.t.p sobre €.
n—oo
Gragas ao resultado de densidade da proposicao acima, se supormos que {2 é
de classe C! as fungoes de WP(Q) admitem um trago sobre sua fronteira. Mais
precisamente, a aplicacao
Yo(u) := ulsq (1.8)
definida sobre C'(Q) satisfaz uma desigualdade do tipo:
17o(w)lLroe) < Cllullwrr@) (1.9)

e consequentemente se estende, por densidade, a uma aplicagao continua de W1?(Q)
em LP(012). Esta aplicagdo nao é sobrejetiva e nem injetiva e VVO1 P(Q2) é precisamente
o nucleo de 7:

Wy () = ker (7).

Considerando o espago
Wmrr(9Q) = {{u} + WP (Q) : u € W™P(Q)}, (1.10)
munido da norma
Jallyn-simsom = mE{ ol oo : u—v € We™(2)} (1.11)

comm € Nel < p < oo. A imagem da fungao 7, é precisamente o espago de
Banach definido em (1.10) e (1.11):

W™ 5P (90) = 7o(W™P(Q)).

O espaco W (0Q2) é também um espago de Sobolev (ver [1], capitulo 7).
Definindo p* = p]év_—’mlp vale o seguinte resultado de imersao:

4



1.3. IMERSOES DE SOBOLEV

Teorema 2 (Teorema do Traco). Seja Q C RN um aberto limitado de classe C* e
1 < p < oo. Entao existe um operador linear continuo

ot WMP(Q) < LI(9Q)

para p < q < p* sem<%, eparap§q<oosem:%, tal que yo(u) = ulsq se
u € WHP(Q)NC(Q) (De fato, o operador trago o : W™P(Q2) — L1(0S) é compacto
para 1 < q < p* e continuo para q = p*. Para obter estes resultados de compacidade,
¢ necessdrio considerar espagos de Sobolev de Ordem Fraciondria).

Demonstragao: Ver [4], pagina 256. [ ]

Se u € W?P(Q), a derivada de u estd em WP(Q), e assim podemos definir a
derivada normal de u:

m(u) =5 (Vu) -n=: g—z, (1.12)

onde n é a normal exterior a 9 e vo(Vu) é o vetor de componentes 7y(9'u) para
1 <1i < N. Temos entao o seguinte resultado

Proposigao 5. Seja Q um aberto de classe C? com fronteira limitada e 1 < p < o0.
O operador v e v, definidos em (1.8) e (1.12), para todo u € W*P(Q) e pondo

v(u) := (yo(w), v (u)). Entao:
v W2P(Q)/ ker(y) — W2 2P(9Q) x W'™»P(0Q)
€ um isomorfismo de espagos de Banach.

Proposicao 6. Seja 2 um aberto de classe C* com fronteira limitada. Entdo para
toda fungao u € WHH(Q) temos

/Q dru(z)dz = /8 _ulo)ni(o)do.

1.3 Imersoes de Sobolev

Os seguintes resultados sao conhecidos como desigualdades ou imersoes de So-
bolev.

Proposicao 7. Sejam > 1 um inteiro e 1 < p < oo.

(i) Se np < N, pondo p*™ := Np_]\rfnp. Entao W™P(RN) c LP"™(RY). Mais preci-

samente existe uma constante C(m,p, N) > 0 tal que para todo u € C3°(RY)
temos a desigualdade de Sobolev

HUHLP*m(RN) < C(m,p, n)HDmUHLP(RN). (1.13)

(ii) Se mp = N, para todo q > p existe uma constante C(m,q, N) tal que para
todo u € W™P(RY) temos

[l Loy < C(m, g, N)l|ullwmn gy
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(ii1) Se mp > N pondo o := 1 — mﬂp temos WP(RN) € Cy*(RN) e existe uma
constante C(m,p, N) tal que para todo u € W™P(RY) temos a desigualdade
de Morrey-Sobolev:

v,y €RY, (@) —u(y)| < Clm,p, N)[ullwmn@w|z — y|*.

(iv) Se Q é um aberto da classe C™ com fronteira limitada, as propriedades (ii)
e (iii) sao vdlidas trocando RN por Q e a constante C' por uma constante
C(m,p, Q). Além disso, se mp < N, eziste uma constante C(m,p, Q) tal que

[ull L () < C(m, p, Q) [Jullwrr -

Se p < N definimos o expoente de Sobolev p* por

«_ PN
b = N _p)
e vale o seguinte teorema sobre imersao de Sobolev
Teorema 3 (Rellich-Kondrachov). Seja Q um aberto limitado do RN e p > 1.

(i) Se p < N, entio para todo ¢ > 1 com q < p*, a imersio Wy*(Q) em LI(Q) é
compacta.

(ii) Se p= N, entdo para todo q < oo, a imersio Wy*(Q) em L(Q) é compacta.
(iii) Sep> N e0<a<1— %, aimersio Wy (Q) em CO*(Q) ¢ compacta.

(iv) Seja Q um aberto limitado de classe C*, os resultados acima sao vdlidos tro-

cando Wy (Q) por Wh(Q).

(v) Quando N = 1 a imersio WH(Q) em C(Q) € continua e nio é compacta,
mas toda sequéncia limitada (u,), contem uma subsequéncia (uy,); tal que
para todo x € Q, a sequéncia (un,(v)); € convergente.

Uma adaptacao da prova da desigualdade classica de Poincaré (Teorema 1, pa-
gina 275 de ver [10]) produz a seguinte desigualdade, que nos sera tutil por diversas
vezes:

Proposigao 8 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RN wum aberto limitado e
conero de classe C* e 1 < p < oo. Denotando [0Q|; = [, do e m(u) =
0Q7" [, u(o)do entio existe uma constante C > 0 dependente unicamente de
n, 0, e p tal que para todo u € WP(Q) temos:

lu— m@)ll @ < CVullzse (114)
Em particular, se [,,u(o)do =0 entdo

[ullzo@) < ClIVulle ).
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Demonstragao: Vamos raciocinar por contradicao. Suponhamos que a estimativa
¢ falsa. Entao para cada k € N existe uma fungao u;, € WP(Q) satisfazendo

lue — m(u)| r) > k|| Vur| 1) (1.15)
Definimos
op = — 1 = mlu) k€N, (1.16)
[[ur — m(ue)l| Lr (o0
Entao

m(vg) = 0, vkl Lro0) = 15
e (1.15) implica

1
HVU}CHLP(Q) < E k € N. (117)

Em particular as fungoes {v;}32, sdo limitadas em W'P(Q)
Em virtude do Teorema do Trago (Teorema 2) existe uma subsequéncia {vy, }32, C
{vp}32, e uma fungao v € LP(0N) tais que

vg, — v em LP(09). (1.18)

De 1.16 segue que
m(v) =0, [[v|lrra0) = 1. (1.19)

Por outro lado, (1.17) implica que par

/Qm/}%.dx = klim A Vg, Uy = klim Vg, 2,0 = 0.

j—>00 j =200 o)
Consequentemente v € W1?(Q), com Vv = 0 q.t.p. Assim v é constante, desde
que Q é conexo. Entretanto esta conclusdo esta em divergéncia com (1.19): desde

que v ¢ constante e m(u) = 0 devemos ter v = 0; neste caso ||v||Lran) = 0. Esta
contradigao estabelece (1.14). ]

1.4 Pontos criticos e Multiplicadores de Lagrange

Definigao 2. Seja X um espago de Banach, w C X um aberto e J € C'(w,R).
Dizemos que u € w € um ponto critico de J, se J'(u) = 0. Se u nao é um ponto
critico dizemos que u € um ponto regular de J. Se ¢ € R, dizemos que ¢ é valor
critico de J, se existe u € w tal que J(u) = ¢ e J'(u) = 0. Se ¢ ndo é um valor
critico, dizemos que ¢ é um valor regular de J.

Seja X um espago de Banach, F € C'(X,R) e um conjunto de restrigoes
S:={veX:F(v)=0}

suponha que para todo u € S, tenhamos F'(u) # 0. Se J € C*(X,R) (ou de
classe C' numa vizinhanca de S, ou entao C' sobre S). Dizemos que ¢ € R é
um valor critico de J sobre S se existe u € S e A € R tal que J(u) = c e
J'(u) = AF'(u). O ponto u é um ponto critico de J sobre S e o ntimero real \ é
chamado de multiplicador de Lagrange do valor critico ¢ (ou do ponto critico ).

7
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Teorema 4 (Teorema da Fungao Implicita). Seja X, Y e Z trés espagos de Banach,
Q um aberto de X xY e f € CYQ, Z). Suponha que (xq,yo) € € tal que f(xg,yo) =
0 e que Oy f(x0,yo) seja um homeomorfismo linear de'Y sobre Z. Entao existe w C X
vizinhanga conexa de xo e uma tinica aplicagio p € CH(w,Y) tal que p(xy) = yo €
para todo x € w temos f(x,p(x)) = 0. Além disso, se v € w e f(x,y.) = 0 entao
ys = @(x). A derivada ¢’ é dada por:

¢'(x) = = (0, (2, 0(2))) " 0 (0uf (z,(2))).

A defini¢ao acima é justificada pelo seguinte resultado que estabelece a existéncia
de multiplicadores de Lagrange. e segue do Teorema da Fung¢ao Implicita

Proposicao 9. Sobre as hipdteses e notacoes acima, suponha que ug € S € tal que
J(ug) = infyeg J(v). Entao existe X € R tal que

J' (ug) = ANF'(up).

1.5 O género

Definicao 3. Seja X um espago de Banach.

(i) Um subconjunto A C X € par (ou simétrico com respeito a origem)
quando A = —A:={—a: a € A}.

(ii) O género de um subconjunto A C X fechado e par é o maior inteiro k para
o qual existe uma fungdo impar e continua de A em R¥\ {0}. Denotamos o
género de A por y(A).

Exemplo: Seja U C R um conjunto limitado aberto e par. Entao v(0U) > n
desde que a fungao identidade I : OU — R™ \ {0} que é continua e impar. Mas,
por um corolario do Teorema de Borsuk (Corolario 2.4.5 p.62 de [14]) ndo existe
uma funcao fmpar que nunca se anula em um subespago proprio do R”. Entao
7v(0U) = n. Em particular v(S"™!) = n. |

Proposigcao 10. Sejam A e B conjuntos fechados e pares.
(i) Se existe uma fungao continua e impar f : A — B, entdo

7(A) <7(B). (1.20)

(ii) Se A C B entao (1.20) ainda € verdadeira.
(1) Se h: A — B é um homeomorfismo, entio v(A) = ~(B).

(iv) Subaditividade:
(AU B) <v(A) +~(B).

(v) Se v(B) < co. Entdo L
(AN B) = +(A) —~(B).

(vi) Se A é compacto, entao y(A) < 0o
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(vii) Se A é compacto. Defina
Ns(A) ={x € E | dist(z, A) < d}.
Entao para § suficientemente pequeno,

7(Ns(A)) = 7(A). (1.21)

Demonstracao: Ver [14] p. 64 Teorema 2.5.1 u

1.6 A Teoria de Lyusternik-Shnirelman

Muitas vezes, para estudarmos solugoes de certos problemas, é interessante es-
tudar um funcional adequado sobre uma restricao bem escolhida. Isso se deve por
miltiplas razoes: podemos colocar as questoes dos problemas com um ou mais para-
metros, e portanto, compreender alguns fendémenos que nao parecem claros a priori;
podemos obter as condigoes necessarias para a existéncia de solucao ou eliminar
as incognitas do problema para obter solugbes a posteriori (como no Teorema dos
multiplicadores de Lagrange): é o caso de procurarmos valores proprios de um ope-
rador A auto-adjunto em um espago de Hilbert onde os valores préprios aparecem
como multiplicadores de Lagrange dos pontos criticos de v — (Av|v) sobre a es-
fera unitaria de H. Também podemos, em alguns casos, procurar uma solugao com
propriedades particulares, entre as possiveis solugoes para um problema.

1.6.1 A Condigao de Palais-Smale

Seja X um espaco de Banach. Consideremos restrigoes do tipo:
S:={veX;F(v)=0}, (1.22)
e Supomos que:
F e CYX,R), e YveS, F'(v)#0. (1.23)

Definigao 4. Sejam X um espaco de Banach, F satisfazendo (1.23), S definido por
(1.22) e J € CY(X,R). Se c € R, dizemos que J|s verifica a condi¢ao de Palais-
Smale (no nivel c), ou que J satisfaz a condi¢do de Palais-Smale sobre S,
se para toda sequéncia (u,, \,) € S X R tal que;

J(up) = c em R e J (un) = N F'(uy) em X',

possui uma subsequéncia (un, , \n, ) convergindo para (u, ) em S x R.

1.6.2 O Campo Pseudo-Gradiente Tangente

Seja X um espago de Banach, F' € C'(X,R) e S definido com em (1.22); su-
ponhamos que F satisfaz a condi¢ao (1.23). Se J € C'(X,R) para todo = € S
defina:

17 (@)« = sup{(J'(x),y);y € X, |yl = 1, e (F'(x),y) = 0}. (1.24)

9
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Note que a condigao ||J(u)|l« = 0 e x € S significa precisamente que para algum
A € R temos que J'(z) = AF'(x), ou seja, v ¢ um ponto critico de J sobre S. Em
outras palavras, ||J(x)|/. ¢ a norma da proje¢ao de J'(u) no hiperplano tangente a
S em x.

Definigao 5. Seja X um espago de Banach, J e F € CY(X,R), S definida por
(1.22), F satisfazendo (1.23). Para todo u € S, dizemos que v € X € um pseudo-
gradiente tangente (ao conjunto S) de J em u, se temos

[o]] < 2[|J" ()]
{ (J'(w),v) > | T (W2, (F'(u),v) =0, (1.25)

E denotando por S, :={u € S; VA€ R, J'(u)—AF'(u) # 0} o conjunto dos pontos
requlares de J sobre S, uma aplicagao V : S, — X € chamado de campo pseudo-
gradiente tangente de J se é localmente lipschitziana sobre S, e para todo u € S,
V(u) é um pseudo-gradiente tangente de J em w.

Para garantir a existéncia de um campo pseudo-gradiente tangente. precisamos
supor que a fungdo F ¢ um pouco mais regular que de classe C'(X,R). Mais
especificamente designando por Cllo’:; (X, R) o conjunto das funcoes F' € C*(X,R) tal
que F’ é localmente lipschitziana de X em X', temos

Lema 1. Seja X um espago de Banach, J € C*(X,R), F € Cl’l(X, R), S definido

loc

por (1.22). Suponha que F' satisfaz (1.23) e que J nao é constante sobre S. En-
tao existe V. um campo pseudo-gradiente de J sobre S, tal que V' seja localmente
lipschitziana sobre_uma vizinhanga S, de S,. Mais ainda, se F' e J forem pares,
podemos escolher S, simétrica com respeito a origem e V' impar.

Demonstragao: Ver [12], pagina 205. ]

1.6.3 O Lema da Deformacao

Suponha que J : S — R de classe C'!' numa vizinhanga. Denotemos por [J < a]
o conjunto dos z € S tal que J(z) < a.

Lema 2 (Lema da Deformacao). Seja X um espago de Banach, F € CV'(X,R), S
definida por (1.22) e satisfazendo (1.23). Suponha que E € C*(X,R) e J := E|g
satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale sobre S; suponha também que J nao € constante
sobre S e que ¢ € R nao € valor critico de J sobre S. Entao existe g > 0 tal que
para todo 0 < & < gq existe uma aplicagao n € C(R x S, S) satisfazendo as sequintes
condicoes:

1) Para todo uw € S, temos n(0,u) = u.

2) Para todot € R eu & [c—eo < J < c+ g, temos n(t,u) = u.
3) Para todo t € R, n(t,-) é um homeomorfismo de S em S.

4) Para todo uw € S, a funcao t — J(n(t,u)) € decrescente sobre R.

5) Sew e [J<c+e], entaon(l,u) € [J <c—ce¢l.

10
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6) Se J e F sao pares, para todo t € R, n(t,-) € um homeomorfismo impar.
Demonstragao: Ver [12], pagina 207. [ ]

Teorema 5 (O Principio de min-max). Sejam X wum espagco de Banach, F €
CoHX,R) e S como em (1.22)e (1.23). Sejam E € C'(X,R) tal que J := El|g
é nao constante e satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale sobre S e B uma familia nao
vazia de de subconjunto nao-vazio de S. Suponha que para cada ¢ € R ee > 0
suficiente pequeno, o fluxo n(1,-) construido no lema da deformagdo (Lema 2) fize

B (isto €, se A € B, entao n(l,A) € B). Pondo:

. = Inf J(u).
R

se ¢, € R, entao ¢, € um valor critico de J em S.

Demonstragao: Ver [12], pagina 208. ]

1.6.4 Teoremas Lyusternik-Shnirelman

O resultado seguinte é devido a L. Lyusternik & L. Shnirelman, demonstrado
originalmente utilizando a nogao de categoria (sobre o espago projetivo P, (R)), mas
mostraremos utilizando a nogao de género:

Teorema 6 (Lyusternik-Shnirelman). Seja E : R" — R uma funcio de classe C1.
Seja S™1 a esfera de R™ (munido da mnorma euclidiana) consideramos a fungao
J(u) := E(u) parau € S"'. Entio J admite no minimo n dupla de pontos criticos
sobre S™71 isto €, existe (pelo menos) n pares (ug, \p) com u, € S"t e N\ € R
tal que E'(ug) = Mguy, para 1 < k < n (naturalmente (—uy, \;) possui a mesma
propriedade).

Demonstragao: Denotemos por s(R") o conjunto dos subconjuntos nao-vazios
fechados do R™ que contem o zero e sao simétricos com relagao a origem, e y(A) é
o género do conjunto A, quando A € s(R"™). Seja, para 1 < k < n:

B :={ACS"HAesR") eq(A) >k}
Temos By D By #Dsel <k <n—1 (note que B,,; =0). Definimos entao:

o = Jof maxJ(v).
Pondo F(x) := ||z||> — 1 para rodo x € R" e S := S"!, as hipoteses do Lema da
Deformacao (Lema 2) sdo cumpridas e By, ¢ fixo pelo fluxo impar n(1,-). Conse-
quentemente, pelo Principio de Minimax (Teorema 5), cada ¢, é um valor critico
de J sobre S™"!. Mais ainda, ¢; < cpyq se 1 < k < n — 1; por isto, vemos que se
todos os ¢ sao distintos entao J possui n valores criticos, isto é, n pares de pontos
criticos. Para mostrar o teorema, nos resta estabelecer o lema seguinte (lembremos
que se Y(A) > 2 entao A contém um numero infinito de pontos). n

11
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Lema 3. Se para os inteiros 1 <k <n—1el <j<n—k temosc, = cxyj, entao
0 género do conjunto

K(cp) :={ue€ S J(u) =c, e 3N €R tal que E'(u) = \u}
¢ pelo menos j+ 1 (isto €, v(K(ck)) > j+ 1).

Este resultado é verdadeiro, independentemente de se estd no contexto de um
espaco de dimensao finita, vejamos um resultado analogo em contexto mais amplo:

Teorema 7. Seja X um espago de Banach, F € C'llélc(X, R), S definido por (1.22)

e verificando (1.23), E € CY(X,R) e J := E|s. Suponha que F e J sao pares, que
J nao € constante, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale sobre S e que 0 & S. Para
todo inteiro k > 1 pomos:

B :={Aes(X); ACS, evy(A) >k} e ¢ = inf supJ(v).

Ae%k UEA

(i) Para todo k > 1 tal que By # 0 e ¢, € R entao ¢, € um valor critico de J
sobre S. Além disso ¢ < cpyq € se para para um inteiro j > 1 temos By, # ()
e ¢k = crrj € R, entao y(K(cr)) > j+ 1, onde:

K(cy):={ue€s; J(u)=c, INER, tal que E'(u) = A\F'(u)}.

(i) Se para todo k > 1 temos By # 0 e ¢ € R, entao

lim ¢, = +00.
k—o00

Demonstragao: Como a sequéncia B é decrescente, é claro que ¢ < ¢j11 sempre
que By1 # 0. Se ¢, € R (supondo By, # 0) é claro que o fluxo 1 construido no Lema
da Deformagao (Lema 2) fixa By no sentido que se A € By, entao n(1, A) € By.
Como consequéncia do Principio de Minimax (Teorema 5), ¢, é valor critico de J
sobre S.

Suponhamos que B # () e que ¢ = cx1 € R. Como J satisfaz a condicao de
Palais-Smale sobre S, temos que K (i) é compacto, logo de género finito (pelo item
(vi) da Proposi¢ao 10). Vamos provar, por redugao ao absurdo que, v(K(cg)) >
Jj+ 1. Se y(K(cx)) < j, podemos ver facilmente (utilizando a propriedade (vii) da

Proposigao 10) que existe 7 > 0 tal que, se w = {v € S;dist(v,K) < 7} e K =0,

temos v(K) = v(K(cx)). Entao (usando novamente o fata que J satisfaz a condigao
de Palais-Smale), existe £ > 0 e § > 0 (com 0 < 1) tal que:

Voe[J<ca+e|\([J<a—e]Uw), |[JW)|.=>0.

Seja gy := min(ey, §?/8). Aplicando o Lema 1.25, existe um campo pseudo-gradiente

tangente V' ifmpar e uma vizinhanga aberta .S, simétrica com respeito a origem e
) @

localmente Lipschitziana. Seja R(v) := 5 min(||v||,d(v, (S,)¢)) para v € S,, e

Q:= [ B(v, R(v)).

UEST
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Seja 0 < € < &g, escolhemos uma fungao localmente Lipschitziana « : X — [0, 1] tal
que:

alv) =0 se vell<ec—eUJ<e+e]UKUQS,
a(v)=1 se ve[g—ec<J<c+el\w.

Construimos o fluxo (¢, z) com solugao da equacao diferencial:

d .

51 @) = —am) min(L [[V@)[HV(),  0(0,2) =z €S

podemos mostrar que 7(t,-) ¢ um homeomorfismo impar de S em S e que n(1,[J <
cr +e]\w) C [J < ¢ — €] (ver demostragao do Lema 4.1 de [12]). Se A € By, ¢
tal que ¢, < sup,cy J(v) < ¢ + €, pela propriedade (vii) da Proposi¢ao 10, temos:

Y (AVK) 2 9(A) = 9(K) 2 k4 j

Mas pondo B := 17 (1, A\ f() temos que B € By, pois (1, -) é um homeomorfismo

de S sobre si mesmo. Isto implica a desigualdade ¢, < sup,cpJ(u) < ¢ — € que é
impossivel. Por consequéncia temos que v(K(c;)) > j+ 1 e a parte (i) do Teorema
esta provada.

Para mostrar a parte (ii) lembremos que é impossivel que a sequéncia seja esta-
cionaria, isto ¢, que para algum inteiro k& > 1 tenhamos ¢, = c;4; para todo j > 1.
Com efeito, como J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale e por consequéncia K(cy) é
compacto, portanto de género finito, entao se ¢ = ¢4+, temos que y(K(c)) > j+1
Isso s6 é possivel para um numero finito de j’s. Concluimos que se ¢, nao tende
para o infinito, a outra possibilidade para ¢, é convergir para ¢ € R com ¢ > ¢, para
todo k. Mas neste caso,

K:={ue S;c; <J(u) <c¢, I\ €R tal que E'(u) = \u},

é compacto (pois J verifica a condi¢ao de Palais-Smale), com género finito, por exem-
plo v(K) =: n. Repetindo o argumento acima, podemos encontrar 7 suficientemente
pequeno tal que se

w:={v € S;dist(v,K) < 1},

e K := @ entdo y(K) = 7(K) = n. Entdo encontrando £, ¢ § > 0 como acima e
pondo &g := min(ey,0%/8,¢1/2, (¢ — ¢1)/2) e, para 0 < & < go construimos o fluxo
n de sorte que n(1,[J < c+¢]\w) C [J < ¢c—¢]|. Agora, se k > 1 é um inteiro
tal que ¢, > ¢ — ¢, podemos tomar Ay € By, tal que sup,c4, J(v) < c+e. Mas
pondo A := Aj \ w, sabemos que A € By e que M := n(1,A) € By. Por isso,
cx < supyen J(v) e, a0 mesmo tempo, M C [J < ¢ — ¢], que é impossivel pela
hipotese ¢ — ¢ < ¢y. [

Como em um espago de dimensao infinita a esfera unitéria tem género infinito,
ela contém conjuntos de género k, para todo £ > 1. Entao podemos deduzir do
Teorema 7 esta generalizagao do Teorema de Lyusternik-Shnirelman no caso de um
espaco de dimensao infinita:

13



1.7. AUTOVALORES DE STEKLOV

Teorema 8. Seja H um espago de Hilbert de dimensao infinita, E € C'(H,R) uma
fungio par e J := E|g, onde S d a esfera unitdaria de H. Suponha que J satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale sobre S, e € limitada inferiormente e nao constante. Entao
J possui uma infinidade (de pares) de pontos criticos sobre S. Mais precisamente,
se B ={Ae€s(H);ACS, A compacto e y(A) >k} e

¢, = inf maxJ(v

M Aem, ced (v),

entdo ¢ € um valor critico de J sobre S, ¢ < cpy1; € se ¢y = cpyj entdo y(K(c)) >
j+ 1. Além disto, limy_, ¢ = +00.

1.7 Autovalores de Steklov

O problema de autovalores de Steklov em um dominio limitado suave {2 consiste
de procurar solugoes nao triviais u para

Au =0 em €, Ou = pu sobre Of).
on

Este problema também é chamado de problema de autovalor de func¢oes Dirichlet-
para-Neumann do laplaciano em €.
De maneira mais geral, consideremos o operador eliptico de segunda ordem linear

Pu=Au+au= Y (a;(2)u,)s, + a(z)u (1.26)

ij=1

definido em um dominio Q C RY, onde 99 é suave. Vamos assumir que os coefici-
entes de P sdo suave, e que a;; = aj; em ). Assumimos ainda que A é fortemente
eliptico em €2, no sentido de que existe um a > 0 tal que para todo &,

Zai,j(x)&fj > ale?, zeq. (1.27)
Y]
Vamos considerar o operador (1.26) junto com a condigao de fronteira da forma
ou
oz(x)a— + f(x)u =0 sobre OS2 (1.28)
n

onde a(x) >0, 8 >0, o?(x) + B*(x) # 0.
Estamos interessados no espectro do operador P, onde consideramos P como um
operador agindo nas fungoes de H?(£2) que satisfazem (1.28) sobre 92 em L?(2).

Definicao 6. O espectro de P ¢ o conjunto dos A € C para os quais P — X\ nao é
invertivel. Vamos denotar o(P) o espectro de P.

Desde que P ¢é auto-adjunto o espectro de P ¢ um subconjunto dos nimeros
reais.

Lembremos que um operador compacto C' em um espago de Hilbert H é tal que
as imagens de conjuntos limitados sio precompactos. E fail ver que os operadores
compactos nao sao invertiveis, assim 0 € o(P). Mais ainda, se C' é compacto, e
A € C, entao K = C'—\I é um operador de Fredholm, isto é dim ker K e dim coker K
sao ambos finitos.
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1.7. AUTOVALORES DE STEKLOV

Proposicao 11. Se C' ¢ um operador compacto entio o(C) € discreto, e 0 € o unico
possivel ponto de aderéncia de o(C').

Desde que A ¢ um operador eliptico de segunda ordem, A leva H? em L*(Q).
Ademais A satisfaz a desigualdade de Gardinig (ver [3]):

(Ad, D) r2(0) > crl|@llwrz) — 2|l z2@), €1 >0, >0 (1.29)

Usamos esta desigualdade para mostrar que A é um operador de Fredholm com
posto fechado (ver [3]).

Agora se k é uma constante tal que k > cq, entdo (1.29) mostra que A + kI ¢é
injetiva. Desde que A+kI tem posto denso e fechado, vemos que A+kI é sobrejetivo
e assim um isomorfismo. Seja C' = (A + kI)~! e seja i a inclusdo i : H> — L*(Q).
Entéo i é compacto, e assim C' = i0C' também ¢é compacto. Além disso, o(A+kl) =
A At ea(@))={N: A1 eo(C)). Assim o espectro de A + kI ¢ discreto e co
¢é o tnico ponto de acumulacao possivel; a mesma conclusao é portanto valida para
A.
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Capitulo 2

Existéncia de uma Infinidade de
Solucoes para um Problema de Valor
Inicial Nao-linear Bidimensional

Seja 2 C R? um dominio C*%, neste capitulo vamos estudar o seguinte problema
eliptico

{ Av =0 em (2.1)

% = Asinh(v) sobre 0f).

Estamos interessados em obter a existéncia de solucoes classicas. Nos capitulos
seguintes analisamos o comportamento limite das solugdes quando A — 0 (Blow-
up). Tal problema, como referido na introdugao, esta intimamente relacionado com
modelos de corrosao.

2.1 Formulacao Variacional e Resultados Prelimi-
nares

A fim de encontrar solugbes para (2.1) utilizamos um método variacional para
obter “solugoes fracas” que sao pontos criticos do funcional “energia” associado ao
problema. Em seguida, a teoria padrao de regularidade eliptica implica que as
solugoes sao, de fato, cléssicas.

Definigao 7. (a) Uma solugio cldssica para (2.1) é uma fungio v € C*(Q) N C(Q)
que satisfaz (2.1) pontualmente.
(b) Uma solugao fraca para (2.1) é uma fungdo v € HY(Q) tal que

/ VuVou dr — )\/ sinh(v(o)) do =0 VYue H'(Q) (2.2)
Q o0
(¢) Consideremos o funcional energia associado ao problema (2.1) dado por
1
E(v) = §HVUH%Q(Q) - A/m[cosh(v(a)) — 1) do, ve H'(Q) (2.3)
onde || - ||12¢) € a norma em L*(12).
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2.1. FORMULACAO VARIACIONAL E RESULTADOS PRELIMINARES

No que segue o espago H'(Q) ¢ equipado com o produto interno.

(ulv); = /Q Vau(z) - Volz)dz + /8 u(a)ulo)do (2.4)

a norma associada ¢ denotada por || - ||;.

Para mostrarmos que E ¢ bem definido, continuo e de classe C' em H'(Q) e
seus pontos criticos de sao solugoes fracas para (2.1) precisamos mostrar as duas as
proposicoes seguintes:

Proposicao 12. Dado a € R existe uma constante C > 0 e 3 > 0, tal que
/ cosh(av(a))do < Cexp(Bl[v]2), Vo € HY(Q).
o0

Demonstragao: Afirmamos que para todo v € H'() vale a desigualdade de
Trundger-Moser:

/ e dr < CePllE, (2.5)
Q

De fato, existem constantes ¢; > 0 e ¢o > 0 tal que
/6(”/Clv“”L2(m)2 <9, wve H(Q)
Q

(ver [11], Teorema 7.15 pagina 169). Assim, se v € H}(Q)

Vv PR —
/ecw dl’ _ /6(0é|| U”L2(Q)Cl)(01HVUHLQ(Q)) dx
Q Q
2
2 v
/e(auwnmmcl)+(01'V”'L2<n>) dx
Q

2
v
_ / e(a”VU”LQ(Q)C1)26(61HVU||L2(Q)> d.T
Q

2
< eelVelzeals) )

/ 5'||VUH22
ce L (Q)7

onde ¢ = ¢3|Q > 0 e ' = (a/c1)* > 0.
Seja  limitado e tal que Q CC Q, pelo teorema de extensao (ver [10], Teorema

1, pagina 254) dado v € H () existe v € H{(f2) tal que

v=vemQ e |[[0fyq) < Cllv)m@)-

Mas, ||77||H3(Q) = ||17||L2(§z) + ||V17||L2(Q) o que implica que ||V77||L2(Q) < ||17||H3(Q)- E
dai,

v=vemQ e [[VO|g < Clv]me)- (2.6)
Como

S~

e dr = /eaﬁ da:—l—/ e dx
Q Q\Q

= /ea“ dx—l—/ e dx
Q O\Q
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2.1. FORMULACAO VARIACIONAL E RESULTADOS PRELIMINARES

e fQ\Q e®® dx > 0, a equagao (2.6) implica que para todo v € H'(Q) vale:

/eav dx < / 60&’5 < ~ ﬁHv’UIILZ(Q)
Q - Ja B

~ 6C||U||H1(Q)

onde ¢ = ¢ e 3 = 3C. Isto prova (2.5).
Agora, pela imersao do trago (Teorema 2) temos:

/ wl? do < ¢, (/ IVl d +/ P dx> | (2.7)
[2)9] Q Q

para todo p > 1. Fixado 1 < p < 2, afirmamos que e*"/? € W'P(Q) para todo
ve HY Q) eue WH(Q). De fato,

(i) e*/? € LP(Q) para todo v € H(2): devido a (2.5) temos

/ |e@V/P|Pdy = / edx < e’ < 400, Vv e H'(Q);
0 0

(ii) V(e®/?) € LP(Q) para todo v € H'(f2), pois a regra do produto e a Desigual-
dade de Holder implicam

P
/|V(e‘w/p)|pdx = / L eav/vy| dr
Q QlP
o P
= / /P |VolP da

IN

(/ Vol? dx) o (L(BQU)Q/(Q_p)>(2p)/2

< ¢ HU [Pl

Usando (2.7) e as estimativas obtidas em (i) e (ii) temos

/ e do < ¢, (/ |V (e*)|P dx +/ le” P da:) < (|Jo]f + 1)Vl
P! Q Q

Mas, 1+t < e! para todo t € R. Portanto,

/ e do < CePIIE
o0

Desde que cosh(v(0)) = 1 ["(?) + ¢7"(?)] concluimos a proposigao. n

Proposigao 13. Se {v,},, € uma sequéncia em H* () convergindo fracamente para
v € HY(Q) entao

sinh(av,) — sinh(av) e cosh(av,) — cosh(av)

fortemente em L?(9%)), para todo o € R fixo.

18



2.1. FORMULACAO VARIACIONAL E RESULTADOS PRELIMINARES

Demonstragao: Vamos mostrar apenas a primeira convergéncia, pois a segunda é
inteiramente anéloga.
Pelo Teorema do Valor Médio,

sinh(awv,(x)) — sinh(av(z)) = a(v, — v)(z) cosh(ag,(z)), (2.8)
com min{w,(z),v(x)} <&, () < max{v,(z),v(x)}. Note que

&n() < max{o,(x),v()}
(0n(@) + v(@)) + [on(2) — v(2)|
2
[on ()] + [0(@)] + Jon(@)] + [0(2)]
2
= |va(2)] + v ()]

§n(r) = min{v,(z), v(z)}
_ (@) +v(@)) — [on(2) — v(2)]
2
s Zlu(@)] — [o()] = [on(z)] — |v(z)]
- 2

= —(lon(@)] + |v(2))).
Donde, [€,(x)] < [on(2)] + |v(2)].

Afirmagao 1. As fungdes t — sinht e t — cosht satisfazem: cosh |t| = |cosht],
sinh |[t| = |sinht|. Além disso, sinht € crescente em (—oo,+00) e cosht € crescente
em [0, +00).
De fato,
It — It
e+ e
e cosh|t| = T
—t
cre se t>0
- e’t2+ e’
5 se t<0
= cosht
= |cosht|,
et — el
e sinhl|t| = 2
ot
— se t>0
= —t2 t
et—e
se t<0
= |sinht]|

e 4[sinh¢] = cosht > 0, V¢t € R = sinht & crescente em (—o0, +00), %[cosht] =
sinht >0, ¥t > 0 = cosht é crescente em [0, 4+00). Donde concluimos a afirma-
Gao.
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2.1. FORMULACAO VARIACIONAL E RESULTADOS PRELIMINARES

A afirmagao acima, juntamente com a equagao (2.8) resulta em:
| sinh(awy, (x)) — sinh(av(z))? = |af*|v, — v(x)|?| cosh?(aé,(z))]
| *[(vn — v)(2)? cosh?(|o] [ (2)])
= |a’|(vn — v)(2) [ cosh®(|a|(|va ()| + |v(2)])),

e assim,

|| sinh(av,) — sinh(av)”%g(m):/ | sinh(aw,(0)) — sinh(awv(o))|*do
G

< L;kWmed—vﬁﬂlamhﬂaKWAoﬂ+wwaﬂﬂa

IN

mﬂmy%—w@@ﬂéfwﬁwwmm+Mﬂﬂ

IN

mmm—ﬂ@m{éﬁ%mﬂwmwmmeWM®ﬂ

20 [[vn = vl[Zs a0y || cosh(|awwal) cosh(aw)l[Zs a0

Isto é,

| sinh(aw,) — sinh(aw)||z200) < [2¢||vn — v L1009 | cosh (Jowy|) cosh(aw)|| L4 a0
1

20| ||vn — V|| L2 a0) (/ cosh®(|awv,|) d:c) (/ cosh®(|aw])d )
o9 o9
12a|[[vn, — v]|L1(a0) (/ cosh(|8awy,|)dx ) (/ cosh([8awv|)d )
o9

120 [[v — vl 300y (C exp(Bllunll2))* (Cexp(B]]l))

— 2’a|0468 ||’Un|| ”v”%)an _UHL4(8Q)'

oo

IN

0ol

IN

ool

IN

Mas, como v,, — v em H'(Q) entao {v,}, ¢ limitada em H'(Q). Logo,
| sinh(aw,,) — sinh(av)|r2@0) < Cllvn — 0|14 (2.9)

Além disso, da imersao compacta H'(Q) C LP(d9), p < oo, temos que v, — v em
L4(09). Tsto juntamente com (2.9) implica que sinh(awv,) — sinh(av) em L?(99).
n

Proposigao 14. O funcional E : H'(Q) — R dado em (2.3) € bem definido e C*.
Além disso, v € ponto critico de E se, e somente se, v € uma solu¢ao fraca para
(2.1).

Demonstragao: Consideremos os funcionais
1
M(0) = 5[ V0la0) € Vo) = A / fcosh(v(o)) — 1]do.
o9

E claro que M é C® e M'(v) - u = (Vu,Vu)r2q) com v,u € H'(Q). Gragas
as Proposicoes 12 e 13, N estd bem definida em H'(Q2) e C* com N'(v) - u =
Joq sinh(v(o))u(o)do. Notemos que v é um ponto critico de E se, e somente se,

0= E'(v)u = /Q VuVo — /8 cosh(v(o)ulo) do, Yu € H'(9)
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2.2. ESCOLHENDO UM FUNCIONAL ADEQUADO

isto é, v é solugao fraca de (2.1). u

Proposigao 15 (Regularizagao). Se v € H'(Q) € uma solugio fraca para (2.1)
entao v € uma solugao cldssica.

Demonstracao: Segue da teoria padrao de regularizacao eliptica, pois o dominio
Q ¢ de classe C%°. n

2.2 Escolhendo um Funcional Adequado

Para construir uma familia da pontos criticos em FE, e assim uma familia de
solugoes para (2.1), temos duas possibilidades: a primeira é construir pontos criticos
do funcional indefinido E em H'(), onde indefinido refere-se ao fato de E nao
ser limitado inferiormente (basta tomar v € H'()) constante) nem superiormente
(considere a familia v, = nv, com n € Ne v € H'(Q) tal que v = 0 em 99);
a segunda possibilidade é introduzir um funcional J que é limitado inferiormente
ou superiormente, tal que seus pontos criticos de sobre alguma subvariedade 3
produzam pontos criticos de £ em H'(Q) (via alguma uma transformacao simples),
ver 2] ou [6]. No que segue optamos pelo segundo caminho.

2.3 Definicao e Regularidade do Funcional J

Agora introduziremos um funcional J limitado inferiormente e tal que os pontos
criticos em alguma subvariedade Y produzem pontos criticos de £ em H!'((Q).
Dado u € H'(Q2), u # 0 definamos por

J(u) := sup E(tu).

>0
Observagao 1. O funcional J satisfaz as sequintes propriedades:
(i) J(u) >0, para todo uw € H'(Q)\ {0} e J(u) =0 se, e somente se, E(tu) <0,
para todo t > 0.

Claramente, J(u) = sup,.o E(tu) > 0. Se J(u) = 0 temos sup,~o E(tu) =0 e
assim E(tu) < 0 para todo t > 0.

Reciprocamente, se E(tu) < 0, para todo t > 0 temos ulspq #Z 0, se ndo,
E(tu) = %Hu”%z(m > 0 para todo t > 0, que € uma contradigdo.

Seja (tp)nen C (0,400) tal que t, — 0%, em particular existe M > 0 tal que
lto] < M para todo n € N. Defina ¢(o) = cosh(t,u(o)) — 1 para quase todo
o € 00. E claro que ¢, € L'(09Q) para cada v € H'(Q)\ {0} (pelo Lema 12)
e o, — ¢ q.t.p. em OQ onde p =0 € L'(0N). Observemos que

lon(x)] = |cosh(t,u(o)) — 1| < |cosh(t,u(o))] +1
= cosh(|t,||u(o)]) + 1 < cosh(M|u(o)|) + 1,

para todon € N, e

/ lcosh(M]u()]) = 1] < CePIE 4 |90, < oo,
o0
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2.3.

DEFINICAO E REGULARIDADE DO FUNCIONAL J

(i)

Assim a fungao definida por ¢(o) = cosh(M(u(c))) + 1 pertence a L'(O€)
e domina @, — ¢ qt.p. em 0. Portanto, pelo Teorema da convergéncia
Dominada de Lebesgue, o, — o =0 em LY(09), e como (t,)nen C (0, +00) €
arbitrdrio,

lim [cosh(tu(o)) — 1]do = 0.

t—0t+ 90
Dag,

t2
lim E(tu) = lim |:§||u||L2(Q))2 — )\/ [cosh(tu(o)) — 1]do | = 0.
o0

t—0t t—0t
Mas, E(tu) < 0 para todo t > 0, e portanto, J(u) = sup,., E(tu) = 0.

J(u) = +oo se, e somente se, u € HF(Q) := H (Q) N {u : ulpo = 0}.
Claramente, se u € H} () entdo ulpq =0 e
2

13
J(u) = sup E(tu) = sup o |[ul|7z(q) = +00
t>0

t>0

Reciprocamente, se u € H'(Q) \ H}(Q) entio ulpn # 0. Lembrando que
cosh(a) =77, (‘%, para todo a € R temos:

cosh(tu(o)) —1 =

i tQ”u(a)%] .

et 2n/!
N thu(o)* L thu(o)?t
- 41 o4
para todo t € R. Assim
Ui
E(tu) = EHUHLQ(Q) — )\/m[cosh(tu(a)) — 1]do
t2 tu(o)?
< Sl - [ 5o
o9 '
t2 t4
= §||U||2L2(Q) - Aa““”i%ag)
= at® — bt

para todo t € R, onde a = %||u||%2(9) >0e %““”14(09) > 0. E definindo
gt at® —btt, t >0, temos que g € continua, e

limg(t) =0 e lim g(t) = —o0,

t—0 t——+o0

donde g € limitada superiormente. Dat,

t2 t
J(u) = sup E(tu) < sup —Hu||%2(9) — /\—'||u||%4(9) = sup g(t) < +o0.
>0 >0 | 2 4! >0

Portanto, se J(u) = +oo entdo u € H}(Q).
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2.3. DEFINICAO E REGULARIDADE DO FUNCIONAL J

Nas proposic¢oes seguintes estudamos as propriedades de regularidade de J. Pri-
meiro mostramos que quando 0 < J(u) < oo, entdo existe (um dnico) parametro
real t(u) > 0 tal que J(u) = E(t(u)u) e, de fato, t(u) é solu¢do para

HIVul 2500 — A /8 sinb(t(u(c)))ulo)dz =0

Além disso, t(u) ¢ uma fungao suave no conjunto aberto 0 < J(u) < co. Mostramos
também que J : Hj(Q) \ {0} — [0, +0o0] é continuo. E finalmente vemos que pontos
criticos de J na esfera unitaria produzem pontos criticos em FE, via a transformagao
u— t(u)u.

Proposigao 16. Para u € H'(Q) \ {0} fizo, definamos
t2
f(t) = E(tu) = §||VUH%2(Q) - )x/m[cosh(tu(a)) —1]do, teR.

Entao f € uma fungio par e f € C™(R). Suponha que u € tal que sup,., f(t)
¢ finito e positivo. Entao existe um unico numero real positivo t(u), satisfazendo
f(t(w)) = supg f(t) = J(u). A fungdo w — t(w) € bem definida numa vizinhanga
de u em H* (), e € de classe C*™.

Demonstracgao: Vemos facilmente que f é par:

f(=t) = E(-tu)

= SR IVulg A [ eosh((~tyu(o) - 1o

= IVl - )\/aQ[cosh(tu(a)) ~1)do
= E(tu) = f(t).

Para provarmos que f € C* basta vermos que ¢ : t — [, [cosh(tu(o)) — 1]do é
C>, pois t — %HVUH%Q(Q) ¢ C*°. Tomemos o quociente de Newton

po(t+ h})L —o() _ % [/69[cosh((t +h)u(o)) — 1]do — /m[cosh(tU(U)) — l]do
_ / cosh((t + h)u(o)) — cosh(tu(o)) do
o0 h |

o Teorema do Valor Médio, implica que

cosh((t + h)u(o)) — cosh(tu(o))
h

= hu(o) sinh({(t, u(0))),
onde

min{cosh((t + h)u(c)), cosh(tu(c))} E(t,u(o))

max{cosh((t + h)u(c)), cosh(tu(c))}

IA A



2.3. DEFINICAO E REGULARIDADE DO FUNCIONAL J

q.t.p. em €2, e dai,

p(t + h})l —¢(t) = /aQ u(o)é(t, u(o))do,

seguindo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

) . p(t+h) = ()
2(t) = lim / _ /8 (o) coshitu(o)do. (2.10)
De modo analogo, provamos que
"(t) = lim (t+h) ¢(): w(o)? sinh(tu(o))do
#(t) = lim ¥ | utopsinbu(oyin. 1)
"(t) = lim (t+h) 90(): u(o)? cosh(tu(o))do
£"(t) = lm # | e eohiutonas. 12

e assim sucessivamente, logo f € C*.

Suponhamos que sup,. f(t) ¢ finito e positivo, a Observacao 1 implica que u é
nao-trivial sobre 02, e f(t) - —oo quando t — oo . Assim existe t(u) > 0 tal que
f(t(u)) = maxy~o f(t). Notemos que

FB) = ]Vl — A / sinb(u(o))u(o)do
') = ||Vu||%2(9) — /\/BQ cosh(tu(o))u(o)*do
') = —)\/m sinh(tu(o))u(o)’do.

Da expressao de f” e como u € H'(2) \ {0} e A > 0 temos que f’ é estritamente
concava em (0, +00). Temos também que f(0) =0 e f'(t) = —oo quando t — co.
Agora, como sup,., f(t) > 0 = f(0), a derivada f’ assume valores positivos em
(0, +00). Combinando estes fatos, concluimos que existe um tnico t, > 0 tal que
f'(t,) = 0; além disso, tanto f(t) e f'(t) s@o positivos para 0 < t < t,. Observe
também que ¢, é definido por ||Vull7, o) = t:'A [, sinh(tu(o))u(o)do, assim

1t = ||Vu||%2(m - /\/8Q cosh(t,u(co))u(o)?do
= 1A /69 sinh(t,u(o))u(o)do — A /89 cosh(t,u(o))u(o)*do

h(Z.
= )\/ [M - 1} cosh(t,u)udo < 0,
o9

t.u

pois s !tanh(s) < 1 para todo s € R\ {0}. Concluimos que existe um tnico
t(u) == t. > 0 tal que f(t(u)) = max~o f(t). Mais ainda, a ultima desigualdade
acima e juntamente com o Teorema da Fungao Implicita (Teorema 4) nos dao que
a funcdo w — t(w) estd bem definida e ¢ de classe C*° em uma vizinhanca de u. ®

Proposigao 17. O funcional J : H'(2)\ {0} — [0, 00] € par e continuo. Mas ainda,
J € finito em H'(Q)\ H} ().
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2.3. DEFINICAO E REGULARIDADE DO FUNCIONAL J

Demonstracgao: Claramente J é par:

J(—u) = sup f(t(—u)) = sup f(—(tu)) = sup f(tu) = J(u).
>0 >0 >0
Além disso, J é finito em H'(Q) \ H} () pela Observagao 1.

Com a finalidade de provar a continuidade consideremos u, € H'(Q) \ {0},
com u, — uy € H' () \ {0}, quando n — oo e procuraremos estabelecer que
J(up) — J(ug). Trés casos distintos podem ocorrer: (i) J(ug) = oo, (ii) J(ug) = 0,
e (iil) 0 < J(up) < oo.

Caso (i): Dado ¢ > 0 fixo, temos

J(un) = sup E(su,) > E(tu,), Vn, e,

s>0

E(tu,) — E(tug) quando n — co.

Consequentemente

liminf J(u,) > lim E(tu,) = E(tuy), ¥t >0,

n—o0 n—o0

e assim,
liminf J(u,) > sup E(tug) = J(ug) = o0.
Isto imediatamente implica que J(u,) — 0o = J(up) quando n — oo.
Caso (ii): Ja vimos que J(u) < oo se, e somente, se u € H}(Q). Assim, o
conjunto

U:={uec H(Q)\{0}: J(u) <oc}=H(Q)\ Hy ()

¢ aberto, pois H}(€2) ¢ um subespago fechado de H'(2). Agora, como J(uy) =0 <
oo temos que ug € U, e como u,, — ug entao u, € U para n suficientemente grande,
como consequéncia temos que J(u,) < oo para n suficientemente grande. Excluindo
u, para os quais J(u,) = 0 (ja que para termos a convergéncia para J(up) = 0 isto
nao ¢ um problema) resta considerar uma sequéncia u,, — ug com 0 < J(u,) < 0o
e J(ug) = 0.

Afirmamos que os parametros correspondentes ¢(u,) converge pra zero quando
n — 00; caso contrario, existe uma subsequéncia t(u,, ), € uma constante ¢ > 0 tal
que 0 < ¢ < t(uy, ) para todo k. Desde que E(tuy,,) > 0, para todo 0 < ¢ < t(u,,)
(veja a prova da Proposi¢ao 16) segue imediatamente que

E(tug) = klg?oE(tunk) >0 vVo<t<e

Isto, por outro lado, implica que E(- ug) ¢ nulo no intervalo [0, ¢| (ja que E(tug) <
J(ug) = 0 para todo t € (0,400)), e por diferenciagao:

d 3
(%) E(tug) =0 para todo 0 <t <c. (2.13)
Devido a férmula

(%)3 E(tug) = —\ /8 ) sinh(tuo (o)) ug(0)? do,
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a identidade (2.13) representa uma contradigdo com o fato que A > 0 e que ug nao
¢ idéntico a zero na ). Assim J(u,) = E(t(un)u,) — E(0) = 0 = J(up), quando
n — 00.

Caso (iii): Analogamente ao caso anterior vemos que U; := {u € H*(Q2) \ {0} :
0 < J(u) < oo} & aberto e como uma consequéncia temos que 0 < J(u,) < oo
para n suficientemente grande. O fato da funcdo u +— t(u) ser suave (de classe C'*)
implica que t(u,) — t(up), e também J(u,) = E(t(u,)u,) — E(t(ug)ug) = J(uo
quando n — oo. [ ]

2.4 A Relagao entre os Pontos Criticos de J e os
Pontos Criticos de F

Agora veremos como pontos criticos de J produzem pontos criticos para F.
Denotando o aberto {u € H'(Q) \ {0}; 0 < J(u) < oo} por {0 < J < oo}, vale
a seguinte proposicao:

Proposigao 18. Seja u € H'(Q) \ {0} tal que sup,cg E(tu) > 0. E seja t(u) como
definido na Proposicao 16. O funcional J : {0 < J < oo} — (0,00) € par e de
classe C®. FE, para u € {0 < J < oo} vale J'(u) = t(u)E'(t(u)u). Mais ainda, se
u € HY(Q) é um ponto critico de J na esfera

e {u € H'(Q): /Q Vu(z)|2dx + /8Q (o) [2dor = 1} (2.14)

para o qual o valor critico ¢ == J(u) € positivo (e finito), entao v = t(u)u é um
ponto critico de E em H(2) correspondente ao mesmo valor critico c.

Demonstragio: E claro que J ¢ C* em {0 < J < oo}, ja que neste caso J(u) =
sup,so f(t) = E(t(u)u). Além disso, J'(u) = t(u)E'(t(u)u).
Consideremos F : H'(2) — R dada por

F(w) = (wlw), = / Va@)Pde+ [ (o) (2.15)

¢ claro que F € C*, X = {u € H'(Q) : F(u) = 1} e F'(w) # 0 para todo w € .
Supunha que u é um ponto critico J sobre ¥ com valor critico ¢ = J(u).

Afirmacao 1. Os multiplicadores de Lagrange correspondentes ao ponto u sao nulos.
Consequentemente su é ponto critico de J em H'(Q) com mesmo valor critico ¢ para
todo s € R.

De fato, seja i € R multiplicador de Lagrange do ponto critico u de J sobre 3
entao

J'(u) = uF'(u) em (H'(Q)).

Notemos que
(P (), u) = 2(u, u)y = 2 (/ |Vu|2dx—|—/ |u(0)|2da> —2 Vuey,
Q [2)9]
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logo
200 = u(F'(u), u) = (uF'(u),u) = (J'(w),u), Vu € X,

Agora, para todo s € R temos J(su) = J(u), e assim

0= %J(su) = (J'(su),u).
Em particular, para s = 1 temos (J'(u),u) = 0, e assim 2u = 0, ou seja, pu = 0.
Portanto todos os valores critico de J em 3 também sao valores criticos em H'((2),
pois ¢ = 0 implica J'(u) = 0. Novamente com J(u) = J(su) para todo s € R um
ponto critico para J em Y produz uma linha de pontos criticos, su com s € R, de J
em H'(Q). Isto conclui a Afirmagao 1.

Afirmagao 2. Se u é um ponto critico para J em H*(Q)\ {0} com um valor critico
correspondente positivo finito, entao u/||ully € um ponto critico para J em ¥ com
algum valor critico.

Com efeito, mostraremos que J'(u/||ull1) = 0. Sewv € [u] := {su; s € R} ev # 0,
entao

([ )]',U>zlimj<m+f”>—J<nffm> 0=

Hqu t—0 t t—0 t

Se v e HY Q) \ [u] existe w € H'(Q) tal que v = [M} E como u ¢ ponto

3
[l

critico de J temos

o = = ([ ()] )= (i) () ) .
- () M) - <J' (1) [wHUHIr\;Hz = ]>
= (7 () ] = ¢ (o) )

Consequentemente, J’ (W) = 0. E concluimos a Afirmagao 2.

Agora, lembrando que

J'(u) = t(u) E'(t(w)u),

vemos que se u € X é tal que 0 < J(u) < 0o, e se u é um ponto critico de J em ¥,
entao v := t(u)u ¢ um ponto critico de £ em H'(Q). u

Observagao 2. E importante observar que se v € H*()) é uma solu¢do ndo-trivial
para o problema

Av = 0 em )
{ 9 = Xsinh(v)  sobre 9Q,\ > 0, (2.16)

entao E(v) >0, ev & H} (), assim 0 < J(v) < oo.
De fato, o fato que v & HL(Q) € obvio. Além disso, multiplicando a equagio em
(2.16) por v e integrando por parte, obtemos

O:/Avvdx: —/VU-VUdI—l—/ @vda,
Q Q a0 On
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1sto €,
HUH%Q(Q) = /Q |Vou(z)Pde = )\/mU(U) sinh(v(o))do.
Assim,
E(v) — %nwuim) _ )\/m[cosh(v(a)) ~1)do
A :
=2 /8 (o) sinh(o(o))dr = A /d [cosh(v(o)) 1o
1 .
= )\/m {50(0) sinh(v(0)) — cosh(v(o)) + 1] > 0,

Ja que para todo 6 € R\ {0} temos

%9 sinh(f) — cosh(f) +1 =

(]

BN R %
2n—1!{12 2n

n>1
1 e 9271—1 > 9271
2 = (@2n-1)! 4 (2n)
e 6)211 02n
B ; 22n — 1) (2n)!
B i 1 117 0
B (2n — 1) 2 2n

Portanto, € bastante natural a busca pontos criticos para E somente no conjunto
{0 < J < o0}. [

2.5 Existéncia de Infinitas Solucoes para o Problema
Via Teoria de Lyusternik-Schnirelman

Para ver que o problema (2.1) tem infinitas solug¢oes ¢ suficiente provar que .J
tem uma sequéncia ilimitada de valores criticos em 3. Na construcao de uma tal
sequéncia contamos com a teoria de Lyusternik-Schnirelman.

Seja A C X par e fechado. Para cada k > 1 inteiro definimos:

A, :={ACX; Acéfechado, — A=A, evy(A) >k}, (2.17)
€ 0s numeros
1= cp(N) 1= Alélelk ilelg J(u). (2.18)
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Afirmagao 2. Dado k > 1 existe um subconjunto par e compacto, A C 3\ Hg (),
com v(A) > k. Em consequéncia ¢ < oo para todo k > 1

Demonstragao: Basta tomar

2

k K 2 N
Ap = Z;oszj(x)i/Q<z;ajVP}(x)) dx+/aQ (;aij(a)) do=1,,

onde as fungoes {F j}§:1 C H'(Q) sao escolhidas de modo que o trago da fronteira
Y(F;) = Fjlaq seja linearmente independentes. Suponhamos, sem perda de ge-
neralidade, que a familia {F;}_, seja ortonormal em H'(Q) e considere a fungao
T:S*1 CcRF - A c HYQ) definida por T(ay,...,a;) = Z?Zl a;Fj(z). E claro
que T é linear, impar e pela desigualdade de Bessel

k k 1/2
> aiF() é(ZiajF) = [l(a, - ) [
j=1 1 Jj=1

donde T é continua. Segue do item (i) Proposicio 10 que k = v(S¥71) < v(4). E
lembrando da continuidade de J (Proposi¢ao 17) temos

||T(OZ1, s 7ak)||1 =

¢, = inf sup J(u) < sup J(u) < oo,
F Aemkueg ()_ue}l)k ()

para todo k > 1. [

Usaremos o Teorema 8 para mostrar que os valores ¢, definidos acima, formam
um conjunto nao-decrescente de valores criticos para J convergindo para +oc0.

2.5.1 A condicao de Palais-Smale

Para mostrarmos a condi¢ao de Palais-Smale necessitamos dos seguintes lemas:

Lema 4. Seja {ug}ti>1, {pr}e>1 sequéncia de autovalores de Steklov (normalizadas)
e autofuncoes definidas por

0
Ayp, =0 em Q, TPk _ Lrpr na 082,
on

(p5ler) = / VerV; dx—l—/ orpj do = 5,3;.
Q o0

Suponha que X fixo com pg, < X\ < pko+1, ko > 1. Denotando Hy, o subespago gerado
POT P1, ..., P, € H,% o suplementar ortogonal de Hy, em H'(Q) com respeito ao
produto escalar (+|-)1. Entao existem duas constantes R > 0 e a > 0 tal que

vEHL, e |vi=R = E@)>a. (2.19)

Demonstragao: De fato, para v € H, temos |[|[Vo|72q) > tkot1 [y v*(0)do, e

BElv) — %kuim _ g/m 2 (0)do — A/m {cosh(v(a)) . %vz(o)da}

L 2 ) 90l A [ [eosh(o(o)) — 1 — 03(0)do| (2.20)
() Ll o]

Mko+1

v
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Agora, usando a Proposi¢ao 12 existem constantes C' > 0 e § > 0 tais que para todo
v € HY(Q) vale

/8 ) {cosh(v(o)) - %'02(0)}

IN

C/ v* cosh(v)do
o9

C (/m v® da) v (/m cosh(2v) do) 1(/22.21)

< Cllvllyexp(Bllv]).

IN

Por outro lado, v € Hy, implica que [, v do = 0, desde que 1 = 1/,/]09] (e
p1 = 0). Assim, a Desigualdade de Poincaré (Proposi¢ao 8) e (2.21) implicam que

[ Jeositv(o) 1= 5%0) | do < CITolaexp(B1 Tolley). (222

De (2.20) e (2.22) concluimos que

1 A 2 & Bll?
B0 2 3 (1= ) Vel ~ AT ol
e assim, se escolhermos R > 0 suficientemente pequeno, entao para algum 6 > 0 e
todo v € Hj, com |[v]|y = R, temos E(v) > dR* =: a. ]

Agora mostraremos que para k suficientemente grande (dependendo de \) temos
que ¢ >0

Lema 5. Seja A > 0 fizo, com p, < A < fig+1, ko > 1. Entao 0 < ck,11, € portanto
0 < cpor1 < <00 para k > ko + 1.

Demonstragao: Seja k > ko + 1, e seja A € 2, dado. Desde que o género de A
é estritamente maior que kg, podemos inferir que existe u, € AN H, ,i) Se tivermos
ANH ,ﬁ) = (), entao a projecao ortogonal na direcao de H produziria uma fun¢ao
de A em Hy, \ {0} continua e impar; por mudanga de coordenadas (em relagao a
qualquer base de H) obterfamos agora uma fungao de A em R* \ {0} continua e
impar, e isto implicaria v(A) < kg — uma contradi¢do. Seja a > 0 e R > 0 como
no Lema 4, entdo J(u,) > E(Ru,) > a > 0 e portanto
J(u) > J(u.) > a,
max J(u) = J(us) 2 a
para todo A € ;.. Concluimos que 0 < a < ¢gy+1 < ¢ < 00 para todo k > kg + 1.
|
Antes de estarmos em condi¢des de concluir que 0 < ¢, < oo é um valor critico
de J em 3, necessitamos mostrar que J satisfaz a seguinte condi¢ao de Palais-Smale
(como antes F(u) = (ulu); = ||Vu||%2(9) + [o0 |u(o)|?do).

Proposicao 19 (A Condigao de Palais-Smale). Seja ¢ um wvalor finito e positivo
dado. Assuma que {uy, on}tn>1 € uma sequéncia em ¥ x R tal que

J(u,) = ¢, e e:=Juy) — a,F'(u,) = 0 em (H(Q)),

quando n — 0o. Entdo o, — 0, e existe u € X e uma subsequéncia {uy, };>1 tal que
Un, = u em H'().
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Demonstragao: Comecemos mostrando que a sequéncia v, := t(u,)u,, € limitada
em H'(Q) ou equivalentemente que a sequéncia {t(u,)}, ¢ limitada em R. A partir
da definigao de t(u),

) [Val? = [ tujusinh(t(u)do (2.23)
o9
para todo u € ¥ tal que J(u) > 0. Notemos também que existe uma constante
b > 0, tal que cosh(d) < 160 sinh(6) + b, para todo 6 € R (ver a prova da Proposi¢ao
20). Portanto, como J(u) = t(u)*||Vul|* — X [, [cosh(t(u)u(c)) — 1]do, temos

J(u) > %t(u)2HVuH2—%/ t(u)usinh(t(u)u)do — Ab|0Y| = }lt(u)2HVuH2—>\b]69|.

o9
Desde que {J(u,)}, é limitada, segue-se que também é a sequéncia {||Vu,|}, =
{t(un)||Vu,|}n. Usando (2.23), também temos que {v,sinh(v,)}, ¢ limitada em
LY (09), e assim temos que a sequéncia {v, }, ¢ limitada em H'(Q).

Como {u, }, ¢ uma sequéncia na bola unitaria de H'(2), e como 0 < J(u,,) < 0o
para todo n suficientemente grande

=20, = (J (Up), Uupn) — A (F'(Up), Un) = {€n, upn) — 0.

Aqui usamos os fatos de que (J'(uy,), u,) =0 e (F'(uy),u,) = 2F (u,) = 2. Assim a
sequéncia {a,}, converge para zero quando n — +o0.

Usando as relagao entre E'(v,) e J'(u,,) introduzida na Proposi¢ao 18, observa-
mos que v,, satisfaz a identidade variacional

{/Q Vo, (z) - Vw(x)dr — )\/89 sinh(v,(e))w(o)do| = (J'(u,),w) (2.24)
= (en, W) + 20, (uy|w)y

para todo w € H'(Q). A sequéncia {v,}, sendo limitada, podemos extrair uma
subsequéncia {v,, };>1 tal que v, — v fracamente em H'(Q), v,, — v fortemente
em L?(Q2). Devido & Proposi¢ao 13 segue que sinh(v,,) — sinh(v) fortemente em
L?(09). Pela extracao de adicional de uma subsequéncia, se necessério, podemos
obter t(u,,) — t > 0. O limite ¢ deve certamente satisfazer ¢ > 0; porque se
t(un,) — 0 entdo teremos que v,, — 0 em H'(Q) e assim E(v,,) — 0, mas isto
contradiz o fato que E(v,;) = J(un,) — ¢ > 0. Consideremos os funcionais lineares
R, € (H'(Q))" definidos por

[(en,, w) + 20, (Un, |w)1]

(2.25)

Ry, = / U, (z)w(x)dw + /\/ sinh(vy, )wdo + 1
Q o0 (

t(tn,; )
para w € H'(Q). Por rearranjo de (2.24) obtemos
/anj(m)w(x)dx—i— / U, (v)w(z)dr = Ry, (w).
Q Q

Da discussao acima conclui-se que os funcionais lineares R,; convergem para R
definido por

R(w) :/de:v+)\/ sinh(v)wdo,
Q G
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em (H'(Q))". Concluimos, portanto, que v,, — v, em H'(Q), onde v, resolve

/ Vo, - Vwdx + / vawdr = R(w) = / vwdx + /\/ sinh(v)wdo.
Q Q Q o0

Como v,, — v em H'(), por unidade do limite segue que v, = v, isto &, v,, — v
em H'(Q), onde v resolve

Av=0 em, g—z = Asinh(v)  sobre 0.

2.5.2 Existéncia de infinitas solucoes

Podemos agora formular e provar o principal resultado deste capitulo: a existén-
cia de uma infinidade de solugoes para o problema (2.1).

Teorema 9 (Existéncia de Infinitas Solugoes para o Problema (2.1)). Seja A > 0 fixo
com fig, < A < fgot1, ko > 1. Entao {cx}isker1 € uma sequéncia nao-decrescente
de wvalores criticos de J positivos e finitos, e ¢, — 400 quando k — 4o00. Em
particular, para todo X > 0 fizo o problema de valor de fronteira (2.1) tem infinitas
solugoes {vy}r tal que E(vy) — 400, e ||vg]| = +o00 quando k — oo.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 8 (da Teoria de Lyusternik-Shnirelman)
todo funcional J € C! (com um limite inferior) que satisfaz a condigao de Palais-
Smale, como o dado na Proposi¢ao 19, possui uma sequéncia ilimitada nao decres-
cente de valores criticos, na esfera ¥, construida exatamente como temos definida
a sequéncia {cx} em (2.18). A Proposigao 17 e o Lema 5 garantem que podemos
desconsiderar o “conjunto de nao diferenciabilidade” {J(u) = 0} U {J(u) = oo} ao
aplicar o Teorema 8. Portanto, para cada A > 0 fixo o problema (2.1) tem infinitas
solugoes vy, satisfazendo E(vg) = c.

O fato de que E(v;) — oo segue da nao limitagao dos valores criticos; para ver
que |lvg|| = oo, simplesmente note que |jvg|| > E(vy). u
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Capitulo 3

Resultados auxiliares e estimativas a
priori para a solucao variacional

Vamos mostrar alguns resultados a respeito das limitagoes superiores e inferiores
das solugoes construidas anteriormente. Suponhamos que

0=,u1<)\<,u2.

Resumidamente falando estabeleceremos, dois resultados principais. A Proposicao
20 e Proposicao 21 mostram que o ramo de solucoes correspondente a algum valor
critico cx(N), k > 2 explode (em energia) quando A — 07, a energia sendo de ordem

log(1/A). O Corolario 2 mostra que a corrente normal % permanece limitada em
L'(99Q) quando A — 0.

3.1 Limite Inferior para a Energia das Solucoes

Primeiramente, vamos estabelecer um limite inferior para a energia de solugoes.
Considere uma solugao de energia finita, v # 0, para

—Av = 0 em ()

1
9 = Asinh(v)  sobre 09. (3:1)
On

ueremos provar que a energia, F(v), bem como a expressao ||Vvl2, odem ser
p q g p 2 P

limitados inferiormente por alog(1/A) (quando A — 07).
Considerando s := @ Joqv(o)do e Re v’ =v—s e H(Q), temos

A =Av—s)=Av=0 €,

o’ Ow—s) v
Oon on  On

/{9Q v(0)do = /(99(U(U) —s)do = / v(o)do — s|0Q, = 5|09, — s|0Q[; = 0

0N

= Asinh(v) = Asinh(v° + s5),

e devido a formula de Green,

~ 0 0v° 0
sinh(v” + s) = —do = | Av’do =0.
Gle! o0 On Q
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Ou seja, a solugdo v pode ser escrita na forma v = v + s com v* € H(Q), e s € R,

satisfazendo
—Av? = 0 em Q

0 3.2
é;in = Asinh(v® 4+ s) sobre o0 (3:2)

/aQ v (o)do =0, /89 sinh(v°(0) + s)do = 0. (3.3)

As vezes, serd mais conveniente usar outra expressao para s em termos de v°.
Notemos que se o, 5 € R

€a+/8 — e (a+ﬁ)

sinh(a + ) = 5
_ e¥ef — e P
B 2
_ eteP +e %P — el — e P £ %P e — e — e
a 4
(et e e B—e (P +eF) el +eF) — (e e
a 4
(e +e ) (e’ —e )+ (e* —e)(? +e )

4
= cosh asinh 8 4 sinh v cosh .

Dai, como cosh(s) > 0 para todo s € R,
0 = / sinh(vo(a) + s)do
a0
= / cosh(v?()) sinh(s) + sinh(v°(c) cosh(s))do
a0
= sinh(s)/ cosh(vo(a))da + Cosh(s)/ sinh(vo(a))da
a0 d

Q

— cosh(s) [:gii; /8 Qcosh(vo(a))d0+ /8 Qsinh(vo(a))da}

= cosh(s) {tanh(s) /BQ cosh(v’())do + /aQ sinh(vo(a))da] ,
tanh(s) /aQ cosh(v?(c))do + /8(2 sinh(v%(0))do = 0,
logo,
— [ sinh(v°(0))do
anh(s) = .
tanh(s) = = os(0(o))do

Por outro lado,

tanh(s) sinh(s) e —e™® e ®(e*—1) e*—1
an S) = = = =
cosh(s) e*+e® eS(e*+1) e>*+1
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e pondo a := [, sinh(v%(0))do e b:= [,, cosh(v’(c))do temos

a+b — /8 sinh(v*(0))do + /a cosh(0(0)do

Q
(evo(a) _ e_vo(a)) <€UO(U) —+ e_UO(U)>
B /m 2 * 2
_ / evo(a)cla7
o9
—a+b = —/ sinh(v da—l—/ cosh(v”(0))do
o9 o9
—(e"°(@) — =v"(@))  (ev"(0) 4 e—vo(U))
B /39 2 * 2
_ / e—vo(a)do
o9
e
— 2s _ 1 —
tanh(s) — Z2s+1 Ta<:>b625—b:—a625—a
1 —a+0b
— b)e” = —a+b+>s= -1
(a+be a+ s=glog———
Portanto,
5:=s(1") = log fag Uo(a (3.4)
faﬂ do

Iremos precisar do seguinte estimativa para s em termos de HVUOH%Q(Q)

Lema 6. Seja s(v°) definido como em (3.4) para v° € H'(Q), com [, v°(0)do = 0.
FExistem duas constantes positivas C1, e Cy, dependendo somente de €1, tais que

[s(1")] < C1 + o VO°|[72q
Demonstragao: Primeiramente, notemos que

Jop e TV do

S<—U0> = f vo(a'
6(2

= —s(v").

Assim podemos assumir, sem perda de generalidade, que s(v°) > 0 (se nao, provamos
a estimativa do Lema para —v° no lugar de v"), em particular

fme v0) do
faﬂevo °)do
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/6”0(”)d0</ e ") g
a0 a0

Pela desigualdade de Holder temos

2
097 = (/ 1da)

0

2
'UOO' 7’!)00'
= (/ e é)e 2()da)

0

(/ e“o(")da) (/ e”o(")da) ;
Py) RY)

= € g.
faQ e’@do ‘aQE o2

1
—vo(a)d ( / —v(a)d )
€ O\ =5 € o
1 2
— —v(o)g }
e ol ,
[|3Q|1 /zm

e, como |s(v?)] = s(v°), a desigualdade acima juntamente com (3.4) implicam

—(0)
€
s = A

Jog €@

1 1 2
< = —v(9) ]
= gloe Kmh /aﬂ d”)} (35)

= —log |09 + log (/ e_”(”)da) :
o9

/ eva(g)dO_ < / ev(a) + efv(o)do.
o o0

= /ZCosh(vo)do
o0N

< Cexp(B]lv°]7)
< Cexp(BlIVe°lIZa)-
Essa desigualdade, juntamente com a desigualdade (3.5) implicam que

50| < —1log |00y + log [Cexp(B] Vo) 2uey)]

e dai,

IN

donde,

Portanto,
Joa e do
Jog "0 do

IN

Pelo Lema 2.1,

C
= log(—=~— V|220)-
Tomando C; > 0 tal que e“* > /|09, temos a estimativa desejada. n

Agora podemos enunciar nosso resultado a respeito das estimativas inferiores
para a energia das solugoes.
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Proposigao 20. Suponha que 0 < X\ < uy e que v € H(Q), v # 0, € uma solugdo
para (3.1). Eziste duas constantes a,b > 0 independente de \ e v, tal que

1 1
E(v) > alog (X) —b, ||VUH%2(Q) > alog (X) -b
Demonstragao: Afirmamos que dado € > 0 existe uma constante C(g) > 0 tal que
0 < cosh(f) — 1 < C(e) + b sinh(0), (3.6)

para todo § € R. E facil, considere h.(0) = e’(1 — £6), 6 € R, entdo h.(0) = 1,
limg_, o0 he(f) = —c0 €

Além disso,

e h(0) = (1—e)—el) =0 0 =0 =15 h()>0s0<be

h.(0) <0< 6> 6,
o N/(0) = (1 —2e)—ef) =0& 0 =06, =12 nl0) >0 0 <6 e
0) <0< 0> 0,

1—¢ 1—¢

o h!(0y) =—ce= <0eh(bh) =ce= >0.

(
hZ(
(

Da analise acima, 6y = (1 — ¢)/e é um ponto de méximo para h.. Logo, denotando

1—¢

C(e) := ho(0) = ee = = maxh.(0),

(SN

temos,

(1 —e0) =h.(0) <C(e), VOER.

O que implica que
! <COe)+¢ebe’, VOeR. (3.7)

Portanto,

th t —0
0< COSh(G) -1 < cosh(@) — ﬂ

2
< (C(g) + €be®) + (C(g) + e(—0)etheta)
- 2
TR Gl 0 (3.8)

= ((g) + esinh(0),

para todo 6 € R.
Agora, multiplicando a equagao (3.1) por v e integrando por partes, obtemos

0 = /Av-vdx:—/\Vv|2dm+ @-vda
Q Q o0 On

= HVUH%Q(Q) —i—/aﬂx\sinh(v(a))v(a)do,
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e assim,
HVUH%Q(Q) = /\/(,m v(o) sinh(v(o))do. (3.9)
Segue-se, devido a (3.6) e a (3.9), que

1 1
Vel 2 E@) = 51 Volxg ~ A [ feoshv(o)) 1
[2/9]

> 5IVelag ~ A [ [eolo)sinh(v(o) - C(e))do

o0
1
= §HVUHi2(Q) —Xe /aQ v(o) sinh(v(o))do — AC'(g)|092;
1
= §||VU||2L2(Q) — ]| Vel[f2(q) — AC(e)|0Q:
1
= (3-¢) 190l — ACC)o0

Isso mostra que encontrar um limite inferior para ||Vv||%2(9) ¢ equivalente a encontrar
um limite inferior para £(v) (quando A estd em um intervalo limitado).
Seja v = v° + s(v°) a cisao obtida anteriormente. Pelo Teorema do Valor Médio

sinh(v%(c) 4 s(v?)) — sinh(s(2°)) = v°(0) cosh(s(v?) + 6v° (o))

para algum 6 € [0, 1], e assim, multiplicando a equacio (3.2) por v° e integrando
por partes, resulta

Ve gy = A [ sinh(0(0) +5(0).
e como [,,v%do = 0 temos [, v°sinh(s(v"))do = 0, e consequentemente,
HVUOH%z(Q) = )x/ v°(0)[sinh(v(c) + s(v°)) — sinh(s(v°))]do
)

= A 1v°(0)|? cosh(s(v?) 4 0v°(0))do

o0
< Al 0 (o) Pel @ldg
o0
s(v° v?
< AP Loy e 2o

. 1/2
AL N )24 00 (/ ezwo(ondg)
oN

1/2
< /\e|5(”0”||vo||%4(89) (/(mQCOSh(QvO(J))dU)
s(v0 1/2
< A2l )|HUO|\%4(39)H cosh(2v0)\|L/1(Q).

Como pelas Desigualdades de Holder e Pincaré (Proposicao 8) temos [[v°[|74 g, <

C|IV1°|?, a estimativa acima e Proposigao 12 produzem
’UO 2
196011220y < AVl IO 0|23 g™ Vi (3.10)
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Desde que v é uma solucao nao nula, ¢ também nao-constante. Isto implica Vo # 0,
e (3.10) nos da que

)\e\s(voneﬂllwolliz(m > L >0

)

e usando o Lema 3.1, temos

0112 0nl12
yo(crteallVollZa g ) BIVUO

1
Il<—— <

cv2 ~
)\601+(C2+5)||VU0||2LQ(Q) :

e consequentemente,
1
crt et DT gy = 1og (5 ) ~ ostev®)

O que implica

1 1
[ = o (§) - (et lostev D)

1
— alog(=)—-b
aog(/\)

L_>0eb:=c, +log(cy2) > 0, sdo independente de A e v. |

onde a := P

Observagao 3. Podemos facilmente verificar que o par (v°,s) é uma solugao para
(3.2)-(3.3) se, e somente se, s = s(v°) (como dado por (3.4) e v°
do funcional

€ um ponto critico

Eo(w) := %HVU}HQLQ(Q) — /\/m[cosh(w(a) + s(w)) — 1]do

no espaco

Hy = {w € Hy; / w(o)do = 0} .
o0

Também notemos que E(v) = E(v° + s(v°)) = Ep(v°). Além disso o v° correspon-
dente a qualquer solu¢ao nao trivial para (3.2)-(3.3) pertence a variedade

> = {w € Hy; w#0, /Q \Vw|*dz = A/m sinh(w(o) + s(w))w(a)da} :

e usando as mesmas ideias apresentadas aqui, podemos mostrar que, para 0 < A < jig
existe v° € ¥ que adicionalmente minimiza a energia Ey sobre ¥. Desta forma,
percebe-se que para esta faiza de \’s, a equagdo (2.1) possui uma solu¢cao fun-
damental (ou ground state em inglés), isto €, uma solu¢ao nao-trivial que tem
energia minima entre todas as solugoes. Nao iremos introduzir detalhes deste argu-
mento.
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3.2 Estimativas Superiores para os Valores Criticos
e para a Corrente Normal

Para sermos capazes de analisar o blow-up, quando A — 0" da solucao variacional
obtida anteriormente, necessitamos estimar os valores criticos ¢ () para k > 2 fixo,
assumindo 0 = p; < A < po. O caso especial onde €2 é um disco foi considerado
em 7], e todo um conjunto de solugbes explicitas foi construida usando como base
versoes apropriadamente modificada da solugao fundamental G(x) := log(|z|*/4x).
A ideia principal na seguinte prova de estimativas superiores para ¢ () (em dominios
arbitrarios) é introduzir conjuntos A € 2l construida sobre versoes apropriadamente
modificada de G.

Mais especificadamente, escolhemos k pontos distintos o1, ..., o, na fronteira de
Q e, paraec >0e R > 0, introduzimos as fungoes

Gj(z) :== —log(® + |z — o; ),

e os conjuntos

k k 2 k 2
A&R = Z Oszj ; / (Z OéjVGj(.l?)) dx + / (Z CYjGj(U)) do = RQ
i1 Q =1 o

Jj=1

(3.11)

Lema 7. Seja k > 2 e pontos 0; € 00, 1 < j < k fizo, e conjuntos A, g, 0 < €,
0 < R, definido como acima. Fxiste A\, > 0; dependendo somente de k, dos pontos
g;, e Q; tal que dado 0 < X\ < A, podemos encontrar € > 0 (de ordem \) e R > 0

(de ordem /(log$)) para os quais temos:

||Vv||2L2(Q) —A /agv(a) sinh(v(o))do <0, v € A g
Demonstragao: Um calculo direto mostra que VG;(z) = —2(z — 0;)(e? + |z —
o)~

Afirmacgao 3. Suponha ¢ < 1/2. Euxiste constantes C; dependo somente dos pontos
oj, e de ) tal que

1

De fato, se considerarmos a mudanca de variaveis 7' : Q; = Q — {o;} — Q
definida por T'(x) = x — 0, é claro que | det T"(x)| = 1, e assim
4z — o;]? 4|z|?

\enlk = ! d :/ —d 3.12

VGl = | o = f, et 412

Agora, a mudanga de variaveis S' : QNJ — Q; tal que S(r,0) = (rcosf,rsinf) onde
(}; ¢ uma regiao do tipo:

Qj:{<0,7")591 <9<02,0<7’<f(0)}
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para 01,0, € Re f € C*(R). E claro que | det S'(r,6)| = r. Dai, por (3.12)

) 02 f(0) r2
1

[ /9 0 (% +log(e + f(0)2)) d@} + 205 — 6) log (é)
— o e) +0(1).

Afirmacgao 4. Suponha € < 1/2. Existem constantes C' e ¢ dependendo somente
dos pontos o e de Q) tais que

cia? log <§> < /Q (i ozjVGj(x)>2dx+/m (i ()CjGj(U))

Provaremos apenas a segunda desigualdade, visto que a primeira é analoga. Te-

(o < 159 )
_ (ga?) (/Qg\cj(xw) da

_ (Z ag.) (Z HGJ-H%z(m)

2

k
1
dagCZailog (g>

j=1

(3.13)

IA

/m (i@jej(a)fda < T /Q

j=1

E pelo Teorema do Trago (Teorema 2)
2 k
Z a;Gj(x)| dx

V(iaﬁ%(:c)) dx—l—/Q 4

= C -/Q (iajVGj(a:)>2da:+/Q(iajGj(a:) 2dx
< T _Clia? log (é) " (i a§> C / Gj(x)zd:v>] .
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Mas,
/ Gj(z)*dx = / log?(e* + |z — o|)dz
0 0

02 pf(0)
/ / log?(e® +r 2)r drdf

01 0

92 1
/

IO+ ORI + S0) - 3 log* (e~

~log(=2 + [(0)*)(* + (0)%) + % log(<?) + [ () | b
= O(1).

1

Portanto concluimos que

A(jiajVGj(x)>2dx+/ (JZI% 0>2d0<0i&3bg<§>'

Jj=1

Segue a Afirmagao.

Usando a notagao v = Zle

/vsinh(v)dg = / |v| sinh(|v])do
o0 o0
e|vl_€_|”|
- (=)
o0

= 3 | p@leplo@hdr =5 [ po)lexp=lo)de

289

a;G; € A; r temos

Mas, se R é grande

0< [ Jole Mo < [ o] = folon, < o
o o0

Dai,

/vsmh / (0] sinh([v])d / (o) exp [v(o)| + O(R).  (3.14)

Seja jo o indice com |oy,| = max(|as|,...,|o|) e escolha p > 0 suficientemente
pequeno de modo que

1
Z |log |0 — 0]?| < §| log|o — a;,[?]  sobre 902N B,(oj,).

J#jo

Para ¢ suficientemente pequeno (dependo somente dos pontos o;, com 1 < j < k)
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temos
> a;Gilo)| = ‘— > ajlog(e? + |0 — o;?)
J#Jo J#Jo
< ) laylllog(e® + o — ;)
J#jo
< ag Y llog(e® + [ — 0]
J#jo
1
< glasll log(e? + |0 — 0, [*)]
1
= §|aj0Gjo(a)| sobre 02N B,(0j,),
e portanto,

1 1
(@)l exp(lu(o)) 2 glayGao)lexp  3lanGal
sobre 02N B,(0j,). Assim,
1 1
ol exp [0(0)] > L0, G ()] exp(Llasy Gy (o)) sobre 921 By(oy).  (315)

Afirmacgao 5. Fxistem constantes ag,by > 0 e ay, by dependendo continualmente de
a > 1 tal que

-

/0 T4 ) ds = ap(@) + a1 (@) + o(e2®),

/06 log(1 + 8%)(1 4 s*)"%ds = by(a) + by () log(e)e** ™! + o(log(e)e**).

De fato, defina ¢(g) = fol/g(l +5%) s se s # 0 e p0) = [[T(1+5)7" A

mudanca de variaveis

1/e o 00 1 1
ole) = /0 (1+ %) _/E (1+g>s—2ds
B /OO 82a 1 B 82a372 d
- E (32+1)a s2 Sza(1+1/s2)a S
o0 Sfa
= —
/5 T+ 1/s7)

0 que prova que @ é diferenciavel na origem e

2 _g2a-2

PO =0 e~ grap P00

©'(e) = —(2a — 1)e** 3 + 20 = "(0) = 0.

Prosseguindo assim podemos mostrar que ™ (0) = 0 para todo niimero natural
n <2a—2e e (0) = a;(a), onde a;(a) é um polinémio na varidvel a e 2a — 1 <
ng < 2a + 1. Segue-se da formula de Taylor que

1/e
/0 (14 5%)%ds = p(e) = (0) + ai(a)e** + o(*).
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De modo analogo, provamos a segunda igualdade da afirmacao.
Agora, pela Afirmagao acima temos

/0 [log(e” +t%)|(e* +1%) = 620‘/0 |log(e®) + log(1 + (t/e)*)(1 + (1/2)*)dt
d/e
= 6_20‘/ | log(e?) + log(1 + s)|(1 + %) “edt
= 2ap(a)e™* M log (é) + o(e72th), (3.16)

onde o resto depende da constante d, mas ¢ “o pequeno” de e ?**!loge indepen-
dentemente de « e . Usando as estimativas (3.16) juntamente com a desigualdade
(3.14), obtemos (tomando |aj,| > 2)

/m vsinh(v) = %/m lv(o)| exp(|v(a)|)do + O(R)

1
> 5[ lolles(e(o))do + O(R)
8QﬂBp(Uj0)
1 1
>

1
5 / §|ajoGj0(U)| eXp (§|O‘joGjo|) do + O(R)
9NB, (7;,)

. lees |
lo | log [(52 o — op?)® ]
2 JoanB,(o;,)

. 1 e Zlow
> cnflag o () 7+ oo ogt2) + O()

lacjol
(€2 + |0 —0;,)) 2 do + O(R)

onde ao(|av,|) = ao(|aj,|/2)|aj,|, € ¢ > 0 & uma constante, independentes de €, a;, e
R. Usando estas estimativas inferiores temos para v = i, a;G; € Ag g,

Vol — A /mvsinh(v)da (3.17)

IN

1
R* — ) {c&o(]ajo\) log <g> glleol 1 1a, |o(e 710l log () + O(R)
1
= R*— Xcao(|oy,|) log (g) el =lol 1 Naj,|o(e' 40l og(¢)) + AO(R)

tomando |a,| > 2. De acordo com (3.13), para v = Zle a;G; € A; r temos que
k
1 1
cla,|* log <g) czl a;log <g>
j:
k 2 k 2
- [(Xve@) @ [ (Yacie) d-r
o\ )

j=1

IN
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e
X 2 f 2
R* = /(Zvaj(x)> d:c+/ (Z%Gj(a)> do
o \73 o2 \ /5
: 1 1
< log | =) < olklog | —
< Y o6 () < Clasalioe 1)
donde R R
R I — — (3.18)
kClog(1/¢) clog(1/¢)
Se agora selecionarmos
R =24/kClog(1/e), (3.19)

com C sendo a mesma constante com em (3.18), entao segue que 2 < |ay,| <

kC/c, e entdo ao(|e,|) > 0 é uniformemente limitado e limitado préximo do
zero. Uma combinagao disto e da desigualdade (3.17) nos da, para constantes C} e
c >0,

Vel — / vsinh(v)d
1
< 4kC'log (E) — Aclog ( ) el=ledol 4 No(el 710l og(e)) (3.20)

< Cﬂog( )—)\cllog( ) el

para ¢ suficientemente pequeno (dependendo somente dos pontos o;, k e Q). Esco-
lhendo € = ¢;A/C a estimativa (3.20) produz

Vo720 — )\/(mvsinh(v)da <0,

para todo v € A.p e para todo A < A, (para garantir que € ¢ suficientemente
pequeno). Com a escolha acima ¢, R sao dados por

1
R? = Clog <X> +D (3.21)
para constantes C' > 0 e D. Isto conclui a prova do lema. [ ]

Agora nos podemos obter a desejada estimativa superior para cg(\).

Proposicao 21. Para todo k > 2 entao existem constantes positivas C.(k) e A, tais
que

(V) < (k) log G) L 0<A<A
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Demonstracao: Sejam ¢, R e A. p como descritos no Lema 7. Para A suficiente-
mente pequeno (e assim ¢ suficientemente pequeno) o conjunto A.; (definido em
(3.11) esta em Ay, e A.; N HL(Q) é vazio. Portanto
0 < ci(A) = inf sup J(v) < max J(v) < oo.
k(A) Anf sup (v) < max J(v)
Devido ao fato que A, p = RA.1, e que J(Rv) = J(v) para v € A.;, concluimos
agora que

0 < cx(N) < max J(v) = J(vs) < 00,
”L)GAE’R

para algum v, € A, g. Lembremos que na Proposi¢do 16 definimos f(t) := E(tv,)
e que J(v.) = f(t(vi)vs). Usando a estimativa de R dada no Lema 7 (ver (3.21)
imediatamente temos

J(u) — %t(v*)2|]Vv*|]%2(Q) 2 /8 [aoshi(v.)) = 1)do

IN

1
§t(v*)2||Vv*H%2(Q)

IN

%t(w)ZRz
= Cu(k)t(v.) log (%)

para alguma constante C,(k), e para A suficientemente pequeno, por exemplo, 0 <
A < A.. Como vimos na prova da Proposicao 16, f atinge seu maximo em tnico
ponto t(v,) > 0. Também sabemos que f’' é estritamente concava sobre (0, 00)
enquanto f'(0) = f'(t(v.)) = 0, e portanto f'(t) > 0 para 0 < t < t(v.). Pelo Lema
7 temos

() = HVU*H%Q(Q) - )\/ v, sinh(v, )do <0,
o9
que implica t(v,) < 1. Este ultimo produz a estimativa

0< () < Cuk)t(v.)?log (;)

1
para constantes C,(\) e A, dependendo somente de k e €. [

A seguir, vamos estudar um lema bésico da a teoria de integracao.

Lema 8. Seja (X,dup) um espago de medida nao-negativa, dadas constantes a,b
positivas e seja w uma fungdao mensurdvel em X com a propriedade que para um

certo A € (0,1) temos
1
/X lwlelldu < §log (X) +b. (3.22)

Entao existem duas constantes positivas Cy, Cy dependentes somente de a,b e pu(X)
tal que

C
/ e'wldu < 71 + (.
X
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Demonstragao: Ja vimos que dado € € (0,1) existe uma constante C(e) tal que
e’ <ese® 4+ Cle),

para todo s > 0. Ademais, C(¢) := max,>o(1 — es)e® = (1 — f)e’ onde 6 ¢ dado
por 0 := (1 —¢)/e, e assim C(e) = cexp((1 — €)/e). Segue que

/e“’du < /C(a)—|—5|wle|w|du
X X
= C’(a),u(X)—i—s/ lwle™dp
X

< CEMX) + Sog G) +eb

= ¢ (M(X) exp (%) + §log G) + b) . (3.23)

1 a 1
-=1+1 b+1+ —log —
e —l—og(—l— +)\og)\>,

Escolhendo ¢ dado por

garantimos que

c(1+1og(1/N) " <e < C(1+log(1/N) 7,
com constantes ¢ e C' dependendo somente de a e b. Isto também assegura que

1
exp((1—¢)/e) =b+1+ ~log~.
AT
De uma combinagao destes dois fatos com a estimativa (3.23) segue o resultado do
Lema. |

Corolario 2. Seja A, como definido no Lema 21, e suponha que 0 < A < \,.
Para cada k > 2, entdo existe uma constante D,(k) dependendo somente de k e

de Q, tal que se v, (= vyx) € uma solugdes variacionais obtida no Teorema 9 com
E(v) = cx(XN), entao

Js

Demonstragao: Pelo o inicio da prova da Prova da Proposi¢ao 20 segue (tomando
e =1/4) que

8vk(o)
on

do =\ | sinh(vg(0))|do < D, (k).
o0N

Combinando com o Proposicao 21 chegamos a

3 [ uo) = [9uli
o0

S 4E(Uk) + )\C
< Clog(A™") + D,
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para constantes positivas C' e D, dependente somente de k e Q. Usando o fato que
0]el?l < 20sinh(#) + e~! para todo # € R, concluimos que existe duas constantes
positivas a e b tais que

1
o (0)]e!*lde < %log (—) +b.

20 A

Agora, o Lema 8 mostra que faﬂ elve(@lde < C \=1 4 O, e portanto,

I,

8Uk(0)

™ do = A | sinh(vg(0))|do

o)
A

_ _/ (PO _ o=@y g
2 Joq

< ﬂ/ @) gy
2 Joq

%(Clxl +C?%) < D, (k),

<

onde D, (k) = C; + A\.Cy dependente somente de k e de €. n
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Capitulo 4

Blow-up e Limites de Solucoes

Seja 0 < A\, < A\, uma sequéncia tendendo para 0, para k > 2 fixo, seja vy, =
Ug.z,, Solugoes de

Avy, =0 em €, (A1)
% = A\psinh(vy,)  sobre 092, '

correspondente ao k-ésimo valor critico (como construido anteriormente). Ja esta-
belecemos nas Proposigoes 20 e 21 (ver também o Corolario 2) que para constantes
positivas a,d,C e D

E(vy,) > alog (%) b, (4.2)
9 1
||?J)\" S Clog )\— + D. (43)
O fato que
)\n/ |sinh(\,)|do < C, (4.4)
o9

¢ consequéncia direta do Lema 8 da e estimativa (4.3) (como ja vimos na prova
do Corolario 2). Também, usaremos a decomposigao vy, = v[}m + s, introduzida
anteriormente. Neste contexto j& estimamos a constante sy, em termos de v9. En-
tretanto aqui serd mais conveniente usar uma estimativa baseada na equagao (4.4).
Mais especificadamente,

1
. d
5. 'ram [ oo

</| ‘da
U —
= Joo 109
do do
= log | ex / vn—)>10 (/ exp(|v —) 4.5
(e ([ tonligg) ou ([ ewtobigd) @

2 C
< 1 ——|sinh 1] <1 — 41
< og(/mmm\sm (va,)|do + )_og(An—l— )

1
< log>\—+D

Aqui usamos a desigualdade de Jensen para a fungao exponencial, e a desigualdade
exp |t| < 2|sinh¢| + 1. Um aspecto essencial da estimativa acima ¢ que a constante
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4.1. LEMAS AUXILIARES

antes de logi é 1. Neste capitulo estabeleceremos o seguinte resultado a respeito
do comportamento de vy, quando A — 0%.

O seguinte teorema é o principal resultado deste capitulo e nos d&4 o comporta-
mento das solugoes quando A — 0. de forma resumida a deriva normal restrita a
fronteira de €2 converge no sentido de medida, isto é na topologia fraca de dual do es-
paco C(2,R), para uma medida de Borel (a menos de subsequéncia) desenvolvendo
um namero finito de singularidades sobre 0f).

Teorema 10. Seja vy € H' (), A\, — 07, uma sequéncia de solugdes para (4.1),
que satisfazem adicionalmente (4.2) e (4.3), e defina

0 1

=y, — —— do.
U)\n (W ‘89’ 891})\" g

Entao existe uma subsequéncia, também referida como vy, e uma medida de Borel
regular positiva e finita v (sobre 0L)), e um nimero finito de pontos {xW}N, C
0, N > 1 tal que

ov
A = (A\nsinh(vy,))]on — v,
On 50
no sentido de medida. Os pontos {xV} i =1,...,N sdo evatamente os pontos de
v que tem massa, isto €, os qual v({x}) # 0. Os pontos 2V, i =1,..., N também

representa os pontos de blow-up para a sequéncia v?\n, no sentido que

(2N, ={r€Q: 32, =2, 1, €Q, com v} (x,)] — oo}

A prova do Teorema 10 consiste em adaptagoes das demonstragoes de alguns
resultados similares para a solu¢ao do problema de valor de fronteira

Av = U(z)e’  em ()
v = 0 sobre 0f2

encontrado em um artigo devido & H. Brezis e & F. Merle (ver [6]), resultados
semelhantes podem ser encontrados em um artigo do J. Davila (ver [8]). Comegamos
com dois lemas.

4.1 Lemas Auxiliares

Lema 9. Seja w uma solugao cldssica para Aw = 0 em €, ‘g—;‘q’ = f sobre 0X), para
alguma funcao f, satisfazendo fm fdo =0. Sejaw normalizado com fm w(o) do =
0. Para todo 6 € (0,7) existe uma constante Cs tal que

) <W_5>w<a>] )
/ p{ T i

A constante Cs depende somente de § e 2.
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4.1. LEMAS AUXILIARES

Demonstragao: Seja H(x,y), y € 0f), denotando a solugao de

A H(z,y) = 0 em ()
OH(z,y) _ 1(z—y) nx 1 (4.6)
a—nn = ; |x—y|2 |8Q| sobre 89

normalizada com [, H(0,y) do = 0. Notemos que H (-, y) estd em C>(Q)NC*(Q).
Portanto

= H :
Co xeamﬂi}éas)’ (z,9)] < o

Agora definamos as fungoes de Green para o problema de fronteira de Neumann
1

r € Q\ {y}, y € 99Q. Um calculo simples mostra que a funcio w(y), y € 9 ¢ dada
por

wly) = | Nlo.y)flo) do

Da desigualdade de Jensen (e a convexidade da func¢do exponencial) segue que

) 7o) s o @
QH{AJ” NN @I }SLQ pl(m =0)IN (e )l = 5 de

e assim podemos estimar

) <w—®m@n]a wolin— 51180 V@)

l#ep{nﬂmm> i < [ [ el ‘N(ymwwﬂ dody

. 7o) )
/asz /asz lo — y|1 8/m ||f||L1(Q)d

< (7r §CQD

IN

onde

Coi= e [H(zy)l e Ds = max / |g_y|1 o gt

Lema 10. Seja {w,}, uma sequéncia de solugoes classica para
{ Aw, = 0 em €2,

Ouwn f sobre ON).
on

Suponha que ||wy,|[12@) < C,e suponha que existe um ponto xy € OS2, uma bola
B, (z9) de raio ro > 0 centrada em xq, e um indice s < 1/2 tal que

| foll zr-5 (B (zoyr002) < C,
com C' independente de n, e H™* denota o dual de H®. Entao
||wn||L°°(BTO/2(xO)NBQ) < ||wn||L°°(BTO/2(:c0)08(2) <C,

para alguma (outra) constante C' independente de n.
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

Demonstracao: Por estimativas elipticas interiores segue que

NoQ) < C(Ifullr—sB,ynon) + llwnll 25, n00))
- <C

para todo 0 < s < 1/2. usando o Teorema de Imersao de Sobolev, mais precisamente
o fato que para o dominio bidimensional €2, e s < 1/2, temos H2~*(B,(z0) N Q) C
C°B,(x9) N ), nos da

<C

lwnllLee (B, a@oyno0) < [[wallLe (s, p@one) < C||wn||Hgfs(Bm/2(xo)m) <

4.2 Demonstracao do Teorema 10

+ — .. .
Denotemos por vy e v, a parte positiva e a parte negativa de v,,, respec-

tivamente. Desde que {),sinh(vy, )} é limitada em L'(9) (ver (4.4) segue ime-
diatamente que {\,sinh(vy )} = {Ansinh(vy,)*} como também {\,sinh(vy )} =
{\,sinh(vy, )~} sdo limitadas em L'(9€2). Por conseguinte podemos extrair uma
subsequéncia (também denotada por vy, ) tal que

Apsinh(v) ) — p™, (4.7)

Anpsinh(vy ) = pu”, (4.8)
onde put e p~ sdo medidas de Borel regular ndo-negativas. Por causa destas sub-
sequéncias também temos

Ansinh(vy,) = Apsinh(vy ) — Apsinh(vy ) = p" —p7,

An|sinh(vy, )| = Apsinh(vy ) 4+ Apsinh(vy ) = p* + 7,

a medida de Borel finita regular e positiva v = u* + pu~ ¢é frequentemente chamado
de medida de variacao total associada a .

Agora estamos prontos para continuar com a prova do Teorema 10. Formulamos
os ingredientes desta prova na forma de forma de trés lemas separados. A prova
de cada um dos lemas segue as linhas das provas do Teorema 3 no anteriormente
mencionado artigo do Brezis e Merle. Primeiro introduzidos o assim chamados
pontos regulares de 0f2.

4.2.1 Pontos Regulares e singulares

Definicao 8. Um ponto xg € 0S) é chamado regular se existe uma func¢do continua
0 <y <1, com =1 numa vizinhanca de xq tal que faﬂ¢ dv < /2.

Lema 11. Seja vy, a subsequéncia extraida acima. Dado wm ponto reqular xy € OS2
existe um nimero positivo rq e uma constante C, independente de n tal que

103, || 2o0 (Boy (o)n0) < 10N, |20 (Byg (wo)ne) < C. (4.9)
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

Demonstragao: Decompomos vgn em duas partes

1)

onde vg\n resolve
Agf\ln) — 0 em Q,
8’0(1)
8—;\1” = YA, sinh(vy,) — 9 oo A, sinh(vy, )do sobre 0€),
e vgi) resolve
A 2 _
vy o= 0 em Q,
81}5\2) oo

I = Apsinh(vy, ) — 8:: sobre 0f2.
Aqui 0 <1 < 1 é uma funcao C1* tal que 1) = 1 proximo de xg, e fagw dv < /2.

Ambas fungdes v sdo normalizados com [, v¥do = 0. A teoria de regularidade

Eliptica implica que vy, € C*(2)NCH¥(Q), e 0 mesmo é verdade para vf\i) (e vii)).

Dualidade e estimativas elipticas produzem

va)\n] mor2(q) < Csl|An sinh(vy, )| 1+ (90"
para todo —2 < s < —1, em particular para s = —%, isto é,
0 .
Hv/\nHH%(Q) < C|| A\ sinh(vy, )| g-1(0%2). (4.10)
Temos
| A sinh(vx, )| z-1000) = sup / Ap sinh(vy, ) )w(o)do
”wHHl([)Q)Sl o0

< sup || Ansinh(va, ) || Lo [|[w]| Le@0) < C,

||wHH1(aQ)§1

para a tltima desigualdade usamos (4.4) e o fato que H'(9Q) C L*(09). Da
combinacao desta estimativa e (4.10)

[ . (4.11)
Usando o mesmo argumento para U/(\i), temos
1
Hvﬁn)HH%(Q) <C. (4.12)

Desde que v} = USL) —l—vf\i), as desigualdades (4.11) e (4.12) implicam imediatamente

que

2)
X g4 ) < C- (4.13)
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

Para a componente U§\2) temos
v 1
0—;\: = constante (= 29 | YA, sinh(vy, )do|)

proximo de x(, e assim estimativas elipticas locais mostram que existe ro > 0 tal
que

2 2
van) |20 (Bayg (o)) < ||v§n) 125 (Bar, (w0)2)
< + 61 o YA sinh(v)\n)ng <C.
(4.14)
Para o ultima estimativa usamos (4.13) e o fato da sequéncia {\, sinh(v,,)} ser

limitada em L'(99). A respeito da componente vf\i) temos

2
C (121,13

< Hl/})\nsinh(v,\n)HLl(aQ)—l—/ |\, sinh(vy, )|do

an 90
= QHw)\n sinh(vAn) HLl(OQ)'

H I,

L1(99)

Desde que

YA, | sinh(vy, )|do — v,
o0 o0

e desde que f a0 YAV < (m —6&)/2, para algum &y, suficientemente pequeno, conclui-
mos que

||¢>\n Sil’lh(U)\n)HLl(aQ) < (7T — (50/2),

para n suficientemente grande. Como consequéncia
o
on

<7mT—90

para n suficientemente grande. Devido ao Lema 9 existe p > 1 tal que

/ ()" do < . (4.15)
o0

7r—(50/2

5. Também, temos
T—00

Podemos, por exemplo, tomar p =
An|sinh(vy,)] < Ay exp(joy,|)
< <exp(lo)) |+ [} + [sa, ),
com sy, = s(v?\n) = \a_lm f 5 Un,- Suficientemente proximo de z a componente vf\i)
¢ uniformemente limitada (ver (4.14)). Devido a estimativa (4.5) segue que

D\P
|An sinh(vy, )P < C <e‘”§n)|) , (4.16)
em alguma vizinhanca Ba, (29)N0S2. Da Combinagao das estimativas (4.15) e (4.16)
81}&0)
—_an < (C
on -
LP(BQTO(CCo)QBQ)
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

para algum p > 1, uniformemente em n. Portanto o Teorema de Imersao de Sobolev

nos da
(%f\o)
__An < C"

H—s (BQTO (z0)NON)

uniformemente em n, para algum s < 1/2. Usando a estimativa eliptica interior do
Lema 4.3 chegamos a

0 0
vam) LBy (20)n0Q) < va\n)HLw(Bro(xo)mQ) <,
uniformemente em n. Esta é a estimativa desejada. [

Definigao 9. Denotemos por S o conjunto dos pontos singulares de OS2, isto €, os
pontos que nao sao requlares no sentido da Defini¢ao 8: S = 0Q\{ pontos regulares }

Lema 12. O conjunto S consiste de uma quantidade finita de pontos, e é nao vazio.

Demonstragao: Da defini¢ao de ponto regular (Definigao 8) segue que se xg € S
entao faQ ¢dv > /2 para toda fungao continua 0 < ¢ < 1, com ¢ = 1 em uma
vizinhanga de xy. Desde que v é medida regular concluimos que v({zy}) > 7/2 para
todo z¢y € S. Devido a finitude da Medida v segue que S consiste de um nimero
finito de pontos (com #S < [, dv/inf,es v(xo) < 2 [, dv/T).

Se S fosse vazio, entao o Lema 11 juntamente com a compacidade de 0€) impli-
caria que

1R, | 2= (a2) < C-

Desde que [sy, | <log(1/A,) + D (ver (4.5) segue que

||)\n Sinh(v)\n)”Loo(ag) S C

e portanto
va[))\n HLQ(Q) S CH)\n sinh(w\n) HLQ(GQ) <C

Do Lema 6 podemos concluir que
|53, < C1+ Col| VR lIz2) < €

ou
[oaa o) < [0}, (@) + |sa] < C.

Terfamos, portanto, a estimativa
1 2
E(vy,) = = [ |[Vuy,[°de — N, [ (cosh(vy,) — 1)do
2 Jq a0

1

= )\n/ (— sinh(vy,vy,) — cosh(vy, ) — 1) do
o0 \2
< C\, =0,

quando n — 0o, que claramente contradiz (4.2). Como consequéncia S é nao-vazia.
n
Passemos a demonstrar que
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

Lema 13. Seja vy, a subsequéncia extraida em no contexto de (4.7) e (4.8). O
conjunto S pode ser alternativamente caracterizado como

S = {z€0Q: Iz, >, 2, €Q, com v} (x,)] = o}
= {ze€Q: 3z, >z, 2, €Q, com W} (z,)| = o0

S={zxed: v({x}) #0}.
Demonstracao: O fato que o conjunto
{r € Iz, = z,2, €Q, com v (x,)] = o0}

é um subconjunto de S ja foi estabelecido. De fato, se esta conclusao nao fosse
vélida, entdo existiria um ponto regular xy e uma sequéncia ,, — o, &, € €2, com
v} | = co. Entretanto, isto contradiz o ja verificado fato que [ ||zo(B,, (@o)no) <
10} N 20 (Bry (wo)ne) < C para algum 7o > 0 (Lema 11).

Para estabelecer a outra inclusao, simplesmente tomando xg € S, e notemos que
para cada xg e r > 0 necessariamente temos

va)\nHLoo(BT(xo)maQ) — 00 quando n — 00. (4.17)

Porque se este nao ¢ o caso, entao existe r > 0 e uma subsequéncia vy, = vy, tal que

1
ny

aqui utilizamos (4.5) para a ultima estimativa. Teriamos, assim,

vkl oo 8., ooy < VR, Nz (B, @onon) + [5x,,

/ An, | sinh(vg)|do < C|B,(z) N 0Q| < C,,
By (20)N99

para todo 0 < r < rq, e todo k. Consequentemente existe uma fungao continua
0 <Y <1 com vy =1 numa vizinhanca de z(, tal que

YA, |sinh(vg)|do < 7/4, para todo k.
20

Contudo, isto implicaria que
/ tdv = lim YA, | sinh(vg)|do < /2,
o0 k=00 Joq

e assim xg ¢ um ponto regular — uma contradigdo. Assim concluimos que (4.17)
¢é necessariamente valida. Agora escolhemos N; < Ny < ... < Np < Npyq < ...
tal que n > N, — HU?\nHLoo(Bl/k(xo)mag) > k, e selecionando pontos z,, N, < n <
N1 — 1, tal que

Tn € Biyi(mo) NOKY, e |0 (zn)] >k — 1.

Com esta selecdo de pontos z, € 9 & claro que x,, — = e [0} (z,)| = 00, quando
n — oo. Isto verifica a primeira caracterizacao alternativa de S. O fato de que nao
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4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 10

existem pontos de blow-up no interior de €2 é consequéncia direta das estimativas
elipticas interiores, a limitacao (4.11), e a identificagao AU?\H = 0 em Q. Isto verifica
a segunda caracterizacao alternativa de S.

Quando se trata da terceira caracterizacao ja vimos na prova do tltimo Lema
que v({z}) > m/2 para todo z € S (isto foi usado para mostrar que S consiste
de um numero finito de pontos). Resta vermos que v({z¢}) = 0 para todo ponto
regular xy. Do Lema 11 sabemos que existe uma bola B,,(x) tal que

||U§n||L°°(BT0(xo)m) <C.

Como acima, isso implica que

1
oDy < 108, ey + s, < 1og (5 + D.

n

e portanto

/ An|sinh(vy, )|do < C|B,(xo) N 02| < C,,
Br(xo)ﬂaﬂ

para todo 0 < r < 19, e todo n. Concluimos que u({zy}) < C, para todo 0 < r < 1o,
ou pu({zo}) = 0. u

Agora, uma combinagao do Lema 12 e do Lema 13 estabelece imediatamente o
Teorema 10.
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