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Resumo

Neste trabalho, estudamos certas propriedades de conjuntos invariantes de fluxo
decrescente definidos por campos de vetores pseudo-gradientes. Esta andlise nos
permitiu determinar a existéncia e multiplicidade de pontos criticos para certos
funcionais limitados inferiormente em conjuntos invariantes pelo fluxo associado.

Aplicamos esses conceitos a problemas elipticos nao lineares em dominios
limitados e a sistemas de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares. Em diferentes

casos, pelo menos quatro solugoes foram obtidas para essas equacoes.
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Abstract

In this work, we studied a certain proprieties of invariant sets of descending
flow defined by pseudogradient vector field. This analysis permit us to determine the
existence and multiplicity of critical points of certain functionals bounded below in
invariant sets by associate flow.

We applied this concepts to nonlinear elliptic boundary value problems and
nonlinear systems of ordinary differential equations. In variant cases, at least four

solutions are obtained for these equations.
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derivada normal interior,
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Introducao

Nesta dissertagao, apresentaremos um método geral para mostrar a existéncia
de pontos criticos para uma classe de funcionais definidos em espagos de Banach.
Em seguida, mostraremos como esse método é usado para estudar a existéncia e
a multiplicidade de solucoes de problemas elipticos nao-lineares com condicoes de

fronteira de Dirichlet homogénea, do tipo

—Au = f(z,u), x€
u = 0, u € 011,

(1)

com © C RY limitado e com fronteira suave; f : Q x R — R uma funcao lipschitziana.
Aplicaremos também este método para estudar problemas periodicos de sistemas de

EDO nao-lineares, da forma

i+ VuV(t,u) =0,

(2)
w(0) = u(2r),  w(0) =a = w(2r),

onde V : R x RN — R ¢ continua, u : [0,27] — RY ¢ 2r-periddica e V,,V é o gradiente
de V' em relacao a u.

Seja J : X — R um funcional de classe C' definido no espaco de Banach
XeW : Xy — X um campo pseudo-gradiente associado ao funcional .J, onde
Xo={ue X :J(u) # 0}. Suponha que uy € Xy e considere o seguinte problema de

valor inicial

—u(t) = —W(u(t)), t>0,
u(0) = wug
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Seja u(t, ugp) a Gnica solugao para ¢t > 0 com intervalo maximal de existéncia [0,7(uo)).
Chamamos esta solugao de curva de fluxo decrescente motivado pelo fato de que a
fungao [0,m(ug)) 3 t — J(u(t,up)) é decrescente.

Usando o fluxo decrescente definido por (3), pode-se provar varios teoremas
de deformacao que desempenham importantes papéis na moderna teoria dos pontos
criticos, por exemplo, na Teoria Minimax, na Teoria Morse e na Teoria de Lusternic-
Schnirelmann. Para maiores detalhes, dentre outras, sugerimos as seguintes referéncias
[1], [7], [23], [24] e [27]. A idéia basica dos teoremas de deformagao ¢ que se um nimero
c nao é um valor critico de um funcional J, que satisfaz a condicao de compacidade
de Palais Smale, (P. S.) abreviadamente, entao J._. é uma deformagao forte de J....
Portanto, se J, nao é uma deformacao forte de J, entao, pelo menos um nimero do
intervalo [a,b] é um valor critico de J . Em varios argumentos de deformagao, as
solugbes de (3) sao decisivas para construir estas tais deformacoes. Em agluns casos,

obtemos as deformacoes pelas solucoes de problemas de valor inicial modificados

d
%u(t) = —h(u(t)) - W(u(t)), t=0, (4)

u(0) = wup
onde h(u) é escolhida de acordo com a necessidade dos diferentes problemas.

Nesta dissertacao, ao invés de usarmos o fluxo decrescente para construir
deformacoes, estudaremos diretamente o proprio fluxo decrescente. Analisaremos suas
propriedades, atentando para a direcao e destino das curvas de fluxo, e buscaremos o
limite ao longo do fluxo. O foco de nossa anélise serd na busca de pontos de X, através
dos quais o fluxo nao vai para o infinito. Se encontrarmos tais pontos, entao as curvas
de fluxo através deles irao, finalmente, para pontos criticos.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Capitulo 1: Neste capitulo, introduziremos o conceito de conjunto invariante de
fluxo decrescente para um funcional e mostraremos como esses conjuntos sao
utilizados para se produzir outros. Além disso, mostraremos que se um funcional
é limitado inferioremente em um conjunto invariante de fluxo decrescente ele
possui um ponto critico nesse conjunto. A partir dai, varios pontos criticos
podem ser encontrados, se varios conjuntos invariantes desconexos estiverem

disponiveis. Provaremos ainda, via conjuntos invariantes de fluxo decrescente
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o famoso Teorema do Passo da Montanha bem como algumas de suas variantes;

Capitulo 2: Neste capitulo garantiremos a existéncia de pelo menos quatro pontos
criticos para classes de fungoes sob condigoes adequadas. Especialmente, para

fins de aplicagao, temos o seguinte resultado:

Teorema 0.1 Suponha que J seja um funcional que satisfaz a condigcao (P.S.)
no espago de Hilbert H e J'(u) é da forma J'(u) = u — Au para u € H. Assuma
que Dy e Dy sao suconjuntos abertos e converos de H com a propriedade que
DiNDy # 0, A(ODy) C Dy e A(ODy) C Dy. Se existe um caminho h : [0,1] — H
tal que

h(0) € D1\ Do, h(1) € Dy \ Dy

inf  J(u) > sup J(h(t)),

u€D1NDs te[0,1]
entao J tem pelo menos quatro pontos criticos uy, us, us e uy localizados nos

conjuntos Dy N Dy, D1\ Dy, Do\ Dy e X \ (D1 U Dy), respectivamente;

Capitulo 3: Estudaremos o problema (1) com néao-linearidade superlinear ou com
nao-linearidade assintoticamente linear. O caso assintoticamente linear inclui
o ressonante. Sob condigoes genéricas provamos que (1) tem trés solugdes nao

triviais ou até sete solugoes nao triviais;

Capitulo 4: Estudaremos o problema (2) com nao linearidade superlinear ou com
nao linearidade assintoticamente linear. Provaremos que (2) tem ao menos trés

solucoes nao triviais.

Faremos aqui um breve historico dos Problemas (1) e (2), bem como um paralelo com

os resultados obtidos nesta dissertacao:

(i) Muitos autores estudaram (1). Dentre tantos, citamos [1], [7], [27] e [29].
Ambrosetti e Rabinowitz provaram que sob condi¢oes subcriticas e superlinear
(1) tem ao menos duas solu¢des ndo-triviais. Esse resultado foi melhorado por
Wang [29] que provou existirem ao menos trés solugoes nao triviais de (1). Os

resultados obtidos aqui sao mais gerais em dois aspectos:



(i)

(i)

Xiv
e As condigoes de nao-linearidade da f sao menos restritivas;
e Obtemos mais propriedades interessantes das solucoes.
Além disso, a abordagem feita aqui difere da feita por Wang em [29]. Os

Teoremas 3.1, 3.2, 3.6 e 3.7 foram provados pela primeira vez em [19], por Zhaoli

Liu em sua tese de doutorado.

Vérios autores estudaram o problema (2), dentre eles citamos [5], [15] e [18].
Alguns deles obtiveram ao menos uma solugao nao-trivial para (2); outros ao

menos duas solu¢oes nao triviais. Neste trabalho obtemos pelo menos trés.

Os métodos para (2) sao adequados para estudar também o seguinte problema
eliptico

—Au = V,F(z,u), x€Q
u = 0, x € 0f)

(5)

onde F € C?(Q x R™ R) e © C RY ¢ um dominio limitado suave. Resultados
similares aos do Capitulo 3, deste trabalho, podem ser obtidos nessa situacao.
O problema (5) bem como problemas similares tém sido estudados por alguns

autores, dentre os quais citamos [3], [8], [26] e [33].



Capitulo 1

Conjuntos Invariantes de Fluxo

Decrescente

1.1 Definicoes e Propriedades Elementares

Nesta secao, através das orbitas do problema de Cauchy, faremos a definicao de
Conjuntos Invariantes de Fluxo Decrescente, bem como verificaremos algumas de suas
importantes propriedades.

Seja X um espaco de Banach e J um funcional de classe C! definido em X.
Denotaremos por J'(u) a derivada de J no ponto u € X, J'(u) € X', e (-,-) é a
aplicacao de dualidade entre X’ e X. Por simplicidade denotaremos ambas as normas
de X e X' por || - || e d(u,v) = ||u — v|| a distancia em X.

Caso X seja um espaco de Hilbert identificamos J'(u) com o gradiente V.J(u) €
X. Um ponto critico de J é um elemento u € X tal que J'(u) = 0 e neste caso J(u) = ¢
¢ um valor critico de J. Denotamos por K o conjunto dos pontos criticos de J, isto é,

K={u:ue X, J(u)=0}e Xo=X\K.

Definicao 1.1 Uma aplicagao lipschitziana W : Xqg — X € chamada um campo

pseudo-gradiente para J se satisfaz:

(1) (J'(u),W(u)) > || (w)||* para todo u € Xy;

1
2



(ii) ||W(u)|| < 2[|J'(u)|| para todo u € X.

Observacao 1.1 A nocao de campo pseudo-gradiente foi introduzida por Palais em
[24]. Veja o Apéndice na pdgina 80 para uma prova da existéncia de um campo

pseudo-gradiente associado a um funcional de classe C*.

Seja W (u) um campo pseudo-gradiente de vetores para J e uy € Xy. Considere

o seguinte problema de valor inicial de Cauchy em Xj:
iu(t) = —Wi(u(t)), t>0
dt T (1.1)
u(0) = wug

Pela teoria de EDO em espagos de Banach, o problema (1.1) tem uma unica solugao
em Xy, denotada por u(t, up), com intervalo maximal de existéncia a direita [0, 7'(ug)).
O conjunto {u(t,ug) : t € [0,T(ug))} é chamado érbita por ug. Observemos que T'(uo)

pode ser um niimero positivo ou +oo0.

Observagao 1.2 Notemos que a fungao t — J(u(t,up)) € decrescente em [0,T(up)).

De fato, temos que

%J(U(t,w))) = (J'(ult, uo)), ' (t, uo)) = —(J'(ult, uo)), W (u(t))) < —%IIJ'(U)H2 <0.

Por essa razao, a fungao t — u(t,ug) € X, para t € [0,T(ug)) € dita uma curva de

fluxo decrescente.

Definicao 1.2 Um subconjunto M C X, nao-vazio, € dito um conjunto invariante

de fluxo decrescente (c.i.f.d.) para J, determinado por W, se
{u(t,ug) : 0 <t <T(up)} C M
para todo ug € M \ K, isto €, as drbitas que iniciam em M continuam em M.
Vejamos agora algumas importantes propriedades desses conjuntos.

Lema 1.1 Suponha que J seja um funcional de classe C* em X e W um campo pseudo-

gradiente para J. Entao

(1) X € um conjunto invariante de fluzo decrescente;
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(ii) para qualquer M, (n € A), uma classe de conjuntos invariantes de fluzo

decrescente, ambos UueA M, e (),cn M, sao também conjuntos invariantes de

HEA

fluxo decrescente;

(iii) para qualquer a € R, os conjuntos de nivel J, = {u € X : J(u) < a} e

J? ={ue X :J(u) <a} sao, ambos, conjuntos invariantes de fluzo decrescente.

Prova. Como X é o conjunto universo, o item (i) é imediato. Para o item (ii) tome
u(t,up) € U,ep My e entdo temos u(t,ug) € M, para algum p € A. Como M, é um

cif.d. temos que {u(t,ug) : 0 <t <wuot C M, CU,ecp My, provando que ., M, ¢

nEA
um c.i.f.d. A prova é andloga para (,c, M. O item (iii) também ¢ imediato pois se
b=u(t,ug) € J, entdo J(b) < a. Como ja sabemos, J é decrescente e portanto temos
que J(u(t,b)) < a para todo t € [0,7(b)), isto &, {u(t’,b) : 0 <t <T(b)} C J,. Para

J? o raciocinio é andlogo. [ ]

1.2 Existéncia de um Ponto Critico

Nesta secao veremos como, a partir dos conjuntos invariantes de fluxo decrescente
fechados, podemos garantir a existéncia de um ponto critico para um funcional J.

Estabeleceremos, também, outras propriedades para tais conjuntos.

Definicao 1.3 Para M C X, diz-se que J satisfaz a condi¢ao de Palais Smale,
doravante denotada simplesmente por (P.S.), em M se qualquer seqiéncia (u,) C M
tal que (J(uy,)) € limitada e J'(u,) — 0 quando n — oo possui uma subseqiéncia

convergente.

Teorema 1.4 Suponha que M € um conjunto invariante de fluxo decrescente fechado
em X e que J satisfaz a condigao (P.S.) em M. Se ¢ :=inf,cpr J(u) > —o0, entdo ¢

¢ um valor critico de J, isto é, existe uy € M tal que J(uq) =c e J'(uy) = 0.

Prova. Primeiramente provaremos a afirmacgao a seguir.
Afirmacgao: Dado uy € M \ K, existe um ponto critico u* em M tal que ¢ < J(u*) <
J (ug).

De fato, para ug € M \ K, temos que

{u(t,ug) : 0 <t <T(up)} C M
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uma vez que M é um c.i.f.d.. Desde que J é decrescente, para todo 0 < t < T'(up),

temos

c < J(u(t,ug)) < J(u(0,up)) = J(ug). (1.2)

Agora, usando (1.1) temos, para 0 < t; < to < T'(up), que

to

t1

Assim,

HU(tQ,Uo) -

/ %u@,uo)dt _ ] W u(t, uo))dt]|

ultr, )| < / 1V (ut, o)) .

Usando a definicao de campo pseudo-gradiente obtemos

to
Julta. o) — uttr,uo)| <2 [ 1" Cult uo) e
t1

Usando a desigualdade de Holder e, novamente, a definicao de campo pseudo-gradiente

temos

|u(ta, uo) — u(ty, ug)|| <2

<2

| ¢

1/2 4, 1/2

7 7 e wo)lFat || [

t1

) 1/2

/2<J/<U(t, up)), W(u(t,uo))>dt [ty — t1]1/2

t1

t 1/2

d
9 / (7wt w0)) St uo) | [t — ]
t1
to 1/2

—2/%J(u(t,u0))dt [to — t4]"/?

t1

<ot )~ St )| a0

Finalmente, observando que segundo (1.2)

J(u(ty,ug)) < J(u(0,up)) = J(up)

e que

J(u(ta,up)) > ¢,



concluimos que para quaisquer t1,ts € [0, T (ug)),
l[w(te, uo) — u(ts, uo)|| < 2v2 (J(ug) — €)% (ty — t1)"/2. (1.3)

Agora dois casos podem ocorrer:
1° Caso: Se T'(ug) < 400, o critério de Cauchy aplicado a desigualdade em (1.3)
implica que

I t,ug) — u'l| =0
lmfult, o) — 7

para algum u* € X. Entao u* € K, isto é, u* é um ponto critico de J, pois do
contrario, o intervalo de existéncia a direita de u(t,ug) seria 0,7 (ug) + T'(u*)) para
algum T'(u*) > 0, mas isto contradiz a maximalidade de [0, T (ug)). Desde que M é
fechado temos que u* € M.

2° Caso: Se T'(ug) = +o0, desde que, por (1.2), t — J(u(t,up)) € R é limitada,
0 <t < 400, 0 Teorema do Valor Médio garante que existe uma seqiiéncia crescente

(t,) com t, /" +oo quando n — +oo tal que

d
— J(u(t, up)) — 0 quando n — +oo.
dt =t

De fato, tomando t, = n temos que J(u(tni1,u0)) — J(u(tn,ug)) = J'(u(&n,up))
onde n < &, < n+ 1. Claro que &, — 400 quando n — +oo. Como n
J(u(tn,up)) & uma seqiiéncia de nimeros reais decrescente e limitada inferiormente,
existe nl_lgloo J(u(tn, up))-

Segue de (1.1) e da defini¢ao de campo pseudo-gradiente que
| (u(tp, uo))||* — 0 quando n — +oo.

Com efeito,
1 (utn, wo) )P < 2 (" (u(tn, uo)), W (w))

—9 <J’(u(tn, o)), —%u(t)>
d

= —QEJ(U(tn, UO)) — 0

Pela condicao (P. S.), existe uma subseqiiéncia convergente de (u(t,,up)), a qual, por

comodidade, denotaremos também por (u(t,,up)). Seja

u* = lim u(t,,up),
n—-+00
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entao u* é um ponto critico de J e u* € M. Com isto provamos nossa afirmacao inicial.

Como ¢ = inf,cpr J(u), entdo dado n € N existe u, € M tal que ¢ < J(u,) <
¢+ 1/n. Agora, usando nossa afirmagao inicial, podemos concluir que existe u> € M
com J'(u) =0ec < J(u?) < c+ 1/n. Portanto, existe uma seqiiéncia de pontos
criticos (u,) C M tal que J(u,) — ¢ quando n — oo. Novamente, pela condi¢ao
(P.S.), ao longo da seqiiéncia (u,) obteremos um limite @ € M o qual é um ponto

critico de J e satisfaz J(uw) = ¢. Com isso concluimos a prova. ]

Definicao 1.5 Sejam M e D conjuntos invariantes de fluro decrescente para J, com

D C M. Denotemos
Cu(D) ={ug € M tal que existe 0 <t <T(ug) para o qual u(t',ug) € D}.

Dizemos que D é um conjunto invariante de fluxo decrescente completo relativo a M

quando D = Cy (D).

Observacao 1.3 Sejam X um espaco topologico e Y um subespaco de X. Uma
aplicagao continua v : X — Y chama-se uma retragao quando se tem r(y) =y para
todo y €Y, ou seja, r|ly = idy. Uma retragao r : X — Y €, portanto, uma extensao

continua a X da aplicagao identidade id : Y — Y. Toda retragcao € sobrejetiva.

Observacao 1.4 Quando existe uma retracao v : X — Y, o subespa¢o Y chama-se

um retrato do espaco X.

Lema 1.2 Notemos que: a) D C Cy(D); b) Cr(D) € o maior subconjunto de M o
qual € um retrato de D; c¢) Cy (D) é 0o menor de todos os c.i.f.d. completos contendo

D e contidos em M.

Prova. O item a) é imediato. Para o item b) devemos mostrar que Cy;(D) é um retrato
de D. Para isto considere a retracao r : Cy(D) — D tal que r(p) = u(t,, p), onde
t, = inf{t' : u(t',p) € D} > 0. Observemos que se p € D entao t, = 0, de modo que
r|p = idp. Tal retragao é um retrato de D. Além disso Cy;(D) é o maior subconjunto
de M que é um retrato de D. Finalmente, para verificarmos c), primeiramente
mostremos que Cjy(D) é completo. Para isto vejamos que Cy(Cp (D)) = Cu (D).

Uma inclusdo é imediata pelo item a), resta-nos mostrar que Cy/(Cy (D)) C Cp(D).
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Assim, seja p € Cy(Cy(D)) entao existe t' € [0,T(p)) tal que u(t',p) € Cp(D).
Logo, existe t” € [0,T(u(t',p))) tal que u(t” +t',p) = u(t",u(t',p)) € D e, portanto
p € Cy(D). Mostremos a minimalidade de Cy(D). Seja Z um c.i.f.d. completo
e tal que D C Z C M. Devemos mostrar que Cy(D) C Z. Por ser completo
temos Cy(Z) = Z. Entao como D C Z temos que Cy (D) C Cy(Z) = Z, isto é,
D c Cy(D) C Z C M como queriamos demonstrar. n

O proximo lema é uma conseqiiéncia direta da Definicao 1.5.

Lema 1.3 Sejam M um c.i.f.d., Dy, Dy C M, ambos c.i.f.d. Se Dy N Dy = (), entdo
Cu(D1) N Cuy(Dy) = 0.

Prova. Vamos usar a contra-positiva, isto é, suponhamos que Cy;(D1) N Cy(Dy) # 0.
Seja ug € Cy(D1) N Ch(Dsg). Isto significa que existem 0 < ¢ty < T'(ug) tais que
u(ty,up) € Dy e u(ta,ug) € Dy, respectivamente. Mas entao, desde que D; e Dy sao
ambos c.i.f.d., para todo max{ty,ta} <t < T'(ug) teriamos u(t,uy) € Dy N Dy, donde
Dy N Dy # 0, o que é uma contradicao. [

Para D C M denotaremos 9y, D como a fronteira de D relativa a M e EM como

o fecho de D relativo a M.

Lema 1.4 Seja M um c.i.f.d. conexo, ) # D C M c.i.f.d completo e aberto relativo a
M. Se D é subconjunto proprio de M, entao Oy D € um c.i.f.d. nao-vazio e completo

relativo a M.

Prova. Pela conexidade de M e o fato de que D é suconjunto proprio de M, temos
que Oy D # (. De fato, se 9D = (), entdo DY = DuayD = D, ou seja, D é
fechado relativo a M. Portanto, sendo D um subconjunto nao-vazio de M, temos
M = DU (M \ D) uma cisao nao-trivial de M, o que é um absurdo, uma vez que M
é conexo. Vamos mostrar que Oy D é um c.i.f.d.. Tome vy € (Oy D) \ K e provemos
que {u(t,ug) : 0 <t < T(ug)} C IyD. Suponhamos, por contradigdo, que existe
0 <t < T(up) tal que u(t',ug) ¢ O D, entdo, u(t',ty) € DU (M\ﬁM). Agora, dois
casos podem ocorrer:

Caso 1: u(t',up) € D. Neste caso temos que uy € Cy (D) = D, o que contradiz
ug € Oy D e o fato de que D é aberto em M.

Caso 2: u(t',ug) € M\EM. Desde que vy € Oy D, M\bM é um subconjunto aberto
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de M e M é um c.i.f.d., pela continuidade do fluxo, existe uma vizinhanca U de uy em
M tal que, para qualquer u; € U, u(t',uy) € M\EM. Dai, escolhendo uy € U N D,
existe t” tal que u(t”,uy) € M\ D" e isto 6 uma contradigao com o fato de D ser um
c.if.d..

Portanto, em qualquer dos casos concluimos que 0y D é um c.i.f.d.

Agora provaremos que Oy D relativo a M é completo. Seja ug € Chr(On D).
Devemos provar que ug € Oy D = EM\D. E claro que ug ¢ D pois, do contrério, desde
que D é um c.i.f.d. e D é aberto em M nao poderiamos ter u(t,ug) € Oy D. Portanto,
resta-nos mostrar apenas que ug € ﬁM. Assuma, por contradi¢ao, que uyg € M \ﬁM.
Como uy € Cy(OuD), existe um 0 < ¢ < T'(ug) tal que u(t',ug) € OyD. Pela
continuidade do fluxo, existem vizinhangas U de ug e V de u(t', up) relativas a M tais
que U C M\EM e ® = u(t',-) € um homeomorfismo de U para V. Escolha u* € VN D,
Entao existe um uy, € U C M\ D" tal que u(t',uy) = u* € D. Portanto u; ¢ D" e

uy € Cy(D), e temos uma contradi¢ao com Cy (D) = D. Logo ug € Oy D. n

Lema 1.5 Suponha que M € um c.i.f.d. conexo. Seja D C M um c.i.f.d. aberto de
M. Entao

(1) Cu(D) é um subconjunto aberto de M ;
(ii) se Cy(D) € um subconjunto proprio de M e inf,co,,p J(u) > —00, entdo

inf J(u) < inf  J(u).

u€dpr D u€dnCr (D)

Prova. O resultado (i) é 6bvio pela continuidade do fluxo. De fato, dado uy €
Crm (D), existe um ¢ € [0,T(ug)) tal que u(t',ug) € D. Sendo D aberto existe
uma vizinhanga aberta U de u(t’,ug) tal que U C D. Dai, pela continuidade do
fluxo, existe uma vizinhanca aberta V' de wg tal que u(t',v) € U para todo v € V.
Portanto ug € V' C Int(Cy (D)), o interior de Cyy(D). Para (ii), vamos assumir que
uy € OyCur(D) e provar que J(ug) > infyes,, p J(u). Notemos que isto é 6bvio se
up € Oy D. Suponhamos entao que ug ¢ dyD. Como D é aberto vemos claramente
que Oy (Chrr (D)) N D = () pois se existisse p € Iy (Cpr(D)) N D terfamos por um lado
que existe r > 0 tal que B,.(p) C D, ja que p € D, e por outro lado que para todo r > 0,
B, (p)N(M\Cy (D)) # 0, ja que p € Oy (Cr (D)), e isto é um absurdo. Entao ug ¢ D,

: A —M :
Portanto, existe uma seqiiéncia (u,) C Cp (D) \ D tal que lim,_ 4 w, = up.
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Desde que u, € Cy(D) e u, ¢ EM, o Teorema da Alfandega garante que existe

um t, > 0 tal que u(t,,u,) € Oy D. Entao segue que

J(up) = J(u(0,u,)) > J(u(tn,uy)) > inf J(u).

u€dy D
Portanto, J(up) = lim,—i00 J(un) > infyues,, pJ(u). Em qualquer caso temos,
portanto, J(ug) > infyeg,,p J(u), finalizando a demonstragao. [

Teorema 1.6 Seja M um c.i.f.d. para J, fechado e conexo. Seja D C M um c.i.f.d.
para J, aberto. Se Cp (D) # M, inf,co,,p J(u) > —o0 e J satisfaz a condigao (P. S.)
em M\ D, entao

inf  J(u) > inf J(u) > —o0,

u€dp Car (D) u€dy D

c = infuea,,00 () J (1) € um valor critico de J e existe ao menos um uy € Oy Cr(D)

tal que J(uy) =c e J'(uy) = 0.

Prova. O primeiro item do Lema 1.5 garante que Cy(D) C M é aberto. Como
por hipotese Cy (D) # M, podemos usar o Lema 1.4, aplicado ao conjunto Cj/(D),
para garantir que Oy Cy (D) # 0 e 0y Cy(D) é um c.if.d.. Além disso, a hipotese

inf,eq,,p J(u) > —00 nos permite utilizar o segundo item do Lema 1.5 e obter

—oo < inf Ju) < inf  J(u):=-c

u€dp D u€d Car (D)
Finalmente, podemos usar o Teorema 1.4 aplicado ao conjunto fechado 0y Cy(D) e
obter um ponto critico em Oy Chr(D). ]
O Teorema 1.6 tem importantes conseqiiéncias. A primeira delas é o bem conhe-

cido Teorema do Passo da Montanha, o qual é devido a Ambrosetti e Rabinowitz.

Teorema 1.7 (do Passo da Montanha) Seja X um espa¢o de Banach e J €
CH(X,R) satisfazendo a condi¢do (P.S.). Se Q é um conjunto aberto e existem dois

pontos ug € Q, uy & Q tais que

max{J(up), J(u1)} < ulergfQ J(u),

entao

¢ = inf max J(h(t))

hel te]0,1]

€ um valor critico de J, onde

F'={h:h:[0,1] = X ¢ continua, e h(0) = ug, h(1) = u;}.
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Figura 1.1: Idéia intuitiva, em R3, do Passo da Montanha

Prova. Sendo h continua e o intervalo [0, 1] conexo, temos, pelo Teorema da Alfandega,
que todo elemento de I intersecta 0€). Dai segue-se que

> i .
c> ulenafﬂ J(u)

Seja € > 0 tal que ¢ — e > max{J(up), J(u1)}. Seja D. a componente conexa por

caminho de

J o ={u:ue X, Ju)<c—e}

contendo uy. Note que todo caminho que comeca em D. continua em D. pois as
componentes conexas por caminho sao sempre disjuntas. Entao, para D. valem os

seguintes fatos:

(i) D, é um conjunto invariante de fluxo decrescente. De fato, devemos mostrar que
para todo v € D,, tem-se {u(t,v) : 0 <t < T(v)} C D.. Se uyg € D. C J°_.
temos J(u(t,v)) < J(u(0,v)) = J(v) < ¢ —e. Logo J(u(t,v)) € J°

c—¢g)

para todo
t € [0,T(v)). Assim, A(t) := u(t,v) é um caminho em J° _ com A(0) = uy € D..

Entao A(t) € D, para todo t € [0,T(v)), pois D, é conexo por caminho.

(ii) Note que w; ndo pertence a D.. De fato, se supormos o contrario teriamos
ug,u; € D. C J?_ .. Considere 7 : [0,1] — D, tal que y(0) = ug, (1) = u;. Entao
J((0)) = J(ug) e J(v(1)) = J(u1), com ug € Qe uy € X\ Q. Pelo Teorema
da Alfandega ~([0,1]) N 99 # 0. Logo existe t; € (0,1) tal que v(t;) € 99
e ai, usando a hipotese, J(v(t1)) > max{J(ug), J(u1)} > ¢. Por outro lado
v([0,1]) C D. e portanto, em particular, J(y(t;)) < ¢ — ¢, para todo t € [0, 1], o

que é uma contradicao.
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(iii) inf,ecop, J(u) = ¢ —e. De fato, seja ¢ € dD.. Entdo, existe (u,) C X tal que
J(up) < ¢ — € e existe (v,) C X tal que J(v,) > ¢ — ¢, com u, — qe v, — ¢
(para isto, basta tomar pontos da bola Bj, (¢) em que 6, — 0). Dai J(q) <c—¢

e J(q) > ¢ — € seguindo, portanto, o resultado.

Com argumento analogo ao item (ii), é facil ver que u; ¢ Cx(D.). De fato, dado
u* € Cx(D.), se u* € D. o caso é semelhante ao item (ii). Caso contrario, existe
t € [0, T(u*)) tal que u(t,u*) € D.. Mas entao J(u*) < J(u(t,u*)) < c—e e o item (ii)
nos leva a mesma contradi¢ao. Portanto Cx(D.) # X. Pelo Teorema 1.6, tomando
M = X e D = D, temos que c. = inf,cgcy (p.) J(u) é um valor critico de J e além disso,
¢ > infueop. J(u) = ¢ —e. Desde que ug € Cx(D;) e uy ¢ Cx(D.), para qualquer
herl,

max J(h(t)) > inf J(u)=c..

te[0,1] u€dD.

Portanto, ¢ — ¢ < ¢. < ¢. Desde que ¢ é arbitrario, a condigao (P. S.) garante que ¢ é
um valor critico de J e , portanto, a prova esta completa. [ |
O proximo teorema afirma que o Teorema do Passo da Montanha é valido num

subconjunto fechado de um espaco de Banach.

Teorema 1.8 Seja X um espago de Banach e consideremos M C X fechado, conexo
por caminho e localmente conexo por caminho. Consideremos ainda que M € um
conjunto invariante de fluxo decrescente, ) é um subconjunto aberto de M, uy € €2 e
up € M\ Q. Se

max{J(up), J(u1)} < inf J(u),

u€dn N

e J satisfaz a condigao (P.S.) em M, entao

— inf J(h(t
¢=,nf max (h(t))

é um valor critico de J e existe ao menos um ponto critico uy € M tal que J(uy) = c,

onde
Py ={h:h:[0,1] = M é continua, e h(0) = ug, h(1) = uy}.

Prova. A prova é analoga a usada no Teorema 1.7. Precisamos apenas substituir X
por M e O por Oyy. ]
O proximo lema serd usado para obtermos uma outra conseqiiéncia do

Teorema 1.6.
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Lema 1.6 Suponha que H € um espaco de Hilbert, M é um subconjunto fechado e
convero de H e J : H — R é um funcional de classe C* tal que J'(u) pode ser expresso
na forma J'(u) = u— Au com A(OM) C M. Entao existe um campo pseudo-gradiente
de vetores W para J tal que M € um conjunto invariante de fluxo decrescente para J

determinado por W.
Prova. Seja Ho = H \ K, onde K = {u € H: J'(u) = 0}. Para u* € Hy, defina
* * 1 ! * !/ 1 ! *
Uu’) = qu€Ho: [[Au — Au’[| < T e [T > ST @)l

e note que U(u*) # () pois u* € U(u*). Entdo, pela propria construgio, a cole¢ao
{U(u*) : u* € Ho} é uma cobertura aberta de Hy. Pelo Teorema de Stone [28], existe
uma cobertura aberta localmente finita de Hy, {W) : A € A}, que é um refinamento
da cobertura {U(u*) : u* € Hop}.

Consideremos, para A € A, as funcdes ay, ¢, : Ho — R dadas por,

a)(u) = d(u, Ho \ W)

ay(u)

> an(u)

A€A

Pa(u) =
Entao, valem as seguintes propriedades:
(i) ay é uma contragao fraca, isto é,
|d(u, Ho \ Wi) — d(v, Ho \ W))| < d(u,v).
De fato, devemos mostrar que
—d(u,v) < dlu, Ho \ Wa) — d(v, Ho \ W) < d(u,v).
Ora, para todo x € Hy \ W), temos
d(u, Ho \ W) < d(u,x) < d(u,v) + d(v, ),

ou seja,

d(u, Ho \ W) — d(u,v) < d(v,z).
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Esta desigualdade valendo para todo = € Hy \ W), concluimos que
d(u, Ho \ W) — d(u,v) < d(v,Ho \ Wy),

ou, 0 que é 0 mesmo,
d(u, Ho \ W) — d(v, Ho \ W) < d(u,v).

Este ¢ um dos lados da desigualdade que queriamos demonstrar. O outro lado

decorre dai, invertendo os papéis entre u e v.
Claramente 0 < ¢,(u) < 1 e, particularmente, se u € Hy \ Wy entao ¢,(u) = 0.

¢ € uma aplicacao localmente Lipschitziana. De fato, dado uy € Hy, tome Vj

vizinhanga de ug e Wy, -+, Wy os elementos da cobertura {W) : A € A} que

intersectam Vy. Sejam u,v € Vy. Note que ay(u) = 0 se X & {ky, ko, -+ k)

Caso contrario temos

I a(u) (v

[PA(w) — da(v)] ]gak(u) %\ak(v)

an(u) - k%;\ ag(v) — ax(v) - Ig&k(u)
> ag(u) - Y ag(v)

keA keA

Por comodidade facamos

P = (Z ag(u) - Zak(v)> :

keA keA

E dai segue-se

[0a(u) = oa(v)| < P X |aa(u)ak(v) — ax(v)ak(u)]

= P%\ lan(u)ag(v) — ax(v)ag(v) + ax(v)ar(v) — ax(v)ag(u)]
= Pk% |k (v) [ (u) — ax(v)] + ax(v)[ag(v) — ar(u)]].

Usando a desigualdade triangular obtemos

[0a(w) = oa(v)] < P 3 Jak(v)an(u) — ax()]] + P 3 |ax()]aw(v) — ar(u)]]

keA keA

= Play(u) —ax(v)] - REEJA |k (V)] + Pa(v) - kGZA | (v) = ag(u)].

Agora usamos o fato de a, com A € A, ser uma contragao fraca vem
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[0a(u) = oa(v)] < Plu—v[- 3 Jor(v)| + Pax(v) - > |v—ul

= Plu — v| ]g | (V)] + Plu — v 'kze;\a,\(v)
= lu=vl- P 2 low(v) + an(v)]

=C-lu—uvl.
Para A € A tal que WyNOM # 0, fixe ay € WyNOM e defina B : Hy — H como
Bu = Z¢>\(U)Aa)\, u € Hp.
AEA

Entdao B é localmente Lipschitz e portanto W := I — B também satisfaz (pois [
e B satisfazem). Para qualquer u € H,, existe apenas um nitmero finito de W), que
denotaremos W), (i = 1,2,...,n(u)), os quais contém u. Para cada \; (1 = 1,2, ..., n(u)),
existe u}, € Ho, tal que Wy, C U(uy,). Portanto, para i = 1,2,...,n(u), temos

1
14w = Aax || < [ Au = Auj || + [ Auy, + Aax || < 21T @)1

isto é,
1 !/
14w — Aay, || < SIS (w)]]- (1.4)

Desta desigualdade e usando que ), ér(u) = 1 obtemos

W (w)[| < 2|[J*(w)l, w € Ho,
2(J" (), W(w)) = |J"(w)[I*, v € Ho.

De fato, para provarmos a primeira desigualdade, notemos que
Wl = I(I = B)(u)|| = |lu— Bull.
Usando a desigualdade triangular obtemos

W (w)|| < |lu — Aul| + | Au = Bul| = f|u — Aul| + || Au =)~ ¢x(u)

AEA

?

isto é,



W (@)l < lu— Aul| + | Y éa(u)Au =Y da(u)Aay

A€A AEA
= Jlu— Aul| + ||> [62(w) Au — 65 (u) Aay]
AEA

= [lu— Aull + D éa(u)[Au — Aay]||.
AEA

Novamente pela desigualdade triangular obtemos

W ()| < Jlu = Aull + ) lléx(w)[Au — Aay]|

AEA

e finalmente, usando (1.4) obtemos

W )] < flu— Aul + ¢A(U)%I|J’(U)

AeA
<17 @+ 517w Y loa(w)
AEA
= 21wl
< 2.7 (u)]|

Para obtermos a segunda vejamos que,

1" (w)l|* =

15
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade triangular e (1.4),
respectivamente, obtemos

17 @)1 <(T' (), W (w) + [T (@) - || éaw)(Aay — Aw)

AEA

<(J'(w), W () + [T ()] - | D éalu HAaA—AUII>

A€A

(T, W) + 7@ | Do) 51 (u )|I>

AEA
=), W) + 517 )
e dai segue a segunda parte. Assim, mostramos que W é, de fato, um campo pseudo-
gradiente de vetores para J.
Agora consideremos o seguinte problema de valor inicial associado ao campo

pseudo-gradiente W:
d

%u(t) = —Wi(u(t)), t>0,
u(0) = wu(ta,up).
A seguir, provaremos que M é um c.i.f.d. para J determinado por W. Para tanto

faremos uso do seguinte fato:

B(OM N'Hy) C M. (1.5)

Consideremos que ug € M \ K. Se existisse 0 < t; < T'(ug) tal que u(ty,ug) ¢ M
entdo existiria um ntamero ty : 0 < £y <ty tal que u(ty, ug) € OM e u(t,ug) ¢ M para

to <t <t;. Desde que
u+ A=W(w)=1—-Nu+ABue M

para u € OM NHp e 0 < A < 1, de acordo com [11], existe um ndmero § > 0
tal que wu(t,u(te,up)) € M para 0 < t < 6. Segue-se que u(t,ug) € M para
ty <t < ty+ 4, contradizendo a defini¢ao de t5. Portanto, para uy € M \ K, temos que
{u(t,up) : 0 <t < T(up)} € M, mostrando que M & um c.i.f.d.

Finalmente, vamos mostrar que (1.5) ocorre. Com efeito, se u € M N Hy e
ox(u) # 0 para algum A € A, entdo ay(u) # 0, isto é, u € Wy e assim v € W, NIM.
Isto significa que WNIM # () e portanto ay € WyNIM. Mas desde que A(OM) C M
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temos que Aay € M. Entdo, sendo Y, ) #x(u) = 1, Bu é uma combinacio convexa

de elementos de M e desde que M é convexo concluimos que Bu € M. [ |

Teorema 1.9 Considere 'H um espaco de Hilbert, M um subconjunto fechado e
convezo de H e J : H — R um funcional de classe C* tal que J'(u) pode ser expresso
na forma J'(u) = u — Au, com A(OM) C M. Consideremos também que J satisfaz a
condi¢ao (P.S.) em M, que Q2 é um subconjunto aberto de M e existem dois pontos,
ug € Q, uy € M\ Q tais que

max{J(ug), J(u1)} < inf J(u).

ucop

Entao
c¢= inf max J(h(t))

hel'y te[0,1]
é um valor critico de J e existe ao menos um ponto critico w € M tal que J(u) = c e

J'(u) =0, onde
Ly ={h:h:[0,1] = M é continua, e h(0) = ug, h(1) = uy}.

Prova. O Lema 1.6 garante a existéncia de um campo pseudo-gradiente W para J
tal que o conjunto M é invariante de fluxo decrescente para J determinado por W.

Portanto, o Teorema 1.8 garante a existéncia de pelo menos um ponto critico u € M

tal que J(u) =ce J'(u) = 0. [



Capitulo 2

Multiplicidade dos Pontos Criticos

Neste capitulo, daremos algumas condigoes suficientes para garantir a existéncia
de pelo menos quatro pontos criticos para um funcional J de classe C'. Analisaremos
separadamente os casos em que J esta definido em um espago de Banach X e o em que
estd definido em um espaco de Hilbert H. Suporemos também, que W é um campo
pseudo-gradiente de vetores para J.

O seguinte resultado técnico sera tutil na prova do proximo teorema.

Lema 2.1 Sejam X = {(t,s) : 0 < t,s < 1} C R ¢ O um subconjunto aberto de X
tal que
{(t,0):0<t<1}CO,

{(t,1): 0<t <1} NnO = 0.
Entao existe uma componente conexa I' de 00, a fronteira de O em )Af,
intersectando ambos {(0,5) : 0 <s <1} e {(1,5):0 < s <1}, isto €,
{(0,8): 0< s <1}NT #0,
{(1,s):0<s<1}NnT #0.

Prova. Para a demonstragao deste resultado vide o Apéndice, na pagina 90. [
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Figura 2.1: Tlustra¢ao do Lema 2.1

2.1 Caso Banach

Teorema 2.1 Seja X um espaco de Banach e suponhamos que:

e 0 funcional J satisfaz a condi¢ao (P.S.) em X;

Dy e Dy sao subconjuntos abertos e conexos de X, invariantes de fluzo decrescente

para J determinado por W

0D, C Cx (Dl)

0Dy C Cx (Dg)

Dy N Dy # (.

Além disso, suponhamos que existem um caminho h : [0,1] — X e um ponto

w € D1 N Dy tais que

h(0) € Dy \ Do, h(1) € Dy \ Dy,
sh(0)+ (1 —s)w € Dy, sh(1)+ (1 —s)w e Dy, se 0<s<1,

inf  J(u) > sup J(h(t)). (2.1)

u€D1NDy t€[0,1]

Entao J tem ao menos quatro pontos criticos, ui, U, Uz € Uy, localizados do sequinte

modo: uq EDlﬂDg, U2 GDl\ﬁg, Uus EDQ\E]_ € Uy GX\(El UbQ).
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Prova. Comecaremos provando as quatro afirmacgoes a seguir:
Afirmacao 1: Os conjuntos D; e D, sao fechados, conexos e invariantes de fluxo
decrescente para J.

Com efeito, desde que os conjuntosD; e Dy sao invariantes de fluxo decrescente,
basta mostrar que dado uy € dD; temos {u(t,ug) : 0 <t < T(ug)} C D;. Para isso,
suponha que existe t' € [0,T(ug)) tal que u(t',uo) ¢ Dy, isto é, u(t',ug) € X \ D;.
Entdo, desde que X \ D, é aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(u(t',up)) C X \ D;. Pela
continuidade do fluxo, existe uma vizinhanca Bs, 6 > 0 de ug e um homeomorfismo
¢ = u(t, ) de Bs em B, tal que ®(Bs(ug)) C B.(u(t',up)). Dai, como uy € 0D;,
podemos tomar u* € BsN Dy e, portanto, existe ¢’ tal que u(#,u*) € X \ D;. Mas isto

¢ uma contradi¢ao, pois Dy é um c.i.f.d. Para Dy a demonstracao é andloga.

Figura 2.2: Idéia da contradigao.

Afirmacao 2: Se D; e D, sao ambos c.i.f.d. entao D; N Dy também o é.

De fato, dado uy € Dy N Dy, temos que, ug € Dy e ug € Dy. Entao
{u(t,up) : 0 <t <T(up)} C Dy e{ul(t,ug):0<t<T(ug)} C Ds.

Logo {u(t,up) : 0 <t < T(ug)} C Dy N Ds.
Afirmacgao 3: Se D; e Dy sdo ambos c.i.f.d. entao Cx(D;NDy) = Cx (D) NCx(Ds).
Com efeito, dado ug € Cx(D; N Dy) temos que existe t' € [0,T(ug)) tal que
u(t',up) € Dy N Dsy, isto é, u(t',up) € Dy e u(t',up) € Dy. Dai ug € Cx(Dy) e
uy € Cx(Ds), ou seja, uy € Cx(D;) N Cx(Dy), mostrando que Cx(D; N Dy) C
Cx(Dy) N Cx(Dy). Para a outra inclusao, dado ug € Cx(D;) N Cx(Ds) temos que
ug € Cx(D1) e ug € Cx(Dy). Dai existem tq,ts € [0,T(ug)) tais que u(ti,up) € Dy e

u(ty, ug) € Ds. Logo, para max{ti,to} <t < T(up) temos u(t,ug) € Dy N Dy, isto é,
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ug € Cx (D1 N Dy).
Afirmacao 4: Nao existem pontos criticos em dD; e nem em 9D, isto é, 0D;NK =)
e 0Dy N K = (. Com efeito, para i € {1,2}, se fosse dD; N K # (), existiria algum
ug € 0D; N K ponto critico de J. Entao o fluxo em ug seria nulo, nao existindo
0 <t < T(u) tal que u(t,ug) € D;. Mas isto é uma contradigdo com a hipotese
0D; C Cx(Dy).

Agora mostraremos a existéncia dos quatro pontos criticos. Para isto nos
valeremos de quatro etapas, em cada uma das quais chegaremos a um ponto critico

numa localizagao especificada na figura abaixo:

X

Figura 2.3: Localizacao dos Pontos Criticos.

1* Etapa: Vamos mostrar que J tem um ponto critico u; € Dy N Ds.

Pelas Afirmacoes 1 e 2, D; N Dy & um c.i.f.d. fechado. Por hipotese,

inf  J(u) > —oc.
ueD1ND2

Logo, pelo Teorema 1.4, J tem um ponto critico u; € D; N Dy e inf, 5,5, J(u) é o
valor critico associado.

Pela Afirmagao 4, J nao tem pontos criticos em 0D; U 0Dy. E dessa forma
concluimos que u; € Dy N Ds.

22 Etapa: Vamos mostrar que f tem um ponto critico us € Dy \ Ds.

Nossa intencao é usar o Teorema 1.6 com M = D1, D = Dy N D,. Neste intuito,

precisamos mostrar os seguintes fatos, que sao as hipoteses do Teorema 1.6:

(i) Cﬁl(ﬁl N Dy) # D;. Com efeito, temos que Dy N Dy é um aberto de D;.
Novamente, pelas Afirmacoes 1 e 2, DN Dy é um c.i.f.d. Desde que, por hipotese,

h(0) € Dy \ Dy e, em particular,

inf  J(u) > J(h(0)) (2.2)

ueﬁl ﬂﬁg
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afirmamos que

h(0) € Dy \ Cp,(Dy N Dy).

De fato, suponha que existisse ¢ tal que u(¢, 2(0)) € D; N D,. Entdo, usando a
Observacao 1.2, teriamos
J(h(0)) = J(u(0,h(0))) > J(u(t,h(0))) = inf  J(u)
ueD1ND2

que ¢ uma contradi¢do com (2.2). Portanto, C, (D1 N Dy) # Dy.

(ii) inf ] J(u) > —oo. Com efeito, fazendo M = Dy e D = Dy N Dy

ueaﬁl [Cﬁl (51 ﬂDg)

no Lema 1.5 temos que

Cp,(D1 N Dy) & um subconjunto aberto de D, (2.3)
e mais,
inf Jw)> inf  J(u)
u€dp, [Cp, (DiNDy)] u€dp, (D1NDz)
> inf  J(u)
u€D1ND2
> — Q.

Observamos que a segunda desigualdade acima é verdadeira porque aumentamos

o conjunto.
Agora podemos usar o Teorema 1.6, com M = DieD=D;N D5, obtendo

inf Jw)> inf  J(u) > —oo
uedp, [Cp, (DiNDy)] u€dy;, (D1ND3)

e mais, imfueaﬁl [C5, (D1D)] J(u) & valor critico de J e existe ao menos um ponto critico
uy em Op, [051 (D; N Dg)] . Vamos mostrar que uy ¢ D; N D,. Com efeito, observemos
que como

85 [Oﬁl(ﬁlﬂDgﬂ Cﬁl e 8D1ﬂK=®

1

temos que uy € Dq. Além disso, (2.3) garante que pelo primeiro item do Lema 1.5
temos

9p, [Cp, (D1 N Dy)| N [Cp,(Dy N Dy)| =10,

1
e por definicao,

31 N D2 C [Cﬁl (El N Dg)} .
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Portanto, concluimos que
[05,(Cp, (D1 N Dy))] N (Dy N Dy) = 0.

Somando-se a isso que, pela Afirmacio 4, 0D, N K = () concluimos que uy € Dy \ Do,
como queriamos demonstrar.

32 Etapa: Para mostrar que J tem um ponto critico us € Dy \ D; usamos um
raciocinio analogo ao da 2* Etapa.

4* Etapa: Vamos mostrar que J tem um ponto critico em X \ (D U Dy).

Seja X o quadrado definido no Lema 2.1 e defina a aplicacao G : X — X como
G(t,s)=sh(t)+ (1 —s)w; 0<s<1; 0<t<l1

onde h(t) e w sao como nas hipoteses. Notemos que G associa a cada t € [0,1] o
segmento que une os pontos h(t) e w. Entdao G é continua de X em X, pois h(t), s e
(1 — s) sdo continuas.

Consideremos
V= {(t, s) € X :G(t,s) € Cx(Dy N Dg)} — G (Cx (D1 N Dy)).
No intuito de usar o Lema 2.1, mostraremos que para V' valem os seguintes fatos:

(i) V é subconjunto aberto de X. De fato, pelo Lema 1.5, o conjunto C'x(D; N Dy)
¢ um subconjunto aberto de X. Como V = G~ (Cx(D; N Dy)) e a aplicagdo G
¢ continua de X em X, temos que V é a imagem inversa de um aberto por uma

aplicacao continua.
(i) {(¢,0):0<t <1} C V. Com efeito, como
G(t,0) =0h(0) 4+ (1 —0)w =w € D1 N Dy
e Dy N Dy C Cx (D1 N Dy) temos que (t,0) € V, para todo 0 <t < 1.

(iii) {(¢,1) : 0 <t <1}NV = (. Com efeito, observemos que pela condigao (2.1),

existe n > 0 tal que

inf  J(u) >sup{J(G(t,s)) : (t,s) € [0,1] x [1 —n,1]}.

u€D1ND2



24

Figura 2.4: Idéia da Componente Conexa

De fato, notemos que [0, 1] x [0, 1] é um compacto e J(G(t,s)) é continua. Entao
J(G(t,s)) é uniformemente continua. Além disso, J(h(t)) = J(G(t,1)). Sendo
J continua em G(t, 1), dado € > 0, existe n > 0 (note que pela continuidade

uniforme, 7 ndo depende de ¢) tal que para s € [1 —n,1] e t € [0, 1] tem-se
Dai segue-se que

J(G(t,s)) < J(G(t,1) + e < sup J(G(t,1)) + ¢

te[0,1]
e portanto, tomando o supremo para (t,s) € [0, 1] x [1 — 7, 1], otemos

sup{J(G(t,s)): (t,s) € [0,1] x [1 = n,1]} < sup J(G(t,1)) +¢

te(0,1]

= sup J(h(t))+¢

te(0,1]
< inf  J(u)+e,
ueD1NDo

ou seja,

{J(G(t,s)): (t,s) € [0,1] x [L =n,1]} < inf  J(u). (2.4)

uweD1NDy

Afirmamos que

Vn{(ts):tel0,1],se[l—n1]}=0.

Com efeito, suponha que existisse u* = (t*,s*) € V com t* € [0,1] e s* € [1—n, 1].
Entdo G(u*) € Cx(D; N Dy), ou seja, existiria ¢ € [0,7(G(u*))) tal que
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u(t',G(u*)) € Dy N Dy. Mas entdo, lembrando que J é mondtona decrescente
e usando 2.4, obteriamos

J(G(u")) = J(u(0,G(u")) 2] (u(t', G(u")))
> inf  J(u)

w€D1ND2

> sup{J(G(t,s)) : (t,s) € [0,1] x [1 —n, 1]}

e isso é uma contradi¢do. Dai resulta claramente que V N {(¢,s) : t € [0,1],s €

[1—n,1]} =0, como queriamos demonstrar.

Seja O a componente conexa de V' contendo (0,0). Entao O é um subconjunto
aberto de X e satisfaz {(t,0) : 0 < t < 1} C O uma vez que as componentes
conexas sao disjuntas e o segmento {(£,0) : 0 < t < 1} & conexo. Além disso,
{(t,1): 0<t<1}NO =0.

Portanto, pelo Lema 2.1, existe uma componente conexa [' de O intersectando

ambos {(0,s5): 0 <s<1}e {(1,s):0<s<1}. Além disso, valem os seguintes fatos:
(a) G(I') é conexo pois é a imagem de um conexo por uma aplicagdo continua;
(b) GI)N{sh(0)+(1—s)w:0<s <1} #0, istoé, GT)N{G(0,s): 0 < s <1} £ 0
(c) GO)N{sh(1)+ (1 —s)w:0<s <1} #0,isto é, G(1,s) : 0 < s <1} £ 0.

Nosso proximo objetivo é mostrar que G(I') C dCx(D; N Dy). Considerando
que, por hipotese, w € Dy N Dy, h(0) € Dy, h(1) € Dy e que Dy, Dy sdo conjuntos

convexos, temos que
{sh(0)+ (1 —s)w:0<s<1}CD; e {sh(l)+(1—=s5)w:0<s<1}C Ds.
Logo, os itens (b) e (¢) acima garantem que G(I') intersecta ambos, D; e Dy, isto &,
GIT)NDy#0 e GI)N Dy #0. (2.5)

Desde que O é uma componente conexa de V', temos que dO C 9V e consequentemente

I' C 00 C 9V e, portanto,

G(T) C G(OV). (2.6)
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Afirmacgao 5: G(0V) C 9(G(V)). De fato, dado uy € G(0V') devemos mostrar que
up € (G(V)), isto é, qualquer bola centrada em ug intersecta tanto G(V') quanto seu

complementar. Mais precisamente, para todo € > 0,
B.(ug) NG(V)#0D e B.(ug) N(X\GV)) #0.

Ora, se ug € G(9V), entdo existe p € JV tal que G(p) = ug. Como G é continua,
dado n > 0 existe 6 > 0 tal que G(Bs(p)) C By(up). Como p € 9V, dois casos podem
ocorrer:

Caso 1: ¢ € B;s(p) \ V. Nesta situacido temos que G(q1) € Cx (D1 N Dy), ou seja,
G(q) € X\ G(V), isto é, B,(up) N (X \ G(V)) # 0;

Caso 2: se g2 € Bs(p)NV, temos que G(q2) € Cx(D1NDy), isto é, B, (ug) NG(V') # 0.
Isto prova a Afirmacao.

Usando a Afirmacao 5 e a definicao de V' temos que
G(OV) C 9(G(V)) C 9Cx (D1 N Dy).

Entao, por (2.6) temos que G(I') C 0Cx(D; N Dy), como queriamos mostrar. Notemos
que isto implica que G(I') N Cx (D1 N Ds) = 0, pois Cx (D1 N Dy) é aberto.
Os dois itens abaixo sao conseqiiéncias diretas do que fizemos até aqui e fornecem

propriedades do conjunto G(I).

(i) D1 N Dy C Cx (D1 N Dy). Com efeito, desde que, por hipotese, 0D; C CxD; e
0Dy C Cx D5 usando a Afirmacao 3, temos
8D1 N 8D2 CCX(Dl) N Cx(Dg)
= CX(Dl N DQ)

e por definigao temos Dy N Dy C Cx (D1 N Dy).
(ii) G(I')N (D, N Dy) = (). Para isto basta lembrar que G(T') N Cx(D; N Dy) = (.

De (2.5) temos que G(I') N Dy # @ e pelo item (ii) acima, G(I') N (Dy N Dy) = 0.
Dai vemos que G(I') N (D, \ Dy) # 0, isto ¢, G(T') intersecta D; \ D,. Analogamente
podemos provar que G(I') intersecta Dy \ D.

Suponha que A seja a componente conexa de dCx(D; N Dy) que contém G(I).

Entao, claramente A intersecta ambos D, \32 e Dy \El. Agora consideremos os
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Figura 2.5: Idéia intuitiva do ponto exterior a D; U D

conjuntos dos pontos de A que estdo ou estardo em D; \ Dy ou Do \ D;. Mais

precisamente

Ay ={up € A:u(t',up) € D1\ Dy para algum t' € [0,T(ug))}

Ay ={ug € A:u(t',up) € D2\ Dy para algum t' € [0,T(ug))}

Notemos que A; e Ay sdo subconjuntos nio vazios uma vez que G(I') intersecta Dy \ Do
e Dy\ Dy. Além disso, A; e Ay sdo disjuntos. De fato, se existisse u* € A;N A, teriamos

uma contradicao para qualquer das seguintes possibilidades:
(a) up € D1\ Dy e ug € Dy \ Dy é uma contradicio 6bvia;

(b) Existem t' e ¢ tais que u(t',ug) € D1\ Dy e u(t’,ug) € Dy \ D;. Parat =
maz{t',#"} temos um contradicio. Por exemplo, se t = t' entdo u(t”,ug) € Dy\D;

e derveriamos ter u(t',ug) € Dy pois Dy é um c.i.f.d.;

(c) ug € Dy \ Dy e existe t' tal que u(t',up) € Dy \ D;. Contradicdo pois D; &, por

hipotese, um c.i.f.d.
Desde que D; N Dy, = () e A é conexo, temos que
AN\ (A UAy) #0.

Tome, entao, ug € A\ (A1 UAs). Se uy € K entdo a demonstragio esta finalizada pois

ug & ponto critico e ug € X \ (D; U Dy). Se, porém, ug ¢ K entdo, vamos mostrar que

{U(t, ’LLO) 00 S t < T(UQ)} C 8CX(D1 N D2)
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De fato, pela propria construgao, A C 0Cx(D; N Dy) bastando mostrar a seguinte
afirmacao

Afirmacgao 6: O0Cx(D; N Dy) é um c.ifd. para J. Com efeito, dado uy €
0Cx(D1NDy), se existisse ' tal que u(t', ug) ¢ ICx(D1NDy) entao dois casos poderiam
ocorrer:

Caso 1 : u(t',ug) € Cx(Dy N Dy). Lembramos que, pelo Lema 1.5, Cx(D; N Dy) é
aberto. Dai, pela continuidade do fluxo, a imagem de uma vizinhanga aberta V; de ug
estd contida numa vizinhanca aberta V5 de u(t', ug) e além disso, Vo C Cx(D1NDy). A
imagem dessa vizinhanca pelo fluxo, esta contida, por sua vez, numa vizinhanca aberta
V3 totalmente contida em D; N Dy. Portanto, se tomarmos u* € V' \ m
temos, pela continuidade do fluxo, que existe t” tal que u(t”,u*) € Dy N Dy, isto é,
u* € Cx(D1 N Dy) o que é uma contradicao.

Caso 2 : u(t',up) € X \ Cx(D; N D,). Novamente, pela continuidade do fluxo, a
imagem de uma vizinhanga aberta V] de u(t',ug) esta contida numa vizinhanca aberta
Vs de ug. Tomemos u* € V] tal que sua imagem pelo fluxo esteja em VoN[Cx (DN Dy)].
Analogamente ao Caso 1, existe t” tal que u(t”,u*) € D;N Dy, isto é, u* € Cx(D1NDy)
o que é uma contradi¢ao, provando a Afirmacao 6.

Entao, pelo Lema 1.5 temos

inf Jw)> inf  J(u)> inf J(u) > —o0.

u€dCx (D1ND7) "~ wed(D1NDy) we€D1NDa

Portanto, para todo ¢ € [0,T(ug)) temos

J(up) = J(u(0,up)) > J(u(t,ug)) > inf J(u) > —o0.

ueD1NDoy

Dai, o argumento do Teorema 1.4 mostra que existe uma seqiiéncia crescente (t,)
com t, /" T(up) quando n — —+o0o tal que o limite de (u(t,,up)) € um ponto critico.

Denotemos uy = lim,, . u(t,, uo). Finalmente basta observarmos que:

(i) ug ¢ DiNDy. De fato, basta notar que (u(t,, up)) C OCx(D1ND3) e Cx(D1NDs)

é aberto;

(ii) uy € (D1 \ D2) U (D3 \ Dy). De fato, como basta notar que ug € A\ (A; N Ay) e

up ¢ Ay U Ag. Para ver isto, basta observar as definigoes de A; e Ag;
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(iii) ug ¢ OD; € ug ¢ 0Dy. A auséncia de pontos criticos em 9Dy e 9D, foi mostrada

na Afirmacao 4.

Portanto uy ¢ D1 U Do, ou seja, ug € X \ (D U Dy). ]

2.2 (Caso Hilbert

No que segue, ‘H denota um espaco de Hilbert e J : H — R um funcional de
classe C'. O proximo resultado garante, sob certas condicoes, a existéncia de um

campo pseudo-gradiente para um funcional J.

Lema 2.2 Seja J : H — R um funcional de classe C' tal que J'(u) pode ser expresso
na forma J'(u) = u — Au. Suponha que Dy e Dy sio conjuntos tais que D1 N Dy # (),
A(0ODy) C Dy e A(ODy) C Dsy. Entao, existe um campo pseudo-gradiente de vetores
W para J, o qual torna os conjuntos Dy e Do invariantes de fluxo decrescente. Além

disso, tem-se 0Dy C Cy(D1) e 0Dy C Cy(Do).
Prova. Seja Ho = H \ K. Para u* € Hy, defina
* * 1 ! ! 1 ! *
UW') = qu € Ho: [[Au— A < Sl T ()l e |7 @)l > 5l ()l

Entao {U(u*) : u* € Ho} é uma cobertura aberta de Hy. Por ser paracompacto (Ver
[28]), Ho tem uma cobertura {IWWy : A € A} que é localmente finita e é um refinamento
de {U(u*) : u* € Ho}.

Para qualquer A € A, se W, NoD; # 0, WaNdDy # 0 e WyNIOD; NODy =
entao substituimos este tal conjunto W) da classe {W) : A € A} por Wy, = W)\ 9Dy e
Wy, = Wi\ 0Dy, isto é, trocamos Wy por Wy, e W, em {WW, : A € A} (veja a Figura
2.2). Essa substituigao é feita a fim de garantirmos que W) N 9D; N 9Dy # () sempre
que WANOD; # 0 e WyNODy # 0 para qualquer A € A.

Para qualquer A € A, escolhemos um ponto ay € W), que satisfaz
(a) Se W\N 9D, N9OD, = () entdo ay € W), é escolhido arbitrariamente;
(b) Se Wy N oD, 7é 0e WyNoDy = (0 entao ay € W, ﬁ@Dl;

(C) Se W)\ﬁaDg 7£ (Z) e W)\ﬂaDl = @ entao ay € W)\ﬂaDg;



30

w5

Figura 2.6: Idéia da situacao em que o W) serd substituido
(d) Se Wy N oD, 7é 0e Wy N oD, 7é () entao ax € WxN oDy NAD,.

Definamos as fungoes ¢y : Ho — R, B : Hy — H e W(u) = u— Bu, como no Lema 1.6.
Entao, o mesmo lema garante que W ¢ um campo pseudo-gradiente de vetores para J.
Afirmagao 1: B(0D,) C Dy e B(OD3y) C Ds.
Com efeito, observemos primeiramente que como, por hipotese, A(0D;) C D; temos
que 0D C Hy, isto é, nao ha pontos criticos em dD; pois, se existisse uyg € D com
ug € K entao J'(ug) =0 e como J'(ug) = ug — Aug, teriamos Aug = ug € D7 o que é
uma contradi¢ao com a hipotese A(0D;) C D; e o fato de Dy ser aberto. Mostremos
agora que dado u € 9Dy, temos que B(u) € D;. Seja A € A tal que ¢y(u) # 0, isto é,
ax(u) # 0, ou ainda, u € Ho N Wy. Entao u € W) NADy, ou seja, Wy NID; # (). Pelo
caso (b) temos que ay € 0D;. Por hipotese A(0D;) C D; e isto implica que Aay € D.
Desde que D é convexo, temos que
Bu =Y ¢x(u)Aay € Dy,
AEA

isto é, Bu é uma combinagao convexa de elementos de Dy, uma vez que ), ¢x(u) = 1.
Logo B(0D,) C Dy, como queriamos demonstrar. Analogamente, usando o caso (c),
conclui-se que B(0Dy) C D,, provando a Afirmagao 1.

Como na prova do Lema 1.6, Dy e Ds sdo c.i.f.d. para J determinado por W.
Mostremos que, a partir dai, os conjuntos D; e D, sao invariantes de fluxo decrescente
para J determinado por W. De fato, se, por exemplo, D; nao fosse um c.i.f.d.,

existiria ug € Dy e t' € [0,T(up)) tal que u(t',ug) ¢ D;. Pela teoria de EDO em
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espacos de Banach existem uma vizinhanca U; de ug com U; C Dy e uma vizinhanca
Uy de u(t',up) tal que a aplicagdo & = wu(t',-) é um homeomorfismo de U; em Us.
Desde que u(t',ug) ¢ D, existe algum z € Uy \ D;. Escolhamos u; € U, tal que
®(uy) = u(t',u1) = z. Entdo uy € Uy C Dy e u(t',u1) = z ¢ Dy, o que é uma
contradicdo pois o conjunto D; é invariante de fluxo decrescente. De modo analogo D
é um c.i.f.d..

Finalmente, resta-nos mostrar que 0D, C Cy(Dy) e 0Dy C Cy(D2). Considere
up € 0Dy e vamos verificar que uy € Cy(D1). Se ug ¢ Cr(D1) entdo {u(t,ug) : 0 <

t <T(up)} € Dy e, como vimos que D; é um c.i.f.d. entdo
{u(t,up) : 0 <t <T(up)} C 9Dx. (2.7)
Dai, como ja mostramos que B(0D;) C D, segue-se que
{Bu(t,up) : 0 <t < T(up)} C Dy.

Afirmacao 2: O o fluxo u(t, ug) associado ao problema

d
au(t) = —Wi(u(t)), t>0,
u(0) = o
satisfaz a formula
t
u(t, ug) = e fug + /e_t+sBu(s,u0)ds para 0 <t < T (up). (2.8)

0

De fato, temos claramente que
0
u(0,ug) = €"ug + / " Bu(s, ug)ds = ug.
0

Além disso, podemos reescrever u(t, ug) assim
t
u(t, ug) = e "ug + et/esBu(s, up)ds, para 0 <t < T(up),
0
de modo que derivando em ¢ obtemos

t

%u(t7 ug) = — e tug + (—e™") / e* Bu(s, ug)ds + e - e Bu(t, ug)

0

= — u(t, up) + Bu(t, u)

= — W(u(t,up))-
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Pela unicidade segue o resultado, como queriamos demonstrar.
Afirmacao 3: A funcdo u(t,up) em (2.8) também pode ser escrita, com

0 <t < T(up), do seguinte modo

_ k
u(t,ug) = e tug + (1 —e™) ) lim — - ZBU (ln (1 + — (et - 1)> ,uo) :
Com efeito, fagamos a seguinte mudanca de variavel na integral de (2.8)
=In(1 +r(e" —1)).

Um céalculo direto nos da

e’ —1
T =
et —1
derivando obtemos
eS
dr = ds
et —1
e portanto
e—t—f—s €t -1
e tdr = 1ds = e Tds = ——dr = e"ds = (1 —e7")dr.
et — e

Com esta mudanga de variavel, a integral de (2.8) fica

/0 e " Bu(s,ug)ds = (1 — et)/o Bu (In[1 + r(e’ — 1)], up) dr-

Considerando a fun¢do r +— Bu(In[l 4+ r(e’ — 1)],up), fagamos uma partigdo do

intervalo [0, 1], com norma —, isto &,
n
k
O=to<ti<to<---<t, 1<t,=1 onde t,=—,

n

com k € {0,1,--- ,n}. Desse modo, obtemos a seguinte aproximagcao para u(t, uo)

t k t
e g+ (1 —e™")- ZBU In(1+— (6—1) ,Ug | -
Tomando a soma de Riemann quando n — oo obtemos

. k
u(t,ug) = e tug + (1 —e™) T}Ln;o - ZBU (ln (1 +— (et - 1)) ,uo) ,

provando a Afirmacao 3.

Mostraremos por fim que o termo

= lim ZBU (ln <1 + k(et - 1)) ,u0>
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¢ um elemento de D;. Para qualquer 0 < t < T'(ug) fixo temos que { Bu(s,up) : 0 < s <
t} é um subconjunto de D; compacto. A distancia dp entre esse conjunto e a fronteira
0D, é positiva pois do contrario, existiria um uw € dD; tal que d(B(u),0D;) = 0, ou

seja, B(u) € 0Dy contradizendo a Afirmagao 1. Seja
G = {U € D1 . d(u,aDl) Z dB}

Entao G é um conjunto fechado, convexo e {Bu(s,ug) : 0 < s <t} C G. Portanto

1 n
y =: T}LIEOE;BU (ln (1+%(et—1)> ,uo) € GCD.

Isto significa que

u(t,up) = e "ug + (1 —e )y € Dy

0 que é uma contradi¢do com (2.7). Portanto, 0D; C Cy(D;). Analogamente mostra-

se que 0Dy C Cy(Ds). n

Teorema 2.2 Suponhamos que
e 0 funcional J satisfaz a condi¢ao (P.S.) em H;
e J'(u) € da forma J'(u) = u — Au para u € H;
e Dy e Dy sao suconjuntos abertos e convexos de H;
e DN Dy # 0
e A(OD,) C Dy e A(ODy) C Ds.
Se existe um caminho h : [0,1] — H tal que

h(0) € D1\ Dy, h(1) € Dy \ Dy

inf _ J(u) > sup J(h(t)),

u€D1ND2 te[0,1]
entao J tem ao menos quatro pontos criticos, uy, us, uz e Uy, localizados do sequinte
modo: uy € Dy N Dy, uy € Dy \ Do, us € Do\ Dy e uy € X\ (D;UDy). Veja a
Figura 2.1.
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Prova. O Lema 2.2 garante a existéncia de um campo pseudo-gradiente W para
J, que torna os conjuntos D; e D, invariantes de fluxo decrescente. Mais ainda,
0D, C Cy(Dy) e 0Dy C Cy(D3). Com isso, nosso teorema fica nas mesmas hipoteses
do Teorema 2.1, decorrendo dai o resultado segue. ]

Seja ‘H um espaco de Hilbert e X um espaco de Banach tal que X — H, isto
é, X estd imerso continuamente em H. Seja J um funcional C*7° definido em H,
isto é, a derivada J' de J é Lipschitz de H para H. Consideremos J' um operador
continuo de X em X que tem a forma J'(u) = u — Au. Consideremos também que
K={ueH:J(u) =0} cCX.

Sejam u(t, ug) e u(t,ug) as tinicas solugoes do problema

d

—u(t) = —u(t)+ Au(t), t >0,

Sult) = —u(t) + Auft) )
u(0) = wup

considerados em H e em X, respectivamente, com [0,7(ug)) e [0,7(ug)) sendo os

intervalos maximais de existéncia. Pela imersao continua X — H temos que,

H ‘ ul't, )

/
! Uu(z,uo)

X

Figura 2.7: ITmersao X — H

n(uo) < n(ug) e ult,ug) =ult,ug) para 0 <t <n(ug),

e se limy () u(t, up) = u* em H para algum u* em X entao limy_., ) u(t, ug) = u*
. —X . .
em X. Finalmente, denotaremos por dx D e D™, respectivamente, a fronteira e o fecho

de D relativos a X. Considerando estes fatos, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Suponha que J satisfaz a condi¢ao (P.S.) em H e existem dois abertos
converos , D1, Dy C X tais que Dy N Dy # (), A(OxD1) C Dy e A(OxDsy) C Dy. Se

existe um caminho h:[0,1] — X tal que

h(0) € Dy \ Do, h(1) € Dy \ Dy
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inf  J(u) > sup J(h(t)).

uweDy NDy t€[0,1]
Entao, J tem ao menos quatro pontos criticos distintos uy, us, us e uyg, localizados do
. —=X —X —X =X
sequinte modo: wy € Dy N Dy, ug € Dy \ Dy, us € Do\ Dy eug € X\ (D} UDy).

Veja a Figura 2.1.

Prova. Sem perda de generalidade, vamos assumir que J tem apenas um ntmero finito
de pontos criticos. Usando um argumento como o da prova do Lema 2.2 deduzimos que
os conjuntos D; e Dy sao invariantes de fluxo decrescente para .J, isto é, mostramos que
D1 e D, sdo c.if.d. e depois que Dy e Dy também o sdo. Aléem disso, x Dy C Cx(Dy)
e OxDy C Cx(D9). Notemos que bf N ﬁ;( é um c.i.f.d. fechado na topologia de
X uma vez que é a interseccao de dois c.i.f.d. fechados de X. Fixemos um ponto
Uy € Ef N Ef e consideremos a curva de fluxo u(t,ug) para t € [0,7(ug)) definida por
(2.9). Como ug € Ef ﬂﬁf temos que
{ult,ug) : 0 <t <n(u)y C Dy NDy e inf J(u)> —oc.
weD;y NDy
Essas duas informacgoes garantem que {J(u(t,ug)) : 0 < t < n(ug)} é limitado. Com

—x J

efeito, J é¢ mono6tona decrescente ao longo dessa curva de fluxo. Sendo inf _5x - (u)
1 2

finito, segue-se que {J(u(t,up))} é limitado. Além disso, vale a seguinte
Afirmagao: Temos que hTr(n )J(u(t,uo)) existe e é finito. De fato,
t—T" (uo

lim J(u(t,up)) = inf J(u(t,up)) = a.

t—>T(U,0) te [O,T(UO))

Dado ¢ > 0, existe t. € [0,T(up)) tal que J(u(te,up)) < a+e. Como t — J(u(t,ug)) é

decrescente segue-se que, para todo t € [t.,T(up)) temos
a < J(u<t7u0)) < J(”(té‘au())) Sa+e,

e isto prova a afirmacao.

Entao o mesmo argumento usado na prova do Teorema 1.4, mostra que existe uma
seqiliéncia crescente (t,), com t, — n(ug) quando n — oo tal que lim, . u(t,, up)
existe na topologia de H e o H-limite u := lim, . u(t,,ug) € um ponto critico de

J. Um argumento padrao pode ser usado para mostrar que o limite lim,, ;) w(t, uo)
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existe na topologia de H. De fato, se esse limite nao existisse na topologia de H,

existiriam duas seqiiéncias crescentes
(t) e () com ¢t <t e t, —mnu), t.—n(u) quando n — oo
e dois nimeros 6; > 0, d3 > 0 tais que, paran =1,2,---

lu(ty,, uo) — uallr = 2015

|u(ty, wo) — ull3 = o1

| (u(t, uo))||7 > 02 para ¢, <t <t (2.10)
Entao, isso significa que, paran =1,2,--- | temos

01 =|lu(ty,, wo) — willn — |lulty, uo) — urllx

<lulty, o) — ult,, uo)llr

t
= / u' (¢, ug)dt
t, "

t

< / et (£, o) et
[28
t/

:/ el (2, 1) el

t
Observemos agora que

%J(U(tw)) = (J'(u(t, u0)), w'(t, uo)) < || (ult, uo))| - [|v'(, uo)l

o que implica claramente, com o uso de (2.10), em

e (o
o < ey (e )

< 5% : (_%J(U(t,uo))) :

Portanto ,
5 <1/t" ~ 4t ue)) ) dt
v=5, L, @t
1 /
<5, [ (ulty, o)) — J(ulty, uo))l;
ou seja,
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Mas isto é uma contradicao com a nossa afirmacao anterior, pois vimos que o limite

limyp(ue) J (u(t, uo)) existe e é finito. De

lim w(t,ug) =u; em H
t—n(uo)

temos que

lim w(t,ug) =u; em X
t—n(uo)

pois u; € K C X. Entao u; € Ei( ﬂﬁf. Como OxD; C Cx(D1) e OxDy C Cx(Ds)
concluimos que u; € Dy N Ds.
Observemos que o conjunto 8XCX(D1HD2)ﬁﬁf ¢ invariante de fluxo decrescente

fechado na topologia de X. Além disso, usando o Lema 1.5 temos

inf J(u) > inf J(u)
u€dx Cx (D1ND2)NDy u€dx Cx (D1ND2)

> inf  J(u)
uEIx (DlﬂDQ)

> inf  J(u)

weD; NDy
> — OQ.

Dai, o mesmo argumento usado anteriormente garante que J tem um ponto critico
=X
Uy € 8XCX(D1 N Dg) NnD.

E claro que uy € 5?. Por outro lado, sabemos que dx Dy C Cx (D) e isto implica que
us € D1. Notemos que uy ¢ Cx (D N Dy) pois us € dxCx (D1 N Dy) e, pelo Lema 1.5,
Cx (D1 N Dy) é aberto. Portanto us ¢ Dy N Dy. Como uy ¢ Dy e OxDy C Cx (Do)
temos que up ¢ Ef e consequentemente que ug € D, \Ef De modo analogo podemos
mostrar que J tem um ponto critico uz € Dy \Ef

Como na prova do Teorema 2.1, usando o Lema 2.1 temos que
OxCx (D1 N Dy)\ (Cx(D1) UCx(Dg)) # 0.

Como o conjunto dxCx(D1N D)\ (Cx(D1)UCx(D3)) é invariante de fluxo decrescente
para J, fechado na topologia de X obtemos, pelos mesmos argumentos anteriores, um

ponto critico

Uy € 8ch<D1 N DQ) \ (CX(Dl) U Cx(DQ))

Como Uy ¢ Cx(Dl) UCX(DQ), 8)((D1) C Cx(Dl) e 8X(D2) C CX(DQ) concluimos que
u ¢ D, UD,. n
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Observacao 2.1 Se adicionarmos, as condicoes de qualquer dos Teoremas 2.1, 2.2 ou
2.3, que o funcional J € limitado por baixo em todo espaco, entao J terd pelo menos
seis pontos criticos. Vemos isso pois 0s pontos criticos us e uz obtidos sao do tipo
passo da montanha e que J tem um ponto critico em Dy \ Dy distinto de uy e um ponto

critico em Do \ Dy distinto de us.



Capitulo 3

Aplicacao a um Problema Eliptico

Semilinear

Neste capitulo vamos aplicar a teoria desenvolvida anteriormente para garantir

solucoes do problema eliptico semilinear a seguir. Consideremos

—Au = f(z,u), €
u = 0, x € 0N)

(3.1)

onde 2 é um dominio limitado de R™ com fronteira suave 9 e f € C*(Q x R,R)
é lipschitziana. Denotemos por Ay < Ay < A3 < --- o0s autovalores de —A com
condicao de fronteira homogénea de Dirichlet e por ¢1, @2, ¢3,--- as correspondentes
autofuncdes. E bem conhecido que (¢,) é uma base ortonormal de H}(Q), A\; > 0 ¢
simples e ¢; > 0 nao muda de sinal em 2.

As seguintes condigoes serao usadas neste capitulo:

(H3.1) Existem ¢, 1 € C3(), com ¢ < 1, tais que ¢ e ¢ sdo subsolucdo e

supersolucao de (3.1), respectivamente, isto é,
—A¢ < f(x,¢) em (,

—AY > f(z,7) em

e, além disso, ¢ e 1 sdo solugoes estritas, ou seja, nao sao solugoes de (3.1);
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(H3.2) Existe um nimero m > 0 tal que f(x,t) + mt é crescente;

(H3.3) A fungao f(z,t) tem Crescimento Subcritico, isto é, existem a > 0 e

N +
l<p<

2 _
3 tais que |f(z,t)] <a(l+|t]P), z € Q, t e R

(H3.4) A fungdo f(x,t) satisfaz a Condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz. Mais
precisamente, existe R > 0e 0 < 0 < 1/2 tal que

0 < Fz,t) < 0tf(2,1), [t| > R, onde F(z,t) = /f(x, 5)ds:

0
(H3.5) Existem numeros o, com A\ < a < f < A\ + 1 para algum k£ > 2 e R; tais

que o < fl(x,t) < 3, para todo x € Q, |t| > Ry;

(H3.6) limy—c f{(z,t) = Ay para algum k > 2, ¢(x,t) =: f(x,t) — Ayt é limitado e

sastisfaz a Condigao de Landesman-Lazer

/QD <x, ZT}%(JE)) dr — oo, quando Zt? — 00

A j=1 j=1
onde ®(x,t) fo ds e span{iy, e, -+ Uy} = ker(—A — A1)

(H3.7) limy—o f{(x,t) = A\ para algum k > 3, ¢(x,t) =: f(x,t) — M\t satisfaz a
Condicao de Ressonancia Forte: para todo §; € R™, ;| — oo, para todo

u; — u em Hg () e para todo v € H}(S2) temos

jllrglo <x u;(x) + 25 iz ) =0
Q

e
b o+ 5000 o
Q
onde & = (&,&,--- &),
_ . N+2
Observagao 3.1 Observemos que a funcao f(z,u) = |ul?, com1 <p < N o ¢ uma

funcao que satisfaz as condigoes descritas acima.

Observacao 3.2 FEristem vdrios casos em que (H3.1) € satisfeita, isto €, impondo
certas condigoes sobre a funcao f, podemos exibir as funcoes Y e ¢ que satisfazem

(H3.1). Dentre estes, os sequintes sao bem conhecidos:
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(a) f(x,0)=0, aa—{(:r,()) = fl(z,0) < A\ para todo x € Q.

De fato, como f € de classe C temos fl(x,t) < A1, para todo t € [0,9). Entao,

pelo Teorema do Valor Médio,
flx,t) = f(x,t) — f(z,0) = fi(x,&) -t < \t, para todo t € [0,9).

Portanto, tomando 1 = ¢ temos —Ap1 = o1, ¢1 > 0 e para o1 < o
temos —A¢y = M¢1 > f(x,¢1). Por outro lado, fazendo ¢ = 0 temos
—~A¢=0= f(x,0). E claro que temos ¢ < ).
(b) Ezistem t; <0 <ty tais que f(x,t1) > 0> f(z,ta), para todo x € Q.
De fato, basta tomarmos ¢ = t; e v = ty. Claramente ¢ < Y e mais,
A¢p = Ay =0. Daf,
f(xa ¢<$>> = f(xatl) > 0= _A(b e f(wi(x)) = f(l',tg) < 0= _Aw

(c) Eziste um nuimero k tal que |f(z,t)] < k, para t € [—c,ck|, onde ¢ =
max,cq €x(x) e ey satisfaz

—Ae, = k, em €
e. = 0, em ON.

(3.2)
Com efeito, temos —k < f(z,t) < k, para todo t € [—cg,cx] com ¢ =
max.cq ex(x). Entao, tomando 1 = ey temos
—Ae, =k > f(z,er(x)).
Além disso, tomando ¢ = —ey, temos
—A(—eg) = —k > f(z,—er(x)).
(d) f satisfaz as trés condigoes sequintes:

(i) f(z,0) =0,
(i) fi(2,0) > A,

(i4i) para todo x € Q, existe t > 0 tal que f(x,t) <0 ou existe um t' < 0 tal que
f(z, ) > 0.
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Com efeito, analogamente ao item (a) tomemos ¢ = 0 e entdo —A¢ = 0 =
f(z,0). Suponha que existe t* > 0 tal que f(x,t*) <0, isto €, f(x,t) < 0 para
todo t € [0,m). Como f € de classe C*, a condigao (ii) significa que existe § > 0
tal que f'(xz,t) > A1 para todo t € [0,8). Usando o Teorema do Valor Médio

temos

fla,t) = f(z,t) — f(z,0) = f'(z,8) -t > Mt, Vte]|0,0).
Dai, —Adr = Mo1, &1 > 0 e para ||¢1]|cc < min{n,d} temos —A(—¢1) =
=M1 > f(z,¢1). Portanto tomemos v = ¢1. Para o outro caso temos
f(z,t) > 0 para todo t' € (—n,0] e f/(z,0) > A\ para todo t € [0,0). Usando

novamente o Teorema do Valor Médio obtemos f(x,t) > Ait, para todo t € [0,0).

Observagao 3.3 Tunto (H3.5) quanto (H3.6) implicam (HS3.2), como mostraremos
nos prozimos dois lemas. Nos argumentos sequintes, as condigoes de (H3.3) até (H3.7)
sao usadas apenas para deduzir a condi¢ao (P.S.) e a existéncia de um caminho h que

satisfaz as condigoes do Teorema 2.3. De fato, a desigualdade

[t|—00
¢ suficiente para deduzir a existéncia de um tal caminho. Além disso, essas condigoes
podem ser trocadas por qualquer outra que implique na condicao (P. S.) e na existéncia

do caminho h.
Lema 3.1 Se f satisfaz (H3.5), entao f também satisfaz (H3.2).
Prova. Com efeito, temos que

fi(z,t) > o, paratodo =€, [t|> R;.

Devemos mostrar que f(z,t) + mt é crescente, isto ¢,

0

a—{(m,t) +m >0, ouseja, f(x,t)+m>0. (3.3)
Como f](z,t) — a > 0, facamos entao m := —a«. Isto significa que (3.3) é verdadeiro
para |[t| > Ry. Para t € [-R;, R temos que Q x [—~R;,Ri] é compacto e,
portanto, o funcional continuo f/ tem um minimo, isto é, fi;(x,t) > «, para todo

(z,t) € Q x [~Ry, Ry]. Tomando entdo m = min{—a, &} temos que (3.3) é valido para

todo t € R, como queriamos demonstrar. [
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Lema 3.2 Se f satisfaz (H3.6), entao f também satisfaz (H3.2).

Prova. Como no lema anterior devemos mostrar que existe m > 0 tal que (3.3) é

satisfeito. Temos por hipotese que

lim f/(z,t) =)\, paraalgum k> 2.

[t|—o0
= / )\k’ . k
E claro que f/(z,t) > o sendo suficiente, portanto, tomarmos m = 5 Com essa
escolha temos que f satisfaz (H3.2). [

Os proximos dois lemas nos serao tteis mais tarde.

Lema 3.3 A condigcao (H3.4) implica que existem dois nimeros Cy > 0, Cy > 0 tais
que para todo t € R,
F(x,t) > Ci[t]Y? — Cs.

Prova. Suponhamos F(x,t) # 0 e t # 0. Vamos separar a demonstra¢ao em duas
etapas. Na primeira delas trataremos o problema para |t| > R e na segunda etapa para
t| < R.

1* Etapa: Devemos considerar as duas possibilidades seguintes

(i) Set > Re x € Q. Neste caso a desigualdade 0 < F(x,t) < 0tf(x,t), em (H3.4),

pode ser escrita assim

Integrando obtemos

| =

¢ ¢
1 [(2,6)
[eaes [og
R R
(Int —InR) <InF(x,t) —In F(z, R),

1/6
In 13 <In F(z,t) )
R F(z,R)

Como In é uma funcao crescente temos

ou seja,

| =

isto é,

F(x,t) > ————= .19

F(z, R)
R1/0
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Desde que F é continua em x e {2 é compacto, podemos considerar M =

M
min F'(z, R). Logo, existe C' = —— > 0 tal que
e R1/9

F(x,t) > Ct/?

(ii) Set < —R e x € Q. Neste caso temos

1 f)
0t = F(x,t)
Integrando obtemos
17 e
x
o[z [F0% e
0 /5 F(z,¢)
t t
isto é,
- . 1/6
In Flz, —R) <In —r
F(z,t) t
Finalmente obtemos
Flr. —
Pt > 2R e

[~ R
Desde que F' é continua em x e €2 é compacto, podemos considerar N =

min F(z, —R). Logo, existe C' =

- ’_w > 0 tal que

F(z,t) > CJt|"/*

Pelos itens (i) e (ii), se tomarmos C; = min{C, C'} obtemos
F(z,t) > CyJt|"*
e portanto
F(z,t) > Cy[t|Y? — C, (3.4)

para qualquer constante Cy > 0.
22 Etapa: Suponhamos agora |t| < R. Desde que Q x [—~R, R] é compacto e F
é continua, podemos considerar para t € [—R, R]
M; = min F(z,1).
€

Logo

F(x,t) > M, paratodo (x,t)€Qx[—R,R]. (3.5)
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Como a constante Cy, em (3.4), é arbitraria, vamos escolhé-la de modo a também
satisfazer (3.5). Para isto, basta impormos que M; > Cy[t|'/? — Cy, para t € [~ R, R],
isto é

Cy > Cy|R[Y? — My > 0,

provando o lema. [ |
Lema 3.4 Se f satisfaz (H3.7), entao f também satisfaz (HS3.3).

Prova. De (H3.7) afirmamos que existe uma constante cq tal que f/(z,t) < ¢o. Com

efeito temos que limy_. f/(z,t) = i, para algum k > 3 e isto significa que
fi(z,t) < Apg+e:=c; para [t|>R e £>0.

Para |t| < R, como f & de classe C' e estad definida num compacto, temos que
f(z,t) < co. Logo, para todo t € R, existe uma constante ¢y := min{cy,co} tal
que f{(x,t) < ¢, como haviamos afirmado. Aplicando o Teorema do Valor Médio
segue-se que

f($73) - f({L’,O) = ft/(l'ue)sj

ou seja

f(z,8) = fl(x,0)s < c15 < 18> < c18° + 1

concluindo a prova. ]

Sejam m como em (H3.2) e o espago de Hilbert H}(€2) munido do produto interno

(u,v) = /(VUVU +muv)dr para u,v € Hy()
0

e da norma a ele associada
1/2
sy = / (1Vul> + mu?) dz
Q
E fato bem conhecido que as solucoes fracas de (3.1) correspondem aos pontos criticos

do funcional definido em H; ()

J(u) = / B]VUP—F(m,u)] dz. (3.6)

Q
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E claro que J € C?(H}(Q),R). Além disso, o gradiente de J no ponto u tem a seguinte
expressao

J'(u) =u— (—A+m) " (f(z,u) + mu). (3.7)

Observacao 3.4 Neste item iremos justificar a expressio em (3.7). Entendemos por

solugdo fraca de (5.1), uma fungao u € H}(Q) tal que

/VuVap—/f(:);,u)gp:O, Y o e Ci(0).
9)

Q

O funcional J(u) =1/2 [ |Vul* — [ F(z,u) tem derivada
Q Q

ou seja,
J (u) = —Au — f(z,u). (3.8)

Nosso objetivo aqui é mostrar que (3.7) e (3.8) sao equivalentes. De fato, de (3.8)
temos
J'(u) = —=Au+mu —mu — f(x,u),
15to €,
J(u) = (=A+m)(u) — [f(x,u) + mul.
Por outro lado, como J'(u) estd em H}(QY) o Teorema da Representacdo de Riesz

garante que existe v € H}(Q) tal que

J'(u)e = (v, ). (3.9)

Entao, vamos determinar v usando a defini¢ao do produto interno e substituindo (3.8)

em (3.9), ou seja,

/[Vquo — f(z,u)p] = /VUVgoervap.
Q Q

Adicionando e subtraindo a parcela, fQ muy temos:

/[Vquo + mugp] — /[f(:c,u)go + mugp] = /[VUVgo + muy),

Q Q
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ou seja,

/V(u — )V +m(u—v)p = /[f(x, u)p + mugp).
Q Q
Isto significa que w :=u — v € uma solu¢ao do problema

—Aw 4+ mw = —(f(x,u) + mu),

e isto implica em

u—v=w=(—A+m) ' (f(x,u) +mu)
que finalmente nos dd
v=u—(=A+m)(f(x,u) +mu).
Portanto, J'(u) = u — (=A +m) " (f(z,u) + mu) e (5.7) estd justificada.

Nos proximos cinco lemas, vamos mostrar que J satisfaz a condi¢ao (P. S.) sob

(H3.3), (H3.4), (H3.5), (H3.6) e (H3.7).
Lema 3.5 Sob a condi¢ao (H3.3), o funcional J satisfaz (P.S.).

Prova. Sejam (u,) C H(Q2) uma seqiiéncia (P.S.), isto é, (J(u,)) é limitada e

J'(u,) — 0, onde J é o funcional definido em (3.6), isto é,

T(u) = / BWUP—F@,U) iz,
Q

com F(z,t) = [ f(x,t), u € HY(Q) e f satisfazendo (H3.3). Notemos que J €
C'(H},R) e

/

J'(u)gb:/QVqubdx—/Qf(x,u)gbdx, com J'(u) € (Hy()) .

Como HJ () é um espago de Hilbert, temos ainda, pelo Teorema da Reprsentacao de

Riesz, que
S =(VJ(u),¢) e [J(W)]=IVJIW)].
Considerando ainda I(u) = [, F(z,u)dz temos que I'(u)¢ = [, f(z,u)pdx e,

novamente pelo Teorema da Representagao de Riesz temos que

()¢ = (VI(u),¢) e [I'(w)] = [VI(u)]]
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Portanto
J(u)p = / VuVodr — I'(u)p
Q

pode ainda ser escrito da seguinte forma

(VJ(u),¢) = (u,9) = (VI(u), ),

ou seja,
(VJ(u),¢) = (u—VI(u),¢)

donde concluimos que
VJ(u) =u—VI(u). (3.10)

Definamos o operador T : H}(Q2) — Hy(Q2) dado por T'(u) = VI(u) e provemos a
afirmacao seguinte.

Afirmacao: O operador T' é compacto.

Com efeito, consideremos (u,) C Hj(f2) uma seqiiéncia limitada e mostremos que
T(un;) — T(u) em Hj(S2). Desde que Hy(2) é reflexivo, existe (u,,) C (uy) tal que

un, — u em Hg(Q2). Usando a imersao compacta de Sobolev, temos que

2N
Un;, —u em L"(Q), paratodo r¢€[l1,2), onde 2" = N5
,
Fixemos r tal que s +1 < r < 2* e consideremos ¢ o conjugado de r, isto é, ¢ = T
r —

vamos provar que
fGun() = fu() em  LU(Q).

De fato, a menos de subseqiiéncia temos que

up(z) = u(zr) qt.p. em Q

lun ()| < g(z), qt.p. em ,n €N, onde g e L"(Q).

Como f € C(Q x R,R), entdo

f(z,un(z)) — f(x,u(x)), q.t.p. em Q,

donde concluimos que

[f (@, un(2)) = f(x,u())[* = 0, q.t.p. em Q,
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e mais,

[f (@, un () — fl,u(@)][* < O (| f (2 un(2)) 7" + | f (2, u(@))]7*) .
Usando a condicao (H3.3) vem

[f (@, ua()) = fla, (@) < C [(a+ alual*)”* + (a + alul]*)"*] .
donde obtemos

[f (@, un(2)) = fla, u(@))]"* < Cilua|" + Colul” + Cs.
Desde que (u,) é limitada q.t.p. por g, segue-se que
|f (@, un(2)) = fla,u(2))]”* < (Cilgl" + Colu|” + Cs) € LY(9).

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

im z.u (2) — f(z. u(e))|/3dx =
| /Q|f<7n<>> f (@ u())[odz = 0,

n—-+0o

o que implica

FCun()) = f(ou()) em  L75(Q).
Mas desde que 1 < ¢ < r/s e Q) é limitado, temos

f('? Um()) - f(?u()) em Lq(Q)7
ou seja,

I f(un() = fC u()|ze@ — 0 quando n — 4o0. (3.11)

Por outro lado, temos que

|7 (un) = T(u)l] = 1" (n) = I'(u)]| = Sup (1" (un) — I'(u)) |-

Mas,
() — T(w))g] < / (@ un(@)) — F u()) glde.

Usando a desigualdade de Hélder, temos

1 (un) = I'(w)]o] < I un() = £ ul ) e 9]l @
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Usando as imersoes continuas de Sobolev temos

[ (un) = I'(w))@| < CIFCrun()) = fCul)) @l

e, portanto,
11 (un) = (W) || < C[fCounl) = FCwl) [ pae),
isto é,
[T (up) = T(w)|| < CIfCual)) = FEul)] L) (3.12)
Portanto, por (3.11) e (3.12) temos, a menos de subseqiiéncia, que
T (u,) — T(u)|| = 0, quando n — 400,

e isto significa que 7' é um operador compacto, como queriamos demonstrar.
Isto singifica que I’(u,) tem uma subseqiiéncia convergente. Entao, por (3.10)

temos que VJ(u,) = u, — VI(u,), isto &,
U, = VJ(u,) + VI(uy,).

Como J'(u,) — 0, temos que ||J'(u,)|| — 0 e, desde que ||J'(u,)|| = ||VJ(uy,)]|, vem
que ||VJ(u,)|| — 0 isto é, VJ(u,) — 0. Portanto, tomando o limite ao longo de uma
subseqiiéncia convergente de I'(u,), existe uma subseqiiéncia (u,,) que é convergente,

provando o lema. [
Lema 3.6 Sob a condi¢ao (HS3.4), o funcional J satisfaz (P.S.).
Prova. Seja (u,) uma seqiiéncia (P. S.), ou seja,

|J(u,)] < M, paratodo néeN (3.13)

e J'(u,) — 0 quando n — +o00. Vamos mostrar que (u,,) possui uma subseqiiéncia (u,, )
convergente. Dividiremos a prova em duas etapas. Na primeira delas mostraremos que
a seqiiéncia (u,,) é limitada e na segunda que ela possui uma subseqiiéncia que converge.
12Etapa: A seqiiéncia (u,) é limitada.

Observemos que como J'(u,) — 0, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que

|.J'(us)|| < €, sempre que n > ny, isto &,

J/
sup M < e, paratodo n > ng.

lelzo el



Portanto
| ' (un )|

2l <e¢g, paratodon >ng e @& Hy()\ {0},
2

ou seja,

| (un)| < ellp]l, paratodon >ng e ¢ € H&(Q).

Desde que u,, € H}(Q) concluimos que

ol

| (wn)un| < €llunll, n > ne. (3.14)

Observemos agora que, pela condigdo (H3.4), temos
1
J(un) — 0 (up)u, = (— / |V, |*dx — / F(Lun)dx)
2 Ja Q

— 6 </Q]Vun|2dx— /Qf(x,un)undx>,

ou seja,

1

) = 07wt = (=) Bl + [ 07w, = Pl )]

Consideremos 2, = {z € Q : |u,(x)| > R}. Entao temos

J(un) — 0" (up)u, = (% — 9) Huanqé + /Qn 0f (z, up)un — F(x,uy,)] dx

+/ 0f (z,up)up — F(z,u,)] de.
Qf
A condicao (H3.4) garante que

Of(x,up)u, — F(z,u,) > 0, para todo = € §2,,

e portanto,

J(un) — 0T (wn )y, > (1 - 9) [ +/ 0f (z,up)up — F(z,u,)] dx.
2 0 Q¢
Desde que
F(z,un) — 0f(x,up)un, < |F(z,u,) — 0f(x,un)u,| = |0f (2, up)u, — F(z,u,)|

temos

1
J(un) — 0J (up)u, > (5 - 9) ||un||§{1 — / 10f(x,up)u, — F(x,u,)| dx.
0 Qg
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Como f e F sao, por hipotese, fungdes continuas, a fungdo g¢g(z,t) :=
|0f(z,t)t — F(z,t)| é, também, uma funcio continua. Assim, desde que Q x [—~R, R] é
um conjunto compacto, segue-se que g é limitada nesse compacto, existindo, portanto

um C > 0 tal que |g(z,t)| < C para todo par (z,t) € Q x [~R, R]. Dai, segue-se que
1
T () — 0T (1t > (— —e) funliy ~ [ ca
2 0 @

e como |QC| < Q] temos
) = 07w > (5= 8) lunly - I,
2 0
isto é,
T(1) — 07 (un )y, > (% _ 9) a2, = Co. (3.15)
Por outro lado, temos que

J(wn) — 0T (up)un <|J(un) — 0T (up)uy|
<|J (un)| + 01T (wn)un|.

Usando (3.13) e (3.14) temos
J(un) — 0T (up)un < M+ 02||upl| gz, para todo n > ny. (3.16)
De (3.15) e (3.16) temos
M+90 > (L 4 7 —C don >
+ Oellun || g > 5 ||un||H3 — (Y, para todo n > ny.
Esta tltima desigualdade pode ser claramente escrita na forma
a + bl|un|| = cllual?,

com a, b e ¢ positivos, para todo n > ng. Isto mostra que (u,) é limitada em Hg (),
concluindo a primeira etapa.
22Etapa: A seqiiéncia (u,) possui uma subseqiiéncia convergente.

Esse fato segue imediatamente do resultado obtido na 1*Etapa. ]

Lema 3.7 O funcional J satisfaz a condi¢ao (P.S.) sob (H3.5).
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A + )‘k-l—l
2

) = (~A = D) (=A+m) ™ {u— (A= X)7 [f(,u) ~ K]}

Prova. Denotemos A = . Entdo, para u € H} () afirmamos que,

Com efeito, temos

J (u) =u— (=A+m) " (f(u) + mu)
=(=A=N{(-A=XN)"u— (A +m)"(=A =X [f(z,u) + mu]} .

Pondo (—A +m)~! em evidéncia obtemos

J(u) = (—A=X)(=A+m) " {(-A+m)(=A =N "u— (—A = X)"" [f(z,u) + mu]}.

Agora, colocando o termo (—A — A)~! em evidéncia, vem
J'(u) = (=A =N (A +m)H(=A = XN H{(=A +m)u — [f(z,u) + mul},

ou seja,

J () = (A +m) H{—Au+mu— f(z,u) —mu}.
Dai, podemos escrever
J'(u) = (—A+m) " {-Au+Iu— f(z,u) — I},
obtendo finalmente
J (W) =(=A=XN(=A+m)" {u—(—A=X)""[f(z,u) — Au]},
como haviamos afirmado. Entdo, para u € H}(f2) temos
= (A +m)(=A =N () + (=A = V)7 f(z,u) — A,

e desde que m + X = (m — A) + (A + ) a tltima igualdade resulta em

w=Ju)+ (m+N(=A =N T () + (A = X)) f(x,u) — Au.
Se (u,) C Hi(Q) é uma seqiiéncia (P.S.), isto &, |J(u,)| ¢ limitado e
[ (wn) || 3 ) — O quando n — oo entédo
Jtnlz29) < 1 (ua)ll2() +
+ (m A+ N [(=A =N ez, z20) 17 (wn) | 20+

F (=2 =N o),z 1 (@, wn) = M|z 0)-
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Notemos que
2

T M= M

Afirmagao: A condicao (H3.5) garante que existem C' > 0 e d > 0 tais que

1(=A =N ez@.2@)

2
De fato, pelo Teorema do Valor Médio, temos f(z,t) — f(z, R) = fi(z,&)(t — R), para

o) — M| < <M—5) H+C VieR

t > R. Portanto, fazendo supg f(z, R) = C, obtemos
flz.t) = f(z,R) + fi(z,§)(t — R)
< f(z,R) + B(t — R)
< sup flz,R)+ Bt - R)

= C +3(t— R),

e dai
fz,t) =Nt <pt — BR— Xt +C

=(B8-MNt—BR+C,

Tomando § = A\,11 — 8 > 0, ou seja, 8 = A1 — 0, e lembrando que A = %,
vem
Flat) =2 < (Akﬂ 5 W) t+BR+C,
donde
flat) =2t < <@ - 6) t+ SR+ C. (3.17)

Para t < —R o raciocinio é analogo. Para t € [—R, R], temos que Q x [-R, R] &
compacto. Portanto f(z,t) < C*, para algum C* € R. Basta, portanto, como no
Lema 3.3, escolher um C conveniente a C*, provando a afirmacao.

Portanto, concluimos que
lnllz2(@) <[ (wn)llz2@) + 20m + X) Nt = M) T (wa) || 220

Aot — A
+2(Xe1 — M) <% - 5) [tnl| L2() + C1,

e desde que

1—2(Xep1 — )™ (% B 5) B et — Ak -0

vemos que (|[uy|[r2)) € limitado. Entao, por um argumento padrao (||u.| g1q)) €

limitado e (u,) tem uma subseqiiéncia convergente. [
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Lema 3.8 O funcional J satisfaz a condigao (P.S.) sob (H3.6).
Lema 3.9 O funcional J satisfaz a condi¢ao (P.S.) sob (H3.7).

Prova. (dos Lemas 3.8 e 3.9) Para a demonstracao desses lemas, veja a secao 3 do
terceiro capitulo de [7]. [
Seja H = H}(Q) e X = C}(Q). A teoria LP de operadores elipticos e os teoremas

de imersao de Sobolev, garantem que o operador
A= (=A+m) " (flz,) +m)

é Lipschitz tanto como um operador de H em H quanto como um operador de X em
X. Com efeito, vamos mostrar que A é um operador Lipschitz de H em H. Facamos,
por comodidade, g(x,u) := f(x,u) + mu que, desde que f é Lipschitz, também é um

operador Lipschitz. Entao, sejam
wi=Au=(—A+m) ' (g(u)) e z:=Av=(-A+m) (9(v)),

isto é,

—Aw+mw=g(u) e —Az+mz=g(v)
Subtraindo essa duas equagoes obtemos

—A(w —2) +m(w — z) = g(u) — g(v), (3.18)
isto é,

w—z=(=A+m)"(g(u) — g(v)).
Dai segue-se que
lw =2 < (=2 +m) " llg(w) — g(v)]

Usando w — z como fungao teste para (3.18) obtemos

w21 = [ 1w 2)Pds+m [(w=22de = [(gu) - g(0))w - i

isto é,

| Au — Av|]? < /5|u —vljw — 2.
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Usando a desigualdade de Holder

N 1/2 1/2
| Au — Av|)? <G (/ u — v|2) (/ fw — z|2)

<Cllu = |2 llw — 2| 2
Usando a imersao de Sobolev obtemos
[Au — Av|]* < Cllu — vl| gy llw = 2]l 5z = Cllu = v gy [ Au — Av|
e finalmente
Au— Avll g < Cllu—vll .
Para a prova dessa propriedade em X usa-se estimativas a priori (Veja Teorema 1X.33
em [4]).

Tomemos uy € X e consideremos o problema de valor inicial tanto em H quanto

em X.
du

E(t) = —u(t) + Au(t), (3.19)
u() = u
H ‘ / uf't, 1)
| Uﬁ(.e,uo)
X

Figura 3.1: Imersao X — H

Suponhamos que u(t, ug) e u(t, up) sdo as tnicas solugoes de (3.19) consideradas
em H e em X respectivamente, com intervalo maximal de existéncia [0,7(ug)) e

[0, T(up)) (veja a Figura 3). Temos entao o seguinte resultado:

Lema 3.10 (i) T'(ug) = T(ug) e u(t,ug) = u(t,up), para todo 0 <t < T'(up);

(ii) Se tivermos

lim  u(t,ug) = u”
t—>T(u0) ( O)

na topologia de H para algum u* € K, onde K € o conjunto critico de J, entao

o limite é também vdlido na topologia de X.
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Prova. Usaremos aqui a mesma técnica usada em [6]. A imersdo X — H implica que

T(u) < T(ug) e ult, to) = u(t, ug) para 0 < t < T'(up). Note que u(t,up) satisfaz
t
u(t, ug) = e "ug + /e_tJ’SAu(S,uo)ds para 0 <t < T (up) (3.20)
0

em que a integral ¢ tomada em H. Pelas estimativas L” para operadores elipticos

podemos obter uma sequéncia de espacos de Banach reais da forma
Co(Q) = By — By — -+ — E,u = Hy(Q)

tal que A aplica E; em E;_; e é continua e limitada de E; em E;_| para i = 1, 2,
-,n + 1. De fato, podemos escolher E; como sendo Wol’pi(Q) para uma sequéncia
conveniente p; > py > -+ > ppy1 = 2 (veja [14]). Dai, de (3.20) obtemos

sucessivamente que
u(t,up) € E; para 1=0,1,---,n e 0<t<T(up)

e (3.20) é ainda correto para 0 <t < T'(up) quando a integral é tomada na topologia
de E; parai=0,1,--- ,n. Portanto, para 0 < t < T'(ug) temos que u(t,up) é também
solucdo de (3.19) em CZ(Q). Portanto, T(ug) = T (uo).

Para a segunda parte temos que o conjunto C' =: {u(t,ug) : 0 < t < n(ug)} &
limitado em HJ(). De (3.20) temos sucessivamente que C' ¢é limitado em F; para
i=0,1,---,n. Fixe 0 < a < 1. Desde que a fungao A = (—A+m)"'(f(-) + m-) que
aplica C1(Q) em Cy*(Q) ¢ limitada e continua, temos que

¢
/eHsAu(s,uo)ds 10 <t < T(up)
0

¢ um subconjunto limitado de Cy*(Q). Entdo um argumento de compacidade mostra

que limy () u(t, ug) = u* na topologia de Cj(9). ]

Observacao 3.5 Observemos que a Figura 3 tem cardter meramente ilustrativo e que

o Lema anterior garante que as orbitas que iniciam em X permanecem em X.

Teorema 3.1 Suponhamos que (H3.1), (H3.2), (H3.3) e (H3.4) sao satisfeitas.

Entao (3.1) tem pelo menos quatro solugoes.
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Prova. Nossa intencao é utilizar o Teorema 2.3. Para isto, consideremos os conjuntos

Dy e Dy dados por

_ ou  0¢
— 1 .
Dl—{ueCO(Q).u>¢ em () e 677< o sobre 39}
e
_ ou oY
Dy = 1Q) Q — > — Q
2 {UGCO( J:u<vY em e 87]>877 sobre 0 }

onde 77 € um vetor normal e unitario em 0€2. Vamos verificar que Dy e Dy satisfazem
as exigéncias do Teorema 2.3.

Afirmacao 1: D; e D, sao conjuntos abertos.

Com efeito

Afirmacao 2: D, N Dy # (.

De fato, sabemos que ¢ é uma sub-solucao e ¢ € uma super-solu¢ao do problema (3.1).

Entdo, pelo Teorema A.10, existe u € C}(9), com
p<u<y (3.21)

que é solucao do problema. Desde que ¢ e ¥ sao sub- e super-solucao estritas, elas
nao sao solugoes de (3.1). Pelo Principio do Maximo, a desigualdade anterior é estrita.

Além disso, o Lema de Hopf garante que

0
9% _Ou 09
on 0On 0On
_ ou 0¢p ,
Com efeito, vamos mostrar, por exemplo, que o < o e u > ¢. Como ¢ é uma
n n

sub-solugao, temos que

—Au+ A > f(z,u) — f(x,0),

ou seja,
—A(u—¢) +m(u—¢) = [(f(z,u) + mu) = (f(z,¢) + mg)].
Pela condigao (H3.2), a fungao f(x,u) + mu é crescente. Portanto, desde que u > ¢,
segue-se que
~A(u—6) +mlu—6) >0

0
Como sabemos que m > 0, o Lema de Hopf garante que —(u— ¢) < 0, donde obtemos

an
ou  0¢ ) , . .. .
— < —, como haviamos afirmado. Além disso, o Principio do Maximo garante que

on  On
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u — ¢ é constante em (2, isto &,
u(z) —¢(z) = K, paratodo z €,

onde K é uma constante. Assim, se admitirmos que existe pelo menos um o € 2
tal que u(xg) = ¢(xg) entdo K = 0 e teriamos u(z) = ¢(x) para todo =z € €. Isto,
entretanto, contradiz o fato de ¢ ser sub-solucao estrita e portanto, concluimos que
u > ¢. Analogamente, mostra-se que 2_176 < g—z e ¥ > u. Do que foi afirmado
anteriormente, concluimos que D; N Dy # (), provando a Afirmacao 2.

Afirmacao 3: D; e D sao convexos.

De fato, sejam u,v € Dy. Entao u > ¢ e v > ¢. Entao

tu+ (1 —t)v > top+ (1 —t)p = ¢.

Além disso, temos que % < % e também que @ < % Entao
dn I dn I
0 ou ov
—1t 1—tw| =t — 1—-1t) —
oottt (L=t =t (1= p)
¢ d¢
T (1 —) 22
<tg (1-1) 5
_9%
= o

Para D, o procedimento é analogo, e isto prova a Afirmacao 3.
Se u € Ox Dy e v = Au entao,
—Av +mv =(—A+ m)v
=(—A+m)Au
=(—A +m)(—A +m) " (f(z,u) + mu)
=f(z,u) + mu,

e portanto, desde que u € Ox D1
—Av+mu = f(z,u) +mu > f(z,¢) +mo Z —A¢ + me.

Novamente, pelo Principio do Maximo e o Lema de Hopf, temos

v>¢ em () e @<@ sobre  0f)
on O

e isto implica que v € D;. Portanto, A(0,D;) C D;. De maneira analoga

A(0:Ds) C Dy. Agora vamos mostrar a existéncia do caminho h. Pelo Lema 3.3
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a condi¢ao (H3.4) garante a existéncia de dois nimeros C; > 0, Cy > 0 tais que, para
todo t € R,
F(z,t) > OtV - Cy

Para qualquer subespaco de dimensao finita X; de X, se u € X; temos,
1 2
J(u) = 5 |\Vul*de — | F(z,u)dz,
Q Q
ou seja, para algum C5 > 0
2 1/60
J(u) < Csllullzy ) — Crllull 1o + C2l€Q.

Desde que 0 < 6 < 1/2 existem dois nimeros Cy > 0 e C5 > 0 tais que se u € X7,
entao:

J(u) < —C4||U||12Hg(sz) +Cs

Portanto, existe um caminho A : [0, 1] — X tal que h(0) € Dy \ Do, h(1) € Dy \ Dy e
inf  J(u) > sup J(h(t)).

ueDf(ng( t€[0,1]

Segue entao o resultado usando o Teorema 2.3. ]

Teorema 3.2 Suponhamos que (H3.1) e (H3.5) (ou (H3.6)) sao satisfeitos. FEntao

(8.1) tem pelo menos quatro solugoes.

Prova. Ja vimos nos Lemas 3.1 e 3.2 que ambos (H3.5) e (H3.6) implicam (H3.2).
Definamos Dy e Dy como na prova do Teorema 3.1. Entao, novamente, D e Dy sao
subconjuntos de X abertos e convexos com as propriedades D1NDy # (), A(Ox D) C Dy
e A(OxDy) C D,. E facil ver que sob as condigoes (H3.5) ou (H3.6) com k > 2,
existe um caminho como no Teorema 3.1. Assumindo (H3.6) com k& = 2, isto é,

lim f/(x,t) = Ag; defina
hr(s) = [Rcos(ms)] ¢1 + [Rsin(ms)] ¢ para R>0e0<s<1.

Entao hR(O) = qul € D, \ DQ, hR(l) = _R¢1 € D, \ D e

J(hr(s)) = % (1 - ;—j) R? cos?(7s) — /@(:U, R cos(ms)py(x) + Rsin(ws)pe(z))dx
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De fato,

1
-1 / IV (ha(s))] d — /F(:c, ha(s))dz.
Q
Calculando separadamente, cada parcela temos:
Vhg(s) = Rcos(ms)Voy + Rsin(ms)V o,

ou seja,

|Vhi(s)|” = R? cos?(ns) [V |* + R?sin®(ws) [V .
Dai,

1 1 1
= [ |Vhe(s)] dz = Z(R?cos®(ws)) [ |V |2de + =(R?sin®(ns)) [ |Vs|?dx
F ISR Y oy

= %(R2 cos®(ms))\1 / pidx + %(R2 sin?(7s)) A / pada
= % [R? cos?(ms) A\ + R?sin’(ms) s

por outro lado temos que ¢(z,t) := f(x,t) — \ot. Integrando essa igualdade obtemos

>\2
O(z,t) == F(z,1) — 7
E portanto
A2 (h 2
/F(th /{ (x,hr(s 2(+(s))dx.
Q Q
A2
Como X > 1, um célculo direto mostra que
1
lim sup J(hg(s)) = —o0.
R—o0 s€[0,1]
Portanto, para R suficientemente grande, hi tem as propriedades do caminho h. ]

Corolario 3.3 Em adicao as condi¢oes dos Teoremas 3.1 e 3.2 assumiremos que
f(z,0) =0, ¢ <0 et >0. Entao (3.1) possui uma solug¢ao positiva, uma negativa e

uma que muda de sinal.

Prova. Uma checagem cuidadosa das provas dos Teoremas 2.1 ao 2.3 nos da o

resultado. ]

Teorema 3.4 Assuma que f(z,0) =0 e que (a) e (H3.7) sao satisfeitos. Entao, (3.1)
tem pelo menos trés solugoes nao triviais, uma positiva, uma negativa e uma que muda

de sinal.
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Prova. Para § > 0 suficientemente pequeno , sejam
¢=—0¢1 e =0
e defina Dy e Dy como na prova do Teorema 3.1. Entao,
DiNDy#0, A(0.00) C Dy e A(0.01) C Ds.
Pela condi¢ao f(z,0) =0 e (a), temos, para d > 0 escolhido convenientemente

a:= inf  J(u)>0.
u€dz(D1ND2)

Portanto pelo Lema 1.5

inf  J(u)>a>0.
ueaz(Dng)

Desde que J satisfaga a condigao (P.S.), para qualquer ¢ # 0, temos o resultado

checando as provas dos Teoremas 2.1 ao 2.3. [

Observacao 3.6 Denote por ui,us,us as trés solugoes nao triviais garantidas pelo

Teorema 3.4. Entao é facil ver que J(uy) >0, J(u)s >0 e J(ug) > 0.

Observacao 3.7 Resultados na direcao dos Teoremas 2.1 ao 2.3 forma obtidos pela

primeira vez por Wang em [29]. Resultados relacionados a isso, podem ser encontrados

em [9] e [19].

Se impusermos outras condicoes adequadas a f em t = 0, obteremos mais

solucoes. Como primeiro exemplo temos o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Assuma que (H3.5) (ou (H3.6)) e (b) (ou (c)) sao satisfeitos e que
f(x,0) =0, A\j < fl(z,0) < A\jy1 para algum j > 2. Entao, (3.1) tem pelo menos sete

solucoes nao triviais.

Prova. Desde que (b) (ou (¢)) implicam (H3.1) com ¢ < 0e ¢ > 0 em €2, o Teorema 3.2
fornece trés solugoes fora de D; N Dy. Um resultado em [14] fornece quatro solugoes

nao triviais dentro de D; N Ds. [ |

Observagao 3.8 Para os resultados descritos no Teorema 3.5, veja [9], [10] e [19].
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Como um outro exemplo, vamos assumir que B é uma bola unitaria em RY

centrada na origem e considere

—Au = f(u), xz€ B,
u = 0, x € 0B.

(3.22)

Um calculo direto mostra que

Lema 3.11 A funcio u(|r]) € C*(B) N C(B) € uma solugio radialmente simétrica

de (3.22) se, e somente se, u(r) € C[0,1] é uma solugio da equagao integral de

Hammenstain .
ulr) = [ Krs)(uls)s
0
onde
1 N_1 1
- N 3¢ rN*2_1 , 0<s<r<1
K(r,s) = 1 1 (3.23)
N-1
N3 ° sN_2_1 , 0<r<s<l1

Lema 3.12 Sejam a > 0, b > 0 e p > 1. Se existe um numero to > 0 tal que

aty + b < 2Nty, entdo

—Au = au’+b, z€ B,
u = 0, xr € 0B

(3.24)

tem uma solucao positiva radialmente simétrica.
Prova. Seja A : C0,1] — C0,1] dado por
1
Au(r) = /K(T, s)[alu(s)[? + b]ds
0

Afirmacao 1: A é completamente continuo. Com efeito, seja (y,) uma seqiiéncia
em A(B), e provemos que ela possui uma subseqiiéncia convergente. Ora, y, € A(B)

significa que existe (u,), seqiiéncia em C0, 1], com [ju,| <1 e y, = Au,, ou seja,

Yn(t) = /K(t, s)[alun ()P + b]ds.
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Assim, temos que

1

) = () = | [ Kt alun( )7 + 8] — K 5)[alun(o)” + ]ds

0
ou seja,
1

|y () = yn(T / K(7,5))un(s )\Pczs+b/(K(t, s) — K(r,s))ds| .

0 0

Portanto, chegamos a
[yn(t) — yn(7)| < a/ ‘(K(t, s) — K(, s))| |un(s)|Pds + b/ |K(t, s) — K(, s)}ds,

e finalmente temos que

) = () < (alulP +8) [ |(K(t5) = K(r,9)] ds

Usando o Lema 3.11, concluimos que (y,) é equicontinua e equilimitada. Pelo
Teorema de Arzela-Ascoli, (y,) possui uma subseqiiéncia (y,, ) que converge, provando
a Afirmacao 1.

Afirmacao 2: Para a fungdo K(r,s) dada no Lema 3.12 é valida a seguinte

! 1
K(r,s)ds < —.
/0 (r,s)ds oN

Com efeito, usando a defini¢ao de K(r,s), temos que

1
1 N-1 N-1 1
/Krs ( )/3 d3+—2/s m—l ds,
0 r

ou seja,

1
1 1 sM " 1 |s
K(r,s)ds = —— )2 +— |2
/(T’S)S N—2<7~N2 )NO+N—2[2T
0

1 11TN+117“217“N
N —2 \ N2 N N-2|2 2 N NJ|°

Simplificando essa tltima expressao chegamos a

1
1 1—r? 1—7r?
K d— —
/ _2[ : N},
0

desigualdade
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ou seja,
1

1—7r2 N-—=2
K(r, s)ds = :
/ (rs)ds = 55 5N

0
1= r?
2N
Esta dltima expressao claramente implica em,

1
1

K ds < —,
/ (r,s)ds < 5N
0

provando a Afirmacao 2.

Seja G = {u € C[0,1] : ||u|| < to}. Se u € G, entdo, para 0 < r <1 temos,

|Au(r)| = /K(r, s) (a|u(s)|p + b)ds

IA

1
/Krs (ath + b)ds
0

1

<(ath +b) / K (r,5)|ds

1
atp—i-b/K
0

Usando a Afirmacao 2 e nossa hipotese, concluimos que

ath +b
Au(r)] < @D o

Isto significa que A(G) C G. Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (ver
Teorema A.1), temos o resultado. u

Como uma aplicacao, consideremos o seguinte problema

Au = f(z,u), z € B,
u = 0, x € 0B

(3.25)

Teorema 3.6 Em adi¢io a (H3.2), (H3.3) e (H3.4) suponhamos que
f(l',O) =0, )\j < ft’(x,O) < )\j+1

para todo x € ) e para algum j > 2. Se existir to > 0 tal que |f(z,t9)| < 2Nty para

todo x € Q e |t| <ty entao (3.25) tem pelo menos sete solugoes nao triviais.
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Teorema 3.7 Em adi¢io a (H3.5) (ou (H3.6)), vamos supor que
f(ZL‘,O) =0, )\j < ft/(I‘,O) < )\j+1

para todo x € Q e para algum j > 2. Se existe ty > 0 tal que |f(x,ty)] < 2Nty para

todo x € Q e |t| <ty entao (3.25) tem pelo menos sete solugoes nao triviais.

Prova. (dos Teoremas 3.6 e 3.7) Fixemos um nimero p > 1 e sejam

., 2Nt
L+t

Pelo Lema 3.12, o problema (3.25) tem uma solu¢do radialmente simétrica wug
satisfazendo 0 < uy < ty em 2. Entao, —ug e ug sao rigorosamente sub- e super-

solucgao de (3.25). Entao, o resultado segue dos Teoremas 3.1 e 3.2. [



Capitulo 4

Aplicacao a Sistemas de Equacoes

Diferenciais

Seja V : R x RY uma funcdo continua, 27-perioédica na variavel ¢. Consideremos

o seguinte sistema nao-autonomo de segunda ordem:
i+ VuV(t,u) =0 (4.1)

Estamos interessados na existéncia e multiplicidade de solugoes 27-periodicas desse
problema. O sistema apresentado em (4.1) foi estudado por muitos autores, citamos
aqui, por exemplo [18] e [5].

Vamos estabelecer algumas notacdes. Para duas funcgoes u,v : [0,27] — RY,

definiremos uma ordem parcial dada por
u<v < ui(t) <wvt) para todo t € [0,27] e i=1,2,--- N.

No caso em que w;(t) < v;(t) para todo t € [0,27] e i =1,2,---, N, a relagdo entre
u e v serd denotada por u < v. Além disso, para duas matrizes simétricas A e B,
diremos que A < B se, e somente se, B — A é positiva semidefinida, isto ¢, sua forma
quadratica é nao-negativa.

As seguintes condi¢oes serao usadas no decorrer deste capitulo.
(H5.1) Existem duas funcoes 27r-periodicas, ¢,1 € C*(R,RY) tais que ¢ < 1 e

—¢ < VuV(t, ),
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para qualquer i = 1,--- , N. Além disso, existe ¢; € [0,T] tal que

0

—oi(t;) < o,

para qualquer ¢ = 1,--- | N. Existe, ainda, t; € [0, T] tal que

0
3ui

—wi(t]) > 5V (t, (1))

(H5.2) Existe um nimero K > 0 tal que, se u é uma fungao satisfazendo u > ¢ ou

u < 1) entao toda entrada da matriz
ViV (tu) + K21

é ndo negativa, onde V,,,V (t,u) é a matriz Hessiana de V' e I é a matriz identidade

de ordem N x N.
(H5.3) Existem > 2e R > 0 tais que, para |u| > R,
0 < uV(t,u) <u-V,V(tu)
onde - significa o produto interno e |u| significa a norma euclidiana de u em RY,

(H5.4) Existem R; > 0 e matrizes constantes, positivamente definidas, A e B, com

AB = BA, tais que
A<V, V(t,u) < B, paratodo ucRY |ul > R;.

Desde que AB = BA , existe uma matriz ortogonal T (isto é, a inversa de T
coincide com sua transposta) tal que TAT" e T BT" sao simultaneamente matrizes

diagonais. Sejam

Consideraremos ainda que a; > 0 parai=1,2,--- , N e que

(U[O‘ia@']) ﬂ{nQ:nzo,l,Q?...} — 0.

i=1
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Observagao 4.1 Hd um caso simples no qual (H5.1) € satisfeita. Isto é
V.V(t,u)g(y)0 e V,V(t,v) <0
para constantes u,v € RY com u < v.

Observagao 4.2 As condigoes [(H5.1), (H5.2) e (H5.3)] ou [(H5.1), (H5.2) e (H5.4)]
a serem utilizadas nos Teoremas 4.1 e 4.2, a sequir, podem ser satisfeitas por funcoes

genéricas. Como exemplo, prova-se que

al IN
_ 4 2. -
V = Zul —i-QZuZuJ + ¢ [u]?
i=1 i#]

satisfaz todas as condi¢oes do Teorema 4.1 enquanto que

1

V=l 423w+

]

satisfaz aquelas do Teorema 4.2. Nestes exemplos devemos tomar
p=u<0 e P=uvg(y)0,
nos quais up = Uy = -+ = Uy, V] = Vg = --- = vy, € |u| e |[v| sdao tomados

suficientemente pequenos.

Observacao 4.3 Usando os resultados desta secao, podemos também lidar com o

sistema eliptico

—Au = V,F(z,u), z€qQ,
u = 0, x € 0f)

(4.2)

onde Q C RN ¢ um dominio limitado com fronteira suave, F € C?(Q x R™ R), e u
¢ uma funcao vetorial m-dimensional. Resultados similares aos Teoremas 4.1 e 4.2

podem ser obtidos para este sistema.

Nosso objetivo é usar o Teorema 2.3 para provarmos os dois teoremas, e principais
resultados, deste capitulo.
Seja H o espago de Hilbert das fungoes vetoriais 2m-periddicas u(t) pertencentes

a H' em [0, 27], munido do seguinte produto interno
2
(u,v) = /(u~1}+K2u~v)dt
0



70

onde K é um numero fixo satisfazendo (H5.2). A norma correspondente em H é serd
denotada por || - ||g. Sejam Z, X e Y os espagos de Banach das fungoes N-vetoriais
u(t) com periodo 27 e de classes C, C' e C?, respectivamente, com a norma padrao.
Observamos que X estd imerso continuamente em H.

Defina um funcional J : H — R da seguinte forma

2

() :/ BW —V(t,u>] dt, el

Entao J é de classe C? em H e os pontos criticos de J correspodem as solucoes fracas
de (4.1). Aqui K := {u € H : J'(u) = 0} C X & o conjunto dos pontos criticos de J.
Um céalculo direto mostra que
d? -
J(u) =u— (—@ + K2> (VuV(t,u) + K*u), weH,
2

iz - d
onde (_ﬁ + K2> é operador inverso de (—@ + KQ) com condicao periodica de

periodo 2m. Denotemos

2 -
Alu) = (_@ + k2> (V. V(t,u) +ku), ueH
entao, A é Lipschitz como um operador de X em X.
Para uy € X, consideremos o problema de valor inicial dado por
d

EU(T) = —u(r) + Au(r) (43)

u(0) = wup,
tanto em H quanto em X. Suponha que u(7,uy) = @(7,up) sejam as tnicas solugoes
de (4.3) em H e em X respectivamente, com intervalo maximal de existéncia [0, 7(ug))

e [0,7(up)). Assumindo isto, temos o seguinte resultado

Lema 4.1 Temos que n(ug) = 7(ug) e u(t,ug) = (1, up) para todo 0 < 7 < n(ug).
Além disso, se

lim  w(r,ug) = u*
T—n(uo)

na topologia de H para algum u* € f(, o conjunto dos pontos criticos de J, entao o

limite existe e € o mesmo na topologia de X.

Prova. A prova deste Lema é similar a prova do Lema 3.10, porém mais simples. =
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Teorema 4.1 Se (H5.1), (H5.2) e (H5.3) sao satisfeitas, entao (4.1) tem ao menos

quatro solucoes periodicas.

Prova. Vamos verificar a condi¢ao (P.S.) em H. A condigao (H5.3) implica na

existéncia de constantes C; > 0 e Cy > 0 tais que
V(t,u) > Cy|u|* — Cy, para todo u € RY

segue que, para u € H,

() — %(J’(u),u) _ [—V(t, u) + %u VLV, u>] dt
> (g - 1) e 7@\% — s,

ou seja,

onde C5 e Cy sao constantes. A partir dessas inequagoes vemos que, se (u,)° C H é

tal que (J(u,)) é limitada e J'(u,) — 0 quando n — 400, entao

2
/\un\“dt S 05 + CgHunHH,
0

27
lul% < Gy + Ci / a2,
0

onde C5, Cgs, C; e Cg sao constantes positivas. Vemos que (u,) é limitada em H e
portanto possui uma subseqiiéncia convergente.

Definamos

Di={ue X:ug(y)p} e Dy={uecX:u<}. (4.4)
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E claro que D; e D, sdo subconjuntos abertos e convexos de X e D; N Dy # (. Além

disso, se u € dx Dy, entao u > ¢. A condigao (H5.2) implica que

(VuV (1) + K2u) — (VL V(1 ¢) + K2¢) =

1

z/ (VuV(t, 0+ s(u—¢)) + K*I) (u— ¢)ds > 0.

0

Notemos que
2w

(-2 k) = [ outss

0

onde
(cosh ((t—s—m)K)
<s<t<2
K simh(rK) 0 0 =SSis2m
k(t,s) = (4.5)

cosh ((s —t — m)K)

<t <s < 2.

| " KsuhGE) 0 U SPEeET

Desde que k(t,s) > 0 para qualquer 0 < ¢, s < 2w, temos que Au > A¢. Por (H5.1),

o principio do maximo mostra que A¢g(7y)$. Consequentemente,
Aug(v)¢ para todo u € dx Dy,

isto é,
Au € D; para todo wu € OxD;.

Portanto, concluimos que A(dx D7) C D;. Analogamente, temos que A(dx D) C Ds.

Suponhamos que {ej, ez, -+ ,e,} seja uma base ortonormal de RY, na qual
1 1 1
e1=|—,—, -+ ,—= ). Definamos o caminho hg : [0,1] — X como sendo
=(mw ) we
hr(s) = Rcos(ms)e; + Rsin(ms)es. (4.6)

Entao, para R suficientemente grande temos hg(0) € Dy \ Dy e hg(1) € Dy \ D;. O

valor de J ao longo deste caminho pode ser estimado da seguinte maneira
2m

T(hr(s)) = — / V(t, ha(s))dt

0
2

S—/ﬂMM®W—@Mt

0
= — 27T(01‘R"u - Cg)
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Desde que
inf  J(u) > —o0,
weD; NDy
temos que

inf  J(u) > sup J(hg(s))

uweD; NDy s€[0,1]
para R suficientemente grande. Entao, podemos aplicar o Teorema 2.3 e obter o

resultado desejado. ]

Teorema 4.2 Se (H5.1), (H5.2) e (H5.4) sdo satisfeitos, entao (4.1) tem ao menos

quatro solucoes periodicas.

Prova. Primeiro, vamos verificar a condigdo (P.S.) em H. Denotaremos por
g1,92, -+ ,gn os vetores coluna de T, onde T esta definida como em (H5.4),
consequentemente, {gi, g2, - - , gy } ¢ uma base ortonormal de RY. Parai =1,2,--- /N

definamos um espaco linear de dimensao finita como

E; = span{l, cost,sint, - ,cosn;t,sinn;t}, wn
4.7
sen? < a; < 3 < (n; +1)* para algum inteiro ndo negativo n;.
Denotemos
H ={u:u€eH g -uekE;, paratodo 1=1,2--- N} (4.8)

Entao H; é um subespaco de dimensao finita de H. Se denotarmos por Hy o
complemento ortogonal de H; em H, entao qualquer elemento u € H pode ser

decomposto da seguinte maneira
u=v4+w, com vEH e weH.
Definamos o operador I' : H — H como sendo

d? -
Tu=u— <—@ + KQ) (V F(t,u) + Ku),

onde

F(t,u) = p(lul) V(£ u) + i(l = wl[ul)) ((A+ Bu) - u

e p: RT — R & uma fun¢ao duas vezes continuamente diferenciavel tal que

0<u(t)<1 para t>0, (4.9)
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w(t) =0 para 0<t< Ry, (4.10)
u(t) =1, parat suficientemente grande (4.11)
0<ty(t)<e e [*u'(t)]<e, para t>0. (4.12)

Seja ¢ > 0 um numero fixo suficientemente pequeno o qual determinaremos
posteriormente. A existéncia de tal funcdo p pode ser provada, modificando-se a

seguinte funcao

Oa 0 S t S Rl:
~ t
a(t) =< eln (R_) , Ry <t< Rie'/s (4.13)

1
1, t > Ryel/s

Para qualquer v € RY, a matriz Hessiana de F(t,u) é

VaF () = pul) V¥ () + 5 (1 a(fu)) (A + B)

(Jul) ( v aV)

|ul “lauj u](?_ut

- %M (uz > (a4 bjw)ur +u; > (s + bik)“k> (4.14)

b\ S =

!/
LB

S0 (oL a Y (o
#00 (v - B ) 6)

QD 0D, () kB

Jul?
onde (d;;) significa a matriz com a entrada d;; na i-ésima linha e j-ésima coluna e
A = (aj), B = (b;j). Denotemos por M;(t,u), Ms(t,u), Ms(t,u) e My(t,u) os
ultimos quatros termos da expressao de V,uF(t,u), respectivamente. A condigao
(H5.4) implica na existéncia de uma constante C' > 0 tal que , para cada i e j e

para qualquer t € [0, 27|, |u| > Ry,

o’V oV
Ou,;0u; ou;

Portanto, existe uma constante C; > 0 tal que, para qualquer ¢ € [0, 27|, u,v € RY,

<Clul, |V|<Clul.

<c ‘

(Mt u)v) - o] < Cy (Julp(Jul)) o],
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|(Ms(t, w)v) - v < Cy (Julp([u])) Jof?,

|(Ms(t, w)v) - vf < Co (Julp(Jul)) o],

|(Ma(t, w)v) - o] < v (lul*l” (luD)] + [l (Ju]) [v]*.

Pela condicao (H5.4) e (4.10), temos, para qualquer ¢ € [0, 27, u, v € RY,

ullul) (Ve V(T w)v) v+ % (1= p(fu])) ((A+ B)v) - v = (Av) - v.

Portanto, por (4.14) podemos obter uma constante Cy > 0 tal que, para qualquer

t €[0,27], u, v € RY,
(VuuF (8, u)v) - v > (Av) -0 = Co ([ul?[w"(Ju])| + |ulp/([u])) [o]*.

Fixemos um ¢ > 0 tal que

N
(U[ai—é,ﬁi+6]>ﬂ{n21n20,1,2,---}:®, (4.15)

i=1

) :
e escolhamos um ¢ tal que 0 < ¢ < T Por (4.12), temos, para quaisquer t € [0, 27],
2
u, v € RV,
0 9

(Vi F(t,u)v) v > (Av) - v — 5]1}] : (4.16)

Analogamente, para cada t € [0, 27], u, v € RY

(Vo F(t,u)v) - v < (Bv) - v+ g]v|2. (4.17)
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Agora, se v1,v, € Hy e w € Hy entao teremos

(T(v1 +w) =T (v +w),v1 — va) =

= [jv; — vo|* — / (V. F(t, v +w)

0

—V F(t, vy +w) + K*(v; — vg)) - (vy — vo)dt

27 2w
= / |U1 — 1')2|2dt — / (qu(t, U1 + w) (418)
0 0

—VuF(t,v9 +w)) - (vy — vg)dt

2

2
_ / iy — |2t — / (Vau (£, 03+ E(01 — 1) + w) (01 — 1)
0 0

(v — vo)dt,

onde 0 < £ < 1 é uma constante. Usando (4.16) temos, para cada vy,v; € H e w € Ho,

/(vuuF(t702 + g(vl - UZ) + w)(vl - ,02)) : (?)1 - Ug)dt Z

0

27 2T
5
> /(A(U1 ) - (o — )t — / vy — v 2t
0 0

2 2
)
= /(TAT’(Tm — TUQ)) . (TUl — Tvg)dt — 5 / |T’U1 — TU2|2dt (419)
0

0

N 2m 5 N 2r
=Yoo [l tr =Pt 53 [laie (1= o)
i=1 0 =17
N 5 27
= (ai - 5) /|gi (o1 —v2) dt.
i=1 0

Pelos itens (4.7), (4.8) e (4.15), vemos que se vy, vs € Hy entao

2 2
/ 195 - (on — b9)|2dt < (s — 5) / 105 - (01— vo) [t
0 0
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e protanto,

/]vl—vg| dt = Z/qu 0 — y)|Pdt

110

5L 1 T
—;ZZW_A/m«m—wﬂw (4.20)
N 7 9

Combinando (4.18), (4.19) e (4.20) temos que, para quaisquer vy, vy € Hy e w € H,
(D(vy +w) — T(vg +w),v1 — vg) < —Csllvr — 3|7, (4.21)
onde cada C3 > 0 é uma constante. Analogamente, existe uma constante C; > 0 tal
que, para v € Hy e wy,wy € Ho,
(C(v+w) —T(v+wy), w; — ws) < Cyljwy — waf. (4.22)

Definamos J : H — R da seguinte forma

) = /1 BW—F@,U)} dt.

Entao, o operador gradiente de J ¢ T. Para quaisquer vy,vy € Hy e wy,wy € Ho,

usando (4.21) temos
1

JM+WQ—ﬂw+wO=/@%+ﬂm—wHWMWrwm%=

= (I'(v1 + wy),v1 — v2)

1
+/ (v2 + &(v1 — v2) +wi) — T(vy +wy),v1 — va) d§
0

2@m+wmm—wHCMm—wW/ﬂ—®%

1
= <F(U1 + wl),vl - U2> + 503”"01 — 212H2.
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De modo semelhante, temos que

1
J(’UQ + wl) — J(Uz + wg) Z <F(U2 + wz),wl — w2> + 504“1111 — ’LU2||2,

1
J(?}Q + ’LUQ) — J('Ul + wg) Z <F(’U2 —+ w2),v2 — ’U1> + 503“1)2 — 111H2,

1
J(Ul + U)Q) — J(Ul + ’lUl) Z <F(Ul + wl),wQ — U]1> + §C’4||w2 — U}1||2.

Combinando as quatro tltimas inequagoes, temos que
(T(vy 4+ wy) — T(vg +wy), (—v1 +wy) — (—vg +ws)) > Csllvy — va|? + Culjwr — wyl|?.
Fazendo vy = wy = 0, em vista que I'(0) = 0 temos

(D(vr +wr), —vi +wi) > Callvi||* + Callwn|* > Cs([[on]* + [Jwn]?),

onde C5 = min{Cj3, Cy}. Portanto, para qualquer u € H,

lull < C5HT(w)]-
Desde que
2 -
J (u) = T(u,) + (_ﬁ + KQ) (VuE(t,u,) — V,V (¢t uy)),

temos que para cada seqiiéncia (u,) C H tal que J'(u,) — 0 com n — +o0,

lwnll < C57HIT (wa)ll + C5 || { =75

( i + KQ) h (Vo F(t,u,) — V, V(¢ un))H :

Por (4.11), V., F(t,u) — V,V(t,u) é limitado em [0, 7] x RY. Entao, existe uma
constante Cs > 0 tal que
[un]| < Cs.

Para esta inequagao, temos facilmente a condigao (P. S.).
Definamos dois subconjuntos abertos Dy e Dy de X como em (4.4), na prova do

Teorema 4.1. Entao

A(axDl) CcD; e A(axDQ) C Do

Definamos o caminho hg : [0,1] — X como em (4.6), na prova do Teorema 4.1. Entao,

para R suficientemente grande,

hR(O) € Dl\D2 e hR<1> € D2\D1.
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Desde V' e V,V sao limitados em |u| < Ry, quando R > R; o valor de J em hg(s) é
estimado da seguinte maneira

2

J(hn(s)) = — / V(t, hn(s))dt =

0

- / v (5 o))+ (1= 52) v (5 et e

¥ (1 - &) (V oV (1, Ehr())hls)) - ()

dt
R

< =27 (1 — %) (Ahg(s)) - hr(s) + C7R + Cy

S —27‘('04(R - R1)2 + C7R + Cg,

Ry . . .
onde — < ¢ < 1, C7 e Cg sdo constantes positivas e a« = min{ay, g, -+, o, }.

R

Portanto,

inf  J(u) > sup J(hg(s))

ueD; NDy s€[0,1]
se R é suficientemente grande. Usando o Teorema 2.3 chegamos ao resultado desejado.



Apéndice A
Resultados Basicos

Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho, reunimos aqui alguns
resultados bésicos nao incluindo, em geral, suas demonstracoes. Citaremos, porém,

alguns textos classicos que contém as provas aqui omitidas, como por exemplo [Brezis|

e [Adams].

A.1 Existéncia de um Campo Pseudo-Gradiente

Mostraremos neta secao que para um funcional .J, de classe C', sempre esta

associado um campo pseudo-gradiente W de vetores.

Observacao A.1 Sewv € X € tal que
(i) (J'(u),v) = 3]|J'(w)||* para todo v € X;
@ii) ||| < 2||J(w)|| para todo u € X.

entao v € dito um vetor pseudo-gradiente para J em u € X. Observemos que tal

vetor nao € unico.

Lema A.1 Assumindo as condi¢coes da Definicao 1.1, existe um campo pseudo-

gradiente para J em Xj.
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Prova. Tomemos u € X,. E claro que J'(@) # 0. Desde que J'(u) é um funcional

linear continuo, temos

| T/ ()] = sup (J'(w), w).

[[w][=1

Dai temos que existe (w,) € X com [|w,||=1¢e

(J' (@), wn) — || @)

Assim, existe w = w,, para n suficientemente grande, tal que

(7@, w) > 7@
Agora, definindo a funcio
v:Xy —X
T @) = 2@
temos
Jo@l = 207 @l = 217 @) < 207 @),
ou seja,
@) < 2.7 )l
Além disso,
@ o@) = (7@, 51 @le),
o que implica
(7 (@), 0(@) = 2 @I @), w).
De (A.2), obtemos
(7@, @) > 21T @ - 1@
logo

(J'(u), v(w)) > IIJ'( ).

Dai, para cada u € X o vetor v(u) é um vetor pseudo-gradiente para J em .

(A.1)

(A.2)

Sendo J’ continua, existe uma vizinhanca aberta de u € Xj, que denotaremos

por W5, tal que para cada v € W5,

lo(@)I < 2[1 (w)l]

(A.3)
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(), @) > 5117 @) (A4)

Observemos que a familia {W5 : ©w € X} é uma cobertura aberta para X,. Além
disso, considerando em X, C X a métrica induzida de X, d(x,y) = ||t —yl||x, z,y € Xo,
temos que Xy é paracompacto. Logo, existe um refinamento localmente finito {W3,},.;.

Assim, existe uma particio de unidade continua localmente lipschitziana {J;}.

el

subordinada a {Wg,},.; com 0 < J; < 1 e suporte em Wy, onde > .., J; = 1 em
Xop.

Considerando

= Z Ji(u)v; onde v; =wv(u;), paratodo u € X,
el
para cada u € X, existe I C I finito tal que
= Z Ji(z)v;, Vo € Bs(u).
iel
Clareando a idéia, suponhamos I = {1,2,--- ,no}, no = no(u) e & = d(u). Assim,

no
= Z Ji(z)v;, Vo € Bs(u),
i=1

em particular

Note que W é localmente Lipschitziana, pois W é uma soma finita de funcoes
Ji(u)v; localmente Lipschitzianas. Além disso,

no

S PPAGIEIE

i=1

W (u

Assim, usando (A.3),
W (u H<ZJ AL (Wl

o que implica

W ()| < 2[|J'(u IIZJ ) =201 (W) Y Jilu)

el
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isto é,
W (u)|| < 2[|J"(w)]]-

Note agora, que de

(J' (), W (u)) = <J/(U),ZJ¢(U)W> :

segue

Por (A.4), obtemos
(J'(u) >ZJ —HJ' wl?,
o que implica .
(J'(u), W(u)) > %HJ'(U)H2 Z Ji(u)
portanto -
(), W () > 217G

mostrando assim a existéncia de um campo pseudo-gradiente para J. ]

A.2 Outros Resultados Relevantes

Teorema A.1 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder)
Sejam X um espaco vetorial normado e M C X wm conjunto compacto e convero.

Entao qualquer funcao continua T : M — M tem um ponto fixo.

Definicao A.2 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que um operador T :
X =Y ¢é compacto se T(B) € relativamente compacto (isto é, T(B) é compacto) para

qualquer B C X limitado.

Observacao A.2 Mostra-se que um operatdor T : X — Y ¢é compacto se, e somente
se, (T(xy,)) possui subseqiéncia convergente, para qualquer seqiéncia (x,) em X

limitada. Se T € linear e compacto e x,, — x entao Tx, — Tx.

Definigao A.3 Sejam (X, |- ||x) e (Y, || |ly) espagos normados. Dizemos que X estd

immerso continuamente em Y, e denotaremos X — Y, se
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(i) X é um subespago de 'Y ;

(i) i = (X,]| - llx) — (Y,| - |ly) € continua, ou seja, existe C > 0 tal que

lzlly = [li(z)]ly < Cllz]lx-

Teorema A.4 (de Rellich-Kondrachov) Seja Q) C RN um aberto limitado de classe
C'. Entao,

e sep< N entio W'P(Q) C LI(Q), para todo q € [1,p*|, onde I% = 11—7 — %;
e se p= N entao W'P(Q) C LY(Q), para todo q € [1,+00[;
e sep> N entio W'P(Q) C C(Q),
com injegoes compactas.
Prova. Ver [4], Teorema IX.16. n

Lema A.2 (de Hopf) Sejau € C*(Q)NCYQ) tal que —Au < 0 em Q. Suponhamos

que eziste xo € IS) tal que
uw(zo) > u(z) para todo x € .

Além disso suponhamos que §2 satisfaz a condicao da esfera interior em xg, isto €,
existe uma bola aberta B C €2, com xo € 0B.

Entao a derivada normal exterior de u em xy, caso exista, satisfaz

Ou

877 (Io) > 0.

Aqui, n denota o vetor unitdrio normal exterior a B.
Prova. Veja [12], secdo 6.4.2. ]

Teorema A.5 Seja X um espaco vetorial normado real e C C X wum conjunto

convezo. Entao, sao equivalentes:
(a) C € fechado na topologia forte;

(b) C é fechado na topologia fraca.
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Prova. A implicagdo (a) = (b) é 6bvia. Vamos mostrar a implicagdo contraria. Para
isto, mostraremos que C, o complementar de C, é aberto em (X, X’). De fato, dado
zo ¢ C, desde que {zo} é fechado e C' é convexo, pela Segunda Forma Geométrica do

Teorema de Hahn-Banach, existe f € X' e a € R tal que
(f.@0) << (f,y), para todoy € C

Faca, entao,

V={reX:(fr)<a}=f~o0,0)

e teremos 7g € V, VN C = 0, ou seja, V C C°. Como V € o(X,X’), temos que
C%eo(X,X). n

Teorema A.6 Sejam X um espago de Banach e (x,) uma seqiiéncia em X. Sex, — x

em X, entao ||x,| € limitada e
|z|| < liminf ||z,]|.
Prova. Veja [4], Proposi¢ao I11.5. [

Teorema A.7 Seja X um espago de Banach reflexivo com norma || || e seja M C X
um subconjunto fechado fraco de X. Suponha E : M — RU-+o00 € coercivo em M com

respeito a X, isto €,
E(u) — oo quando ||ul| — oo para ue€ M,

e (sequencialmente) fracamente semi-continua inferior em M, com respeito a X, isto

é, para qualquer seqiiéncia (u,) em M tal que u, — uw € M fracamente em X wvale que

E(u) < lim inf E(u,).

m—0o0

Entao E € limitado por baixo em M e atinge seu infimo em M.
Prova. Ver o item 1.2 de [22] [

Definicao A.8 Seja Q um subconjunto aberto de RYN. Uma funcio f: QxR — R é

chamada func¢ao de Carathéodory se:

(i) para cada s € R fizado, a fun¢ao x — f(x,s) é mensurdvel a Lebesque em §2;
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(ii) para quase todo ponto x € Q, a fungao s — f(x,s) € continua em R.

Definicao A.9 Suponha que Q é um dominio limitado e suave de RY, e f : QxR — R

seja uma fungdo Carathéodory. Dado ug € H} (), considere a equagao

—Au = f(,u), em Q (45)

u = ug, Sobre Of)

Uma fungio uw € H'(Q) ¢ uma sub-solugao fraca de (A.5) se u < ug em OQ e
/VuVapdx— /f(-,u)gpd:z: <0 com @eC() e ¢=>0,
Q Q

e € uma super-solugao se u > ug em 052 e

/Vqupdz—/f(-,u)godeO com e CP() e ©>0.
Q Q

Flas sao ditas estritas se nao forem solugao de (A.5).

Teorema A.10 (Método de Sub- e Super-solugdo) Suponha que u € H'(Q) é
uma sub-solucio enquantow € HY(Q) é uma super-solucao do problema (A.5) e assuma

18s0 com constantes c,¢ € R tais que
—xo<c<u<u<e<+oo, (A.6)

quase sempre em §), com €2 limitado e com fronteira suave. Entao eriste uma solu¢ao

fraca w € H(Q) de (A.5), satisfazendo a condi¢io u < u < U quase sempre em €.

Prova. A idéia aqui é aplicar o Teorema A.7. Sem perda de generaldidade podemos

supor ug = 0. Consideremos também,
F(z,u) = /f(:v,v)dv
0

a primitiva de f. As equacoes em (A.5) sdo conhecidas como equagdes de Euler-

Lagrange do funcional

E(u) = % / Vuldz — / Fla, u)dz. (A7)

Q Q
Nossas suposicoes sobre a nao linearidade, entretanto, nao nos permitem concluir que

o funcional E estd bem definido ou até mesmo diferenciavel em X = H}(Q), o menor
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espaco onde temos chance de verificar coercividade de E. Nao podemos, por exemplo,

garantir que a segunda integral em (A.7) é finita. Iremos entdo, restringir £ para o

conjunto

M={ueHjQ):u<u<u qtp.}.

Notemos que, por hipotese, (A.6) garante que u,u € L*>({2) e consequentemente

M C L*(Q), pois © é um dominio limitado. Dado u € M, como F(z,s) é continua e

Q x [¢,¢] é compacto, temos que existem ¢y, ¢; € R tais que ¢y < F(x,u(z)) < ¢; para

todo u € M, x € Q. Observemos ainda que:

()
(i)

(i)

Como o espago H}(Q) é de Hilbert, ele é reflexivo;

M & fechado e convexo. De fato, M é fechado, pois dada a seqiiéncia (u,) tal que
(un) C M e u, — ug na norma de H}. Temos que u(r) < u,(z) < u(z) quase
sempre para todo n, ou seja, a menos de um conjunto F, C €2 com medida nula.
Entao, o conjunto Fy = UF,, tem medida nula. Como u,, — ug em H&(Q), entao
u, — ug em L? e, portanto, existe Gy C Q, conjunto de medida nula, tal que
un () — up(x), para todo x € 2\ Go. Disto e do fato que u(z) < u,(z) < u(x),

para todo x € Q\ (Fy U Gp), tomando o limite obtemos
u(z) < uo(r) <u(x)

para todo x € Q\ (Fo U Gy) e, portanto, ug € M. Para concluirmos que M é

convexo, sejam u,v € M. Entao temos, para 0 <t <1,
u=tu+(1—-thu<tu+(1—t)v <tu+(1—-1t)u=mu,

ou seja, tu + (1 —t)v € M. Portanto, aplicando o Teorema A.5, M ¢ fracamente

fechado.

Desde que M é essencialmente limitado e —F (z,u(z)) > —¢, nosso funcional F
é tal que

1
E(u) > QHUH%& -C
sendo, portanto, coercivo em M.

Finalmente, E é fracamente semi-continuo inferiormente em M. Usando o fato

que u, — u, temos que |lu| < liminf, . ||u,|| (veja o Teorema A.6). Para
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vermos isto, basta verificarmos que
/F(z,un)dwﬁ /F(x,u)dx,
Q Q

para u, — u em H}(Q), onde u,,u € M. Com efeito, passando para uma
subseqiiéncia se necessario, podemos supor que u,, — u pontualmente q.t.p.
e |F(z,u,(x))] < ¢ uniformemente. Portanto, podemos usar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue e concluir a convergéncia.

Os quatro itens acima nos permitem usar o Teorema A.7 e concluir que existe um
minimizante u relativo a M com u € M. Para ver que u resolve (A.5), para ¢ € C5°(€2)

e € > 0, considere
ve = min {u, max{u, u+ ot} =u+ecp —¢*+p. € M

com

o =max{0,ut+ecp—u} >0 e ¢.=—min{0,u+ecp—u}>0

Note que ¢, ¢. € H}(2) N L>®(Q). E é diferenciavel na dire¢io v. — u. Desde que u

minimiza F em M temos
0 < (v —u, B'(u)) = e(p, E'(u)) — (¢", E'(uw)) + (@, E'(u))

assim, obtemos

m | =

(0, E'(w)) < — [{¢", E'"(w)) — (e, E'(w))] .

Como @ é supersolugao de (A.5) temos
(0%, B'(u)) =(&°, E'(w)) + (%, E'(u) — E'())

<(¢%, E'(u) — E'(u))

:/{V(u WV (ut e —T) — [f(a,u) — Fla,0)](u+ o — )} da

<e / V(- W)Veds — ¢ / F(@u) — f(zm)] |pldz
Q Qe

onde Q¢ = {x € Q : u(:c) +ep(x) > T > u(z)}. Notemos que med(§2°) — 0 quando

e — 0. Portanto, pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue obtemos

o(e)

(¢, E'(u)) > o(g) onde - 0 quando ¢ — 0.
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Analogamente temos
(¢e, E'(u)) < o) onde @ — 0 quando ¢ — 0.
Donde concluimos que
(p, E'"(u)) >0 para todo ¢ € C°(Q).

Invertendo o sinal de ¢ e desde que C$°(f2) é denso em H} temos finalmente que

E’(u) = 0 como afirmamos. [

Teorema A.11 (Principio do Maximo) Suponha que u € C*(Q) N C(Q), Lu =

—Au + mu, com m > 0. Suponha que () € conexo, aberto e limitado. Entao

(i) Se Lu < 0 em Q e u atinge um mdzimo ndo negativo sobre Q em um ponto

interior, entdo u € constante dentro de ).

(i1) Similarmente, se Lu > 0 em S e u atinge um minimo nao positivo sobre §)

em um ponto interior, entao u € constante dentro de 2.

Prova. Veja [12]|, Teorema 3 da Segao 6.4. [



Apéndice B
Prova do Lema 2.1

Nesta secao, provaremos o Lema 2.1. Por comodidade, tornaremos a enuncié-lo.

Lema B.1 Sejam X = {(t,s) : 0 < t,5s < 1} C R ¢ O um subconjunto aberto de X

tal que

((t,0):0<t<1} C O, (B.1)

{t,):0<t<1}NnO=0 (B.2)

Entao existe uma componente conexa I' de 0O, a fronteira de O em )?, intersectando

ambos {(0,8) : 0<s <1} e{(1,s): 0<s <1}, isto é,

{(0,5) : 0<s<1}NT #0, (B.3)

{(1,8):0<s<1}NT #0. (B.4)

Prova.

Se denotarmos por O; a componente conexa de O contendo
{#.0):0<t <1},

entao 00, C 00. Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar que O ja é
conexo. Seja

so =sup{s: (0,s) € O}.
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Observemos que por O ser aberto devemos, necessariamente, ter que s # 0. Entao
(B.1) e (B.2) implicam que 0 < 5o < 1 e (0,59) € 00. Seja I' a componente conexa
de 0O que contém (0, s9) e vamos provar que I' satisfaz (B.3) e (B.4). Notemos que,
pela definigao de sg, (B.3) é obvio, uma vez que (0, so) é elemento da intersecgao. Para

B.4), consideraremos, por contradicao, que
( Y 7 p Q 7 q
{(1,s):0<s<1}NT'=10

Vamos agora estabelecer uma nomenclatura para os lados de X , isto é, denotaremos
por Ly o conjunto {(¢,0) : 0 <t < 1}, por Ly o conjunto {(1,s) : 0 < s < 1}, por L
o conjunto {(¢,1) : 0 <t < 1} e por Lg o conjunto {(0,s) : 0 < s < 1}. Desse modo,
notemos que usando (B.2), a defini¢ao de sq e nossa hipotese de contradigao concluimos
que I' N (Ly U Ly U L) = (. Adicionando a isso o fato de T" ser fechado temos que
6y = d(L1 U LyU L3, T') > 0, onde d(-, -) significa a distancia entre dois conjuntos de X.
Pela compacidade de I', existe um numero finito de pontos xq,xs,--- ,z, € I' tal que

o numero finito de bolas

) ) )
B<$1,§1>,B($2,§1>,"‘ 7B(xn7§1)

constitui uma cobertura aberta de I'. Aqui estamos considerando a notacao
J = )
B (xl,§1> = {x cx e X x eld(z,z;) < gl}

Denotemos
" )
U1 = L_JB ($1,§1> .

Claramente temos que I' C U] e, pela escolha do raio das bolas, Uy N (L; ULy ULg) = 0.
Agora, vamos construir um conjunto aberto U de X tal que I’ Cc U, UN (LU
LyUL3)=0edUNOO =0. A construgao de tal conjunto U obedecera um dos dois

casos abaixo.

Caso (i): oU; N 0O = (). Nesse caso, tomamos simplemesnte U = Uj.

Caso (ii): OU; N OO # 0. Note que U; N OO é um espaco métrico compacto e que I e
oU;NOO sdo dois subespacos métricos fechados e disjuntos de U;NJO. Como I' &

uma componente conexa de 90 e 'NOU; = (), entao nao existe uma componente
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conexa de U; N OO que intersecte ambos I' e U; NJO. Usando um resultado de
[30] existem dois conjuntos compactos K4 e Kp tais que U, N0 = K, U K,
KiNKp=0,T C KsedU NOO C Kp. Seja d, = d(K 4, Kp), entdo temos que
09 > 0. A compacidade de K, implica que existe um nimero finito de pontos

Y1, Y2, ,Ym € K4 tal que as bolas abertas

09 09 09
By, 2) By 2), - Bym, 2
<y17 3> ) <y27 3> ) ) (y 3)

em X constituem uma cobertura aberta de K 4. Denotemos

" 0.
Uy = i:LJlB (yi, é) .
Entao, I' € K4 C Us. Tomando U = U; N Us, temos
e ) 0.
v=Uu {B (x§> B (yg)} .
Ja vimos que I' C U; e I' C U,, decorrendo imediatamente que I' C U.
Além disso, também é imediato que U N (L U Ly U L3) = (. Afirmamos que
OU N OO = (. Com efeito, se OU N IO # B, entao existe um ponto x € U N OO,
ou seja, r € K4 U Kp. Lembrando que esses conjuntos sao disjuntos, ha duas
possibilidades: (i) Se x € K4 entdo x ¢ K. Como z € 00 e 0U; N 0O C Kp,
segue que z ¢ OU;. Além disso, como 2 € U C U C U; entdo devemos ter
x € U;. Mas z € OU acarreta x ¢ U = Uy N Us, resultando que = ¢ Us, o
que é uma contradi¢ao pois sendo U; uma cobertura aberta de K 4, é claro que
K, C Us,. (ii) Se € Kp, entdo d(z, K4) > 0. Mas x € OU C U C U, implica
que d(z, K4) < %, que também nos leva a uma contradi¢ao. Portanto, devemos

ter OU N 0O = .

Denotemos por V' a componente conexa de U contendo I'. Desse modo, temos
que I CV, VN (LiULyULs)=0edVNOO = (. Pela construcio de U vemos que
OU é composta de um nimero finito de arcos circulares, e consqiientemente também o

é JV ja que OV C OU. Seja
c={(to+rcosb,so+rsend) : 6, <0 < 6,}

um arco circular com dois pontos extremos P; = (to + rcos;, so + rsen 0;)(i = 1,2).

Por r. denotaremos quaisquer dos raios comecando por FP;, segundo a dire¢ao do vetor
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(—=1)"*(—sen 0;,cos6;)(i = 1,2), isto é, r. é tangente a ¢ em um de seus pontos
extremos e aponta na dire¢gao para onde ¢ se dirige. Se dois arcos circulares c e ¢ se
intersectam em um ponto extremo comum e 7. e r» sao dois raios comecando nesse
ponto comum, entdo o angulo entre r. e rs serd chamado dngulo de ¢ para c.

Denotemos por ® o conjunto de todos os arcos circulares contidos em V. Seja
s1 =sup{s: (0,s) € V1.

Entao é claro que 0 < s; < 1. Suponhamos que ¢; € ® seja o arco circular no qual
eo := (0,81) é um ponto extremo tal que o angulo de 7., para o raio {(0,s) : s > s1}
¢ o menor dentre todos os tais angulos. Desse modo, ¢ facil ver que V esta abaixo de
c1 e ¢; curva-se para baixo. Se o outro ponto extremo de ¢y, que denotaremos por ey,
nao esta no segmento L4, entao existe co € ¢ com e; como um ponto extremo tal que
o angulo de ¢ para c; é o menor de todos os angulos. Entao V' estd do mesmo lado de
c1 e ¢, além disso ¢ e ¢y curvam-se para o mesmo lado. Se o outro ponto extremo de
c9, que denotaremos por es, nao esta em L4, entao poderemos continuar nessa mesma
idéia. Desse modo, obtemos uma seqiiéncia de arcos (¢,) com a propriedade que ¢, e
Cni1 tém em comum o ponto extremo e,, o conjunto V estd do mesmo lado que c,,
e todas ¢, curvam-se para o mesmo lado. Desde que ¢ contém apenas um ntimero
finito de arcos circulares, apds alguns n etapas, o ponto extremo e, de ¢, estard em
L. Tomando e, = (0, s2), vemos que 0 < sy < s7.

Se denotamos o segmento de reta {(0,s) : 51 < s < 59} por ¢, entao cg, 1, -+ , ¢y
constitui uma curva de Jordan c; e V' estd completamente no interior dela, uma vez
que V' é conexo. Denotemos por Vi o conjunto de todos os pontos do interior de c; e
seja

W =V,U{(0,s) : 81 <5< 52}
Entao W é um subconjunto aberto de )N(, o conjunto V' é tal que V' C W, e da discussao

anterior, temos que

rcw,

t

D
~— ~— = ~—

Wm(LlLJLQULg):@;

~J

6W201UCQU"'UCn;

T W W

oW N oo = 0.

oo
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Notemos que o item (B.5) implica que ONW # {); o item (B.6) implica que O\ W # 0;
o item (B.7) implica que W & um conjunto compacto e, finalmente, (B.8) implica que
OW = (OW N O)U (OW \ O). Agora a prova divide-se em dois aspectos abaixo.

Se OW NO # 0, entdao OW N O e W \ O sdo subconjuntos abertos, nao-vazios
e disjuntos de OW = (W N O) U (OW \ O), fato esse que contradiz a conexidade de
ow.

Se OW N O =0, entdo ONW e O\ W sdo subconjuntos abertos, niao-vazios e
disjuntos de O = (ONW) U (O \ W). Isto contradiz a conexidade de @, concluindo a

demonstragao. ]
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