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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia, ndo existéncia e unicidade de
solugdes radiais positivas para equacdes elipticas semilineares em subdominios do plano
euclidiano. As nio linearidades que consideramos envolvem crescimento critico do tipo
Trudinger-Moser.

Utilizamos uma técnica conhecida como shooting method introduzida em 1905 por
Severini [21]. Um método iterativo que permite determinar a solu¢do de um problema
de contorno por meio da andlise de solu¢des aproximadas de uma familia de problemas
de valor inicial geradas por este. Por seu carater iterativo, o shooting method tem sido
utilizado com eficiéncia em matematica aplicada, como por exemplo, matemdtica compu-
tacional, onde formula-se algoritmos especificos para executar tais iteragdes. Aqui, dentro
de um enfoque abstrato, utilizaremos técnicas analiticas de continuidade para analisar se
determinada iteracdo converge para uma solucio do problema de contorno em estudo.
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Abstract

In this work we present results of existence, non-existence and uniqueness of radial
positive solutions for elliptic semilinear equations in subdomains of euclidean plane. We
consider nonlinearities involving critical growth the type Trudinger-Moser.

The technique used is shooting method introduced in 1905 by Severini [21]. This is a
iterative method which permits determine the solution of a contour problem by analysis
of approximated solutions of a family of initial value problems generated by himself.
For its iteractive caracter, the shooting method it has been used effectively in applied
mathematics, for exemple in the computational mathematical, where specific algorithms
are used to perform such interactions. Here in an abstract approach through analytic
techniques of continuity we examined whether an iteration converges to a solution of the
contour problem under study.
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Notacoes

Notacoes Gerais

B,(0)

ou

lim inf f(¢)

Espacos de Funcoes

'78IN

)

bola aberta de centro O e raio 7,
quase toda parte,
primeiro autovalor de —A em H}(2),

norma euclidiana

gradiente de u,

laplaciano de u,

derivada normal exterior,

aberto,

fronteira de (2,

limite superior da fung@o f(¢) quando t — a,
limite inferior da fun¢do f(¢) quando t — a,

indica final de demonstracao.

LP(2) = {u mensurével sobre Q e [, [u|Pdz < 00}, 1 < p < oo,

L>(2) = {u mensurdvel sobre 2 eexiste C' tal que |u(z)| < C q.t.p. sobre Q},

R* = [0, 4+00)

semi-eixo real ndo negativo,

Ck(Q) funcdes k vezes continuamente diferencidveis sobre €2, k € N,



Notacdes

C>(Q) = () C*(Q)

k>0

C.(92) funcgdes continuas com suporte compacto em (2,
CHQ) = CH(Q) N Q)
C(Q) = C=(Q) N Ce(Q)

C(Q) fungdes continuas sobre 2

391,99,...,98 € LP(£2) tais que

1,p _ p
AR B /u&p d:vz—/gisod:v,v@eCE"(Q)’VZ':L--W
9] Q

&xi
1 <p <o,
WP (Q) o completamento de C'}(€2) na norma de W'?(Q), 1 < p < oo,
H () espago Wy *(92),
lull o) = ([ ]u\p)l/p norma do espaco de Lebesgue LP(2),
f = o(g) quando s — sg se dado € > 0, existe § > 0 tal que
|f(s)] < €|g(s)| quando |s — sp| < 6,
f = 0(g) quando s — sg se existem constantes C' > 0 e § > 0 tais que
|f(s)] < Clg(s)| quando |s — sg| < 9.
f = o(g) quando s — +00 se dado € > 0, existe R > O tal que s > R
implica | f(s)] < eg(s)],
f =0(g) quando s — +0o0 se existem constantes C' > 0 e R > 0 tais que

|f(s)| < C|g(s)| quando s > R.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos uma classe de problemas elipticos da forma

—Au = f(u) em R?,

P,
(F) u(z) =0 quando |z| — o0

no qual a ndo linearidade f : R, — R ¢ uma fun¢@o localmente lipschitziana e com
sinal indeterminado, isto €, f pode eventualmente assumir valores negativos e positivos.
As ndo linearidades que consideramos aqui atigem os crescimentos critico, polinomial e
exponencial.

Utilizando uma técnica conhecida como shooting method, o qual consiste em resolver
um problema de contorno atrives da andlise de uma familia de problemas de valores
iniciais; provaremos existéncia, ndo existéncia e unicidade de solucdes radiais em uma
bola B;(0). Além disso, estaremos interessandos ainda em solu¢des definidas em todo
IR?; tais solu¢des sdo denominadas ground states, um termo preveniente do contexto fisico
que deu origem ao problema acima e também serviu como motivac¢do para o estudo do
mesmo.

Organizamos o trabalho da seguinte forma:

Capitulo 1: Nesta parte do trabalho, estudamos o problema (P;) para uma ndo linea-
ridade geral f com o objetivo de provar a existéncia de solucdes definidas em todo R2. O
principal resultado para ground states estudado ndo € formulado em termos de condi¢des
de crescimento de f; mas, por meio de uma desigualdade envolvendo a fun¢do dada pela
expressao

ug'(u) Yog' (u)
h(u) = g(u) - 92 - g(w)—g(yo) !
2 (67‘ e _ 1)

e o limite inferior de f

inf {f(u);u >0} =-M
onde g(u) = In f(u), para f(u) > 0. Com hipéteses apropriadas sobre f, estudamos um
critério para existéncia de ground states o qual esté relacionado a vacuidade de um con-
junto apropriado. Utilizando esse critério associado ao shooting method estabelecemos
existéncia de solu¢des para uma larga classe de ndo linearidades f.

Capitulo 2: Aqui, por meio do shooting method, nos dedicamos ao estudo resul-
tados de existéncia, ndo existéncia e unicidade de solugdes radiais em uma bola B;(0)
do problema (P;) para ndo linearidades com crescimento critico. Mais especificamente,
trabalhamos com o problema,

2

—Au = h(u)e®™ em  QCR?
u=>0 sobre  0f),
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Introduc3o

2 . 2 . .
onde h € um termo de menor ordem com respeito a e**", mais precisamente

2
|r|—o00 €

Procuramos determinar a linha de divisdo para a solubilidade e respectivamente a
nao solubilidade do problema com relacio ao crescimento assintético do termo de menor
ordem h. Veremos que o crescimento que garante a tal solubilidade € o crescimento critico
de h. Mais precisamente, mostraremos que tomando 2 = B;(0) existird uma constante
Ky > 0 tal que se

K
h(r)=—, para r>r;, com K <K,

e h satisfaz condi¢des adequadas em torno do zero entdo o problema acima ndo tem
solugdo radial. Observamos que por [17] qualquer solugéo positiva de (P;) sobre B;(0) é
necessariamente radial, isto implica que ndo existe solucao positiva sobre estas hipoteses.

No Capitulo 3, nos dedicamos ao estudo de um resultado de unicidade de solugdes
positivas de (P;) no qual f tem crescimento exponencial. Mais especificamente, tratamos
do problema

—Au = \ue  em B
u >0 em B
u=2~0 sobre 0B.

No qual B C R? representa o disco unitdrio centrado na origem, A > 0e 1 < < 2.

A técnica utilizada aqui segue o espirito daquela utilizada nos capitulos 1 e 2, ou seja,
utilizaremos ainda o shooting method.

Finalmente, no Apéndice A, apresentamos alguns resultados cldssicos que foram
utilizados ao longo do trabalho.

Xiil



Capitulo 1

Ground States e Problema de Dirichlet
para —Au = f(u) em R?

Neste capitulo, objetivamos encontrar solugdes positivas para o problema

—Au = f(u) em R?,

P
(Fy) u(z) =0 quando |z| — o0

no qual f(u) é uma fungdo positiva para v grande, mas ndo necessariamente para todo
u > (. Tais solucdes sdo muitas vezes denominadas ground states, um termo proveniente
do contexto fisico que deu origem ao problema acima. Para cumprir nosso objetivo,
usaremos o shooting method o qual permite encontrar solu¢des para um problema de
contorno através da redugdo deste a um problema de valor inicial conveniente. A principal
dificuldade encontrada é mostrar que se u(0) for escolhido suficientemente grande entdo
a solugdo radial associada tem um zero, isto €, que o problema de Dirichlet tem solucdo
em alguma bola finita.

1.1 Comentarios e Hipoteses Gerais

A solubilidade do problema de Dirichlet
~Au = f(u) em RY,

onde f(u) é positiva para u grande, ou talvez para todo u > 0, esta extremamente relaci-
onada com estimativas do crescimento de f(u) quando u — oo. Aqui, os casos N > 3
e N = 2 sdo impressionantemente diferentes. Para o caso N > 3, uma condi¢do encon-
trada, veja por exemplo [2], é dada por

N +2
N-2

f(u) =0(WP) para u—o00, com 1<p<

A condicdo f(u) = O(uP) significa que existem constantes C' > 0 e R > 0 tais que

MSC para u > R.
upb

Para N = 2, temos, por exemplo veja [20],

In f(u) = o(u*®) quando wu — co.

1



Comentarios e Hipéteses Gerais CAPITULO 1

isto é,
In|f(u
M — 0 quando wu — +o00.
U
Tem sido de muito interesse o estudo de casos para N > 3 envolvendo o expoente
N+2

critico . O caso particular, em que

Nt2 N +2
N-—-2

1<g< .
=S N

flw)=ul+u

foi estudado em [10] e em [3], tendo em foco o shooting method, que se mostrou eficiente.
Estabeleceremos agora hipdteses gerais sobre f que serdo exigidas durante o capitulo.

(Hy) A fungdo f é localmente lipschitziana sobre [0, co).

(Hy) f(0) = 0 e existe um nimero ¢ > 0 tal que

F(u) ::/Ouf(s)ds<0 para O0<u<(, F({)=0

e ainda f(u) > 0 parau > (. Veja figura 1.1 abaixo.

(Hj3) Existe um nimero yo > 0 tal que f(u) > 0 para u > yo e a fungdo
g(u) :==1In f(u), u=>1yo

satisfaz g € C?([yo, 0)), ¢'(w) > 0 e g"(u) > 0.

Figura 1.1: Possivel configuragdo para f.

Estaremos sempre supondo, ao longo do capitulo, que f satisfaz (H;) e (H3). Quando
nos referirmos a existéncia de ground states suporemos também (Hs). Neste caso, yo
devera ser necessariamente um nimero positivo; pois sendo, (Hs) e (H3) entrariam em
contradicao.



Comentarios e Hipéteses Gerais CAPITULO 1

O principal resultado que estudamos sobre a existéncia de ground states serd formu-
lado em termos de uma desigualdade envolvendo a fungéo A : [y, 00) — R dada pela
expressao

b = gl ~ ) : g ) (L
e 2 —
e da cota inferior de f
inf {f(u);u >0} = —M. (1.2)

Note que, por (H,), M é ndo negativo. Mas precisamente, para garantir a existéncia
de ground states, suporemos a existéncia de um valor v > max {yo, (} que satisfaca a
condi¢do

h(y) >InM + 1. (1.3)

Aqui, no caso em que M = 0, a condi¢do (1.3) obviamente ndo faz sentido. Neste
caso, trabalhamos com valores In x para x > 0 suficientemente pequeno. Uma vez que
lim, .o+ Inz = —oo e, para cada v > 0, h(y) é um nimero fixo, a condi¢do (1.3) é
satisfeita para x > 0 suficientemente pequeno.

1.2 Transformacoes e Shooting Method

Estamos interessados em provar a existéncia de solu¢des numa bola, Bg(0), para o
problema (P;). Devido ao Teorema 12 Apéndice A tais solu¢des sdo necessariamente
radiais, isto é, solu¢des com a propriedade u(z) = v(r), para alguma fungéo v : [0, R] —
[0,00); onde r = r(z) € a norma euclidiana. Por conveniéncia, para uma solugdo u
radial, denotaremos u(x) = wu(r). Para uma funcéo radial u duas vezes continuamente
diferencidvel vale

u”"
Ay = u,, + —.
r

Dessa forma, depois de nos restringirmos a solugdes radiais, reduzimos o problema (P )
ao seguinte

Upr + 4 f(u) =0, em (0,00
T

14
W(0) = 0, u(o0) = 0, (15

onde estamos denotando u(oco) = lim u(r). Aqui, podemos trocar a singularidade em
r—00

r = 0 por uma em ¢ = oo por meio da inversdo de Atkinson e Peletier, isto €, a transfor-
magao

t = —21ng, y(t) = u(r). (1.5)
Usando esta transformacdo, temos
2y/(t
v — 2
r

e diferenciando novamente

4y"(t) | 2y'(1)

— —+ )
r

UTT‘



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Logo, combinando as equagdes anteriores podemos escrever

. 4/lt
wo y'(t)
r

r2

2
Uma vez que ¢! = TZ usando (1.4), temos a equagio

y'(t)+e " f(y) = 0. (1.6)
Sendo assim, trocamos o problema (P;) pelo seguinte

V') +e ' fly) =0 em R,
y(t) >0 em R,
sup{y(t)} <oco em R,

()

Isto, obviamente, ndo causa mudanca na natureza do problema, mas insere este dentro
da teoria cldssica da equacdo generalizada de Emden-Fowler [15] e de seus argumentos.
Como consequéncia, se existem ¢, real e uma solugéo y de (P,) tais que y(t) > yo para
t > to entdo lim; o, ¥/ (t) existe. Além disso, este limite é obrigatoriamente nulo. De-
notamos ¥y’ (c0) = 0. Para justificar esta afirmagio notemos que, por (1.6) e (H3), temos
y" < 0 paray > 1. Portanto, y € uma fung¢do concava e 3y’ € mondtona decrescente para
t > to. Logo, lim; ., ¢/(t) existe. Para este ocorre uma das quatro op¢des: um nimero
positivo, zero, um ndmero negativo ou —oo. Estas duas ultimas podem ser excluidas por-
que y(t) > 0 e concava para t > ty. A primeira op¢ao também ja que y € limitada. Outra
observacdo é a seguinte: sendo ¢’ monétona decrescente para t > g e lim; ., 3/ (t) = 0
devemos ter ¢'(t) > 0 neste intervalo. Em particular, y deve ser monétona crescente para
t > tg, portanto, também existe lim; ,, y(t) = -. Denotaremos este ultimo limite por
y(00) = 7. Note que ~ € finito uma vez que y é mondStona e limitada para t > t.

Por outro lado, dado y € (0, 0o) existe tinica solugdo y(t,y), do seguinte problema

y'+e ' fly) =0,
(Pv> y(t) >0,
y(oo) =~ e y'(c0) =0

definida em um intervalo /.
A seguir daremos um resultado que justifica a afirmacdo acima.



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Teorema 1 Suponha que f satisfaz a hipdtese (Hy). Entdo para qualquer v > 0 existe
tinica solugdo y = y(t,~y) do problema (P,) definida em um intervalo mdximo (w_, o).
Além disso, para cadat € (w_,00), y(t,7v) e y'(t,7y) dependem continuamente de ~.

Demonstracdo: Fixado v > 0 arbitrario, consideremos o intervalo [0,y + €| para algum
e > 0. Uma vez que [0, + €] é compacto e, por (H;), f localmente lipschitziana sobre
[0,00) temos f lipschitziana sobre [0,y + €|. Lembre-se que uma func¢do localmente
lipschitziana definida num compacto € também lipschitziana neste compacto. Sejam K a
constante de Lipschitz de f restrita a [0, + €] € b = sup,¢jo.,+ | f(y)|. Integrando por
partes, um calculo direto fornece

/ (s —t)e *ds=e".
t

Assim, podemos usar o rdpido decaimento de e~ e garantir a existéncia de uma valor ¢,
suficientemente grande, tal que

k= K/ (s—t1)ePds<1 e b/ (s —t1)e *ds <e. (1.7)
t1

t1
Fixemos o intervalo I = (t;,00). Agora uma fungio y : I — [0, + €] € solugdo de (F,)

se, e somente se, y € continua, uniformemente limitada e satisfaz a equacao integral

y(t) =7 — / (s — 0 (y(s))eds. (1.8)

De fato, se uma tal fungdo y : I — [0, + €] satisfaz a equagdo integral acima, usando
que f limitada, isto é, —b < f(y(t)) < b temos

—b/too(s—t)esds < /too(s—t)f(y(s))esds < b/too(s—t)esds. (1.9)

e, portanto,

[e.9]

lim (s —t)f(y(s))e *ds = 0.

t—o00 t

Assim, por (1.8), temos claramente

y(oo) = lim y(t) = .

t—o00

Além disso, diferenciando em (1.8), chegamos a equagdo

v = [ fals)eds,
t
portanto, mais uma vez, usando que f € limitada para todo y € [0, + €] temos
. / o _
Jim ¢/(t) = y'(o0) = 0.

Diferenciando novamente temos ainda
y' +e ' fy) =0.

5



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Reciprocamente se y : I — [0,7 + € é solugdo de (P,), integrando duas vezes
e usando as condi¢des iniciais chegaremos a equagdo (1.8). Portanto, para encontrar
uma solugio local de (P,) bastar resolver a equagdo integral acima em algum intervalo,
digamos 1.

Considere X o espaco das funcdes continuas e uniformemente limitadas definidas
sobre [ assumindo valores em [0,y + €], com a métrica da convergéncia uniforme, isto &,

Ay, 2) = swply(t) — ()]

Sejal : X — X tal que
T@xw:v—[mw—oﬂMQwﬂ@.

E claro que 7'(y) é continua para todo y € X. Além disso, afirmamos que
0<T(y)(t)<vy+eVtel, VyeX.

De fato,comoy > 0e
o0

lim (s —t)f(y(s))e *ds =0

t—o00 t

aumentando ¢, se necessdrio, segue-se de (1.8) que T'(y)(t) > 0 paratodo ¢t € I. Para
concluir a segunda desigualdade, note que por (1.7) e pela primeira desigualdade em
(1.9), paratodo t € I, vale

T@XﬂZW—Zm@—ﬂﬂM@kﬂ%§7+blm&—ﬂfﬂs§7+a

Portanto, 7" estd bem definida e dados y, z € X temos
T(y)(t) —T(2)0)] < /too(s — )| f(2(s)) — f(y(s))|ds
< K [ 5= lel) - o)l

< K s —t1)e “sup|z(s) — y(s)|ds

(

t1 tel

= kd(y, z),

onde a constante k é dada por (1.7). Segue das desigualdades acima que
d(T(y),T(z)) < kd(y,z) com 0<k<1,

isto €, T' é uma contragdo. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe tnicay € X
tal que 7'(y) = y, ou seja, y satisfaz (1.8).

Com a garantia de existéncia de solucdo para t € [, fixamos 7 € [, para cada vy > 0
e y = y(t,7) solucdo de (P,) sobre I, fazemos y(7,7) = o, e y'(7,7) = [,. Com essa
reformulacdo temos um novo problema

V' +etf(v)=0, v>0

o(r) =a, V(r) =4, (119



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Devido a Picard, Teorema 13 do Apéndice A, para cada v fixado, o problema de valor
inicial (1.10) possui tnica solugdo, v = v(t,), definida em algum intervalo .J contendo
7. Além disso, pelo Teorema 14 do Apéndice A, a unica solugdo v = v(t,~y) pode ser es-
tendida a um intervalo maximo de defini¢do (w_,w. ); pelo que provamos anteriormente
temos w, = +oo e, por unicidade, v(t,v) = y(t,) sobre I = (t1,00). Em particular,
tliglo v(t,y) = -y e assim qualquer solugdo de (1.10) é também uma solugdo de (P,) em seu
intervalo maximo de definicdo. Por essa razdo, denotaremos y(t, ) a dnica solugdo, para
~ fixado, de (1.10) definida em (w_, o). Finalmente, pelos Teoremas 16 e 17 do Apén-
dice A aplicados a (1.10) y(¢,7) e ¥/(t,y) dependem continuamente de ~ para cada t €
(w_, 00). n

Na discussdo que se segue estamos supondo a hipétese (Hy).

Para cada 7 € (0,00), seja w_(y) = T'(y) o menor valor para o qual a solu¢do de
(P,) ainda estd definida, isto é, (7'(y), 00) € o intervalo mdximo de definicdo de y(¢,7)
para o qual a mesma ainda € positiva.

Note que, pelo Teorema 16 Apéndice A, se T'(y) é o primeiro zero de y(t,~y) partindo
de oo, este depende continuamente de . Além disso, em todo caso; pelo Teorema 15 do
Apéndice A, temos as seguintes possibilidades para 7'(~):

(i) T(y) = —oo e y(t,~y) é positiva sobre R.

(ii) T'(y) > —o0 e ocorre

y(T'(7),7) =0 e y'(T(y),7) >0

ou possivelmente,

limsup y(t,y) = oo

t—T(v)
Note que y/'(7'(7y),y) > 0no caso (ii) advém da dependéncia tnica da solu¢do em respeito
aos dados iniciais visto que, sendo f(0) = 0, a fungdo y(¢) = 0 é solucdo da equacdo
y" + e ' f(y) = 0. Vale ressaltar que ndo ocorre y'(T'(y),~) < 0, pois T'(y) é o primeiro
zero de y(t,7).

A seguir utilizaremos a hipétese (Hy) para garantir que a segunda possibilidade em (ii)

ndo ocorre pelo menos para v > (. Para isso, definimos a fun¢do E dada pela expressao

12
t
Bt = L 4 Fy(r, ) (L11)
onde F'(u fo s)ds e y(t,~y) é solugdo de (P,) definida sobre (7°(y), c0). Note que

E depende contlnuamente de ~. Para ~ fixado; derivando F(t,~) com respeito a varidvel
t e usando a equagdo em (P, ), obtemos

E'(t,y) = y*(t,7)/2¢7 >0

portanto, F é ndo decrescente na varidavel ¢. Visto que, pelo Teorema 1,0 < y(t,7) < y+e
para ¢ grande; podemos definir B = sup,¢(y 44 |.f(y)|- Com esta notagdo temos

W@WSZIﬂWWWﬁ%S&t
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donde ¢/ 2(15, v)/e"" tende a zero quando ¢t — oo. Portanto, usando a defini¢do de F e a
continuidade de F' temos

lim E(t,7) = F(7).

Logo, como F é ndo decrescente, segue-se que F(t,7) < F(v) e, em particular, temos
F(y(t,y)) < F(v) para T(y) < t < oo ou para T'(y) < t < oo se T'(y) > —oo.
Agora estamos prontos para excluir a segunda possibilidade em (ii). De fato; suponha,
por contradi¢do, que tal possibilidade ocorra. Entdo para cada v > ( e ¢ suficientemente
préximo de 7'(y) temos y(¢,y) > v > ( e, portanto, visto que, por (Hs), F'(u) é crescente
para u > ( temos F(y(t,v)) > F(v) o que contraria F(y(t,7v)) < F(v) estabelecida
anteriormente. A Figura abaixo representa um possivel comportamento da solugdo y(t, )
para v > ( e T(7) finito. Note que, como excluimos a segunda possibilidade em (ii),
a solucdo y(t,v) para v > ( passa necessariamente a assumir valores negativos para
t < T(y), isto é, T(y) é o primeiro zero, partindo de +oo, da solugdo y(t,~). Sendo
assim, como jd observamos anteriormente, temos ainda que 7'(+y) é uma func@o continua
de .

Figura 1.2: y(t,~) com v > ¢ e T'(7) finito.

Voltamos nossa aten¢do para o comportamento das possiveis solucdes de (P, ), y(t,7),
definida em uma vizinhanga de —oo, (—o00, A*), isto é, para t suficientemente pequeno.
Nesse sentido, temos o seguite resultado:

Proposicao 1 Suponha que f satisfaz as hipdteses (Hy) e (Hs). Sejay = y(t, ) solucdo
de (P,). Se y é mondtona em (—oo, A*) e tlim y(t,y) = d comé € [0, 00) entdo
——00
y*(t,7)

@). lim =——= =0,
t——o0 e

(ii). Se E' é definido como em (1.11) e F' como em (Hs) vale 1tlim E(t,v) = F(0),
——00

(iii). f(0) =0etemosd € [0,().

Demonstracdo: (i). Para v fixado, £ é mondtona em ¢ logo E(t,v) < F(v) para
t > T(v). Assim, segue de (1.11) que

0< LB - piy — piyie, )

ST S



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Ainda, por continuidade,
Jim F(y(t,7)) = F(6).

Logo, existe o limite
12
t
i YY)

t——o0 e_t

Este claramente deve ser nimero ndo negativo. Suponha que este limite € positivo, isto &,

12
t

=v>0.

t——o0 [

Neste caso, temos

lim_E(t,y) = g + F(5)

e assim ffoo E'(s,v)ds existe. Contudo, a derivada de E' com respeito a ¢t ¢ dada por

Bt = y’2(t_,7)

2e~t
pequeno, o qual ndo € integrdvel em uma vizinhanga de —oo. Assim, concluimos que

v =0.
(ii). Segue-se imediatamente do item (i). De fato, usando a defini¢ao de F dadaem (1.11)
e tomando limite obtemos

, . ) v .
e temos que E’(t,7) é aproximadamente — para ¢ suficientemente

lim E(t,v) = lim m—I—F(é):F(é).

t——o0 t——o0 267t

(iii). Suponha, por contradi¢do, que f(d) # 0. Uma vez que
f(0) = Tim f(y(t,7)),

t——o00

por continuidade, temos f(y(t,v)) # 0 para ¢ suficientemente pequeno. Visto que, por
(H,) temos f(0) = 0 segue-se que y(t,y) # 0 parat — —oo. Portanto, y(t) é assinto-
ticamente constante quando ¢ — —oo; assim, usando (1.8) e (1.9), vemos que a integral

indefinida .
/ (s —t)e *ds

existe o que é uma contradi¢do. Logo, f(d) = 0. Para concluir o item (iii) observe que
pela hipétese (Hy) temos f(u) > 0 para u > ( e, visto que f(d) = 0, devemos ter
de€0,(). m

Considere o subconjunto de R definido por

S={y€((,00); T(y)>—00}.

Note que S é um conjunto aberto em R, pois 7'(y) depende continuamente de 7. Se S é
ndo vazio defina vy = inf S. O préximo resultado garante que y(t, 7o), solugdo de (P,),
¢ também uma solugdo para (F).
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Teorema 2 Seja f nas hipéteses (Hy) e (Hz). Suponha que o conjunto

S={ye((,00); T(y) > —oc}
é ndo vazio. Entdo o problema (P,) tem uma solugdo tal que

lim y(t) < inf S.

t—o00

Demonstracao: Necessitamos do seguinte lema preliminar.

Lema 2.1 Suponha f e S como no Teorema 2 e E definido como em (1.11). Entdo se
v € Stemos E(t,y) > 0ey/(t,v) > 0sobre [T(7),0).

Visto que f(0) = 0 temos que y(t) = 0 é solugdo da equagdo y” + f(y)e ™ = 0, logo
usando a unicidade em relacdo aos dados iniciais da solu¢do de (F,) temos necessaria-
mente y'(T'(7y),7) > 0. Dessa forma,

y*(T(7),7)

26_T('7) >0

E(T(v),7) =
e, sendo F ndo decrescente temos E(t,y) > 0 para todo t € [T'(v),00). Para con-
cluir que y/(t,y) > 0 sobre [T'(),o0) note que y'(¢,v) > 0 para y(t,7) > (, pois
y'(t,v) = [ f(y(s,7))e *ds e, pela hipétese (H,), f(u) > 0 para u > (. Sendo assim,
se existe ty > T'(7y) tal que y'(fo,y) = O temos necessariamente y(ty,~y) € [0, () e, por-
tanto, pela hipétese (Hs), E(to,7y) = F(y(to,7y)) < 0 contrariando a positividade de £
estabelecida anteriormente. Concluimos assim que 3/(¢,y) > 0 parat € [T'(), 00).

Tendo estabelecido este lema preliminar, afirmamos que se 7, = inf S temos ainda
Y > (. Note que v, estd bem definido, pois estamos supondo S ndo vazio e este ultimo
¢ limitado inferiormente por (. Para concluir que vy > ¢ vamos provar que existe uma
vizinhanga de ¢ que ndo intersecta S. Neste caso, teremos obrigatoriamente 7, > (, pois
caso contrario, Yo ndo seria a maior das cotas inferiores de S.

Como, por (Hs), f({) > 0 temos y(t,() ndo constante. De fato, uma vez que
lim; o f(y(t,C)) = f(¢) > 0 temos f(y(t,()) # 0 para ¢ suficientemente grande e,
assim y"(¢,¢) = —f(y(t,{))e™" # 0 para t grande. Uma vez que lim,; ., E(t,() =
F(¢) = 0 e E é ndo decrescente temos F(t,() < 0 parat € (T((),o0). Portanto, por
continuidade, existem ¢ > 0 e 7(¢) > 0 tais que E(t,7) < 0 desde que |y — (| < €
et < 7(e). Assim, pelo Lema 2.1, temos que v ¢ S para |y — (| < € concluindo a
afirmacao.

Lembrando que S é um subconjunto aberto de R temos que vy ¢ S. Seja (7,,), com
vn € & para todo n natural, uma sequéncia que realiza o infimo, isto €, v, — 7 quando
n — oo. Pelo Lema 2.1 temos '(¢,v,) > 0 e E(t,7,) > 0 paratodo t € R, portanto,
usando a continuidade de E(t,7) e y/(t,~y) com respeito a -y e fazendo n — oo obtemos
y'(t,v) > 0e E(t,y) > 0parat € R. Assim, y(t,70) é monétona ndo decrescente
e limitada, pois como vimos, lim sup,_, 7, y(t,7%) = 0o ndo ocorre e T'(yy) = —o0
visto que 79 ¢ S. Portanto, quando ¢ — —oo a solugdo y(t,7,) tende monétona e
decrescente para um valor ¢ o qual pela Proposi¢do 1, item (ii), pertence ao intervalo
[0, (). Afirmamos que 6 = 0. Com efeito. Supondo § > 0, por (Hs), temos F'(§) < Oe

10
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usando novamente a Proposi¢@o 1, item (ii), temos lim; , ., F(t,7) = F(J) < 0 o que
contraria E(t, ) > 0. Assim,

im y(t,70) = 0.
Além disso, sendo y(t,~,) monétona ndo decrescente e limy o y(t,7) = 7o, temos
ainda
y(t,70) < inf S.

Portanto, y(t,vo) é uma solucdo do problema (FP;). =

De acordo com o Teorema 2, devemos mostrar que o problema (P,) tem solugdo
para algum v € ({,00), com T'(7) finito, para assegurar a existéncia de uma solugdo de
ground states. O método que utilizamos para a solucio de (F,) é baseado em considerar
v = y(oo) como pardmetro e verificar a existéncia de 7(7y), primeiro zero quando ¢
decresce do infinito.

1.3 Solucoes assintoticamente constantes de uma equa-
¢a0 nao linear

Nesta secdo, iremos estabelecer algumas estimativas referentes as solugdes do se-
guinte problema:

y” + eg(y)—t — O’
<P3) Yy Z Yo,
y(oo) =7, y(o0) =0

onde yp > 0, v € (y9,00) e g satisfaz as hipéteses

(A1) g € C*([yo,"])

(A2) ¢ > 0eg” > 0sobre [yo,7].

Aqui, consideramos g(u) = In f(u) como em (H3); o comportamento de g(u) parau > vy
serd descartado por falta de relevancia. Esta falta de relevancia pode ser explicada pelo
fato de que as solucdes de (P3) sd3o mondtonas crescentes e concavas, logo y(t) € [yo, 7]
parat € [T}, 00), onde T} é definido abaixo.

De acordo com o Teorema 1, (P;) tem tnica solugdo para ¢ suficientemente grande,
e além disso, se a solu¢do y = y(¢,~) é continuada para trés, isto é, ¢ decrescendo, esta
ird necessariamente atingir o valor y, para algum ¢; o qual denotaremos por T := To(7)
e escreveremos ¥’ (7}) para a inclinagdo de y em tal ponto. Necessitaremos fortemente de
estimativas de Tj e 3/ (7p) para verificar se y(t) atingira o valor zero para algum 7'(y) <
To(7). Nesse sentido, estabelecemos a

11
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Proposicao 2 Suponha que y(t,~) é uma solucdo do problema (Ps). Entdo, para Ty <
t < oo tem-se

g9(y(t,7)) > g(v) —21In (1 + @y@ﬂ)

e ainda

2 q'(7) (v)—t
y(t,v) <v—— ln(l—i— eI\ .
) g 2

Demonstracdo: Por conveniéncia, escreveremos y(t) ou y em vez de y(t,y) para ~ fi-
xado. Observemos inicialmente que para v fixado, t > T e y solugéo do problema (P;)
temos iy > 0 e y” < 0, donde y e ¢y sdo mondtonas crescente e decrescente respecti-
vamente. Lembrando que 3/(c0) = 0 e integrando diretamente a equagdo do problema,

obtemos -
y’(t) — / e9W(s)=s g
t

Usando as monoticidades de y(t) e g(y) segue-se que y(t) < -y leva a seguinte desigual-
dade g(y) —t < g(y) —t. Logo eI~ < e90)~; ¢ integrando sobre (¢, 00) obtemos
y'(t) < e9t, Por outro lado, como ¢'(y) e 3/(t) sdo estritamente positivos segue que

(1 _y (y<t))y/(t>) (IOt gyt

Integrando novamente sobre (£, c0) obtemos e9W(*)~t < /(). Dessa forma, verificamos
as desigualdades
eIw(®)—t y'(t) < eIt (1.12)

Depois de aplicar logaritmo podemos escrever g(y) — ¢t < lny < g(y) — t e assim
9(y) —g(v) <Iny' —g(y) +t <0, logo

. / .
tlggo [Iny —g(y)+t] =0.
Multiplicando a equacdo 3 = —e9W)~* por {t — g(y))} obtemos a igualdade

y// . g/(y)y/y// + 6g(y)—t o g/(y)y/eg(y)—t =0.

Esta tltima permite concluir diretamente que, definindo

1
E(t) =y — 5u"g'(y) — ",
temos 1
E'(t) = —52/39”(3/) <0.

12
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Notemos ainda que tlim E(t) = 0 e, portanto integrando E’(t) sobre (¢, c0) concluimos
—00

1 o0
que E(t) = —/ y'(s)*g" (y(s))ds > 0. Dessa forma,
t

2
0< E@) _ 1_1y,g, ) — o)t
Y 2 ”y,
= 1- %y’g’(y) + %
- lel(t) /t Y (y(s))ds
< y,y(/t(; /t Ooy’(S)g”(y(s))ds

Onde usamos na segunda desiguldade acima que y/(¢) é uma funcdo decrescente. As
desigualdades acima permitem concluir que

<

1 /! y/
0<1-3ygW+ - <590 —d W)

<

e portanto, por integracdo, obtemos

[e.9] o0

0< [ gotuen + 6] <l —gwen| @

t t

ou equivalentemente,

0 < lim [t—%g(y(t))ﬂn y’(t)] - [L‘—%g(y)ﬂny’] < %[vg/(v)—g(v)—yg’(v)Jrg(y)}-

Agora lembrando que tlim Iny — g(v) +t] = 0 temos
—00

_ 1 1 1., 1
lim [t—ﬁg(y)+lny} = lim |Iny —g(’y)+t+g(’y)—§g(y)}
r 1
_ . /_ 3 —_ =
= Jim _lny g(v)“} + lim {9(7) 29(1/)]
, 1
= lim _g(v) - §g(y)
_9(v)
5

Sendo assim, (1.13) é equivalente a

0< % l9(7) +9(y)] =t —Iny' < % g (V) = 9(v) = yg'(7) + 9(y)]-

Donde segue que

13
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l9(7) +9(y)] —t —Iny’ >0 (1.14)

N | —

1
g(y) —t—Iny' < 5[7—9]9’(7)- (1.15)

A estimativa (1.14) pode ser escrita como

[N

y'e 29W) < 390Nt (1.16)

Além do mais, sendo ¢'(y) > 0e ¢"(y) > 0temos 0 < ¢'(y) < ¢'(7), o que fornece
juntamente com (1.16) a desigualdade

Y (y)e29W) < gl (7)ezs !
da qual obtemos, depois de integrar sobre (¢, o)

9(v) 90 _4

2 [rf%g(y) — e_T] <g(y)e

ou ainda

/
6_%g(y) < 6_@ + g () egT'*)—t.

- ()
Multiplicando por e’z obtemos

/
3o -9 < 1 4 #em—t

e aplicando logaritmo obtemos a desigualdade

%[g(v) —g(y)] <In (1 + @eg””) -

Desta ultima segue-se facilmente a primeira desigualdade da Proposicdo 2. Finalmente,
escrevendo (1.15) como
eIt < yfeé[v—y]g’(v) (1.17)

e novamente integrando sobre (¢, c0) chegamos a

g (v)
2 .

14+ Meg(v)—t < eyl
9 =
Analogamente, aplicando logaritmo podemos verificar que esta tltima desigualdade equi-
vale a segunda da Proposicdo 2. m

Corolario 2.1 Suponha que y(t,~) é uma solugcdo do problema (Ps). Entdo, para Ty <
t < oo tem-se

DO | —
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Demonstraciao: Esta desigualdade segue da primeira dada pela Proposi¢ao 2, depois de
isolado o valor de ¢t. De fato, temos

/
9(y) = g(v) —2In (1 + #egm—t) .
Assim,

2

logo, aplicando exponencial, obtemos

L 9 ) gt
“[g(7) —g(y)] <In (1 + £ et )

/
3o -9 _ 1 < @egm—t‘

Agora, usando logaritmo podemos escrever

/
In (e%[g(v)*g(y)] _ 1) <In g (27) +g(y) —t

o que equivale a

In (1 - e%[9<y>—9<”]> - %[g(’y) —g(y)] <In g/(;) +9(7) —t,

ou seja,

t<=lg(v)+gy)]+ ln@ —In <1 — ew>

DN | —

como desejado. m

Corolario 2.2 Suponha que y(t,~) é uma solugcdo do problema (Ps). Entdo, para Ty <
t < oo tem-se

t > g(v) - g/(’y)(; L) g’(2'y) ~In (1 - 6W>
gy — g’(v)(; —y) ln g’(;)'

Demonstracao: Em analogia ao coroldrio anterior, estas desigualdades seguem da se-
gunda dada pela Proposi¢do 2, depois de isolado o valor de ¢. De fato, temos

2 9'(7) —t
ygfy——ln(l—i——eg(”) ,
g() 2

portanto

gf(v)(; —Y) o, (1 LI eg(y)_t) |

Usando a aplicag@o exponencial temos a desigualdade

g N-v)
2

1> gl<7) 6g(’y)—t
- 2

e

15
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da qual, aplicando logaritmo, obtemos diretamente
’ B /
n (6g(v)év y) _ 1) 2 ln@ +g(7) ¢
0 que equivale a
/ _ ) (g /

I =y <1 B €M> 1 (27) o) —t,

ou seja,
/ o / , N

E> gr) — 9(7)(27 Yo d <1 _€W> |

A segunda desigualdade do coroldrio segue desta tltima depois de observar que Inz < 0

para0 <z <1. m

Corolario 2.3 Suponha que y(t,~) é uma solucdo do problema (Ps). Entdo, para Ty <

t < oo tem-se

'g'(y) <2
ng(y)eg(y) —t -1
Y (t) < ezlo+a)l—t
) > eI — y—vlg' (n)—t

y'(t

Demonstracao: Definindo, como na Proposicao 2,
/ 1 12 (y)—t
E(t) =y —5y"g'(y) —e™

temos, analogamente

(1) = 50" ().

Como lim E(t) = 0, integrando E'(t) sobre (¢, 00) leva a

t—o00

B() =5 [/ w9)ds 20
t
Dessa forma, sendo F(t) > 0, podemos escrever

1
v =5y g () = e >0

ou ainda

y°9'(y)
5
Sendo ¢’ > 0, temos imediatamente (1.18). Agora reescrevemos £/(t) como

y >

— e9ly)—t

(1.18)
(1.19)
(1.20)
(1.21)
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e usando que E(t) > 0e ¢'(y) > 0 vemos que a dltima parcela acima deve ser positiva,
ou seja,
1

— eIt 5
29'(y)

o que equivale a (1.19).
A desigualdade (1.20) é obtida imediatamente de (1.16) depois de multiplicar esta por
¢29%) ¢, analogamente multiplicando (1.17) por e~20=419'() obtemos (1.21). =

Observemos que a cota superior para ¢y’ em (1.20) estd entre as cotas estabelecidas em
(1.12). De fato, sendo g(y) é uma funcdo crescente temos

9(y) +9(v)

—t< —t
5 g(v)

gly) —t <

o que fornece

(¥)+9(v)
9y29w_t

edW)—t ~ o < 9t

Analogamente, é facil verificar que a cota dada em (1.21) estd entre as estabelecidas em
(1.12) quando y esta préximo de .

Continuaremos estabelecendo estimativas para y'(t), ¢ > Tj. Buscaremos uma boa
cota inferior para y/(t¢); note que a cota dada em (1.21) tem a desvantagem de envolver
ambos y e t agravado pela falta de uma boa cota superior para ¢t em termos de y ou, de
uma inferior para y em termos de ¢. Para resolver esse impasse provaremos o

Corolario 2.4 Suponha que y(t,~) é uma solu¢do do problema (Ps). Entdo, parat > T,

tem-se )
Y (t) > 2 1 — 1 = (et 4 M .
AG)) 14 L0 eg(n—t 2

Demonstracao: Como vimos anteriormente

y (1) = / " ot -sg
t

Portanto, usando a estimativa para ¢(y) dada pela Proposi¢do 2, podemos escrever

y’(t) > / 69(7)_2ln(l—i_#eg(Wis)_st.
t

Agora, fazendo a substituicdo r = s — g(7) temos

!
e—r—&-ln(l-&—ig é’y) 677')*2d

y'(t) > r

2, 1
g0 1+ L0 egn)—t
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como desejado. =

Observamos que a cota inferior estabelecida pelo coroldrio acima exibe o que parece
ser o comportamento verdadeiro em alguns casos em que a cota inferior é exponenci-
almente pequena para ¢ grande, e tende a ( j para t pequeno, com zona de transi¢do
centrado em

g

I.= g+

Para uma discussdo mais detalhada a respeito do grafico de y(t), a ser realizada numa
se¢do posterior, necessitamos ainda de uma cota superior para 3, vdlida num sentido
assintotico adequado quando ¢ decresce através da zona de transi¢do ao redor de 7., ou
seja, de T, — t possivelmentente grande. Pensando nisso, fixaremos inicialmente seguinte
notacdo que serd util na formulagdo do préximo coroldrio da Proposi¢do 2. Considere

~{eer g0 —2m (1+ 200 <o < g}

Note que na definicdo de / extendemos o alcance para ¢ baseado na cota inferior para
g(y) dada pela Proposi¢do 2.

Corolario 2.5 Suponha que y(t,~) é uma solu¢do do problema (Ps). Entdo, parat > T,

tem-se
2L 1
y(t) < 1-
g() 1+ £ o)t

/
L = el i (1 F2er ) supp ()}

onde

Demonstracdo: De fato, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange, existe £ € (y, )
tal que

1

T

9(y) =g9(v) + g (VY —7) + 5

Usando a Proposicao 2 temos

— __2 n Meg('y)—t
(y—7) < 9’(7)1 <1+ 5 >

Logo, usando ainda que ¢’ > 0 e ¢” > 0, podemos escrever

—921n Meg(v)—t 9"(€) n2 Meg(v)—t
9(y) < g(v) —21 <1+ 5 )+29,(7)21 (H 5 )

Lembrando agora que /(t) = ftoo e9W) =35, temos pela desigualdade anterior, que

y(t) < 0 ds

< {|g o I (*gmegm t supr 9" }/ —2In(14 9D (- ds

/OO eg(y)—an(l—o—g/y)69(7)_5)—0— 9’/’(5)2 lnz(l_‘_g’gw)eg(v)—s)

o 9'()
_ L/ eg('y)fQIn(lJr ) 69(7)*S)d5'
t
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Note que usamos acima também o fato de que G(t) = In* (1 + @69(7)*’5) ¢ decrescente

para ~y fixado; e portanto, G(s) < G(t) parat < s.
Fazendo a substitui¢do s — g(y) = r podemos escrever ainda

I B
t

—9(7)

—9(7)

- 75 (1 y (27)) )

2L 1
— 1 — .
g'(7) 14 £ o)t

0 que representa a cota superior desejada. m

o0 /
= L/ (1+ 9\ () e ") 2 "dr
¢ 2
g/
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1.4 Estimativas para o problema de Dirichlet e Ground
States

Para o problema de Dirichlet padrao

—Au= f(u) em  Bpg,
(P4) u>0 em BR,
u=20 sobre OBg,
onde Bg = {x € R? |z| < R}.

A existéncia de T'(vy) finito é equivalente a existéncia uma solugdo radial u(r) do
problema de Dirichlet (P;) com a seguinte propriedade

T(v)

u(0)=v e R=R(y):=2e 2 (1.22)

Para confirmar isso usaremos (1.5). De fato, depois de nos restringirmos a solugdes
radiais numa bola By, podemos reescrever (P;) como

uTT+%+f(u):O, em (0,R),
u>0
w'(0) =0, wu(R)=0.

Este dltimo, usando a inversdo de Atkinson e Peletier (1.5), equivale ao seguinte problema
1 —t R
y'+ fly)e " =0 em (—21115,00),

R
y>0 em (—2In E’OO)’

R
y(=2ln ) =0, y'(c0) =0.

Por outro lado, temos obviamente de (1.5), r(t) = 2¢7s e, portanto, 7(t) — 0 quando
t — oco. Sendo assim, se existe 7(y) finito temos uma solucao radial u de (P;) na bola
Bp, onde R é definido como em (1.22). E ainda, fazendo uso mais uma vez de (1.5),
vemos que a solucdo u satisfaz
u(0) = lim u(r(t)) = lim y(t) = 7.
O principal resultado deste capitulo referente ao problema de Dirichlet (P;) € o se-
guinte:

Teorema 3 (Existéncia de 7'(7y)). Sejam y(t,~) solugcdo do problema (P,), h como em
(1.1) e M como em (1.2). Suponhamos que f satisfaz (H,) e (H3). Se existe v > 0 tal
que

h(y) >In M +1,

entdo T'(7y) existe e
/
T(7) > h(y) + m@ ~1

Além disso, se M = 0 em (1.2), o termo —1 pode ser omitido.
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Demonstracio: Vejamos inicialmente o caso particular em que 3o = 0 na hipétese (H3).
Neste caso, T'(+y) é obviamente igual a Ty(y) e sua existéncia é portanto assegurada. Além
disso, a condicdo (1.3) é desnecessdria. Note ainda que esta € satisfeita formalmente para
M = 0, pois estamos considerando In M = Inx para z > 0 suficientemente pequeno
neste caso. Veja comentdrio no final da se¢do 1.1.

Pelo Corolério 2.2, com y = 0, temos

T(v) 2 9(v) - —79/2(7) + ln@ C (1 - e,

Fazendo yo = 0 na defini¢do de h em (1.1) e desprezando o ultimo termo na desigualdade
acima, podemos escrever

/

7(7) 2 hy)+ I

/

> h(y) —Hng(;) -1

Isto completa a prova para o caso em que o = 0.
Assim, procedemos a argumentacdo para o caso em que yp > 0 e

fu) > =M para 0<u <y (1.23)

para alguma constante M/ > 0. Note que tal constante existe, pois f € continua no
compacto [0, o).
Para auxiliar a prova do Teorema 3 estabeleceremos dois lemas preliminares.
Intuitivamente é claro que se Ty e /(7)) sdo devidamente grandes, entdo, quando ¢
decresce de T encontrard um ponto 7 tal que y(7") = 0. Este pensamento, ligeiramente
modificado, € incorporado no préximo lema.

Lema 3.1 Nas hipdteses do Teorema 3, seja y(t,~) solugcdo do problema (P,). Suponha-
mos que M > 0 em (1.23) e que para algum s > Tj vale

y(s)
y'(s)

+Iny'(s) >In M + 1.

Entdo, T'(vy) > —oc.
De fato, segue da equagdo diferencial
y'(t) +e ' fly) =0
e da condigdo (1.23) que
y'(t) < Me™", para t<s.
Integrando podemos escrever

() —y(t) < M [ edv

= —M(e®—e").
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Multipliclando por —1 obtemos

y'(t)

VA,
Q\
©
|
<
ml

Integrando novamente, chegamos a

v -t = [ (s -Me) o
= (s—=t)y(s) +M(e*—e")
> (s —t)y(s) — Me™
Em suma, obtemos a desigualdade
y(s) —y(t) > (s —t)y'(s) — Me™", para t<s. (1.24)

Sendo esta ultima vélida em qualquer intervalo [1”, s] no qual y > 0. Além disso, segue
desta que se existir t* < s tal que

(s — ")y (s) — Me™" > y(s) (1.25)

entdo 7T'(y) > —oo e, mais ainda, teremos t* < T'(y) < T}. De fato, pela desigualdade
(1.24) a existéncia de um tal ¢* acarretaria em

y(s) < (s =t)y'(s) = Me™" <y(s) —y(t")

donde segue que y(t*) < 0. Sendo assim, teremos y(t*) < 0 < y(7p) e, pelo Teorema do
Valor Intermedidrio, existird 7'(vy), com t* < T'(y) < Tj tal que y(T'(y)) = 0.

Do argumento anterior, para completar a prova do Lema 3.1 basta garantir a existéncia
de t* < s satisfazendo (1.25). Para encontrar t*, usaremos algumas técnicas elementares
de célculo. Primeiro, definimos a fun¢do, para s fixado,

Y(t) = (s —t)y'(s) — Me™" para t<s.

Observe que uma boa escolha para ¢t* € dado pelo ponto de maximo de 1/, ja que estamos
querendo ¥ (t*) > y(s). Ora, ¥'(t) = —y'(s) + Me " logo ¢/(t) = 0 se, e somente se,
t=InM —1Iny'(s). Como ¢)""(t) = —Me™" < 0 paratodo t < s, temos In M — Iny/(s)
como ponto de maximo global de ) desde que este seja menor que s, isto €, esse ponto
deve pertencer, obviamente, ao dominio de ). De sorte, usando a hipétese do Lema 3.1,
temos

: y(s)
InM —1Iny'(s) < s <1 + y’(s)) < s,
logo temos o ponto de maximo para ).
Finalmente, vejamos que tomando t* = In M — Iny/(s) temos a condigdo (1.25)
satisfeita. De fato, substituindo este valor de t* em (1.25) obtemos diretamente

(s —InM+1Iny'(s)y'(s) —y'(s) > y(s)
ou, equivalentemente,
~y(s)
y'(s)
o que representa a hipétese do Lema 3.1.
O préximo lema fornece uma cota inferior para 7'(7y).

+Iny'(s) >In M +1
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Lema 3.2 Sejam M > 0, s e y(t,7y) como no Lema 3.1. Entdo

Se M = 0em (1.23), s > T, pode ser tomado arbitrdrio e o termo —1 pode ser omitido.

A ultima observacao do Lema 3.2 é mais simples e a faremos primeiro. Se M = 0 em
(1.23) temos f(u) ndo-negativa, e pela equagdo diferencial y”(¢) + f(y)e™* = 0, obtemos
diretamente 3" (t) < 0 para todo ¢ < s. Portanto, temos 3’ decrescente e, pelo Teorema
do Valor Médio, existe ty € (T(7), s) tal que

y(s) =y(T(y)) = y'(to) (s = T(7)).

Usando a monoticidade de 3’ temos y'(ty) > v'(s). Uma vez que y(7'(y)) = 0, substi-
tuindo y'(to) por ¥/(s) e isolando 7'(7y) na desigualdade obtida chegamos a

y(s)
y'(s)

T(y)>s—

o que conclui o caso em que M = 0.
Procedemos assumindo que M > 0.
Nosso critério (1.25) para a existéncia de 7'(y) pode ser reescrito como
s Me™t
y'(s)  y(s)
sendo satisfeito parat < s.
Usamos, novamente, técnicas elementares de cdlculo para estudar crescimento do lado
esquerdo da desigualdade acima. Andlogo ao Lema 3.1, definimos, para s fixado,

y(s) Me™
ot)=s—t——=— ———, para teR.
" oM
Verificamos que ¢'(t) = —1 + Aﬁ; e dai ¢"(t) = —]‘y/{?; < 0. Note que ¢'(t) = 0 se,

e somente se, t = t*, logo ¢ atinge o maximo em t* = In M — Iny/(s). Este maximo &
ainda positivo; para ver isso analize ¢ em t* e use a hipétese do Lema 3.1 que obviamente
estamos assumindo também. Além disso, temos ¢'(t) < 0 para t > t*. Logo, ¢ é
decrescente para t > t*. Note que, pela hipotese do Lema 3.1,

y(s) /
— +Iny'(s) >InM +1
y'(s) ()
o que implica em
y(s) :
— —1>InM —Iny(s).
y'(s) (¢
Logo se, t' = s — yy,((z)) — 1, temos t' > t*. Apesar disso, afirmamos que ¢(t') é ainda

positivo. De fato,
Me™" Me™"
St)=1———>1——— =0
y'(s) y'(s)

23



Estimativas para o problema de Dirichlet e Ground States CAPITULO 1

Sendo assim, o critério (1.25) é satisfeito para ¢/, e portanto, usando o Teorema do Valor
Intermediario, como no Lema 3.1, temos

0 que prova o Lema 3.2.

Tendo estabelecido estes dois lemas preliminares, retornamos a prova do Teorema
3. Como ja discutimos o caso yy = 0, voltamos nossa atencdo para y, > 0. A idéia
para provar a existéncia de 7'(y) € verificar que a hipétese do Lema 3.1 € satisfeita para
t = Ty. Fazendo s = T, na hipétese do Lema 3.1, buscaremos uma estimativa para a
seguite expressao
y(To)
y'(To)

J =Ty +Iny (Tp) — (1.26)

Temos, pelo Coroldrio 2.4 que

() > (et—g(w + @) o

Donde segue, evidenciando e!~9(") no lado direito e multiplicando por e?,
ety (t) > 9 (1 + @69(7)_1?) B .
Portanto, fazendo ¢t = 7}, e aplicando logaritmo, podemos escrever
To+1Iny'(Ty) > g(v) —In(1 + @69(7)_%). (1.27)

Para estimar o termo restante do lado direito de (1.26) usamos, mais uma vez, a cota
inferior para y/(t) dada pelo Corolério 2.4 donde obtemos

y(Ty) . y(To) (Tt y(To)g'(v)

1 — 0
y'(To) <6T0—9(7) + @) 2

Usando a segunda estimativa para y(t) dada pela Proposi¢do 2 podemos melhorar a desi-
gualdade acima para

_ y(1o) _ eTo—9(7) _ M _ n Meg(v)—%
sy = V) 2 ( 7o) ))

/ /
= —y(Tp)eo—90) — %(7) +1In(1+ #69(7)_%). (1.28)

Combinando (1.27) e (1.28) obtemos

— y(Tp)eTo—90), (1.29)

Finalmente, usando agora o Coroldrio 2.1 para t = 1j, segue-se que

1 /
Ty < 3 [9(7) + g9(yo)] + In @ —In (1 — e%[Q(l/o)-Q(’Y)]) )
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O que fornece

eTO*g(’Y) < e%[g( v)+9(y0)]+1n (’Y) ln(l 62[9(140) 9(7)]) —g(v)

g’(27>e;[g<yo>—g<w>1 (1 _ G;www—mﬂ)‘l . (1.30)

Sendo assim, substituindo a estimativa acima em (1.29), temos

/ / _
J = gy -2 0 _ (TO)QQ ) A lowo)-o) (1_65[9(110)—9(7)}) !

2
- 792(7) (To)g’( )< l9(V)—g(30)] _1>_1.

= g(v

A estimativa acima, com a notagdo de (1.1), equivale a J > h(7).

Isto completa a prova do Teorema 3 no tocante a existéncia de 7'(vy); se M = 0
tal existéncia é automdtica, e se M > 0 a condigdo h(y) > InM + 1 assegura que
J > h(vy) > In M + 1 e, portanto, a hipétese do Lema 3.1 é satisfeita com s = Tj.

Para completar a prova do Teorema 3, necessitamos garantir que

T(y) > h(y) + ln@ - 1.

Pelo Lema 3.2, com s = T}, temos

y(To)
y'(To)

Onde o termo —1 acima pode ser omitido se M/ = 0. De (1.28), obtemos

T(y) > Ty — ~ 1. (1.31)

y(To) To—g(7) 79’ () q(7) (v)-T
_ > T (Th)eTo—9() _ In(1 9()-Toy.
0 ) = y(To)e +In(1 + 5 © )
Usando a propriedade, In ab = In a + In b, para a e b positivos, temos
y(To)

TO Z 9(7) . ’79/(7) . y(TO) To—g(7) +1 9(2 ) +1 < g/(2,y) eTo—g(’y)) .

y'(To)

Assim, usando a estimativa para ¢’0=90") dada em (1.30) e desprezando o tltimo termo
na desigualdade acima, podemos escrever

y(Th) 19 YT 1ige)-ga Houo)—o(2) g()
B _ B 1 1 — e3l9w0)—9()] 1
"y T 90 =5 2 ¢ ( ‘ Rl 2
/ / i —1
— gl — 792(7) _ y(T0)29 () <e§[g('y)fg(yo)} _ 1) tm? 9'(v)
/
= h(y)+In @

Substituindo esta dltima estimativa em (1.31) obtemos

T(v) > h(y) + ln@ -1
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completando a prova do Teorema 3 m

O préximo resultado apresenta-se como um simples arranjo do que foi discutido na
demonstracao do Teorema 3. No entanto, seu significado é profundo e de grande impor-
tancia, de fato, este assegura a existéncia do tdo procurado ground states que configura
um dos objetivos deste capitulo. Diante de sua inegdavel importancia, daremos a ele o
status de teorema.

Teorema 4 Suponha que f satisfaz as hipoteses (Hy), (Hy) e (Hs). Se existe um valor
v > max {yo, C} satisfazendo (1.3) entdo o problema (P;) tem uma solugdo u em R* com
u < .

Demonstracdo: De fato, pelo Teorema 2 para que o problema (P;) tenha uma solugio
em R? basta que exista 7y talque T'(y) > —o0, ou seja, S # (). Se M = 0, pelo Lema 3.2,
temos que

T(y)>s—

e, além disso, s > T pode ser tomado arbitrdrio. Em particular, tomando s = 7, temos
T'(~) finito pela desigualdade acima. Por outro lado, se M > 0 vimos que a hipétese
h(7y) > In M + 1 acarreta em J > h(y) > In M + 1, e portanto, a hipétese do Lema 3.1
estd garantida com s = Tj. Logo, temos 7'(y) > —oo como desejado. m

Um critério menos preciso; porém, mais simples e pratico para existéncia de ground
states pode ser obtido assegurando que (1.3) é assintoticamente satisfeita. Isso pode ser
feito fazendo h(u) assumir valores suficientemente grandes para v grande. Assim, temos
o seguinte coroldrio do Teorema 4.

Corolario 2.6 Suponha que f satisfaz as hipoteses (Hy), (Hz) e (Hj). Se

mmq{ﬂw—ﬂﬁ@}>mM+L (1.32)

U—00 2
Entao o problema (Py) tem uma solugdo u em R?.

Demonstracio: Com efeito. E claro que se

) > {g<u> . %@0}

¢ satisfeito o critério do Coroldrio 2.6 implica que a condigdo (1.3) € valida. Dessa forma,
tudo que temos que fazer é assegurar a desigualdade acima. Ora, sendo

ug'(u "(u (w)=g(v0) -1
h(U):g(U)— g( )_3/09( ) [6%—1]
2 2

basta mostrar que a ultima parcela do lado direito da expressdo acima € ndo-negativa para
u grande. Como

9(w)—9(yo)

e 2 —-1>-1
temos .

(W —g(v0) -

[ ] <2
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0 que obriga

>0
2 — Y

! (w)—g(v0) —1 !
Yog (u) [e% Hg (u) para u > yp.

-1 >
5 =

]
Para enfatizar o alcance destes resultados daremos a seguir alguns exemplos.

ud+u”

Exemplo: Se f(u) =e ,com(0 <7 <gq.
Neste caso temos g(u) = In f(u) = u? + u” e claramente ¢'(u) = qu?™' + ru"'. Sendo

o e e A )]

Logo, lembrando que » < ¢, temos que o ultimo termo no paréntese do lado direito da
igualdade acima tende a zero quando u tende a +00, e portanto o valor de

i {9 - 442}

U— 00 2

¢ igual a +00 ou —oo conforme (2 — ¢) > 0 ou (2 — ¢) < 0 respectivamente. Disso,
concluimos que o critério (1.32) do Corolério 2.6 € satisfeito para ¢ < 2 mas nio para
q>2.0

O caso que g(u) comporta-se como u? quando u — oo pode ainda ser investigado como
vemos nos exemplos seguintes.

Exemplo: Se f(u) = ue®’.

1
Neste caso g(u) = u? + Inu, e portanto, ¢'(u) = 2u + —. Sendo assim,

u
ug'(u 1
g(u) — 2( ) zlnu—§.

Logo o critério (1.32) do Coroldrio 2.6 é claramente satisfeito. ©

Exemplo: Se f(u) = e*" 0,

Neste caso g(u) = u® + b e obviamente ¢'(u) = 2u. Isso fornece,

logo o critério (1.32) do Corolério 2.6 é claramente satisfeitose b > In M + 1. ¢

Exemplo: Se f(u) = Aue*’,com A >0el <6 < 2.

1
Temos g(u) = u? + In \u e, portanto, ¢’(u) = fu’~* + —. Sendo assim,
u

glu) — ) _ ((1 = g)uf’ +Indu — %)

0
Logo, observando que 1 < # < 2 implicaem 1 — 3 > 0, temos que o critério (1.32) do
Corolario 2.6 é claramente satisfeito. ¢
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1.5 O grafico de y(¢) quando v é grande

Se o valor do limite lim;_,, y(t) = =y € suficientemente grande a soluc¢@o do problema
(P5) adquire uma aspecto notdvel. Descreveremos este aspecto brevemente nesta secio e
mostraremos como ele pode ser usado para obter melhores cotas para 7.

Por simplicidade, comecaremos um caso em que se pode exibir a solucdo; a saber,
g(y) = ay, a > 0. Neste caso, como ¢é de fécil verificagdo, a solucdo é dada por

2 A oo
yt,y) = ’Y—alﬂ(1+§€7 Y

2 1
= 7+a[t—Tc+ln<m)]

onde 7, = g(y) + In =ay+1In g. Disto vemos claramente que

q(7)
2

se t>1T,,
t,y) & 2
y(t, ) v+ 2T se t<T,
a

desde que tenhamos |t — 7| ndo muito pequeno. Veja a Figura seguinte. Temos ainda
ea'y—t a\ —1
! t—a
y@)ZTZG 7+—>
(1+ Zevr—t) 2

assim, y/'(t) = o(1) se |t — ay| é grande e ¢ > a~y. Por outro lado, se |t — ay| é grande e
t < a7y escrevendo y'(t) como

2/2 !
y'(t) = —(—et“’7+1)

2
donde vemos que y/(t) = — + o(1).
a
Portanto, “chutando” de ¢ = oo, a solu¢do comeca aproximadamente como uma reta
horizontal e é “refletida” pela curva

P={(t,u) [ t=g(u)}

t
a qual, neste caso, é representada pela reta A(t) = —. Depois de refletida, e passado
a

pela zona de transingd@o ao redor de 7, esta volta a ser aproximadamente uma reta cuja
inclinagdo ¢ com respeito ao eixo-t € tal que

2
= — = 2 / .
tan ” N(t)
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Figura 1.3: Gréfico da solugdo y(t, ).

Logo, a inclinagdo do grafico da solugdo € duas vezes a inclinacio da curva I'. Grosseira-
mente falando; isto ilustra o modelo geral segundo o qual os raios de incidéncia e reflexao
tem mesma inclin¢do da tangente a I' no ponto de incidéncia.

O caso especial em que g(u) = u? merece algum comentdrio. Se o modelo de refle-
xao fosse esbocado, as solu¢des comegariam horizontalmente em ¢ = oo e seriam todas
refletidas no vértice (0,0) da pardbola A\? = ¢, em vez de refletirem todas no foco como
na reflexdo dptica. Na realidade, como vemos pelo Teorema 3, 7'(y) neste caso cresce
logaritmamente quando v — co. Os caso em que g(u) = u™ com m > 2 parece levar a
multiplas reflexdes de solugdes antes de chegar ao eixo-t.

Agora esbogamos uma estratégia para justificar estas observagdes. Por simplicidade,
voltamos nossa ateng@o para o caso em que yo = 0 e para casos similares a g(u) = u™
para 1 < m < 2. Especificamente, suporemos sobre g, além das hipéteses, (A;) e (As),

/
(A3) g(u) — %(u) > 0 para todo u > 0,

(A4) g € C3(]0,00)) e existem constantes ndo nulas K, tais que

(p+1)
lim S ) (u)

BT = K,, para p=0,1,2.

Onde ¢ denota a p—ésima derivada de g.
A estratégia consite em escolher um ponto 7}, abaixo da zona de transingdo 7, =

4(7) +1n g ()

, o qual:

(7) v/ (T1) pode ser exibido, por meio dos Coroldrios 2.4 e 2.5, e podemos ver que estd

proximo de ——

g'(v)

(77) Poderemos mostrar, por meio da Proposi¢ao 2, que ¢t —g(y) € suficientemente grande.
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A segunda exigéncia assegurara que y” € pequeno e ¢’ ndo muda muito para valores de ¢
abaixo de 77. Junto com uma estimativa para y em t = 7}, esta estratégia nos permitira
obter uma estimativa para 7.

Assim, seja

/
Ty =g(y) +n? (27) —4(7)
onde 6(y) > 0. Suporemos ainda

(D) lim 6(y) = o0

Y—00

(D2) 6*(7) = o(g(7)) quando y — o0.

Comecamos estimando y e g(y) em t = T}, em seguida estimamos y'(7}) e finalmente ¢’
cm [To, Tl]
No que se segue estaremos supondo ¢ nas hipéteses (A1), (Az2), (Az) e (Ay).

Afirmacio 1 Se y(t) é solugdo do problema (Ps). Entdo

o 20(v) 0%(v) -
y(Th) =~ 70 +O(9(7) ), 7 — oo, (1.33)
e também 52
9(y(T)) = g(v) — 20(7) + O( (7)), v — 0o0. (1.34)

g(7)

Prova.Fazendo ¢ = T} na segunda desigualdade dada pela Proposi¢ao 2 obtemos

y(T1) < v-— ﬁ In (1 + @eg’mﬂ)
- g’(Qv) (1)
- 29(’5((77)) - 9’(27) In (1+¢70)
< =50 7
N

Sendo estas desigualdades vélidas para ~y suficientemente grande. Por outro lado, usando
a primeira desigualdade dada pela Proposi¢ao 2 em ¢ = T}, obtemos

g(y(T)) = g(y) —2In (14
= g(v) —20(y) —2In (1 +e°0)
> g(7) —26(7) —2¢7°0)
= g(7) —26(7) + O(e’) (1.36)
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para -y grande. Note que usamos na segunda desigualdade acima o fato de que In(1+2x) <
x, para x > 0. Por hipétese, g é uma fung¢io crescente. Logo, usando (1.35) juntamente
com a féormula de Taylor com resto de Lagrange temos

e—5(7)
stom) < o= 55+ 0l ))
26(7)

. 3(7)
= 9(7)+g(7)< 70 O( 70 ))

g (c(v) [ 25(v) 2e700) 1\ ?
i 2! ( g (7) O ()))

= g(y) —20(y )+0(5;<<7))) (1.37)

Note que fizemos acima um forte uso da hipétese (A4,). Analogamente, aplicando ¢! em
(1.36) obtemos

y(T1) > g ' (9(7) = 20(y) + O(e°))

—1\(2)( 7 2
= 7+ 70 ( —20(y) + O(e‘s(”))) + w < —20(y) + O(e‘s(”))
_26(v) 0 (v)
7o) OG0 138

Observemos, como anterior, que utilizamos a hipétese (A4). Além disso, usamos aqui o

@) (5
fato de que (¢~ 1) (g) = — 9°0) onde 7 é tinico ponto em que g(7) = g.

lg™M (7))
Agora, combinado (1.35) e (1.38) temos as desigualdades
20(7) . (00 20(7) | (2e°"
v — +0 <y(T) < .
g () (9’(7) ) <) g™) ( g() )
2¢—9(7) 52
Notando que ;/ o) ¢ da mesma que /<::)) temos (1.33).
Finalmente, combinando (1.36) e (1.37) temos as desigualdades
— 95 —4(v) — 9 6’ (’7)
9(v) = 20(7) + O(™) < g(y(Th) < 9(v) —20(x) + O(-7)
as quais fornecem (1.34). [ ]
Afirmacao 2 Suponha que y(t) é solugdo do problema (Ps). Entdo
2 1 52 (%)
/
y'(Ty) = {1+0 ] = 0. (1.39)
B = oo ar e ( 9(7) |
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O grafico de y(t) quando ~y é grande CAPITULO 1

Prova.Fazendo ¢ = T} no Corolario 2.4, temos

2 1
/ T > 1 —
Y ( 1) = g’(V) ( 1+ #69(7)—7})

_ 2 1
e 14 e
) S

g'(7) 14 e

2 1

Por outro lado, usando o Corolério 2.5 temos analogamente

2 L
y'(hh) < -

g0) T4 e A4y

onde 2
[ mare ) o)

g’ (v)

I —

e ¢ satisfaz, em virtude da Afirmagdo 1,

46(v)
9'(7)

<E<n.

Portanto, pela hipétese (Ay),

52(9)

Lol 0(52(7)),

Logo, combinando (1.40), (1.41) e a estimativa acima temos

2 1 , 9 1 0%(7)
g (") (1 + 6‘“’”) sy < g'(7) (1 +e700) (1 +0( 9(7) ))

donde segue-se (1.39). |

Proposicao 3 Se y(t) é solugcdo do problema ( Ps) entdo, para Ty <t < T,

=2 Ty 4 o oI
y() g (v) [1 +0( 9(7) )+ 0 )} Ol

uniformemente com respeito a t.

—g(v)) + 0(76—5(7)) (1.42)

Demonstracdo: Integrando a equacdo do problema (P;) sobre (¢,7}) obtemos

T
Y (t) =y (Th) + / eIV =5 s, (1.43)
t

Usando o Corolario 2.2 temos

g@w¢<{ﬂw—yww}—{mw—”ﬂ”}—mywﬁz¢@y (1.44)




O grafico de y(t) quando ~y é grande CAPITULO 1

E claro que ¥ (r) = ¢"(r) > 0, logo 9 é uma funcgdo convexa. Sendo assim, afirmama-
mos que

¢<y) < max {¢(yo)>¢(y1)}> te [T07T1]7

onde estamos denotando yo = y(71y), v1 = y(11) e y em vez de y(¢). De fato, pela
continuidade da fun¢do y quando ¢ percorre o intervalo [T}, 77] sua imagem y(t) percorre
o intervalo [y, y1]. Sendo 1 convexa seu grafico permanece abaixo da reta que passa por
¥ (yo) € ¥(y1). Analiticamente, para t € [Tp, 1], temos

() < blyo) + W@ )

e também

) < o) + W(

Se ocorre ¥ (yo) > 1(y;) a segunda parcela no lado direito da primeira desigualdade
acima € ndo positivo, pois y € crescente e ¥ (y;) — ¥ (yo) < 0. Portanto, ¥(y) < ¥(yo). Se
ao contrdrio, ocorre 1(y;) > (o), um raciocinio andlogo sobre a segunda desigualdade
acima leva a ¢(y) < ¢(y;). Assim, concluimos a afirmacao.

Segue da discussdo acima e da defini¢do de v em (1.44) que

9(y) —t <max {Y(yo), ¥(y1)} - (1.45)

y—y1)~

Agora, como

U(y(To)) = ¥(0) = 9(0) — {QW) N %(v)} - ln@'

Usando os valores de y(7}) e g(y(7})) dados pela Afirmagdo 1,

V() = {g@m»—w} {g<v>—”g'<”}—lng'<j)

_ 5y - g’(27)+0( 7 { }

L 9 () (7) ()
= —0(7) ~In= +0(g(7)>+0( 7)

0*(1),] _ visto aue L 190 _
a0 )] = O(= ) vistoque Jim = o3

K, pela hipétese (A4). Assim, para g(y) suficientemente grande, as estimativas acima em
conjunto com (1.45) fornecem

gly) —t < —ln# + max {—(9(7) - Vg/(y)), —5(7)} :

5*(7)
v

. 9 ()
Note que usamos acima o fato de que 5 O(

2

Aplicando exponencial a desigualdade acima e depois integrando; segue para t € [Ty, T1],

T T ’
/ o)y < 2 / 1max{e(g<w>"é”),e—a<v>} s
t g Ji

2 'Ygl Y
< m max {e_ (9(7)_#> , 6_5(7)} (T1 — T()).
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Usando o Teorema 3 e a hipdtese (A3) temos

'(7)

? q )
9

> In .
2

Ty > (g(v) — 79;7))

!
Logo, 71 — Ty <T; — In g <27) = g(7) — d(7) < g(v). Consequentemente,

T ’
L a5 s < 2 nax Lo (0-252) s Loy
‘ AG)) ’ e

1
Pela hipdtese (A4) vemos que lim 90 _ —. Além disso, lembrando que max {a, b} =

1 =g/ (v) - Ky
5 {a + b+ |a — b|} obtemos

T /
/ eIW()=sgg — O(ve_ (9(7)—”92”))) + O<76—6(7))‘
t

Levando esta tdltima estimativa a (1.43) e substituindo o valor para y'(77) dado pela Afir-
macdo 2 obtemos

, _ 2 1 &2 (fy) o (9(7)* wg;(ﬁ) ) 676(7)
A Y ) {1+O<9(7)) +ob ) +0Ge)
2 B 1 62 (7y)
g {1 M +6“W)] [1 +O( 9(7) )]

concluindo a demonstracdo. m
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Capitulo 2

Existéncia de Solucoes Radiais para
Equacoes Elipticas com Crescimento
Critico em R?

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a existéncia de solug¢des radiais na
bola unitdria centrada na origem para o problema de Dirichlet

~Au= f(r,u) em  QCR?

(@) u=>0 sobre  0f),

onde a ndo linearidade f tem crescimento critico num sentido a ser especificado adiante.
A técnica utilizada aqui segue as linhas daquela usada no Capitulo 1, ou seja, usaremos
ainda o shooting method que, como vimos, mostrou-se eficiente para uma classe conside-
ravel de ndo linearidades f.

2.1 Crescimento Critico e Solubilidade

Equacdes elipticas envolvendo nao linearidades com crescimento critico t€ém sido
muito estudadas nos ultimos anos.

Lembramos que uma nao linearidade f, em uma equacio eliptica sobre um dominio
limitado 2 ¢ RY, com N > 3,

~Au = f(zr,u) em QCRY

(2.1
u=">0 sobre 012,
tem crescimento critico se
) r

lim f(*) #0,

|r| =00 |T 2r—1
e, analogamente, f tem crescimento subcritico, se

GI
|r|—o0 |’I“|2)k_1 ’

onde 2* = 2% ¢ o expoente critico de Sobolev para a imersdo H'(Q) C L? (). Tendo
em vista que ndo utilizaremos métodos variacionais, ndo entraremos em detalhes sobre
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Crescimento Critico e Solubilidade CAPITULO 2

os espagos H'(Q) e L* (2), porém o leitor curioso pode encontrar um grande nimero de
resultados envolvendo estes espagos bem como suas imersdes na literatura atual. Veja por
exemplo [9].

Criticalidade e subcriticalidade sdo pecas chaves na andlise da solubilidade da equa-
¢do (2.1). No caso em que f tem crescimento subcritico e satisfaz algumas hipdteses
adicionais prova-se, por meio de argumento variacionais cldssicos, que esta tem uma so-
lugdo. Quando f(r) = |r|P~?r com p nimero real préximo de 2* e {2 “suave”, usando a
identidade dada pelo Teorema 21 Apéndice A, conhecida como Identidade de Pohozaev,
mostra-se que a solubilidade € perdida.

Em um importante e inspirador ensaio, Brezis e Niremberg [10] mostraram que para
N > 4 tal solugo € garantida para f(r) = Ar + |r|?> ~2r. Mais precisamente, denotando
por \; o primeiro autovalor do problema de Dirichlet —Au = 0, ujpo = 0 em H(Q),
temos uma solug@o positiva para 0 < A < A;. Ja para A < 0, a solubilidade é perdida.
No caso em que N = 3, a situacdo ¢ mais delicada, mas considerando €2 como a bola
centrada na origem e raio 1, B1(0), ainda temos uma solucdo para % < A < Ag, onde A,
denota o segundo autovalor do problema de Dirichlet —Au = 0, ujpqo = 0 em H(€2). No
entanto, para 0 < A < % a solubilidade € novamente perdida.

O estudo feito neste capitulo descreve um fendmeno similar ao citado acima para a
equacdo em R?. Mais precisamente, consideramos ndo linearidades com crescimento
critico e estaremos interessados em condi¢des sobre um “termo de menor ordem” que
garantam existéncia ou ndo existéncia de solugdes radiais positivas na bola B;(0) para o
problema (@)1 ).

Em dimensdo N = 2, como j4 observamos no Capitulo 1, o tratamento € diferente.
Crescimento critico ndo € mais motivado por imersdes de Sobolev, mas pela desigualdade
de Trudinger-Moser, a qual afirma que para o < 47

sup /eo‘“2 < cla) < c(4m). (2.2)
Q

Jull 3 <1

Motivado por (2.2), diremos que uma nao linearidade f em uma equagdo do tipo (2.1),
com N = 2, tem crescimento critico, se existe ag > 0 tal que

f(r) {—l—oo se o < g,

lim —F =
Ir|—o0 €47 0 se a > ap.

E analogamente, f tem crescimento subcritico se

f(r)

ear2

=0, paratodo o > 0.

|r| =00
Como no caso em que N > 3 a equacdo (2.1), com N = 2, tem solugdo se a nio
linearidade f tem crescimento subcritico e satisfaz algumas condi¢des adicionais. Para
mais detalhes sobre este fato veja [12]. Se a nfo linearidade f tem crescimento critico,
trocamos o problema (();) pelo seguinte

2

—Au = h(u)e* em  QCR?

(@) u=>0 sobre  0f),

2 . 2 . . h
onde /i € um termo de menor ordem com respeito a €, ou seja, lim, o (7"% = 0.

ear
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Estamos interessados em determinar a linha de divisdo para a solubilidade e respec-
tivamente a ndo solubilidade do problema (();) em termos do crescimento assintético do
termo de menor ordem h. Veremos aqui que o crescimento que garante a tal solubilidade
¢ o crescimento critico de h. Mais precisamente, mostraremos que tomando €2 = B;(0)
existird uma constante /{y > 0 tal que se

K
h(r)=—, para r>r; >0, e K <K
r

e h satisfaz algumas condi¢des em torno do zero, entdo (()3) ndo tem solugdo radial.
Observamos que pelo Teorema 12 do Apéndice A, qualquer solugdo positiva de ((Q)s)
sobre B1(0) é necessariamente radial. Isto implica que ndo existe solu¢do positiva sob
estas hipoteses.

2.2 Transformacoes e Shooting Method

Retringindo-nos a bola 2 = B;(0) e considerando apenas solucdes radiais podemos,
como no Capitulo 1, reduzir o problema (();) a seguinte equagéo radial

urr+%+f(u):0, com 0<r<l1
r

23
w'(0) =0, u(l)=0. -

Seguindo os mesmos passos adotados no Capitulo 1, podemos ainda transformar a
equagdo acima em uma outra definida sobre a semi-reta (21n 2, co) por meio da substitui-
¢do

r
t=—2In 3 y(t) = u(r).

Assim, temos a seguinte equacao

" —t
—y'(t) = f(y)e™, se t>2In2 2.4
y(2In2) =0, y'(c0) = 0.
Aqui, como no capitulo anterior, estamos denotando lim, ., ¢/(t) = '(cc). Note que
a equagdo em (2.4) é aquela que estudamos no Capitulo 1, veja (Ps), e sobre a qual
obtivemos alguns resultados. Em particular, provamos a existéncia de solugdes positivas
em todo R?, desde que f satisfaga as hipoteses (H), (Hs) € (Hs) e que a desigualdade

lim sup {g(u) — ug;(u) } >InM +1 (2.5)

U—00

seja garantida. Lembre-se que estamos denotando
gu)=Inf(u) e —M=inf{f(u);u>0}.

Note que, para o caso em que f tem crescimento critico do tipo considerado em (()5),
temos
g(u) = au® + In h(u).
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Se tomarmos h(u) = u~%, para u grande, vemos que o critério (2.5) acima é satisfeito

desde que a < 0. De fato; neste caso,

fu0 - )~ o (1na- )

Usando que a < 0 temos lim sup,,_, . {—a(ln u— %)} = 400 € portanto segue-se que 0
critério (2.5) é satisfeito.

Neste capitulo discutiremos o caso em que h(u) = u~* a > 0 para u grande. Ou
seja, g(u) = u?—aIn u, para u suficientemente grande. Note que estamos nos restringindo
aqui ao caso em que o = 1 no problema (()2). Veremos a seguir que este fato nao constitui
perda de generalidade. Com mais precisao, neste capitulo, estudaremos a equagao

—y = Vi tmh)~t 5 21n 2

y(2In2) =0, ¢/ (c0) = 0. (2.6)

com as seguintes hipéteses:

A fungdo h : R — R é de classe C? e existem constantes r; > 0 e um o > 0 tais que
para algumas constantes £ > 0e K > 0

K
(B1) h(r) = —,parar >ry,a >0
Ta
(By) 0 < h(r) < kr'to,para0 <r <.

Veremos que a solubilidade da equagdo (2.6) depende do pardmetro a > 0 em h(u).
Para provar os principais resultados deste capitulo, utilizaremos, como no capitulo ante-
rior, o shooting method, com o auxilio do problema de ‘““valor inicial”

_y// _ 6y2+lnh(y)—t
1o (2.7)
y(oo) =7, y(o0) =0.

Analizaremos a dependéncia de lim,_,., 7'(y) com relagdo ao expoente a > 0 em h(u),
onde T'(vy) representa o primeiro zero, partindo de +oo, da solugdo y(t,y) do problema
acima. Note que o problema de valor inicial (2.7) apresenta-se como um caso particular
do problema (P,) do Capitulo 1. Em particular, valem para (2.7) os resultados estabele-
cidos pelo Teorema 1.

Finalmente verificamos agora que ao tomarmos o = 1 em (();) para formulacdo do
problema (2.6) ndo houve perda de generalidade. De fato, se g(u) = In f(u) é da forma
g(u) = au® + In h(u) fazendo a mudanga

y(t) = Vau(r), t= —2lng

temos
2y/(t)

rVa

Up = —
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Hrr = r2y/a o r3Ja

Usando a equagdo radial (2.3) temos

_ e, 2w

Upr + % = —f(u).

. . . ~ 2 _
Em seguida, substituindo os valores acima nesta equagdo e tendo em mente que - = e,

obtemos diretamente

Y = \/Ef(%)et. (2.8)

Sendo g(u) = In f(u) com g(u) = au® + In h(u) temos
Vaf(7z) = vae'
\/_

Y )2 Y
_ Oéea(\/&) +Inh(-L)

va
_ Y (ﬁh(%))_

Substituindo este dltimo valor em (2.8) obtemos a equagao

y// _ €y2+1n (\/Eh(%))—t‘ (2.9)

Por outro lado, se h satistaz as hip6teses (B;) e (Bs), definindo H(r) = ﬁh(\%) tere-
mos

H(r) = K, para r>+ar, a>0

0< H(r) <kyar™, para 0<r<+ar.

Portanto, as hipdteses (B;) e (Bz) serdo satisfeitas para H trocando-se K e k por « K

e kv/a respectivamente. Agora usando H em (2.9), teremos a equagio

_y// _ 6y2+ln H(y)—t

o que corresponde a equagdo do problema (2.6).

2.3 Estimativas

Comecamos esta se¢do com algumas estimativas referentes a solu¢do do problema
(P3) do Capitulo 1. Denotaremos 77 = Ti(+y) o unico valor de ¢ para o qual a solugdo
y(t,~y) do problema (P;), para -y suficientemente grande, atingi o valor r;. A existéncia
e a unicidade de um tal 77 seguem do fato de que as solug¢des de (P;) sdo mondGtonas
crescentes e concavas. Note que

K
gr)=r*+In— ;a>0
/rna

satisfaz as hipéteses de (P3). De fato segue imediatamente da expressao de g(r) que g é
de classe C?, ¢’ > 0e ¢g” > 0em (\/g, 0).
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Relembramos que as solugdes y(t, ) do problema (P;) tem a seguinte estrutura par-
ticular: comecando de ¢ = oo, elas sdo aproximadamente retas paralelas ao eixo das
abscissas com altura y (oo, ) = ~y até chegar proximo ao ponto

/
9()
T.=g() +m L
Em seguida mudam rapidamente de dire¢@o e se aproximam novamente de retas mas com
inclinagdo préxima a 2/¢g'(7y).
Para obter uma boa estimativa para a inclinacao depois de 7, “olhando do infinito”

definimos

/ /
T5 :TC—5IH# :g('y)—élln#.

/
Fazendo G(t) =1+ @ey (=t provaremos o seguinte resultado:

K

Proposi¢io 4 Suponha que g(r) = r*> +In—, com a > 0, para r > ry. Entdo, para
/,oCL

t > Ts, a solugdo y(t,~y) de (P3) satisfaz

In® G(t InG(t
g(v) —2InG(t) < g(y(t)) < g(v) —2InG(t) + 72( ) + O(T()> (2.10)
Demonstracdo: Aplicando a inversa g—! a primeira desigualdade dada pela Proposi¢do
2 do Capitulo 1, secdo 1.3 na pagina 11 e usando a monoticidade de g~! juntamente com
a Formula de Taylor com Resto de Lagrange,

y(t) > g7 '(9(7) —2InG(¢))
= 07 g0) + (07 (90)) (2w GD) + (7Y (@)
= 7+ (g (9()(—2ImG(®)) + (g7")"(5)2In* G(t) (2.11)

onde g depende de vy e t, e satisfaz

9(v) —2InG(t) < g < g(7).

Seja 4 o tnico ponto em que ¢g(7) = §. Note que a unicidade de ¥ segue da monoticidade
estrita de g. Mais uma vez usando a monoticidade de g, se ¢ e 7y sdo tais que g(r;) <
g(v) —2InG(t) < gtemos 7 > 7ry.

Agora voltamos nossa aten¢@o para o “resto de Lagrange” dado pelo termo que en-
volve a segunda derivada de g~ em (2.11). Como para todo r > r; temos g~ (g(r)) = r
derivando duas vezes esta ultima igualdade com o auxilo da regra da cadeia e em seguida
fazendo r = 7y obtemos

—ynesy g”ﬁ/) ' 212
(97)"(9) e (2.12)
29(r)

Segue das expressoes de g(r) e ¢'(r) que ¢'(r) > se, e somente se, r > \/eKa.

Assim, obtemos

para 1 > \/Emax{K,Ké}.
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Portanto, temos a estimativa

[9(7) —2InG(t)] (2.13)

Q=

desde que, claro, ¥ > /emax {K , K } Note que na segunda desigualdade da ex-

pressdo acima usamos a monoticidade mais uma vez. De fato, g(%) < ¢'(v) im-

de
2
plica 4 < v ou equivalentemente — < —. Logo, ¢'(y) — 2InG(t) < ¢(¥) fornece

Y
2
5

2

S L) =2 GE)] <
Observando que G(t) decresce com t temos G(t) < G(T5), parat > Ts. Logo, para

~ suficientemente grande,

G(t)

IA
Q
5

IN
2
ot
—
—
—+
—~
—_
|
1
ot
"

< 297,

onde na peniiltima desigualdade usamos o fato de que 1 < ~° para y grande. Tendo
em mente que In2 < In~, para v grande e aplicando logaritmo, obtemos a partir das
desigualdades acima

InG(t) <5lny+1n2<6Ilny.

Sendo assim, trocando In G(t) por 6 In~y em (2.13), segue que

2 K
g7 = = |V +In— —12Iny
fya
_ o (24 4 2a) In~y n 2In K
g v
24 + 2a)In 1
IS SRR
Y v
Substituindo esta tltima estimativa em (2.12) obtemos
. 2+ 0(3)
(™)'@ =

_873 |:1 B (12+a)1n'y + O(%)]

1 (12—|—a)1n7 1
= e {1+ o +O(72)] .

Levando esta tltima estimativa a equagao (2.11) temos

D) > 2ln(G§) 2%3[1 %w(ﬂmm(ﬂ
= - 21nf§t)_ln2i(t>+0(ln ﬁ(t))- 19
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Notemos agora que ¢'(7y) = 2y — 4 implica em
Y

.
g () 29y’ —a
- 55
2y 1—%
ol e, L a o
27 2 27 72 1_2(12
1 a 1
= —(1+— O(—). 2.15
2vf< i 272> i 75) 1>
Substituindo esta tltima expressdo em (2.14) obtemos ainda
1 a 1 In® G(t) In* G(t)
t) > 7y=2|—|14+— O(—)|InG(t) — )
= l2v< +272>+ (75)%1 W oI ( th )
InG(t InG(t) +In* G(t In® G(t
7 2y g

Agora substituindo (2.15) na segunda desigualdade dada pela Proposi¢ao 2 do Capitulo
1, secdo 1.3 na pagina 11 temos

y(t) gy_zb%0+i?)uxiﬂmaw

22 ok
. W_mmw_am?w+0@ﬂyh, 2.17)

Combinando (2.16) e (2.17) obtemos, para t > T,

InG(t) alnG(t) +1In®G(t) In? G(t) InG(t) alnG(t) InG(t)
Ty 277 O ) syl sy -5 +0( 7(5218))‘

Usando a desigualdade (2.17) em conjunto com a monoticidade de g(r) e notando que
g(r) =7? +In K — alnr podemos escrever
InG(t) a
t) < —-—(1+=—)+0
o) < (1= 2200 ) o

InG(t) a
— al _ 14+ —
aln (fy y ( =+ 2 )—i—

In G(t)

a
= 72—21HG(t)(1+2—’y2)+
In G(t)
=)
alnG(t) In*G(t)
Y2 * 72
In? G(t InG(t
“75)+0U)§)

alnG(t)

72

— alnvy+ +O(

InG(t)
60) 1o

+O(

).

= 9(7) —2InG(#) -

IN

g(v) —2InG(t) +
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Juntando esta ultima estimativa com a primeira dada pela Proposi¢do 2 do Capitulo 1,
secdo 1.3 na pdgina 11 temos (2.10) o que conclui a Proposicdo 4. m

O préximo resultado fornece importantes cotas inferiores e superiores para a inclina-
¢do y' de uma solugdo do problema (P;) quando ¢ percorre o intervalo [T}, T5]. Através
destas cotas, poderemos observar que y'(t) estd razoavelmente préximo de —— em tal

‘ . . g()
1ntervalo. MaIS prec1samente,

K
Proposicao 5 Suponha que g(r) = r*> +1n —, com a > 0, parar > ry. Entdo, a solugdo
Ta
y(t,y) de (Ps) satisfaz
2 11 1 1 5 In?~ 2 2 In? 5

=4+ —4+0(N<yYH)<=+—+0 = )
g v 27 (74) v 72 (74) o)

paraTy <t < T, onde T} € o ponto tal que y(T\) = 1.

Demonstragdo: Como sabemos y/(t) = [, e?®()=*ds; além disso, pelas desigualda-
des em (2.10) temos, para t > T,

9(7) —2ImG(t) —t < g(y(t)) —t < g(y) —2InG(t) +

Logo, aplicando exponencial a esta ultima desigualdade e depois integrando sobre (¢, o)
podemos escrever

Sy Sy ﬂ2 S n S
[ ety < ) < [T om0 () 4
t t

Podemos ainda simplificar as integrais acima por meio da mudanga de varidvel

= Meg(’-}/)_s
9 .

Notando que

/
14+ = 1+M69(7)—S:G<S) e ds = — / e g(v)-l—sdm
2 g'(7)
obtemos
/ 2 /0 2In(1+ )d
t) > — e 2n(142) g,
y( ) - g,(fy) #eg(’v)*t
e . 2
2 —21ln z In“(14x) In(1+x)
y'(t) < - ; / o 2n(te)+—5—=+0(=57) 1.
9'(7) JL0 et

Juntando e simplificando as desigualdades acima segue-se

g' () - J'(7) _, In?(i+ax) In(1+z)
20 eg(v)—t L0 eg(v)—t P +O( 3 )

2 1 , 2
70 / o <V = o0 / Qrap
(2.19)
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Agora, voltamos nossa atencdo para o termo que aparece na exponencial do lado direito
da expressdo acima. Estamos interessados em trocar este por um outro mais conveniente.
Temos,

1n2(1+z) In(1+x) l 2 1 l
Feoege _y  WAED) I
v g
Substituindo esta igualdade em (2.19) e observando que @eg -1 = (@) 5, podemos
escrever

e

g'("r))5

o (5 1 , o (") [1+0(%) 12140
W/o Trap™ <V <50, /0

(Trop Pty

(2.20)
As integrais em (2.20) podem ser calculadas facilmente. Para z grande, temos
N 1 1 |
/0 o™ = o),
B 1
T 14z
- 1+0(h
z

e ainda, integrando por partes,

“In®(1 + ) B In*(1 + z)|° “In(1+ 2)
[ e = e, fea

_ln2(1+x)z_21n(l+x)z+2/z L
(1+2) |, (1+2z) |, o (1+x)?
In*(1+2)° 2mn(l+2)|° 2 I
Tt | (o) |, (o)
In*(1+2) 2In(1+2) 2
14z 14z 142

2
= 2+O(ln 5.

0

+2

z

Observando que

E = -3 =70 5)

/ -5,
temos que (#) ¢ da mesma ordem de 715 Portanto,

(e 1 + O(m%) ln2(1 + ) In 1 1 In?
? v n-ry
- 1+0(=) +0(=) +—(2+
L e o)+ 0+ 50+ =)
2 In? v
= 1+ o +O( p~ ).
Usando as desigualdades em (2.20) temos
1 2 2 In? ~
1+0(—)) <y(Ts) < 1+ =40 . 2.21)
gy (1O =T < G5 (14 55+ 0(550)
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Para estender esta estimativa ao intervalo [7}, T5] procedemos como na Proposi¢o 3 do
Capitulo 1, se¢do 1.5 na pdgina 32. Integrando a equagdo do problema (Ps) sobre [t, T5],
com 1] <t <Ts, temos

Ts
y'(t) =y (Ty) + / eIV =5 s, (2.22)
t
Usando a segunda desigualdade dada pela Proposi¢do 2, Capitulo 1, se¢do 1.3 na pagina
11, temos
/ /
o (27) (v —y(t) > n <1 + 2 (27) eg(”“)
ou, equivalentemente, usando a propriedade Inbd = Inb + Ind, para b, d > 0,
g() g() 1
(1 —y®) 2 9(0) =1+ I (57 + )
Desta ultima obtemos ainda
gy yg() g() 1
9(y) =t < gly) —9() + == - 5=~ (5 + =)

Finalmente, usando a monoticidade do logaritmo, obtemos

o)~ o < L) - L0 L) - T - T iy

Temos ¢ (r) = ¢”(r) > 0, donde 1) € uma fungdo convexa e, portanto,
g(y) =t < V(y) Smax{y(y(T1)), v (y(T))}, i<t<T.  (223)

Lembrando que ¢'(y) = 2y — %e y(Ty) = ry temos, pela defini¢do de v,
Y

Finalmente, pelo Teorema Teorema do Valor Médio, existe ¢(7) € (1 — —

a 1 a 1
n(l-—)=hl+-—=0(=).
H( 272) nl+ 52,}/2 (72)
Logo, podemos escrever

1

BlT) = glr) = 5 2y =) = § =y + O()

Por outro lado, usando a Proposi¢do 4 temos, parat > T5,

In® G(t)

)

v

g(y(t)) = g(v) —2In G(t) + O(
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e combinando (2.14) com a segunda desigualdade dada na Proposicéo 2, Capitulo 1, se¢do
1.3 na pagina 11, obtemos

2InG(t) In*G(t) In®* G(t) 2InG(t)
— — + 0 t -
T 273 ( o )<yt <o 9'(7)
fornecendo n G 12 o
2In G(t n t
t)y=y— ——=+0(———=). 2.24
y(t) = 7 () + ( 3 ) ( )
Portanto, usando a defini¢do de ¢ e as estimativas acima, temos
In? G(T;
YY) = g(v) —2ImG(T3) + O(n,y—z“)) (2.25)
B QI(V)( ~ 2InG(T5) 0 In* G(T5) )
2 g0 ( 7 )
g () a
- {g('y) - T} —In (y - %)'

Simplificando os termos simétricos podemos ainda escrever

In” G(T5)) A [O(lﬂg G(T5))} “m(1--2)

Y(y(T5)) = —Iny —InG(T5) + O( "

e lembrando que

InG(Ts) = In (1 + Me‘“n g 5”)

1
¢ da ordem de In ~y e que, como discutido acima, In (1 — %) ¢ da ordem de — podemos
Y Y

escrever

! ' 2
Y(y(T5)) = —lny—1In (1 + @eunggﬂ) . 0(111727)‘

Agora fazendo,
2

J(Y) qpmdm\ ria  a 1 In“~
7641 2 )—E+§+O(¥)+O( ")/2 )

O(y(T5)) =¥ (y(Th)) = r1y—g(r1)—In (1+

e lembrando mais uma vez que

9(Y) 4 d@ 1 a \s
11’1(1+T€41 2 ):51n7—|—1n<$+(1—2—’y2)>

€ da ordem de Iny e ainda que Iny < ry7y para 7 suficientemente grande vemos que

»(y(Ts)) > (y(T1)) para -y grande.
Disto segue, usando (2.23), que para y suficientemente grande e t € [T}, T]

T:
/ T I g < PO (T ) < PO (T ),
t
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Observando que, para ~y grande,

S — a1

C

76

IN

Podemos escrever,
Ts c
/ eg(y(s))_sds S 5 (T5 — TI)
t Y

Procuraremos agora uma boa estimativa para (T5 — Tl). Primeiramente, usando o Teo-
rema do Valor Médio e a monoticidade de y' obtemos ¢, € (77, T5) tal que

y(T5) —y(T) _ y(Th)

y(to)  — y(T5)
em seguida, substituindo as estimativas dadas pela Proposicao 2, Capitulo 1, se¢do 1.3 na
pagina 11 e pela desigualdade dada em (2.21) na desigualdade acima, podemos escrever

7 - S I G(Ty) v
T; —T) < <
(T -T) < (1+0(%) ~ 75(1+0(H)

g ()

(T, - 1)) =

visto que In G(T5) > 0. Finalmente, notando que

. L Ot
S(1+0(5)  1+0(55) 1+0(5)

g’ (7)

=0(7%)

temos (75 — T1) = O(+?) e, portanto

Ty 1
/ 905 45 = O().
t Y
Sendo assim, usando mais uma vez a monoticidade de v aliada a igualdade em (2.22)
obtemos, para Ty <t < T,

1
y(T5) <y'(t) <y (T5) + O7):
Isto prova a Proposicao 5. m
Agora, estamos prontos para obter uma importante estimativa para 7}, isto €, para o

ponto em que a solugdo y(¢) do problema (Ps) atinge o valor ;. Isso é o conteido do
seguinte resultado:
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K
Corolario 5.1 Suponha que g(r) = r?> + In —, com a > 0, para r > ry. Entdo,
/r(l

In? fy)

15
T1:7“174—[5,5]—(a—l)lnw—i—an—i—O(

onde |a, b| denota estimativas superior e inferior.

q'(7)

Demonstracdo: Primeiramente, notemos que G(75) = 1 + (T>5 Além disso, a
/ /
ordem de In (1 + (#)5) é a mesma de In (@)5 De fato, basta notar que
In(1
lim 2D

z—00 Inx

Portanto, de (2.24) podemos obter uma estimativa inicial para y(75), a saber

In (1 + (9’(7)>5) +O(M)

Ty) =~ —

g'(7)

ou, equivalentemente, usando a propriedade Inbd = Inb + In d, para b,d > 0,

In? (9’(7) )5)

2
g (7)

2
73

In (g'(V))5 + In (1 + (

2 )|+ o

y(15) = v — 70)

Podemos melhorar esta estimativa observando que, por (2.15),

2 1 1
=~ 4+0(=
g v (73)
Assim, obtemos ; .
In (£0) In? (£
y(T5) =7 — % + O(%)

Por outro lado, usando a Proposicdo 5, podemos obter uma estimativa apropriada para
y'(t) parat € [T7,Ts]. De fato, temos

d In? v
—+0

2

ou seja,

1 1 1 1[,5 1 In? 5
< (t) — = — <2 | (= - — )
<yt g {H 27y? +O('y3)} T {(272 272) + O 7° )}

Finalmente, notando que podemos representar o termo de ordem O (7%) no lado esquerdo

acima por O(%), podemos escrever, para t € [17, 75|,

y(t) = 2 (1 i 0(1“2%).
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Feito estas estimativas, usamos o Teorema do Valor Médio para escrever

y(15) — y(Th)
Y'(to)

para algum ¢, € (77, 75). Substituindo as estimativas obtidas para y(75) , y/(to) e o valor
por definicao de 75 na igualdade acima, temos

T1:T5—

1 5
, O(1n2 (9 év)) ) .
Y — + -
T =9(7)—4lng<w —— - 1
o B rors)
ou, equivalentemente,
'(1)\? 2 (4’ (13
g’ v In (£ In® (L2 1
T, :g(fy)—4ln—(2 >—7(7— ( 2 ) +O( ( 32 ) )—rl T ETI
g g (1+ 2% +0(%))

Usando a identidade algébrica elementar (1 +d)™' =1 —d + d*(1 +d)™!,d # —1 com

d:=d(7) = [5,;25] +0(

In? 7
3

),

podemos verificar, sem grandes dificuldades, que

1

7é] n2 2
1+ 0(%5)) Ll

Portanto, substituindo isto na dltima expressao para 7} acima podemos escrever

n? (£0)° 15 n?
Ol nya-Bloty

o SO ()
Ty =g(y)—4In === =7(y - +0( = -

donde, fazendo as devidas multiplica¢des e agrupando termos semelhantes, obtemos

! 15 In? 5
Ty = g(y) — 22 + 1 L) 2110 .
1=9(7) = Iy 5]+ (7)
Lembrando queg(’y):72+an—alnﬁyequeexisteé(7)E(l—ﬁ,l) tal que
g
g (v) a a 1 a In?~
In 5 :111(7—%):1n7+1n(1—2—72):1n7+1n1+52—72:1n7+0( )

temos, finalmente,

ln2fy).

v

15
T1:r1'y+[§,§]—(a—1)ln7+an+O(
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2.4 Solucoes no disco e Ground States

Nesta secdo, provaremos resultados sobre existéncia e unicidade de solucdes radiais
do problema (Q)1). Além disso, provaremos a existéncia de ground states, isto é, solu¢des
positivas em todo R?. Para cumprir nosso objetivo, comegamos por estabelecer o seguinte
resultado:

Teorema 5 Seja h : R — R de classe C* nas hipéteses (By) e (Bsy). Entdo o primeiro
zero T'(7y), partindo de oo, da solugdo y(t,~) do problema (2.7) satisfaz

(i) Sea > 1, entdo lim T(v) = —c0

Y—00

1 5
(i) Sea =1, entdo lim T(y) € [z +In K, - + In K]
Y00 2 2

(iii) Sea < 1, entdo lim T(vy) = +o0.

Y—00

Demonstracao: Inicialmente, procuraremos uma estimativa adequada para 7'(vy). Fa-
zendo f(y) = e¥" ") na equacio do problema (2.7) temos —y” = f(y)e~". Integrando
esta dltima equacdo sobre (3, t3), com ty < t3, temos

Y'(ts) —y'(ta) = /t 2 fy(s))e *ds

e usando o Teorema do Valor Médio para Integrais, obtemos s, € (t», t3) tal que
to
() =/ (1) = Fluso)) [ e
t3

Notando que f(y(sp)) > 0 e usando a equagdo anterior podemos escrever
Y (ts) — 9 (t2) = OL(1) (e — ™), (2.26)

onde O, (1) denota a constante positiva f(y(so)). Logo, para t € (t2,t3) podemos escre-
ver

y'(t) =y (ts) + OL (1) (e™" —e7™).
Integrando novamente, obtemos
t3 t3
/ 0 —t —t3
/ y'(s)ds = y'(t3)(t3 — t2) + O+(1)/ (e7"—e™)ds
to to
ou ainda,

y(tg) — y(tg) = y,(tg)(tg — tg) + O+(1)€_t2 [1 — 6t2_t3 (tg — tg + 1)} . (227)

Agora, afirmamos que o termo [1 —el2ts (t3 —to + 1)} que aparece na igualdade acima
¢ positivo. De fato, para verificar isso, basta provar que

ety —ta+ 1) < 1.
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Ora, dado x > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (1,1 + z) tal que

1
Inl+z)=In(l4+z)—lnl=-z<z
c

donde, aplicando exponencial, temos 1 + = < e” ou ainda e *(1 + x) < 1. Fazendo
x = (t3 — t3) vemos que a afirmacéo é verdadeira.

y(ts) — y(ta) = y'(t3)(ts — ta) + O (1), (2.28)
Se t3 e ty sdo tais que y(t3), y(t2) < yo < r1, podemos melhorar a estimativa acima
com o uso da hipétese (B,). De fato, neste caso, 0 < h(y) < ky°*!. Logo, f(y) =
eV’ +inh(y) < eV’ ky°*!. Portanto, procedendo como anterior, obteremos inicialmente,
y'(ts) — ' (t2) = Oy ™) (e —e™™)

e, como anteriormente, integrando pela segunda vez, teremos

y(ts) — y(t2) = y'(ta)(ts — t2) + Oyp™)e™". (2.29)
Fazendo ty = T'(7) e t3 = T}, obtemos

y(T) —y(T(7)) = ¢ (T)(Ty = T(7)) + Oy (1)e 7.
Para melhorar a estimativa acima fazemos uso da Proposi¢cdo 5 e do Coroldrio 5.1. De
fato, por estes ultimos, temos respectivamente
1 1
/
y(h)=-+0(3
So()
Ty =r17v—(a—1)Iny+ O(1).
Assim, substituindo estes valores, podemos escrever a equacao

n= (G +0(5) (my @ Dy +00) = T() ) + 0 ()0

a qual, depois de feita as devidas multiplicagdes, pode ser escrita como

1 T 1
ro=1r — (a — 1)2 — ﬂ + O(—) + O+(1)6_T(7).
Y Y Y

Note que usamos acima o fato de que 7'(y) < 73 implica em

y—+00 72 y—+00 72 y—+00

T T 1 1
lim 20 < g D P —(a—-1)—L 4 0(1)_} —0
Sendo assim, isolando 7'(y) na dltima expresséo temos

T(y) = —(a—1)Iny +O(1) + Oy (1)ye T, (2.30)

Provaremos inicialmente o item (iii). Suponha, por contradi¢do, que existe ¢ € R tal
que T'(y) < ¢ paratodo v > 0. Assim, usando a igualdade (2.30) temos

—(a—1)Iny+01)+O4(1)ye *<T(y) <c

o que é uma contradi¢do uma vez que a < 1 implicaem —(a — 1) > 0 e In~y é ilimitado
sobre (0, 00).
Para completar a prova do itens (i) e (ii) procedemos por etapas.
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Afirmacao 5.1 Existe vy > 0 tal que, para v > v,
T(y) <4lnvy
e, se a = 1, tem-se T(vy) > —c para algum ¢ > 0.

Prova.Suponha, por contradi¢do, que 7(y) > 41In~ para todo v > 0. Neste caso, obte-
mos da equagdo (2.30)

4Iny < —(a—1)Iny 4+ O(1) + O, (1)ye 47,

Como estamos supondo a = 1 oua > 1, temos —(a— 1) < 0. Logo a desigualdade acima
pode ser melhorada; a saber,

4ny < O(1) + o+(1)%.

Mas, essa dltima desigualdade é uma contradigdo, pois In v € ilimitado sobre (0.00).
Se a = 1, podemos usar (2.30) e obter diretamente

T(v) > O(1), paratodo v > 0.

Portanto, existe ¢ > 0 tal que 7'(y) > —¢, para v > . |
1

Afirmacdo 5.2 y'(4Inv) =/ (Th) + O(—4), para todo v > 0.
g

Prova.Fazendo uso da equagdo (2.26), para t3 = T; e t, = 41n+y, obtemos a equacdo

y'(T) =y'(4lny) + O, (1) (e = ).

Usando a estimativa para 7} dada pelo Corolério 5.1, podemos escrever a equagdo anterior

como

K'y(“_l) 1
"(Ty) =vy'(41ln~) + O, (1 - —
y'(Th) = y'( ) +(1) emvH%%HO(#) A4

. 1 .
Observando que o termo no colchete da equagdo acima ¢ da ordem de —;, podemos ainda
8

escrever 1
y(Th) =y (41nv) + O(g)

Notando que o sinal do erro acima € indiferente para a estimativa temos que a afirmacao
estd provada. ]

41n~y 15 1n2'y>

([2, 2] — (a— 1)1n7—|—1nK) +O( 7

1
v g

Afirmacdo 5.3 y(41ln~vy) =
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Prova.Com efeito, usando a Proposi¢ao 5 podemos escrever a estimativa

1
/
(1) =~ +0(5)
Feito isto, podemos recorrer a equagio (2.28) em conjunto com o Corolério 5.1 e obter o
seguinte

y(Ty) —y(4lny) = {%Jr()(%)} {mﬂ% g] (a—l)ln”y—i—an]
4 [%+0(%)] [O(m;”)—um} +O+(1)%

Recordando que y(77) = r e fazendo as devidas multiplica¢des temos a equagao

1,15 In? ~
—y(4ln7):T1+;([§,§]—(a—l)lnv—l—an—éllnv)JrO( - )

donde segue facilmente a estimativa afirmada. ]

Agora, estamos em condi¢des de fornecer uma ultima estimativa para 7(y). De
1
fato, pela Afirmacgdo 5.3 podemos observar que y(41In~) é da ordem de 17 Visto que
Y
y(T(v)) = 0, podemos tomar - suficientemente grande tal que

In~

y(T'(7)),y(4Iny) < — <r

e assim podemos usar a equagdo (2.29), com t3 = 41In+y e to = T'(7y) para obter

y(dlny) —y(T()) =y'(4In7)(4Iny = T(y)) + O ((lnj)l“) e-T()|

Usando as afirmagdes 5.1 e 5.2 obtemos da igualdade acima

1

? )(4lny — T(v))

1+a 2
+ ( " ).

Como, pela Proposi¢do 5, temos
1 1
v(T) =+ O(=),

podemos escrever a igualdade anterior como

4lny 1,15 | 1
S —5([5,5]—(a—1)1n7+1n[() = (;+O($))(4ln7—T(7))
Iny\ 140 e~ TM) n” y
o)) o)
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Fazendo as devidas multiplicacdes e organizando os termos convenientemente, obte-
mos a estimativa desejada para 7'(y); a saber,

T)(1+0(5) = 5.3 — (a= DIy + I + o(mV:7

)e T, (2.31)

Estamos agora em posi¢do de concluir a demonstracdo dos itens restantes. Para provar
o item (i), suponhamos, por contradi¢do, que existe uma constante C' > 0 tal que 7'(y) >
—(C para todo v > 0. Neste caso, podemos obter a partir da expressdo em (2.31) acima

1 15 In't7 4
—C(1 —)) <[=,=]-(a—1)1 In K
C( +O(72)) < [2, 2] (a—1)Iny+InK + O( po

et
e portanto, podemos ainda escrever
—C< —(a—1)Iny+0(1).

Uma vez que estamos supondo a > 1 a desigualdade acima contradiz com o fato de que
In~y € ilimitado. Isto prova o item (ii). Por outro lado, pela Afirmacdo 5.1, se a = 1,
existem vy e ¢ > 0 tais que 7'(y) > —c paray > 7. Assim, por (2.31) podemos escrever

15 In't7 4
~.S]+ImK+0 e T,
73 =)

1
T(7)(1+0(5))
Y
Uma vez que e~ T ¢ limitado, pois e TO) < ec para v > y; temos da igualdade acima

1
lim T'(y) = [§+1nK,g+an]

Y—00

concluindo a demonstra¢ao do teorema. =

A seguir, usaremos o Teorema 5 para provar existéncia, inexisténcia e ndo unicidade
de solugdes radiais do problema (();) sobre um disco 2 = B;(0), bem como a existéncia
de ground states, isto €, solugdes positivas em todo R2. Antes de procedermos, no entanto,
faremos uma observacao.

Defina R : (0, +00) — R tal que

Se existe um valor v > 0 tal que R(y) = 1 temos, claramente, 7'(y) = 21n 2 e, portanto,
se y(7,t) é uma solug@o do problema (2.7) para um tal valor de -, temos

y(7,2In2) = y(v,T(v)) = 0.

Dessa forma, y(~,t) é uma solugdo radial positiva para o problema (2.6) no disco B;(0).
Assim, tudo que temos a fazer para encontrar uma solucao radial do problema (2.6), com
2 = B4(0), é encontrar um valor v > 0 tal que R(y) = 1. Como uma tltima observagao,
note que R é uma fung@o continua, pois 7'(y) depende continuamente de . Feito estas
observagdes, provaremos agora o seguinte teorema:
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Teorema 6 Suponha h : R — R de classe C? nas hipdteses (By) e (Bs) e ainda que
Q2 = B1(0) e « = 1 no problema (Q)3). Entdo,

1. Se a < 1, o problema (Q)2) tem pelo menos uma solugdo radial positiva;

2. Se a = 1, o problema (Q)3) tem pelo menos uma solucdo radial positiva para K >

K, = —=, e existe uma constante Ky, com 0 < Ko < Kj, tal que ((Q)3) ndo tem
e

solugdo radial para 0 < K < K;

3. Se a > 1, existe uma constante Ky > 0 tal que, se K < K, o problema (Q)2) ndo tem
solugdo radial e, se K > K, (Q2) tem pelo menos duas solugdes radiais positivas.

Demonstracao: Iniciamente provaremos que

lim R(y) = +o0,

~y—0t

onde R : (0,400) — R € definido como na observagdo que precede o teorema. Com
efeito; notando que para yy = v < r; temos

y(T'(v)),y(o0) <o <11,

podemos utilizar a equagdo (2.29) com ¢, = T'(7y) e t3 = 400 obtendo

v = O(,yl—i-a)e—T('y).

Dessa forma,

’}/1+U
e < O ) — 0 quando vy — 0*
g
e concluimos que lim.,_,o+ 7'(y) = —oo. Portanto,
lim R(y) = lim 2¢ 70 = 0. (2.32)
y—07+ y—0+

Note que o limite acima € verdadeiro para todo a > 0.
Para provar o item 1., notemos que, se a < 1, temos pelo item (iii) do Teorema 5,
lim,_, T'(y) = —o0, e portanto,
lim R(v) = lim 2¢~7®) = 0.
Y— 00 Y— 00
Lembrando que R : (0,+00) — R é uma funcdo continua e combinando a igualdade
acima com aquela dada por (2.32) temos, pelo Teorema do Valor Intermedidario, que existe

v > 0 tal que R(y) = 1 o que, como sabemos, isso acarreta em uma solugio radial
positiva para (2.6). Ou seja, (()2) tem uma solucao radial positiva sobre {2 = B;(0). Isto

prova o item 1. do Teorema 6. Para provar o item 2., observemos que se K > 7 temos
€
1
3 +InK >2In2

e, sendo assim, pelo item (ii) do Teorema 5 temos lim,_,o, T’ (7) > 21n 2. Portanto,

lim R(y) = lim 2~ < 1

y—00 y—00
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Combinando a desiguldade anterior com a equagdo (2.32) temos, mais uma vez, pelo
Teorema do Valor Intermedidrio, a existéncia de uma valor 7o > 0 tal que R(7p) = 1. Ou

seja, o problema (()2) tem uma solugdo radial positiva para K > K; = 7 Isto prova
e

a primeira parte do item 2. Resta-nos provar a segunda parte. Para isto, observemos que,
pelo item (ii) do Teorema 5,

lim T'(y) < g—i—an

=00

e, portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que 7'(y) < ¢ para todo vy > 0. Isto implica
em o)
0 c
R(y) =2e” 72 >2e 2, paratodo 7 > 0. (2.33)

Usando novamente a equag@o (2.32) concluimos que (()2) ndo possui solugdo radial sobre
um disco Br(0), com R < 2e~ 2,

Notemos agora que R(y) depende assintoticamente do crescimento da constante K;
donde escrevemos R(v, K ). Estabeleceremos agora uma relagdo entre R(v, K) e R(v, ),

para d > 0, dada por
K
R(y,—) = VdR(7, K). (2.34)

De fato, usando a mudanga de varidvel

temos
2 2
_w//(s) _ —u”(t) _ h(u)e“ —t h(w)ew —(s+Ind)
ou seja,
h
—’LU”<S) — %euﬂ_s'

Denotando S(y) como o primeiro zero, partindo de oo, de solugdo w(7, s) temos
S(y) =T(v) —Ind, paratodo v > 0;

e além disso,

h K1
% = T paratodo r > 7.
rCL
Portanto,
K v v n
R(y,—) = 2€_¥ = 26‘¥+% = \/ZZR(% K).

d

Sendo assim, fazendo Ky = £, onde d > <, e utilizando as equagdes (2.33) e (2.34),
temos

R(v, Ko) = VdR(v,K) > Vd2e™% > 1.

Portanto, K é tal que (()2) ndo tem solugdo radial para 0 < K < K;. Donde concluimos
a demonstracao do item 2.

Vamos agora nos dedicar a prova do item 3. Se a > 1, pelo item (i) do Teorema 5
temos lim,_,., T'(7) = —oo. Sendo assim, por (2.32) existe uma constante ¢ > 0 tal que
T'() < cparatodo vy > 0 e para cada K > 0 fixado. Escolha K = 1 e defina

m = T
em = maxT(y)
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para cada solucdo y(t,~y) de (2.7). Temos T(y) < ¢,, para todo 7y > 0. Sendo assim,
R(vy) = 2e~ 5" > 2™ %,

Logo pela igualdade (2.34) com d,,, = <~ temos

—) = VduR(7,1) > /dn2e”F > 1, ¥y > 0.

Seja Ky = t. Entdo, para K < Ks, temos R(vy, K) > 1 para todo v > 0. Isto é, ndo
existe solugdo radial no disco B;(0) para o problema (()2) se K < K. Para K > K,
escolha ,, tal que 7'(v,,) = ¢,,. Temos

'7m> -5 \/ R 'Yma -
Segue que VK ~! < /d,, para K > ﬁ = K. Portanto,

-1 1
R<7m7 ) R 7m7 \/ R /Ym, ’Ym, d—) =1.

Como pelo item (i) do Teorema 5 e pela equacdo (2.34) temos respectivamente lim,_,, R(y, K) =

oo e lim,_,o+ R(7, K) = oo, usando a continuidade de R(7y) existem v; < Ym € Y2 > Y,
tais que
R(’ylv K) = R(’y?v K) =1

Logo o problema (();) tem ao menos duas solugdes radiais positivas no disco B;(0) para
K>K;, =

Exemplo: Como exemplo para o caso “critico” 2, podemos tomar

2

g(r)=r*+InK T32, para 0 <r <1,

1
K

g(r) =r>+1In— para r > 1.
r

o
Finalmente, o seguinte teorema contém um resultado de existéncia de ground states
em IR?, isto &, solucgdes da equagio

~Au= f(u), em R?
u >0 em R? (2.35)
u(z) — 0, se || = o0.

Suporemos as seguintes hipoteses:

(B3) |h(r)| < kr'to, paraalgum k>0 e o >0, epara 0 <7 <7y,
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(B;s) f(0) = 0 e existe um nimero ¢ > 0 tal que

F(u)::/ouf(s)ds<0 para 0<u<(, F(()=0

e ainda f(u) > 0 parau > (.

Note que a hipdtese (B5) é mais fraca do que (B,) e ainda que (B3) nada mais é do
que a hipétese (H3) do Capitulo 1. A razdo para (H,) aparecer novamente aqui € o fato
de que faremos uso do Teorema 2 do Capitulo 1 para a demonstra¢do do nosso proximo
resultado.

Teorema 7 Suponha h : R — R de classe C? nas hipéteses (By), com a < 1, (B}) e
(Bs3). Entdo a equagdo (2.35) tem uma solugdo.

Demonstracdo: De acordo com o Teorema 2, para que (2.35) tenha uma solucédo é
suficiente que exista v tal que 7'(7) é finito, isto é, S # (). Por outro lado, como
(B3) é mais fraca que (Bs), podemos aplicar o item (iii) do Teorema 5 e garantir que
lim,_,o, 7'(y) = oo. Portanto, podemos tomar ~y suficientemente grande tal que v >
max {yo,(} e T(y) > 1. Assim, o conjunto S é ndo vazio. =
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Capitulo 3

Unicidade de Solucoes Positivas para
Equacoes Elipticas com Crescimento
Exponencial

Neste capitulo, provaremos unicidade de solug@o para o seguinte problema

—Au = ue”  em B,
u >0 em B, 3.1
u=20 sobre 0B,

onde B C R? representa o disco unitdrio centrado na origem, A > 0e 1 < 0 < 2.
A técnica utilizada aqui segue o espirito daquela utilizada nos capitulos 1 e 2, ou seja,
utilizaremos o shooting method combinado com a inversao de Atkinson e Peletier.

3.1 Crescimento e Unicidade de Solucoes

Nos ultimos anos, tem sido consideravel o interesse no estudo da unicidade de solu-
coes do problema
—Au= f(u) em B
u >0 em B (3.2)
u=20 sobre 0B,

onde B C RY representa o disco unitério centrado na origem € f : Rt — R* é uma
fungdo de classe C'! com f(0) = 0. Quando f(u) = u” + A ue N > 3, o problema da uni-
cidade foi intensamente investigado, e neste caso, o crescimento maximo permitido para
para tratar o problema variacionalmente € polinomial e isto estd estritamente relacionado
com os Teoremas de imersdes de Sobolev, Teoremas 19 e 20 Apéndice A.

ParaA = 0ep > (N +2)/(N — 2), a unicidade segue da identidade de Pohozaev,
veja Teorema 21 Apéndice A. Além disso, para N < 3 < 9ep > (N +2)/(N — 2),
Budd e Norbury [11] mostraram que existe um valor A > 0 para o qual o problema (3.2)
admite uma infinidade de solucdes.

Para A\ > 0el < p < (N + 2)/(N — 2), a compacidade da imersdo H} C L”
implica que o problema (3.2) admite uma solug@o para A < A1, onde \; denota o primeiro
autovalor do problema de Dirichlet —Au = 0, ujpp = 0 em Hj(B). No entanto, para
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p = (N+2)/(N —2) aexisténcia é mais delicada, devido a ndo compacidade da imersao
de Sobolev. Este tultimo caso, como citamos no Capitulo 2, foi estudado por Brezis e
Nirenberg em [10].

Para N = 2, como j4 observamos no Capitulo 2, a no¢do de crescimento critico é
motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2). Portanto, o crescimento maximo
permitido para estudar o problema (3.2) dentro de um enfoque variacional é do tipo expo-
nencial. Em vista dos resultados precedentes, € de se esperar que a unicidade permaneca
vélida se a ndo linearidade f tem crescimento critico exponencial, e, em particular, para
nosso caso especial f(s) = Aset’ com0 <6 <2e)>0.

Recentemente, Adimurthi [1] provou a unicidade quando 6§ = 1, isto é, para a ndo
linearidade f(s) = Ase®, usando a técnica de inversio de Atkinson e Peletier. Mais recen-
temente, Tang melhorou este resultado em [24], ali ele resolveu o problema da existéncia
e unicidade de solugdes de (3.2) para uma ampla classe de ndo linearidades, incluindo po-
linomial, racional, exponencial, logaritmica e func¢des trigonométricas, incluindo a funcéo
considerada por Admurthi como caso particular. No entanto, o crescimento maximo da
ndo linearidade considerada por Tang ndo melhora aquele de Admurthi, este é ainda do
tipo f(s) = Asg(s)e®, com g(s) satisfazendo algumas condigdes.

Neste capitulo, com base em um trabalho de Tarsi [25], objetivamos resolver comple-
tamente o problema da unicidade de soluc¢des de (3.2) atingindo crescimentos critico e
subcritico, isto é, para ndo linearidades do tipo f(s) = )\sese, coml <@ <2el>0.
Vale ressaltar que os casos em que 0 < # < 1 foram resolvidos por Adimurthi e Tang.

3.2 A Inversao de Atkinson- Peletier e o Shooting Method

Pelo Teorema 12, Apéndice A qualquer solugdo de (3.2) é necessariamente radial.
Portanto, sem perda de generalidade; como no Capitulo 2, podemos nos restringir a solu-
¢oes radiais em um disco B;(0) reduzindo o problema (3.2), no caso N = 2, a seguinte
equacao radial

uw%—&—i—f(u):o, com 0<r<1
r
W' (0) =0, u(l)=0

a qual, claramente, pode ser escrita como
(3.3)

A técnica de inversdo de Atkinson e Peletier consiste em encontrar uma mudanga de
varidvel

t=1t(r), y(t)=ulr)

que simplifique o problema acima. Notando que para qualquer mudanca de varidvel “ad-
missivel” vale a igualdade

Uy

Uy + = Y (O (r)? + 9/ (t) {i(t’('r)) + t/m] . (3.4)




Inversdo de Atkinson-Peletier e Shooting Method CAPITULO 3

Podemos eliminar o termo envolvendo a primeira derivada, 3/, na equagdo acima desde
que
d t'(r
2y + 10

=0.
dr r

Fazendo w = t/(r) na equagdo acima, temos a equagio

d w
— — =0.
drw+r

A qual pode ser resolvida facilamente por técnicas elementares de cdlculo, varidveis se-
pardveis, por exemplo. Resolvendo a equacdo acima concluimos que

e, usando o Teorema Fundamental do Célculo, a equacdo acima fornece
t(r) =t(1) +¢(1)Inr.

Escolhendo ¢(1) = 2In2 e t/(1) = —2 na equagdo acima obtemos ¢(r) = —21n£.

Portanto, uma mudanga de varidvel capaz de eliminar ¢’ em (3.4) é dada por

,
t(r) = —2In Y y(t) = u(r).
Observamos que a transformac¢do acima ja foi utilizada nos Capitulos 1 e 2 sem maio-
res comentarios e, como foi visto, esta permite transformar a equagdo (3.3) em uma outra
definida sobre a semi-reta (21n 2, 00); a saber,

—y"(t) = f(y)e™t, se t>2In2
y(2In2) =0, 7'(c0) = 0.

A equacdo acima foi amplamente estudada no Capitulo 1 onde provamos, sob certas
condigdes, a existéncia de solugdes positivas em todo R?, ou seja, a existéncia de ground
states. No entanto, apesar de o enfoque ser igual, o problema da unicidade de solu¢des
para (3.2), com n = 2, é obviamente diferente do da existéncia. A prova da unicidade
apresentada neste capitulo € essencialmente baseada na reduc¢do ao absurdo. Assumire-
mos, por contradicdo, que temos duas solugdes ndo triviais u € uq, € usando o shooting
method, provaremos que existem duas solugdes ndo triviais u; € uy que se intersectam
exatamente em um ponto no interior da bola B;(0), e combinando este fato com algumas

,

propriedades da func¢ao Z—il, respectivamente z—?, chegaremos a um absurdo.
2 1
Seja f(s) = Ase®’. Como, pelo Teorema 12 Apéndice A, toda solucio positiva de

(3.1) é necessariamente radial, esta deve satisfazer a equacdo (3.3). Neste caso, temos a
equacao

—(ruy) = Mue”’, se 0<r <1,

W(0) =0, ufl) = 0. (3-5)
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Observemos que, como a ndo linearidade f(s) é positiva para s > 0, qualquer solucdo
ndo trivial da equacdo acima € uma funcao decrescente, pois integrando diretamente em

(3.5) temos

u'(r) = 1 /Or sf(s)ds

r

o que implica em u/(r) < 0 para 0 < r < 1. Em particular, u(r) atinge seu maximo em
r = 0. Note que a monoticidade de u(r) pode ser vista ainda por meio do Teorema 12,
Apéndice A.

O préximo resultado garante que duas solugdes u; € ug do problema (3.1) necessaria-
mente se intersectam.

Proposicao 6 Sejam u, e uy solugdes do problema (3.2), comn = 2 e f(t)/t crescente
para todo t > 0. Entdo uy e uy intersectam-se ao menos uma vez em (0, 1).

Demonstragdo: Considere ¢ : R — R uma fungdo “suave”, classe C*(R), tal que
1 < o(t) <2,com¢(t) =1parat <0, ¢(t) =2 parat > 1e ¢(t) uma fungio crescente

para 0 < ¢t < 1. Defina, para cada € > 0, a func¢do ¢.(t) = qb(g)

Agora, multiplicando a equagdo em (3.2) por ¢.(u; —us)u; e usando que usy € solugdo
obtemos
—urAusPe(ur — uz) = ur f(uz)pe(ur — us)

Analogamente, usando que u; € solucdo temos

—Us AurPe(ur — uz) = us f(ur)Pe(ur — us).
Estas duas ultimas equacdes fornecem a identidade

s (f(u2) _ f(w)

U2 Uy

/<_U1Au2 + ugAuy) o (ug — ug) = /
Q

Q

) ¢E(U1 — UQ). (36)

Podemos usar as identidades de Green, Teorema 11, pagina 76 Apéndice A para melhor
estimar a integral no lado esquerdo da identidade acima. De fato, usando que u; = 0
sobre 0B temos

/ —U1¢6(U1 - Uz)AU2 = / \Y (U1¢5(U1 - Uz)) Vg
Q Q
= / Vu1Vu2¢e(u1 — Ug) —+ U1VU2¢/6(U1 — Ug)(VUl — VUQ)
Q

Analogamente, u; = 0 sobre B fornece

/ u2¢5(u1 — UQ)Aul = —/ Vquulqﬁe(ul — UQ> + UQVUngS/E(ul — UQ)(VUl — VUQ)
Q Q

Combinando estas duas ultimas identidades concluimos que a integral no lado esquerdo
de (3.6) equivale a expressao

/ U1VU2(VU1 - VU2)¢;(U1 — UQ) — / uQVul(Vul — VUQ)Qs;(Ul - UQ).
Q Q
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Verifica-se diretamente que a expressao acima pode ser escrita como

— / U1|VU1 — VUQFQb/E(Ul — UQ) + / Vul(ul — uz)(Vul — V’LLQ)(ﬁ/E(Ul — UQ). (37)
Q Q

Definindo a funcdo v, : R — R tal que

obtemos, pela regra da cadeia,
Vye(uy —ug) = (ug — ug) @ (ur — uz)(Vuy — Vug).

Portanto, notando que ¢.(¢) > 0 e desprezando a primeira integral em (3.7), vemos que o
termo

/ Vui Ve (up — usg) (3.8)
Q

¢ um majorante para a expressdo em (3.7).

Agora, usando a defini¢do de ¢.(t), temos ¢.(t) = 1¢/(£) = 0set ¢ (0,¢). Uma
vez que ¢ é continua temos ¢’ (%) limitada para ¢ no compacto [0, €], e consequentemente,
existe uma constante C' > 0 tal que ¢’ (E) < 2C paratodo t € R, portanto

0< ()< 2C
€

t
/ sds < Ce paratodo t € (0,¢€).
0

Em particular, notando que v.(t) = 0se ¢t ¢ (0, €), temos uma constante C' > 0 tal que
0< 7&(“1 — Ug) < Ce.

Usando este ultimo fato em conjunto com as identidades de Green, Teorema 11, pagina
76 Apéncide A podemos concluir que o termo em (3.8) tende a zero quando ¢ — 0, pois

/ —A'U,l
Q

Note ainda que —Awu; = f(u;) e estamos considerando f(u) > 0, logo zero é uma conta
inferior para a integral acima.
Portanto, usando a identidade (3.6), o termo majorante em (3.8) e a desigualdade em

(3.9) concluimos que
/ —Au1
0

/Uluz (f(U2) - f(UI)) Pe(ur — ug) < Cq
Q U2 Uy

Usando que f(t)/t é crescente parat > 0,1 < ¢.(t) < 2e fazendo ¢ — 0 na desigualdade
acima obtemos

2/ wu (f(uz) _ f<u1)> +/ wu (f(UQ) _ f(ul)) <0
Qw1 >us] ? Uz Uy QN[u1 <us] ? Ug Uy -

Visto que f(t)/t é uma fungdo crescente para t > 0, a primeira parcela da soma acima
no lado esquerdo é negativa e a segunda parcela € positiva. Uma vez que a soma de

€. (3.9

/ Vui Vye(up — ug) = / —Auye(ug —ug) < C
Q Q

€.
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ambas ndo € positiva a segunda possibilidade ndo pode ocorrer sempre, isto é, u; < us
ndo ocorre sempre. A seguir provaremos que ue < u; também ndo ocorre sempre e,
portanto, forcosamente 1, € us intersectam-se.

Podemos repetir o argumento anterior, multiplicando a equagdo em (3.2) por ¢, (uy —
uq)ug em vez de ¢ (u; — ug)u e concluir, analogamente que

it (f(m) )

Uy U2

/Q (—uslug + ua Atin) e (115 — 113) = / ) 6o — uy)

Q

e seguindo o argumento anterior obter

€

/(—uQAul + u Aug)p(us — up) < Cq
Q

/ _AUQ
Q
e, finalmente concluir também que

/ g <f(u1) . f(uz)) +2/ g (f(m) . f(%)) <0.
QNfu1 >uz) U1 Uz QN[u1 <us] Uy ()

Analogamente, esta ultima desigualdade aliada a monoticidade de f(t)/t implica que
uy < up também ndo ocorre sempre. Isto encerra a demonstragdo. m

O resultado anterior poderia ser provado de uma forma alternativa bem mais simples.
No entanto, optamos pela prova apresentada porque esta traz a idéia utilizada na prova do
principal resultado de unicidade em estudo.

De fato, suponha u; e uy solugdes do problema (3.2), com u; < uy. Como ambas sdo
necessariamente radiais, dever satisfazer a equagdo radial (3.3), isto €,

—(ruy)’ =rf(w) e —(ruy)" = rf(us).

Logo,
—(ru}) ug + (ruh)uy = 7 [ug f(ur) — u f(uy)]

e, integrando sobre (0, 1) obtemos a identidade

1 1
/ —(ruf) ug + (rub) uydr = / 7 ugf(uy) — uy f(ug)] dr. (3.10)
0 0
Agora, usando integracdo por partes e lembrando que u; (1) = uz(1) = 0, obtemos
1
/ —(ru}) ug + (rub) urdr = r [ub(rjuy(r) — u'l(r)UQ(r)](l] =0.
0

Sendo assim, segue de (3.10) que

/1m1u2 [f(ul) B f(m)] dr = 0.

U U2

Mas, se u; ndo intersecta us, isto é, u; < ug em B;(0) temos [%“11) — %1;2)

] < 0oque
contraria a igualdade acima. Logo, existe a0 menos um ponto onde u; € us coincidem.

A seguir utilizaremos o shooting method para provar que dadas duas solugdes do
problema (3.1), u e ug, com u(0) < u(0) é possivel encontrar uma terceira solugdo u; a

qual intersecta u; em exatamente um ponto no intervalo (0, 1).
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Teorema 8 Sejam u e uy solugdes ndo triviais do problema (3.1), com u(0) < uz(0).
Entdo existe uma solugcdo uy de (3.1), com u1(0) < us(0) tal que u, intersecta uy em
exatamente um ponto no intervalo (0, 1).

Demonstracio: Um vez que f(s) = Ase®’,com A > 0el < 0 < 26 tal que f(s)/s
é crescente para todo s > 0, podemos aplicar a Proposi¢ao 6 e garantir que u € us se
intesectam ao menos em um ponto em (0, 1). Seguiremos supondo que u e us intersectam-
se em pelo menos dois pontos, pois caso contrdrio, ndo had o que provar. Sejam 0 < R; <
Ry < 1 os dois primeiros pontos consecutivos de intesec¢do com u(r) < us(r) para todo
r € (0, Ry). Veja Figura 3.2 abaixo.

Figura 3.1: u(r) e uy(r) intersectando-se.

Sejam v > 0 e w(r,~y) a Gnica solu¢do do problema de valor inicial

—(rw') = Mrwe?’
w(0) =7, w/(0) =0, 1D

e seja T'(+y) o primeiro zero da solugdo w(r, ) definido por
T(v) =sup{r; w(s,y) >0 paratodo s € [0,r]}.

Entdo, pela unicidade do problema de valor inicial (3.11), temos claramente w(r, v2) =
ua(r) e w(r, ) = u(r) parayo = u(0) e 12 = u2(0).

Por continuidade das solu¢des w(r,y) e uy(r) em relagdo aos dados iniciais podemos
tomar um valor 7,com v < 7, suficientemente proximo, tal que existam 0 < R(7v) <
Ry(y) < 1, os dois primeiro pontos consecutivos de intersec¢do de w(r,~y) com us(r),
com w(r,7y) < uy(r) parar € (0, Ry(7)). Veja Figura 3.2 abaixo.

A idéia central é encontrar um valor v; € (0,7) tal que R2(y1) = 1. Neste caso,
faremos u; (1) = w(r,y1) e o teorema estard provado.

Quando v se move de 7y, em dire¢do a 0 ocorre uma, € somente uma, das trés seguintes
possibilidades:
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Figura 3.2: Solugdo w(r, ) paray — 7.

(i). Existe um valor 7, € (0,7) tal que R2(71) = 1. Neste caso o teorema estd
provado.

(ii). Existe um valor y; € (0,7) e um ponto R € (0,1) tal que
’LU(R, ’71) = u2(R)’ w,(R’ 71) = UIQ(R)

Esta possibilidade nao ocorre devido a unicidade de solu¢ao do problema de valor inicial
(3.11), pois terfamos w(r,y1) = uq(r) parar € (0,1) o que contradiz 71 < 7o < Ya.

(iii). 0 < Ry(7) < Ra(vy) < 1 paratodoy € (0,7) e
lim[Ry(7y) — Ri(y)] = 0.

v—0

Note que se existem 7(!) e v(?) tais que Ry(7M)) < 1 < Ry(7?) temos, por continuidade,
1 tal que Ra(vp) = 1.

Se ocorre (iii), sejam I(y) = [Ri(7), R2(7)] e v(r) = w(r,y) — ua(r) a fungdo
“altura”. Entdo, fazendo

temos

—(r'(r)) = = (ra/(r,7) = ruy(r)" = r(f(w(r,7)) = flus(r))) = Q(r)u(r)

e v(r) > 0 é tal que
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(3.12)

Portanto, v € a primeira autofun¢@o com autovalor ;; = 1 do seguinte problema de auto-
valor

—(re'(r)) = pQ(r)e(r) em  I(y),

3.13
=0 sobre  OI(7). (3-13)
Paray € (0,7),0 < Ry < R;(y) temos
M =sup{Q(r); r € I(7), 7€ (0,7%)} < o0, (3.14)
pois @ é uma fung¢do continua em /() para todo vy > 0.
Seja A1 (7) o primeiro autovalor do seguinte problema
—Ap=X\p em I(v),
p=Xp (7) (3.15)

p=0 sobre OI(7).

Portanto, usando (3.12), (3.14) e (3.15) obtemos

Lo mf{fw—r(w/) weH&uw}

ff(v) QSDQ |
R (¢')?
> MI {%; p e H&(I(v))}
I(vy
> Tn0)

Visto que [Ry(v) — Ri(y)] — 0 quando v — 0, temos A;(y) — oo, o que contradiz
A (y) < M/R,. Esta contradi¢iio exclui a possibilidade (iii), donde ocorre obrigatoria-
mente (i). Isto conclui a demonstracdo. m

3.3 Relacgoes de Crescimento

Esta secdo € dedicada a obtencao de relagdes uteis envendo duas solucdes radiais u; e
ug do problema (3.1) caso estas existam.

Pelos resultados provados na secdo anterior, Proposi¢do 6 e Teorema 8 se existem
duas solugdes radiais u e ug, com u(0) < wuz(0), do problema (3.1) necessariamente se
intersectam, e mais, é possivel tomar duas solugdes u; € us, com u;(0) < uz(0), de forma
que estas dltimas intersectam-se em um tnico ponto no intervalo (0,1). Seja R € (0, 1)
o dnico ponto de intersec¢do de u; € usy, isto €, uy (R) = uy(R) = «. Fazendo Ty = 21n 2

el =—2Iln E) e usando a inversdo de Atkinson e Peletier para u; € us, isto é,

t= —2lng, yi(t) = u;(r) para ¢ =1,2
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temos, como visto nos Capitulos 1 e 2, que as funcdes y; para ¢ = 1,2 satisfazem

_y// - )‘yee_t em (T07 00)7
y>0 em (7Tp,00), (3.16)
y'(+00) =0, y(Tp) = 0.

Onde estamos denotando y'(+00) = limy_, 1 ¥/(1).

Notemos que y,(t) = —u(r)e "% > 0, parai = 1,2 é positivo sobre t € (Tp, +00),
pois com vimos na se¢do anterior, u'(r) < 0 para 0 < r < 1; em particular, as fungdes
y; sdo crescentes. Além disso, segue diretamente do fato de que uy(r) > wy(r) para
0 < r < R e dainversdo de Atkinson e Peletier que y»(t) > y;(¢) parat > T}, enquanto
y1(t) > ya(t) parat € (Tp,71). Com essa formulagdo provaremos uma importante

/

< . ~ Y
relacdo de crescimento envolvendo a fun¢do —?; a saber
Y1

Teorema 9 Sejam wuy, us solucdes radiais do problema (3.1), com u1(0) < uy(0). Supo-

nha que uy e uy intersectam-se em um vnico ponto em (0, 1) e denote este ponto por R.
/

Sejam y; = Ui(2€_%) para v = 1,2. Entdo y_? é uma fungdo crescente em (T, 00), onde
1
Ty =—-2hn%

Demonstracao: Provaremos inicialmente duas afirmacoes.

/ "

) (1) =

|@
[~

Afirmacao 1. Ndo existe um valor Ty € (T1, 00), ponto critico de y_? talque <y

1
0.

/
De fato, se 15 € (7}, 00) é um ponto critico de y—?, entao

Y1
v\ _ vl
) wilv o
e lembrando que v/ = —f(y;)e " parai = 1,2, tem-se da equagdo acima
(y_é)' ! [f(yl) B f(yz)}
" nl Yo

Portanto, em ¢ = T5, temos a igualdade
(y_é), _ Y2 [f(yl) f(y2)]
i

Por outro lado, um célculo direto com o auxilio das equacdes anteriores permite concluir

n Yo
aue
(L) = e Lipn - s - (L) v (L) [Hod - L)

i i U1 i i Yo
e_tf(yl) (y_é)’+e_tf(yz) (y_é)'
v \n (AN
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Lembramos que f(t) = Ate’, A > 0e 1 < 0 < 2 é tal que f'(t) é crescente para t > 0
e y2 > y; em (71, 00). Assim, avaliando a expressdo acima em ¢ = 75 e usando (3.17)
obtemos a desiguladade

yé 1
(y’l )
Y

/ "
Logo, se Ty € (T, 00) é um ponto critico de y? temos (—) (T) < 0 0 que prova a
41

< 0.
T

= L) - 1)

Ty

"
Afirmacdo 1.

/

Afirmacdo 2. Existe um ponto Ty > T} tal que @ é crescente sobre (T3, 00).
1
Como 1 (t), ya(t), f(t) e f/(t) sdo fungdes crescentes para t > 0, dado € > 0, existe 7T'(¢)

tal que parat > T'(€), i = 1,2 temos

(1—€)f(yi(o0)) < flwi(t)) < flyi(o0)) (3.18)
(L—e)f'(yi(00)) < f'(yilt) < f'(yi(o0)) (3.19)

onde estamos denotando lim y(t) = y(o0).

Sejat > T'(¢). Visto que yl'(t) = —f(yi(t))e " parai = 1,2, temos claramente

/ f(yi(s
Usando (3.18) obtemos

(1 —e)f(yi(oo))e™ < flyi(t))e™ < f(yi(o0))e™

e, integrando sobre (¢, c0) temos

(1—e)f(yi(oo))e™ < yi(t) < f(yi(oo))e™. (3.20)

Usando (3.19) temos analogamente

(1= e)f'(wi(o0))e™ < f'(wi(t))e™ < f'(yi(00))e™".

Tomando o cuidado de tomar € < 1 e multiplicando ordenadamente cada termo nas desi-
gualdades acima com aqueles dados em (3.20) temos, parai = 1,2,

(1 =€) f(yi(00)).f (yi(00))e ™™ < f'(yi(t))yi(t)e ™" < f(yi(00))f (yi(00))e ™.

Integrando sobre (¢, 00) obtemos

S F N (o)™ < [ (s ufls)e*ds < Flo0)) o))e ™

Multiplicando por €2 podemos escrever
30 =PI (o) < [ Pl s < Fa1(00) (o)
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€, portanto,

31— Fh(oF (1(00) < Jim ¢ [ (s *ds < Fl(00)) (o6).

Fazendo ¢ — 0, temos

t—o00

lim e* /too T'(i(s)yi(s)e™*ds = f(yi(00)) f'(yi(00)).

Usando este dltimo fato e integrac@o por partes podemos concluir ainda, para ¢ suficien-

temente grande,
]Jr e / f(i(s))yi(s)e*ds

R A e P

- ﬂwmw+éj Fs(s))(s)eds

= o) [ e

= flu() + %f(yi(OO))f'(yi(OO))e_t +o(e™),

onde o(e™") representa uma fungdo ¢(¢) tal que existe uma constante C' > 0, arbitra-
riamente pequena, com |g(t)] < Ce™* quando ¢t — oo. Portanto, segue da igualdades
anteriores que, para t grande,

f(yi(t)) _ { L f(yi(00))
et [7 flyi(s))e2ds 2 f(yi)(t)

Por meio da identidade elementar [1 +a]™! = [1 — a] + a*[1 + a] ! podemos transformar
a identidade acima em

f(yz(t)) _ {1 1/ (yi(=0))
et [ f e*ds 2 [y ()

Finalmente, usando as equagdes y, = —e~ ey, = ft yi(s))e *ds, parai = 1,2
em conjunto com (3.21) podemos escrever

lim e’ (y—g — y—/ll> = limeé' (Lyl) — M)
too \¥y Y twoo \ elyp ey
i e < f(y1) f(y2) )
tmoo \et [T f e~sds etft e~sds

%W@xwﬂ—fwﬂwm>ﬂ-

f@xw»et+o@tﬂ_.

f@xm»e%+o@%ﬂ. G321)

Note que f/(y2(00)) — f'(y1(00)) > 0, pois f’ € crescente e y2(c0) = uz(0) > uy(0) =
y1(00). Sendo assim, pela conservagdo do sinal, para ¢ suficientemente grande, vale

AN AL 0
I B Bl e
(2 Y1 LY2 h
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e, portanto, existe 75 > T tal que v /vy é crescente em (73, 00).

Provadas estas duas ultimas afirmagdes, estamos prontos para concluir a demonstracao
do Teorema 9. De fato, se 35 /y; tem um ponto critico 75 € (17, 00), pela Afirmagéo 1 15
¢ necessariamente um ponto de maximo. Por outro lado, a Afirmag@o 2 garante que 5 /v,
sendo mondtona crescente, tem pontos de minimo local em (73, 00) e, portanto, contradiz

N
a Afirmacédo 1. Logo, y5/y; ndo admite ponto critico em (77, 00), isto é, (g—?) (t) >0
1
para todo t € (77, 00). Assim, temos y5/y] crescente em t € (77,00). =

3.4 Unicidade

Esta secdo é dedicada a prova de um resultado de unicidade de soluc¢des para o pro-
blema (3.1).

De acordo com os resultados estabelecidos nas duas dltimas se¢des, se (3.1) admite
duas solugdes, € possivel “construir” a partir destas, duas novas solucdes nao triviais u; e
uy que se intersectam em um unico ponto em (0, 1) tais que u;(0) < uy(0) é o quociente
uy /ufy é uma fungdo crescente em (0, R), onde R representa o Gnico ponto de interse¢do
de u; e uy. Na visdo do problema (3.16), temos duas solu¢des ndo triviais y; € ys que
se intersectam no ponto 77 e o quociente y; /y5 ¢ uma fungdo crescente sobre (77, +00).
Nosso objetivo nesta secao € usar estes fatos para chegar a uma contradicao.

Usando as propriedades descritas acima e uma técnica similar aquela aplicada na
prova da Proposi¢@o 6 provaremos o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 10 Sejam \ > 0, B C R? a bola unitdria centrada na origem e 0 um niimero
positivo tal que 1 < 0 < 2. Entdo o problema

0
—Au = ue* em B,

u >0 em B,
u=20 sobre 0B

admite no mdximo uma solugdo.

Demonstraciio: Observamos primeiro que para f(t) = Me! temos f(t)/e! crescente
parat > 0. De fato, se § = 1, nada temos a fazer. Seguimos supondo que 1 < 6 < 2,

neste caso, note que
t /
<_f€(t)) = )\etg_t [1 + 019 — t} ,

portanto f(t)/e! é crescente para t > 0 se, e somente se, ¢(t) = 1 + 6t —¢ > 0. Por
outro lado,
Y(t) =02 —1 e '(t) = (0 —1)6%"2 > 0.

Como 1'(t) = 0 se, e somente se, t = 02/~ temos que 1)(¢) atinge seu minimo em
tm = 07201 logo

)\’ 1
(@) > Aet’—t [1 + thl — tm] — e’ |1 + 67201 (5 — 1)
e
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Uma vez que 0 < §=2/0-1) < 1e(1/6 —1) > —1 temos que §=2/6-D(1/0 —1) > —1e,
portanto, o termo no colchete acima € positivo o que implica na monoticidade da funcio
f(t)/et.

Suponhamos, por contradi¢do, que o problema (3.1) admite duas solu¢des. Neste caso
€ possivel tomar duas solu¢des nao triviais u; € us que se intersectam em um inico ponto
em R € (0,1) tais que u;(0) < uz(0). Seja €y = Bg(0) a bola de raio R centrada
na origem. Entdo ui(r) < us(r) em o e u1 = ug = « sobre 9. Vamos repetir o
raciocineo seguido na prova da Proposi¢do 6. Seja ¢ : R — R uma funcdo “suave”,
classe C*(R), tal que 0 < ¢(t) < 1, com ¢(t) = O parat < 0, ¢(t) = 1 parat > 1 e ¢(t)

uma fungdo crescente para 0 < ¢ < 1. Defina, para cada € > 0, a func@o ¢.(t) = ¢(-).
Agora, multiplicando a equag@o em (3.2) por ¢, (us—uq)e* e usando que us é soleugﬁo
obtemos
—e" Augge(us — ur) = € f(uz)pe(us — ur)
Analogamente, usando que u; € solucdo temos
—e"* Auige(us — ur) = € f(ur)ge(uz — ur).
Estas duas ultimas equacdes fornecem a identidade

/ (—e" Aug + "2 Auy ) g (ug — ur) = / et tu2 <f(“2) . f(u1)
Qo

u u
Qo ez evt

ot

(3.22)
Podemos usar as identidades de Green, Teorema 11, pagina 76 Apéncide A para melhor
estimar a integral no lado esquerdo da identidade acima. De fato, usando que u; = uy = «
sobre 0§y e ¢.(0) = 0 temos

/Q —e" P (uy — uy)Aug = V(€ ¢e(ug — uy)) Vug — / e“¢(0)Vuy - vds

Q0 a0

= VU1VU2€UI¢€(U2 — U1>

Qo
+ / (€"2Vug)e" ™2 (Vug — Vuy) L (uz — uy).
Qo

De forma inteiramente andloga concluimos ainda

/ €U2¢€(u2 — ul)Aul = — \Y (6U2¢6(u2 - ul)) VUl + / ea¢€(0)vul vds
% Q Qg
= — | VuVuge™p(ug — uy)

— / (e Vuy)e" " (Vug — Vug) @l (ug — uy).
Qo
Combinando estas duas ultimas identidades concluimos que
/ (—e" Aug + e Auy)de(ug — ug) = / VuiVug (e — e*?) o (us — uq)
Qo Q0
+ / (€"2Vug)e" ™" (Vug — Vuy) oL (ug — uq)
Qo

- / (e Vup)e™ " (Vugy — Vug )@l (ug — uy).
Qo
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Observando agora que Vuy Vug = u)(r)uy(r) > 0 sobre e et — e*2 < 0, visto que
uy(r) < us(r) em §p; podemos desprezar a primeira parcela na soma do lado direito da
identidade acima e concluir que

/ (—e" Aug + €2 Auy ) g (ug — uy) < / (e"2Vug)e" ™2 (Vuy — Vg )@ (us — uy)
Qo Q0

- / (e Vuy)e" " (Vugy — Vug) @l (ug — uy).
Qo

Agora definindo as fungdes x1 : R — Re x2 : R — R tais que

)= [ oo, natn = [ eolisis
obtemos, pela regra da cadeia,

Vxie(ug —up) = €72 (Vug — Vug) L (uz — ug)
e, analogamente

Vxo,e(uz —up) = €27 (Vugy — Vug ) o (ug — uy).

Dessa forma, notando que Ve* = e Vu; para: = 1, 2; podemos escrever

/ (—e" Aug + e Auy)de(ug — uy) < / V(€e"?)Vx1,e(ug — uy)
Qo Q0

SR G\ RO EED
Qo

Podemos novamente usar as identidades de Green, Teorema 11, pidgina 76 Apéncide A
para melhorar a estimativa do lado direito acima. De fato, usando que u; = uy = o em
0 e x1,(0) = 0 temos

/ V(Ee?)Vxie(ug —u) = —/ A(e")x1.e(uz — uy) +/ X1,e(0) Ve - vds.
Qo Q0

0o

— —/QO A(e")x1,e(ug — ur)

e, analogamente, usando que Y2 (0) = 0 temos
/ V(e ) Vxie(ug —uy) = / A(e"™)x2.e(uz — uy).
Qo Q0
Sendo assim, podemos escrever a partir de (3.23) a seguinte estimativa

/ (—e"" Aug+e"> Auy ) e (ug—uy) < —/
Qo

Qo

A(euz)Xl,e(UQ—U1)+/ A(e" ) x2,e(ug—u1).
Qo
(3.24)

1
Agora, notando que ¢.(s) = —¢' (f) e fazendo a mudanga 7 = s podemos escrever
€ € €

U2 —u1 751 .S (ug—u1)/e er
X1,e(ue —uy) = e =¢'(-)ds = e” ¢/ (r)dr.
0 € € 0
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Como ¢'(t) =0 parat > 1 e us — u; > 0 podemos escrever

(uz—u1)/e
/ e ¢ (t)dr para uy —uy < €
X1,e(ue —up) = 94
/ e~ (T)dr para up —u; > €.
0

Repetindo o argumento acima para x . temos

U —Ul 1 B (ug—wu1)/e )
X2.e(tug —uy) = / e’—¢'(-)ds = / e (T)dr
0 0

€ €

e ainda

(ug—u1)/e
/ e (T)dr para ug —uy < €
X2,e(tg —uy) = 01
/ e (T)dr para up —u; > €.
0

Entdo, usando o Teorema 18 Apéndice A, temos quando ¢ — 0
X1e(ug —uy) =1 qtpem

e também
X2,e(ug —u1) = 1 qtpem

t
visto que us — u; > em €)y. Lembrando que hII(l) Oc(t) = lir% o(-) = lim ¢(s) = 1
€e— e— € S—00
podemos passar o limite quando ¢ — 0 em (3.24) e concluir que
/ (—e" Aug + e Auy) < / —A(e"?) + Ae"). (3.25)
Q() QO

Fazendo a tranformagao para coordenadas polares
r=rcosf, y=rsind

e lembrando que u;, para v = 1,2 sdo necessariamente radiais e, portanto, nao depende
do angulo #, podemos escrever lado direito a desigualdade em (3.25) como

R ul u
27T/ {—6“2 (ug + 72 + (u;)z) +e™ (u'{ + 71 + (u'l)Q)} rdr.
0

Usando mais uma vez uma transformagao; a saber, a inversao de Atkinson e Peletier
T
)= =2 y(t) = ulr),

podemos reescrever a expressdo acima e, depois disso, a desigualdade em (3.25) é dada
por

o

/ (—e" Aup + ¢ Auy) < dr / (e (g + (4)?) + e (! + ()] .
Qo

T
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Organizando os termos convenientemente vemos que esta tltima equivale a
o¢] y// yll
/ (—e" Aug + e Auy) < 47?/ {yieyl (—} + y'l) — yhe? (—? + yé)} dt. (3.26)
Qo T Y Yo

Pelo Teorema 9, sabemos que 5 /y; é uma funcdo crescente em (77, 00). Observemos
que y; > 0 para i = 1,2 como foi visto na secdo anterior. Segue destes fatos, visto que
yo(Th) > yi(Th), que vy > yy parat > Ty. Além disso, (y5/y)) > 0 sobre (T7,00) e

Ccomo ’
y/ y/ ylz y,

temos 5 /yy > vy /y; sobre (11, 00). Portanto, de (3.26) obtemos
/ (—e"* Aug + e Auy) <0.
Qo
Combinando este dltimo fato com (3.22) e usando ¢.(t) > 0 temos

/ puitu2 (f(“a) . f(%)) <0,
Q ev? e -

o0 que é uma contradi¢o, visto que uy > u; em g e f(t) /e’ é uma fungéo crescente. Isto
prova o Teorema 10. =
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Apéndice A
Resultados Complementares

Este apéndice destina-se a apresentar sem demonstragdes alguns resultados utilizados
no corpo do trabalho.

A.1 Resultados de Equacoes Diferenciais

Teorema 11 (Identidades de Green). Sejam Q C R? um dominio limitado cuja fronteira
Q) é uma unido finita de curvas suaves e u,v € C*(Q). Entdo, se v denota a normal
externa, vale a seguinte identidade

/(UAu + VoVu)dxdy = / vVu - vds.
Q o0

Em particular, se v = 0 sobre OS2 temos

/—vAudxdy:/VvVudxdy.
Q Q

Demonstracao: Veja [14], pdginas 627 ¢ 628. m

Teorema 12 (Simetria Radial) Sejam f : R — R lipschitziana e u € C*(Q) solugdo de

Au= f(u) em Q,
u >0 em Q,
u=>0 sobre 0S2,

onde ) = By(0). Entdo u é radial, isto é, se r = || representa a norma euclidiana de x;

para alguma fungdo v : [0, 1] — [0, 00) estritamente decrescente.

Demonstracao: Veja, [14] pdgina 521. =

Observamos que os resultados que se seguem, enunciados para problemas de Cauchy
de primeira ordem, isto &,

= f(t,z), x(to) = xo
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Resultados de Equacdes Diferenciais APENDICE A

também sao validos para problemas de Cauchy de uma ordem m qualquer, ou seja,
g™ = f(t oz, 2™ a(ty) = ), 2™ (k) = 2L
Para uma constatacdo das consideragdes acima, veja a observacdo em [22] pagina 21.

Teorema 13 (Teorema de Picard). Seja f : Q C R*"™ — R" uma funcdo continua e
lipschitziana em relacdo a segunda varidvel, definida no compacto 2 = I, X B, com

I,={teR;jt—ty)| <a}leB,={xeR"||x—ux||<b}. Sel|f|] < M emQ, existe
uma tinica solucdo do problema

= f(t,z), x(to) = xo
em I, onde a = min{a,b/M}.
Demonstracao: Veja [22], pdgina 13. =

Teorema 14 (Solugdes Méximas). Seja f : Q C R*"™' — R"™ continua no aberto €.
Suponhamos que para todo (ty, xo) € 2 exista tinica solugdo de ' = f(t,x), x(ty) = xo
definida em algum intervalo I = I(ty, o). Entdo, para todo (ty,xy) € € existe uma
tinica solugdo ¢ = ¢(t,to, xo) de ' = f(t,x), x(to) = xo, definida em um intervalo
M (to, z9) = (w_(to, x0),ws(to, xo)) com a propriedade de que toda solugdo 1 de x' =
f(t,z), x(to) = xog em um intervalo I satisfaz I C M (to, o) e Y = ¢y1.

Demonstracao: Veja [22], pagina 17. =

Teorema 15 Seja f : Q C R"™ — R" continua no aberto Q. Se ¢ é uma solucdo
mdxima tinica de ' = f(t,z), xz(ty) = x¢ definida em um intervalo maximal (w_,w, ),
entdo a aplicagcdo g(t) = (t,¢(t)) tende para 02 quando t — w=. Isto é, para todo
compacto K C S existe uma vizinhang¢a V de w= tal que g(t) ¢ K paratodot € V.
Demonstracao: Veja [22], pdgina 17. m

Teorema 16 (Dependéncia Continua de ParAmetros). Seja f uma fungdo continua em
um conjunto aberto ) de R x R" x A, onde A é um espaco euclidiano. Para cada
(to, To, \) € Q, suponhamos que o problema de dados iniciais, com X fixo,

v = f(t,l’, >‘)7 ‘T(t()) = To,

tenha tinica solug¢do ¢ = ¢(t,to, xo, \), definida em seu intervalo mdximo (w_,w, ), onde
wy = w4 (to, o, A). Entdo

D= {(t,to,ﬂ?o,)\); (to,l‘o,)\) S Q,t € (M,,UJJr)}
é aberto em R x Q) e ¢ é continua em D.

Demonstracao: Veja [22], pdgina 34. m
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Teorema 17 (Dependéncia Diferenciavel) Seja f uma funcdo continua em um conjunto
aberto Q2 de R xR™ x A, com D5 f continua em (), onde \ é um espaco euclidiano. Entdo,
para cada ) fixo, a solugdo ¢ = ¢(t,tg, xg, \) de

= f(t,x,\), z(ty) = xo,

€ unica e admite derivada parcial D3¢ com relacdo a xo. Mais ainda, a aplica¢do
(t,to, xo, \) — D3o(t,tg, o, A) € continua em seu dominio

D= {(t,to,xg,/\); (to,iﬂo,)\) e te (w_,w+)}

99

x<t> = D3¢(t7t07 Lo, )\) c e = W
0

(tv th Zo, /\)7
para 1l < k < n, é solugdo de
= J(t)x, x(ty) = ey,

onde J(t) = J(t,to, zg,\) = Daf(t,d(t,to, xo, ), N), (w_,wy) representa o intervalo
mdximo de defini¢do de ¢ e ey, o k-ésimo vetor da base candnica de R".

Demonstracao: Veja [22], pagina 39. =

A.2 Resultados de Analise Funcional

Teorema 18 (Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue). Seja ( f,,) uma sequén-
cia de fungées de L' (). Suponhamos que

(1) fulx) — f(2) g.1.p. em
(i1) existe uma funcdo g € L*(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fu(z)] < g(x) g.t.p. em Q.

Entdo f € L'(Q) e
lim || f, — fllz1@) =0,
n—oo

isto é,

/Qf(x)da: = lim [ f.(x)dx.

n—oo 0
Demonstracao: Veja, [5] pagina 67. m

Teorema 19 Sejam Q) C RY um aberto limitado de classe C', com fronteira limitada, e
1 < p < 0. Entdo,

se 1 <p< N, entdo WP(Q)C L (),
se p= N, entdo W™P(Q) C L), Vg€ [p, ),
se p> N, entdo W'P(Q) C L=(Q),

com injegcoes continuas.
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Demonstracao: Veja, [9] pdgina 168. =

Teorema 20 (Rellich-Kondrachov). Seja Q C RY™ um aberto limitado de classe C'.

Temos:
se 1<p< N, entdo W'(Q) C L), Vqellp),
se p= N, entdo W'P(Q) C L), Vq€]ll,o00),
se p> N, entdo W'P(Q) C C(Q),

com injegbes compactas.
Demonstracao: Veja, [9] pdgina 169. =

Teorema 21 (Identidade de Pohozaev). Seja €2 um subconjunto aberto de R"™ com fron-
teira ON) suave. Seja u € H}(Q) tal que

—Au=g(u) em Q,
u=>0 sobre OS2

onde g : R — R é uma funcdo dada. Seja

Entdo

(0=3) foon o= [+ (5)

onde v é a normal unitdria externa sobre OS).

Demonstracao: Veja, [18] pagina 238. m
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