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Resumo

Neste trabalho, estudamos propriedades qualitativas de solugoes da seguinte classe de

equacoes elipticas semilineares

Au+ f(u) =0, em €,
u=0, em O,

(1)

definidas em varios tipos de dominios nao limitados do R™, dentre eles, cilindros infini-
tos, semi espacos e dominios Lipschitzianos. Analisamos propriedades de convergéncia,
monotonicidade e simetria de solugoes de (1)), quando f satisfaz certas condigdes ade-
quadas. Para tanto, utilizaremos varias versoes do principio do maximo, o método dos
planos moveis (moving planes), estimativas elipticas e teoremas de compacidade. Estu-
damos ainda resultados sobre operadores de Schrédinger e, como consequéncia, provamos

a conjectura de De Giorgi em dimensao n = 2.

Palavras-chave: Dominios nao limitados; Monotonicidade; Simetria
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Abstract

In this work, we study qualitative properties of solutions of the semilinear elliptic

equation class
Au+ f(u) =0, em €,
u=0, em O,

defined in different kinds of unbounded domains of R”, among them, infinite cylinders, half
spaces and Lipschitz domains. We analyze properties like convergence, monotonocity and
symmetry of solutions of the problem , when f satisfy certain conditions suitable. For
this purpose, we will use various kinds of maximum principles, the moving planes method,
elliptic estimates and compacity theorems. We also studied some results about Schréodinger

operators and we prove the De Giorge conjecture in dimension n = 2.

Key words: Unbounded domains; Monotonicity; Symmetry
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Notacoes

r = (x1,T2,...,Tp)

= (21,22, .., Tp_1)

en = (0,...,0,1)
B(x,r)

Ggn—1

Q

N

dist(z, Q)

diSt(Ql, Qg)

diam(2)

]

Q' cc

bola aberta em R™ de centro x e raio r

esfera unitaria de dimensao n

fecho do conjunto €2

fronteira do conjunto 2

distancia do ponto x ao conjunto €2

distancia do conjunto {21 ao conjunto 29

didmetro do conjunto §2

medida de Lebesgue do conjunto €2

se V' C ¥ c Qe éum conjunto compacto
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Id

¢t = max{0, c}

¢~ = max{0, —c}
Uy, OU Ou
U Oy
Du = (%,,;ﬂ:)
D, = <§;,...,af:1
A= gzz
Dy
a-b

f(2) = O(g(x)) quando || — oo

limsupu
|| =00

[ulloo = llullc@) = supg [u]

ull oo () = sup ess|u(z)|, = € Q

)

norma euclidiana em R"”
aplicacao identidade
parte positiva da fungéo ¢
parte negativa da funcao c
derivada parcial de v com respeito a x;
gradiente de u
gradiente de u na coordenada z’
Laplaciano de u
Laplaciano de u na coordenada z’
matriz Hessiana

produto interno de a e b

i (@)
x| —oo |g()]

< (), para algum C' > 0

limite superior da fungao f quando |z| — +o0

indica final de demonstragao.



u(z) — u(y)| }

Ul oy = SUp
oo { |z — y|o

z,Y€EQ, £y

el oy = lulloa + o

HuHck,A(ﬁ) = Z HDa“HC(ﬁ) + Z [Da“]m(ﬁ)

|| <k lo|=k

lallr ) = > diam® ()| D¥ul| ¢y + diam* A [u] .
|| <k

1
ull oy = ( / |u|p)
Q

ullwie) = (HUHLP(Q) +) HumHLP(Q)>
=1
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Introducao

Em nosso trabalho, estudamos propriedades qualitativas de solugoes da seguinte classe

de equacoes elipticas semilineares

Au+ f(u) =0, em €,
u=0, em O,

(2)

em varios tipos de dominios nao limitados 2 C R"™, dentre eles: cilindros infinitos, semi
espagos e dominios Lipschitzianos. No decorrer do estudo, a menos que seja enfatizado,
iremos considerar solucdes u € C?(2) N CH(Q).

Nosso estudo foi baseado em uma série de artigos do H. Berestycki, L. Caffarelli e L.
Nirenberg, principalmente nos artigos [3], [4] e [6], onde eles buscavam certas propriedades
para as solucoes de , tais como: monotonicidade, simetria e convergéncia. Para demons-
trar propriedades como monotonicidade e simetria, o procedimento era aplicar estimativas
elipticas e o método dos planos m(’)veisﬂ Este método é devido a A. D. Alexandroﬂﬁ
Em 1971, James Serrin aplicou este método em equagdes diferenciais parciais (cf. [28§]).
Em 1979, B. Gidas, W. M. Ni e L. Nirenberg, aplicaram este método para estabelecer a
simetria radial de solugbes positivas de certas equagoes elipticas nao lineares (cf. [1§]).
Posteriormente, este método foi utilizado por M. J. Esteban e P. L. Lions (cf. [15]), e
também por Y. Li e W. M. Ni (cf. [22]).

Para um melhor entendimento, iniciamos o trabalho com um Capitulo 0, onde enun-
ciamos algumas ferramentes basicas que serao utilizadas nas demonstragoes.

No Capitulo 1, iremos considerar conjuntos da forma
Q=R"7 x w,

onde w C R’J é um dominio limitado e suave. Neste capitulo, consideramos solugoes

positivas de , mas nada serd exigido sobre seu comportamento no infinito. Inicialmente,

3Durante o trabalho, "the moving planes method"sera chamado de "método dos planos méveis".
4 Alexandroff o aplicou no estudo de superficies de curvatura média constante.

xil
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provamos que as soluc¢bes possuem no maximo um crescimento exponencial, no sentido em

que existem constantes positivas C' e « tais que
u(z,y) < Ce®®l em Q,

onde z € R" 7 e y € w. Na segunda secdo, iremos provar uma versdo do principio do
méximo para este tipo de dominio. Por fim, usaremos estimativas elipticas e o método dos
planos moveis para provar que se w é um conjunto simétrico e convexo entao, sob certas
condigbes, solugoes positivas de herdam esta simetria e sao monétonas. Formalmente:
Teorema: Seja u uma solucio positiva de (2), onde Q = R"™7 X w, w € convezo na
diregio y1, simétrico sobre o hiperplano y, = 0 e com fronteira de classe C?. Entio u é
simétrica com respeito a yy e Ou/dy; < 0, seyy > 0, sempre que j > 2 ouj=1e f(0) > 0.
No Capitulo 2, estudamos propriedades de solugoes de 7 em trés tipos de dominios
nao limitados. Primeiramente, utilizamos o método dos planos méveis para assegurar
a monotonicidade de solucdes positivas, quando = R x (0,h) C R? é uma "faixa".
Nesta primeira parte, iremos assumir que f é uma fungdo globalmente Lipschitziana. Na

segunda parte, o conjunto considerado sera o plano = R2. Inicialmente estudaremos dois

resultados envolvendo operadores de Schrodinger

Ly = Ay + qv,

onde g é um potencial suave e limitado. Como consequéncia de tais resultados, faremos
uma exposicao da conjectura de De Giorgi em dimensao n = 2. Na parte final do capitulo,

o conjunto nao limitado serd o semi espago
Q={z=(21,...,2,) €ER";2, >0} =R}, n=2o0un=3.

Utilizaremos um caso particular de um resultado provado por Berestycki, Caffarelli e Niren-
berg no artigo [§|, para provar o seguinte teorema:
Teorema: Seja u uma solugao positiva e limitada de (2)). Se n = 2 entdo u € simétrica.
Sen=3, f(0)>0efecC entiou ¢ simétrica.
Apods a demonstragao, faremos uma série de observagoes e conjecturas em relagao as
hip6teses do teorema.

No Capitulo 3, iremos considerar o conjunto

Q={x=(z1,....,zy) € R"; 2, > (21, ..., Tn—1)}, (3)
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onde ¢ : R*™! — R é uma funcdo globalmente Lipschitziana. O dominio  é limitado por
um grafico Lipschitz e, portanto, o chamaremos de dominio Lipschitziano. Neste capitulo,
estudaremos propriedades de solugoes positivas e limitadas do problema . Iniciamos
o capitulo provando um principio do méximo e, como aplicagdo, iremos concluir que o
supremo de u nao € atingido em §2. Na segunda secao, iremos utilizar uma teoria envolvendo
fungoes positivas, harmonicas e homogéneas, para assegurar a Holder continuidade das
solucoes em Q. Na terceira secdo, iremos provar que as solucdes convergem uniformemente
para o supremo, quando os pontos se distanciam da fronteira. Em [28], Serrin provou o
seguinte resultado:
Teorema: Se Q C R™ ¢ um dominio limitado e suave, e u € C?(Q) N CY(Q) é uma
funcdo que satisfaz
Au+ f(u) =0, u>0em,
u=0, em 0f, (4)
g:j =, constante em OS2,
entdo 2 € uma esfera.
Na tultima secao deste capitulo, iremos demonstrar o seguinte teorema:
Teorema: Seja 2 como em onde ¢ : R* 1 — R € uma funcio Lipschitziana, de

classe C?, satisfazendo

lim (p(x +7) - (x)) = 0.

|| 00
Se u € C?(Q) N CHQ) ¢ uma solugdo limitada de , onde f satisfaz as condigoes e
entdo @ € constante, em outras palavras, 2 € um semi espaco.

Como forma de detalhar alguns resultados importantes que foram utilizados no corpo

do texto, adicionamos um Apendice ao final do trabalho.



Capitulo 0

Definicoes e resultados auxiliares

Neste capitulo exibimos algumas defini¢oes e resultados fundamentais para a leitura
deste trabalho, tais como: Lema de Hopf, principios do méaximo, estimativas elipticas e

resultados de regularidade.

Teorema 0.1 (Integragao por partes) Seja U C R™ um conjunto aberto e limitado, com

fronteira OU de classe Ct. Se u,v € C*(U) entao

ou / ov / . .
vdr = — | u—dx+ wor'dS, (i=1,...,n).
U 8.’151 U 81’2 oU ( )

Demonstragao: cf. [16, Teorema 2|. m
Seja 2 C R™ um dominio (aberto e conexo). Considere o operador diferencial de

segunda ordem

n 52 n 9
Lu= Z CLU(.’E)M + Z bl(l‘) oz, + C(SU)U, Qjj = Gjs,
=1

,7=1
onde os coeficientes a;; sao fungoes continuas sobre €2 e os coeficientes b; e ¢ sao fungoes

limitadas em €2.

Definicao 0.1 Diremos que o operador L € um operador eliptico, se a matriz coeficiente
(aij(z)) € positiva, ou seja, se AN(z) e A(x) denotam, respectivamente, o autovalor minimo
e mdzimo de (a;;j(z)), entdo
n
0 <A@)EP < Y aij(2)&g; < A)I¢f,
ij=1
para todo & = (£1,&2,...,&,) € R™\ {0}. Diremos que L é um operador estritamente
eliptico, se A > g > 0 para alguma constante A\g. Diremos que L é um operador

uniformemente eliptico, se A/\ é limitado em Q.

1



Definigées e resultados auxiliares 2

Teorema 0.2 Seja Q C R™ um subconjunto aberto e nao vazio. Considere (up), uma
sequéncia de fungoes harmoénicas em ), convergindo uniformemente para uma funcdao u,

em cada conjunto compacto K C Q. Entdo u € uma fun¢do harmonica.

Demonstragao: cf. [29, Teorema 1.23|. =

Definigao 0.2 Seja (fm)m uma sequéncia de fungoes com valores reais, definidas em um
subconjunto D de R™. Dizemos que a sequéncia € equicontinua no ponto r € D se, para

cada € > 0, existe 6 > 0, tal que

’fm(y)_fm(x)‘ <kg, se |y_$| <57
para todo m € N.

Teorema 0.3 (Arzela-Ascoli) Seja (fm)m wma sequéncia de fungées com valores reais,
definidas em um subconjunto compacto S de R™. Suponha que existe uma constante M
tal que |fm(z)] < M para todo m € N e para todo x € S. Além disso, suponha que a
sequéncia (fm)m seja equicontinua em todo ponto de S. Entao existe uma subsequéncia

uniformemente convergente em S.

Demonstragao: cf. [20, Teorema 4.17|. =

Definigcao 0.3 Se Lu > 0, entao dizemos que u é uma subsolug¢ao do operador L.

Quando Lu < 0, dizemos que u € uma supersolugcao do operador L.

Se um ponto zg € 92 é um ponto de maximo para uma fungdo u, entao

0
877:(370) 2 07

onde v denota o vetor normal exterior. Enunciamos agora o lema de Hopf, o qual afirma
que se u é uma subsolucao de um operador eliptico, entao sob certas condigoes vale a

desigualdade estrita.

Lema 0.1 (Lema de Hopf) Seja 2 C R™ um aberto. Considere L um operador uniforme-
mente eliptico. Suponha que u € uma subsolugdo de L, ou seja, Lu > 0 em 2. Seja
xo € 00 tal que 0N satisfaz a condicao da esfera interior em xg, que u € continua em Iy
e que u(xg) > u(x), para todo x € Q. Suponha que pelo menos uma das hipdteses abaizo

seja vdlida:

(i) ¢ =0 ou



Definigoes e resultados auxiliares 3
(ii) ¢ <0 ewu(zg) >0 ou
(111) u(zg) = 0.

Entao, se existir a derivada normal em xq, ela deve satisfazer

0
8%(370) >0,

onde v denota o vetor normal exterior.
Demonstragao: cf. [19, Lema 3.4]. =

Teorema 0.4 Considere L um operador uniformemente eliptico, com ¢ =0 (¢ <0). Seja

u € WIQO:(Q) uma subsolugao de L, ou seja, Lu > 0. Se u atinge um mdzimo (mdzimo

nao negativo) em um ponto interior de ), entao u é constante.
Demonstragao: cf. [19, Teorema 9.6]. =

Teorema 0.5 Seja Q C R™ um dominio com fronteira suave. Sejau € C*(Q)NC(Q) uma

funcdo nao negativa, tal que

Au+ Y0 bi(w) e +c(z)u <0, z€Q,
u(z) =0, z €0,

onde as fungoes bi(x) e c(x) sao limitadas. Entao

(i) Se existe xog € Q tal que u(xg) =0, entdo u =0 em §);

(ii) Se u#0 em Q, entao em 0N, a derivada normal exterior % <0.
Demonstragao: cf. [I2, Teorema 7.3.3]. m

Teorema 0.6 Seja Q@ C R™ um dominio tal que diam(Q) < d e seja u € C?(2) N C(N).

Suponha que existe § > 0 tal que

quando | < 0, e

i <0.

Entao u <0 em Q.

Demonstragao: cf. [7, Proposi¢ao 1.1]. m
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Teorema 0.7 (Principio do mdzimo para dominios estreitos) Seja ¢ uma fungao positiva
em Q, tal que

—A¢+ Nz)p > 0.
Suponha que u satisfaz

Au+ c(x)u >0, para todo x € €,

u >0, em 0f,

onde ¢ é uma funcao limitada. Sendo a largura da regiao 2 suficientemente pequena, se

c(x) > ANzx) = 7%2’ entao u >0 em €.
Demonstracao: cf. [12, Corolario 7.4.1]. m

Teorema 0.8 (Desigualdade de Harnack) Seja L um operador estritamente eliptico e seja

u € C%(Q) com u >0, uma solugdo de
Lu=0, em Q.
Se Q) CC Q, entdo existe uma constante C tal que

supu < C'inf u,
9 Q

onde a constante C depende de Q e dos coeficientes de L.
Demonstracao: cf. [16, Teorema 5. =

Lema 0.2 Seja Q um conjunto aberto e, seja u € C?(Q) uma solu¢io da equag¢io Lu = f

em §, onde f e os coeficientes do operador eliptico L sao de classe C*(2). Entdo u €

C%(Q).
Demonstragao: cf. [19, Lema 6.16]. m

Teorema 0.9 Seja Q C R™ um conjunto aberto. Entao, para cada k e para todos 0 < a <

0 <1, temos as sequintes imersoes:

CHL (@) — CH(Q),
ke (@) — CH@),

ChP — che(Q).
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Se Q ¢ limitado, entdo as duas dltimas 1mersées sao compactas, e se 0 é convexo e limi-
tado, entdo todas as trés imersoes sao compactas. Se £ € convexo, valem duas imersoes
adictonais,

CH(Q) — CH(9),
Ck+1(§) M Ck,a(ﬁ),

sendo a dltima compacta se 0 for também limitado.

Teorema 0.10 Seja Q2 C R™ um dominio limitado. Suponha queu € C%>*(Q) e f € C*()
satisfaz

Lu=f, em €,

onde L é um operador eliptico com coeficientes em C%(Q) e ' CC Q2 com dist(€Y,9) > g.

Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
d||Dullcan + &||D?ul|oory + A2 D?ul| ooy < C(l|ullcwg) + 1 fllca@);
onde C depende apenas da constante eliptica e da norma C*(Q2) dos coeficientes de L.

Demonstragao: cf. [19, Corolario 6.3]. m

Teorema 0.11 Seja Q C R um dominio e u € C%(Q) uma funcio satisfazendo Au = f

em §). Entao existe uma constante C = C(n) tal que,
sup dist(z, 9Q)|Du(z)| < C (sup |u| 4+ sup distQ(m,(?Q)|f($)|> .
Q Q Q
Demonstragao: cf. [19, Teorema 3.9. =

Teorema 0.12 Seja Q C R™ um dominio e considere u € C*(Q), f € CYQ), tais que
Au = f no conjunto Q. Entdo u € C*>* e para cada duas bolas concentricas By =

B(zo, R),By = B(z0,2R) CC €, temos que

lullpzagsy < € (lullees) + B2 loas,))
onde C = C(n,q).
Demonstragao: cf. [19, Teorema 4.6]. =

Teorema 0.13 Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto e L um operador estritamente elip-

tico. Seu € Wlif(Q) N LP(Q), € uma solugao forte da equagao

Lu=f, em Q,
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onde os coeficientes de L sao continuos, limitados e f € LP(Q), entao para qualquer

dominio Q' CC Q, existe C = C(n,p, ', Q) tal que

lullw2r@y < ClfullLe@) + [[fllLr@)-
Demonstragao: cf. [19, Teorema 9.11|. =

Teorema 0.14 Considere M um operador eliptico geral da forma

M = ;i (2) 7——%—.
Z Z]( )6931895]
i,7=1
Seja Q@ C R™ um dominio e considere ¥ C 082 um subconjunto aberto e suave. Suponha

queuEVVli’p(QUZ) comp>n,u>0emQ, u=0emX e

C

|Mu| < A(|Du| +u+ k), em Q, (1)

com Ak > 0. Sexg € Qe G é um subconjunto compacto de QU Y, entio existe uma

constante C' = C(x, 2, X, G, A, A, \), tal que
u(z) < Clu(zo) + k), YV zed.
Demonstragao: cf. [4, Teorema 1.4]. m

Lema 0.3 Seja D C R"™ (n > 2) um dominio com fronteira C*. Suponha que v € C*(D)

satisfaz

Av+ f(v)=0, em D,

onde f € uma fung¢do localmente Lipschitziana. Seja p € 0D e suponha que v se anula
em uma vizinhanga V, C 0D, contendo p. Entao v € positiva em uma vizinhan¢ca W C D

proxima de p.

Demonstragao: cf. [4, Lema 4.1]. m



Capitulo 1

Propriedades qualitativas em um

dominio QO = R"J x w

Neste capitulo, iremos analisar propriedades de solugoes do problema

Au+ f(u) =0, em £,

u>0, em €, (1.1)
u=0, em O,
cujo dominio 2 C R™ é da forma
Q=R"7 xw,

onde w é um dominio limitado e suave em R’. Note que se j = n — 1, entdo Q é um
cilindro infinito com segao transversal limitada de dimensdao n — 1, se j = 1 entdo 2 é
um dominio contido entre dois hiperplanos paralelos. No decorrer deste capitulo, iremos
considerar u € C’fog () com p € (0,1) e f uma fungdo globalmente Lipschitziana, com
constante de Lipschitz k, definida em Ry (ou em [0,supu] no caso em que u é limitada).
Nenhuma hipdtese sobre o comportamento de w no infinito serd exigida. Para fixar a
notacdo, para (z,y) € § iremos considerar x = (1, Z2, ..., Z—;) as coordenadas de R"J ¢
y = (y1,Y2,...,y;j) as coordenadas de w.

Na primeira segao iremos provar que as solugoes de (1.1) possuem no méaximo um
crescimento exponencial. Antes disso, exibiremos através de um contra exemplo, que a
hipétese das solugoes serem estritamente positivas nao pode ser removida.

Na segunda segao serd apresentado um importante principio do méaximo nese tipo de

dominio. Este principio do méximo foi particularizado e aplicado no capitulo 1.
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Na terceira segao iremos exigir simetria e convexidade no dominio w para obter a

simetria da solugao u. O resultado também dependera da dimensao do dominio e do sinal

de f(0).

1.1 Crescimento exponencial

Nesta secao, iremos analisar o comportamento de solugoes do problema , quando
os valores tendem ao infinito. De fato, serd demonstrado que as solu¢bes possuem um
crescimento no maximo exponencial, no sentido em que existem constantes positivas C' e
«, tais que

u(z,y) < Ce®l em Q.

A hipoétese de que a solucao u é estritamente positiva nao pode ser retirada. De fato,

considere a dimensao n = 2 e o conjunto w = (—m/2,7/2), entdo a fungao
e . .
u(a,y) =Y cos((2j — 1)y)e@~Dle=i=0)
j=1
satisfaz as seguintes propriedades:
(i) w é harmonica;
(ii) u =0 em 0

(iii) Quando |z| — oo, u cresce mais rapido que o exponencial no sentido acima, ou seja,

para quaisquer constantes positivas C' e «, existe R > 0 tal que, se |x| > R entao
u(z,y) > Ce?ll.
Primeiramente mostraremos que a fungdo acima esté4 bem definida, para tanto, faremos
uso do Teste M de Weierstrass. Para cada n € N fixado, defina a funcao
Un(z,y) = cos((2n — 1)y)ePr—DE=2n=1))

Vamos provar que a série u = »_ u, converge uniformemente em cada compacto K C €.

No compacto K, x < C, para alguma constante C. Entao para cada n € N,

—(2n— 1)z > —(2n—1)C (2n—1)2 = (2n— 1)z > (2n —1)* = (2n — 1)C

&

PN e(?n—1)2—(2n—1)x > €(2n—1)2—(2n—1)C’
1 1

S @ 1P (@ Dz = @ P @n 0

N 6(2n71)(m7(2n71)) < e(anl)(Cf(anl)).



Crescimento exponencial 9

Portanto,

lun(z,y)| = ‘COS((Qn—1)y)e(2"*1)(x7(2n—1))

‘e(znq)(%(znq))

IN

< e@n1(C-n-1) _ pp
para todo (z,y) € K. Considere a,, o termo geral da série numérica

SO M, =3 e@iDE-Ci-D),
j=1 j=1

Entao,

e(2(n+1)71)(6‘7(2(n+1)71))

lim Intl  _ lim
6271C'—4712—4n-‘,-C'—1
= lim Z
N—00 62710—471 —4An+2n+2—-C
i eC’—l
= W o2
= 0.

Desta maneira, pelo teste da razao, tal série é convergente. Portanto, pelo Teste M de
Weierstrass, a série u = ) u,, converge uniformemente, em cada compacto K C Q.

Provemos o item (7). Defina a soma parcial
Sn(@,y) =Y cos((2j — 1)y)e@~D=Ci-1),
7=1

Observe que (S,), ¢ uma sequéncia de fungdes harmonicas. De fato, para cada n € N,

885” = (25 — 1) cos((2j — 1)y)e®~Dle=Gi=1),
x
j=1
DS _ N~(97 - 1)2 cos((2] (2-1)(-(25-1)
5o = > (27 = 1) cos((2j — 1)y)e® Dm0,
j=1
‘985” == (2j — 1)sin((2) — 1)y)e@ DG,
Y -
7j=1
929 n . .
o = =3 (2] — 1) cos((2) — 1)y)el D@D,
Y °
j=1
Portanto,
028,  0%9,
ASn = W TyQ = O, para todo n € N.

Finalmente, pelo teorema [0.2] concluimos que u é uma fun¢ao harmonica.
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O item (i7) é imediato, pois
N ={(z,y) eR}zeRey=—7/20uy=mr/2},

e, uma vez que,

cos((2j — 1)m/2) = cos(—(2j — 1)w/2) = 0,

para todo j € N, concluimos que u = 0 em 9f2.
Para provar o item (4ii), ¢ suficiente mostrar que para quaisquer constantes «, C' > 0,

existe pelo menos um ponto (z,y) € Q, tal que
u(z,y) > Ce®l?l, (1.2)
Observe que

eI DE=-0) 5 el o (25— 1) (2 — (2§ — 1)) > InC + ax
InC — (25 — 1)?

< 2j-1)—a

Portanto, para j € N tal que (2j — 1) —a # 0, y = 0 e © como acima, temos que (|1.2))

acontece.

Teorema 1.1 Sejau € C**(Q) uma solugdao do problema (1.1)). Entdo existem constantes
A, >0, tais que
u(z,y) < Aelel, (1.3)

Demonstragao: Observe primeiramente que usando (1.1]) e o fato de que f é uma fungao

Lipschitziana, obtemos

|Au| = [f(u)|
< |f(w) = FO) + [£(0)]
< ku+|[f(0)]
= k(u+l§:),

onde k = |f(0)|/k. Entdo a hipotese do teorema esta satisfeita para o operador
M = A. Fixe (0,y0) € Q. Entao, definindo os conjuntos

Y={lz| <2} x0w e G=A{lz|<1}xw,

obtemos

w(@,y) +k < C(u(0,90) + k), para (z,y) € {|z] <1} x©, (1.4)
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para alguma constante C. Fixado uma direcdo e; em R™ 77 aplique a funcio v(x,y) =

u(z + e1,y) em (1.4) (note que o conjunto €2 ¢é invariante por esta translagao). Entao

u(@,y) +k < Cluler,yo0) + k), para (z,y) € {|lz —er| <1} x@, (1.5)

para a mesma constante C'. Usando (|1.5)) e ([1.4)),

u(z,y) +k < Cluler, yo) + k) < C(u(0,y0) + k),

para (z,y) € {|]r — e1] <1} x @. Prosseguindo indutivamente, para cada m € N

U(I‘,y) + I; < Cm+1(u(07y0) + k)? para (.%',y) € {’.’E - mel’ < 1} X w.

Desta forma,

u(z,y) + k < O™ (w(0,y0) + k), para m—1<|z| <m+ 1.

Entao se C > 1 temos

u(z,y) +k < O™ (u(0,30) + k) < CHIC2(u(0, yo) + F).
Considere A = C2(u(0,y0) + k) e o = log C, entéo
u(@,y) < ulz,y) +k < CFIC% (0, 40) + k) = Ael,

Se C' < 1 considere a = 0. Portanto v tem no maximo um crescimento exponencial na
dire¢do e;. Como o mesmo argumento pode ser repetido para qualquer diregao, segue o

resultado. m

1.2 Principio do maximo

Esta se¢ao é dedicada a um importante principio do méximo em dominios do tipo

Q=R"7J x w.

Teorema 1.2 Seja Q = R x w, com Ow suave. Considere u € I/Vlzocn(ﬂ) NC(Q) uma

funcao satisfazendo

Au—+c(z,y)u>0, em S,
(2,9) (1.6)
u <0, em 01,

u < Ceﬂm’ (17)
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onde |c| <y en, C, e u sao constantes positivas. Existe uma constante § > 0 tal que, se
lw| < 4, (1.8)

entao

u<0, em Q.

Demonstragao: Uma vez que 2 C R" e, em R”, todas as normas sao equivalentes,

existe C’ > 0 tal que
lu| < Cetlel < OO i) = o < el Ti lail)) (1.9)

onde p/ = C'p.

Sabemos que quanto menor a medida do conjunto w, maior serd o autovalor principal
de —Ay em w (cf. [II, Teorema 4.2]) ou numa forma mais geral (cf. [9, Teorema 2.5]).
Sendo w suave, considere um conjunto @ tal que w C @ e |®| ~ |w| < 0. Entdao, considere
0 =d(n, j,7v,a) > 0 suficientemente pequeno de forma que o autovalor principal X de AV

em &, satisfaca A > (1/)%(n — j) + 7. Se $ é a autofuncao principal em @, entdo

(Ay+ M@ =0, em,

>0, em w,
p=0, em 0.
Fixe 8 > i/ satisfazendo
B(n—7)—A+v<0. (1.10)

Defina a funcao g : Q — R

g(z,y) = ¢(y) cosh(fz1) cosh(Bxz) . .. cosh(Bz,—j).
Observe inicialmente que g é uma fungao positiva, pois como ¢ é uma autofungao principal,
segue que @ é positiva em @, além disso, a fungao cosh ¢é estritamente positiva.
Afirmagao 1.1 (A+¢)g<0

De fato, observe que para 1 < i <n — j, temos que

dg
8ﬂfi

= B(y) cosh(Bx1) . .. cosh(fx;—1) sinh(Bx;) cosh(Sziy1) . .. cosh(fa,—;),

Fw i B2 (y) cosh(Bx1) . .. cosh(Bx;_1) cosh(Bx;) cosh(Bxiy1) . .. cosh(Br,_;) = B%g.
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Uma vez que Ayp = —5\@, concluimos que
(A+0)g=2Dg+Ayg+cg = (B (n—j) = A+0c)g < (B (n—j) = A+7)g <0,

onde usamos a positividade da fungdo g e a desigualdade ((1.10). Segue a afirmacao.
Defina a funcdo o : Q — R,

g = —.

g

Note que para concluirmos a demonstragao deste teorema, é suficiente mostrar que o < 0.

Para tanto, mostraremos que o satisfaz as hipoteses do principio do méaximo [4.2]
Afirmacao 1.2 A funcao o satisfaz:
(i) Ao+ % Yo gioi+¢o>0emQ, comé<O0;
(i) o <0 em 0f);
(i1i) imsup|,| o o(z) < 0.
De fato, uma vez que u = go e u satisfaz , entao

0

IN

Au + cu
= A(go) + c(go)
= gAoc+2DgDo + ocAg+ cgo

= gAo+2DgDo + (Ag + cg)o

2 A
= <A0 + gDaDg + (—;C)ga> g

Portanto,
2
Ao+fZg,~ai+éa >0,
g
onde,
- (A+c)g
79 .

Note que, pela afirmagao ¢ <0, e o ftem (i) esta provado. Como g > 0 em Q e, por
(1.6), © < 0 em 99, concluimos que o < 0 em 02, e o item (ii) esta provado. Para provar
o item (4ii), note que

e’ +e %

cosh(z) =

Usando ([1.9) e o fato que 8 > yu/, obtemos

’ ’ X
o u(x7 y) Ce;u' |x1|__.e/>‘ |mn7]‘

O‘(x) y) - g(x’y) — (p(:g) (eﬁxl_ge—ﬁxl) (eﬁzn—j_ge_ﬁzn—j>

— 0,

quando |z| — oo. Portanto a afirmagao esta provada e, consequentemente, o teorema. B
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1.3 Monotonicidade e simetria

Nesta se¢ao iremos provar que, se u é solugao do problema (|1.1)) e o conjunto w satisfaz

certas condicoes de simetria e convexidade, entdo a fungao u herda esta simetria.

Definicao 1.1 Seja v € S™~!. Dizemos que um conjunto 0 é convexo na direcio v, se
para cada x € ), o conjunto

{t e Ryz +ty € Q},
€ um intervalo.
Teorema 1.3 Seja u uma solugio do problema (1.1)), onde Q = R" ™ x w, w ¢ convezo na

direc@o y1, simétrico sobre o hiperplano y1 = 0 e com fronteira de classe C*. Suponha que

uma das hipoteses abaizo sejd vdlida:
(i) y1>0,j=1e f(0) = 0;
(ii) y1 >0 ej>2.

Entao u é stmétrica com respeito a yy €

ou

— < 0.
oy

Demonstragao: Por conveniéncia, a demonstragao sera realizada no caso j =n — 1, ou
seja, quando = R xw e w é um dominio limitado e suave em R?~!. O caso geral é feito de
forma anéloga. O primeiro passo da demonstracao consistira em fixar as notagoes padroes
para o uso do método dos planos moéveis. Para um leitor que nao esta familiarizado com
o método, aconselha-se uma primeira leitura na se¢ao [A.I] do Apéndice. Como w é um

dominio limitado, considere R = sup,, y1. Para A € (0, R), defina os conjuntos

wr = {y € w;y1 > A},

Yya=Rxwy, CO.

Para cada y € wy, considere sua reflexao sobre o eixo y; = A, dada por

y)\ = (2A —Y1,Y2, ”'7yn—1)~

Geometricamente, estamos na seguinte situagao:
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Defina
w/\(xay) :U(.%',y) —u(x,yk), €m E/\-
Para estabelecer a simetria de u, é suficiente provar que
W :U(fb,y) _U(ZE’Z)‘_ylayQa"'?ynfl) <0, em 3, (111)

para todo A € (0, R). De fato, se a desigualdade ocorre, fazendo A — 0 obtemos

u($7y17y2a ey y'rl—1> < u(ac, —Y1,Y2, - yn—l):

para todo y; > 0. Como podemos repetir o argumento para —y1, obteriamos a desigualdade

oposta e, consequentemente, a simetria de u sobre ;. Sobre a monotonicidade, usando a

simetria de u sobre y; em ([1.11]), obtemos

u($7y1 - 2)\72/27 "'aynfl) - U(-"E,y) = U(ZL‘, 2\ — Y1,Y2, "'7yn71) - u(a:,y) > 0.

Entao como A > 0,
U(fﬁ,yl - 2)"y27 "'7yTL—1) - U(.’B,y)

0.
)\ <
Considerando t = —2\ e tomando o limite, obtemos
0 0 t ey Y1) —
i(x,y): uﬁ(l’,y): lim U’(may1+ y Y25 -3 Yn 1) U(IE,y) SO
oY1 dy, t—0— t
Portanto
oy,
o1
Uma vez que u satisfaz (|1.1)), é de facil verificacdo que
ou
(A+ f'(u))5— =0.

oy -
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Pelo lema temos que du/dy; = 0 ou du/dy; < 0. Como u € C(Q) & positiva em
(), a primeira possibilidade é impossivel e o teorema estaria provado. Portanto, provar o
teorema significa verificar para todo A € (0, R).

O primeiro passo sera verificar que ocorre quando wy possui medida pequena.

Considere uy(z,y) = u(x,y"). Para cada ), é imediato que
Auy + f(uy) =0, em X,.

Desta maneira, para (z,y) € 3y,

Awy(z,y) = Au(z,y) —ur(z,y))
= Au(z,y) — Aux(z,y)
= flur(z,y)) = f(ulz,y))
= al(z,y)wr(z,y),

e Flune.w) — F(u(a.p)
ux(z,y)) — f(u(z,
A Y Y ; S€ U(.%',y) 7é u/\(x7y)7
ex(z,y) = ux(z,y) — u(z,y)
0, caso contrario.
Portanto
Awy + ex(z,y)wy =0, em Xy, (1.12)

para todo A € (0, R). Como f é uma funcdo Lipschitziana, temos que

f (u(z, y)) = flur(z,9))|

u(z,y) —w@y)

leal =

Note que
0¥y ={(z,y) ERxwjy1 =Aouys > ey € dw}.

Desta forma, se y1 = A entdo uy = u, implicando wy = 0. Sey; > A ey € dw, entdou =0

e, como uy > 0, segue que wy < 0. Portanto
wy <0, em 0X,. (1.13)

Finalmente, como u satisfaz as hipoteses do teorema [I.T], existem constantes C, o > 0 tais

alz|

que u < Ce Desta maneira,

lwy| < 201, (1.14)

Quando R — X é pequeno, temos que w) tem medida pequena. Deste modo, usando ((1.12)),
(1.13) e (1.14), o principio do méaximo assegura que wy < 0 em Xy. Como w)y #Z 0,
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segue do lema a desigualdade estrita wy < 0 em Xy. E assim, fica provado (|1.11]
quando R — X é pequeno.
Defina
pw=1inf{\ € (0, R);wy) < 0 em Xy}.

Provar o teorema significa mostrar que u = 0. A prova sera por contradi¢do. Suponha que
w > 0. A estratégia serd garantir que, para € > 0 suficientemente pequeno, ([1.11]) ocorre
no intervalo (u — €, R), o que contradiz a minimalidade de p. Seja § > 0 a constante do

principio do méximo [[.2] Considere £ > 0 suficientemente pequeno tal que

|wp—e \ wyl < 3

Considere ainda um conjunto 3 C 3 C wy, com fronteira suave, tal que
- 0
lwy \ B < 3
Entao
(wi—e \ Bl = [wp—e| = |B] = lwp—e| = |wpl + wpu] = [B] < 6. (1.15)

Defina Q) = R x 3. Queremos provar que wWy—e < 0em X,_., para tanto, ¢ suficiente provar

que

wy— <0 em . (1.16)

De fato, como wy,_. < 0 em 9(X,_.\ Q) e por (1.12), (1.14) e (1.15), podemos aplicar o

principio do méximo para obter w,_. < 0 no conjunto 3,_. \ Q. Se a desigualdade
(1.16) ocorre, temos que w,—. < 0 em ¥, .. Usando (1.12) e o lema terfamos a

desigualdade estrita, o que contradiz a minimalidade de p e prova o teorema. Entao como
dito anteriormente, para concluir o teorema ¢é suficiente provar (|1.16|).

Pela continuidade de w,, temos que w, <0 em ¥,. Por (1.12) e pelo lema
w, <0 em X,. (1.17)

Suponha que existe 0 < g9 < ¢, tal que no intervalo (0,&p), a desigualdade (1.16]) nao
ocorre. Entao, existe uma sequéncia (g5); C (0,e0) tal que €5 N\, 0 e, para cada j € N,

existe (z;,;) € Q, satisfazendo
Wy—e; (T5,y;) = ulxj, y5) — u(xj,y;_gj) > 0. (1.18)
Para cada j € N, defina a funcao deslocada

uj(a:,y) =u(z +z4,y).
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Como hé apenas um deslocamento vertical, a fungao deslocada claramente satisfaz

Auwl + f(w!) =0, em Q,

‘ (1.19)
w =0, em 0.

Para cada (z,y) € ¥, por (1.17),

u](:v,y) = ’U,(il} =+ x]7y) < ’U,(JJ + xj?@/M) = uj(xvyu)a

e por (1.18),

w(xj,y;) = v (0,y5) — v’ (0,45 7) > 0.

Como (y;); C 3 suponha, a menos de uma subsequéncia, que Yj — Y € 3. Para nio

carregar a notagao, defina

Agora temos alguns casos para analisar:

Caso 1 Suponha que,

ol =4 (0,y7) — 0.
Durante os casos, usaremos as mesmas notacoes e defini¢oes. Considere

zj(a:,y) = JUJ(IE,y)

Entao,

2(0,97) = wl (0,y7) = 1.

ul(0,y7)
Além disso, como u/ satisfaz ((1.19)), obtemos
0 = AW+ f(u!)
= A(Fdd) + f(2Pad)
= A/ AZ + f(0) — f(0) + f(2))

= A2+ ! (zjaj)—i-%f(O).

Jg



Monotonicidade e simetria 19

Afirmacao 1.3 A sequéncia de funcdes (h7); € equicontinua e satisfaz |h(s)| < ks, para

todo j € N.

Para provar a equicontinuidade, mostraremos que a sequéncia (h’); é uma sequéncia de
fungoes Lipschitzianas com mesma constante de Lipschitz. De fato, pelas defini¢oes das

funcoes h’ e g,

’hj(sl) - hj(52)’ = % (g(ajsl) - 9(04]32)) = i ‘f(@jéd) - f(aj82) + f(0) — f(o)‘ .

o
Uma vez que f é uma funcgao Lipschitziana, concluimos que
j j ki
17 (s1) = W (s2)| < — | (51— s2)| = kls1 — s,

0 que prova a primeira parte da afirmagao. Por fim, novamente utilizando a propriedade

de Lipschitz da funcao f, obtemos

9(6) = | atas)| = & |(als) - £0)] < k.

o que prova a afirmacao.
Note que a sequéncia de fungoes (zj ); satisfaz uma equacao do tipo no teorema

considerando o operador M = A. De fato, por construcao
827] = | S g(ad2) + - 1(0)] < W) + 51 FO)
o o - o '
Desde que h7/(0) = 0 e a sequéncia (h7); ¢ uniformemente Lipschitziana, obtemos
IA29] < K22+ - 1(0)
P— a] .

Portanto,

|AZ| < k(2 + k),

onde k = max; |f(0)|/ka’. Considere os conjuntos
Y=(-2,2) x0wC N e G=(-2,2)xw.
Entao pelo teorema [0.14] existe uma constante a > 0 tal que
2 <a, em (—2,2)x@.

A afirmagao garante que a sequéncia de fungoes (h7); é equicontinua e uniformemente

limitada em compactos. Aplicando o teorema de Arzela-Ascoli no compacto [0, a], existe
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uma subsequéncia a qual denotaremos ainda de (h7);, convergindo uniformemente para

uma fungao Q[l, no compacto [0,a]. Defina o conjunto A = (—1,1) X w e a fungao
1 o 1
J— Jod
¢ = ~glzlad) + - f(0).

Entdo —Az/ = ¢/ em Q. Para cada x € A, existe § > 0 tal que B(z,0) € (—2,2) X @.
Observe que,

0 < dist(B(z,6/2),9B(x,0)) < dist(z, dB(z, 5)).

Utilizando a propriedade do escalar no supremo e a desigualdade acima, obtemos

dist(B(z,6/2),0B(x,6)) sup |Dz'| = sup dist(B(z,d/2),0B(z,8))| D7
B(2,5/2) B(2,5/2)
< sup dist(x,dB(x,0))| Dz
B(x,6/2)

Pelo teorema [0.11
dist(B(z,8/2),0B(x,6)) sup |Dz| <C | sup |27|+ sup dist?(z,dB(z,0))|¢’ (z)| |,
B(z,6/2) B(z,0) B(z,0)

entao,

D2/ (z)| < sup |Dz/|<C, paratodo x€ B(x,48/2).
B(z,6/2)

Uma vez que (27); e (¢7); sdo sequéncias de fungdes uniformemente limitadas no conjunto
(—2,2) x w, concluimos que (Dz7); é uma sequéncia uniformemente limitada em A e, pelo
teorema do valor médio, (27) j ¢ uma sequéncia de funcoes Lipschitzianas que possuem a
mesma constante de Lipschitz. Portanto, (z7) j € uma sequéncia equicontinua no conjunto
A. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, & menos de subsequéncia, 2/ — Z uniformemente no

compacto A. Utilizando as convergéncias uniformes obtidas até entdo,
11 (27) = gE)loc < W (27) = 1 (Z)]loc + 1B (2) = G(2)]loc
= sup |17 (27 () — b (2(2))| + |7 (2) = 9(2) I
< ksup |27 (2) = Z(2)| + |1 (2) = 9(2)
= k|2 = Zlloo + W (2) = G(Z)lloc — 0.

Entao (h7(27)) converge uniformemente para g(z). Além disso, pelo teorema temos a

estimativa em bolas

sz“/C’Qva(Bl) <C <”Zj|’C(BQ) + Rz”ng/COaa(Bg)) :

LA funcdo g é Lipschitziana com constante de Lipschitz k
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Desde que o lado direito da equagao acima é uniformemente limitado no conjunto (—2,2) x
@, obtemos a Holder continuidade de todas as derivadas de segunda ordem das funcoes 27/
no conjunto A, ou seja, a sequéncia de fungoes (Az7); é equicontinua Como —Azl = ¢
e (¢7); ¢ uma sequéncia uniformemente limitada, concluimos que (Az7); é uma sequéncia
uniformemente limitada. Logo, aplicando o teorema de Arzela-Ascoli no compacto A, a

menos de subsequéncia, Az? converge uniformemente para uma fungio ¢.
Afirmacgao 1.4 AZ = ¢.

De fato, para qualquer funcao teste 1 (fungao C*° com suporte compacto no conjunto A),

obtemos as convergéncias

/szwﬁ/zAw e /wAzj—>/¢1/1.
A A A A
Usando integragao por partes,

/zfA¢:/¢Azj.

A A

/AzA@b:/A@p.

Novamente usando a férmula de integragao por partes,
[voaz= [ ov.
A A

JRESEOTE

A

Pela unicidade do limite,

assim,

para toda funcao teste 1. Portanto AZ = ¢ em quase todo ponto e, por continuidade,

AZ = ¢. Finalmente, podemos concluir através da unicidade do limite,
—-AzZ=g(z), em (—1,1) Xw.

Logo, obtemos o problema

AZ+g(Z)=0, em (—1,1)xuw,
z=0, em (—1,1) x dw, (1.20)
Z(0,y) =1

2Uma sequéncia de funcdes uniformemente limitada em um espaco de Holder é equicontinua.
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Desde que g(0) = 0, temos que
g(z) —g(0
0=AZ+ (g(z)g()> +9(0) = AZ +¢(z,y)z.
Z

Como g é uma funcgao Lipschitziana,

o 7230 _ A=,
z ~ |z
Defina
wl(z,y) = 2 (z,y) — 2/ (z,9"), em (=1,1) X w,.
Note que
wi(w,y) = Zj(xay) _Zj(x7yu)
1 ) .
= a (uj(‘rvy) - U’J(xay'u))
1

= — (ule +a)y) —u(e +7,y") <0,

entdao usando a continuidade na expressao (|1.17]), obtemos
Wy(w,y) = Z(x,y) — Z(2,9") <0, em (—1,1) X wy.

Uma vez que § € w,,, obtemos

w,(0,7) < 0. (1.21)

Por outro lado, usando a continuidade na expressao (|1.18]), obtemos
w,(0,7) > 0. (1.22)

Por (L.21) e (.22,
w(0,y) = 0.

Se w,, # 0 entao, pelo lema concluimos que w,, < 0 em A, o que nao ¢ possivel ja que

(0,9) € A e w,(0,7) = 0. Logo,
w, =0, em A (1.23)

Considere y € 0w com y; > p tal que (0,y*) € Q. Por (1.20) e (1.23), concluimos que
Z(0,y*") = 0. Portanto pelo lema concluimos que Z = 0 em A, o que contradiz (|1.20)).

Caso 2 Suponha que para alguma subsequéncia,

o =4 (0,47) — a < . (1.24)
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Repetindo os passos do caso anterior e aplicando o teorema [0.14] obtemos uma constante
a > 0 tal que

Ww(r,y) <a, em (—2,2)x@.

Usando estimativas elipticas de forma anéloga ao caso anterior obtemos que, a menos de

subsequéncia,

Além disso,

0, em A, (1.25)
u=0, em (—1,1)x Ow.
Sabemos que W, < 0 em (—1,1) X w,, e W,(0,7) = 0 para algum y € (3. Pelo 1ema
concluimos que w, = 0. Consequentemente, podemos encontrar (0,y*) € € tal que
u(0,y*) = 0. Observe que obtemos um ponto de minimo para w. Logo, Au(0,y*) > 0.
Vamos analisar entao os seguintes subcasos:
Caso 2.1 f(0) > 0.

Neste caso, observe que

Au(0,y") = — f(u(0,y")) = —£(0) <0,

o que é uma contradicao.
Caso 2.2 f(0) = 0.

Como feito nos casos anteriores,
Au+¢(z,y)u=0, em A.

Desde que w(0,y*) = 0, concluimos pelo lema que 7 = 0 em A. Entdo o = 0 em
(1.24]). Considere a sequéncia

, 1 .
2 (x,y) = —juj (x,y), em (—2,2) xw.
o
De forma anéloga ao caso 1, obtemos
A+ W () =0, em (-2,2) x,

onde

Bi(s) = - f(ads).

o’
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Como no caso anterior, prova-se que a sequéncia de funcoes (h7) ; € formada por funcoes
Lipschitzianas com mesma constante de Lipschitz e, além disso, a sequéncia de fungoes é
uniformemente limitada em compactos. Da mesma forma, analisamos a sequéncia (u/) je
concluimos que
AZ+G(z)=0 em A,
z=0, em (—1,1) X dw,
zZ(0,7) = 1.

Entao chegamos a mesma contradi¢ao do caso 1.

Observe que os casos 1, 2 e 2.1 ja4 provam o teorema para j > 1 e f(0) > 0. Resta
entao um tltimo caso:
Caso 2.3 f(0) <0ej>2.

A funcao @ obtida no inicio do caso 2, satisfaz e

u(zr,y) = u(z,y”), em (—1,1) X w,.

Além disso, w > 0 e, desde que f(0) < 0, concluimos que @ # 0. Defina os conjuntos:

F:{yeaw;yl ZM}?
' ={yew;y" T},
F’_f_:f‘”ﬂw.

Note que I'* denota a reflexdo de I' sobre o plano

{1 = p} ={(z,y) € (-1,1) x wyy1 = pu}.

Para j > 2, desde que w é um conjunto limitado, temos que

OwN{yr = p}t #0.

Se 5 = 1 o conjunto acima pode ser Vazi(ﬂ de fato, considere por exemplo w = (—2,2) e
@ = 1. Portanto,
'‘“Nwnow # 0.

Seja § € T* Nw N dw, entdo existe uma sequéncia de pontos (g;); C Iy, tal que g; — 4.
Como @7 € Ow, temos que

a(0,9;) = u(0,95) = 0,

3Este é o passo em que a dimenséo é determinante.
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para todo j € N. Isso contradiz o lema que afirma que a fungdo uw deveria ser positiva

numa vizinhanga do ponto (0,7). Portanto o teorema esta provado. m

Observe que a regularidade C? exigida na fronteira dw, s6 foi usada no tltimo caso,
para pode obter a contradicdo com o lema . Entao, se f(0) > 0, o teorema ocorre em
dominios limitados gerais, sendo apenas convexo e simétrico com respeito a y;.

Neste teorema, a funcao f em é globalmente Lipschitziana, o que nos leva ao
seguinte questionamento: O teorema permanece vélido no caso em que f é localmente
Lipschitziana? Este ainda é um problema em aberto. Um resultado de simetria para o
cason =2, j=1e f(0) <0, pode ser encontrado no artigo . A simetria para o caso
n>2 j=1e f(0) <0 também permanece em aberto.

Segue o enunciado de um teorema, cuja demonstracdo é uma aplicacao imediata do

teorema anterior.
Teorema 1.4 Seja u solugao de (1.1), onde
w={y € R%;|y| < R},

para algum R > 0. Suponha que j > 2 ou j =1 e f(0) > 0. Entdo u € uma fun¢ao

radiamente simétrica em y e, para p = |y|,

0
—u<0, para 0 < p < R.
dp



Capitulo 2

Propriedades qualitativas em
dominios nao limitados

Neste capitulo, iremos analisar a monotonicidade e simetria de solugoes do problema

Au+ f(u) =0, em £,
u=0, em Of.

(2.1)

Na primeira se¢ao, iremos considerar o conjunto = R x (0,h) e, ao invés da hipotese
u = 0 em 0f), iremos exigir apenas que u(x,0) = 0. Este tipo de dominio é um caso
particular do dominio

Q=R"7 xw,

onde w C R7, o qual foi estudado no capitulo 1. Observe que nada foi exigido sobre a
limitacao da solugao u.
Na segunda segdo, faremos uma exposi¢do da conjectura de De Giorgi em dimensao
n = 2. Para tanto, precisaremos de dois resultados envolvendo operadores de Schrédinger.
Na terceira secao, estudaremos a simetria de solugoes limitadas do problema ,
quando €2 for um semi espago. O leitor notara que algumas hipoteses serdo exigidas sobre
a fungdo f e a dimensao do espago. Apoés a demonstragdo do resultado, realizamos uma

série de observacgoes e conjecturas sobre a generalizagao de tais hipoteses.

26
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2.1 Monotonicidade em uma faixa no caso n = 2

Teorema 2.1 Considere o conjunto 2 = R x (0,h) C R2. Seja u € C%(Q) N CL(Q) uma

solucdo positiva do problema
Au+ f(u) =0, em €, (2.2)

satisfazendo,

u(z,0) =0, VrelR (2.3)
Suponha ainda que f : RT — R € uma funcao globalmente Lipschitziana, com constante
de Lipschitz K. Entao,

0
6—Z($,y) >0, VreR, Vye(0,h/2). (2.4)

Além disso, para todo X € (0,h/2),
u(z,y) <u(z,2\—y), VreR, Vye (0,\). (2.5)

Demonstragao: Para demonstrar este teorema, iremos utilizar uma variagao do método
dos planos méveis. Para um leitor que nao esté familiarizado com o método, aconselha-se
uma primeira leitura na secao do Apéndice.

Primeiramente, fixemos as notagdes padroes do método dos planos moéveis. Para A €

(0,h/2), considere o conjunto
Yy ={(z,y) eER{zcRe0<y <AL

Para (z,y) € Xy, considere (x,3") a reflexdo do ponto (x,y) através do eixo y = A, ou
seja,

(z,yY) = (z,2) — ).

Geometricamente, estamos na seguinte situagao:
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Além disso, para (z,y) € Xy, considere uy(z,y) = u(x, 2\ — y) e defina

'w)\(flf, y) = U)\(CC, y) - U(JI, y)
E facil ver que para X € (0,h/2),
Auy + f(U)\) =0, em X,.
Deste modo, usando a linearidade do laplaciano,
Aw/\(.%', y) = A(U)\(.TJ, y) - U(.%', y))
= AU)\(Z', y) - A’LL(I‘, y)

= c)\(x, y)wy(z, y)v

onde

f(u(way)) — f(u/\(xay))
ex(z,y) = u(z,y) —ur(z,y)

y S€ u(x,y)#w\(w,y),

0, caso contrario.

Portanto, para todo A € (0,h/2),
Awy + ex(z,y)wy =0, em Xy. (2.6)

Observe ainda que a fungao cy é limitada, pois como f é globalmente Lipschitziana, para

todo A € (0,h/2),

|f (u(z, y)) = flur(z,9))]
‘U(IB, y) - U)\(l', y)’

onde K ¢é a constante de Lipschitz de f. Além disso, se y = A entao

‘C)\‘ = S Ka (27)

wx(z, \) = u(z,2X — A) —u(xz,\) =0.
A conclusao do teorema segue da seguinte proposigao:
Proposicao 2.1 Para todo X € (0,h/2), temos que wy > 0 em Xj.

De fato, observe que a proposi¢do é exatamente ([2.5). Além disso, se a proposi¢ao é

verdadeira, temos que wy > 0 em Xy. Por construgao, temos ainda que

Owx (- y = O gy = Wy = O gy o

Como w) satisfaz (2.6) e wx(x, \) = 0, segue do lema de Hopf[0.5, com X € (0,h/2),

Oowy _ Ou

o que prova (2.4)). Portanto, a dificuldade é provar a proposi¢ao A demonstracao
seré realizada através de quatro afirmagoes. O primeiro passo é analisar a veracidade da

proposicao quando A é pequeno.
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Afirmacgao 2.1 Para X\ € (0,h/2) suficientemente pequeno, temos que wy > 0 em 3.

No capitulo anterior, provamos um resultado geral, afirmando que se u é positiva e satisfaz
as condicoes ([2.2) e (2.3) em dominios do tipo 2 = R" ™/ x w, entdo u possui uma limitacio
exponencial (cf. [Teorema ) Particularizando para o dominio em questao, fixado

ho € (0,h), existem constantes positivas C' e p, tais que
0 < u(z,y) < Ce!l®l vz e R, Vy € [0, ho). (2.9)

Considere o > 0 suficientemente pequeno, de forma que possamos aplicar o principio do

maximo Como u e uy satisfazem (2.9)), temos que
wa(,9)| = [u(z, 2X — y) — u(z,y)| < |u(z, 2X — )| + |u(z, y)| < Ce,

para todo A € (0,0). Uma vez que w) satisfaz (2.6) e wy > 0 em 9%, segue do principio

do méaximo que,
wy >0, em X, VAe(0,0).

Observe que

wy(z,0) = up(z,0) — u(x,0) = u(z,2X) > 0,

entdo wy nao ¢ a fungdo identicamente nula. Logo, pelo lema [A]
wy >0, em Xy, A€ (0,0).

O proximo passo serd garantir a positividade de wy no conjunto Xy, para o < A\ < h/2.

Para tanto, observe que é suficiente provar a seguinte afirmagao:

Afirmacgao 2.2 Suponha que para algum p, com 0 < p < h/2, temos wy > 0 em Xy, para
todo A € (0,u). Entao existe ¢ > 0, com p+ e < h/2, tal que wy > 0 em Xy, para todo
e (0,pu+e).

Por continuidade, temos que w, > 0 em X,. Sabemos que w, # 0 e, desde que u < h/2,
temos que w, satisfaz (2.6). Portanto, pelo lema concluimos que w,, > 0 em X,. Note
ainda que w)y(x,0) > 0, para todo A € (0, u].

O proximo passo nos concederda a positividade de wy quando x = 0, para isso, uti-
lizaremos uma nova ideia, que exige um certo apelo geométrico. Para A € (0,h/2) e
0 € (—m/2,7/2), denote por Ty y a "reta declive"através do ponto (0, ), ou seja, a reta

que passa pelo ponto (0, ), com coeficiente angular §. Considere ainda S) ¢(p) como sendo
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a reflexao do ponto p através da reta T) 9. Observe que para 6 > 0, a reta T g intersecta
o eixo x, formando um tridngulo limitado pelo eixo x, pela parte positiva do eixo y e pela

reta T g, o qual denotaremos por D). Os argumentos podem ser analisados na figura

abaixo:
y Toe
h/2
* S1,0(p)
aD%, oD%,
op p
OD,%’e X

Antes de concluir a afirmacgao precisaremos do seguinte resultado:

Afirmagao 2.3 Seja > 0 como na afirmagao 2.2} Para cada p € (0, 1), eziste € > 0 tal

que para todo O € [—¢e, €| e todo X € [p, u + €], temos
u(0,y) < u(Sxp(0,y)), Yy €[0,N).

A prova sera por contradigdo. Suponha que existe p € (0, u) tal que, para todo £ > 0
existem 0 € [—¢,¢e] e X € [p, u + €], tais que u(0,y) > u(Sr(0,y)), para algum y € [0, A).
Entao para ¢ = 1/n, existem sequéncias 6, — 0 e \,, — A, tais que X\ € [p, ], (0,y,) —
(0,9) comy € [0, 4] e

u(0,yn) = u(Sx, 0, (0,yn)), (2.10)

para todo n € N. Uma vez que,

SAn,Qn (07 yn) — S)\,O(Ovy) = (07 2\ — g)a (211)

obtemos, por continuidade,

u(0,7) > u(0,2X — 7).

Como u(0,y) < u(0,2\ — y), para todo y € [0,\) e § € [0, ], concluimos que § = A.
Defina p,, = S, 9,,(0,yn). Para cada n € N, podemos aplicar o teorema do valor médio no

segmento [(0,yn), pn]. Entdo existe ¢, = (1 —t)(0,y,) + tp, com 0 < ¢t < 1, tal que

n - DU(Qn) = u(pn) - U(O, yn)a
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onde &, = p, — (0,y,). Utilizando a desigualdade e o fato de que &, # 0, obtemos

&n - Du(gn) <0, (2.12)
onde &, = &, /|én|. Com a dire¢ao normalizada, temos por coordenadas polares,

£ = éz, - (1.008 (g +0n) 1.sin (g +9n)) . (0,1),

quando n — oo. Observe ainda que, por (2.11]) e pelo fato de que § = A, temos que
an = (0,yn) = 1(0,yn) + tpn — (0,7) — £(0,7) + £(0,2X =) = (0, A),

quando n — oo. Portanto, tomando o limite em obtemos

ou
- <
5o(0.3) <0,

contradizendo (2.8)), j4 que wy > 0 em X). Portanto a afirmacao esté provada.

Voltemos a afirmacao 2.2} Considere p > 0 suficientemente pequeno, tal que possamos

aplicar o principio do maximo para dominios estreitosﬂ em um subconjunto
D C {(z,y) € R*%0 <y < p}.
Para este p, seja € > 0 como na afirmacao No triangulo D) g, definamos as funcoes

UA,G(xa y) = U(S/\,G(l" y))a

Wxp = Uxg — U.

O objetivo agora ¢é aplicar uma variacao do método dos planos médveis, que ird garantir a
desigualdade wy g > 0 no tridngulo D) g, para todo X € [p, t + €] e para todo 6 # 0 em
(—e,¢e). Quando § — 0, retornaremos ao método dos planos moveis padrao e obteremos o
resultado desejado.

Fixe 6 # 0 em (—¢,e). Do mesmo modo que foi mostrado anteriormente com wy, é
mostrado que

Awy g+ qrpwrg = 0,

com qrg € L>®(Dyg). Além disso, wyg > 0 em 9D) 9. De fato, 0Dy y = 8D/1\79 U 8D§,9 U

8D§’\ g, entao:

Informacdes sobre este principio do méaximo podem ser obtidas em , pagina 226.
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(1) Em 8D}\’9 temos que wy g = uyp > 0;
(2) Em 8D/2\79 temos que uy g = u entao wy g = 0;
(3) Em 8D§’9, segue da afirmagéao que wy g > 0.

Logo, para A = p, pelo principio do méaximo para dominios estreitos, concluimos que
wyg > 0 em Dy y. Portanto, pelo lema[A.T] concluimos que wyg > 0 em Dy y. O proximo

passo ¢ garantir a desigualdade para A € (p, u + €]. Defina
T =max{\ € (0, +¢]:wrp>0em Dyg}.

O argumento seréa por contradicao. Suponha que 7 < p4-¢, entao por continuidade w5 > 0
em D, . Como visto anteriormente, wrg > 0 em 0D,y e, além disso, wr g #Z 0. Portanto,
pelo lema

Wrp > 0 em DT’Q.
O resultado segue da seguinte afirmagcao:
Afirmacao 2.4 Para € > 0 suficientemente pequeno, temos que wriecp >0 em Dy cp.

O principio do maximo em dominios com medida pequena (cf. [7]), afirma que se
Q C R™ é um conjunto limitado, existe § > 0 tal que o principio do méaximo ocorre no

operador L, sempre que || < §. Fixe § > 0. Seja K C D, g, tal que
)
|DT,€ \ K| < 5

Como w; > 0 em D;y, segue que w,; > 0 em K. Pela continuidade de w, existe € > 0 tal
que

Wriep >0, em K.

Portanto resta analisar que a desigualdade estrita ocorre em DT+E,9 = D;4c0\K. Considere

€ suficientemente pequeno, tal que
|Dryeol <. (2.13)
Num processo analogo ao que foi feito com wy em , pode-se verificar que
AWriep+ Wrieg =0, em Driegp. (2.14)
Também analogo ao raciocinio feito anteriormente, verifica-se que

w>0, w#0, em 9D, g (2.15)
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Logo, para ¢ conveniente, por ([2.13]), (2.14) e (2.15]), o principio do méximo para dominios

com medida pequena garante que
Wr+e,6 > 0, em D7'+e,9-

Portanto, pelo lema

Wr4e,6 > 0, em D'r—i—eﬁa

e chegamos a uma contradicao com a definicao de 7.
De posse da afirmacao para todo 0 # 0 em (—¢,¢) e para todo A € [p, u+¢], temos
que

u(z,y) < u(Sro(z,y)), em Dyg. (2.16)

Finalmente, fazendo 6 > 0 tender a zero (o mesmo feito no caso 6 < 0) em (2.16|), obtemos
por continuidade que

U(flﬁ,y) < u(az,2)\—y), em Xy.

Desta forma, pelo lema [A.T]
U(fl},y) < U(l’, 2X — y)a em Xy,

para todo A € (0, + ¢]. Portanto a afirmagao esta provada e, consequentemente, o

teorema [2.1| estd provado. m

2.2 A conjectura de De Giorgi em dimensao 2

O matemético italiano Ennio De Giorgi, buscava estabelecer que, sob certas condicoes,
uma solucao mondétona do operador L = A — F’ em todo espaco R™, dependia apenas de
uma variavel ou, equivalentemente, que seus conjuntos de nivel seriam hiperplanos. Em

1978 (ver [13]), De Giorgi estabeleceu a seguinte conjectura:
Conjectura 1 Suponha que u € C%(R") ¢ solugio da equacéio
Au+u—u® =0,

satisfazendo

0
lu(z)| <1 e 6714 >0 em todo R".
Tn

Entao os conjuntos de nivel de u sao hiperplanos.
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Nesta segao, apresentamos uma demonstragao desta conjectura em dimensao n = 2, através
de um teorema um pouco modificado. Para provarmos o principal resultado desta secao,
precisaremos de dois teoremas envolvendo operadores de Schrédinger. A prova da con-
jectura de De Giorgi em dimensao n = 3 foi realizada por L. Ambrosio e X. Cabré (cf.
[11]). O. Savin demonstrou que, sob uma hipotese adicional, a conjectura permaneceria
verdadeira em dimensoes 4 < n < 8 (cf. [27]). Além disso, pode-se construir uma familia

de solugoes mostrando que a conjectura nao é valida em dimensées n > 9 (cf.[14]).

Teorema 2.2 Seja ¢ um potencial suave tal que g € L (R™). Suponha que existe 1) €

loc

W2’p(Rm), com p > m, tal que ¢ muda de sinal em R™, 1) satisfaz

loc
(@) =0 ("), quando |o| - oo, (2.17)
e, além disso,
A+ q(x)p =0, em R™.

Entao o operador L = —A — q possui espectro negativo, ou seja, existe uma fung¢do ¢ €
C°(R™) tal que
/ |D¢|? — qp* < 0. (2.18)
Rm

Observe que para m = 1 ou m = 2 é suficiente exigir que 1 é limitada. Entao, surgiu o
questionamento se o teorema permaneceria valido em dimensao m > 2, caso ¢ € L*(R™),
assumindo ¢ € L suave. Em 1998, N. Ghoussoub e C. Gui mostraram através do contra

exemplo

u(@) = 1+ [2) a1, s121/2,

que o questionamento nao ¢ valido em dimensao m > 7 (cf. [20]). Para provar o teorema

precisamos do seguinte resultado:

Teorema 2.3 Considere uma fungdo positiva ¢ € VVlif

(R™), com p > m, satisfazendo
(A+q(z))p <0, (2.19)
00 m 2,p ;
onde q € LiS (R™) suave. Suponha que 1 € W 'F 1) # 0 satisfaz 1| €

P(A+q(z)) 2 0. (2.20)

Entao v = Cyp, para alguma constante C' e a igualdade acontece em (2.19)).
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Demonstragao:  Observe que se provarmos que ¥ = C, entao basta substituir a
igualdade em para obter a igualdade em .
Defina
o= ?’/j (2.21)

O objetivo da demonstragao é provar que o é constante. Aplicando (2.21) em ([2.20)),

obtemos
ap(Alop) + (o)) = 0.
Calculando o laplaciano do produto, temos que
op[Ao + 2Dy - Do+ o(Ap + qp)] > 0.
Entao,
oD - (¢*Do) + 0% o(Ap + qp) > 0.
Como ¢ e positiva e satisfaz , concluimos que
oD - (¢*Da) > 0. (2.22)
Considere a fungao £ € C'(R™), tal que

1, se 0<t<1,
£(1) = (2.23)
0, se t>2,
e [€'(t)] < 2. Para R > 0, defina

|z]

Er(z) =¢ <R> em R™. (2.24)

(m) Zf (%) wip=m oo

Multiplicando (2.22)) por 512%, integrando sobre o R™ e utilizando integragao por partes,

Note que,

n

IDER)P =) [Er)a]? =D |
i=1

=1

obtemos:

0= Y [ @GP
i=1
> [ Eora(ton )i
> / (2R(ER)r 00 00 + (ER)*P%07,) du
=1

~ 2 €nov*Den-Dode— [ (e IDoda.
Rm Rm



A conjectura de De Giorgi em dimenséao 2 36

Note que a fun¢ao g nao é constante apenas no anel R < |z| < 2R. Entao pela desigual-

dade de Hoélder,

/ (r)*? | DolPde < 2 /R \0€rDol|po Dérlda

12 1/2
2 {/ @2512%|Da|2] dx [/ ¢202|D£R|2] dx.
R™ R<|z|<2R

IN

Afirmacgao 2.5 / 4,0202\D§R]2d1: < K, onde K ¢ uma constante que independe de
R<|z|<2R
R.

De fato, para R suficientemente grande podemos aplicar a hipotese (2.17)),

2
/ 20| Dég|?dx :/ ?|Dég)*da g/ C (Jaf'="2)" | D de.
R<|z|<2R R<|z|<2R R<|z|<2R

Por (2:25),

A

4
/ ©?c%|DépPdx < 202/ |R[> ™ dx
R<|z|<2R R R<|z|<2R

AC%R™™ / dx
Bar(0)

= 4C2R™™(2R)™a(m)

IN

= 4C*2™a(m),

onde a(m) denota o volume da bola unitaria em dimensdao m, o que prova a afirmagao.

Portanto,
1/2
/(gR)%oQDay?dngU @25§|Da\2] dx. (2.26)
m Rm

Logo,

2% Dol?dr < K.
Rm

Desta forma,
lim / £20°|Do|?dx :/ ©?|Do|?dx < K.
R—oo Jpm R™

Assim p?|Do|? € LY(R™), portanto

lim ©*€%|Dol*dx = 0.
R—oo JR<|z|<2R

Entao
/ ©*|Do|?dx = 0,
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ou seja, o é constante e temos o resultado. =
Provemos agora o teorema [2.2]
Demonstragao: Considere Ag o autovalor principal do operador L = —A — ¢(x), na

bola B = {z € R™;||z|| < R}, com autofungao correspondente ¢r > 0, ou seja,
(-A—-q¢—Ar)pr =0, em Bg,
wr=0, em OBg.
Sabemos que, & medida que o raio é aumentado, o autovalor principal decresce (cf. [I1,

Teorema 4.2|) ou (cf. [9] Teorema 2.5]). Entao, para provar o teorema, é suficiente mostrar

que Ar < 0 para algum R > 0. O argumento sera por contradi¢ao. Suponha que

A= lim A >0.

R—o0

Podemos normalizar a funcao ¢g, de forma que

¢r(0) = 1.

A estratégia da demonstragao é extrair uma subsequéncia de raios (Ry,)., que tende ao
infinito, de tal forma que a sequéncia de fungdes (¢g,, )m converge em C2,_(R™) para alguma

¢ > 0 de classe C?, e que satisfaz
(—A—g—XNp=0.

A demonstragao consiste em usar estimativas elipticas e teoremas de regularidade para pos-
sibilitar o uso do teorema de Arzela-Ascoli. Depois de obtida a convergéncia, aplicaremos
o teorema [2.3] e obteremos uma contradigao.

Fixemos um raio R; > 1 e, de modo a facilitar a notagao, para cada m € N denotemos
R,, = m. Considere indices m > 3Ry com m € N. Desde que q + Ag,, € C'(Bsgr,) e B3g,

é convexo, pelo teorema [0.9]
CY(Bsg,) — C*(Bsgr,), para 0<a < 1.

Portanto pelo lema ©m € C*Y(Bsg,) para m > 3R;. O proximo passo é garantir a

limitagao uniforme das autofungoes.

Afirmagao 2.6 Para m > 3Ry,

lemllc2.a (Br,) < C.
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Como a sequéncia de autovalores é decrescente quando m — oo, considere uma constante
C tal que
llq(z) + /\mHCa(R) < C, para m > 3R;. (2.27)

Aplicando o teorema considerando 2 = Bsg, e @ = Bap,, obtemos uma constante
C1 > 0 tal que

d|IDemllc(Bor,) + T ID*Pmllc(Bar,) + N D*Omllce (Byry) < CillomlloBsr,)s  (2:28)

para m > 3Ry e d < dist(Bag,,0Bsg, ). Como a constante da desigualdade de Harnack
depende apenas do conjunto em questao e dos coeficientes do operador, utilizando (2.27)),

existe uma constante Cy > 0, tal que

sup ©m < Coy Eignf Ym, para m > 3R;.

BSRl 3R;
Como ¢, (0) = 1 para todo m € N, temos que

SupBgRl Spm

inf ¢, <1= sup o, < < (9, para m > 3R;.

Bsr, Bsg, lnstR1 ¥m

Logo,
||90m”C(BgR1) < (Cy, para m > 3R;. (2.29)

Desta forma, para 1 < p < oo, existe uma constante positiva C3 tal que

HgomHLp(BZRl) < (C3, para m > 3R;.
Como Bpr, CC Bap,, segue do teorema que existe uma constante Cy tal que

lemllwzeBg,) < CallemllLo(pyy,), Para m > 3R
Para k =2 e p > n, temos a imersao
W2P < CI’Q(BRJ,

com o =1 —n/p. Entao,

H‘Pm”cl,a(BiRl) < (Cs, para m > 3R;. (2.30)

Por (2.28]) e , existe uma constante C' > 0 tal que

HDz‘PmHCﬂ(Ble) < (Cg, para m > 3R;. (2.31)
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Por (Z30) ¢ @31).

”Sﬁ’chza(BiRl) < C, para m > 3R,

para alguma constante C. Desta maneira, a familia de funcoes {D%p,,}, = 0,1,2
¢ equicontinua e uniformemente limitada em Bp, e, pelo teorema de Arzela-Ascoli, a

sequéncia (¢, )m admite uma subsequéncia que denotaremos ainda por (@, )m, tal que
pm — ¢, em C**(Bg,).

Afirmagao 2.7 Eziste uma subsequéncia (@m)m, tal que
om — ¢, em Ch(R™),

onde ¢ satisfaz

Ap+q(x)p=0, em R™
Fazendo R; = 1,2, 3, ..., encontramos constantes C1, Csy, Cs, ... tais que
H‘PmHCza(Bfl) <Ci, m>3,

HSDmHCQ,a(E) < CZ) m > 6a

H‘Pchm(TRl) < Cpgr,, m>3R;.

Para cada ¢ € N, defina
T Co(Brr M > 31.

Temos que B; C Bit1 e que (@ht),55041) € uma subsequéncia de (¢}, )m>3i, para cada

i € N. Como cada sequéncia (¢!,);,>3 ¢ limitada, usando a imersdao compacta
C**(B;) = C*(B;), i€N,
existem funcdes ' € C?(B;), tais que a menos de subsequéncias
iP5, 06y — @', em C*(By),

03,08, Py . — 9%, em C*(By),

30?0790?1’%0?27'“ _’(Pga €m CQ(E)v
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‘péi+1v¢éi+2":@gi+3a"' - @ia em CQ(E)-
Defina

o(x) = ¢'(z), para = € B;.

Entao ¢ € C?(R™) e a sequéncia diagonal U; = Y., verifica
Ui— ¢, em C*(Bg,),
para cada Ry € N. Desta forma, tomando o limite obtemos
(A+g(z))p=-Ap <0, em R™,

pois ¢ > 0 e A > 0. Logo, pelo teorema existe uma constante C tal que ¥ = Cp, o
que é uma contradicao, ji que 1 é uma funcao que muda de sinal. Portanto existe um raio
R > 0 de forma que Ap <0. =

Uma observacao que pode ser feita sobre este teorema, é que o resultado nao é vélido

se ao invés do operador A, considerarmos o operador

A—i—bz‘(az)ai.

De fato, se considerarmos a dimensao m = 2, as fungoes ¢ = e*2 e ¥ = sinx1, satisfazem
a equacao

<A—28+1>z:0, em R?
Oxo

porém, nao existe uma constante C' tal que ¥ = Cp.
De posse destas observacoes, estamos em condi¢oes de provar a seguinte generalizagao

da conjectura de De Giorgi:

Teorema 2.4 Seja u € L™(R?) uma fungdo satisfazendo
Au+ f(u) =0, em R? (2.32)

onde f ¢ uma funcio de classe C. Suponha ainda que v é mondtona em alguma diregdo,
digamos
ou

—~—— >0 R2. 2.33
oz, 20 om (2.33)

Entao, u € uma funcao de apenas uma varidvel, em outras palavras,
u(xy, o) = glaxy + bxs),

para g € C*(R), com a,b constantes apropriadas.
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Demonstragao: Desde que u satisfaz (2.32), temos que
Au(xy +t,22) — Au(zy,m2) | flu(z1 +t,72)) — f(u(r1,v2)) u(wr +t,22) — u(r1, 22)

=0
t u(xy +t,x9) — u(xy, x2) t ’
entao, quando t — 0,
ou ou
A—+f — =0 R2. 2.34
oz T f <u(x1’x2>)8x1 , em (2.34)

Se Qu/0x1 se anula em algum ponto, entao pelo principio do méaximo forte a fungao teria
que ser identicamente nula, o que significa que u é uma funcao que depende apenas da
variavel xo e o teorema estaria provado. Consideremos entao o caso em que a derivada
parcial é estritamente positiva. Observe que para cada direcdo £ € S', com um argumento

analogo ao feito anteriormente, obtemos

AGE+ [ (a2 5 =

Entao usando (2.34)), (2.35) e o fato de que f'(u(z1,z2)) é localmente limitada, pelo teorema
existe uma constante C¢ tal que

0, em RZ (2.35)

ou ou
— =Ce—. 2.36
9 = %o, (2.36)
Ao mover a direcdo &, de —e; para eq, temos que:
ou _ lim u(xy + (=1)t, z2) — u(xy, x2)
8(—61) t—0 t
u(xy + (=1)t, z2) — u(xy, x2)

(=1t
— (~1)lim u(xy + ¢, 22) — u(@1,22)
t—0 t
_ v
- (961

Como OJu/0x1 > 0 e C¢ depende continuamente de &, entdo pelo teorema do valor inter-
mediario existe uma direcdo £ tal que C¢ = 0. Considere (a,b) € S o vetor ortogonal a .

Como du/ 85 = 0, concluimos que
u(xy, o) = glaxy + bxs),

e o teorema esté provado. m

2.3 Simetria em semi espacos

Considere o semi espago

Q={z=(x1,...,2n) ER" 2, >0} =R}, n=2o0un=3.
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Iremos analisar solu¢ées do problema

Au+ f(u) =0, em €,
u>0, em £ (2.37)
u=0, em O0f,

onde f € CY(RT). O objetivo desta secio é mostrar que, se u ¢ uma solucao limitada de
(2.37) quando n = 2 ou n = 3 (neste ultimo caso, exigindo f(0) > 0), entao u é simétrica
no sentido que depende apenas da variavel x,, ou seja, u = u(z,). Observe que no caso

n = 2, pelo resultado provado na segao 2.1, temos que

ou
—_— Q.
B >0, em

No decorrer da se¢ao seré usado o seguinte resultado:

Teorema 2.5 Seja u uma fun¢ao limitada que satisfaz (2.37)) e denote

M = supu.
Q

Se f(M) <0, entao
ou

s

>0, em §,
e u € simétrica, no sentido que uw = u(xy). Além disso, f(M) = 0.

Observe que a exigéncia da limitagdo de u é imprescindivel. De fato, considere o
semiplano

Q= {(z,y) € R%y > 0}.

A fungao u(z,y) = ye® é estritamente positiva em Q e M = +oo. Além disso, sendo

fu) =u,
Au+ f(u) = ye* —ye® = 0.

No entanto, f(co) = —oo. Este teorema é provado de uma forma mais geral no artigo ,
considerando u > 0 satisfazendo

Au+g(xp,u) =0, em Q=R",

onde g é uma fungao Lipschitziana, com ¢ — ¢(¢,u) é ndo decrescente e o limite f(u) =
lim; o0 g(t,u) existe.

Enunciemos o principal resultado desta segao:
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Teorema 2.6 Seja u uma solugao limitada de (2.37), com Ou/dx, > 0. Sen = 2 entao

u € simétrica. Sen =3, f(0) >0 e f € Ct, entdo u é simétrica.

A demonstracao deste teorema é basicamente verificar que u satisfaz as condigoes do teo-
rema [2.5| Para tanto, precisaremos de alguns resultados preliminares e iniciamos com o

seguinte lema:

Lema 2.1 Seja z : RP — R uma solugao limitada da equagdo
Az + f(z) =0, (2.38)

em todo RP, para p > 1, com f € C'. Suponha que para cada direcio & € RP\ {0}, a
derivada direcional 0z/9& nao muda de sinal. Entao f(M) =0, onde

M = sup z.
RP

Demonstragao: A demonstracao serd por indugdo em p. Considere p = 1. Por hipétese,
a funcao z ou é mondtona crescente ou mondtona decrescente. Suponhamos mondtona

crescente, entao
lim z(t) = M.
t—o0
Se existe tg € R tal que z(t) = M para todo t > ty, entao
2'(t) =2"(t) =0, paratodo t> to.

Por (2:39),

e o resultado segue. Caso nao exista tal typ € R, para cada n € N considere t,, € R tal que

t, — oo quando n — co. Pelo teorema do valor médio, existe n;,, € (t,,t, + 1), tal que
2(tn +1) = 2(tn) = 2'(m,.)-
Logo, se n — oo entdo 1, — o0 e, consequentemente,
lim 2'(n,) = 0.
n—0co

Novamente pelo teorema do valor médio, existe 7, € (1, ,m, + 1) tal que

2 (e, +1) = 2'(my,,) = 2" (7))
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Desta maneira,

lim 2" (#,) = 0.

n—oo

Portanto, por ([2.38)),

0=~ lim 2"(,) = lim_f(z(i,)) = f(M),

n—oo
e o resultado segue. Suponhamos que o resultado é valido para p — 1 > 1. Por hipdtese,
considerando a direcao £ = e, = (0,0, ..., 1), temos que

% >0 ou g <0.
Oxy Oz

Consideremos a primeira desigualdade. Definamos

w(x, ..., Tp—1) = mli}nooz(a:l, s Tp).
p

Note que a funcao esta bem definida, pois z é uma func¢ao monétona e limitada com respeito

a variavel x,. Defina a sequéncia de funcoes (zy,)n,
Zn(ﬂj‘) = Z(xlv Lp + TL),

onde 2/ € RP~1e zp € R. Desde que z é uma fungao limitada em RP, para cada subconjunto
compacto K C RP, a sequéncia de fungoes (z,), ¢ uniformemente limitada e, desde que
f € O, concluimos que a sequéncia (f(z)), é uniformemente limitada em K. Observe

ainda que a sequéncia (z,), satisfaz,
Azy + f(zn) = 0. (2.39)

Entao, por estimativas elipticas para a equagao de Poisson (cf. [19, Capitulo 4]), a sequéncia
(2)n € uniformemente limitada na norma C*. Pelo teorema de Arzela-Ascoli, a menos de
subsequéncia, a sequéncia (zy), converge uniformemente em K na norma C“ﬂ. Desde que
(zn)n converge pontualmente para w, concluimos que toda a sequéncia converge para w na

norma C“. Note que, pela linearidade do Laplaciano,

—A(zm — 2n) = f(zm) = f(2n)-

Além disso, usando o fato da funcdo f ser Lipschitziana no compacto K,

[f(zm) = F(za)| < 1 FllLiplzm = 20l < | fllLipllzm = 2mllce ) — 0,

2Estamos usando a imersio compacta dos espacos de Holder.
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onde || f||zip denota a constante de Lipschitz da fungao f. Aplicando estimativas elipticas

da equagao de Poisson novamente,

lzm = znller ) < M1f(zm) = f(zn) oo — 0.

Entdo concluimos que a sequéncia de fungoes (z,,), ¢ de Cauchy na norma C'! e, portanto,
a sequéncia converge para w na norma C'. Desde que (z,), satisfaz (2.39)), a sequéncia ¢

uma solucao fraca para o problema, ou seja,

/K o /K e

para toda funcao teste ¢ € C°° com supp¢ C K. Em conjuntos compactos,
Ven =V ¢ f(m) = f(w).

Entdo w satisfaz a equacio (2.39)) no sentido fraco. Como f e w sao funcdes de classe C*,

temos que f(w) € C* em subconjuntos compactos. Entao, por teoria de Schauder,
Av = —f(w),

possui dnica solugao v. Como w satisfaz a mesma equagao no sentido fraco, obtemos que

as duas solugdes coincidem. Portanto,
Aw + f(w) = 0.

Considere uma direcio arbitraria § € RP~1\ {0}. Entdo, usando a convergéncia C! de z,

para w e o fato da derivada direcional de z ndo mudar de sinal, obtemos
0<6-Vz, — 0-Vuw.

Logo, para cada diregao § € RP~1\ {0}, a derivada direcional de w nao muda de sinal.

Desde que z é crescente na dire¢ao xp, concluimos ainda que

M =supz= sup lim z(z2',z,) =supw.
RPr x/€Rp—1 Tp—7 RP

Entao, pela hipétese de indugao em p — 1,

e o lema segue. W

Observe que para provar o teorema [2.6] é suficiente provar o seguinte teorema:
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Teorema 2.7 Seja u uma solugao limitada de (2.37)), em dimensao n =2 oun = 3, onde

p=supqu, f€Cle

oS,
or, —
FEntao
f(p) =0.
Demonstragao: Defina
v Tp—1) = i .
2(T1, ey Tp—1) zn}nioou(xl’ s Tn)

Por argumentos analogos aos proferidos no lema anterior, pode-se concluir que u converge

uniformemente em compactos de R”~! para z, e a convergéncia ¢ C'!. Além disso,
2>0, supz=pu e Az+ f(z)=0. (2.40)

Observe ainda que z satisfaz todas as hipdteses do lema [2.1] exceto que para cada diregao
¢ € R* 1\ {0} a derivada direcional ndo muda de sinal. Iremos demonstrar que z também
satisfaz esta hipotese usando um argumento de contradi¢do. Suponha que para alguma

diregio ¢ € R*~1\ {0}, a derivada direcional

muda de sinal. Note que

Az(z +t) — Az(x) | flz(z + 1)) = [(2(2)) 2(x + 1) — 2(x)
t z(x +t&) — z(x) t

=0,

portanto,

A+ f(2)p =0 em R"L (2.41)

Agora usaremos o teorema para operadores de Shcrédinger em dimensdo n — 1 = 1
ou Qﬂ Note que o potencial ¢;(z') = f/(2(2')) é limitado. Desde que % é uma solugao
de (2.41)) e muda de sinal, o teorema afirma que o operador —A — ¢; possui spectro

negativo, ou seja, existe uma funcio ¢ € Cg°(R"1) tal que

-0 = / {|Dé(x")|? — q1(2))p(a)*}da’ < 0. (2.42)
Rn—1
Considere R > 0 grande o suficiente para que

supp(¢) C By = {2’ ¢ R"!;|2/| < R}.

3Este é o passo da demonstracio que exige a limitacdo da dimenséo.
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Defina a regiao cilindrica
D =D, ={x=(a,2,) €a'|<Rea<wz, <a+h} =By x(a,a+h).

Em D considere o operador

L=-A~f(u(a,zn)),

e defina q(2/, z,,) = f'(u(2’, z,)). Denote A, o autovalor principal do operador L com as

condigoes de fronteira em D, ou seja, existe uma fungao positiva ¢, tal que

Lo= M pp, em D,
p=0, em 9ID.

Entao temos o seguinte lema:

Lema 2.2 Suponha que para alguma ¢ € C§°(R™™1) com supp(¢) C By, ocorra a desigual-
dade (2.42)). Entao para a e h suficientemente grandes, o autovalor principal do operador
L em D, satisfaz

)\,%h < 0.

Demonstragao: Pela caracterizacao variacional do autovalor principal, para provar o

lema ¢ suficiente exibir uma fungio p(2’, ;) € H}(D), tal que

I= / (IDpP = qla, 2a)p}d < 0.
D

Defina

p(z',x,) = ¢(a') sin |:7T <$nh— aﬂ .
Note que

I = /D {‘D <¢(az’) sin [77 (”"h_ “)D — q(a’ ) (¢(x’) sin [Tr <”””"h_ a>]>2} de! da
/D {(\Dm!Q — g/, 20)¢%(2')) sin? {w (wnh_ a)] } da’ d,, +

+ZZ/D¢2($') cos? [w (znh— a)} dz'dz,,

/D (1D ¢)? — g (2')¢?) sin® [w (x”}: “)} da'dz, +

+Zz Dcos2 [Tr <"’3"h_ a>] $(a')?da’ dz,, — (2.43)

- /D (a(a’,20) — q1 (")) ¢(a")? sin’ [77 (l‘nh— a>] da'dzy.

2
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Agora é o tnico ponto da demonstracao que sera usada a hipotese que f € C'. Desde que
u(z',z,) converge uniformemente em B}, para z(z'), quando z, / oo, e f € C1, entdo

dado € > 0, existe a suficientemente grande, tal que
lg(x', zn) — qu(2))| < e, Va' € By, Vo, > a. (2.44)

Suponha que

o(z')2da’ = 1. (2.45)
By,

Em (2.43]) escrevemos I em trés integrais. Denote (1) para a primeira integral, (2) para
a segunda e (3) para a terceira. Vamos integrar separadamente com respeito a ' e .

Observe primeiramente que por mudanca de variaveis

a+h o h s
/a sin® |:7T (Cﬂnh a)} de, = 7r/0 Sin2(yn)dyn

ho[T ho[T
= = | dy, - — 2, ) dyn
o ), W 27T/OCOS(y)y

h

5"

a+h
. 9 Tp —a h
dr, = —. 2.46
/a sin [71' ( - >] Tn = 5 ( )
Desta forma, por (2.42)) e (2.46)), a primeira integral

1) = _5% (2.47)

Portanto,

Utilizando ([2.45)) e mudanca de variaveis, temos que a segunda integral

s
2) = —. 2.48
2)=1 (2.48)
Por fim, utilizando (2.44)) e (2.46]),
h
(3) < % (2.49)
Por (2.47)), (2.48) e (2.49)), concluimos que
h w2
< (- 4.
I<(-0+ 6)2 +3

Portanto, para € = §/2 e h suficientemente grande, concluimos que I < 0 e o resultado
segue. M

Voltemos & prova do teorema Como u satisfaz (2.37)), temos que

Au(z +tey) — Au(z)  flu(z +tey)) — f(u(z)) u(x + tey) — u(zx)
t u(z + ten) — u(x) t

=0.
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Logo

Sabemos ainda que

— >0 Q.
Oxn> , em

Portanto, para cada subconjunto limitado €' C €, o autovalor principal é positivo (cf. [9]])

ou (cf. [24]). Em particular no conjunto D,
)\a,h > 07

o que é uma contradi¢do pelo que provamos anteriormente. Portanto, para cada direcao
¢ € R 1\ {0}, a derivada direcional £ - Dz ndao pode mudar de sinal e, pelo lema
f(M) = 0. Consequentemente a simetria ¢ garantida pelo teorema eo teorema esta
provado. ®

Ainda nao foi provado se o resultado do teorema [2.6] permanece vélido em dimensoes

maiores ou quando a hipotese sobre f(0) é removida. Temos entao a seguinte conjectura:

Conjectura 2 Se u € uma fungao que satisfaz (2.37) e M = supu < oo entdo, necessari-

amente, f(M) = 0.

Se esta conjectura é verdadeira, entao pelo teorema [2.5, u seria simétrica. Esta conjectura
tem sido estudada analisando o seguinte problema:

Considere Q0 = R e uma fungdo u € C*(2) tal que
0<u<supu=M < o0, (2.50)
Au+u—1=0, em £,

(2.51)
u=0, em O0f,

onde f(u) =u—1.

Afirmacgao 2.8 Se existe u satisfazendo (2.50) e , entdo M > 1 e a conjectura

nao seria vdlida em geral, pois neste caso, f(M) > 0.

Demonstragao: De fato, suponha por contradicao que M < 1 e considere a dimensao

n = 1. Desta maneira, por (2.50) e (2.51)), temos que

v =1-u>0, em R;. (2.52)
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Definindo v = u—1, temos que v < 0 em R, . Pela equagio (2.52), temos que v" = u” > 0.
Note que v'(z) > 0 para todo x € Ri. De fato, suponha que existe xyp € R4 tal que
v'(z9) < 0. Uma vez que v’ > 0, segue que v’ é uma fungio estritamente crescente e,
consequentemente, v'(z) < 0 para todo x € (0,zp). Pelo teorema do valor médio, existe
c € (0,z9) tal que

iy v(xg) —v(0)  w(wg) —1—u(0)+1  wu(xg)
v'(c) = - =
X0 Zo Lo

Y

o que é uma contradigao, ja que v'(c) < 0 e u(xg)/zo > 0. Portanto v'(z) > 0 em R..

/U/Z/ =0
0 0

e, portanto, v(Z) > 0 o que é uma contradi¢do, uma vez que v < 0 em R;. No caso

Deste modo,

geral, observe que a funcao u satisfaz todas as hipoteses do teorema [2.5] entdo a funcao é
simétrica no sentido que u = u(x,). Portanto, basta repetir o argumento do caso n = 1
para concluir que M >1. =

E plausivel entao pensar numa nova conjectura:

Conjectura 3 Nao existe uma fungao u satisfazendo (2.50) e (2.51]).

Observe que exigimos a solucao estritamente positiva. Existe solugao ndo negativa, por

exemplo, considere a funcao v :  — R definida por
u=1-—cos(xy).
Claramente ©u = 0 em 02, supu=1¢e
A(1 — cos(xy)) + 1 — cos(xz,) — 1 =0.
A demonstracdo da conjectura [3] em dimensoes n = 2 ou n = 3 segue da seguinte
proposigao:

Proposicao 2.2 Considere o conjunto ¥ = {x € R";0 < z,, < 27}, onde n =2 oun = 3.
Suponha que u € C*(X), 0 <u< M e

Au4+u—1=0, em X,
(2.53)

u=0, quando {z,=0}.

Entao u(2',27) = 0, para todo z' € R" .
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Demonstragao: Defina a funcao
21
o(z) = / w(x', xy) sin(zy, ) da,.
0

Seja A, o laplaciano com relacao a z’, entdo usando integracao por partes duas vezes e

(2.53), obtemos:

2m
App(r') = ; Apu(', xy,) sin(xy,)dx,
2 aQu ]
= /0 <Au(m’,:pn) - am%(a}’,xn)> sin(xy, )dzy,

27 82u )
- /0 <1 —u(a x,) — 8x2(:/c',:cn)> sin(zy,)dxy,

27 , ) ou ,
= —u(2', zy) sin(zy,) + =— (2, zy,) cos(zy,) | dxy,
0 al‘n
27 27
= —/ w(x', ) sin(zy, )day, —i—/ w(z', ) sin(zy, )da, + w(z’, z,) cos(z, )|
0 0
Logo,
App(x') = u(a, 2m).

Desta maneira, para n = 2 ou n = 3, ¢ é uma funcio subharménica em R ou R?. Entdo
@ € constante e o resultado segue. =
O argumento nao é valido em geral pois para n > 3, existem fungoes subharmonicas e

L em R/, para j > 2. (cf. [19, Pagina: 30]).



Capitulo 3

Propriedades qualitativas em

dominios Lipschitzianos

Neste capitulo, iremos analisar propriedades de uma fungdo u € C%(Q) N C(Q), que

satisfaz
Au—+ f(u) =0, em £,
fw) o)
u=0, em 0Q=T,
O<u<supu=M < oo, em £, (3.2)

cujo dominio 2 é um conjunto aberto nao limitado da forma
Q={x=(z1,....,zy) € R"; 2, > 0(21, ..., Tp—1)},

onde ¢ : R»! — R é uma funcdo globalmente Lipschitziana, com constante de Lipschitz
k. Os primeiros resultados neste tipo de dominio foram abordados por M. Esteban e P. L.

Lions (cf. [I5]), considerando o caso do grafico ¢ ser Lipschitz coercivo, ou seja,
lim p(z) = cc.
|2 =00
Eles observaram que para cada A € R, a regiao

M ={x ez, <A}

¢ limitada e divide o conjunto 2 através do plano {x € Q;x = A}, como mostra a figura

abaixo:

92
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Rn—l

Entao o método dos planos m()veisﬂ poderia ser usado para obter a monotonicidade. No
caso mais geral, quando ¢ é apenas uma funcao Lipschitziana, as regices {2\ nem sempre
sao limitadas. Como no caso em que €2 é o semi espago Q = {x € R™; x,, > 0}, tornando a
situacao mais delicada. De fato, no caso em que €2 é um semi espaco, ja obtemos resultados
particulares no capitulo 2.

No decorrer deste capitulo, exigiremos as seguintes condi¢Oes sobre a funcgao f:

Condicao 1 A funcdo f: RT — R é Lipschitziana com constante de Lipschitz K e, para
algum p > 0, temos que f(s) >0, se s € (0,u) e f(s) <0, se s> p.

Condigao 2 Para algum 0 < sop < p e dp > 0, temos que f(s) > dgs, se s € [0, so].
Condigao 3 Para algum 0 < sg < s1 < u, temos que f(s) é nao crescente, se s € (s1, ).

Sem perda de generalidade, iremos assumir que g = 1. Iniciamos o capitulo provando
um principio do maximo para dominios nao limitados, o qual usaremos para provar que
u < pu=1em Q. Na segunda segao, provaremos a Holder continuidade das solugoes em
todo o conjunto Q. Prosseguindo, provaremos alguns lemas que serdo usados como ferra-
mentas para demonstrar que u converge uniformemente ao supremo quando se distancia
da fronteira de €. Finalmente, usaremos os métodos que foram desenvolvidos no decorrer

do capitulo, para generalizar um resultado provado por J. Serrin em dominio limitado.

'Método usado por H. Berestycki e L. Nirenberg (cf. [7])
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3.1 Principio do maximo

Teorema 3.1 Seja D C R™ um dominio possivelmente ndio limitado. Suponha que D ¢é
disjunto do fecho de um cone aberto, conexo e infinito 3. Suponha ainda que existe uma

funcio z € C?(Q) N C(D), que é limitada superiormente e satisfaz

Az+c(x)z >0, em D,
z2<0, em 90D,

para alguma fungao continua c(x) tal que ¢(x) < 0. Entdo z <0 em D.
Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que o vértice do cone X
é a origem. Considere X¢ o conjunto complementar do cone X. Seja 1) > 0 a autofuncio
principal do operador de Laplace-Beltrami na esfera unitaria, no conjunto G, ou seja, ¥ > 0
em G=S""1nNn¥e

Agp+pup =0, em G,

onde p > 0 denota o autovalor principalﬂ Considere a > 0 tal que a(n +a —2) = p.

9(2) = o] (Iil) .

Observe que para cada x € X¢ podemos escrever por coordenadas polares z = r€, onde

Defina a fungao g : 3¢ — R,

r>0e&€G. Entao g(x) = r*(&). Tal fungao é harmoénica, pois usando a decomposigao

do laplaciano em termos radiais e tangenciais ((A.10]), obtemos

89() = gy (17 (E) ) + AU
e e () + e As(E)
= (@A) 4 A
= ralatn = 2rT ) + 1 AGU(E)
= X aln+ o - () + Ast(©)
=0

Como c(x) < 0, segue que

(A+c)g<Ag=0.

2Este é o processo de construgdo de uma funcio positiva, harménica e homogénea de grau o, a partir
de uma autofuncao do operador de Laplace-Beltrami na esfera unitaria. No lema[3.1] fazemos este processo

em detalhes, partindo de uma fun¢do harménica.
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Definamos a funcio o : D — R,

o=—.
g

Observe que é suficiente mostrar que o é nao positiva em D, pois assim z serd nao positiva
em D e teremos o resultado. Para este fim, mostraremos que o satisfaz as hipoteses do

principio do méaximo [4.2]

Afirmagao 3.1 A funcdo o satisfaz:
(i) Ao+ é i1 9ioi+¢o >0 em D, com é < 0;
(i) 0 <0, em 0D;

(i1i) imsup|,| o o(z) < 0.

De fato, uma vez que z satisfaz , temos que

0 < Az+c(x)z

= A(go) + c(x)(g0)
= gAoc+2DgDo + oAg + c(x)go

= gAoc+2DgDo + (Ag+ c(x)g)o

2 A
— AO’ + *DO’DQ + MO’
g
Portanto,
2
Ao+ —» gio;+c(z)o >0,
Sl
onde,
A
oy = Bl <

e o item (i) esta provado. Como g é positiva em X¢ e z é, por hipdtese, ndo positiva em 9D,
concluimos que 0 < 0 em 9D, e o item (i) estd provado. Por fim, desde que z ¢ limitada

superiormente, ou seja, z < C' para alguma constante C, para cada & fixado, temos que

<

o= — 0,

.- ¢
9= 9 1Y)
quando r — 400, ou seja,

limsupo(z) <0,

|z|—o00
e a afirmacao estd provada. Portanto z <O0em D. =

De posse deste teorema, provaremos o resultado mais importante desta secao.
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Teorema 3.2 Seu € C?(Q)NCHQ) satisfaz (3.1)), (3.2) e a funcdo f satisfaz a condicio
[ entdao

u(z) <1 para todo x € Q.

Demonstragao: A prova serd divida em duas partes. Na primeira parte, serd provado
que u < 1 em € e, na segunda parte, serd provado que a desigualdade é estrita. A prova
serd por contradicao. Suponha que u > 1 em (Q e seja D uma componente conexa tal que
u(x) > 1, para todo x € D. Defina a fungio z(x) = u(z) — 1, para z € D. Observe de
imediato que z € C(D). O objetivo da prova é mostrar que a fungao z e o conjunto D

satisfazem as hipoteses do teorema anterior, e assim chegar em uma contradi¢ao. Considere

um cone ¥ infinito e aberto tal que ¥ N D = (. Observe que
(i) z & subharmonica em D, ou seja, Az > 0;
(ii) z=0em OD;
(iii) z ¢é limitada.

De fato, note que

Az =Au=—f(u) >0,

pois para x € D tem-se u(z) > 1 e, f(s) < 0 para s > 1. Logo, a afirmagao (i) esta
verificada. A afirmagao (ii) segue da construgao do conjunto D e da continuidade de u. A
afirmagao (iii) é imediata, uma vez que u é uma fungao limitada. Assim, temos todas as
hipoteses do teorema anterior satisfeitas. Portando z < 0 em D, ou seja, u < 1.

Na primeira parte da demonstragao, foi provado que u(z) < 1, se x € D. Suponha
que existe zg € € tal que u(xg) = 1. Defina a fungao w(z) = u(x) — 1. A estratégia da
demonstragao é verificar que w satisfaz as hipoteses do principio do maximo e chegar numa
contradigao. Defina a fungao

f(u(@))

olz) ={ ul)— I
0, se wu(z)=1.

se u(r) <1

Observe que como f ¢ uma funcdo Lipschitziana e f(1) = 0, temos que

R

le(@)] = u(z) —1 |u(z) — u(zo)]

Além disso, a funcao w satisfaz as seguintes propriedades:

(i) w(z) <0 para todo x € ;
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(i) w(zo) = 0;
(iii) Aw+ ¢(x)w =0 em Q.

As propriedades (i) e (ii) sdo imediatas. Nos pontos de Q2 em que u < 1, segue

Aw+c(z)w = Au+ j(u)l(u -1)

Nos pontos de 2 em que v = 1, temos que
Aw + c(z)w = Au = —f(u(z)) = —f(1) =0,

o que prova a propriedade (iii). Podemos escrever c¢(z) = ¢ (z) — ¢ (x). Desta maneira,
pelos itens (i) e (7i7),

Aw — ¢ (2)w = —c"(x)w > 0.

Portanto, pelo principio do maximo (A.1)), w = 0 em 2. Chegamos entdo numa contradigao,

pois w é uma fungao continua em Q e w = —1em 0. =
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3.2 Holder continuidade

Nesta secao iremos provar a Holder continuidade da solucdo w, no conjunto €. Para
demonstrar a Holder continuidade nos pontos da fronteira, precisaremos de argumentos e
propriedades de fungoes positivas, harménicas e homogéneas de grau «a, por isso provamos
inicialmente um lema que auxiliard na demonstracao. Por fim, iremos obter uma estimativa
de regularidade eliptica interior que, como aplicagao, implicarad na Holder continuidade de
1 no conjunto €.

Durante as demonstragoes desta secao iremos considerar, sem perda de generalidade,
que I intersecta a origem, ou seja, ¢(0) = 0. Além disso, considere um cone ¥ com vértice

na origem, mas no complementar do conjunto §2,
Y={z=(2,2,) € R"; 2z, < —K'|2']},

onde k' > k. Note que, por construgao, ¥ NQ = {0}. Denote ¢ o conjunto complementar

do cone X.

Lema 3.1 Seja v € C?(X°)NC(X°) uma funcio positiva, harmoénica e homogénea de grau

a >0 (a depende da abertura do cone), ou seja,
v(tx) = t*(x), para todo x € X t>0.

Se k' =0 entio o = 1, se k' > k entao o < 1, se k' < k entao o > 1. Além disso, existe

uma constante Cy tal que

|z|* <w(z) < Colz|*, em Q. (3.4)
Demonstragao: Como pode ser visto no apéndice [4.3] o laplaciano de v pode ser

decomposto em termos radiais e tangenciais da forma

v n—10v 1
Av= — + ——— + —-Agn1v,
v Or? + r Or + r2 =5 Y

onde Agn-1 denota o operador de Laplace-Beltrami na esfera unitaria S"~!. Observe
que para cada x € 3¢ podemos escrever por coordenadas polares x = r§, onde r > 0 e

&(x) € 8”1, Usando o fato da fungdo v ser uma funcio homogénea, obtemos:

ov

a(ré) = aro‘_lv(ﬁ) = ;’U(T{)a
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0% o Ov
ﬁ(rf) = ——v(rf) + *8*(7’@
2
= —So(r§) + S5u(re)
= a(aﬂ—l)v(rg)'

Entao sob a esfera unitaria (r = 1),

820+n—180+ 1A
— t —— — + —Agn1v
or? r or 2 oot

= ala—1Dv+(n—1)av+ Agn-1v

Av =

= a(n+a—2)v+ Agn-1v.

Como v é harmonica, a restricio de v & S"~1 N X¢ deve ser uma autofuncio do operador

Agn-1 com autovalor = a(n + o — 2),
Agn-1v + p(x)v = 0.

Sabemos que os autovalores principais i decrescem a medida que o dominio é aumen-
tado. Logo, como u depende diretamente de «, temos que « decresce quando o dominio

aumenta. Temos trés situagdes para o conjunto 3¢

R*1 R ///

Figura 3.1: ¥’ =0, ¥ < 0 e k' > 0 respectivamente

Considere o caso em que X é o semi espaco, ou seja, quando & = 0. Portanto, pela
teoria desenvolvida até o momento, v é uma autofunc¢do do operador de Laplace-Beltrami
com autovalor 4 = n—1. Se X¢ é menor que o semi espaco (k' < 0), entao o autovalor deve
ser maior e teremos « > 1. Consequentemente se ¢ for maior que o semi espago (k' > 0),
entao o < 1. Portanto para k' > k teremos o < 1.

Podemos normalizar v de forma que

1<v<Cy em S"Inxe
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para alguma constante Cy > 0. Uma propriedade de fungbes homogéneas é que se conhe-
cermos o valor da fungao num ponto Z, teremos entao os valores da funcao em toda a semi
reta partindo da origem e atravessando o ponto Z. Se x € ) entdo x = tz para algum t > 0

e z€ S" 1. Note que z € S"~! N ¢ e sabemos os valores de v neste conjunto. Logo,
|z[* = [t|* < [t[%0(2) = v(tz) = v(z) < Colt|* = Colx|*.

Portanto

|z[* < v(z) < Col|*,

como querfamos demonstrar. B

Ainda sobre fun¢oes homogéneas, podemos fazer a seguinte observacao:

Observagao 3.1 Como v é uma fun¢ao homogénea, temos que x - Dv(z) = av(z). De
fato, v(tz) = t*v(x) entao derivando com relag¢io a t obtemos

n

ov a1
; M&:z = at® u(x).

Tomando t =1,
n

Z 8((9;1)% = av(x). (3.5)
i=1

Lema 3.2 Seja u € C?() N C(Q) uma funcio satisfazendo (3.1) e (3.2). Entdo existem

constantes positivas R, C e a, com a < 1, tais que
u(z) < Clz —xo|®, se zp €l el|x—ax9| <R. (3.6)
Demonstragao: Seja v como no lema anterior e defina a fungao
z = 2R % — 2,
no conjunto G := QN {x € R"; |z| < R}.
Afirmacgao 3.2 Para R > 0 suficientemente pequeno, obtemos

Az+ f(z) <0, em G, (3.7)

z>1, em QnN{zeR"|z|=R}. (3.8)
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De fato, para analisar (3.7)), observe primeiramente que
Az = AR “v—v?)
= AR %) — Av?
= 2R “Av — (2vAv + 2DvDv)
= —2|Dv|?,

em G. Note ainda que por (3.4),
2z =2R v —v? <2R % < 2R “Co|z|*.

A observagao [3.1| implica |Dv(x)| > a|z|~!v(x). Desta forma,

Az+ f(z) = —2|Dv]*+ f(2)
< =203z 7?0 + f(2)
< —20%a[* 7%+ £(0) + f(2) - £(0)
< 207274+ £(0) + K2
< 2?73 (=207 + f(0)R* 7 + K20 R* %)
< 0

quando R é pequeno o suficiente tal que
(f(0) + K2C)R* 2 < —2a°. (3.9)
Para analisar (3.8)), usando em QN {x € R"; |z| = R},
z =2z -2 >2—-0v?>2-C2ZR*™ >1,
quando R é pequeno o suficiente tal que
C2R?*™ < 1. (3.10)

Entdo fixe R satisfazendo e .

Para concluirmos a demonstragao, defina a funcao w = u — z. Vamos mostrar que w

satisfaz as hipoteses do principio do maximo . Observe que por (3.7)),

—Az>f(z) = Au—Az>—f(u)+ f(2)
= Aw+ f(u)— f(z) >0
= Aw—i—szO

uU— 2z
= Aw+c(z)w >0,
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em G, onde
fu) — f(2)
c(z) = U—z
0, caso contrario.

, se u—z#0,

Note ainda que, uma vez que f é uma funcao Lipschitziana, temos que ¢ é uma funcgao

limitada. De fato,
Flw) ~ ()] _ Klu—2| _

< =K.
lu — z| lu — z|

le(@)] =
Além disso, como u < 1 em {2, concluimos que

w <0, em OG.

Finalmente, para R < R suficientemente pequeno, o conjunto G possui medida pequena e,

pelo principio do maximo concluimos que w < 0 em G, ou seja,
u<z<2R % <2CyR™%|z|%,

em G, que é equivalente a ([3.6)) no caso g = 0. No caso geral, considere o vértice do cone

no ponto (z’, p(z')) e repita o processo. ®

Lema 3.3 Seja y € Q tal que B = B(y,p) C Q, para algum p > 0. Para x € Q tal que

|z —y| < p/2, temos
~ |J" - y| T4 2—y ~
lu(z) — u(y)| < C'supu. — + Cp* Mz —y|7, (3.11)
B
para 0 < v <1, onde C é uma constante dependendo apenas da dimensao n.
Demonstracao: Por hipoétese, temos que

|z -yl <1
P

N |

Além disso, a equagao (3.11]) pode ser escrita da forma
R _ v _ gl
C'sup u. <M> + Cp? <M> . (3.12)
B p p

Desde que a aplicagdo v — a” & decrescente quando 0 < a < 1, a equacao (3.12)) ¢

decrescente com relacao & . Portanto, basta provar o caso em que v = 1. Utilizando o
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teorema [0.11 no conjunto 2 = B, obtemos

dist(B(y, p/2),0B) sup |Du| = sup dist(B(y,p/2),0B)|Dul
B(y.p/2) B(y.p/2)
< sup dist(z,0B)|Dul
B(y.p/2)
<

sup dist(x, 0B)|Du|
B

IN

C (sup |u| + sup dist?(z, 8B)]f(a?)]>
B B

IN

C (sup |lu| + sup dist?(z, OB) sup |f(x)|>
B B B

= ¢ (suplul + 4 supl ).
B B

Desde que f é limitada em B, obtemos pelo teorema do valor médio,

~ xTr — ~
)~ u(y)| < Cowp (2 482l .
B P
para todo = € B(y, p/2), como queriamos demonstrar. M

Teorema 3.3 A funcdo u € uniformemente Holder continua em ), ou seja, existem cons-

tantes positivas o e M, tais que
u(z) — u(y)| < Mz —yl|%,
para quaisquer x,y € §2.

Demonstragao: Durante esta demonstragao, as constantes R, C' e «a sdo as constantes

obtidas no lema anterior.

Afirmacgao 3.3 Para provar a Hélder continuidade de u em ), basta analisar o caso em

que z,y € Q satisfaz |xr —y| < R/4.

De fato, suponha que |z — y| > R/4. Desta forma,

‘x_y’az E $;§ i .
4 |z — y|@ R

Portanto, usando a estimativa acima e o fato que 0 < u < 1, obtemos

|u(z) —u(y)| 2R"
WW —y[* < 47\37 -yl

lu(z) — u(y)| =
como afirmado.

A demonstracio sera dividida em quatro casos, pois serd preciso um certo cuidado ao

utilizar o lema
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Caso 1 dist(z,I'), dist(y,I') < %.

Observe que neste primeiro caso, nem sempre podemos aplicar a estimativa (3.11) de
forma imediata. Pode acontecer que B = B(y,p) ¢ . Nesta situa¢do podemos usar a
propriedade de Lipschitz da fung@o ¢, para obter um caminho 7T ligando = a y, através de

dois segmentos de reta ligando x a z e z a y, para algum ponto z € 2, de forma que

R

ATT) 25 e L(Ty) < C'Wla—y, (3.13)

onde L(Tyy,) denota o comprimento do caminho Ty, que liga z a y, e C’'(k) ¢ uma constante

positiva que depende da constante de Lipschitz de (. Observe geometricamente:

- ~. R
i/ \\
/ Z
R/2
S
n
ooy )
Nehi Nz
Speanps
/ \
ik \
. .
X y 1-1
RTL—I

Entao considerando p = R/2 e v = 1 na estimativa (3.11)), obtemos

2C CR -
V| < y +5 =G, (3.14)

sobre T},. Note ainda que

B R l1-a
oyl =le =l =y < (5) ool (3.15)

Portanto, utilizando (3.13), (3.14]) e (3.15)) obtemos,

u(z) —u(y)] < Ju(@) — )|+ |u(z) — u(y)]
< Clz—z[+Clz —y|
< CL(Tyy)
< CO'(k)|a —yl
< com (B) e

provando a Holder continuidade no caso 1.
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Caso 2 dist(z,I') < % < dist(y,I).

Neste caso podemos aplicar a estimativa (3.11)) de forma imediata, tomando p = R/2 e

v = «. Assim obtemos,

2C0supgu  ~ R\ o
\u(x)—u(y)|§<RB—|—C(2> )]m—y[ -

Caso 3 dist(z,I') < dist(y,T') < & e [z — y| > 1dist(y,T).
Utilizando a estimativa (3.6]), obtemos

(@) — u(y)] < max{u(x),u(y)} < Cdist*(y, T) < C4°f — y|°.

Caso 4 dist(x,T") < dist(y,I") < % e |z —y| < Adist(y,T).

Note que neste caso, v € B = B(y, dist(y,I")). Entao considerando p = dist(y,I') e v = «
temos que B = B(y, p) C Q e |z — y| < p/2. Portanto, pela estimativa ({3.11)),

asupBu N ol
— < [e% 1—\ _ [e%
[u() “@)'—(dista(y,mwdlst (v, )) = yl°,

e o teorema esta provado. ®

3.3 Convergéncia quando dist(z, ) — oo

Lema 3.4 Seja u uma fungdo positiva num dominio D C R™, satisfazendo,
Au+ f(u) <0, em D, (3.16)

onde f € uma funcdo localmente Lipschitziana. Seja B uma bola tal que B C D e, suponha

z € O(B), satisfazendo

z<u, em B,
Az+ f(z) >0, sempre que z >0 em B, (3.17)
z2<0, emJdB.

Entdo, em cada movimento rigido A(t) para 0 <t < T com A(0) = Id e, A(t).B C D para

todo t, temos

zt(x) = 2(A(t)'2) < u(z), em B;:= A(t).B, para t€[0,T].
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Demonstragao: Seja z € B;. Como a aplicacao A(t) : B — By é bijetiva, entao existe

y € B tal que A(t)y = x. Observe que para todo t € [0,77], se z; > 0 entao

Azy(z) + f(z(z) = Az(At)"'@) + f((A)'2))
= Az(A()TA)y) + ( (A(6)~TA(t)y))
= Az(y) + f(2(y) =
onde foi usada a hipotese . Além disso, se x € 0B, entao existe j € 0B tal que
A(t)g = x. Logo,

)
)

z(x) = 2(A(t)'2) = 2(A(t) T A)g) = 2() <0,
onde foi usada novamente a hipotese (3.17). Portanto, para todo ¢ € [0, T, z; satisfaz

Az + f(z) >0, sempre que z; > 0 em By,
t+ f(z) > pre q t t (3.18)

z <0, em 0B;.

Considere wy = z; — u e a funcao

f(z(x)) = flu(z))

c(z) = z(x) — u(z

, se z(x) —u(x) #0,
0, caso contrario.

Definamos os seguintes conjuntos:
Af = {z € Bi;wy > 0},

A7 ={x € Bi;w; <0},
AY = {x € By;w; = 0}.
Note que o conjunto AY ¢ fechado. Suponhamos que z; > 0 em B;. Se AY = () entdo

Awp + ci(z)wy = Az — Au+ c(x) (2 — )
= Azt — Au + 7'][(,%) — f(U) (Zt - U)
Zt — U

= Az + f(z) — (Au+ f(u)) =0
onde foi usado (3.16)) e (3.17). Se AY # () ¢ aberto, entdo como AY C D e D é conexo,
concluimos que AY = D, o que é uma contradi¢do, ja que zz < 0 e u > 0 em 9B;.
Finalmente, se AY # () ¢ apenas fechado, entdo A, ou A; & nio vazio. Suponhamos
A;“ # ). Assim, dado z € A?, existe uma sequéncia (x,,), C Af tal que x, — x. Observe

que para todo n € N, temos

Awi(xp) + ci(xn)wi(zy,) > 0,
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e portanto, no limite

Awy(x) + cp(z)w(x) > 0.

Finalmente, como u é positiva e, z; < 0 em 0B, concluimos que w; < 0 em 9dB;. Portanto,

Awy + ¢i(z)w, > 0, sempre que z; > 0 em By, (3.19)
wy < 0, em O0B;. '

Provemos o resultado para o caso t = 0. Para todo z € By, segue que
wo(z) = zo(x) — u(z) = z(z) — u(zr) <u(x) —u(x) =0,

onde usamos que A(0) = Id e a hipotese (3.17)). Pelo Principio do Méaximo concluimos
que

wp=2z—u<0 em B,

e segue o resultado.

A prova geral é feita por contradi¢do. Considere o conjunto
& ={tec|0,T];w <0em B}.
Observe que ® # (0, ja que 0 € .
Afirmagao 3.4 ® é um conjunto aberto.

Como ja analisamos anteriormente,

wo(z) <0, em By= B,
wo(z) <0, em 0By=0B,

implicando wy < 0 em B. Logo, existe g > 0 tal que wg(z) < —gp, em B. Como
a transformacao A(t) : B — B; é um movimento rigido, a aplicacdo ¢é invertivel e o
determinante da matriz que a representa nao tende a zero. Além disso, como os coeficientes
da matriz sdo continuos, a inversa do movimento rigido seré continua. Como a composi¢ao
de fungdes continuas é uma fungao continua, para £y > 0 dado anteriormente, existe § > 0
tal que

|2(A(t) " ) — 2(A(0) )| < 0/2,
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para todo x € B, sempre que 0 < t < §. Desta maneira, para x € B; temos que

wi(xz) = z(x) —u(x)

= z(A{t) lz) — u(x)
z(x) —u(x) + 2(A(t) lz) — 2()
wo(x) + 2(A(t)"'z) — 2(Ao(w))
< —eo+e0/2
< 0.

Portanto o conjunto ® é aberto.

Considere o conjunto
Ty = sup{t € [0, T];w; < 0 em B}.

Note que 177 < T. Se T} = T, temos o resultado. Suponha entdao que 77 < T. Observe
primeiramente que 77 € ®, pois caso contrario, como ® é um conjunto aberto teriamos que
T1 + ¢ € &, para ¢ suficientemente pequeno, contrariando o fato de que 77 é o supremo.
Além disso, wr, (z) < 0 em B;. Como Ty ¢ @, existe zg € B tal que wr, (z9) = 0.
Portanto, pelo Principio do méximo wr, = 0 em G, onde G ¢ uma componente conexa

contendo zg, do conjunto dos pontos em B, tal que zp, > 0.
Afirmagao 3.5 A componente conexa G ¢é fechada.

De fato, para cada & € G existe uma sequéncia (x,), C G tal que x,, — z. Como wp, é
continua em Br, e wr, (7,) = 0 para todo n € N, concluimos que wr, (#) = 0. Por (3.19)

temos que & € Bp, e, consequentemente, z7, (Z) > 0. Observe que o conjunto
UT1 = {w S BTl‘ZTl (x) > O} C BTI,

¢ aberto. Logo, para z € By, suficientemente proximo de & € Brpy, tem-se zp, () > 0.
Portanto & € G, implicando que o conjunto G é fechado.

Como o conjunto G é nao vazio, aberto e fechado no conexo D, temos que G = D, o
que é uma contradigao, pois wy, < 0 em dBr,. A contradigdo ocorreu por supormos que
Ty < T. Segue o resultado. m

Uma forma mais geral deste lema pode ser encontrado em |8, onde é provado que o
lema permanece verdadeiro ao substituir a hipotese A(t)B C D por A(t)B C D, ou seja,

¢ permitido que apés o movimento A(t)B tangecie a fronteira 0D.
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Lema 3.5 Seja u € C?*(Q) N C(Q) satisfazendo (3.1)), (3.2) com a funcio f satisfazendo

as condigées e . Entao ezistem constantes 1, Ry > 0, com Ry = Ro(n,dy), tais que
u(z) >e1, se d(xz,I'=09Q)> Rp.

Demonstracao: Seja Bp, a bola com raio Ry suficientemente grande, tal que o auto-
valor principal A\; = A1(Bpg,) de —A em Bpg,, sobre as condi¢oes de fronteira homogénea,
satisfaca

/\1 = Al(BRO) < (50.
Seja 1 a autofungao associada, ou seja,

p1 >0, (A + )\1)@1 =0, em BRO, (3 20)

Y1 = O7 em 8BR0~

Como estamos em um conjunto limitado, podemos normalizar a autofungao, de forma que

max 1 = 1. Considere a funcao z = ;.
Afirmagao 3.6 Az + f(z) <0, em Bg,.

De fato,

Az + f(z) Alepr) + flep1)
= elp1+ f(epr)
= —chip1 + flepr),
onde na tltima igualdade, foi usado (3.20). A condi¢do (2) nos diz que f(ep1) > doeepr.

Portanto
Az+ f(z) = —elp1+ flepr)

> —elp1 + doepr
> —edop1 + doepr = 0,
onde usamos que A\ = A\1(Bg,) < do. Segue a Afirmagao 1.

Note que z = 0 em 0Bgp,, ja que ¢1 =0 em 0Bp,. Provamos entao que

Az+ f(z) >0, em Bg,,
z =0, em OBg,.

Seja a = (0,a,) com a, suficientemente grande tal que Br,(a) C 2. Para B = Bpg,(a),
considere

€0 = minu,
B
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que é claramente positivo, ja que u é positiva em €, e

£1 = min(gg, So).
Como max ¢; = 1 em B, note que

c1pi(x —a) <e1 <egp=minu < u(z).
B

Pelo Lema anterior, para todo y € 2 tal que d(y,I') > Ry (implicando que Bg,(y) C ),

temos em Bp,(y) que
e1p1(z —y) < u(x).

Em particular, u(y) >¢;. =
Definicao 3.1 Considere v € C?(B(0,1)) N C(B(0,1)) uma solu¢do do problema

Av=-1, em B(0,1)
v=0, em 0B(0,1).

Definamos a constante C1 como sendo

C, = g(l&)lc)v = v(0).

Lema 3.6 Considere as hipdteses do lema anterior e seja y € Q tal que d(y,I') > Ryp.
Defina
6 = 6(y) = min{f(s); s € [e1,u(y)]}.

Entao, para a constante Cy definida anteriormente, obtemos
C10 < [d(y,T) — Ro] . (3.21)

Demonstragao: A prova sera feita por contradigdo. Suponhamos que a tese nao ocorra,
ou seja,

C16 > [d(y,T) = Ro] 2.
Por hipétese, temos que d(y,I") — Rg > 0. Como para t > 0 a funcdo 1/t? é continua, se
R — d(ya F) - ROa

entao

R™2 — [d(y,T) — Ry)"2 < C16.

Logo podemos considerar R > 0 tal que R < d(y,I') — Ry e R™2 < C19.
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Sendo Au(y) < 0, u(y) ndo pode ser um minimo local. Deste modo, para todo £ > 0,

existe pelo menos um y; € B(y, <), tal que u(y1) < u(y). Podemos entao considerar € > 0

pequeno o suficiente tal que, para tal y; € B(y,e) com u(y;) < u(y), tenhamos

d(y1,T') > Ry + R.

Pelo lema anterior, u(x) > €1 em B(yi, R). Seja z uma solugao do problema

Az = -4, em B(y,R),
z=0, em 0B(y1,R).

r—y

Como € B(0,1), considere o scaling

2(z) = R26v (””” ;2?”) .

Observe que

em B(y1, R). Logo,
max z(z) = z(y1) = R%6v(0) = R*6C}.

Considere 7 > 0 pequeno o suficiente tal que 72(x) < u(x), para = € B(y;, R).

Au-

mentando 7 gradativamente, encontramos um primeiro valor 7y, tal que o grafico de Tz

encontra u, ou seja, existe um ponto xy € B(yi, R) tal que 79z(xg) = u(xp). Desde que

10 > 0 e u(zg) > 0, concluimos que z(xg) > 0 e, portanto, xg € B(yi, R), ja que z(x) =0

para todo x € 9B(yi, R). Logo

u(g) = 102(70) < T02(y1) = TOR?6CT < u(yr) < u(y) < 1.

Desta maneira
R—Q
< ——= < 1.
0> 0w

Definamos w(z) = m9z(z) — u(x). Logo para x € B(yi, R), temos

w(z) = moz(z) — u(z) <0,

além disso,

w(zg) = 102(z0) — u(xp) = 0.

(3.22)

Por (3.22)), u(xo) < u(y). Pela continuidade de u, existe ¢ > 0, tal que se x € B(xg,¢€)

entao u(z) < u(y). Pela definigao de 6,

Au(z) < =9, para z € B(zo,e€).
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Além disso, desde que 79 < 1, para x € B(xq, €)

Aw(z) = 79lAz(x) — Au(x)
= —700 — Au(z)
> —190+9

0(1 —m9) > 0.

Isto contradiz o fato de que w(zp) é um méaximo local. m
Finalmente, apds todos estes resultados, o principal resultado desta secao segue de

imediato.

Teorema 3.4 Sejau € C%(Q)NC(Q) satisfazendo (3.1), (3.2) com a fungao f satisfazendo
as condigoes[1] e[2] Se dist(z,T) — oo entdo

u(z) — 1, em €.
Demonstragao: Como d(z,I') — oo, segue de (3.21) que

min  f(s) — 0,

s€ler,u(z)]

implicando que u(z) — lem . m

Lema 3.7 Para cada A > 0, existe € > 0, tal que se
r€Qu = {(2,2,) € Q) <z, < () + A},
entdo u(z) < 1—e.

Demonstragao: A demonstragao serd por contradigao. Suponha que a afirmagao seja
falsa, ou seja, existe A > 0 e uma sequéncia (27); C Qu, tal que u(2?) — 1. Note
que a sequéncia (7 ); nao pode ser limitada. De fato, se (27 )j € uma sequéncia limitada
entdo a mesma admite uma subsequéncia convergente, a qual denotaremos ainda por (z7);.
Se ¥/ — & com & € 99, entdao pela continuidade de u, temos que u(2?) — u(z) = 0
contradizendo a hipotese inicial. Se 2/ — & com & € €, novamente pela continuidade de u
terfamos u(2’) — u(2) = 1 contradizendo o teorema

Para cada j € N, defina a translacio que move o ponto z7 & origem, 77 : Q — ¥ dada

por T7(x) = x — 2/. Para cada j fixado e x € €, considere

=z —a) = (2 — a2z, —2)) = (¢, 2).
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Desta maneira,

Tn > (') = zn +2) > (2 +27).

Logo, para cada j € N, a translacdo move o conjunto {2 para o conjunto
V= {z=(2,22) €R"; 2, > ¢ (2) = (2 + 27) — ] }.

Note que, para cada j € N, a funcdo ¢’ é Lipschitziana com mesma constante de Lipschitz

de . De fato, para cada z,w € £/ temos

P() =i ()] = lp(z' +a") -l — p(w + ) + i)
= (2" +27) — p(uw' + 27)|
< k[ 42 —w — 2
= k| —u|.
Além disso, a sequéncia (¢/ ); ¢ uniformemente limitada em compactos. Entao, pelo teo-
rema de Arzela-Ascoli, para alguma subsequéncia a qual denotaremos ainda por (¢’ )js
temos a convergéncia uniforme em compactos ¢/ — ¢, onde ¢ é uma funcao Lipschitziana
com mesma constante de Lipschitz k. Observe que em cada conjunto €/, podemos definir
a solugao deslocada
w (2, 2n) = u(2 4+ 2, 2, + 20),
que claramente satisfaz
Aul + f(u/) =0, em €V,
w =0, em OV,
O0<ul <1, em V.
Considere o conjunto

Q={2=(,2) € R" 2z, > $(2')}.
Afirmacgao 3.7 Para cada C' > 1, a solugdo u é Lipschitziana no conjunto
Qc ={z € Q;C™! <dist(z,T) < C}.

De fato, fixe C > 1 e defina g = f o u. Note que u e g sdo fungoes limitadas em Q. De

fato, u é limitada por 1 e,
lg(x)] = [f (u(@))] < [f(u(z)) = fu(zo))| + [f (u(x0))],
para xg € () fixado. Usando o fato de que f é uma funcao Lipschitziana, obtemos

lg(z)] < Klu(z) — u(zo)| + |g(wo)| < 2K + |g(z0)|, para todo z € Q¢,
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provando a limitacado uniforme. Dado =z € Q¢, existe 6 > 0 tal que B(xz,d) C 2 (basta

considerar uma constante § < C~1). Observe que, pontualmente em B(z,4/2),
dist(B(x,d/2),0B(x,0)) < dist(z, 0B(z,?)).

Utilizando a propriedade do escalar no supremo e a desigualdade acima, obtemos

dist(B(z,6/2),0B(x,6)) sup |Du| = sup dist(B(z,0/2),0B(z,9))|Du|
B(2,5/2) B(x,6/2)
< sup dist(z,0B(z,0))|Dul.
B(x,6/2)

Pelo teorema [0.11
dist(B(z,6/2),0B(x,0)) sup |Du| <C < sup |u| + sup distQ(a:,ﬁB(m,é))|g(w)|) ,
B(x,6/2) B(x.,5) B(x.5)

entao,

|Du(z)| < sup |Du|<C, paratodo z € B(z,§/2).
B(2,6/2)

Desde que u e g sao fungoes limitadas em (¢, concluimos que a derivada Du é limitada
em (¢ e, pelo teorema do valor médio, u é uma fungao Lipschitziana em Q.

Para cada compacto K C (AZ, as restricoes de u/ ao compacto K sdo na verdade a
restricio de u a um subconjunto Q¢. Logo a sequéncia (u/ ); é formada por fungoes
Lipschitzianas, que possuem a mesma constante de Lipschitz e, portanto, a sequéncia
(u?) ; € equicontinua em conjuntos compactos. Entao pelo Teorema de Arzela-Ascoli, &
menos de subsequéncia, 4/ — @ uniformemente em conjuntos compactos 0. Além disso,

pelo teorema temos a estimativa

J 2y < € (1ol + BP9 0.0z, )

onde ¢ = fowul. Desde que o lado direito da equacdo acima é uniformemente limitado,
obtemos a Holder continuidade de todas as derivadas de segunda ordem das funcoes u/,
ou seja, a sequéncia de fungoes (Au’); é equicontinuaﬂ Como —Aw/ = ¢J e (¢7); é uma
sequéncia uniformemente limitada, concluimos que (Au?) j € uma sequéncia uniformemente
limitada. Logo, pelo teorema de Arzela-Ascoli, a menos de subsequéncia, Au’ converge

uniformemente para uma fungao g.

Afirmacao 3.8 Au=g.

3Uma sequéncia de funcdes uniformemente limitada em um espaco de Holder é equicontinua.
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De fato, para qualquer fungao teste ¥ (fun¢ao C*° com suporte compacto no conjunto K),

obtemos as convergéncias

/KujAwH/KﬂAw e /K@Z)Aujﬁ/Kgd).

Usando integracao por partes,
/ wWAY = / AW .
K K

/Kasz/ng.

Novamente usando a féormula de integragdo por partes,

/KwAaz/ng,

| i-gv=o,

Pela unicidade do limite,

assim,

para toda fungdo teste 1. Portanto At = g em quase todo ponto e, por continuidade,

At = g. Finalmente, podemos concluir através da unicidade do limite,

Note que

4(0) = lim 4/ (0) = lim u(x", 27
j—o00 j—00

Além disso, 0 < 4 <1 em Q. Portanto,

At + f(@) =0, em €
0<a<1, em (
w(0) =1

Como feito na demonstragao do teorema[3.2] defina a fungao w = @ — 1. De forma analoga
verifica-se que w < 0 em Q, w(0) = 0 e Aw + ¢(z)w = 0 em Q. Se w # 0, teriamos pelo
principio do méaximo 1| que w < 0 em ), mas isso ndo é possivel ja que w(0) = 0.
Portanto, w = 0 em Q. Chegamos entao numa contradi¢do, pois w é uma fungdo continua

ew=—1em 0. Segue o resultado. =
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3.4 Generalizacao do resultado de J. Serrin

Nesta se¢ao, usaremos os métodos que desenvolvemos até o momento, para provar uma
generalizagao de um resultado provado por J. Serrin (cf. [28]), onde o mesmo afirma que

se © ¢ um dominio limitado, suave e u € C?(2) N C*(Q) é uma fungdo que satisfaz

—Au=1, em
u=0, em 0Q, (3.23)
ou

— = «, constante em 02,
ov
entao €2 é uma esfera.

No teorema que seré apresentado, o conjunto §2 continuara sendo um dominio limitado

por um grafico Lipschitz ¢ : R"™! — R, da forma
Q={z=(2",2,) eR" xRz, > p(2')}.

Além disso, sera exigido uma hipotese adicional sobre a funcao ¢, de forma que para cada
7 € R"!, seja satisfeito

lim (o(z+7)—p(x)) =0, (3.24)

|| —o00
uniformemente. Observe que a fungdes constantes satisfazem tal condigao. Outros exem-

plos sao func¢oes com limite finito, de fato, suponha que

lim ¢(z) =C,

|z|—o0

desde que para 7 € R"! fixado
|z| — 00 <= |z + 7| — o0,
temos que

lim (p(x+7)—p(x)) = lim px+7)— lim p(x)

|z|—o0 |z|—o0 |z|—o00

= lim ¢(z+7)— lim ¢(x)

|z47]—00 |x|—o00
- c-C
= 0.

Como exemplo de funcdo que nao satisfaz a condicio (3.23)), considere ¢ : R? — R tal que

o(z,y) = 2% + y2. Para 7 = (11, 72) € R? fixado, temos que

olx+1,y+7)—e(@y) = (@+71)*+(@+m)?—(2*+y?)

= 2x7 + 2y + 72+ T8 — o0,
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quando |(z,y)| — oo.
Antes de enunciar e demonstrar o principal resultado desta se¢éo, precisaremos de um

lema auxiliar. Defina o conjunto
QY =Q\Qu = {z = (', 2,) € Yz, — p(z) > A}.

O lema ira garantir que se u e w sao duas solugoes limitadas de satisfazendo u > w
em {24, entdo a desigualdade permanece valida em 2. Desde que a funcao f satisfaz a
condigéo temos que f(s) é ndo crescente, para s; < s < 1. Além disso, ja foi provado no
teorema que se x, — p(z') — oo, entdao u(x), w(x) — 1. Desta maneira, existe A > 0
tal que

uw(z),w(z) >s1, se z, — (') > A. (3.25)

Lema 3.8 Suponha que para alguma constante T > 0, a desigualdade
ur(z) = u(x + Tepn) > w(z), (3.26)
seja vdlida em Q4. Entio a desigualdade (3.26)) ocorre em €.

Demonstragdo: Para provar este resultado, usaremos o principio do maximo [3.1} Para

fixar a notacéo, considere D = Q4 e o cone
Y= {x= (2" 2,) € Qx, <p(0)— Ak}

Observe que D e ¥ sao disjuntos. De fato, se (2/,z,) € D entdo

= @) —p(0) +¢(0)+ A
> —k|l2'|+ ¢(0)+ A
> —k|2'| + ¢(0) — A.
Por outro lado, se (z,z,) € ¥ entdo
rn < @(0) — A— k||
< p(0) = A+ p(a') = ¢(0)
< )+ A

Defina a fungédo z := w — ur, no conjunto D. Observe que z é limitada superiormente, ja

que w e u; 0 sdo e, por (3.26), z(z) < 0 para x € 9D. Além disso, z satisfaz

Az+c(x)z =0,
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onde

, se w(x) —ur(z) #0,

0, caso contrério.

flw(z)) = f(ur(2))

= Awe) + fw() — (Bur(e) + [(ur(2)))
= Aw(z) + f(w(z)) — (Au(z + 7en) + f(ulz + Ten)))

O caso w(z) — ur(x) = 0 é imediato. Note também que, por (3.25)) e pela condicao 3| da
funcdo f, temos que

f(w) = f(ur) = 0.

Entao, pela hipotese ,
f(w(@)) — f(ur(2) _

w(x) —ur(z)

c(x) = 0, em D.

Finalmente, todas as hipoteses do principio do méaximo estao satisfeitas. Portanto, z(z) <
0, para z € D = Q4 0 que conclui a demonstracio. =

De posse destas observacoes, podemos enunciar e demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Seja ¢ : R"™1 — R wma funcdo Lipschitziana, de classe CQEL satisfazendo

a condigdo (3.24). Se u € C?(Q) N CYQ) € uma solugio limitada do problema

Au+ f(u) =0, u>0 em S,
u=0, em 0L,
ou
— =, constante em Of),
ov
onde f satisfaz as condigoes [I], 2] e[3, entao ¢ € constante, em outras palavras, Q é um

sems espagﬂ.

Demonstragao: Como dito anteriormente, na demonstragao deste resultado usaremos
varios resultados e argumentos que foram vistos no decorrer deste capitulo. A estratégia

da demonstragao é provar que para cada 7 € R", tem-se 2 4+ 7 = 2, o que implica que a

4Esta hipotese faz com que o bordo satisfaca a condicio da esfera interior, possibilitando o uso do lema

de Hopf.
5Sendo Q2 um semi espago, com argumentos utilizados no artigo [8] obtemos a simetria e a monotonici-

dade de u.
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funcao ¢ é periddica. Sendo 7T fixado porém arbitrario, ¢ é periddica para todo 7, ou seja,
¢ uma funcdo constante e, consequentemente, {2 ¢ um semi espaco. Para cada 7 € R"~!

fixado e h > 0, defina o seguinte conjunto
Seh=Q-—7—he,={z=(2,2,) € R x R; (2 + 7,2, + h) € Q}.

Observe que neste novo conjunto, estamos apenas movimentando a fronteira de €2, como
pode-se observar geometricamente:
é_r ////

S

R fl—1 —he, Rt

Figura 3.2: Y70, Yo € 2rp, respectivamente

Afirmacao 3.9 Para h > 0 suficientemente grande, tem-se {2 C Y. p,.
De fato, como a fungao ¢ é Lipschitziana, dado z = (2, z,) € Q,
[p(a’ +7) — ()| < kla’ + 7 — 2| = k7],

entao

p(a’ +7) < k| + o(a) < kl7| + 2n,

pois se x € {2 entao x, > ¢(a’). Considerando hg = k|7|, temos que
Ty +h > (' +7),

para todo h > hg, ou seja, x € ¥, e assim a afirmacao esta provada.

Observe que se for provada a inclusao €2 C X9 = 2 — 7 para todo 7 € R" ! teremos
de imediato a incluso inversa Q —7 C €. De fato, fixado 7 € R*~! e dado (2/,2,) € Q—7,
por defini¢ao

(2 +1,2,) €Q,

entdo aplicando a hipotese para —7 € R" ™!, tem-se

(2 +T1,2,) € Q— (—7),
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portanto, usando novamente a definicdo do conjunto, obtemos
(@ +71—T1,20) = (2, 2,) €Q,
como queriamos.
Para 7 > 0 fixado, defina
urp(x) = u(z 4+ 7+ hey), para z €,

para  C X, ;. Pelo teorema e pelo lema para h suficientemente grande, temos
que

Urp > u em Qg.

Logo, pelo lema 3.8

Urp >u em £

Defina
h* =inf{h > 0;Q C X, 4}.

Afirmagao 3.10 h* = 0.
Provaremos por contradi¢ao. Suponha que h* > 0, entdo pela hipotese (3.24]), existe
a € 002N 0%, . Desta forma

uTzh(a) = u(a)’

Ourp, _ Ou
5o (a) = 21 (a),

onde v denota o vetor normal exterior no ponto a. Defina a fungao w = u,j — u. Entao
w(a) =0, w >0 em 2, e definindo

f(urn(x))

c(z) = Uz p(T)

f(u(z))

w(z)

0, se w=0,

— se w#0
obtemos que
Aw + ¢(z)w = 0.

Portanto, pelo lema de Hopf concluimos que

ow

a(a) < 07

o que é uma contradi¢ao, ja que dw/dv(a) = 0. Logo, h* = 0 e, como o resultado é valido

para todo 7, concluimos que {2 é um semi espaco. ®
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- Apéndice

Este apéndice destina-se a apresentar de forma detalhada, alguns importantes resulta-

dos que sao utilizados no corpo do trabalho.

A.1 O método dos planos moébveis

Esta secao do apéndice destina-se & uma primeira leitura sobre o método dos planos
moveis. O método dos planos moveis é uma técnica que tem sido utilizada para estabelecer
algumas propriedades qualitativas de solugoes positivas de equagoes elipticas nao-lineares,
como simetria e monotonicidade. Basicamente, este método compara os valores da solugao
da equacao em dois pontos distintos, onde um ponto ¢é a reflexdo do outro com relagao a
um hiperplano. O plano é movido até uma posigao critica, entao mostra-se que a solugao
é simétrica com relagao a este plano limite. Apresentamos agora um procedimento padrao
para o método dos planos moveis.

Considere o espago euclidiano R” e seja u uma solugao positiva de uma equagao dife-
rencial parcial. O objetivo do método é provar a monotonicidade e simetria de u em uma

dada dire¢do, suponhamos que a direcao seja o eixo x1. Para cada A € R, defina o conjunto
T\ ={z = (z1,....,2n) € R"; 21 = \}.

O conjunto T é um plano perpendicular ao eixo z;. Considere ainda o conjunto
Yy ={z=(21,....,2n) € R"; 21 < A},

ou seja, a regiao do lado esquerdo do plano 7). Para cada ponto x € X, considere a

reflexao deste ponto sobre o plano T}, dada por

= 2\ — 21,22, ..y Tpy).

81
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Geometricamente, estamos na seguinte situagao:

)

]Rn—l

A\

O\

N

Ty

Figura A.1: Método dos Planos Moveis

Para cada x € ¥y, definamos

O objetivo é mostrar que para algum Ao, temos wy, = 0 em X),. O processo geralmente
é dividido em trés passos:

Passo 1: O primeiro passo é mostrar que para A < 0 com moédulo suficientemente
grande, verifica-se

wy >0, em X,.

Assim, comegamos a mover o plano T de uma vizinhanga de 1 = —o0 ao longo da diregao
x1 para a direita, de modo que ainda seja valida a desigualdade acima. Algumas vezes, o
processo ¢ iniciado provando que w) é supersolugao ou subsolucao de um operador eliptico,
geralmente da forma

Awy + c(z, Mwy < (=)0,

onde ¢(x, \) é uma fungao limitada.

Passo 2: Continuamos movendo o plano a uma posicao limite. Definamos
Ao = sup{\ € R;wy(x) >0, para todo z € ¥,}.

Finalmente, geralmente através de um argumento de contradicao, é provado que wy, = 0

em X),, ou seja, u é simétrica com respeito ao plano T),.
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Passo 3 A monotonicidade é obtida através do lema de Hopf. E provado que wy e o
conjunto X satisfazem as hipoteses do lema de hopf e, desta maneira,

owy ou
g — 2% (2, N).
0> . (x,\) P (x,\)

A ferramenta fundamental no desenvolvimento destes trés passos é o principio do méa-

ximo. Mais informacoes e aplicacoes do o método dos planos moéveis podem ser encontradas

em , pagina 231.

A.2 Principios do maximo

Teorema A.1 (Principio do mdzimo forte) Seja Q@ C R™ um aberto. Seja L um operador
uniformemente eliptico tal que ¢ = 0. Suponha que u satisfaz Lu > 0 (Lu < 0) em Q. Se
u atinge seu mdzimo (minimo) no interior de §, entao u € constante. Se ¢ <0 e c/\ é
limitado, entao se u atinge um mdzimo nao negativo (minimo nao positivo) no interior de
Q, entdo u € constante. Independente do sinal de ¢, se u atinge um mdzximo igual a zero

(minimo igual a zero) no interior de §, entao u € constante.

Demonstragao: Denotemos M = supg u e seja g € Q tal que u(y) = M. Definamos os

conjuntos

F ={z e Qu(x) =M}

G = {z € Qu(x) < M}.

Temos que F' é um conjunto nédo vazio, ja que § € F. Além disso, como u é continua e
F = u=Y(M), segue que F ¢ um conjunto fechado em 2. Logo, G é um conjunto aberto
em (). Se G é vazio, o resultado segue. Suponha que existe yg € G. Note que, como €2 é
aberto e conexo em R", temos que €2 é conexo por caminhos (cf. |21, Teorema 36]). Logo,

existe um caminho continuo

F={eM0<t<1}CQ  com £0)=yo, &(1) =73

Como £ € C([0,1],R™), temos que v é compacto. Sendo Jf2 fechado em R" e disjunto de
v, temos que dist(y,092) > 0. Seja z o menor elemento de 7 tal que u(z) = M, sendo
possivel z = . Considere ¢ € ~ estritamente entre yg e z, tal que |¢ — z| < dist(y, 99).

Agora, considere a bola B = B(q, p), onde p = dist(q, F'). Observe que

p < |q— z| < dist(y, 00).
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Logo, B C Q e, além disso, B C G por construgao. Desta forma, como F' é fechado, existe

p € FNOB. Observe geometricamente:

daB
y=¢§()€eF

zeF

peEF

Yo=350)€C v

Todas as hipdteses do Lema de Hopf sao satisfeitas. Portanto, a derivada normal em

p deve satisfazer
ou

contradizendo o fato de que p € F' é um ponto de maximo interior. =

Observagao A.1 Observe que a hipdtese ¢ < 0 nao pode ser retirada. De fato, considere
o conjunto

Q={(z,y) eR*0<z<m 0<y<m}

Definau : Q — R tal que u(x,y) = sinzsiny. Assimu =0 em 0Q. Note que para c(z) = 2
temos

Au+ c(r)u = —2sinzsiny + 2sinzsiny =0, em Q.

Por outro lado, u(m/2,7/2) =1 = maxu e claramente u nao é constante.

Teorema A.2 (Variagao do Principio do Mdzimo) Seja @ C R™ um dominio e u €

VVZ?): N C(Q) uma subsolugao do operador L, ou seja, Lu > 0, considerando o coeficiente

c < 0. Além disso, suponha

u< M em 00 (A.1)
e

limsupu < M. (A.2)

|z =00

Entao u < M em Q.
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Demonstragao: Defina

M’ = sup{u(z);x € Q}.
Seja (Yn)n C Q uma sequéncia tal que
u(yn) — M.

Temos entao duas possibilidades a considerar:

Caso (1) Suponha que a sequéncia (y,), possui uma subsquéncia convergindo para
algum ponto y € Q. Entdo, pela continuidade de u, segue que u(y) = M’. Deste modo,
pelo principio do maximo, Teorema [0.4] u é constante em 2. Entao existe uma sequéncia

(Tn)n C Q satisfazendo u(x,) = M’ para todo n € N, tal que
Ty — 0 ou |z, — +oo.

No primeiro caso a hipotese nos garante que M’ < M e no segundo caso a hipotese
[A2] nos garante o resultado.
Caso (2) Se nenhuma subsequéncia de (y), ¢ convergente em (2, entao existe uma

sequéncia (zy), C Q tal que
Ty — 0 ou |z, — +oo.

No primeiro caso, a hipdtese nos garante que M’ < M e no segundo caso, a hipotese
[A2] nos garante o resultado. =

O lema abaixo é usado vérias vezes durante a dissertacao, por exemplo no desenvolvi-
mento do método dos planos moéveis, pois nos garante a positividade da solu¢gao em um

determinado conjunto.

Lema A.1 (Lema de Hopf refinado) Sejam Q € R™ um conjunto aberto, u € C?(2) N

CY(Q) uma fungdo nao identicamente nula e ¢ € L*(Q). Suponhamos que

Au+cu <0, em
(A.3)

u>0, em Q.

Entao:

(i) Se para algum zo € OS2, temos que u(zo) = 0 e Q satisfaz a condigcao da bola interior
em xg, entao

v(zo) - Du(wo) = %

onde v denota o vetor normal unitdrio exterior.

<0,
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(i) Além disso,
u>0, em Q.
Demonstragao: Seja z = (z1,...,2,) € Q. Defina a fungio w(x)
A > 0 seré determinada posteriormente. Entao por (A.3),
—cu>Au = AlMw)
= wA(eM) 4 M Aw 4 2D (M) Dw

0
= Ay + 22N v + M Aw.
8331

Portanto, se A = ||C||1L/Oz entao

ow
—Aw — 22— > (\? > 0.
w )\8331_()\ +c)w >0

86

= ¢ M1y(z), onde

Logo, pelo principio do maximo forte [A.I] concluimos que w > 0 em 2. De fato, suponha

que para algum o €  obtemos w(yg) = 0. Como e 1 > 0, devemos ter u(yy) = 0.

Sabemos que v > 0 em Q, entdo 3y ¢ um ponto de minimo para w. Portanto, pelo

principio do méximo w =0 em €. Pela continuidade de w em (2,

devemos ter w =0

em {2, o que implica u = 0 em €2, o que é uma contradi¢gao, pois por hipétese u é uma

funcao nao identicamente nula. Logo, w > 0 em §.

Por hipdtese, existe xg € 99 tal que w(xy) = 0 e I satisfaz a condi¢ao da bola interior

em zg. Como w > 0 em £, temos que w(xg) < w(x) para todo x € €.

lema
ow

Desta forma, pelo

Como u(zp) = 0, entdo
0
o (@) = Du(ao) - viao)
ou ou
_ . Az -z U Az U
= (=Xe u(zo) + e 8561( )sn€ oz, (20)) - v(w0)
oz Ou
= A %(x[)%

o que demonstra (7). A tese (i7) segue do fato de w >0 em 2. m

A.3 Coordenadas Polares e o Laplaciano

Consideremos o espago euclidiano R™, onde n > 2 ¢ inteiro. Seja x

R™. Para cada 1 < k < n defina 7',% = 2?21 3:% e, para cada 2 < k < n,

Th—1 =TEpsind, e xp =1L cosb.

= (21,%2,...,2Tp) €

definamos

(A.4)
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As coordenadas polares do ponto (1, z2, ..., Ty) serao (ry, 02, ..., 0,).
Como exemplo, calculemos as coordenadas polares em dimensao n = 2. A partir das
formulas em (A.4]), considere z; = y, x9 = x, 19 = r e 3 = 0. As coordenadas polares

(r,0) sdo definidas por r? = z2 + 32,
y=x1 =711 =rsinf e x=x9=rcosh.

Analogamente pode ser feito paran = 3, onde as coordenadas polares (r, 6, ¢) sdo chamadas

coordenadas esféricas, obtendo

x = rsingsinb,
y = rsin¢cosb,
z = Trcoso.

Obtém-se uma férmula para o Laplaciano, analisando a expressao

9?2 0?2
52t 3
ors_, =3

Observe que para n = 2 temos, de fato, o Laplaciano. Para n > 2, a formula é usada de
forma recursiva, até obter o Laplaciano na dimensao desejada. Por conveniéncia, obteremos
o Laplaciano em dimensoes 2,3 e, por fim, exibiremos por indugdo uma expressao geral

para o Laplaciano.

Usando (A.4), podemos calcular o Jacobiano
INTn_1, ) Orp—1/0r,  O0x,/0r, sin ¢y, cos Py,
9(rn, ¢n) Orp—1/0¢, 0xyn/0¢ny Ty COS @y, —Tp SIN @y

O Teorema da Fungao Inversa, nos garante que as fungdes em (A.4), com k = n, possuem
inversa numa vizinha do ponto para o qual r,, # 0, ou seja, teremos r, = 7, (rp—1,Zn) €

&n = ¢n(rn—1,xy) em tal vizinhanga. Além disso, o jacobiano

O(rny@n) _ | Orn/Orn—1 06n/Orn—y | | singy, ot cos by, (A5)
Irp—1,2n) Orn )0z,  O¢pn/0xy, cos by, —r L sin by,
¢ a inversa de A(rp_1, on)/0(rn, ¢y). Utilizando os valores de ([A.5)), obtemos
875_1 - 3(2:: ain * a?nf: azn = sin ¢”ail Cojjna; (A.6)
e
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Deste modo

0? .o, 0% 2singpcosd, O O cos’¢, 02
T L e L S R o)
n—1 n n nn n n
cos ¢, O cos’¢p, 0  cosppsing, O
2 gy * n Tn r2 O’
e
0? 5, 0% 2cosgusing, 0 0  sin?¢, 0?
O A AT
cos ¢, O sin? ¢, 0  sin¢, cos ¢, O
2 O + n Tn r2 On

Finalmente, somando as duas equagoes obtidas, temos

P P 9 1P 10

— =4 -
D)
or2 | x2  r2 12042 rpra

(A.8)

Para n = 2, considerando r,_1 = y, , = T, 1, = 17 = V22 +y% e ¢, = 6, obtemos o

operador de Laplace em duas dimensoes

Ao o o 19 - S [ A.
+ +o— ro )t g (A.9)

0? 0? 02 10 iﬁ 10 (0 1 02
ox2  Oy: Or2 ror r200%2 ror

Para n = 3, considere y = x1, x = @2, 2 = 23, 0 = ¢o, ¢ = ¢3, T =13 e p= /22 + 1Y% =

ro = rsin ¢. Utilizando (A.9)), obtemos

02 0? 02
A = <8:z72+8y2>+822
22 10 190 0?
- <ap2+pap+pzae>+w
10 10 92 0?
B papwa(ﬁ(ap?*w)
rsing dp  r2sin? ¢ 902 or2  ror  r20¢2)’

onde usamos (A.8) para obter a tltima expressao. Finalmente, usando n = 3 em (A.6)),

obtemos uma expressao para En e concluimos que
0

A = ! (sin¢8+008¢8> ;ﬁ <82+18+182>
rsin ¢ or 0¢ 72 sin? ¢ 062 or?2  ror  r?2o¢?
02 20 cosp O 1 02 1 0?
= 2t e T g oe T o T 2ein? g 00
10 ,0 1 9 0 1 02

ng

2or or r2sin¢%81 %+r2sin2¢ﬁ'
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Quanto maior a dimensao, mais complicado se torna calcular uma expressao para o
Laplaciano. Para n > 2, considere a formula

—~ 9 & n-10

1 1 0 (,,0 1

=1 or, ory, 2

onde Agn é um operador diferencial envolvendo apenas variaveis angulares ¢, @3, ..., Op,.
Tal operador é chamado de Operador de Laplace-Beltrami. A expressao (A.10]) é validada
indutivamente. Suponha que a expressao ¢ valida para n — 1, entao usando (A.4), (A.6)),

e , obtemos

n—1
02 0?
A = Z oY
292 " a2
B 1 A n—2 0 N 9?2 n 872
N r2 snt Tp—1 Orp_1 Or2_, a2
_ #A _|_n7_2 sin¢> i+COS¢ni 4 872+i872+ii
© r2sin?¢, st Ty SID @y, "or, rn  Odn orz 12992 1, 0r,
? n—-10 1 1 0 0?
= 87_7214‘TnM+T‘?l(MASn—l—f—(n—Q)tan(bn%—f—%).
Considerando

1 0 0?2

Agn = Agnr + (n— 2) tan ¢y —— + 2
g, S g

temos o desejado.

)
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