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ABSTRACT

In this work, we will do some applications of the Moving Spheres method, a
variant of the method of Moving Planes, in order to obtain some Liouville-type
theorems and some Harnack-type inequalities in R”, as well as in the Euclidian half
space R’} . Our study focuses on, mostly, in the article written by Yan Yan Li and Lei
Zhan [32], as well as some references of the same article. We concentrate in studying
some properties of positive solutions of some semilinear elliptic partial differential
equations with critical exponent and giving different proofs, improvements, and
extensions of some previously established Liouville-type theorems and Harnack-type

inequalities.
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LISTA DE SIMBOLOS

R™ Espaco euclidiano n-dimensional n > 2, com
r=(r1,...,0,), ;; ER 1=1,... n.
R? Semi-espago em R" = {(z1,...,2,_1,2,) € R"| z, >

0}. Em nosso trabalho, faremos também uso da notacao
(r1,...,ZTn_1,t), ou ainda (2',t), onde x e R" L et >0
para representar um elemento do R} .

oY Fronteira do conjunto de pontos €.

Q Um conjunto aberto do R", nao necessariamente limi-

tado; €2 é um dominio se também é conexo.
Diyu = 0u/0x;, Derivada parcial da fun¢ao u com relacao a variavel x;
Vu = (Dyu,...,D,u) Gradiente da funcao u

Br(y) (Br) Bola aberta no espago euclidiano R™ centrada em y (na

origem) e raio R > 0, i.e., {x € R"| |z — y| < R}.

B} (y) Bola aberta no semi-espago R’} centrada em y e raio
R>0,ie,{z eR}| |z —y| <r}.

Bi(y) Br(y)n{z € R" | z, > T}



SUMARIO

' Bg(y)

9" B}(y)

co(Q)

CH(Q)

OBgr(y)N{x € R" | 2, = t}. No caso particular, quando

T = 0 denotaremos por 9’ B},

OBr(y)N{x € R" | z, > T'}. No caso particular, quando

T = 0 denotaremos por 9" B},
Conjunto de fungoes continuas em (2.

Conjunto de fungoes com derivadas parciais de ordem

menor ou igual a k£ continuas em ().

Juta)|

=0 [g()|

()]
2 lg(@)]

=0.

< C para algum C' > 0.

Ny —x)

| |

T+

denota uma constante dependendo apenas das quantida-
des que surgem nos parénteses. Em um mesmo contexto,
a mesma letra C' podera (eventualmente) ser usada de-
notando diferentes constantes dependendo do mesmo

conjunto de argumentos.
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RESUMO

Neste trabalho, faremos algumas aplicagoes do método Mowving Spheres, uma
variante do método Moving Planes, na obtencao de alguns teoremas tipo Liouville
e de algumas desigualdades tipo Harnack em R™, bem como no semi-espaco eucli-
diano R”. Nosso estudo se concentra, marjoritariamente, no artigo do Yan Yan Li
e Lei Zhang [32], bem como algumas referéncias do mesmo. Nos concentramos em
estudar propriedades de soluc¢oes positivas de algumas equagoes diferenciais parciais
elipticas semilineares com expoente critico e dar provas diversificadas, refinamen-
tos e extensoes de alguns Teoremas tipo Liouville e desigualdades tipo Harnack ja

estabelecidos.
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In this work, we will do some applications of the Moving Spheres method, a
variant of the method of Moving Planes, in order to obtain some Liouville-type
theorems and some Harnack-type inequalities in R", as well as in the Euclidian half
space R’} . Our study focuses on, mostly, in the article written by Yan Yan Li and Lei
Zhan [32], as well as some references of the same article. We concentrate in studying
some properties of positive solutions of some semilinear elliptic partial differential
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extensions of some previously established Liouville-type theorems and Harnack-type
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INTRODUCAO

Sente-se e espere o café.

Em nosso trabalho, estudaremos propriedades de solugoes positivas de Equacoes
Elipticas Semilineares com expoente critico. Daremos diferentes provas e extensoes
para alguns teoremas do tipo Liouville e desigualdades tipo Harnack. Nossas de-
monstragoes foram baseadas no artigo do Yan Yan Li e Lei Zhang [32], bem como
algumas referéncias do artigo supracitado.

No primeiro capitulo, introduzimos conceitos basicos para a leitura, tais como:
operadores elipticos, fungoes harménicas, super-harmoénicas e sub-harmoénicas. Enun-
ciamos alguns resultados referente ao Principio do Maximo e o Lema de Hopf, re-
sultados importantes para o desenvolvimento da leitura deste trabalho..

No segundo capitulo, estudamos teoremas tipo Liouville em R". Consideremos

o seguinte problema

— Au=n(n— 2)u%§, u>0, emR" (1)
Por um lado, para > 0, 7 € R*, n > 3, a funcao

=N ?

satisfaz (1). Todavia, o que apresentamos foi mais do que isto, as tunicas solugdes
continuamente diferencidveis do problema possuem a configuragao da funcao
definida em .

Mais precisamente, apresentamos uma demonstracao do seguinte Teorema Tipo

Liouville estabelecido por Caffarelli, Gidas e Spruck

Xiv
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Teorema |[L. Caffarelli, B. Gidas and J. Spruck, 1989] Uma solu¢ao de classe
C? de (1) ¢ da forma (2).
No terceiro e quarto capitulo, consideramos respectivamente os seguintes proble-

mas envolvendo equacoes semilineares mais gerais:

—Au=g(u), u>0, emR"n>3 (3)
e
—Au = g(u), u>0 em R?
du _ h(u) t=0,n>3 @
ot ST

Estes problemas tém sido estudado em [25], [17], [9], [16], [19], [33] e em suas res-
pectivas referéncias.

No terceiro capitulo, apresentaremos uma prova do seguinte teorema tipo Liou-
ville

Teorema Suponhamos que g satisfaca
(91) g é localmente limitada em (0, co);
(92) g(s)s~("2/("=2) & nio-crescente em (0, 00).

e que u seja uma solugao continuamente diferenciavel de (3. Entao uma das seguin-

tes alternativas é satisfeita:

i) Para algum b, >0, 7 € R", n > 3,

g(s)s™ D=2 = p(p —2pY D em (0, max ul;
ou
il) u = a para alguma constante a > 0, tal que g(a) = 0.

No quarto capitulo, apresentamos maiores detalhes da prova encontrada no ar-
tigo do Yan Yan Li e Lei Zhang [32], uma prova diferente para este resultado ja
estabelecido, a desigualdade tipo Harnack devido a R. Schéen [39], sem fazer uso do
Teorema tipo Liouville de Caffarelli-Gidas-Spruck.

Desigualdades tipo Harnack desta natureza em dimensao n = 2 foram estabele-
cidos por Brezis, Li e Shafrir [11], Chen and Lin [I5] and Li [30]. Paran > 3, Chen e

Li [13], [14] estabeleceram tais desigualdades tipo Harnack para fungdes mais gerais,

XV
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g(z,u). Em particular, estabeleceram uma versao mais fraca do seguinte teorema.

No quinto capitulo, sob hipoteses adicionais a presentamos uma desigualdade
tipo Harnack para problemas semilineares elipticos com naolinearidades mais geral,

bem como sua prova, baseada no artigo supracitado, i.e.,

Teorema Seja g : R — R uma funcao que satisfaca as seguintes propriedades
(g2) g(s)s~*+2/(n=2) ¢ nzo-crescente em (0, 00);

(g3) g é continua e positiva em (0,00) e supy_,, g(s) < oo, para
todo t > 0;

(g4) lim P g(s) existe e o limite pertence ao intervalo (0, co).
S5—00

e u uma solu¢do (continua) de
—Au=g(u), uw>0, em Bsg,

com

maxu > 1.
Br

Entao

(maxu)(minu) < C(n,g)R*™.
Br Bar

Sob hipoteses que g é localmente lipschitzianas em (0, 00), o mesmo resultado
foi estabelecido por Chen e Li (Teorema 1.2 em [13]).

No tltimo capitulo, abordamos uma desigualdade tipo Harnack no semi-espaco
euclidiano R}, sob condigoes naturais de fronteira.

Teorema Paran >3, ¢ € R, seja u € C'(B.) N C2(B:.) uma solugio de

n+2

—Au = n(n—2)ur2, u>0 sobre Bjy
0 n
8—1; = cun-z, sobre & Byp.

Entao para alguma constante C' = C(n, c),

(max u)(min u) < CR*™.
BY B,

Xvi



CAPITULO 1

RESULTADOS ELEMENTARES

Neste capitulo, enunciaremos definicoes basicas para o entendimento do nosso
trabalho, bem como resultados elementares, contudo fundamentais para a leitura
deste trabalho de dissertacao, tais como: Lema de Hopf, Principio do Maximo, pro-
priedades da transformada de Kelvin, propriedades de fungoes localmente limitadas

e a existéncia da funcao de Green para certos dominios.

1.1 Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas de Se-

gunda Ordem

Nesta secao, daremos a definicao de operador eliptico, uniformemente eliptico
e estritamente eliptico, bem como alguns exemplos. Enunciaremos também alguns
Principios do Maximo para o operador Laplaciano. No decorrer deste capitulo, €2
serd um subconjunto aberto do R™ e u serd uma funcao real duas vezes diferenciavel

em ).

Defini¢ao 1 (Operador Eliptico) Um operador L € eliptico, se é da forma

Lu= " a(2)Dyu+ y_V(@)Dyu+ c(x)u, o’ =a”,
j=1

i.j=1

onde x pertence a um dominio @ do R", n > 3 e a matriz coeficiente (a”(x)) ¢é

positiva. Em outras palavras, se A\(x), A(z) denotam, respectivamente, o autovalor



1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS ELIPTICAS DE SEGUNDA
ORDEM

minimo e mdzimo de (a”(x)), entdo
0 < M@)lgf < 3 a"(0)6 < Al
1,J

para todo £ = (&1,...,&,) € R"\ {0}. Dizemos ainda que L € estritamente eliptico
se A = X\g > 0 para alguma constante Ao > 0. Se A/\ € limitada em ), dizemos que

L € uniformemente eliptico em 2.

O conceito de operadores elipticos, estritamente eliptico e uniformemente elipti-

cos podem depender da regiao €2, como podemos observar nos seguintes exemplos.

Exemplo 1 Seja u uma fungao de classe C*(R?), o operador Dy + x5 Das € eliptico
no semiplano Ri, mas nao € uniformemente eliptico no mesmo espaco. Por outro

lado, o mesmo operador o é no dominio (a, ) X R, com 0 < a < ff < 0.

Exemplo 2 (Operador Laplaciano) Seja Q@ um subconjunto aberto do R™ e u
uma fungao de classe C?(Q). O operador laplaciano de u, denotado por Au é definido
como .
Au = Z Djju = divDu
j=1
E facil mostrar que o operador laplaciano é um operador uniformemente eliptico em
Q.

Uma fungao w é dita ser harmonica (sub-harmonica, super-harmoénica) em € se
satisfaz
Au=0 (>0,<0).

1.1.1 Lema de Hopf e Principio do Maximo

Nesta segao, enunciaremos o Lema de Hopf e alguns Principios do Méaximo (e do
Minimo) para o operador Laplaciano, o qual faremos uso ao longo de nosso texto. O
proximo lema (Lema de Hopf) é usado também na demonstragao de um principio do
Maximo forte para operadores estritamente elipticos, mas é de grande importancia
por si 86. Seja 2 um subconjunto do R", dizemos que (2 satisfaz a condicao da
esfera interior (exterior) se para cada yo € 99, existem r > 0, y; € Q (y. € R*\ Q)

satisfazendo as seguintes condig¢oes
B, (y;) CQ e 0B.(y;)N0Q ={yo}, (esfera interior)

B.(y.) CR"\Q e 0B.(y.)N2={yo}, (esfera exterior) .

2



1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS ELIPTICAS DE SEGUNDA
ORDEM

Quando um ponto zy € 0 é um ponto de maximo para uma certa funcao e 99 € C?,

sabemos que

@
ov

onde v é o vetor unitario normal exterior em xg.

(x()) 2 07

O Lema de Hopf diz que se u € uma subsolucao, entao vale a desigualdade estrita,

sob certas hipoteses.

Lema 1.1 (Lema de Hopf) Sejam Q) um subconjunto aberto do R™ e L um ope-
rador estritamente eliptico. Suponha que u satisfaz Lu > 0, em Q. Seja x¢ € 0N tal
que OS2 satisfaz a condi¢ao da esfera interior em xo e que u Seja continua em xg,
com u(xg) > u(x) para todo x € Q. Suponha que, pelo menos, uma das hipdteses a

sequir seja satisfeita:
1. ¢c=0;
it. ¢ <0 eu(rg) =0
iti. u(zg) = 0.
Entao, se existir a derivada normal em xq, teremos que

9
a—Z(xo) >0,

onde v € o vetor normal unitdrio exterior em xg.
Demonstragao: Ver [22], pagina 330.

Teorema 1 (Principio do Maximo Forte para o Operador Laplaciano) Suponha
Au >0 (<0) em Q e que exista yo € 2, tal que u(yo) = supgu (infqu). Entdo u

€ constante.

Demonstracao: Ver [26], pagina 15.

O Principio do Maximo e do Minimo Forte implicam imediatamente em estima-

tivas globais, chamadas principios do méximo e do minimo fraco.

Corolario 1.1 (Principio do Maximo Fraco) Sejau € C?(Q)NC°(Q) com Au
0(<0) em Q. Entao, se Q é limitado,

WV

sup u = sup u, infu=infu | .
Q o0 Q o0



1.2. TRANSFORMADA DE KELVIN E SUAS PROPRIEDADES

1.2 Transformada de Kelvin e suas Propriedades

Definicao 2 Dados z € R™ e A > 0, vamos definir a reflexao de y com respeito a
Ny — )

Y —aF também denotado por I)(y).

By(x) como sendo o ponto x +

Tal ponto possui uma propriedade geométrica interessante. Dados =z € R"™ e
A > 0, a reflexdo de qualquer ponto fora (dentro) da bola By(z) serd um elemento
dentro (fora) da bola supracitada e os elementos pertencentes a fronteira dessa bola,

permanecerao inalterados, quando sofrerem a acgao desta reflexdo (como mostra a

figura)
Figura 1.1: Reflexao de um ponto y Figura 1.2: Reflexao da reflexao de
com respeito a By(z). um ponto y com respeito a By(x).

Outra propriedade que iremos utilizar seré a seguinte proposicao

Proposicao 1.1 Sejam A >0 ey € R", comy # 0 ey & 0B,(0), entao

2—yl _
———— = =, para todo |z| = .
A2 A
Y]

Além disso, se |z| = A, entdo

B oY o toto0 < <A
.
ly|?
N IS
.
ly|?

Prova: A demonstragao desses fatos pode ser obtida de forma elementar, a partir



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

da seguinte expressao

oyl P2yl P [ 1P - 20.0) + P
)\Qy 2 ) /\2 /\4 )\2 |Z|2
p— | P20y a) + ~5 WP —2(y, ) + ¥
ly|? ly|? ly|? A2
Se |z| = A, entdo obtemos a primeira identidade. As outras duas relagoes sao

consequéncias diretas de

(=t 1) - (e ) = 22 (1- ).

Sejam z € R™ e A > 0, definimos a Transformada de Kelvin de u com respeito a

By (), denotada por u, \ como sendo

Uga () = (L)Hu (:v + wy_—;‘f)) . yeR"\ {a}.

ly — x| |y

1.3 Lema do Raio de Coincidéncia

O seguinte lema, que terda grande importancia no nosso trabalho, garante para
cada x a existéncia de um raio, que evidentemente, dependera do ponto x, tal que

a funcao fungao u coincide com sua transformada de Kelvin.

Lema 1.2 (Lema do raio de coincidéncia) Sejam v € C'(R"), n > 3. Supo-

nhamos que para cada x € R", exista A\(x) > 0 tal que

u(y) = Uz n@)(y), para todo y € R™\ {x}. (1.1)

Entao existem o > 0, B > 0, T € R", tais que

N (n—2)/2
o=+ (rmm)

Na literatura podemos encontrar o Lema [I.2] em uma forma mais geral

Lema 1.3 Sejam v € C*(R"), n > 1, v > 0. Suponhamos que para cada x € R,
exista A(x) > 0 tal que

uly) = < Az) )u <x + M) oy eRM {a}. (12)

ly — x| ly — x|?




1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Entao existem o« >0, B >0, T € R”, tais que

o v/2
0=+ (5 )

Provaremos o Lema[I.3] O Lema [.2]segue como caso particular, com v = n — 2.
Prova: Uma vez que (|1.2) é vélido para todo z, podemos notar que

B5) (= 525) o= (555 ()
Segue da equagio (T3) que

Ao i fut) = i ol (20 ) (o MO o)

lyl—o0 lyl—o0 ly —z ly — x|

paratodo x € R™. Note que A nao depende da escolha do z, pela propria definigao
do A. Se A =0, entdao u = 0. Caso contrario, entao a funcao u nao muda de sinal.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que A = 1 e u(z) > 0, para todo
r € R". Com efeito, basta fazer as mesmas operagoes com a fungdo w = u/A e
verificar que as demais identidades sao asseguradas para a nova funcao. De ,
observamos que u(y) — 0, quando |y| — oo e que u é uma fungao continua e
positiva, u possui um ponto de maximo. Para efeito de simplificagao, assumiremos
que u possui um ponto de méximo na origem.

Para x € R™, temos para |y| suficientemente grande

yl'uly) = M@”(Jﬂ_y@<x+§@ﬁg;zg

ly — x| ly — x|?

Usando a férmula de Taylor para a fungao ¢(t) = ( ) , temos que

ly—t|
v v vr -y -2 /\(I)Q(y — I‘)>
u(y) =A@ (1+ 252 10 ulz+ 522
tuts) = M) (14 5 01 ) u (4 2
Observe que
s0)=1 go)= L2 v

Pyt P



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

E como A = limy| o |y u(y), com A =1,

Pt -1 = i) (u (o + D) )

ly — |2

1 (M + O(’y‘l)) u (g; + w) (1.3)

|yl ly —

Tomando x = 0 na equagao acima e usando o fato de que u possui um ponto maximo

na origem, obtemos que

lim sup | (g1 u(y) — 1) <0, (1.4)
ly|—o0
Afirmagao: Para qualquer € > 0, existe M, tal que para qualquer |y| > M.,
existe T = z(y), satisfazendo

- M@y -7

T+ — =0 elz|<e (1.5)
ly —

Com efeito, sabemos que A(z) = u(z)~'/, para todo x € R™. Para qualquer
e € (0,1), seja M, > 1 tal que

(M, — 1) ' maxu(z) " < ¢

|z|<e 2’

entao, para todo |y| > M.,

Az)*(y — )
ly — x[?

~ e ly — | Mule) Y < (M- )7 I@ﬁf“(%)_”” < %

max
|z|<e

Dessa forma, por um argumento do grau usando a continuidade de u, existe T = Z(y),

satisfazendo (1.5). Com = = Z(y) em (|1.3)), obtemos

lim inf [y| (|y|*u(y) — 1) > —evu(0) maxu(z) .

ly[—o0 |z]<e

Fazendo € — 0, temos
lim inf |y| ([y["u(y) — 1) > 0. (1.6)
ly|—o0

Em virtude de (1.4) e (1.6]), temos

i lyl (ly["u(y) = 1) = 0. (1.7)



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Seja e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Para qualquer x € R", 1 < i <ne
t € R, sejay = y(z,t,i) € R™ definido de forma que

A2y — )

tei =
ly — x|

Tomando este y em (|1.3)) e mandando ¢ — 0, obtemos, em vista de ((1.7)),

du o . ulx+te) —ulx)  vr-eu(x)
Ox; (z) = i t - M2)?2

= —sz-u(x)H%.
Observemos que a igualdade acima é vélida para qualquer x € R?n. A partir desta
observagao, segue que

_1_20u 12 0u
v v

u(0) 0 (0) = u(x)™ "~ 0 (z) + v,

Assim, podemos ver o seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais,

u(w) P — Slap

81Ei

=0m i1=1,...,n.

Integrando com relagao a i-ésima coordenanda, obtemos

/zi : <u(:c)*2/”—z|3€|2) = 9Ty, T, Ty T, W),

onde g;(x1,...,%j-1,%j,Tj+1,...,T,) € uma fungdo que independe da variavel z;.
Dessa forma, para 2% = (xq,...,2% ..., 2%) obtemos
w(@) 2 —u(z®) — |r — 2% = gi(@y, w1, T T, )
Seja T = (29, ...,2%), assim obtemos
w(z) ™ —u(z) — |z — 2> = gi(d, ..., x0) = gul(T1, ..., T)

o que significa, ja que as func¢oes g; nao dependem da variavel x;

2 _u(z) — o — & = d,

u(z)
onde d é uma constante. Logo,

u(z) " =z — 7|+ d.



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Lema 1.4 Sejam u € C?(Q) e X > 0, a Transformada de Kelvin de u definida por

n—2 2 . 2 _
uz A (y) = <L> u <x + M) ., para todo x + Ay —2) €Q

ly — x| ly — x|? ly — x|

satisfaz a sequinte equacao

Auza(y) = (,@%x,) A ( ! %) |

Prova: Podemos supor, sem perda de generalidade, que x = 0, uma vez que o

operador laplaciano é invariante por translagoes. Denotaremos y = (y1, Y2, ..., Yn) €

Rne 2 2 2
(-2 )
ly|? 27 [yl?

a reflexao de y com respeito a bola By. Denotando por &;, a i-ésima coordenada de

&, obtemos fazendo alguns calculos simples:

o N ( yyk)
= 5., — 227
R ERNC T

Z@fj o A 4
oy, 8yk ‘4 o

Dessa forma,
Oy Oy 1
Z = 1gadik-
0¢; 06, |¢]
Pensemos £ como um sistema de coordenadas curvilineas ortogonal para y, deduzi-

mos que o tensor métrico do espaco Euclidiano em coordenadas curvilineas

Oy Oy 1
g]k €j7£]€ Z afj Gfk = @(Sﬂc

Isto implica que os coeficientes de Lame é

1

h gJJ(§J7§J) |§|2

Entao o laplaciano de uma funcao pode ser calculado

LA (H” hi au)
Au = — S I 5 Y. Sl
[T ]z_; 9y; h? 9g;




1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

que implica que
2n 1 é&i)
e Z o (i)

Usando a férmula
A(uv) = vAu + 2Vu - Vo + uAw,

Li(#%) _ Q%Q( L )+ 1 Ol
€[2= 9&; \ [€]*—* 9§ 9&; & \ [¢]" €2 07
e ? (1
- 5 (=) 3 (=)

Com isso concluimos, juntamente com a identidade

1 "L 9?2 1
Al ——) = - )=
(|5|n—2> Za@(mw) !

obtemos

que
N2 I 0%
Au — n+2 ( ) _ A
(v) i Z(%z 2 Y2 & Z o¢2
/\n+2 /\n+2
= WAUA(Q = MT_,_QAUA(Z/A>'
E assim,
)\2 A n+2
o () = () 2w
| |

Lema 1.5 Seja u uma funcio de classe C*(R"), tal que Au < 0, em R™. Entao
para cada X\ >0

ly —=[\"
todo |y — x| = A
Jin v < ( S u(y), para todo |y — x|

Prova: Pelo Lema [I.4] temos que

A n+2 )\2 o
—Auga(y) = — ( —~ ) Au (:r + —<y_ f)) > 0.
ly — x| ly — |

ou seja, uy ) ¢ uma funcao super-harmonica. Pelo Principio do Maximo, temos que

10



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

minfuly) = ly =l =3 = win{u (o4 LD gy =

ly — |2

- mi“{(|yix|)n_2“(“%> = }
(

A n—2 )\Z(y—x)
|y—x|) “(“ |y—as|2> ly—al<A

Utilizando argumentos de reflexao em relacao a bola de centro = e raio A, obtemos

que
. . A\ Ny —7)
min{u(y) : |y —z| =A} = min =7l u x+m Cly—x] <A
n—2
- m{(?) uly) |y—as|>x}
n—2

< (]y;)\x]) u(y), paratodo |y —x| = A

]

A seguir, provaremos que se para qualquer bola, a transformada de Kelivn de
uma fungao é dominada pela mesma, no exterior da bola, entao esta é constante,

mais precisamente:

Lema 1.6 Sejau e CY(R"), n>1ev >0. Assuma que

v )\2 .
<|yix|> u<x+ Iy(y—xlﬁ))gu(y)’ para todo A > 0,z € R", |y — x| > A.

Entao

u = constante.

Prova: Para z € R", A > 0 defina a seguinte fungao

A\ A2
Vp(2) = u(z + 2) — B u 1+Wz ;2 = A

Note que sobre a esfera |z| = A a funca@o v, ) é identicamente nula, mais precisamente

gt = o+ 2) = () u (o4 2) =0 (1)

2|

11



1.3. LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Usando (1.8) y = = + rz, A = |z|, obtemos

] |2[?rz
—ulx+ <u(zr+rz), paratodor > 1.

|rz| |rz|?
Consequentemente,
VUg2|(r2) 2 0,  para todo r > 1. (1.9)
Por e , segue que
d

e (Ug2(rz)) =0, para todo r > 1.
”

Fazendo os calculos, usando o quociente de Newton e fazendo o limite lateral quando

r tende a 1, com valores superiores a 1, obtemos
(e () wo
= —(u(x+rz)— |- u<x+—>
r=1 dr r r
1 v—1 1 1 1
= Vu(lx +rz)-z+v |- —u(x+z>+ - Vu(g;_;_f).i
r r2 r r r) r2

= 2Vu(z+2) -z +vu(x + 2) > 0.

o (tee(r2)

Desde que z e x sao arbitrarios, por mudanca de variaveis z = y — x, temos
2Vu(y) - (y — ) + vuly) = 2Vu(y) -y — 2Vu(y) - « + vuly) 2 0.
Dividindo a desigualdade acima por |z| e fazendo |z| — oo, temos
Vu(y)-0 <0, paratodor €R* e 6cS™

Segue que

Lema 1.7 Sejam u € C'(R}), n > 2 ev > 0. Assuma que

(!yix!>yu<x+%) < uly),

para todo X > 0,z € ORY, |y — x| = A,y € R}. Entao

u(z) = u(@',t) = u(0,t), z=(2',t) eRY.

12



1.4. FUNCOES LOCALMENTE LIMITADAS

Prova: Seja € OR} e A > 0 e defina

vea(2) = u(x +2) — (%)Vu (:E + %) , 2€RY |2 = A
Como no lema anterior, temos
2Vu(r + 2) -z +vu(x + 2z) > 0, para x € OR!, z € R
Fazendo mudanca de variaveis, obtemos
20, u(y’,t) - (v —2') + 20,u(y’,t) - t + vu(y',t) = 0, para 2’y € R" ' ¢t > 0.
Dividindo acima por |y’ — 2’| e fazendo |y — 2/| — o0, temos que

Oyu(y’,t)-0 >0, paratodo(y,t) eR} e e 5" 2

Segue que

dyu(y',t) = 0.

1.4 Funcoes Localmente Limitadas

Nesta secao, definiremos fungao localmente limitada, bem como alguns resultados

elementares acerca deste assunto.

Definicao 3 Seja Q2 um subconjunto do R™, uma funcao g : 2 — R € localmente

limitada em ) se para cada x € €, existe uma vizinhanga de x, N, tal que

sup{|g(y)| : y € N} < o0.

Proposicao 1.2 Seja 2 um subconjunto do R™, u: Q2 — R uma fung¢ao continua e

g : R — R uma fungao localmente limitada. Entao a funcao composta g ou € uma

funcgao localmente limitada em §2.

Prova: E suficiente mostrar que u é localmente limitada em cada subconjunto

compacto ' de €. Seja y € ) e considere a seguinte fungao

w2 Q= u(Q).

Q/

13



1.5. EXISTENCIA DA FUNCAO DE GREEN PARA ABERTOS LIMITADOS
DO RY

Como u é continua e €)' é compacto, entao u({2') também o é. Para cada z € u(Q?),

existe uma Vizinhan(;aﬂ aberta N tal que
lg(2)| < M., paratodo z € N,.

Observe que u(€Q') C U.cy) N, entdo como u(§)') é compacto, segue que

Denotemos para cada i = 1,..., N, N; = u~} (N;) Como u é continua temos que
{N;}¥, ¢ uma cobertura de vizinhangas (abertas) para Q. Seja yo € ' e considere
N; uma vizinha que contenha y,. Para cada y € N;, temos que u(y) € u(u™'(N;)) =

N;, pois u é sobrejetiva. Segue que,
lg(u(y))| < M.,, paratodoy € N;.

e o resultado fica provado. m

Como consequéncia imediata da demonstracao

Proposigao 1.3 Sejam €' um subconjunto compacto de R™ e g : Q' — R uma

fungao localmente limitada, entao g € limitada.

1.5 Existéncia da Funcao de Green para abertos li-

mitados do R"

Nesta secao, apresentaremos uma prova da existéncia da funcao de Green para
abertos limitados do R™, usando o Teorema de Hanh-Banach. A prova é devida a
Peter D. Lax [29].

(1.10)

Au = 0, em 2
u = f, sobre 0f),

onde €2 ¢ um dominio limitado do R"
A funcao de Green visa obter uma representacao integral da solu¢ao do problema
de Dirichlet (1.10]), em termos apenas de f.

Defini¢ao 4 (Fungao de Green) A fun¢io de Green associada ao problema de

LA existéncia da vizinhanca é devido ao fato de que g é localmente limitada.

14



1.5. EXISTENCIA DA FUNCAO DE GREEN PARA ABERTOS LIMITADOS
DO RY

Dirichlet para a equagao de Laplace em ) € dada por
G(z,y) =0y —x) — ¢.(y), para todox € eyc,

onde ¥ € a solugdo fundamental da equagao de Laplace em R™ e ¢,.(y), a parte reqular

da funcao de Green , ou seja, satisfaz para cada x € €2 o problema de Dirichlet

{Aygbm = 0, em () (1.11)

o:(y) = Oy —x), sobred,

1.5.1 Existéncia da Fung¢ao de Green

Neste sec¢ao, apresentaremos uma prova curta, devido a Peter D. Lax [29], a qual
se obtém devido a um argumento variacional, neste apenas dependéncia linear e
limitada das solugoes sobre os valores de fronteira é apresentado. Neste trabalho,

apresentaremos a prova para o caso 1 > 2.

Lema 1.8 (Poincaré) Suponha que Q C R" (n > 2) E] satisfaca a condi¢ao da

esfera interior e exterior. Entao, existe a funcao de Green associada a §2.

Prova: Seja B o subespago vetorial de C(0f2) formado pelas fungoes para as quais
o problema de Dirichlet admite solucao classica, a qual denotaremos por uy. Pelo

principio do maximo, para cada z € €2, a aplicacao

L,: B —-R
o= up()

a qual é uma aplicacao linear continua. De fato, seja f € B, entao
| Laf| = |ug(x)] < supuy = supuy = sup f = [|f]],
Q o9 o0

onde a antepeniltima igualdade é devido ao Principio do Maximo, o que implica
que a funcao L, é mondtona crescente.

Dividiremos a demonstracao em duas etapas:

1* etapa. Existe uma extensao linear continua de L, em C(9f2) que é mondtona
crescente.

Para isso, vamos utilizar a forma analitica do Teorema de Hahn-Banack

Lema 1.9 (Teorema de Hahn-Banach forma analitica) Seja E um espago ve-

2Faremos a prova para o caso n > 3, o caso n = 2 é semelhante.

15



1.5. EXISTENCIA DA FUNCAO DE GREEN PARA ABERTOS LIMITADOS
DO RY

torial normado e p: E — R uma func¢ao subaditiva e homogénea positiva, ou seja,
p(x1 + x2) < p(z1) + p(22),  para todo 21,24 € E,

p(Az) = Ap(x),  para todo x € E, X > 0.

Dados FF C E um subespago vetorial e um funcional linear T : F' — R tal que
T(z) < p(x), para todo x € F, entdo existe uma extensio linear T de T em E tal

que T(z) < p(x), para todo x € E.

Para cada = € 2, vamos aplicar o Teorema de Hahn-Banach com a funcao
Pz C(0Q) — R definida por

palg) = inf Lu(f)
feB

Afirmacgao: p, estd bem definida.

De fato, toda fungao g € C(02) ¢ limitada e para todo y € 992, ¢g(y) < supq g-
Como o problema de Dirichlet tem solucao para a funcao constante x € 0 +—>
Supyq g, ela pertence a classe B e assim o infimo na defini¢ao de p, € calculado

numa classe nao-vazia. Além disso,

P(g) <supg.
o0

Por outro lado, como para todo y € 99, g(y) = infyq g, se f € C(9) é um funcao
tal que f > g e f € B, entao para todo y € 99, f(y) = infsq g e segue do principio
do maximo que a solucao do problema de Dirichlet com dado de fronteira f é superior
a infgg g. Em particular, L,(f) > infsq g. Consequentemente, como a fungao f é
arbitréria,

«(g) = inf g.
P=(9) inf g

Segue imediatamente da definigdo que p, é homogénea positiva e L,(f) = f.(f),
para toda f € B. Para verificar a subaditividade de p,, sejam g1, go € C(052). Dado
e > 0, sejam f1, fo € C(99), tais que

fizg, [i€B epg)=L(fi)—€ (i=12).

Ora,
fitfoza+g efi+feB.

16
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DO RY

Assim, pela defini¢ao de p,(g1 + ¢2),

L.(f1+ f2) = Lo (f1) + La(f2)
Pe(91) + pa(g2) + 26

Como € > ¢é arbitrario, concluimos que

Pa(g1 + 92) < p2(g1) + pa(92),

ou seja, p, é subaditiva. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear
L, : C(09) — R que estende L, e tal que

Lo(g) <pulg), para todo g € C(29),

Em particular, L, ¢ monétona crescente, pois ¢ < 0 implica L,(g) < p.(g9) < 0.
Resta mostrar que o funcional L, ¢ continuo. Ora, para todo g € C(95), vimos que
p2(g) < supyq g. Assim,

L.(9) < p.(g) < SUp g.

Aplicando esta estimativa para a funcio —g¢, pela linearidade do funcional L, ob-
temos

_ < 3 )
Lw(g) X g}zfg

Consequentemente,

inf g < L,(g) <supg.
o0 99

de onde temos

1La(9)] < llgllcon).

o que prova que o funcional é continuo.

2% etapa. Dado x € (), seja
¢.(y) == L,(¥,), paratodoye R\ 9Q,

onde ¥, (2) := ¥(y —z), para todo z € R". Entao, ¢, se estende continuamente como
uma func@o em R”. De fato, dado y ¢ 0€, a aplicagao v, : z — ¥(z — y) pertence a
C(09). Logo, ¢, esta bem definida sobre R™ \ Q. Ainda, se y € Q, entdo 9, € B,

de onde segue que

¢.(y) = L.(9,) = 9(y —x), para todo y & Of). (1.12)

17
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DO RY

Seja y € €2, com h := d(y,0f2) < r, onde r > 0 satisfaz a condi¢ao da esfera exterior
e interior. Observe que existe um tnico ponto na fronteira de €2,5y que minimiza a
distancia entre y e 9. De fato, By(y) e B,(y1), da definigdo de condigao da esfera
exterior, devem estar no mesmo subespaco afim determinado pelo plano tangente
a 02 em yo. Como este plano tangente também tangencia Bj(y) e B,.(y;) em
Yo, € h < 7, entdo By(y) C B.(y1). Logo Bi(y) N o = {yo}. Além disso, temos
Y € [yo,y1], i-e., y esta no segmento que liga yo a ;. Como y # y; € y # y2, podemos
definir ¢ e y”, as reflexdes de y com relagdo a 0B, (y1) e 0B, (y2), respectivamente.

Nosso objetivo serd mostrar que, caso y esteja suficientemente préoximo de 02,

entao 1y e y” nao pertencem a 2. Isto sera feito com o auxilio do seguinte lema.

Lema 1.10 Sey € Q e d(y,00) < &

2, entdo y',y" & Q.

Prova: No caso de y” ndo ha problema, pois y € Q significa y & B,(y2) e, portanto,
2

5
que minimiza a distancia entre y e 0f2, entdo y € [yo,y1], mais precisamente y =

y1 4+ t(yo — y1), com 3 < ¢t < 1. Logo 3 = y1 + s(yo — 1), com 1 < s < 3. Em

y" € B,(y2). Vamos supor que y € Q e que d(y,00) < Se yg for o ponto

particular, |y — ya| <7 ey € B.(y2). =
Continuagao do Lema de Poincaré. Se z € 0N, entdo z ¢ B.(y1) N Br(y2).
Logo, aplicando a segunda parte da Proposicao (1.1, com as devidas modificacoes de

notagao, teremos

r 1 r

- < < p ,  para todo z € 010,
ly—welly” =2 " ly—2] " ly—wmlly — 2|

onde estamos supondo y € Q e d(y,00) < %. Se n > 2, segue da relagao acima que

n—2 n—2
r r
Vyr(z2) < 0,(2) < ¥,(z), para todo z € 0.
(!y—yz\) v () < 9l2) (Iy—y1|> v(2)

Como L, é um funcional linear monétono crescente, aplicando esse operador & ex-
)
pressao acima, as desigualdades serao mantidas. Como 3/, y” & €2, segue de (|1.12])

que

n—2 n—2
(1) -n<aw < () /-0 ptodosen
|y—y2| |y—y1|
(1.13)

Fixado gy € 012, observe que y — y implica que |y — y1|, |y — y2| — 7 e, portanto,
y',y" — y. Em vista de (1.13)), teremos

lim 6,(y) = 0(7 — ),
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para todo § € 0f2.
3* etapa. ¢, ¢ a parte regular da fungao de Green de 2.

Pela etapa precedente, sabemos que ¢, é continua em R” e
¢.(y) =9Y(y —x), paratodoz € Qg€ 0.
Sendo L, linear e continua, teremos
Ayo.(y) = L.(A,9,) =0, paratodo y € Q,

de maneira que ¢, é harmoénica em (). m
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CAPITULO 2

TEOREMA TIPO LIOUVILLE DE
CAFFARELLI, GIDAS E SPRUCK

Neste capitulo, apresentaremos uma prova devido a YanYan Li e Lei Zhang [32]
do teorema de Calffarelli, Gidas e Spruck usando o método moving spheres.

Para >0, 7 €e R", n > 3,

satisfaz a equacao

n+

— Au=n(n— 2)un773, u>0, emR" (2.2)

Todavia, o proximo resultado, teorema principal deste capitulo, nos revela que

estas sao as tnicas solugoes de ((2.2)).
Teorema 2 Uma solugdo de classe C? de é da forma (2.1)).

Este resultado fora estabelecido anteriormente sob algumas hipdteses adicionais,
tais como u(z) = O(|x|*™") para |z| suficientemente grande, o resultado foi estabe-
lecido anteriormente por Obata [35] e Gidas, Ni e Nirenberg [23]. A prova de Obata
¢ mais geométrica, enquanto a prova de Gidas, Ni e Nirenberg faz uso do método
moving planes. A prova de Caffarelli, Gidas e Spruck segue por uma variagao “me-
asure theoretic” do método moving planes. Tais teoremas tipo Liouville possuem
um papel fundamental no estudo de equagoes elipticas semilineares com expoente

critico, que inclui o problema de Yamabe, bem como o de Nirenberg.
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2.1. INICIO DO METODO MOVING SPHERES

O Teorema [2[ ¢ uma consequéncia dos seguintes lemas:

Lema 2.1 [[| Para todo x € R™, eziste \o(z) > 0, tal que u,x(y) < u(y), para todo
0< A< No(z) ely—z| = A

Dessa forma, considere para cada x € R"

>

(x) =sup{p >0 | uz(y) < u(y), para todo |z —y| >\, 0 < A < u}.
Pelo Lema [2.1}, A(z) esta bem definido e 0 < X(z) < oo, para cada = € R™.
Entao, mostraremos

Lema 2.2 Se A\(z) < oo para algum x € R™, entdo Uy 5 =uw em R\ {x}.

Lema 2.3 Se \(T) = oo, para algum T € R™, entdo \(x) = oo, para todo x € R™.

Lema 2.4 \(x) < oo, para todo x € R™.

2.1 Inicio do Método Moving Spheres

Nesta secao, apresentaremos em um primeiro momento a ideia da prova do pri-

meiro lema e apo6s a prova técnica do mesmo.

2.1.1 Ideia da prova do Lema

Podemos supor sem perda de generalidade, que x = 0. Usaremos u) para denotar

up,». Queremos mostrar que
ur(y) <uly), paratodo [y > A.

Para provarmos o presente lema, seguiremos a seguinte ideia. Primeiramente, ob-
servaremos que a funcao r"~2/2y(r, ) é radialmente crescente para r > 0 suficien-
temente pequeno, ou seja, existe ro > 0, tal que

a n—2

g ('r 2 u(r, 9)) >0, paratodo 0 <r <rg.

,

Dessa forma, usando o fato de que a funcao r"=2/2u(r, #) crescente para todo 0 <
r < 19, entao dado \ < ry, verificaremos que a desigualdade deseja é vélida, para
todo 0 < A < |y| < rg. Para concluir o resultado, ou seja, restara apenas verificar a
desigualdade para |y| > ro. Para tanto, usaremos o fato de que a fungao u é super-

harmonica e assim escolheremos um Ay > 0 adequado para concluir o resultado.

IEste lema nos afirma que o método das esferas moéveis pode ser iniciado.
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2.1. INICIO DO METODO MOVING SPHERES

2.1.2 Prova do Lema [2.1]
Primeiramente, afirmamos que existe ro > 0, tal que

0 [ n-
o <TT2U,(T, 9)) >0, paratodo 0 <r <.
r
Com efeito, como u é uma funcao positiva continuamente diferenciavel, para r’ > 0
fixado, temos que

inf u>0 e sup |Vu| < oo. (2.3)
0<[y|<r! 0<y|<r’

Calculando a derivada radial em coordenadas polares, para

TL—2 lnf T’u
O<r<ry= min{< ) 0<lyl< 7’/}

28upgpy(<p [V

obtemos
0 n-2 n—2 na n-z2 O
g (r u(r, 9)) = 5 u(r, ) +r Eu(r, 0)
— 5 (n ; 2u(r, 0) + Tagu(r, 6’))
> i (n_Qu(r,G) —r ﬁu(r,@)')

Usando o fato de que r <7r’/, obtemos que

n—2 n—4 - 2
% (rTu(r, 6’)) > rz (n 5 u(r,0) — rsup |Vu|)

n— - 2
> T (n 5 inf u — rsup |Vu])

n —
Usando 1D temos que —rsup |Vu| > —

% (T%QU(T, 9)) >0, paratodo0<r<rjefdecS"

inf u e dai segue que

Consequentemente, desde que u é radialmente crescente, obtemos

B /\n72 )\Qy
ux(y) = WU W <u(y), 0< A<yl <ro. (2.4)
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2.2. UMA CONDICAO SUFICENTE PARA O LEMA DO RAIO DE
COINCIDENCIA

Pela super-harmonicidade de u, segue do Lema

u(y) = (minw)rg~*[y[*™,  para todo |y| = ro.
o

Seja

1
: n—2
mingp, u
)\0 =To — < 1o-
maxg, U
Entao para todo 0 < XA < Ag e |y| = 7o, temos

A2 7"8_2 mingp, u
ux(y) < ’yfm(n%axu) < i 0
70

Combinando (2.4)), (2.5)) e (2.6)), segue que para todo 0 < A < A,

ur(y) <uly), |yl = A

(2.5)

(2.6)

2.2 Uma condicao suficente para o Lema do raio de

coincidéncia

Neste segao, apresentaremos a prova do Lema [2.2] o qual apresenta para cada

r € R a existéncia de um raio A(z), tal que a funcdo u, solucdo do nosso problema,

coincide com a sua transfomada de Kelvin com respeito a bola centrada em x e raio

A

2.2.1 Prova do Lema 2.2

Sem perda de generalidade, podemos assumir que x = 0. Desta forma, denota-

remos A = A(0), uy = ug e ¥y = {y : [y| > A\}. Queremos mostrar que uy = u em

R™\ {0}. Claramente, é suficiente mostrar

uy=u em M.
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2.2. UMA CONDICAO SUFICENTE PARA O LEMA DO RAIO DE
COINCIDENCIA

~2

A
De fato, seja 0 < |y| < A, entdo Wy €EXye
Y

usly) = (%)u (fy—f’)

Da definicdo de ), temos que

ux(y) <uly), paray e Xy.

Por outro lado, pelo Lema [1.4] para cada A > 0, o laplaciano da transformada de

Kelvin com respeito a bola B) satisfaz a seguinte equagao

Sendo u solugao de ([2.2)), temos que

n+2

—Auy =n(n—2)uy™>, A>0.

Dai,
ntz  2E
—A(u—uz) =n(n—2) | ur—2 —ug >0, emXy. (2.7)
Se u —uy = 0, em Yy, obtemos o resultado. Caso contrario, segue da super-

harmonicidade da funcao u — uy e pelo Principio do Méximo Forte que
u(y) > ux(y), para todo y € Xy.

Seja ¢(r) = — (u — uy) (z). Para cada zg € 0By, temos que ¢(xy) = 0 > ¢(x), para
todo x € X5. Pelo Lema de Hopf, segue que
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2.2. UMA CONDICAO SUFICENTE PARA O LEMA DO RAIO DE
COINCIDENCIA

onde v denota o vetor normal exterior a 0By. Dai

; o

¢ (|a:o| —aﬂ) s (muﬂ)
!%’0’ |5’30‘

2%
1
(=]

"22%

o
0
=~ T or (o)
ie.,
%(u — uy)(z) > 0, para todo = € 0Bx.

Pela continuidade do gradiente e pela compacidade de 0By, temos que

%(u — uy) >b>0. (2.8)

BBX

Ainda pela continuidade do gradiente de u, existe R > X, tal que

ﬁ(u —uy) =

3 > 0, paratodoxg)\gR, A<r<R.
,

| o

Consequentemente, desde que u — uy = 0 em 0By, temos que
u(y) —ur(y) >0, paratodo A< A< R, A<|y <R (2.9)

Seja ¢ = mingp,(u — uy) > 0. Combinando a super-harmonicidade de v — uy e o

lema obtemos que

CRn—Q
u(y) — ux(y) = Ty para |y| > R. (2.10)
Dessa forma, da inequacao (2.9)), obtemos
cR"2
u(y) —ualy) > T (ux(y) —ux(y)), paraly| > R. (2.11)
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2.2. UMA CONDICAO SUFICENTE PARA O LEMA DO RAIO DE
COINCIDENCIA

Pela continuidade uniforme de u em Bp, existe 0 < € < R — X tal que para todo

A<A< A+
Ay ~n—2 X2y cR
A2y <—> - A u|l—=]|<—, paralyl = R.
o <m2 2 i
Segue de (2.11)) e da desigualdade acima que
u(y) —ua(y) >0, para A< A< A+e |yl >R (2.12)

As estimativas (2.9) e (2.12) violam a defini¢do de .

2.2.2 Prova do Lema 2.3

Desde que A\(Z) = oo, temos que
uz A (y) <u(y), paratodoA>0ely—7| > A

Afirmamos que

lim [y|"?u(y) = oc.
ly|—o0

De fato, sejam A > 0, entao para todo |y —T| > A

e () (7 D) <

— T ly — xf?

n—2
A""2 lim inf ( |y|_ ) min v < liminf |y|" " ?u(y).
lyl=oo \ |y — | By@  yl-oo

Como A > 0 é arbitrario, segue a afirmacdo. Por outro lado, se A(z) < oo para
algum = € R", pelo Lema [2.2]

lim [y Pu(y) = lm Jy" w5 () = Ma)"u(z) < oo,

ly|—oc0 ly|—o0

o que é uma contradigao.

2.2.3 Prova do Lema 2.4

Provaremos o Lema[2.4] por argumento de contradigdo. Suponha que para algum

7 € R", tenhamos \(T) = co. Dessa forma, se A\(Z) = oo, para algum 7, entdo pelo
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2.3. PROVA DO TEOREMA 1

lema anterior \(z) = oo, para todo = € R, i.e.,
uz A (y) <uly), paratodoA>0exzeR" |y—z| >\
Pelo Lemma [1.6] isto implica dizer que u = constante, uma contradigao, ja que u é

solucao de ([2.2)).

2.3 Prova do Teorema 1

Pelo Lema temos que A(x) < oo, para todo x € R™. Dessa forma, pelo Lema
, U, 5 = v em R™\ {z}, para todo z € R". Isto nos garante a condigio [1.2do
Lema [1.2] com v = n — 2. Como consequéncia do mesmo lema e sabendo que u é

uma solugao positiva de (2.2)), segue que existem «, > 0 e T € R", tais que

o (n—2)/2
o -(rp=r)
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CAPITULO 3

ALTERNATIVA PARA SOLUCOES DE
EQUACOES COM NAO-LINEARIDADE

Neste capitulo, estudaremos as solugoes positivas de um teorema tipo Liouville

para equagoes semilineares com nao-linearidade mais gerais, ou seja, as solugoes de
—Au=g(u), u>0, emR" (3.1)
com hipoéteses adicionais sobre a funcao g.

Teorema 3 Suponhamos que g satisfaca as sequintes condicoes:

(g1) g € localmente limitada em (0, 00);

(92) g(s)s~("2/("=2) ¢ ngo-crescente em (0,00).

e que u seja uma solugdo (continua) de . Entao teremos uma das sequintes

alternativas

. Para algum b, > 0, T € R", n > 3,

n—2

L =
bulz) = (1 + p?|z —Tlg)

g(s)s™ D=2 = p(p — YD em (0, max ul;

ou
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3.1.  INICIO DO METODO MOVING SPHERES

it. u = a para alguma constante a > 0, tal que g(a) = 0.

Notemos que o Teorema estabelece que a solucao do problema em questao possui
simetria radial. Esta foi estabelecida, sob hipoteses adicionais, por Caffarelli, Gidas
e Spruck em [12]. Neste artigo, a fungao g era uma fungao positiva e localmente
lipschitziana em (0, 00), o Teorema 3 foi estabelecido por Chen e Lin [13]| e por
Bianchi [9]. A exigéncia sobre g em ser localmente lipschitziana foi enfraquecida
por localmente limitada por Chen e Lin em [I6]. A prova que exibiremos neste
capitulo, devido a Yan Yan Li e Lei Zhang [32], tem em sua esséncia a prova de
alguns lemas jé provados no capitulo anterior, fazendo as adaptagoes necessarias em

alguns argumentos.

3.1 Inicio do Método Moving Spheres

O préximo lema permitir-nos-4 iniciar o método moving spheres sob as condigoes

do Teorema 3.

Lema 3.1 Para todo x € R", existe A\o(x) > 0, tal que u, z(y) < u(y), para todo
0< A< Xo(z) ely—z| =

Desde que nao podemos usar a super-hamonicidade de u, pois g nao é necessa-

riamente positiva, necessitamos provar que

liminf (|y|" ?u(y)) > 0. (3.2)

ly|—o0

Com efeito, uma vez provado ({3.2), temos ao invés de (2.5)), a seguinte expressao

u(y) = coly/* ™, para algum co >0 e |y| > 7. (3.3)

(n — 2) infociy<1 u}

Por outro lado, sabemos também que existe 0 < ry < min < 1,
28upgcpy<1 VU

tal que
ux(y) < u(y), para todo 0 < A < |y| < 7o. (3.4)

1 1
1N — n—2 n—2
. mlnBT/\BTO u Co
A =min rg [ ————— N — ,
maXETO u maXETO u

onde ¢y > 0 é o mesmo expresso em (3.3)). Entao

ANTP N a2 =2
ux(y) = (—) u ( z) <2 — maxu < TO—_Qimin u < u(y), (3.5)
vl lyl yl"=2 B, Y™ 2 BBy,

Seja
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3.1.  INICIO DO METODO MOVING SPHERES

/

para todo 0 < A < Ag e 19 < |y| < /. Por outro lado , para todo 0 < A < Ao e

r" < |y|, temos

us(y) = <i>n_2u (A2y> <N maxu < ey <uly). (36)

|y| |y |y|"—2

Combinando (3.4)), (3.5) e (3.6) obtemos a expressao (3.2). Como segue, estabele-
ceremos a desigualdade (3.2). Seja

O={y:uly) <y "}

Se O for vazio, entao o resultado segue. Caso contrario, por (g2),

u(y) R guy) = (W12 " g (™) = 9(1), y€O\ By
Segue que

9(u(y)) - min{0,g(1)}
Ty

, para todo y € O\ By.

e dessa forma

C
—Au(y) + WU(?J) >0,y €O\ By,

onde C' = max{0, —g(1)} > 0. Seja

Ey) =yl + [yl (3.7)

Calculando o laplaciano da funcao acima, obtemos

CAE(y) + & () = —(n = DIyl ™ +C (Jy ™ + ]y ™).

Por conseguinte, para R suficientemente grande

C _
—Al(y) + PR (y) <0, paratodo |y| > R

Escolha € = i_ > 0, entao
1+ R

u(y) = €(y), para |y| =

u(y) = €(y), paray € 90.
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3.2. CONDICAO LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Como resultado, u — €€ satisfaz

—A(u—ES)—l—%(u—Eﬁ) > 0, em O \ By,

’ (3.8)
0, sobre 0(O \ Bg).

Além disso,

liminf (u(y) —€(y)) > liminfu(y) — limsup€(y)

ly|—o0 ly|—o0 ly|—o0

> —¢ lim £(y)

ly|—o0

0.
Pelo Principio do Méximo, u — € > 0, em O \ By, e dessa forma

im 1 n—2 LU —|,,|n—2
lim inf (jy|" u(y)) > lim inf (ely|" () > 0.

lyl o0 ly|—o0

Estimativa (3.2)) segue imediatamente.

3.2 Condicao Lema do Raio de Coincidéncia

Seguindo as etapas do teorema do capitulo anterior anterior, definamos para cada
reR"

M) = sup{p > 0: upx(y) < u(y), para todo |y — x| = A, 0 < A < u}.
Pelo lema anterior, A\(x) esta bem definido e 0 < A\(z) < oo, para cada = € R™.

Lema 3.2 Se A\(z) < oo, para algum x € R, entdo Uy 5 = uw em R\ {x}.

3.2.1 Prova do Lema 3.2

Seguiremos a prova do Lema e apenas faremos as modificagoes necessarias.

A transformada de Kelvin da funcao u, u) satisfaz a seguinte equacao

R e
= () o Gr))
B (ﬁ)nﬂg((%)nﬂ“x@)), y € ).
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3.2. CONDICAO LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

0 = {y € Xyu(y) < mm{(%)n ,Q}U/\(y)}.

Seja

Entao, ao invés de (2.7)), temos

n+2

;mAu;, em O. (3.9)

_n4+2
u 2 Au < u

Escrevendo ¢,(y) = su(y) + (1 — s)ux(y), temos por (3.9) que

0> [ 2 (00) Fanw)ds (310

(/ bs ngs) (u — uy) _nt2 (/ bs "~ 2A¢sds) (u—uy), em O.

Estabelecemos (12.8) da seguinte forma, para y, € 0By,

1. Se 5
5y (4= ux) (o) = (n = 2uly),
’
entao como u é uma funcao positiva, segue que

A= ) (u0) > 0

2. Se o
o (u—uy) (v0) < (n — 2)u(yo),

entao

2 ((%) ux(y) — u<y>>

Em qualquer caso, temos que a fungao

= (n—2)u(yo) — % (u — uz) (yo) > 0.

Y=Yo

(1yl/2)" " usly) — uly)
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é radialmente crescente para A < |y| < A +e. Dai,

(%) us(y) — uly) > 0,

para A < |y| < A+e, ja que (|y|/X)n_2 ux(y) —u(y) = 0, em 0Xy. Entdo para algum
0 >0, Bs(yo) N X5 C O. Pelo Lema de Hopf, (veja [3.10))

(= ux) (o) > 0

e pela compacidade de 0By, temos

0

E(u—ux) >b>0. (3.11)

BBX

Pela continuidade do gradiente de u, existe R > )\, tal que

9 ) >

3 > 0, paratodoXé)\gR, A<r<R.
,

o | o

Consequentemente, desde que u — uy = 0 em 0B5,, temos que
u(y) —ur(y) >0, paratodo A< A< R, A<|yl <R (3.12)
Agora, ao invés de (2.10)), estabeleceremos a seguinte estimativa

liminf |y|"?(u — uyx)(y) > 0. (3.13)
|y|—o00
Uma vez que estiver demonstrado, o resto da prova do Lemasegue de forma
analoga ao Lema . Notemos que u > min{(R/\)""% 2}us, em 5 \ (O U Bg),
onde min{(R/\)"2,2} > 1. Além disso, por e principio do méaximo forte,
u—uy > 0, em O. Para provar , observe que para R suficientemente grande,
temos
us(y) < uly) < 2uz(y) < Clyl™ <1, paraye O\ By (3.14)

Com efeito, para que a primeira desigualdade seja satisfeita, basta tomar R > . A
segunda desigualdade, segue imediatamente do fato que y € O. Finalmente, para
que a tltima desigualdade seja satisfeita, basta escolher R > max{1, N maxg u},

entao

N\ (N o pn—2 —n—2, 9_p
2u(y) =2 () w5 | <2yT"A maxu< Ryl
Y| Y| Bx
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3.2. CONDICAO LEMA DO RAIO DE COINCIDENCIA

Segue por (g2) e do fato que u é solugao de (3.1)) que

nt2 C
Au=—g(u) < —g(l)ur—2 < = em O\ Byg.

Por outro lado, por (3.14) temos que (|y|/N)" 2us(y) e (Jy|/N)"2u(y) estdao em um

subconjunto compacto de (0, 00)

1 c
 Cuy) <, yeO\B50<s<1
Cly[n—2 ly[2 A

e pela equacao de usy,

|Auy| < em O\ Bg.

ly| 2’

Por (3.10) a as estimativa acima, temos, para alguma constante positiva C

¢ (u—wuy) > 0em O\ Bg.

—Au —uy) + —
(=)

Seja € dado em (3.7). Entdo para R suficientemente grande,

C _
—Al(y) + Wf(w <0, paralyl >R

Desde que u —ux > 0 em O e

N mi
ming_u

, em O \ Bp,
g \ B

(u = ux)(y) = uzly) =
existe € > 0, tal que
(u—ux —€)(y) =0, sobre J(O\ Byp).
Pelo principio do méximo,
(u—ux =€ (y) 20, em O\ Byp.

Segue que
liminf |y["%(u — ux)(y) = € > 0.

yeO
ly|—o0

Por outro lado, para algum ¢, > 0,

lim inf |y[" 2 (u — ux)(y) = € lim |y[* uz(y) > 0.
|?ZjiE—Rioo ly|—o0

34



3.3. PROVA DO TEOREMA 3

Estimativa (3.13)) esté estabelecida.
Lema 3.3 Se A\(T) = oo para algum T € R™, entio \(x) = oo para todo v € R™.

Ressaltamos que a demonstragao do Lema ([2.4)) também é valido sob as condigoes

do Teorema 3

3.3 Prova do Teorema 3

Segue do Lema e que A(z) = oo para todo z € R, ou 0 < A(z) < oo,
para todo # € R"™. No primeiro caso, u = constante, pelo Lema [I.6l No segundo

caso, segue do Lema que u, x.,) = U, para todo x € R™. Consequentemente, pelo

Lema [T.2]

n—2

o= (rr)

com «, 3 > 0. Entao para alguma constante ¢ > 0,
n+2

—Au = cur—2 = g(u),

donde segue o Teorema [3|
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CAPITULO 4

DESIGUALDADE TIPO HARNACK DE
R. SCHOEN

Neste capitulo, apresentaremos uma prova diferente da desigualdade tipo Har-
nack de R. Schéen, devido a Yan Yan Li e Lei Zhang [32]. Apresentaremos maiores
detalhes desta prova, a qual é baseada no artigo do Yan Yan Li e Lei Zhang no
artigo supracitado. Anteriormente a Yan Yan Li, este resultado foi provado fazendo
uso do Teorema Tipo Liouville de Caffarelli, Gidas e Spruck (Teorema 1). Ao invés

disso, utilizaremos o método moving spheres, usando um argumento de contradigao.

Teorema 4 ([39]) Para n > 3, seja u € C*(Bsg) uma solugdo positiva de

n+2

— Au=n(n—2)ur2, em Bsp. (4.1)
Entao
(max u)(minu) < C(n)R*™". (4.2)
Br Bar

4.1 Prova do Teorema 4

A prova sera feita usando argumento por contradicdo. E suficiente provar o
Teorema 4] para o caso particular R = 1. O caso geral segue trabalhando com a
funcdo u(y) = R~"2/2u(R™1y).

Suponha que para cada inteiro j = 1,2... existam solugoes u;, tais que

u;(T;) minu; > 7, (4.3)

B2
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

onde u;(T;) = maxp, u;. Aplicando o Lema para a funcdo u = u; (- +7;), a

qual é continua em By, com a = (n — 2)/2, encontramos z; € By, tal que

wy (T; +7;) =272 max {u; (T; + y) : y € Bo, (7))}, (4.4)

1 ~ : ~ . . :
onde 0; = 5(1 —|z;]). Seja x; = T; + T;, entdo temos da equagao ‘) que existe
z; € B1(T;), tal que

uj(x;) > 92"7 max {uj(y) |y € Baj(a:j)} )

e
2-n 2-n
(07) 7 uy(z;) 2 277 w;(T)), (4.5)
onde ressaltamos que
1 - 1 _ 1
0j=5(1=15)) =5 A -lz -7 < 5. (4.6)
Combinando (4.5 e (4.6]), obtemos
1 ”T*Q 2-n
—=suj(xy) = 0,7 ui(zy) =272 uy(xy)
2
o que implica dizer
uj(@;) = u;(T;). (4.7)
Definamos v; := u; (xj)%, segue da expressao 1) obtemos
2 1 2
7= ug(eg) oy 2 uy(Tg)
) .
> 5 | u;(7;) minwu;
2 Bo
1.
> —jn2, 4.8
- (4.9

Definamos

onde I'; := uj(xj)ﬁ.

Para cada y € Br;, temos

T+ ——
2
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Além disso,

—Aw; = — 1 U; | Ty —r
Aw;(y) A (uj(xj) ! ( ]+uj($j)"22>)

1
= Ay (%’ + Lz)
uj ()= uj(z;) =2

Como u é solugao de (4.1)), temos que

1 Y 2
—Aw;(y) = n(n—2)——zy (%’ + —2)
uj(;) =2 uj ()2
e portanto, ,
n+2
—Aw; =n(n—2)w;™, w; >0 em Br,.

Temos também que

uj(x;) > 23" max {uj(z) | € B,,(x;)}

WV

= 22_2nmax{uj (JJJ—FLQ) | T € ij}.
uj(z;) "=

1 =w;(0) > 27" max {wij(z) | = € By, }.

Para |y| =T, temos por (4.5)) e (4.7)

Dessa forma,

1 Yy
minw; = ——minu;| x4+ —"—1| : y € IBr.
oy () { ’ ( ’ Uj(ifj)"iz) ! FJ}

= ! min < u; S . (T
N u;(x;) { ’ (Uj(l'j)ni2> ' yE@Bj( j>}

— uj(lxj) min {u; (y) : y € O0B(L; 'z;)}

38
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Observe que 831(1"]-_1%«) C Bs. Com efeito,

0 ey | ST 435 =

Mas por (4.8]), temos

donde concluimos.

Segue que

Em sintese, temos

4.1.1 Limitacao uniforme da sequéncia de solugoes {w;}

uj(2;) 2

min w;
dBr,

AYARV/AN

1 _ ~
i|$j+$]‘|,
U \T; n—2

em Brj

em B%.

J I’?’", em Br,

(4.10)

Até entao, construimos solugoes {w,} da equagdo (4.1) que estdao definidas em

bolas de raio suficientemente grande. O proximo passo é mostrar que esta sequén-

cia possui uma subsequéncia convergente na norma C? em qualquer subconjunto

compacto do R™. Este resultado seréd deduzido pelo seguinte lema

Lema 4.1 Seja w; definido como em , entdo

s |

() S ¢

onde C' € uma constante independente do indice j.

Prova: Em B, , temos
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

|Aw;| = n(n—2)wn—2

Consequentemente para todo p > 1, temos
A'LU]' < Lp(B,yj).

Pela regularidade dos espagos LP, temos que para qualquer subconjunto aberto €2 CC
B

Vi

w; € WP(Q).

Pelo Teorema de Morrey e por l} segue que w; € C% (B%. /2), implica que
Aw,; € coe (B%./g) , onde0<a<l.

Dessa forma, pela regularidade dos espagos C?, obtemos que w; € C*% e

0l (s, < € (180lonas, )+ 0ilags, )
< O

[ |
Pelo Lema (4.1), vemos que {w;} é uma sequéncia uniformemente limitada em
O (B%, /4), que significa que as funcoes w; e suas primeiras e segundas derivadas
sao equicontinuas. Dessa forma, pelo critério de compacidade de Arzela-Ascoli,
obtemos uma subsequéncia que denotaremos por {w;} que converge uniformemente

para alguma w € C%(§2), onde 2 CC R™ e w é uma solugio positiva de (4.1)).

4.1.2 Transformada de Kelvin para o operador laplaciano

Para x € R", denotaremos por w;,  a Transformada de Kelvin de w; com

respeito a By(z), i.e.

A\ Ny — )
Wy e\ = (H) wj (1' + —ly — x|2 ) ;Y €& BFj(x)\B)\(Z’)'
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Pelo Lema e o fato que de w; é solugao de (4.1))

—Awjaa(y) = <|x i y|)n+2 {_ij (w " H) }

= nn—2w!?(x+ —-=72-
(7o) o2 o P

n+2

= n(n— 2)wj"773. (4.11)

Queremos comparar, para qualquer z € R", w; com w;, . Para 0 < A < %Fj,
seja » ..\ = Br,(2) \ B, (z). Notemos que para x # 0, tem-se que Biy, (x) C Br,
para j suficientemente grande. Isto se deve ao fato de que I'; = 0o, quando j — oo.

Para cada y € definamos a seguinte funcao

7y,
Can(y) = w;(y) — wjz(y).

Entao por (4.10) e (4.11]), obtemos

n+2 n+2

—Ajpn =n(n—2) (w;‘z — w;f)\) ,em X

Podemos supor sem perda de generalidade que x = 0. Para x # 0, os argumentos
sao andlogos. Com a finalidade de simplicar a notagao, usaremos a notacao w; x

para denotar w; x, ou seja,

Assim, usaremos as notagoes (;x,w;\ € X; para denotar (o, Wjox € 2o\, Tes-

pectivamente.

Inicio do Método Moving Spheres

O préximo lema diz que podemos iniciar o Método Moving Spheres.

Lema 4.2 Para todo x € R", existe \;, > 0 suficientemente pequeno, tal que
CGaxr =0, paratodo 0<A<\,eA<|y—z|<Ty.

Prova: Podemos supor sem perde de generalidade que z = 0. A prova do presente
lema sera feita com base nas seguintes afirmagoes. Mostraremos que a desigualdade
¢ valida para |y| < R;, com R; suficientemente pequeno, depois mostraremos que a

desigualdade ¢ ainda valida para |y| > R;, como segue
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Afirmacao 1 Euxiste R; <T';, tal que para X < |y| < R;, temos (j, >0

Pelo fato de que w; ¢ uma fungao positiva e continuamente diferenciével, temos que

inf w; >0e sup |Vw;| < oo.
0<]y|<1 0<|y|<1

Definamos a funcao h;(r,0) = r%wj(r, 0), calculando a derivada radial em coorde-

(n — 2) info<|y|<1 lUj
28Upgjy|<1 |V,

nadas polares, obtemos para 0 < r < R; = min {1,

0 n—2 n—4
L0 = "SRy, 0) +rF S ()
n—4 —2
= rz (n 5 w;(r,0) + wj r,0)
> (";2wj<r,e> i) )
n-4a [N —2
> r2 5 wj(r, ) — rsup |Vuw,|
na (N —2,
> oz ( inf w, —rsup|ij|>

> 0.

Portanto, temos que para 0 < A < |y| < R;, que (;\(y) = 0. Com efeito, desde que

a fungao h;(r,w) é radialmente crescente para 0 < r < R;, entao para 0 < A < |y| <

R;, temos que
) () - G ) < () =i
— wj|—5]=h Yy = ly| 2 w;(y).
() = (o o Tot) S hy) =T el)
M\ 2y
() o (p) <o

wia(y) = (ﬁ) - w; (%) < w;(y).

Afirmacao 2 FEwiste 0 < \; < R;, tal que para 0 < XA < Aj, temos

ou seja,

Portanto,

Gialy) =20,  para todo R; < |y| < Ty
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Seja

1

ming \p, W;\ "2
)‘j = Rj <—FJ = > < Rj.

MaXp, W

Entao

n—2
hy .
<—) maxw; = min w;.

BR, Br;\Bg;

Entao para todo 0 < A < \j e |y| > R;, temos

n—2 2
wiry) = (i) wj (A—‘Z)
Y| |y
A\ A2y
< (&) m{o(GE)wen)

< (Ej) max w;
J Br;
= _min w
Br;\Br;
< w;(y).

Combinando as duas afirmacoes anteriores, obtemos que
(x>0, paratodo 0 < A< A\ e A< |y| <Ty.

Dessa forma, definamos
Aj(w) = sup{0 < p < Tj;w;.A(y) < w;(y), para todo y € Bj,n e 0 < A < u}.

Mostramos agora que Xj(m) ¢ ilimitado para todo x € R™ para j suficientemente
grande. Isto serd obtido por uma aplicacao do Principio do Maximo Forte e o Lema
de Hopf.

Lema 4.3 Para todo x € R",

lim \;(z) = oc.
Jj—o0

Prova: Sem perda de generalidade, podemos provar apenas para o caso r = 0.
Esta prova sera feita com argumento de contradigdo. Suponha que (a menos de uma

subsequéncia) exista C' > 0, tal que

A <C <7, paratodojeN (4.12)
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

onde C' é uma constante que independe do indice j. Aqui estamos usando o fato
de que v; — oo, quando j — oco. Para obtermos uma contradi¢ao, necessitaremos

apenas mostrar que

Gx, () >0, ye T\ 0By (4.13)
e
Wj(y) > (0, paratodoy € 8B§j (4.14)

De fato, da equacao (4.14]), da compacidade de (’“)ij e da continuidade do gra-
diente da funcao Cj’;j, existe .Xj < Ej < T, tal que

0 - _
ECJ)\(T, 9) > 0, )\j <A K Rj, AL r< G
Consequentemente, desde que ¢, = 0, em 0B,, temos que
Galy) >0, para ), <A< R;, A<|y <R (4.15)

Por (4.13) e pela super-harmonicidade de (;», podemos encontrar ¢; > 0 tal que

- n—2
R; _
w;(y) — wj;j(y) = Cj|y]|m, para todo |y| > R;.

Dessa forma, para todo |y| > R;.

—=n—2

L — (w3 5,0 (4.16)

w;(y) — wia(y) =

Pela continuidade uniforme de w; em ER]., existe 0 < ¢; < R; — Xj, tal que para
todo Xj <AL Xj +eelyl = Ej, temos

<2

A2y —n—2 Ay
)\”‘zw(—)—)\- w; [ 227
AN J(W)

Escolhamos €; apropriado de forma que

Rn_QEj + O(Rn_QEj) <
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4.1. PROVA DO TEOREMA 4

Por conseguinte, por (|4.16))
wi(y) —w;a(y) >0, paratodo \; <A<\ +¢, R; <y <Ty
A expressao e contradizem a defini¢ao de Xj.
De agora em diante, tentaremos estabelecer e . Pela definicao de Xj,
w;x S wj, em Xy .

Por (4.10]) e (4.11]), obtemos que

n+2 n+2
— Alwy —w;5,) =n(n—2) (wjﬁ—2 _ w;;) >0, em 5. (4.17)

Temos ainda que

- n—2 ~2

)‘j) )\]y
maxw,y = max<{ | — wj | =5 |y €9Br, ;.
{(|y| ’ ( I3

Entao por (4.15)), obtemos

-2
pn < () %%%?{wﬂ' (m ety
Usando (4.16)), deduzimos que

gﬁ)j w;x, < DF?*”, (4.18)

onde D é uma constante independente de j. Dessa forma, por (4.17)) e (4.18)), para

j suficientemente grande, obtemos

. . j 2—n
min (w; —w.v. | > minw; — maxw,y. > —D|)I<" > 0.
OBr, < J “J) - dBr, J dBr, IAs (2”2 J

Recordemos que

Portanto, temos

—A( ix, = 0, em )y y
¢z > 0, sobre 0Br, (4.19)
Gx = 0, sobre 9By .



4.2. COROLARIO 4.1

Aplicando o Principio do Méaximo e o Lema de Hopf, obtemos as estimativas (4.13)

e [T,

Pelo Lema |4.1, a menos de uma subsequéncia que
w; —w, em Cp (R")
para alguma solugao w de

—Aw = n(n—Z)w%, em R"

o) — 1 (4.20)

Pela convergéncia de w; a w e o fato de que \j(z) — oo, para todo z € R",
temos

wea(y) <w(y), paratodo |y —z| > A

Segue do Lema[L.6] que w = w(0) = 1, 0 que ¢ uma contradi¢do em razao de (4.20).
n

4.2 Corolario 4.1

Como consequéncia, temos a seguinte estimativa de energia.

Corolario 4.1 Seja u como no Teoremal[]. Entao
/ <|Vu|2 + u%> < C(n). (4.21)
Br

Prova: Usando os mesmos argumentos de translagao usados no Teorema 4, vemos
que precisamos apenas estabelecer o resultado para R = 1. Pelo Lema de Poincaré
(Lema [L.8), seja G(z,y) a funcdo de Green com condigao de fronteira em Bs, ou
seja,
—AG(z,:) = 6, em Bj
{ G(z,) = 0, sobre B3

Pelo Principio do Méximo que existe uma constante C' > 1, tal que para todo y
e n € By, temos
G(y,n) = C™! (4.22)

e pelo Lema de Hopf para todo y € Bs fixado e s € 0B3

IG(y, s)
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4.2. COROLARIO 4.1

onde v é o vetor normal unitario de 0B;. Seja ainda x; € 0B,, tal que

u(zy) == minu.
B2

Entao segue das propriedades da Funcao de Green, de (4.22)) e de (4.23)

ww) = — [ Gnpsuty - [ D uyay

B3

n+2
-2

> n(n-2) [ Gl )y
B3
> n(n— 2)01/ u(y)%gdy. (4.24)
B
Por outro lado, aplicando o Teorema 4 e por (4.24]), temos que

Ch u%dy =C, uu%gdy < G, maxu/ u%gdy < u(zy) maxu < C,
B1 B1 B B1 B
(4.25)
onde C,, = n(n —2)C~ .
Seja p : R" — R uma funcao de classe suave, radial tal que 0 < p < 1, p(z) =1,
se 0 < || < 1ey(z]) =0, se |z] > 2. Além disso, |d¢/0r| < C. Multiplicando
(4.1)) por ¢*u, obtemos

|Vul? < |Vul?o?dr < /

B Bs B

2n_
Un—2 +C’2/ uldx.
2 Bs

Pela Desigualdade de Hélder,

2 2n nT_z 2n nT_Q
/ug /uH < n(n—2) /un—? ., n>=3.
B B> Ba

Dessa forma,
|Vul*dz < C. (4.26)

B1

Combinando (4.25)) e (4.26]), obtemos o resultado. m
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CAPITULO 5

DESIGUALDADE TIPO HARNACK
PARA EQUACOES COM
NAO-LINEARIDADE

Neste capitulo, apresentaremos uma prova de uma desigualdade tipo Harnack

para equacoes elipticas semilineares com nao-linearidade mais geral
—Au=g(u), u>0, em Bsg

devido a Yan Yan Li e Lei Zhang [32], utilizando o método moving spheres. Este
resultado foi estabelecido por Chen e Li (Teorema 1.2 em [13]), quando assumido ¢
localmente lipschitzianas em (0, 00).

Aqui, assumiremos que g : R — R satisfaga
(g2) g(s)s~(t2/("=2) ¢ njo-crescente em (0, 00);
(g3) g é continua e positiva em (0,00) e supy_,, g(s) < 00, para
todo t > 0;
(g4) Sli_)rgo 5™z g(s) existe e o limite pertence ao intervalo (0, c0).

Teorema 5 Sejam g : R — R uma funcao que satisfaca (92) - (94) e v uma solugao
(continua) de
—Au=g(u), u>0, em Bsg, (5.1)

com

maxu = 1.
Br
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5.1. PROVA DO TEOREMA 5

Entao
(maxu)(minu) < C(n,g)R*™.
Br Bar
Observacgao: Observamos que lim inf g(s)s_zitg > 0, pois caso contrario o
resultado ndo necessariamente é assegurado. Por exemplo, seja g(s) = $(s +1)7%,
entdo g satisfaz (g2), (93) e liminf g(s)s™+-2 = 0. Entretanto, uj(z) = (v,+5)Y2 -1

satisfaz —Au; = g(u;), em By e ming; u; — oo.

5.1 Prova do Teorema 5

A prova sera feita por argumento de contradigao. Dessa forma, suponha que
para cada inteiro j = 1,2, ..., existam solugoes u; de (5.1)), tal que

J

u;(ZT;) minu; > ——, (5.2)
i\ L Bon, T
onde
u;(Z;) = maxu; > 1 (5.3)
Br,
. _ n—2
Aplicando o Lema |A.1| para v = u; (R; - +7;) e a = 5 podemos encontrar

z; € By(7;), tal que
u(R;z;+7z;) = 27" max {Uj (Rjy+7;):y € B(llfjl) (5])}
2

2—n
= 272 max {u(y) Ly € B(Rj_mﬂjﬂj)}
2

Seja x; = R;Z; +T; € Bg,(7;), entdo obtemos da desigualdade acima que

— 25" max {uj (y+T)ye B(Rj—lezﬂ) (RJEEJ)}

2—n

uj(x;) =272 max u;.
B(Rj*\Ij*Eﬂ)(xj)
Rjzleyml

Além disso, o Lema ainda afirma que

n—2 n—2

(o) = w;z;) = 272 u;(7;). (5.4)

onde

(5.5)

NO| —

1 _
oj = 5(1 —|z; — 7)) <
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5.1. PROVA DO TEOREMA 5

Substituindo (5.5)) em (5.4]), obtemos
uj(zy) = u(T;) = 1.

Dessa forma, usando 1} e que maxp, > ming, , 1, definimos

2 R: 2
Vi = () oy = Sy (@)
_1
R‘ n—2
> 2| w(Z;) minu
2 Rj
7
R "
> 7 (7. ;
z 5 u;(T;) g;g: u)
=
2 \ Rn2 2
J
e
_2
[ = Rju;(z;) =
Definamos
1 y
w;(y) = uj |z +——— ], y€Br,.
’ uj(z;) ( ’ Uj(%‘)”EQ) ]
Observemos que w; estad bem definida, para todo y € Bsr,. De fato,
Y — — Y
T+ p <|$j—%|+|ﬂfj|+%<33j-
wj(a;)" uj(w;) =2
Entao
_n+2
— Aw; = uj(x;)” 29 (ui(zj)w;),  em Br,,
e

uj(x;) > 27" max {uj(z) | € B,,(2;)}

> 277" max u; xj+% lzeB
uj(xj)n—Q oju;(z;)

= Z?max{uj <mj—|—#2> | x € B%}'
uj(z;) =
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5.1. PROVA DO TEOREMA 5

Entao

w;(0)=1> 2% max w; (5.8)

e para todo |y| = I';, analogamente o que fizemos no Capitulo anterior, temos por

B2 e G3)

1 J 2
min w; > min u; > — — ="
oBr, 77 uj(xj) Ban, T () () R - uj(z;)*R; 2 J
Em resumo, para 7 = 1,2, ... temos o seguinte quadro
(—Aw; = —ns B
—Aw; = wuj(z;)” 2g(u;(r;)w;), em Br,
w; < QnT_z, em B,
(5.9)
w; > jI‘JQ._”, em Br,
\ wj(o) =1

Como na prova do Teorema 4, para cada x € R”, podemos encontrar 0 < \j(z) < 1

wyor(y) = (L) wy (2+ =) < )

ly — 2] ly —«/?
para todo y € Br, \ Ba(z) e 0 < XA < Aj(x).

tal que

5.1.1 Limitacao uniforme da sequéncia de solugoes {w,}

Nosso primeiro passo estd completo e a partir de entao podemos procurar por
uma sequéncia convergente. Devido a condi¢cao em g, estamos aptos a mostrar que

w; possui uma subsequéncia convergente em C}.

be(R™). Isto sera deduzido do seguinte

lema.
Lema 5.1 Seja w; como em . Entao

s llcrocs, . < C.
onde C' € uma constante independente de j.

Prova: Devido a (g2) e (¢3), existe uma constante C' > 0, independente de j tal

que
n+2

g(s) < C (1 + sm) ,  para todo s > 0.
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De fato, pela condigao (g2), temos que
g(s) <C’<C’<1+s%g>, para todo 0 < s < 1,

onde C' = sup{g(s) : 0 < s < 1}. Por outro lado, pela condigao (¢3), obtemos que

n+2

g(s)s »2 < g(1), paratodo s> 1.
Em todo caso, existe C' > 0, tal que
g(s) < C <1 + S%g) , para todo s > 0.

Dessa forma, em B,,

_n+2
|Awj| = uj(z;) 2 g(uj(zjw;))

n n nt2
<1M%W£CO+W@#3W”>
n nt2
= uy(a;) R C + Cw) 2.
Usando (5.6 e (5.8), obtemos que

Aw;| < C+25°C
< O

onde C* é uma constante que independe do indice j. Consequentemente para todo
p
Aw; € L (B,,) .
Pela regularidade dos espagos L”, obtemos que para qualquer subconjunto aberto
0 CC B,, que
w; € W2P(Q).

Por conseguinte, pela regularidade dos espagos C*, temos que w; € C*, para algum

O<a<le

lwslloracs,, . < C (18wl ) + il ) -

|
Desde que v; — oo, quando j — oo, podemos ver pelo ver pelo lema que
acabamos de provar e pelo critério de campacidade de Arzela-Ascoli que podemos

encontrar uma subsequéncia (a qual permaneceremos com a mesma notagao), tal
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que

w; — w, em Cp (R").

5.1.2 Transformada de Kelvin para o operador laplaciano

Estamos em condigoes de discutir a transformada de Kelvin para o operador
de Laplace. Para z € R", seja w;, » denota a Transformada de Kelvin de w; com

respeito a By(z), i.e.

A\ Ny —x)
Wiz = <|y — :U|) Wy (z + ’y — x’2 ) ;o YE BSFj(x)\B/\(x)'

Pelo Lema e o fato que de w; & solugao de (/5.7))

— Awjaaly) = (ﬁ)m {‘ij (x " %ﬂ

s n+2 e
- (|y_jx|) uj(;)"2g (uj(x;)w;) 2 0, em Br,.(5.10)

Devido a condicao sobre g, temos que —Aw;, » = 0. Como no Teorema , devemos
comparar para z € R" fixado, porém arbitrario, a funcao w; com a sua transformada
W;z . Podemos supor sem perda de generalidade que z = 0. Para = # 0, o

argumento segue de forma similar. Para A\ > 0, definamos o seguinte conjunto
Yjan = Br,(z) \ B(z).

A restri¢ao do dominio a Br, ¢ necessario para x # 0, vendo que terfamos B (x) C
2
Br, para j suficientemente grande.

Definimos para cada y € 3, 5

Cj,z,A(y) = Wy (y) — wj,x,,\(y)-

Desde que por (5.9)), afirmamos que w; é positiva em um dominio pequeno limitado,

nosso proximo lema pode ser provado com o mesmo argumento do Lema [4.2]

Lema 5.2 Para cada v € R", existe \;, > 0 suficientemente pequeno tal que
Gar=0. paratodo0 <A< N, eA<|ly—z| <T;.
Dessa forma, definamos
() = sup{p : wj.A(y) < wj(y), paratodoy € Xj.n, 0< A< p}.
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A seguir, mostraremos o seguinte lema

Lema 5.3 Para cada v € R,

lim \j(z) = oo.
j—o0

Prova: Sem perda de generalidade, podemos apenas considerar o caso em que x = 0.

Provaremos este lema usando argumento de contradi¢ao. Suponha que exista

/\j < C<’7j, (511)

para alguma constante C' independente de j. Aqui usamos o fato que ; — 00,

quando j — oco. N

Precisamos mostrar apenas que

(i, (y) >0, paraye ¥\ 9By (5.12)
e aC
a;:j(y) >0, paray € dB; (5.13)

para obter uma contradi¢do. Uma vez que (5.12)) e (5.13]) estiverem estabelecidos,
o resto da prova deste lema segue de forma semelhante ao Lema [£.3] De forma
alternativa, podemos provar da seguinte maneira. Assumindo que (5.12)) e ((5.13)

sao validas. Entao podemos encontrar a; > 0, tal que
Gy, = a5, paratodoy € Br; \ By . (5.14)

Pela definicio de ); e 1} existe para cada indice j fixado uma sequéncia {Ai}z"zl
tal que
/\i — Xj, quando k — oo,

Xj <)\]€<Fj,

inf gj,/\k < 0.

sk

Nao é dificil de ver da equagao ((5.14)), que para cada k suficientemente grande, temos

1
G (y) = §aj’ para y € Br, \Bﬁj.
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Segue que existe yx € Bﬂj \ B,,, tal que

Gine (k) = min ¢ 5, < 0.

5Nk

Desde que (., (y) = 0, para |y| = g, temos que
e < lye| < 2,
Vi (yr) =0,

AGx, (ye) = 0.

Passando a subsequéncia (ainda denotada por y;), temos que yp — yo, quando

k — oo. Segue que
G 0) =0, ol = %,

ij,Xj (y(]) = O? ACJ,X] (y(]) > O

contradizendo ([5.13). Portanto, ((5.11)) ndo ocorre. Assim, estabeleceremos ((5.12)) e
(5.13]). Considere o seguinte conjunto

n—2
Y
M= {y € Xy, tw;(y) < (%) wj,)\j(y)}'
Primeiramente, temos de ((5.10)), temos
By n+2 -~ n—2
A _ nt2 by
a0 = () ) (umj) (2) v <y>> em .

Por (g2),

n+2

- 2—n T h—2 - 2—n
e . .
(10595 () gy (s () > (wj,xj () uj<xj>) g <uj<xj> () %j@)) |
Dessa forma,
—a42 —at2
—w, Aw; > —wjjj Awﬁj.

Desde que —Aw; e —ij,;j sao positivas em M e w; > w;x;s concluimos que

—Aw; = _ij,Xj7 em M.
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E portanto,
— Agm > 0.

Mais ainda em OM \ 0By, temos que

Lembremos que

wj—w

=0, sobre 9By,

J:XJ

Segue do principio do maximo que
Gx, >0, sobre M\ 0B; .

Por outro lado, em Xy, \ M, temos que
> () w0 > w0
w-] y X w.jv/\j y wjv/\j y ’
j

Dessa forma,

Todavia, sobre 0B,

o
Aj
maxw,y = max r—

oBr, N 9By
Entéo por [5.11], obtemos

n—2 N
maxw,y. << g max w; ﬁy
8Br‘j ) F] 6Br*j |y|2

= C" 2™ max w;j.
J 8B,
)‘j/rj

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Pelo fato de que X?/Fj <7 /T; =T3%07/4T; =T;03 /4 <T;o;/2 = 75, segue que

maxw.y. < C”’QFZ’"maij.
83[‘] s J J ny]

E usando (5.9)), deduzimos que

. 2—n
maxw;y. < D&,

J
OB,

o6

(5.18)
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onde D independe do indice j. Portanto, em vista de (5.18) e (5.9)), para j suficien-

temente grande, temos que

77 = DI >0

min (w;, —w.y. | 2 minw; — maxw,y. >
8Bpj( J J’AJ) 9Br, 9Br, TN

Entao

Gy, >0, sobre dBr,.

Consequentemente por (5.15)), (5.16]) e (5.18)) deduzimos a estimativa (5.12)). Para

d
demonstrar ([5.13]), observaremos dois casos: Paray € 8BX], Se p (wj —w, Xj> (yo) =
T )
(n—2)w;(yo). Desde que n > 2 e w; > 0, (5.13)) segue de forma imediata. Por outro

d -
lado, se . (wj — wjjj) (v0) < (n — 2)w;(yo), entdo

% ((%) - w;,(Y) = w; (y))

Portanto, pela definigao de M, podemos encontrar (analogo ao capitulo anterior)

= (n —2)w;(yo) — d% <wj - wj5j> (o) > 0.

Y=Yo

0 > 0, tal que
Bg(yo) N ZX]- C M.

E devido ao Lema de Hopf, concluimos

d%‘ (wj — wj;j> (yo) > 0.

E estimativa (5.13) esta provado. Devido ao Lema [2.2] sabemos que a menos de
subsequéncia,
w; —w em CL (R"),

onde w > 0 e w(0) = 1. Pela convergéncia de w; para w e o fato de que Xj — 00

quando 7 — oo para todo x € R", temos que
wy(y) < w(y), para todo |y — x| > A > 0.
Segue ainda do Lema [1.6|w = w(0) = 1. Dessa forma, seja

 lminf () > 1
c hjrgg)lfuj(xj)/l

Se ¢ = oo, temos por (5.7), (g4) e a convergéncia de w; para w que para a > 0,

n+2
—Aw =aw»2, w>0 emR"
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Se ¢ < 0o, entao
n+2

—Aw =c¢ »2g(cw), w>0 sobre R".

Nenhum dos casos acima é possivel desde que w é identicamente igual a uma fungao

constante.

o8



CAPITULO 6

UMA DESIGUALDADE TIPO
HARNACK EM BOLAS DO RY

Neste capitulo, daremos uma prova baseado em Yan Yan Li e Lei Zhang [32] de
uma desigualdade tipo Harnack nas bolas do semiespaco euclidiano sob condigoes
de fronteiras geometricamente naturais.

Teorema 6 Sejam n >3, c € R e u € C2(Bl,) N CY(Biy) uma solugio de

n+2

—Au = n(n—2ur2, u>0  sobre Bj,
(6.1)
du s / R+
i cun=2, sobre 0' B3p.

Entao para existe uma constante C' = C(n,c), tal que

maxu | [ minwu | < C(n,c)R*™". (6.2)
B, 9B3 5

6.1 Demonstracao do Teorema 6

Suponhamos, por argumentos de contradicao, se ((6.2)) nao fosse valido, teriamos
uma sequéncia de solugoes {u;}; de (6.1), tais que

uj(x;) inf > jRI".
0B,k
J
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Notemos que para todo j, devido a super-harmonicidade da funcao u;

n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
2 2 2 2
R;> 6]1Bn+f u; = R égf u; < R;? ;Qf u; < R;? rggxuj = R w;(z;).
J J J
Consequentemente,
32 J J
R uj(x)) > —=- > —
Rz infype u; R;* uj(z;)
Segue que
n—2
R;* uj(z;) — oo, quando j — oco. (6.3)

Aplicando o Lema [A.2) para a fungao u(-) = u; (x; + R; - /4), com a = (n — 2)/2
el = 4x / R;, onde x ) denota a n-ésima coordenada de x;, encontramos w; €
By n{x, > —T;} tal que

R; R;
u(:}cj—i—zjwj)?Q_aU (xj+zjw), paratodoweB (wy),

onde o; = (1 —|w,;|) /2. Fazendo a substituigdo z; = x; + %wj, temos que z; €
Br,a(z;) NORY e

u;(2;) = 2% “uj(z), =€ By () NRY, (6.4)
(26,)" u;(2) > uy(a) (%) N ; (6.5)

n—2

onde u;(z;) <%> © oo, quando j w0 ed; =1 (AR — |z — :Uj|) < %R-

Seja y; = (z])n 20 eI —uj(zj)n 2R;. Segue de. eque

u;(z5) 2 uj(z;). (6.6)
Consequentemente,
uj(z) inf w; >wu(z;) inf w; > jRI. (6.7)
0" By aB;R

.7

Seja T := u;(z;)»2 z](-n), ou seja, a n-ésima coordenada de u;(z;)"2?z; e defina

w](y) = o U (Zj + %) , Y c Qj
Uj
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onde

Uj (Zj) n—2

Y
Qj:{y:Zj—F—QEB;er}.

Fazendo calculos simples, vemos que w; satisfaz

( n+2
Aw; +n(n —2)w; > =0, em €,
ow; n_
% = cw; 7, sobre t = —T;
| wi(0) =1, e w(y) < 2" para yeQely <
(6.8)
Seja 0"Q; = 002 N{y : y, > —T;}. Vemos que existe C' > 0, tal que
L d 9"
aFj <|y| < CTy, paratodoy € . (6.9)

para todo j. De fato, dado |y| € 9"Q);, temos que

2 )
lyl < uy(z) ( Z+ ——— | Tl —xl+ W)
uj(z;)"2
2 1
< ’U,j(Zj)"*2 (QRJ + ZRJ -+ RJ)
13
< )RRy
13
= ZF]».
Por outro lado,
on. < Yl e
j — + |z — 2| + |z
uj(z) "=
1
< WL lp iR
= 4
u;(z;) "=
Segue que,
T < Jyl.
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Por (6.7) e (6.9), segue que

inf n—2, . 2 : ) : n—2
ot (ly|"*w;(y)) ,dnf, wi(y) inf (ly["™*)

1 Y
= inf u; | 25 + ———— inf n=2
uj(zj) yed', { ! ( / uj<Zj)an> } yed'Q, (Ig1")

Dai

inf  (Jy|"?w;(y)) > 4(%) inf w; inf (Jy|""?)

Y€ Q; Uj (Zj)2 8B;Rj y€oQ;
R _
2 J in n—2
Uj(Zj)2 y€0"Q; (‘y’ )
— F2—n inf n—2
It (ly"™)
> 0, (6.10)

a qual se torna suficientemente grande, quando j — oco. A partir de entao, dividire-

mos o restante da prova do Teorema 6 em dois casos (a menos de subsequéncias).

6.1.1 Caso 1: lim; T} = o0

Nesta subsecao, iremos encontrar uma contradicao para o caso 1. Desde que
a; = min{y;,T;} — oo quando j — oo e {w;}; é uniformemente limitado em sub-
conjuntos compactos do R". Usando o mesmo raciocinio do Teorema 4, encontramos
uma sequéncia de fungdes {w;} ( a menos de subsequéncia) convergindo na norma

C? para alguma funcao positiva w, a qual é solugao do problema

—Au =n(n— 2)u%§, em K

para cada K subconjunto compacto do R™.
Para x € R" e A < T}/2 seja wiz a transformada de Kelvin de w; com respeito
a bola B)(z), i.e.,

A e N(y — ) —
w;\@ = (H) ’LU]' (x + W) s Yy € Z;\@ = Qj \ B)\(Jf)

Claramente w;\x satisfaz a mesma equacao de w; em Ej‘x. Analogamente a prova do

Teorema 4, podemos encontrar \;, > 0, tal que

w?) (y) <w;(y), paraye Z;z e 0 <A< A,
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Dessa forma, definamos

Aj(w) = sup{pu >0: wix < w;(y), paray € X7, e 0 <\ < pf.

Lema 6.1 \;(z) — oo, quando j — co.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos assumir que x = 0. A demonstragao

para o caso geral, segue de forma analoga. Suponha entao que Xj < C < v, para
todo jﬂ. Seja Ay = w; — w;. Como no Lema e Lema , basta provar que

OA5,
5 (y) >0, yeIBy, (6.11)
e
Ay () >0, yeSy \0B;, (6.12)

onde v denota o vetor normal unitario de (9ij. De fato, de e , usando
argumentos semelhantes aos usados nos Lemas e encontramos € > 0, tal que
wy >0 em X, para Xj <AL Xj + ¢, violando a maximalidade de Xj. Pela definicao
de Xj, temos que

A 20, em X5

J J

e pela defini¢ao de w; e wj\ que
ANy (y) +0;(y) Ay, (y) =0 em Xy,

onde

Ainda temos que

AN by S
max = max (—]) w; (—JQy) y € 0"
A 0 m

) e ()
max | — max U)J —2y
3//9], |y| al/ﬂj |y|

LAqui estamos usando o fato de que vj — 00, quando j — oo.

2

N
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e devido a , temos que

maxw; 5. < Dri, (6.13)
770,

para alguma constante D > 0 que independe de j. Dessa forma, por (6.13)) e (6.10)),

para j suficientemente grande, obtemos

min Ay = min <wj — ij-) 2 min w; — maxw,y. > jF?_" — DI‘?_” > 0.
CZIo PR I op Y Y o Y

Como consequéncia do principio do méaximo e pelo Lema de Hopf, temos (6.11]) e
ij >0, paraye€ ij.
Para mostrar (6.12)), mostraremos que

As (y) >0, em {t=-T;} NoQ.

J
E este fato segue do seguinte resultado

Lema 6.2 Suponha que T; — 0o e {Xj} seja limitado. Entao para qualquer N > 0,
existe jo > 1 tal que para j > jo
S’

8; (2) > Nw?j (x)a-2,  para z € 9Q; N {t = —T;}.

Com efeito, se para algum com z, = =T},

entdo z ¢ um ponto de minimo, e pelo Lema [6.2] e para j suficientemente grande

OAs, . Ow) S oW
< J = cw.(z)n—2 — — = cw i (z)n—2 — 1
0< T (2) = cw;(z) T (2) = cw}’(2) 5 (2) <0,

uma contradicao.

Prova do Lema . Desde que T; — oo, {Xj} é uma sequéncia limitada e

w; — w em C}

i » conseguimos para j suficientemente grande

bV
Vw; (@z)‘ < |Vw(0)|+1, para z € {t = —T;}N0C;.

1 X
5w(0)<wj WZ <2w(0) e
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Dai

8U)§j ~n—2 —n Xj N -
5 () = (n=2)A Tz Bk — Ajl2]
Aj

> mX, Tz > Nw) (2)7,

A
ij WZ

onde m é uma constante positiva independente de j. E assim provamos o Lema [6.2),

bem como o Lema|6.1] m Sabemos que a menos de subsequéncia

w; —w, em CF.(R")

loc

para alguma solugao w de

— Aw=n(n—-2)w2, w>0, emR" (6.14)

Pela convergéncia de w; para w e o fato de que Xj — 00, quando j — oo para todo

xr € R", temos que
wya(y) <w(y), paratodo |y —z| > A
Segue do Lema , w = constante, o que é impossivel ja que w é solucao de ((6.14]).

6.1.2 Caso 2: |T;| < C, para todo j

A menos de subsequéncia temos que T; — 00, seja w; dado por

~
A~

W;(y) = w;(y — Then), y €y,

onde Qj = Q; + Tje,. Nao ¢ dificil ver que

( n+t2 ~
Awj +n(n —2)w;* =0, em €,
0w, n_
\ % = e}, sobre t =0
| wi(Ten) =1, e w;(y) <27, parayEij elyl <y —1T;.

Por outro lado, para cada y € 8”@- N{t > 0}. Entao para alguma constante C' > 0

65



6.2. TRANSFORMADA DE KELVIN PARA O OPERADOR LAPLACIANO

inf (|y[""*w;(y)) — 0o, quando j — oco. (6.15)
09

De fato, para y € 8”Qj, temos que y — Tje, € 0"Q; e por que

1
r.—T.

IRk, i<yl <CT; + T

Usando o fato de que a sequéncia {7}}; é limitada e que I';, podemos encontrar
Co > 0, tal que
L

/N

- < Gl
CO ’y| (e

6.2 Transformada de Kelvin para o operador lapla-

clano

Para x € OR', seja uﬁj‘x a transformada de Kelvin de w; com respeito a bola
By (x),
)\( ) N ( ) ( A >n—2 R ( +>\2<y_x)) ei
()= ——= ) wilr+—"—5"), v¥ETa,
g ly — 2l ’ ly =zl

onde 3, == ; \ Bx(z). Como nos demais capitulo, existe \;(z) > 0, tal que

W) (y) < w;(y), parayef},\xe()<)\<)\x7j.

7,z
E dando continuidade, definamos

N(@) = sup{u > 0: @), (y) < @y(y) paray € Sr,e 0 <A< pl.

Lema 6.3 Para cada x € RY, Xj — 00, quando j — 00.

Prova: Por simplicidade, faremos a demonstracao para x = 0. Suponha, por
redugao ao absurdo, que Xj < C, para todo j. Seja Ay = w; — 12)]’\ Neste caso, uvj

denota uAJjA-O. Para conseguir uma contradicao provaremos as seguintes assercoes

ij >0 , em i}xj U alixj \B_XJ,

6.16
o (6.16)

ov

>0, sobre d"B},
J
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OA5.
5 o (y) >0, paratodoy € OR} NIB;x, (6.17)
v J

onde v denota o vetor normal unitério exterior da esfera 8ij. Pela definic¢ao de Xj,

~
~

wﬂj X wy, cm ij.

N

Um céalculo mostra que

Dessa forma, segue que

nt2 nt2 .
— AAy = -A (Ujj — UAJJ,XJ =n(n —2) (w?ﬁ — w;/\j) >0, emY5 (6.18)
) A
o 0 /. R cn 2
ot ot (wj B wjjj) T n- 25%2ij’ sobre =0, (6.19)

onde £(y) é dado pelo o teorema do valor intermediario e esta entre w;(y) e w5, (y).

E facil verificar que A, satisfaz

AA)\ -+ b)\A)\ =0 em i)\
OA >
8_tA = ncfzfm/\,\, sobre t =0
onde {(y) é dado pelo teorema do valor médio e esta entre w;(y) e J’\ e
RS nt2
ba(y) = n(n — Q)Mj(y)H — W} (y) 2
w;(y) — 0} (y)

Desde que {);} ¢ limitado e w; converge para w uniformemente em subconjuntos

compactos, temos que

ly[" 2@ (y) < C,  sobre &'<Y,
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Segue de ([6.15]) que para j suficientemente grande que

/ Ag, >0, (6.20)
P2y

Estimativa (6.16)) e (6.17)) segue do Lema e, portanto, concluimos o Lema |6.3]

m Pelo Lema e a convergéncia de w; para w0, temos para todo x € IR,
Wy (y) <w(y), paratodoyeR} ely—z|=>A>0.

Pelo Lema [1.7] @ depende apenas de t, uma contradi¢ao ao Lema reflemmaA 4.
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APENDICE A

APENDICE

A.1 Lemas Elementares do Calculo

Aqui, enuciaremos varios resultados oriundos do célculo usados no decorrer do

nosso trabalho.

Lema A.1 Sejam zo € R", R > 0 e u : Br(rg) — R uma funcio real qualquer

continua e positiva. Entao para todo a > 0, existe x € Bgr(x) tal que

opu(x) = 27 %U(xo) (A.1)
e

u(xr) > 2% max u, A2

(z) puax (A.2)

R—lr—
onde op = M.

Em particular para xo =0 e R =1, temos

ou(z) = 27u(0)

u(z) = 27 max u,
Bs(x)

1 — |z]
5

onde o =

Prova: Dado a > 0, considere a seguinte funcdo (continua e positiva) em B ()

v(y) = (R — |y — xo|)"u(y).
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Desde que v é continua em um compacto, seja © € Br(xg) o ponto de maximo da
fungao v. Como v é positiva, entao segue que = € Br(xg), ou seja, x nao pertece a
fronteira de Bg(zg), pois caso contrario, teriamos que v(z) = 0, uma contradigao,

ja que a funcao assume valores positivos. Além disso,

(R — |z — wol)"u(z) = v(z) > v(y) = (R — |y — xo|)"u(y), para todoy € Br(w).
(A.3)
Em particular,
(R — |z — zo|)"u(z) = u(zo).

E assim concluimos 1} denotando o = Bolz—zol Dy desigualdade 1' obte-

3 .
mos

we) > (T2 wt). para todo y € Balan

1 — |z — x|
> 27%(y), para todo y € B, ().
Portanto,
1
u(r) > — max u.
2% Byp (20)
|

Usando os mesmos argumentos, podemos provar o seguinte Lema

Lema A.2 Sejau € C° <BfT> uma funcao positiva com T > 0. Entdao para todo
a >0, existe v € By N{x, > =T}, tal que

Prova: Considere a fungao

v(y) = (1 — [y])*u(y).

Desde que u é continua e positiva, é claro que v também o é e, por conseguinte,

assume seu maximo sobre BfT em algum ponto z € E;T = BiN{x, > —T}. Como
v =0, em dB; N{z, = =T} e por outro lado, v é positiva em By N {x, > =T},

segue que v assume seu maximo neste conjunto. Seja x € By N {z, > —T} com
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Entdo para y € By N {zx, > T}

(1= |z)* w(z) = v(@) 2 v(y) = (1 = [y))" uly), (A.4)

Afirmamos que B,(x) C B; e consequentemente obtemos o resultado. Com efeito,

seja w € B, (z), entdo

_1+\x|<
)

] < Jw =2+ [z] <o+ 2| = + |z L.

2

Seguindo os mesmos passos do Lema [A.T] concluimos que

De (A.4) concluimos também que

ou(z) = 27u(0).

A.2 Resultados sobre Equacoes Diferenciais Ordi-
narias
Nesta secao, apresentaremos um resultado elementar acerca das Equacgoes Dife-

renciais Ordinérias necesséria para a observacao feitas no Capitulo 4.

Lema A.3 Seja g um fungao real, continua e estritamente positiva em (0,00), tal
que

liminf g(s) > 0.

§—00
Entao
u'(t) +g(u(t) =0, 0<t<oo (A.5)

nao admite solucao positiva.

Prova: Suponhamos que a equagao diferencial ordinaria (|A.5) admita solugao po-

sitiva u. Seja v(t) = u/(t), entao

d [ u v
E(ﬂ%(_g@). (A0
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Se v(0) < 0, temos da segunda equacao de que v(t) < v(0) para todo t > 0,
pois g é uma fungao integravel (continua) e positva. Entao pela primeira equagao,
obtemos u(t) < u(0) + v(0)t, para t > 0. Isto é impossivel para t suficientemente
grande, pois u é positiva. Se v(0) = 0, usando argumento analogo, obtemos u(t) <
u(1l) + v(1)t, para t > 1, o que novamente é impossivel para t suficientemente
grande, j& que u é uma solugao positiva. Entdo, resta-nos o caso em que v(t) > 0,
para todo t > 0. Neste caso, pela primeira equagdo, obtemos que u(t) > u(0) > 0,
para todo t e pela hipotese sobre g e a segunda equacgao, existe 6 > 0, tal que
V'(t) < —dt. Com efeito, existe to(d), onde § = liminfg(xz) > 0, tal que para
t > ty, temos que g(t) > 0. Assim v'(t) = —g(u(t)), o que implica dizer que
v(t) =v(0) — foto g(u(s))ds — f;; g(u(s))ds. Dessa forma, teremos

v(t) < v(0) — /o i g(u)ds — o(t — to),

o que é um absurdo para t suficientemente grande, ja que v é uma fungao positiva.

A.3 Um lema de fronteira

Nesta secao, seja €2 seja um dominio de R™, n > 2, tal que a origem pertence a
sua fronteira. Assumir que a origem esteja proxima da fronteira consiste em que duas
transversalidades intersectam superficies de classe C? p = 0 e ¢ = 0. Suponhamos
também p,o > 0 em Q. Seja v(y) o vetor normal unitario exterior a superficie
{c =0} NN em y.

Seja {b;(y)} funcoes L™ e {a;;j(y)} fungdes matrizes de ordem n satisfazendo,

1

para alguma constante positiva A > 1,

AT1EP <D ay(y)&g; < AEP,  para € Ry € Q.
6,

Sob esta configuragao, temos

Lema A.4 Seja u € C*(Q) N CYQ) uma fungdo positiva em 2, com u(0) = 0 e

suponha que para alguma constante positiva A

Au < Au, em 1,

(A.7)
u > —A bre {o =0,p > 0}
5 u, sobre {oc=0,p ,
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onde v denota o vetor unitdrio normal. Entao

ou

5(0) >0,

onde V' € qualquer vetor no espago tangente {o =0} em {p > 0}.

Prova: Desde que o problema ¢ invariante sob mudanca de coordenadas, e as esco-
lhas de p e o representam a fronteira de superficies. Podemos supor, sem perda de
generalidade que p(y) = 11 e 0(y) = yo. Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno,
obtemos que

{11 >0} N{y2 > 0} N By C

Queremos construir uma funcao ¢ > 0 em €2, tal que

([ A¢ > Ag, em QNB,
6 =0, em {y =0}NB,
— < —A¢, sobre {y,=0,y; >0}N B,

6 <u, sobre 0B.NQ,

99

\ O/

(0) > 0.

Uma vez construida tal funcao, o presente lema pode ser provado da seguinte

maneira. Seja w = u — ¢, entao obtemos através de um calculo direto que

([ —Aw+ Aw >0, em QNBKB,

w >0, em {y; =0}N5B,

0
a—w + Aw <0, sobre {y,=0,y; >0} NB..
\ v

Como consequéncia do Principio do Maximo Forte, segue que

w >0, sobre Q2N B,.

Como w(0) = 0, temos que
ow

Z200)>0.
81/’(0) >0
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Consequentemente

ou ¢
- > 27
o'’ (0) > o'

Tal funcao pode ser dada explicitamente por

(0) > 0.

o(y) =9 (ea291_1> e*?  paray € (),

onde o > 1 serd uma constante suficientemente e 6 > 0 suficientemente pequeno, a
serem escolhidos.

Por um calculo direto, para a suficientemente grande, obtemos
Ad(y) = da'e™e ™ + a’p(y) = Ag(y).

Sobre {ys = 0}, para « suficientemente grande, obtemos

b¢ _

= > A¢p.
91 ap = Ap

Agora fixamos o valor de «, tal que as expressoes acima sejam asseguradas. Desde

que v > 0 em Q\ {0}, escolhemos & > 0 suficientemente pequeno tal que
u > ¢, sobre OB, N .

Finalmente, é imediato ver que

99

0) = da* >0,
ayl()

e portanto o lema esté provado.
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