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Resumo

Estudamos aqui uma classe de equacoes elipticas semilineares com singulari-
dade do tipo inverso do quadrado. Estas equacoes aparecem, na modelagem de
certos dispositivos eletrostaticos da microtecnologia, MEMS - Micro Electro Me-
chanical Systems (sistemas microeletromecénicos). Mais precisamente tais equagoes
caracterizam a funcao que descreve a deformacao de um capacitor deforméavel sob
a influéncia de uma voltagem aplicada. A Matematica necessaria ao estudo de
tais problemas envolve um bom aparato de métodos da Anélise nao Linear e das
Equacoes Diferenciais Parciais tais como Método de Sub- e Supersolucao, Teoremas
de Preservagao de Sinal (Principio do Maximo, Principio de Boggio), estimativas de
Energia via Espagos de Sobolev, entre outros. Em paralelo destacamos a importan-
cia desta investigacao em Matemaética, para entendermos como se comportam as
solucoes de problemas supercriticos em Equagoes Diferenciais Parciais.



Abstract

Here we study a class of semilinear elliptic equations with nonlinearity of an in-
verse square type. This equations arise, in applications, on the modeling of certain
electrostatic devices from microtechnology, MEMS - Micro Electro Mechanical Sys-
tems. More precisely, these equations characterizes the function that represents the
deformation of a deformable capacitor under the influence of an applied voltage. The
Mathematical tools used on the study of such problems involve a bit of Nonlinear
Analysis and Partial Differential Equations’ methods as sub and supersolutions, sign
preserving Theorems (Maximum Principle, Boggio’s Principle), energy estimates via
Sobolev spaces, etc. In a parallel way we wish to emphasize the importance of this
investigation, in Mathematics, on helping the understanding on the class of singular
problems in Partial Differential Equations.
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Introducao

MEMS e NEMS - Nano Electro Mechanical Systems (sistemas nanoeletromecani-
cos) sao micromaquinas que integram elementos mecanicos, sensores e eletronicos
em um pequeno chip, que possui uma informacao gravada que determina seu fun-
cionamento. Sao estruturas muito pequenas (cerca de 1 a 100 micrometros, o que
corresponde a 0,001 e 0,1 milimetros, respectivamente) e os dispositivos equipados
com eles possuem em média apenas 20 micrometros.

Estes componentes tém se tornado essenciais na tecnologia moderna. Com eles,
os aparelhos eletronicos tém se tornado mais compactos, baratos, rapidos e precisos.
Podemos encontrar tais dispositivos em objetos que utilizamos todos os dias:

e telefones celulares, equipamentos de audio e aparelhos para surdez, que ado-
taram esta tecnologia sob a forma de microfiltros, melhorando significativa-
mente a qualidade do som, acabando com problemas como distorcao e inter-
feréncia por frequéncias que atrapalhem o funcionamento do aparelho;

e carros, como acelerdbmetros no sistema de air-bags;

e cartuchos de impressoras a jato de tinta;

além de sensores quimicos, switches Opticas e etc. Merece destaque também a atu-
acao dos MEMS como carro chefe nos avancos de estudos da engenharia biomédica
e da exploracao espacial. Sugerimos [16] como referéncia de informagao técnica
matematica sobre o assunto e uma visao geral do vasto niimero de aplicagoes e do
desenvolvimento dessa tecnologia.

A simplicidade desses sistemas e importancia em aplicacoes tém motivado inime-
ros pesquisadores desde a década de 60 a estudar os modelos mateméticos associados
a estes. Naquela ocasido, H. C. Nathanson e seus colaboradores [15] construiram e
analisaram um modelo massa-mola de atuacao eletrostatica e propuseram a primeira
explanacao tedrica da instabilidade critica (pull-in instability - na literatura origi-
nal). Na mesma época, G. I. Taylor [19] estudou a deflexao eletrostatica de duas
peliculas de sabao carregadas com cargas opostas e concluiu que quando a voltagem
aplicada excedia um certo valor critico, as duas peliculas de sabao se tocariam.
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O dispositivo que estudamos neste trabalho pode ser descrito como uma fina
membrana elastica, funcionando como um dielétrico, cuja parte superior esta revestida
por um filme condutor de largura desprezivel. A membrana tem borda fixada a al-
tura de uma unidade de uma placa condutora plana. A regiao plana determinada
pela borda da membrana seréa representada por €. Ao aplicarmos uma voltagem V,
a membrana se encurva em direcao a placa, podendo toca-la ou romper-se devido a
perda da estabilidade das forcas atuantes sobre ela.

A

Placa Condutora
/

v

Membrana

Figura 1: capacitor deformével

A modelagem baseia-se, entao, no equilibrio das for¢as atuantes sobre a mem-
brana. De um lado temos a tensao devido ao esticamento da membrana - dada
pelo laplaciano da funcao deformacgao - e a rigidez da membrana - dada pelo bi-
laplaciano - dificultando a deformacao elastica, do outro, a forca eletrostatica que,
pela lei de Coulomb, é proporcional ao quadrado da distancia entre a membrana e
a placa condutora. Por simplicidade iremos supor que os pontos da membrana se
movem verticalmente com relagao a sua posicao de referéncia.

No Capitulo 1 estudaremos a equacao que, de acordo com o paragrafo anterior, a
funcao deformacgao da membrana deve satisfazer, no caso estacionério, supondo que a
membrana é perfeitamente elastica (rigidez zero). Desprezaremos portanto os efeitos
da inércia e do torque. Desprezaremos também efeitos nao locais como variacao da
capacitancia e iteragoes do tipo massa mola, uma vez que nossa membrana tem
massa desprezivel. Neste caso, a funcao deformacao deve entao satisfazer

—Au = M em (O,
(1 —wu)? g
0<u <1 em (), (S3)
u=20 sobre 0.

Neste, e nos demais casos, A > 0 representa a voltagem aplicada (tecnicamente
¢ proporcional a ela); Q@ C RY é um dominio limitado com fronteira suave e; f
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representa a distribuicao de permissividade da membrana que, por simplicidade,
pedimos que satisfaca 0 < f < 1. Uma distribuicao de permissividade nao constante
significa que as forcas eletrostiticas atuam com intensidade diferente em distintos
pontos da membrana. Os principais resultados deste Capitulo sao devidos a N.
Goussoub e Y. Guo [11].

No Capitulo 2 estudamos o problema de quarta ordem que descreve o caso onde
¢ permitida uma certa rigidez & membrana. Neste caso estamos considerando uma
membrana nao elastica e analisando os efeitos de dobradura da mesma.

A%y = M em €,
(1 —wu)?
0<u< 1 em € (R»)
U = @ =0 sobre 9.
\ on

Onde 7 denota a normal unitaria exterior a d€2. Neste caso, consideramos {2 =
Br = {z € RY : |z| < R}, o que nos permitira usar o Principio de Boggio [5]. Os
principais resultados que expomos neste trabalho sdo devidos a Cassani-J.M. do O-
Ghoussoub [7].

Em aplicagoes, a fim de prevenir (ou facilitar, no caso de sistemas de seguranca)
que o rompimento da membrana, ou o contato dela com a placa condutora, ocorram,
& preciso saber para que valores de \ o problema possui solucdo. E sabido que, para
cada problema que estudamos, existe um niimero real \* > 0, que chamaremos de
voltagem critica (pull-in voltage na literatura original), tal que o problema admite
solugdo classica se A < A* e ndo possui solu¢do (nem mesmo no sentido fraco) para
A > \*. Além disso, existe um ramo de solugoes estaveis do problema, isto é, um
ramo de solucoes de energia minima.

Para finalizar, frisamos que o modelo estacionario geral para o dispositivo des-
crito acima é dado por:

( Af(z)
2, _
al*uy = S(U)AU+D(U)(1—U)2 em (2,
0<u <1 em ), (M)
u = Ou =0 sobre 0N2.
\ an

onde a constante o > 0 representa a largura da membrana, os termos S(u) =
dx

ﬁ/ |Vul?dz +~ e D(u) = 1+ X/ ﬁ, 68,7, x = 0, representam parametros
Q ol —u

nao locais que influenciam na deformagao da membrana. Os mesmos sao tomados

quando consideramos as contribuicoes que o esticamento da membrana di a sua
energia potencial e a variacao de sua capacitancia.



Capitulo 1

Problema de Segunda Ordem

Estudaremos neste capitulo o problema (5)), que corresponde ao modelo descrito
pela Figura 1, no caso onde a membrana ¢ perfeitamente elastica e nao consideramos
os efeitos da inércia, do torque e os nao locais.

Estamos interessados em encontrar fungoes positivas que satisfacam a relacao:

M ()
Au = (- (1.1)
Neste sentido requereremos, por simplicidade, A > 0 e 0 < f < 1, o que se es-
pera para obtermos tais solugoes de acordo com o Principio do Méximo e, em con-
cordancia com as condi¢oes naturais esperadas sobre estes parametros com relacao
a modelagem que motivou, inicialmente, o estudo desta classe de equacoes.

Mais precisamente estudaremos o seguinte problema:

M ()

-Au = ———~ Q
u =) em (2, )
0<u <1 em 2, (S3)
u=20 sobre 02,

onde 2 & um dominio limitado de RY (aberto conexo e com fronteira suave) e;
f € C%(Q) para algum B € (0,1], 0< f<1le, f#0. (1.2)

Definigdo 1 (solucdo classica) Quando u € C?(2) NC(Q) satisfaz (S\) dizemos
que u € uma solugdo cldssica de (S)).



Existéncia da voltagem Critica CApPITULO 1

Definigao 2 (solugao fraca) Diremos que u € H(Q2) é uma solucdo fraca de
(S)) se0<u<1lgq t. p. emQe

[ Mo
/QVqubda:—/Q(l_u)Qd . (1.3)

Afo
(1—w)?

para todo 0 < ¢ € H(Q). Convencionamos que = 0 quando f =

exigimos e L'(Q).

Afo
(1—w)?
Observacao 1 Multiplicando (1.1) por ¢ € C*(Q) e integrando por partes verifi-

camos que toda solugao cldssica € também uma solugao fraca, onde podemos tomar
¢ € HY(Q) por densidade.

1.1 Existéncia da voltagem Critica
Mostraremos que existe um valor Critico \* > 0 tal que (S)) possui solugao
classica quando tivermos 0 < A < A\* e nao possui quando A > \*. Seja
A:={A>0: (S,) admite solucao cléassica},

é equivalente mostrarmos que A é um intervalo limitado nao degenerado onde \* :=
sup A. O Teorema seguinte traz esse resultado além de estimativas para o valor de
A*. Primeiramente precisamos estabelecer algumas definicoes:

Definicao 3 Dado I' C R™ um dominio limitado:

e ¢r representa a primeira autofuncdo positiva do operador —A em HJ(T') com
condi¢ao de fronteira de Dirichlet, normalizada com ||¢r|| 1y = 1;

e ur representa o autovalor associado a ¢r;
o -1
o rr = ([lorllr=m) -
Teorema 4 A é um intervalo limitado nao degenemdo e, além disso,

<)\*

aet f / oo f

(1.4)

onde
Vo = Sup {,upH(igf kror); T é um dominio de RY,Q C F}

t(t+2vt+1)
t+Vt+1)3

H(t) =



Existéncia da voltagem Critica CApPITULO 1

Prova. Primeiramente, note que A # (), uma vez que, 0 € A. Vejamos que A é
limitado. Dados A € A e u solugao de (S)), temos que

MQZMQ/QU¢Q=—/QUA¢Q=—/QAU¢Q=/\/Q (bﬂf /¢Qf

-1
ou seja, A < g (/ ngf) < 4o00. Obtemos assim o lado direito de (1.4) e
Q

concluimos que A é limitado.
Agora, dados A € A, u a solucao de (5)) associada e A\g € R com 0 < g < A,

como
Mo N
(1—wu)? ™ (1—u)?
temos que, u é supersolugao de (S, ), de acordo com a Defini¢ao (27) da Sec¢ao (A.4),
com
Ao f ()
(1—2)*

Escolhendo I = [0, M] onde M := max u, como 0 < M < 1, temos que F

—Ay =

F(z,z2) =

é lipchitziana na segunda variavel sobre I. Observe que v = 0 é uma subsolucao
para todo A > 0. Podemos entdo aplicar o Método de Sub- e Supersolu¢ao (veja
(A.4)), donde concluimos que (Sy,) admite solugio fraca ug € Hy(Q) satisfazendo
0 <wuyg<u<1q.t.p., aqual vem a ser solucao classica de acordo com a Proposicao
(11) da secao (A.5). Portanto, A\g € A. Provamos, assim, que A é um intervalo.

Mostraremos que, para algum A > 0, (S)) admite solugao. Para tanto, usaremos
novamente o Método de Sub- e Supersolucao como foi feito acima. Dado I', dominio
de RY com Q C T, considere ¢r € C*°(Q) a primeira autofuncio do operador —A
em H}(T) com ||ér|le = 1.

Afirmacao 1 Afirmamos que dado A € (0,1), a funcao ¢ = Ao¢r satisfaz

Af
(1-9)?

para algum X\ > 0 suficientemente pequeno.

—Ad >

Obviamente nao podemos dizer que ¢ é supersolugao de acordo com a defini¢ao
que fornecemos na Secao (A.4) (Defini¢ao (27)), pois deveriamos verificar ¢ € H} (1),
no entanto, ¢ > 0 sobre 0€). Consideramos entao a fungao ¢ := ¢ — (E, onde 5 €
C*>(Q) é a tnica solucio de

(1.5)

—A%zO em (2
$:¢>0 sobre 99

3



Existéncia da voltagem Critica CApPITULO 1

Se a Afirmagao 1 se verifica entdo 1 é uma supersolugao de (S)).
De fato, observe inicialmente que 1y = 0 sobre 92, assim, ¥ € Hj (). Temos
também, pelo Principio do Maximo, que ¢ > 0, consequentemente,

V=¢—d <<l (1.6)
Além disso,
A =—Ag A >0 em €
—AYp =—A¢p = m
(1—-9)* , (1.7)
v > 0 sobre 0f2
e, novamente pelo Principio do Maximo, obtemos
0< . (1.8)
1
Pela monotonicidade da fungao (PE em [0, 1) segue de (1.6) que
-5
—AY) = —A¢ > Af > Af

(1—9¢)?  (1-9)*
Donde concluimos que ¢ é supersolugao de (.S)) satisfazendo 0 < ¢ < 1.
Demonstracao da Afirmacao 1: De fato, A deve ser escolhido de tal forma que
possamos garantir

v =Ap > M N g

(1—v)* (1 - A¢r)

ou equivalentemente,
prg(Adr) = purAgp(1 — Apr)? > Af  em Q (1.9)
onde g(s) = s(1 — s)%. Como inf {g(s);s € [Asy, A] C (0,1)} > 0, onde
51 = i2£¢r > 0,
podemos escolher A > 0 suficientemente pequeno de sorte que (1.9) ocorra:

prg(Avr) = pr inf g(Adr(z)) > ASugf(ﬂﬂ) > Af >0em Q.

]
Concluimos entao, como haviamos proposto, que (S)) possui solugao sempre que

-1
0<A<upur iggg(Awp(,I)) (sup f(:z:)) para quaisquer A € (0,1) e I' dominio de
z z€Q

RY com ©Q C I'. Ou seja, A é nio degenerado.

4



Existéncia da voltagem Critica CApPITULO 1

Note que o raciocinio acima nos leva & seguinte estimativa para A*:

-1
A >sup {B(A,T); A € (0,1),T dominio de R com I' D Q} (sup f(q:))

2eQ
onde B(A,T") = ur irelsf;g(Awp(x)).
Mostremos agora que
Vo = sup {6(A,F);A € (0,1),T dominio de RY com I ﬁ} .

De fato, uma vez que ¢” > 0 em [sq1, 1] temos que g assume seu infimo na fronteira

de [s1, 1], ou seja,
inf g(As) =min{g(As1), g(A)}.

s€[s1,1]

Aqui, g(Asy) < g(A) se, e somente se,

Asi(1— As;)? —A(1—A)? <0
A (P —1) —24%(sT — 1)+ A(s; — 1) <0,

e dividindo por A(s; — 1),

A (24 s+ 1) —2A(s; +1)+1>0
SA<A ouA>AL

onde
A - 2(s1 4+ 1) + /4(s1 +1)2 —4(s? + s, + 1)
T 2(s? + s, + 1)
_81+\/§+1_ 1 <
8%—1-814-1 S1+1—\/§
1
eA =—F- <1
s1+1+4+/s1
Assim,

{g(Asl) se 0<A<A

s€[s1,1] (A) se A_<A<LI1
Donde temos que
dG( - g (Asy)s; se 0<A<A
dA ] 4 se A_<A<KI1



Solucdes Minimais CAPITULO 1

Observe que ¢'(As;)s; = 3A%s3 — 4As? + 51 > 0 se, e somente se A < 1/3s; ou
A>1/s1. Se A < A_ entao

1 1
A< —— < —
_81+1+\/51 _381

e neste caso ¢'(As;)s; > 0. Note também que g(A) = 342 —4A + 1 < 0 apenas
1 1
quando tivermos - < A< 1. Ora,sel > A> A_entaol1 > A> —— > —.
3 s14+ 14 /51 3

Resumindo:

dG g (As1)s1 >0 se 0<A<A

Portanto, o méaximo de G é atingido em A = A_. Consequentemente,

sup inf g(As) = sup G(A) = G(A_) = g(A_) = H(s,) = H(inf ¢r),

0<A<1 s€[s1,1] 0<A<1

donde segue o lado esquerdo de (1.4).

1.2 Solucoes Minimais

Estudaremos agora o ramo das solugoes minimas u, isto ¢, aquelas que estao
por baixo de qualquer outra solucgao:

Definigao 5 (Solugdao Minimal) Dada ug solugao cldssica de (Sy), Dizemos que
ug € minimal quando dada qualquer outra solucao cldssica u tivermos ug < u.

Mostraremos resultados de existéncia e unicidade de tais solugoes, além de re-
sultados de monotonicidade com respeito a A, f, e €.

Teorema 6 Para cada N < \* existe uma unica solucao minimal positiva ug de
(S\), a qual € obtida como limite da sequencia (v,) dada, recursivamente, como
seque: vog =0 em § e, para cadan > 1,

(1 —vn-1)? v
0<y, <1 em (Vas)
v, =0 sobre OS2



Solucdes Minimais CAPITULO 1

Prova. Vejamos primeiramente que a sequéncia (v,) estd bem definida. Se v, €
C%8(Q)), podemos garantir pelo Teorema 24 (veja também o Lema 30.1) que existe
Upi1 € CFP(Q) satisfazendo (V,11.) e, como esta afirmacdo é valida para n = 0,
sua verificacao é possivel para todo n € N por inducao.
Temos também que (v,) ¢ monotona. De fato, pelo Principio do Méaximo, vy >
0 = vy e, supondo que v, > v,,_1 para algum n € N, temos que
M () A (@)
Al %)"(1—%y Tovp = 0oom (1.10)
Upt1 — Up = 0 sobre 0f2

Portanto, do Principio do Maximo, por indugao, segue que (v,) é monotona cres-
cente.
De modo analogo, dada u, solugao de (.Sy) verifica-se, indutivamente, que u > v,
para todo n € N, visto que u > vg =0 e, se u > v,,_1 entao
—A(u —wv,) = M (@) — Af(x) >0 em €
(I—u)? (1=v,1)? ) (1.11)
u—v,= 0 sobre 0f2

Desde que v, é mondtona nao decrescente e limitada superiormente (por u),
podemos entao definir para cada x € (2

up(z) = lim v, ().

n—oo

Pelo Teorema da Convergéncia Monotona existe uy € L*(Q) tal que v, — uy em
L3(9).
Cada v,, é solugao fraca de (V,,1), ou seja,

_ A
tév%v¢_l*l_%qy¢ (1.12)

para todo ¢ € HJ(2). Tomando ¢ = v, temos
/ |V, |?dr < C/ v, < CIQ] < 00
Q Q

visto que v, < u < [Juflo < 1. Como |[vp|| g1 € limitada, temos que (v,) converge
fracamente, a menos de subsequéncia, para uma funciao v em H}(Q). Dai, (v,)
converge fracamente para v em L?({2) e, pela unicidade do limite fraco, devemos ter
UV = Uog.



Solucdes Minimais CAPITULO 1

Temos também que ug é solugao fraca de (Sy). De fato, fazendo n — oo em
(1.12) (perceba que os dois lados da identidade (1.12) definem fungoes continuas em
H{ () para cada ¢) temos que

VY
/QVUV¢dx—/Q(1_U)2¢d:C

para todo ¢ € Hj(€2). Como 0 < ug < u < 1, temos que ug é solugao cléssica de (S))
(ver (A.5)). E, como uy < u para toda u solucdo de (S)), segue que ug é solugao
minimal e é tnica. ]

Proposigao 1 Se Qy C Qa, entao, \*(21) > A*(Q2) e as solugdoes minimais corres-
pondentes satisfazem uo(Q, x) < ug(Qa, ) em Qy para todo 0 < X < A*(y).

Prova. Para cada i € {1,2} considere v,(z,2;) dada por (V) para = Q,;. Uma
vez que
—A(vy(x, Q) —v1(x,)) =0 em (2
vy (2, Q) — vi(z, Q1) = v1(x,) >0 sobre 99’
aplicando o Principio do Maximo concluimos que vy (z, Q) — vy (z, ;) atinge o mi-
nimo em 0€2;. Como vy (z, 2s) — v1(x, ) é ndo-negativa em 02, temos que

v1(z, Q2) > vy (x, Q) em €.
Supondo que vg_1(z,Q2) > vgp_1(z, ) temos que

= Ao, ) = on(, ) = (= Ujfl((z)’ Gy 2 em @

vz, Qa) — vz, Q1) = ve(x, Q) >0 sobre 0N

e, novamente pelo Principio do Maximo, concluimos que
vg(x, Qo) — vp(z,21) em Q; > 0.

Logo
vp(x, Qo) > vi(2,1)  para todo k € N. (1.13)

Fazendo k — oo em (1.13) concluimos que
Uo(.ﬁE,Qg) 2 UQ(.Z', Ql) (114)

Finalmente, de (1.14) temos que ug(z,€2s) é supersolugao de (S\(€21)) e, pelo
Método de Sub- e Supersolugao (Secao (A.4)), segue que (S\(£2;1)) possui solu¢ao
para todo 0 < A < A*(€,). Portanto,

A" (Qg) < A ().
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Proposicao 2 Dados fi, fo satisfazendo (1.2) com fi < fo. Entao,
A (f1,92) = X (f2, Q)
e, para 0 < X\ < \*(Q, f2) temos
ug(+ A, f1) < (-, A, f2)-
Mais ainda, se f1 # fo entao uo(-, f1) < uo(-, f2) em Q.

Prova. Dados A € [0, \*(f2)] e, uo(+, f2) a solu¢do minimal correspondente, como

Afa(7) Afi(z)
(L —=uo(- f2))* — (1 —uo(- f2))?
temos que ug(-, f2) € supersolugao de (S\(f1)) Assim, (S\(f1)) admite solu¢ao u
satisfazendo

—Aug(-, f2) = > em (2,

0 <uol, fr) <u<ugl, fo)
onde wug(+, f1) é a solugdo minimal de (Sx(f1)). Disto também decorre que \*(f) >

A (f2).

Suponha agora que f; < fy em €2, dessa forma temos que

¥t 1) = ot oo = | <<1 e g Ry f2>>2) .

fi— fo
= / 0w, 2 =0

Pelo Principio do Maximo, segue que uo(x, f1) < ug(z, f2) para todo = € 2. [ ]

Proposicao 3 A fun¢ao A — ug(-,\) que a cada X\ € A associa a solugao minimal
correspondente ug(-, \) € nao decrescente.

Prova. Dados 0 < Ay < Ay < A*, considere f; = i—;f. Observe que ug(-,\) é a
solucdo minimal de (S, 7). Sendo f; = i—;f < f temos, da Proposicao (2) que
N (f) <A (f1) e uo(v, A1) < up(Ag,-). n

Mostraremos mais adiante (Teorema (9)) que a fungao A — wug(-, A) é de fato
estritamente crescente e diferenciavel.

1.3 Voltagem Critica para Solucoes Fracas
Seja
A =sup{A > 0: (5)) possui ao menos uma solucao fraca },

é imediato que A\, > A\*. Veremos que, de fato, A\, = \*, consequentemente nao ha
solugao fraca u € H(Q) de (Sy) para A > \*.

9
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Proposicao 4 Se w € H}(Q) € supersolugio fraca de (S)), entdo, existe uma
solugdo cldssica w. de (Sxa—z)). Portanto

A=A\

Prova. Tome ¢ € C?([0,1]) com v(0) = 0. Pelo Teorema (9) temos que (w) €
H}(2) . Suponha também que 1 seja crescente e concava, o que acarreta:

/w V6 = /w Vv = /va /w )6l Vul?

A
>/ﬁ¢()7

para toda 0 < ¢ € C§°(2) (observe que ndo podemos garantir a integrabilidade
de todos os termos envolvendo ¢ para toda ¢ € H(Q)). Sendo C§°(€2) denso em
H} (), usando o Lema de Fatou concluimos que

(1.15)

/va(w)v¢ > /Qﬁw(w)qb para toda ¢ € H) (). (1.16)

Fixado € € (0, 1), considere 1. : [0,1] — R dada por
e(t) =1 (e + (1= 2)(1 - 1)°)5.

Tal fungao é diferenciavel em [0, 1] pois é racional,

Ve(t) = (=) ((e+ (L =) (1 =)*) )1~ 1)’ = (1 —¢) (1.17)

onde g(s) := (1 —s)% e, g(1<(t)) # 0 visto que ¢.(t) <1 —e'/* < 1 para t € [0,1].
Note que ¥, > 0, portanto 1. é crescente e, 1(0) = 0. Além disso,

Ye(t) = 205(6) (1 — (1)) *(1 = 1) = 2(1 = ¢e(1)) *(1 =) > 0
S = ()P (1 —1)* > (1 — (1) (1 — 1)
S (1 =y ()M (1 —1) >
1 —e)(1—v:(1)7°(1 —t> >1
Sl—e)e+1-)1 -1 -1 >1
S(l—-e)1—tP>ec+(1—e)(1—1)?
Se < 0.

Contradicao! Portanto, 155(15) <0, isto &, 1. é concava para todo € € (0, 1).

10
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Podemos entao aplicar (1.17) e (1.15) obtendo

/Qw)s( )v¢>/(1L¢;(w)¢

—Al—;/f stotuo = [ o=

Dessa forma, temos que ¢.(w) € Hj(2) é uma supersolugao fraca de (Syi--)) com
0 < 9.(w) <1—¢'3 < 1. Como 0 é uma subsolugio para todo A > 0 temos, pelo
Método de Sub- e Supersolucao (veja secao (A.4)), que (Syi—)) admite solugao
fraca w. € H}(Q) com 0 <w, <1-— el/3 < 1. Podemos entio concluir (se¢ao (A.5))
que w, é de fato uma solucao cléssica.

|

1.4 Estimativas inferiores para \*

Nesta secao trazemos uma estimativa inferior para A* computacionalmente mais
acessivel do que aquela obtida em (1.4). Comegaremos comparando A*(2, f) com
N (Bg, f*) onde B C RY & a bola de raio R centrada na origem que tem o
mesmo volume de 2 e f* é uma simetrizacao apropriada de f. Mais especificamente,
mostraremos que

Este fato se verifica para problemas nao lineares com nao linearidade regular,
como poder ser visto em [3| Teorema 4.10. A mesma demonstragao pode ser adotada
para cobrir o caso de nao linearidade singular que aparece no problema que estamos
estudando.

Para comecar introduziremos algumas defini¢oes.

Definicao 7 Para todo A C RY, definimos A* = Bg onde R € escolhido de forma
que |A| = |Bg|. Para h : A — R, definimos A(p) = {x € A : u < h(z)} e
h*: A* - R a stmetrizagdo de Schwarz de h fazendo

h'(z) =sup{p:z € A(u)"}.

A simetrizagao de Schwarz é um rearranjo radialmente simétrico e nao crescente
de fungoes. Para verificar que h* é radial, basta tomar z,y € A com ||z| = ||y|| e
perceber que © € A(u)* & y € A(u)*. Assim, sup{p : © € A(u)*} = sup{u : y €
A(p)*}, ou seja h*(x) = h*(y). Portanto h* é radial. Se ||z|| < ||ly|| e y € A(n)* entdo
v € A(p)* dai {p:x € A(p)*}y C{p:y € A(u)*} = sup{p: = € A(u)*} < sup{p:
y € A(n)*} < h*(x) < h*(y), ou seja, h* é radialmente nao crescente. Note também
que h* assume todos os valores da imagem de h. Outra propriedade importante da
simetrizacao ¢ a seguinte:

11
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Lema 7.1 Dadas h, g funcoes continuas sobre €1, tem-se:

/hgg/ h*g*.

A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em [3] (Lema 2.4) e em [13]
(Teorema 1.2.2 p. 11).
Provemos agora o Lema proposto no inicio desta secao.

Lema 7.2 Dados ) dominio limitado de RN e f sobre Q com 0 < f < 1, temos
A (Q, f) = X (Bg, )

onde R > 0 ¢ escolhido de forma que se tenha |Bgr| = || e f* € a simetrizagao de
Schwarz de f.

Prova. é suficiente mostrarmos que dado A € (0, \*(Bg, f*)), o problema (.Sy) possui
solu¢ao. Considere as sequéncias minimais (v,,) de (S,) e, (7,) de

Af*
A—wp o Br (1.18)

w =0 sobre 0Bp

—Aw =

definidas no Teorema (6). Mais precisamente tomamos vy = 0 e v, € C?*() como
sendo a solucgao de
A
—Av, :f—(x)z em  Q
(1—wvp) (1.19)
v, = 0 sobre 0f2

e, Ty =0 e, € C>*(Bg) como sendo a solucdo de

- Af*(x)
_A'Un :m em BR

. (1.20)
v, = 0 sobre 0Bp

Usando o raciocinio analogo ao da demonstracao do referido Teorema, concluimos
que v, < C < 1 para todo n, donde podemos garantir que ug = lim,, ., v,, é solucao
classica (minimal) de (S)).

Como f* é radial temos que v; também o é e, se v,, é radial entao v,,.; também
é radial portanto v,, é radial para todo n. Além disso, pela construcao do Teorema
(6) temos que 0 < 7, < wy < 1 para todo n, onde wy é a solugdo minimal de

(Sx(Br, [7))-

12



Estimativas inferiores para \* CAPITULO 1

Dado 0 < r < R, integrando (1.20) sobre B, obtemos

_ Af*
- / A = /B T—w ™ 1.21)

que em coordenadas polares fica

" d? N-1d TGNl
— N-L g —7, | ds =\ / —ds. 1.22
wN/O S <dr2vn + . drvn> s WN A5 s ( )

Integrando o lado esquerdo de (1.22) por partes obtemos

=~ T N—1 px
—TN_IdU—n:/\/ s _f ds
dr o (1—=7,-1)2

e, finalmente,

d@n A r SN—lf*

+ ds =0 em (0, R). 1.23

dr T‘Nl/o (1 —1,_1)? ( ) ( )

Seja v a simetriza¢ao de Schwarz de v,,, mostraremos que 0 < vy < wy < 1 em

Bpr para todo n. Com efeito, de modo analogo ao que foi feito no paragrafo anterior
e, aplicando o lema (7.1) temos que

dv* A T f*
n ds >0 0, R). 1.24
dr +7"N1/0 (1 —v:_ )2 5= em (0, 1) ( )

Sendo vj =Ty = 0 em (0, R), temos de (1.24) e (1.23) que dvi/dr > dv,/dr e, por
integracao:
vi(r) = vi(r) —vi(R) <vi(r) = 0u(R) = 01(r)

para todo r € [0, R]. Suponhamos agora que para algum n € N tenhamos
v 1 (r) <T,_1(r), re€(0,R).

De (1.24) e (1.23) segue que dv;;/dr > dv,/dr e, por integragao, v}i(r) < T,(r) para
todo r € [0, R]. Portanto, por indu¢ao temos que

vr(r) <vu(r), re(0,R), VneN.

n

Agora, uma vez que maxq v, = maxp, v}, a sequéncia minimal (v,,) é limitada
em  por maxp, Up(x) < 1. Concluimos portanto esta demonstracio através do
raciocinio descrito inicialmente. [ ]

Iremos entao estimar a voltagem maxima para bolas. Mostraremos que as
fungoes da forma w(z) = a(l — ('iRl)k) sao supersolugoes de (Sy s+) para a,k e A

13
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apropriados e maximizaremos o intervalo que contém tais valores de A com respeito
a a e r obtendo assim, outras estimativas para \*.

Devemos ter 0 < w < 1, donde faz-se necessario, primeiramente, exigir k£ > 0
e 0 < a < 1. Devemos ter também w € HJ(Bg), que ira verificar-se desde que
tenhamos ||Jw|l2 < oo e ||[Vwl|s < co. Como

/w2—/ 1—-2 M k+ m %da:
Br - Br R R

1
:RNQMN/‘l—ﬁ+%%ﬁ
0
1
O)j

tk-‘rl t2k+1

Thal ot

= RNisz (t

teremos w € L?(Bg) quando k > —1/2.E, uma vez que

k2 |[E| 2k—2
Vw|? = — (= d
/BR [Vl /B R? ( R ) !

1
0

para termos [, |Vw[® < oo, devemos exigir k > 1/2.

Por fim, nomeando r := |z| e usando a forma polar do operador laplaciano temos
que
(N —1) k2 + (N —2)k\ /7\F2
—Aw = w4y = (—) 1.2
W = Wyy + . w R2 R ( 5)

sobre Bg \ {0}.

Lema 7.3 Vale a sequinte estimativa para \*:

2

8N WN N
N> | = . 1.26
> st 7 (1) 12
| 21\
Prova. Escolhendo R de forma que |Bg| = [€)|, ou seja, R = | — ] , temos que
wN
(1.26) é equivalente a
8N
N> 1.27
— 27TR?supg f (1.27)
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Fazendo k = 2 em (1.25) e lembrando que sup f* = sup f temos que w satisfaz
Br Q

ON  2N(1—a)? 1
R? R? (1-— a)2
S 2Na(l —a)? f*(z)

R?supq, f* (1 —a <1 - <%>2)>2

_ 2Na(l—a)® f*(z)
~ Rfsupg f (1-w)?

2Na(l — a)?
R?supg, f
Método de Sub- e Supersolugao temos que existe solugao de (S\(Bg, f*)) para tais

valores de \ e, consequentemente

Assim, w é uma supersolugao de (S\(Bg, f*)) para A < . Aplicando o

2Na(l — a)?

“(B ) >
)‘( Raf)— RQSupr

para todo a € (0, 1).

2

Como o termo a(l — a)? atinge o valor maximo em (0, 1) para a = 1/3, temos

que
SN

N(Br, ") > ——.
(Br. f7) 2 27R2 sup f
Q
O resultado segue utilizando-se o Lema (7.2). [

Lema 7.4 Se N > 2, vale a sequinte estimativa para \*:

A* 23N —4) - (1.28)

wn\ N
9supg f (ﬁ)

Prova. Voltando para (1.25) e fazendo a = 1, vemos que a condi¢io

4+ (N—2k\ 1 f
R? ) sup f* (1 — w)?
Q

(R (N=2k\ 1
_< R? )supff <fi>
Q

para x € Bg \ {0}, sera satisfeita para toda f se

()7 () " weno

v

—sz(
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ou seja, quando k < 2/3.
Para finalizar observamos que o termo k% + (N — 2)k atinge seu valor méximo

em [3, 3] quando k = 2 e, para tal valor de k a fun¢ao w é supersolu¢ao de (Sx(f*))
sempre que
0< < 2BN-4)
~ 7 O9supq f
E o resultado segue. ]

1.5 Estimativas superiores para \*

Caso f nao se anule, podemos exibir estimativas para A* que melhoram aquelas
obtida em (1.4). Nas consideragoes seguintes ¢q representa autofungao positiva de
—A em H} () associada ao primeiro autovalor zo e normalizada com |¢qo|; = 1.

Proposicao 5

1. Se f satisfaz 0 < infq f < f(z) <1 em Q entao

<\ =t
ATs A 27infq f

2. Se f satisfaz 0 < f <1 em Qe f >0 em um conjunto de medida positiva

entao .
N < ::”—Q(/fcba) |
3 \Ja

Prova. Multiplicando (S)) por ¢q, e integrando sobre €2, obtemos

_ J o0
MQ/QUQSQdm_)\/Q—(l—u)de'

Observe que u(1 — u)? atinge o valor maximo 4/27 em u € [0, 1] assim,

: ¢ : 27
> —_— > —
uQ/QuqSQda: > lgff)\/ﬂ A—ue = lgff)\ 1 Qu¢gdx.

< 4p0
- 27 lan f
para A arbitrario. Donde segue o item 1.

A fim de verificarmos o item 2, multipliquemos (Sy) por ¢o(1 —u)? e integremos
sobre €2 obtendo

= A

—/¢Q(1—u)2Audx:/>\f¢Qd:c.
Q 9)
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Usando o Teorema da Divergéncia,

/ A podr = —/ (1 —u)?pqVurdS + / VuV(¢o(l — u)?)dr (1.29)
0 o9 Q

onde v é a normal unitaria exterior a 0{2. Como ¢q = 0 sobre 0€2, o primeiro termo
do lado direito de (1.29) é nulo. Calculando o segundo termo obtemos

/ A podr = / 2(1 — u)pq|Vul*dr + /(1 — u)*VuVpqdr
Q 0 0
< / (1 — u)*VuVeodz
0

— _/ 1V(ﬁQV(l —u)’dx
03

onde, novamente integrando por partes o termo do lado direito, obtemos

1 3 1 3
/Q)\fgbgdx < —g/m(l —u) V¢Q-Vd5+§/9(l—u) Apqdz

1

(1.30)
3 ) Ko 3
=-3 /m(l —u)°Vogq - vdS — 5 /Q(l —u) padz.

O 1ltimo termo do lado esquerdo de (1.30) é negativo. Além disso, como u = 0
sobre 0f), temos que

/ (1—u)3V¢Q-VdS:/ Voq - vdS
o0

— | A¢qdx (1.31)

onde as duas ultimas igualdades seguem do Teorema da Divergéncia e da definicao
de pq respectivamente. Consequentemente

/Q Moadr < 12 /Q ~

donde obtemos o item 2. ]

Observacao 2 Podemos melhorar estas estimativas para dimensoes 1 < N < 7.
Mostraremos adiante (Teorema (13)) que neste caso existe uma constante C(N, €, f) <
1 independente de A tal que ||ul|l < C(N,Q, f) para toda solugao minimal uy.
Tomando entao

a:=(1-C(N,Q, f))?
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(note que 0 < o < 1) temos de (1.30) e (1.31) que
1—
//\f¢9d$ < M/¢Qd1’
Q 3 Q

para todo A € A. Portanto

3 < talz0) ( /Q ¢de) ( /Q f%dx)_l.

1.6 Propriedades Espectrais das Solucoes Minimais

Estudaremos agora o ramo das solu¢oes minimais. Mostraremos resultados de
diferenciabilidade, monotonicidade e compacidade destas solugoes com respeito a .
Estudaremos também a regularidade e estabilidade de tais solucoes com énfase na
solucao correspondente a voltagem critica \*.

Nosso Problema pode ser reformulado da seguinte maneira: encontrar pares
(A, u) em R x C' onde

C={uecC*(Q):u=0sobre Qe <u<1}

que satisfacam a quacao
FA\u)=0

onde

Af
(1 —u)*
O conjunto C' é um subespago de C?“()) completo com relagao & norma dada na
Defini¢ao (23) no Apéndice (A.3).

Além disso, dado 0 < 6 < 1 a fungao F : R x C5 — C%%(Q)) dada por (1.32),
onde Cs = {u € C' : u < 0} é continua. O conjunto R x Cs é aberto em R x C' e F
é diferenciavel nele com

F(\u)=—Au— (1.32)

OF 2Nf

%()‘7 up=—-A¢— m¢

onde 2E(X, u), é continua para todo (A, u) € R x Cj.

Observacao 3 Como F(0,0) = 0 e 2£(0,0) = —A, que é um operador invertivel
em C' com inversa continua, pelo Teorema da Funcao Implicita podemos garantir a

existéncia de solugao de (S)) para A > 0 suficientemente pequeno.

Observagao 4 Mais geralmente, se o par (A, u) € tal que F(A\,u) =0 e ‘3—5()\, u)p #
0 para todo ¢ # 0, ou seja, ker g—i()\,u) = {0} temos que ‘?)—IZ()\,U) é um difeomor-
fismo. Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma unica continua¢ao
de solugoes para (S\) numa vizinhanga de (A, u).
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Escrevendo L = L(u, \) = %£()\, u), considere y; = (), u) o menor autovalor
de L, isto é, o menor u correspondente ao problema de autovalor

20 f(x)

—A¢ — A—u)p T3¢ = g em ()
¢ =0 sobre 0.
Em outras palavras,
/ IVo|? = 2Mf(1 — u) 3¢*dx
M1 = ,ul()\,u) = inf & .

oCHH(\(0} / 2z
Q

Defini¢ao 8 Dizemos que u, solugao de (S)) € estdvel quando p; > 0 e semiestdvel
quando py > 0.

Mostraremos agora, entre outras coisas, que solucoes semiestéveis sao necessa-
riamente minimais.

Lema 8.1 Dadas u,v € H}(Q) solugdo fraca e supersolugdo fraca, respectivamente

de (Sy). Temos,
1. Se py(\,u) >0, entao u < v q.t.p. em €.
2. Sewu € reqular (u € CY(Q)) e, se u(\,u) =0, entdo u=1v q.t.p. em €.

Prova.
Dados 6 € [0,1] e 0 < ¢ € H} (), considere

= u — v — Af
_/va +(1-0))Vo /Q(l_eu_(1—e>v)2¢'

Devido as hipoteses a cerca de u e v,

0 1—46 1
1002 [ 1 (am  aap - G gma) 20

Donde temos pela convexidade de s +— 1/(1 — s)? que

1(60,¢) > 0.

Temos também que (6, ¢) é derivavel com

/Vu—vng / 1_QU3A€_0)U)3(U—U)¢§0 (1.33)
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para todo 0 < ¢ € HJ(Q). Como I(1,¢) = 0, a derivada de I em 6 = 1 & nao
positiva, isto é

2 f 1
/QV(U—U)VQS—/Q (1_u)3(u—v)¢§0 V0 < ¢ € Hy(Q). (1.34)
Tomando ¢ = (u — v)*, temos que
+12 2Mf 2
/Q V(u—v)"|* — e (u—v)t)? <. (1.35)

Se fosse p; > 0 nao haveria mais o que provar pois a tunica forma de (1.35)
ocorrer ¢ termos (u —v)t = 0 e, nesse caso, u < v q.t.p. em €.
No caso geral (u1(u) > 0), (1.35) ainda pode ocorrer desde que tenhamos

2\ f :
/ |V (u—v) (1_u>3((u—v)+) =0, (1.36)
ou seja,
. INf .
Vu—vV¢—/—u—v¢:O 1.37
| v—nvi- [ -y (1.37)
A _ . or,. -~ ..
onde ¢ = (u — v)*. Note que (1.37) coincide com I(1,¢) e com %(1, ®), isto &,
oI, - A
—(1 =1I(1 =0.
- (1,0) = 1(1,6) = 0
oI - oI oI
Se tivéssemos w(l,d)) < 0 isto acarretaria 80(90,925) < %(1,@ = 0 para
todo 1 —e < 0y < 1 com ¢ suficientemente pequeno. Consequentemente teriamos
2]
1(6y) < 0 o que contradiz as consideragoes anteriores. Portanto 5 02( L P) >
Ora,
0?1 6Af
Z(0.0) = — —)?
gz 09 /9(1_ Gus (1= V¢

Pr . 6)f :
iﬁ(qu)__/Q(l_u);l(u_v)nga

7, oI, -
ou seja, w(l,gﬁ) < 0. Devemos ter entao ﬁ(l,gb) =0= (u—v)" =0 qt.p.

em )\ Q onde Qy = {f = 0}. Juntando tal informacao a (1.37), obtemos que
/ |V (u —v)"|* =0, donde concluimos que u < v q.t.p. em Q.
Q

Provaremos agora (2). Para tanto faz se necessério o uso da seguinte informagao:
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Afirmacao 8.1 Se u < v — tg¢; sobre um conjunto A de medida positiva, entao
existe € > 0 tal que u < v —tpy q.t.p. em Q para todo to <t < tg+e.

De fato, uma vez que pp = 0, temos que ¢; esta no nicleo de L assim, (1.34) é
ainda valido quando substituimos u — v por u — v — t¢y:

[ vu—v—tonvo— [ o su—u—wone-0 verme),

Tomando ¢ = (u— v —t¢1)T, uma vez que estamos supondo p; = 0, como anterior-
mente, temos que

/Q]V(u—v—wl)ﬂz —/{2(12_)\—J;)3((u—v—tgb1)+)2 = 0. (1.38)

Da caracterizagao variacional de ¢, devemos ter (u — v — té1)t = Bé1 q.t.p.
em () para algum 3. Dado 0 > 0 suficientemente pequeno podemos encontrar um
conjunto A’ CC A de medida positiva de tal forma que u < v — tg¢py — d em A’.
Consequentemente existe ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que v < v — ¢,
para todo tg < t < to + £. Nestas condigoes, (v — v — t¢1)" = 0 em A’, ou seja,
Bpr =0em A'. Como ¢ > 0 em Q, devemos ter § = 0 portanto u < v — t¢; q.t.p.
em () para todo ty <t < tg+ € o que prova nossa afirmacao.

Provada a Afirmagao (8.1), retornemos a demonstacao de (2). De (1) temos que
u < v. Suponha por contradi¢cao que podemos encontrar um conjunto A de media
positiva tal que u < v em A. Aplicando a afirmacao anterior com t, = 0, temos
que existe € > 0 para o qual u < v — t¢; em €2 para todo 0 <t < e. Dessa forma
T={t>0:u<v—td; q.t.p. em Q} # (. Além disso T ¢é limitado uma vez que
0<u,v<l.

Tomemos entao ¢t = sup 7’ que é um ntimero positivo bem definido para o qual
u < v—tpy q.t.p. em Q. Se fosse u < v—t¢; em algum conjunto B de medida positiva,
usando a Afirmagao (8.1) contradiriamos a maximalidade de ¢ assim, devemos ter
uw=uv—1¢ q. t. p. em Q.

Portanto

| V—v—tovo— [ Ecw—v—tono =0 voem®

2\
= / V(iu—v)Vep — / —f3(u —v)p=0 Vo€ Hy(Q).
Q o (1—u)
Tomando ¢ = v — u chegamos a uma identidade anéloga a (1.36) e, raciocinando

como anteriormente obtemos finalmente / |V(u — v)|* = 0. Mas isto contradiz a

Q
hipotese u < v num conjunto de medida positiva! Portanto © = v q.t.p. em €.
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Teorema 9 A funcio X — ug(X,-) que a cada X € (0, \*) associa up(A, ) a solugao
minimal de (S)) € estritamente crescente e diferencidvel em (0, \*). Consequente-
mente, a fungao X — () = pr(A up(A, ) € decrescente em (0, \.). Além disso
up(A, +) € estdvel.

Prova.

Se Ao € A é tal que p1(Ng) > 0, pela Observagao (4) existe uma continuagao
do ramo de solugoes para além de A\g. Mais explicitamente, existem vizinhancas
U de \g e V de uy, e uma fungdo A — 1ug(\,-) de U em V diferenciavel, com
Uop( Ao, -) = up(Ao, +), cujo par (A, Go(A,-)) resolve (S,) e estas sao as tinicas solugoes
de (Sy) em U x V. Pela defini¢ao de solu¢ao minimal e pela Proposi¢ao (3) devemos
ter up(Aog,-) < up(A,-) < up(A,-) para todo Ag < A € U. Portanto up(A,-) € V
para tais valores de A\, o que implica que ug(A,-) = Ug(A, ), ou seja, existe uma
continuagao do ramo de solugoes minimais para A > Ag.

Note que quando A = 0, 1 (A) = g onde pg é o primeiro autovalor positivo de
—A em . Assim,

A" :={A > 0:up()\, ) é uma solugio estavel de (Sy)} # 0

e, consequentemente \** = sup A* estd bem definido com A\** < \*.

Como pq(A\) > 0 para todo A € A*, pela maximalidade de \** devemos ter
p1(A*) > 0. Se fosse 1 (A**) > 0, pelas consideragoes feitas no inicio desta demons-
tragao teriamos, para algum € > 0, uma continuacao do ramo de solugoes minimais
diferenciavel em A para A\ < A < A, + €. Dai, pela caracterizagao variacional
de p1(A) a mesma seria continua em A neste intervalo. Assim, para algum ¢ > 0,
p1(A) > 0 sempre que A < A < A, + ¢, 0 que contradiz a maximalidade de ...
Portanto p1(A*™*) = 0.

Se fosse A*™* < A*, como ug(A, ) é supersolugao de S(A*™) para todo A < A <
Ax, teriamos pelo Lema (8.1) ug(A™, ) = ug(A,-) nesse intervalo, o que novamente
contradiz a maximalidade de py««. Isto prova que \** = \* e, portanto toda solucao
minimal é estavel.

Dessa forma, o operador L(\ ug(A,-)) é invertivel para todo 0 < A < A\* e
pelo Teorema da Fungao Implicita temos que A — wug(A,-) é diferenciavel. Pela

dug (A, - dug (A, -
Proposigao (3) temos que % > 0 sobre €. Se fosse % = 0, derivando
(S)) com relacao a A obteriamos
d\ (1 —up(A, )3 dx (1 —wug(A,-))?
= - s =0=f=0.

(1 - UO()‘7 ))
o que contradiz as hipdteses sobre f. Portanto A — wug(A, ) é estritamente crescente.
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Regularidade das Solu¢es fracas CApPITULO 1

Que A — p; é decrescente segue da caracterizacao variacional de p; e da mono-
tonicidade de (1 — u)? com relagio a u. [

Voltemos nossa atencao agora ao estudo da equacao correspondente a voltagem
critica A*. Devido & monotonicidade do ramo de solug¢oes minimais e de sua limitacao
uniforme em HJ(£2), com um raciocinio analogo ao do final da demonstracio do
Teorema (6) temos que a fungao

= li A,
W= 0 )
existe em H} () e é solugao de (Sy+) no sentido fraco.
Além disso, u1(A*) > 0, ou seja, u* & uma solugao semiestavel de S(\*). Mostraremos
a seguir que se ||ull. = 1, vale a reciproca.

Corolario 5.1 Dada u € H} () solugdo fraca de (Sy) com ||ulle = 1, sio equiva-
lentes

1. puyp >0, usto é

2 1
/w / )¢> Vo € HY(Q).
2. A =X\eu=u*.

Prova.

Nao podemos ter A > \*. Como ||ug(A, )||ec < 1 sempre que A € (0, A*), devemos
ter entao A = \*. Além disso, assumindo (1) e usando o Lema (8.1) temos que ug(, -)
¢ a tnica H}(Q)-solugao fraca de (S, ), ou seja, ug(\, -) = u*. [

1.7 Regularidade das Solugoes Fracas

O primeiro resultado desta secao identifica cotas de energia com as quais con-
seguimos regularidade das solucoes do seguinte problema mais geral:
x
—Au = L)z em ()
(1 —u) . (1.39)
u = u sobre 0f2
Aqui, por conveniéncia omitimos o A exigindo, ainda, que f satisfaca (1.2),_ob—
viamente, com excecdo da condi¢do f < 1. Exigimos também 0 < uw € C*(Q) e

|t]|lsc < 1. Estabelecemos, em concordancia com a defini¢cao (1) que u é solugao
fraca de (1.39) se
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Regularidade das Solu¢es fracas CApPITULO 1

LVuv¢dx:/52<lf¢u)2 Vo € H(Q), u—1ue HMQ) (1.40)

convencionando-se que =0 quando f =0

(1—u?

Teorema 10 Seja Qp = {z € Q: f(x) =0}, se u € solugao fraca positiva de (1.39)
satisfazendo:

< A no caso N =1 (1.41)
L)

=

ou

< A no caso N > 2 (1.42)
LN/2(Q)

=

Temos que:
1. Se Q\ Qg € conexo entao u <1 q.t.p. em §;

2. Seu < 1 qtp. em Q, entio u € CY Q) e eviste uma constante C =
C(A, N,@w,Q, f) tal que
O<u<C<1emc

Prova.
Provaremos o Teorema primeiramente para o caso N = 1. Neste caso temos que

/Q ((1 _fu)2> 2 < Hf”éon(l —u) | 1) < o0,

ou seja, f(1—u)2e L%(Q) Donde, por Teoria de Regularidade (veja o Teorema
(25)), segue que u € C**(Q) e consequentemente (veja o Teorema (24)):

u € C*(Q). (1.43)

Suponha, por contradi¢do que existe zo € Q \ p tal que u(xy) = 1. Por (1.43)
temos que
1= u(@)| < Clag — ]

para alguma constante C' > 0. Tome ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que
Bs(zg) € 2\ . Temos que inf f>0e

Bs(zo)
—1
inf
(35 (zo) f> /Bé(ﬂfo)

f
(1—u)p

S / 1 S 1 / 1
= s = = s — OQ,
Bs(zo) (]‘ - U)3 C Bs(zo) ([E - 1'0)3
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o que contradiz (1.41). Concluimos, portanto, para este caso, que u # 1 em €\ €.

Dai, supondo €2\ €y conexo, como u # 1 em Q\ Qpe u =7u < 1 em 09,
concluimos, pela continuidade de u, que u < 1 em Q\ €. Assim, u < 1 em 9, ou
seja, (1 —u)~ = 0 sobre 9. Considerando ¢ = (1 —u)~xq, € Hg(£2) como fungao
teste em (1.50), temos que

1— )
VAl —u) P< | VuV(1l—u)” = M =0.
Qo Q o (1—u)
Donde segue que, (1 —u)~ = 0 q.t.p. em € e, consequentemente, u < 1 q.t.p. em

Q.

A fim de provarmos (2) para o caso N = 1, considere Tyu = min{u,1 — k}, o
truncamento de u no nivel 1 —k com 0 < k < 1. Temos que Tpu < 1—Fk < 1, assim,
(1 — Tpu)~! esta bem definida. Além disso,

J=mr = L
0 —Tw3 = Jor2 =

1 2 IV Tu)? 1 )
= _—_— < _
/Q V(l—Tku) /Q(I—Tku)"L - k’4/9|vu| <OO’

ou seja, (1 — Trpu)~t € HY(Q).

Tomando £ suficientemente pequeno de sorte que 0 < [|U]|oo < 1 —k < 1 temos
que Tru = min{u,1 — k} = min{u,1 — k} = @ sobre 0. Temos também que
(1—u)~t € HY(Q) pois, u € C*(Q). Portanto, ¢ = (1 — Tpu)™t — (1 —u)"t € HY(Q)
e, como ¢ = 0 sobre 92 temos pelo Teorema (10) que ¢ € H} ().

Fazendo ¢ como fungdo teste em (1.40), temos que:

o . F(( = Thu)! — (1 — 7))
/Qvuv(u To) ™' — (1 / =

[ Tt [ T[0T -
(

Q 1—Tku)2: (1 —u)? (1 —u)?

§/Q<1vivz§ + ot e <©

onde C' independe de k.
/ |V Tul? - / VuVTiu

Uma vez que
/ |V Tul? <
q (1 —Tru)?
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Assim,
1 VTiu Vu 9
1 = — L(Q)).
‘V Og(l—Tku)‘ ‘1—Tku T—g| LW
|
Como log € CY(Q) e log “ = 0 sobre 01, temos que,
1— Tku
1—
log <1 _Tu ) ( ). Usando o fato de que H}(Q)) — L>(Q) para N = 1,
temos que

1—a \| 1—7 \|? VTl
< < — | <
log(l—Tku) oo_/ﬂ Vlog(l—Tku> _C(l—i_/ﬂ(l—TkU)Q) _C’

onde S é a constante de imersao e C' independe de k. Tomando o limite quando k£ —

1—u
0, concluimos que log (1—> € L>(Q) e, portanto, u < C' < 1 com queriamos.
—u

Provemos agora o Teorema para N = 2. De modo analogo ao que foi feito para
N =1, das hipoteses do Teorema, temos que

KXH%WJT:A<@%y>fgﬂm@WLWWhm@<m

ou seja, f(1 —u)? € LTN(Q), donde concluimos via Teoria de Regularidade que
ue C%3(Q) N HY(N).

Suponha por contradi¢ao que u(xg) = 1 para algum xy € Q\ Q. A Holder-
continuidade de u implica que:

11— u(z)| = |u(zo) — u(@)] < |z — wo|5.

Escolhendo d > 0 suficientemente pequeno, de modo que inf f > 0, temos que
f

B (o)
inf T —
(Ba(zo) f) /35(300) (1—u)

o que contradiz (1.42). Logo u = 1 pode ocorrer apenas em €, e o resultado segue.
Provemos (2) para o caso N = 2. Usando a Desigualdade de Moser-Trudinger:
existe S > 0 tal que

vz

N

N
2

S / 1 S 1 1
> — > — =00,
Bswo) (1—1)2 — C Jpy(ag) (x — w0)

2
/ " < Sexp [ L—|ollme | Vo€ HIQ), p>1; (1.45)
Q 167T 0
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l—Tku

1_@ p p2
1—Twu)?< < -
/Q( ) _C/Q<1—Tku) _C’Sexp<167r/Q

onde C independe de k. Fazendo k£ — 0, temos:

=
para v = log , temos:

1—u \|?
| <
vog(l—Tku) )_C

10 =) oy < Cp Vo> 1 (1.46)

onde C,, depende apenas de A, N,u,Q e f. [

Veja na Segao (A.5), Proposicio (11) que se u € H}(Q), solugao de (S)) satisfaz
a condicao 0 < u < C < 1 g.t.p. em Q entao u é solugao classica de (Sy).

Definigao 11 Dizemos que u € H* () € solugdo fraca semi-estdvel de (1.39) se

/Q (|W| T ifu)3¢2) de >0 V¢ € Hy(Q). (1.47)

Teorema 12 Dada v € H'(Q) solucao fraca semi-estdvel de (1.39), para cada 1 <
p<1+ % + 2\/2 existe uma constante C, > 0 tal que

1£(1 = u)?|| o) < C)p

Prova.
Se u € H'(Q) é solugao fraca de (1.39), vale

/Q<1—fu>2<°o'

De fato, para ¢ = u —u em (1.40), devemos ter

/QVUV(U —u) = /Q a _fu)Q(u — )

- [ (a e -0-15)

/ u) = uV(u—1u /
;»/Q(l_u)2(1—u)_/ﬂv Vu-m+ [ (1.49)

Lembrando que |||l < 1, concordamos que existe C' > 0 tal que

(1.48)

1<C(1—n)
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que, junto com (1.49) e a designaldade ab < ea® + 4—1€b2, valida para € > 0, nos da

/(1_u (/ku—u /1fu)

1
<0 (5l + o =al) +e [ 7L+ 4 [ 1)

temos que
f /
<
fiamar <©

para algum C’ > 0 como queriamos.

Mostremos agora que
f
< 00.
J T-w® =7

Tomando ¢ = u —u em (1.47) obtemos

2f 12 / V2
u—1u) < V(u—1u
/Q (1— U)3( )= Q IV )
ou, equivalentemente,

/Qﬁ((l—ﬂf—(l—u)Q—Q(u—u )(1—u)) /|Vu—u2. (1.50)

Escolhendo € = 20,

Como anteriormente, tomemos C' > 0 tal que

1 <2C(1 —u)?

:>/Q<1_fu)3 §2C/Qﬁ(l—ﬂ)2

e, a aplicando seguidamente (1.50), (1.48) e 2ab < a? + b* ficamos com

/9(1 —fu)3 gC(/Q|V(u—a)|2dx+ Q%dx—i-/gzﬁ(u—ﬂ)dx)
:C(/Q|V(u—ﬂ)|2dx+/ﬂ(1_fu)2dx+/9f+4/QVuV(u—E)) < 0.

Mostraremos agora que

/ (1 fu)g(l — L) 20 < C
N

28



Regularidade das Solu¢es fracas CApPITULO 1

onde C independe de k. Fazendo k — 0 concluimos a demonstracao do Teorema.
Tomando ¢ = (1 — Tpu) P2 — (1 — u) "2 em (1.40) temos

VT,uVu VuVu
=2 | g - o
f (1.51)
- / Ty (- T ™ = (1 -9 77") do.

Dai, tomando ¢ = (1 — Tku)_w —(1— ﬂ)_S(p;Q) em (1.47) e, usando

1
(a+b)?* < (0+1)a®+ 5%1)2 para 6 > 0 (1.52)
e (1.51) sucessivamente, obtemos
f _3(+2) - 32) 2
2/Q e ((1 Tyu) (1-7) )
2
9(p —1)* VTuVu VuVu
< T/ 30— — e 0% dT
Q|| (1 —Thu) = (1—u) =
_1)2
< M((; 1) Lvi_ldx .
4 o (1 —"Tu) 2
9(p—1)2 VTiuVu VuVu VuVu
= - 1 R
OV (1-Tw)  (L—w)? T e
Ip -1 +1) f _ .
T 4(Bp-2) /Qu o (A= T ™ = (=) da + ©
9p—1)*(6+1) f .
4(3p - 2) /Q (L T e C
9p -1 +1) / f -1 312
< — 2 _ _ 2 d
I A ((1 Tyu) 1-7) ) v+ C,
uma vez que de (1.52)
1
(1— Tou)® < (1-8) (1 - Thw) ™2 — (1 —w) ) + %5(1 _@r (1.53)

9(p—1)2
p= 1" < 2 ( que ocorre desde que tenhamos 1 < p <

Para p satisfazendo 1(3p—2)

4 2 . .
1+ 3 + 2 5)’ existe o suficientemente pequeno, de sorte que

9(p — 125 + 1)?

> 0.
4(3p - 2)

2 —
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Dai,
f 3(p-1
— L _1-T7 (p—1)
f =t 7
f _3(p+2) _\_30+2)\ 2 ,
o (1—
onde C” independe de k. (]

Teorema 13 Para 1 < N < 7 existe C(N,Q, f) < 1 tal que, dado 0 < X\ < \*, a
solugao minimal ug(N,-) de (Sy)) satisfaz ||up(\, -)||eo < C. Consequentemente,

=i A,
W= g el
existe na topologia de C*(Q) e p(u*) = 0. Mais ainda, u* € a tinica solugdo cldssica
de (Sx«) entre todas as Hy(Q) solugoes fracas.

Prova.

A existéncia de u* como solucao classica segue da combinacao entre os Teoremas
(10) e (12), uma vez que § <1+ 3 + 2+/2/3, ocorre quando N < 7.

Além disso, uma vez que uq(\) > 0 para todo A < A*, passando o limite em A,
temos que p1(A*) > 0. Se fosse p1(A*) > 0, o Teorema da Fungao Implicita aplicado
ao operador L(u*, \*) implicaria em uma continuagao para o operador A — ug(A, )
para A > \*, o que contradiz a maximalidade de A*. Portanto p; »» = 0 e, a unicidade
de u* segue do Lema (8.1). [
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Capitulo 2

Problema de Quarta Ordem

Estudaremos agora o problema

( A ()
2, _
Au = m em DBp,
0<u< 1 em Bp, (R»)
u = % =0 sobre 0Bg.
\ on

Anélogo ao que foi feito no Capitulo 1, provamos a existéncia de uma constante \*
para a qual (R)) possui uma solugao classica minimal u, para todo A € (0, \*). Para
A > A\* nao ha solug¢do (nem mesmo no sentido fraco). No caso A = \*, existe uma
tnica solucao fraca que chamamos de soluc¢ao extrema.

No Capitulo 1, o Principio do Maximo foi crucial para a obtencao de resulta-
dos dessa natureza. No entanto, tal propriedade ndo é valida para o operador A?
em dominios gerais - ao menos com as condigdes de fronteira pedidas (veja um
contraexemplo na Sec¢ao (A.2) Observacao (6)). Restringiremos nosso estudo entao
para o caso Q = Br = {z € RY : |z| < R} e f radial. Para Q = Bg, o oper-
ador A? preserva o sinal das funcoes. Esta propriedade é parte de um resultado
de 1905 chamado Principio de Boggio [5|(veja Teorema (21)).Outra vantagem de
trabalharmos em bolas é o fato que todas as solugoes sao radialmente simétricas e
decrescentes, como foi mostrado em [4].

Definigao 14 Denotamos por HZ(Bgr) o espago de Sobolev usual, que pode ser
definido por completamento como

H2(Bg) = cl{u € C°(Bg) : || Aulls < oo}.

O mesmo vem a ser um espaco de Hilbert quando equipado com o produto interno

(u, V) 2By ::/ AuAvdz.
0 B
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Definicido 15 Quando u € C*(B) satisfaz (R)), com

f(z)

Ty !

sempre que f(x) =0, dizemos que u é solugdo cldssica de (R)).
Dizemos que u € L'(Bg) € solucdo fraca de (Ry) quando 0 <u <1 g.t.p. em
Q,1—-u)?el(Q)e

/ uA*pdr = )\/ %gﬁdx, V ¢ € C*(Br) N HS(BR). (2.1)
Br Br (1 - u)

Quando (2.1) € satisfeita com < ou > em lugar de = dizemos que u é subsolugao
ou supersolugdo respectivamente de (R)).

2.1 Teoremas de Existéncia

Com o Principio de Boggio desempenhando o papel que no Capitulo 1 era do
Principio do Maximo, derivamos, de maneira analoga ao que foi feito para o pro-
blema (S)), o resultado a seguir. Nas consideragoes seguintes pp denota o primeiro
autovalor do operador biharmonico sobre Br com condicao de fronteira de Dirichlet

e, ¥r denota a autofungao correspondente com sup || = 1. De acordo com [4]
Br
(Remark 1.(iii)), g > 0 e ©p tem simetria esférica e é radialmente decrescente.

Teorema 16 Seja
A :={\>0: (R)) possui solugcao classica }

temos que A € um intervalo limitado e, além disso,

4
A= sup A < min i ,lfLR ’ #RH@DRHl
@ e
Br

Prova. Primeiramente mostraremos que dado 6 € (0, 1), a funcao ¢ := 61 é uma
supersolugao de (R,) para algum A > 0. Como u = 0 é subsolucao de (R)) para
todo A, segue do Teorema de Sub- e Supersolu¢ao, que (R)) possui uma solugao
classica para algum A > 0.
De fato, ja temos
0<1—60yYr<1 em
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A condicao s
A
A > —" — emQ
(1—-v)?
ocorrerd para algum A > 0 desde que tenhamos
A
Op > ——m—
prYR 2 A= 09m)"

ou equivalentemente,

1rOVR(1 — 0Y)*> > A\f em Bg.

Como

0<sp:= inf v <sy:=supyp<l1
CITGBR IEBR

e 0Y/On < 0 sobre OBg, temos que g(s) = s(1 — s)? é limitada em [s, s3] logo,
podemos escolher A > 0 suficientemente pequeno de forma que

LR xiEI}Bng(G@Z)R(a:)) > A sup f(z). (2.2)

r€EBR

Com isso, podemos derivar uma limitacao superior para A. Com efeito, seja u
uma solucao de (R)), temos

wR - 2 ( ¢R )
— dx = Al ——— | d
“RZ“R/B “Toal ™ /“ Torlh ) ™

l/)R fYr
— A%y =\ d
/ Tomls ™ / [0l (1 — w2 ™

wR
> A f
szz\ll
ou seja,
N < prl[Yrll .
JUrdx
Bgr

Para verificar a outra estimativa basta multiplicarmos (R)) por 1 e integrarmos

sobre €2, obtendo
MR/ uYprdr = )\/ [r 2d:1:.
Br Br (1—u)

Como u(1 — u)? atinge o valor méaximo 4/27 em u € [0, 1], temos que

: Vs /
dx > inf fA . f /\— dx.
luR /;R U¢R xr = lélR f / (1 _ u)z - ln f B uwBR 2
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4R
< PR
= AS Sinty, f

para A arbitrario. n

Também para este problema, garantimos a existéncia de um ramo de solugoes
minimais. Entendemos por solugado minimal de (R)), e denotamos por uy, uma
solugao de (R)) que esta por baixo de qualquer outra:

uy <wu para toda u solugao de (Ry).

Garantimos também que as solu¢oes minimais sao estaveis onde dizemos que u,
solugao de (R)), é estavel se

p(u) = mf{(Lp, ¢) : ¢ € C*(Br) N Hy(Br), [l¢lla =1} > 0,

onde L é o operador linear

— A2 _
L=A =)

e, semiestavel quando pu(u) > 0.

Lema 16.1 Dadas u,U € HZ(Bg) tais que u é uma subsolugio semiestdvel de (R))
e U € uma supersolugao de (R)) entao,

u<U q.tp. em Bg.

Além disso, se u € uma solugao de (Ry) com pi(u) =0 e U € supersolugao classica
entao u = U.

Prova. Considere v := u — U. Pelo Teorema (22) existem vy, v, € HZ(Bg) tais que
v=wv1+ vy com vy L vy, v1 >0 e vy <0, donde segue que v; > v. Dessa forma

/ A(u—U)Av, = / A(vy + vg)Avyde = / |Avy [*d. (2.3)
Br Bgr Br
Uma vez que u é semiestavel, isto é
20 f
APl — ———¢* > 2.4
A0t - ol 0 (2.4)

para todo ¢ € HZ(Bg), temos, em particular para ¢ = vy, que

2N f
| Aoy * > WU% (2.5)

34



Teoremas de Existéncia CAPITULO 2

E como

1 1
A(u—U)Aqﬁdxg)\/BRf[(l_u)Q—(1_U>

para toda ¢ € HZ(Bg), tomando ¢ = vy, temos que

21 odx

Br

/BR A(u — U)Avyde < A/BR f {(1 _1u)2 -4 _1U)2} o 20)

Finalmente, juntando (2.4) (2.5) e (2.6) obtemos

Nf 1 1
/BR 1 up 1= A/BRf [<1 —u 1 U)?] vrd

ou equivalentemente,

o< [ I [aer - o ra ve

E, como vy > v,

R [ e =

1 1
Mas A= up? — =0 < 0, logo devemos ter obrigatoriamente

u—U<0 q.t.p. em (2.

Isto prova a primeira parte do Lema.
Considere agora a fungao [0, 1] — R dada por

Af
1= (u—=7(U—u)P

Q) = A%u—7(U —u)) —

Note que Q(0) = 0 e como u1(u) = 0 temos que

INf
1= (u—7U —u))p

Q' (1) == A*(U —u) — (U —wu) >0,
o que implica que Q'(0) = 0. Além disso, pela convexidade da funcao s — 1/(1—u)?,
temos que Q(7) > 0 para todo 7 € [0, 1] donde necessariamente devemos ter
)2
(U u)4 >0

(1—u)

e, consequentemente, U = u. [ ]

Q"(0) = —6Af
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Teorema 17 Dado 0 < \ < \* existe uma unica solu¢ao minimal cldssica de (R))
a qual € estavel e pode ser obtida como limite da sequéncia dada recursivamente
fazendo vg =0 e v, € C*(Q) a tinica solugdo de

A%y, = 10 2 M () 5 em Bpg,
(81)_ Un-1) (2.7)
Uy = a—; = sobre OBgp.

Além disso a fun¢ao X — uy € diferencidvel e estritamente crescente para X € (0, \*)
e, consequentemente, a fun¢ao A — pq(uy) € decrescente.

Prova. Primeiramente note que se v, € 04"1(3_3) entao v, existe e tem a mesma
regularidade devido ao Teorema (24). Como vy € C**(Bpg) temos, por inducdo, que
(v,) esta bem definida.
Dada u solugdo de (R)), devido a monotonicidade de s +— ﬁ temos que se
0 < v, <u entao
A*(u—vy,) = \f L~ ! >0 em Bpg
" T—up (O—vr?] = |
O(u — vy)
an
e, pelo Principio de Boggio (Teorema (21)) segue que v, < u. Como esta condigao é
satisfeita para n = 0 temos que v,, < u para todo n.
Também pelo Principio de Boggio segue que v; > vy = 0 visto que A%v; = 0. E
como

U — v, = =0 sobre O0Bpg

1 1

2
A*(Vpy1 —vn) = Af TETRE — TETnE >0 em DBpg,
a n - Un
Upi1 — Up = (1}+nv) =0 sobre 0Bp

quando se supoe v, 11 — v, > 0, temos que (v,) € monotona crescente.
Utilizando o Teorema da Convergéncia Mono6tona, podemos entao definir uy €
L'(Bg) fazendo
up(x) = lim v, (z).

n—oo

A mesma vem a ser solugao classica de (Ry) devido a Proposicao (11).
Para verificar que u, é estavel devemos mostrar que

Ais = sup{A € [0, \") : py(uy) > 0} = A"
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O numero \** estd bem definido uma vez que para A = 0, u1(uy) = pr > 0. Suponha
que Ao < A*. Devido a fungao A — gy (uy) ser semicontinua inferiormente, devemos
ter 11 (A*) = 0 pois se fosse p1(A*™*) > 0 terfamos uma continuac¢ao do ramo de
solu¢oes minimais estaveis para além de \**, o que contradiz a maximalidade de \**.
Portanto, pelo Lema (16.1) deveriamos ter uy = uy+ para todo A** < A < A\* (um
absurdo).

Finalmente, uma vez que toda solucao minimal é estavel, temos, pelo Teorema
da Funcao Implicita que \ +— u) é diferenciavel. A monotonicidade de tal funcao
segue imediatamente do Principio de Boggio donde, consequentemente, devido a
caracterizagao variacional de py(\), segue que A — pq(\) € decrescente. [

Lema 17.1 Se u € solug¢ao fraca de (Ry) entao (Rxa—c) possui solugao cldssica para
todo 0 < € < 1. Consequentemente

N ={\>0:(R)) possui solucdo fraca u € L*(Bg)}.

Prova. Considere u € L'(Bg) a tnica solucio (Lema (22.1)) de

/';R 6A2¢d$ = LR(l — 5))\@(&1&3, ¢ S 04(B_R) N Hg(BR)

Por hipotese

_ f 5o
/BR UA2¢dx = /BR )\m@bd.’lﬁ, ¢ S C4<BR) N Hg(BR)

Assim, pela unicidade de u devemos ter

u=(1-e¢e)u.

Em particular, © < u < 1 exceto onde u se anula. Em qualquer um dos casos, u < 1.

Além disso,
S

/ uA pdr = 1 —e)A
Br (
>
(1—u)

ou seja, u ¢ uma supersolucdo de (R—_.)). Dai, Teorema (28), (R1—_-») admite
solucao fraca v satisfazendo

5 ¢dx

(1 —e)d\——5¢dx, ¢ € C*(Br)NH(Bgr),

0<v<ux<l

que pela Proposi¢ao (11) é uma solugao classica. (]
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Devido ao Teorema (17) podemos definir pontualmente

u* = /\11/1{\1* Uy. (2.8)

Além disso, o Teorema da Convergéncia Monotona garante que uy — u* em L?(Bp)
quando A — A\*. Mostraremos agora que u* é solugao fraca de (R)).

Proposigao 6 A fungio u* dada por (2.8) é uma HZ(Bg)-solugio de (Ry). Além
disso, u* € fracamente estdvel e se ||u*|| < 1 entdao p(u*) = 0.

Prova. Uma vez que u) é estavel, devemos ter

fui / 2 / 2 / fun
2)\/ —2 dr < Auy|*dx = uxA“urdr = A —_— 2.9
o (g = [, Blde = [ ndnde =2 | G5 (29)

Tomando C' > 0 tal que

s 52

L= =y

14+0), Vse(0,1)

em vista de (2.9) devemos ter

2
A/ AdeEQ)\/ Asdx
By (1= ua) By (1= u)

Jun /
22)\1—0/ —=—-2\(1-C fdx.
( ) s (=) ( ) .
Consequentemente
1-C)
A 2 _ fU)\ <9 *( )
auslg = [ e <2 B )y

Dessa forma existe v € H2(Bpg) tal que uy — v em HZ(Bg). Pela unicidade do
limite fraco e tendo em vista o comentario que antecede o Teorema, devemos ter
v = u*. Portanto u* é uma HZ(Bg)-solugao fraca de (Ry).

Agora, se ||u*]|e < 1 entdo u* é uma solugao classica de (R)) (veja Segao(A.5))
e o operador linearizado

IN*f

* *\ 2
LAY u")=A =y

estd bem definido em C*%(Bg) x R. Se fosse y;(u*) > 0 teriamos, de acordo com o
Teorema da Funcao Implicita, uma continuacao do ramo de solucoes para além de
A*, 0 que contradiz a maximalidade de A\*. Portanto devemos ter pu(u*) = 0.

]
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2.2 Estimativas Inferiores para \*

Exibiremos agora estimativas inferiores para o valor de \* que, como ressaltamos
na Introducao, sao importantes em aplicagoes para fazer a regulagem dos dispositivos
que motivaram o estudo destas equagoes.

Proposicao 7

. _ 3210N — N2 —12
N> o
27 RYfll

Prova.
Dado « € (0,1), considere a funcao

_ |z
Wy - — X 1-— ﬁ .

0 < wy(x) < 1 para x € By

Note que w,, satisfaz

0w,
I

A ideia é mostrar que w, é supersolucao de (R,) para A < C'(«) e maximizar tal
constante em «. Como

d'w, 2N —1)d*w, (N—1)(N—-3)dPw, (N—1)(N —3)dw,

< 0 para x € 0Bgp.

A%w,(r) = _
wa(r) drt + r dr3 + 72 dr? r3 dr
r
= (—24+48(N —1) —8(N — 1)(N — 3))04@
s
= C(N)Olﬁ,

onde C'(N) = —24 +48(N — 1) — 8(N — 1)(N — 3) = 80N — 8N? — 96, temos que

C(N)a 1 C(N)s(1 —s)? f
APw,(z) = (1—a)?
¢ R4 1-— 2 = R4 0o |4 2
( @) 1£1] (1 —s(1— ‘}TL))
~C(N)s(1—s)? f
RY|fllo (1 —ws)*
Donde deduzimos que
N2

Ns g (V0 —a) 4 C)
ac1) B flls 27 R f|oo

O que finaliza nossa prova. [
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Proposicao 8
.o V)

N>
RY| flloo

4
Prova. Basta notar que a funcao w =1 — (%) ’ satisfaz

= () <V

ol

e de
dw  2(N—-1)d*w (N—-1)(N-3)d*w (N —1)(N —3)dw
A? = — —
w(r) dr * r dr3 * 72 dr? 73 dr
40 16 4 4 r8/3
— (2 2N+ (N-1D(N=3)——(N-1)(N-3)) =
(5~ 3 = D+ 5O = DOV =3) — 5V = )V =) T
B 7T2N? — 240N + 128i 1
B 81 R4 (1 — w)?
ou seja, w é solucao fraca de (R)) desde que tenhamos
N
M(z) < 05%4) para todo = € Bp,

_ T2N? — 240N + 128
n 81

onde ¢(N)

. Assim, é suficiente tomarmos

A<

2.3 Unicidade para o Problema R,

Teorema 18 Se v ¢ uma supersolugao de (Ry+), entao v = u*. Em particular, (Ry~)
possui uma unica solu¢ao fraca que chamamos de solugao extrema.

Prova.
Considere a perturbagao do problema (Ry~) dada por

( A f(z) {(2)f(z)

A%y = ez B
u (1 — U)2 + Mo (1 _ U)2 em R

0<u< 1 em Bp, (R»)
u = % =0 sobre 0Bpg.

( on
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onde £ € O é uma fungao cut-off e y1p > 0 é uma constante a ser escolhida. Dada
v supersolugao de (Ry:), supondo por contradigdo que v # u* mostraremos que
existe uma supersolucao para o Problema (E,\), 0 que nos permitird encontrar uma
supersolugao de (R)) para A > \*.

Ora, a solucao minimal u* satisfaz u* < v q.t.p. em Bpg para toda v supersolucao
de (Ry+). Assim,

/B (v —u")A%pdx > /B A f [(1 —11))2 - (1 —1u*)2 pdx >0

para toda 0 < ¢ € C°(Bg). Do Principio de Boggio segue que v = u* q.t.p. em Bpg
ou v > u* q.t.p. em Bg. Suponhamos que a segunda possibilidade ocorra, existem
entao co, p > 0, p < R, tais que

v—u">cy>0 q.t.p. em B,

Counsideremos entao .
u +vv
5

Uy -—

Note que 0 < ug < 1, o que implica que > 1. Pela concavidade da funcao

L
(1 — UO)

s — —— temos que
$)2

Assim,

1 1 1 .
5((1—u*>2 ) o

=), <
> |, T (1 A=) o
( 1 i*UO)Q )\Z(Cl(v—_u:;f (1 —1U0)2> v
> [ (e i ) o
(TR e
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escolhendo pg = (3*0%)/4 e £ tendo suporte em B,. Dessa forma, uy é uma super-

solugdo fraca de (R)).
Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, considere u. uma solucao classica de
(Rx—c), cuja existéncia é garantida pelo Lema (17.1). Considere também

_ (N =)
/"La T 4

e 1 € C*(Bg) a tinica solucao classica de

A%b — ,%M em Bg,
(1 —u.)?
o (2.10)
p =— =0 sobre 0Bg.
on

Tomando M suficientemente grande de modo que tenhamos u. < M1 ou, equi-

1
valentemente 1) — —w, > 0, e § suficientemente pequeno de forma que

< —
M M —e = M’
considerando " 5
w = —( —o+ Ue — P
A —e
vemos que Uy — w = ———u, + 1 > 0
A —¢
= w < u < 1.
Além disso,
Alu, — ) = (\ — E)w >0 em Bg,
Bue — ) (1 =) (2.11)
Ue —
(ue — ) = o =0 sobre 0Bpg.
Donde temos, pelo Principio de Boggio que ¥ < u,.. Assim,
w > 0.
Finalmente,
f (A —e+d)g  &f £f
Aw = (N — ) — e
R i B G pvi R GRS
E3 f
> _ 4
> (A 6+5)(1_u€)2

e, escolhendo ¢ suficientemente pequeno de modo que 0 < € < § obtemos uma
supersolugao e, consequentemente uma solugao cléassica, de (Ry) para A > \*, o que
¢ uma contradicao. ]
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Apéndice A

Alguns Resultados Utilizados no
Texto

Trazemos aqui o enunciado e alguns comentarios de resultados que foram citados
ao longo do texto. Incluimos a demonstragao de alguns deles, os demais, cuja demon-
stracao foge o objetivo central desta dissertacao estao acompanhados de referéncias
a textos onde sao tratados com mais detalhes.

A.1 Sobre os Espacos de Funcoes

Aqui estao algumas propriedades dos espagos de Sobolev que utilizamos no texto.

Proposigao 9 (Derivagao de uma Composigao) Dadas G € C*(R) com G(0)
0 e |G'(s)| < M para todo s € R entao
0

u
3@-

GoueW"(Q) e (G'ou)

para toda u € WHP(Q).
Para a prova veja [6] Proposicao IX.5 p. 155.

Observagao 5 Mostraremos como consequéncia deste resultado que se u € WHP(Q)
entdo v := max{u,0} € WIP(Q). De fato, dado € > 0 considere a funcdo real H.
dada por

H€<z>:{(z2+€2)l/z—5 86220.
0 sez <0
Da maneira que definimos H. temos que H.(0) =0 e, H. € C'(R) com
z
H(=] Erean |
0 sez<0

sez>0
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Além disso, uma vez que lim, .o H.(z) = 1 temos que |H.| € limitada. Podemos
usar entao a Proposicao (9), com a qual garantimos que H.(u) € WHP(Q) para toda
u € Whr(Q).

Como 0 < 2%+ < 22, temos que (2% +e%)/2 —e < |z| — ¢ e, consequentemente

/ |FL(u)*dz < / lu|® + e?dr < .
Q Q

Temos também que u™ (x) = lim._o F.(u(z)). Portanto, pelo Teorema da Convergén-
cia Dominada: |F.(u) —u™||s — 0.
De maneira andloga, uma vez que

/ wws< [

(20 @)=ty (o),

) o \"
a—szg(u) - (axlu)

Com as consideragoes feitas até aqui verificamos que F.(u) é de Cauchy em
WhP(Q) e pela unicidade do limite devemos ter u™ € WHP(Q). Além disso,

o . (9 \"

O resultado seguinte ¢ uma caracterizacio do espaco W?(Q)NC(Q) ([6] Teorema
IX.17 p. 171.)

2 2 2

< 00

0
0@»

u
(u2 + €2)1/2 dx;

u u

F.(u)

0
d:cg/
ql0

X

temos que

— 0.

2

Proposiciao 10 Suponha que O ¢ de classe C*. Dada v € WHP(Q) N C(Q), entdo

we WP (Q) e u=0 sobre 9.

A.2 Preservacao do Sinal

Teorema 19 (Principio do Maximo) Dada u € C%(2) N C°(Q) com Au > 0
entao

maxu = maxu.
Q o0

Em particular, se u =0 sobre 0S) entao u € nao negativa.
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O Principio do Maximo ¢é ainda valido quando substituimos —A por um operador
Eliptico qualquer (veja [12]) e, inclusive para fun¢oes em um Espago de Sobolev.

Teorema 20 Se u € HL(Q)(Q) satisfaz /Vqubdx > 0 para todo ¢ € HL(Q)
Q

entao
u>0 g.tp. em .

Observacao 6 O operador A? nao goza desta propriedade para o caso de dominios
gerais e condi¢ao de fronteira de Dirichlet (obviamente um resultado andlogo wvale
para condigoes fronteira de Newmann, Au = 0, como consequéncia do Teorema
(19)). Em 1951 Garabedian [10] mostrou que havia um contraezemplo no caso em
que Q0 € uma elipse suficientemente excéntrica. Em 1994 Shapiro e Tegmark [17]
extbiram um contraezemplo elementar, que incluimos a sequir.

Sejam Q = {(z,y) € R? : Q(z,y) < 0}, onde Q(z,y) := 2% + 259> — 1, a elipse
com semi-eizos 1 e 1/5 e, f(z) := (1 — x)*(4 — 3z), mostraremos que A*Q*f > 0
sobre Q. Por agora suponhamos que isto estd provado. Podemos entio escolher e > 0
suficientemente pequeno de sorte que a func¢ao

u=Q(f—¢)

satisfaga A*u >0 e 0 < ¢ < maxg f para que v mude de sinal. Isto é possivel pois
como f(1) =0, devemos ter f(x) —e < 0= u(z) <0 para x prézimo de 1. Observe
também que

a%“ (V) = ((2QQu(f — £) + Q2f1.20Q,(f — )).m) = 0 = u

sobre O = {(z,y) € R*: Q(z,y) = 0}. Resumindo, A*u > 0, u satisfaz as condi¢ies
de fronteira de Dirichlet, no entanto u muda de sinal.
Uma vez que A*(Q*f) = 96 P onde

P(z,y) = 596 — 1825x 4 18502 — 6202° + 3250y* — 3000zy?,
€ suficiente mostrarmos que
P(x,y) >0 V (x,y) € Q.

Provaremos primeiramente que P € positivo sobre O). Substituindo entao y* por
(1 — 2?)/25 obtemos que

P(z,y) = R(z) := 726 — 1945z + 17202 — 5002%  sobre 0S2.
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Temos entao que mostrar que R é positivo sobre [1,—1]. Como

R'(z) = —1945 + 3440z — 15002° = 0
172 — /409 172+ /409 N

Sr=——m—m>1 ou

1
150 v 150 ’

temos que R'(x) < 0 para x < 1, consequentemente, R(x) > R(1) =1 em [—1,1].

Suponha agora que P assume algum valor negativo em 2. Dessa forma P as-
sume um valor minimo, o qual € negativo, em algum ponto (xo,yo) em §2. Este deve
satisfazer:

Py (w0, 90) =0 (A1)

Py(l’o, y0> = O (AQ)

Como Py(x,y) = 500y(13 — 12z), para que A.2 ocorra € preciso termos yo = 0.
Fizada esta informagao, para que (A.1) ocorra € preciso que xo seja raiz da equa¢ao

P,(z,0) = 3722% — 7402 + 365 = 0.
Esta equagao tem exatamente uma raiz em (—1,1), a saber

185 —2V70

o0 186

Mas P(xg,0) > 0. Concluimos portanto que A*Q*f >0 em Q.

No entanto sabemos que se () tiver simetria esférica vale a preservacao do sinal
para o operador biharmoénico. Este é um resultado de 1905 devido a Boggio [5].

Teorema 21 (Principio de Boggio) Dada u € L'(Q), caso ocorra alguma das
alternativas sequintes:

— 0
1. uwe CYB), A%u >0 sobre B, e u = 8_u =0 sobre 0B;
Ui

2. / uA*¢dr > 0 para todo 0 < ¢ € C*(B) N HZ(Bg);
Br

0
3. uw € H3(Br), u=0 ea—uﬁ()sobreﬁB, e/ AulA¢p > 0 para todo 0 < ¢ €
n Br
H§(Br);

teremos u =0 ou u >0 ¢.t.p. em B.
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Usaremos agora o Principio de Boggio para obter um resultado conhecido como
Decomposigao de Moreau [14]. Para tanto considere em HZ(Bg) o cone convexo e
fechado das fungoes nao negativas

K ={v e H}(Bg) :v >0 q.t.p. em Bg}
e seu cone dual
K'={w € H(Bg) : (w,v); <0 para todo v € K}.

A decomposi¢ao de Moreau estabelece que K’ C K. Em particular dado v € HZ(Bg)
existem vy, vy € Hg(BR) tais que v = v; + v com vy L vg, v1 > 0 e vy < 0.

Teorema 22 (Decomposicao de Moreau) Na notagdo acima, se w € K' entao
w <0 qt.p. em Bg.

Prova.Dado w € K’, considere v a solu¢ao do seguinte problema
A%y =h em Bp
_0v

v _8_77 = sobre OB’

onde h € C§°(Bg) N K. Pelo Principio de Boggio segue que v € K. Assim,

0> (w,v), :/ wA*vdz :/ whdx,
Br Br

ou seja, / whdz < 0 para toda h € C§°(Br) N K e, por densidade / whdz <0
B B

R

R
para toda h € L?*(Bpg) satisfazendo h > 0 q.t.p. em Bpg. Portanto w < 0 q.t.p. em
BR. |
A.3 Existéncia e Regularidade de Solucoes

Observacgao 7 Sabemos que desde que tenhamos f € L*(Q) existe uma tinica u €
H () solugio fraca de

{—Au —f em Q, A3)

u= 0 sobre O

Basta observar que ¢ — / o fdx define um operador linear limitado em HE(Q) e,
Q

uma vez que HY(Q) munido do produto interno (u,v) = / VuVv dx € um espago
Q
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de Hilbert, o Teorema de Representacao de Riesz garante a existéncia e unicidade
de um elemento u € H}(Q)) satisfazendo

/ VuVodr = / fodr  para todo ¢ € Hy ().
Q Q

De modo andlogo, uma vez que (u,v) = / VuVv + Cuv dx para C > 0 também
Q

define um produto interno em H{(Q), concluimos que existe solucdo fraca para o
problema

—Au+Cu = f em €,
u= 0 sobre O’

e para o problema
Au=f em ()
u:@zo sobre 00’
on

existe uma tnica u € HZ(Q) satisfazendo

/ AulAodxr = / f¢ paratoda ¢ € HZ(S).
Q Q

No caso 2 = Bg podemos tratar de fungoes que satisfazem (A.4) num sentido
ainda mais fraco. O resultado seguinte foi provado em [2| (Lemal7) e desempenha,
para o estudo do Problema (R)), um papel semelhante ao que a Observagao (7)
desempenha no estudo do Problema (S)).

Lema 22.1 Dada g € L'(Bg), g > 0 q.t.p., existe uma tinica u € L'(Bg) tal que
u>0 qtp em Br e
/ uA?pdr = / gpdr, ¢ € C*(Bg) N HE(Bg).
Br Br

Além disso, existe C > 0 que nao depende de g tal que ||ully < C||g]l:-

A obtencao de regularidade das solugoes no nosso estudo segue dos resultados
a seguir. Primeiramente, introduziremos a definicao de Espago de Holder e, em
seguida exibiremos tais resultados.

Definicao 23 Dado o > 0, definimos
Co’a(ﬁ) =uecC(Q): sup —‘u@j) — uly)l <00y,

syea |z —y|®
T#£y
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o espaco vetorial das funcoes Hélder continuas com expoente o. Definimos também
C™(Q) ={ue C™Q): DPue C”(Q) VB com |B| <m}.

Chamando
[u] = sup |U<I> - ’U,(y)|
z,yeQ |z — y|*

temos que C**(Q) é um espago de Banach quando munido com a norma
[ullcoo = [Julloo + [u] - (A.5)

O mesmo vale para C"™*(Q) com

lullema = 1D ulloe + Y [D*].

|B]<m a=|k|

Os resultados seguintes valem para uma classe mais geral de operadores elip-
ticos de grau 2m (veja |1]) mas, para evitar discussoes extensas e que fogem do
caminho que seguimos neste trabalho optamos por enunciar estes resultados de uma
forma mais simplificada. Os Teoremas a seguir sao portanto casos particulares de
resultados mais gerais de [1].

Teorema 24 (Schauder) Dado 0 < o < 1, desde que tenhamos Q limitado e de
classe C** e f,g € C%%(Q), entdo o problema

—Au+gu = f em Q,
_ (D)
u= 0 sobre Of).
admite solucgio cldssica u € C*%(Q). E o problema
ANu+gu =f em 9,
_ (B)
u= 0 sobre OSL

admite solugdo cldssica u € CH*(Q).

Outro Teorema crucial para garantir regularidade das solucoes é:

Teorema 25 (De Giorgi-Stampacchia) Dado 2 limitado e de fronteira regular,
se f € LP(Q) para p > N/2, entao os problemas (D) e (B) admitem solu¢ao inica
u € W2 N Co(Q) eu € WP N C%(Q), respectivamente, para algum 0 < o < 1
(= (2, p)).
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A.4 Meétodo de Sub- e Supersolucao

Exibiremos agora um método para garantir a existéncia de solucao para pro-
blemas em equacoes diferenciais. A ideia é semelhante a do Teorema de Rolle,
mostraremos que entre uma subsoluc¢ao e uma supersolucao existe uma solugao.

Nas consideracoes seguintes estaremos analisando o problema

{—Au = F(-,u) em Q, (P)

u= 0 sobre 0f2.

com 2 sendo um dominio limitado de R de fronteira suave, F' : 2xI — R continua,
onde I C R é um intervalo, lipchitziana na segunda variavel, ou seja, para algum

K >0,
|F(z,21) — F(x,20)| < K|z1 — 29| ¥Y(z,21), (z,22) € Q x 1. (A.6)

Definigao 26 (Solugao Fraca) Diremos que u € H}(Q) é uma solucdo fraca de
(P) quando

/ VuV¢dr — / F(,u)pdr =0 para cada ¢ € Hy(Q). (A.7)
0

Q

Defini¢ao 27 (Subsolugdo e Supersolugao Fraca) Se u € H}(Q) satisfaz
/ VuVodr — / F(-,u)¢dr <0 para cada ¢ € HY(Q), ¢ >0 q.t.p., (A.8)
Q Q

diremos que u é subsolug¢ao fraca de (P). De forma andloga, u € H}(Q) é dita
supersolucao fraca de (P) quando satisfaz

/Vﬂqudw — / F(-,u)¢dr >0 para cada ¢ € Hy(Q), ¢ >0 q.t.p.. (A.9)
Q Q

Observacao 8 Note que exigimos, implicitamente, nestas defini¢oes, u(€2) C I.

Teorema 28 (Sub- e Supersolugao) Dadas u e subsolugao e supersolugao, res-
pectivamente, de (P) satisfazendo u < w q.t.p. em §2. Entao existe uma solu¢ao
(fraca) u € H}(Q) de (P) satisfazendo

u<u<u q.tp. em .

Prova.
Por (A.6), existe uma constante C suficientemente grande, de modo que F(-, z)+
C'z é nao decrescente em z. De fato, se z; < 29 entao

(F(x,22) 4+ Cz) — (F(x,21) + Cz) > (C = K)(29 — 2z1) > 0
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se C' > K. Fixada tal constante, considere a sequéncia construida recursivamente
da seguinte forma: ug = u e ugy1 € H} () é a tnica solugao fraca de.

(A.10)

—Aupyr + Cuppr = F(up) +Cup em €
Ugrr =0 sobre 02,

Afirmacgao 2 A sequéncia acima estd bem definida. Além disso, (ux) € mondtona
nao-decrescente e
u<ur <u para todo k.

Demostraremos este fato por inducao. Suponha que a afirmacao acima seja valida
até k. Como u < uy <, entdao ug(x) € I q. t. p. em Q. Logo, podemos tomar

F(-,ux) q. t. p.. Em particular, u, € H3(f), o que acarreta f = F(-,uz) + Cuy €
L*(Q) pois,

/Q|F(,uk) + Cugl* < (/Q |F(z,u) — F(x, 2)| + |F(z,2)| + C’|u]d;1:>
g[kﬂﬂaw—F@@P+Wu¢W+CM%@<u%

onde z € I é qualquer. Consequentemente, pela Observagao (7) da Segao (A.3)
existe uma tnica ugy1 € H) () solugao fraca de (A.10), ou seja,

/ Vup1Vo + Cupppde = /(F(, ug) + Cuy)pdz (Py)
Q o)

para cada ¢ € Hg ().
Subtraindo (Py) de (Px—_1), fazendo ¢ = (ux — ugs1)" (Observagao (5)) e usando
a monotonicidade de F(-,z) + Cz obtemos

/ V(up — ups1) V(g — upr1)™ + Clug — wprr) (up — uprr) Tdz < 0. (A.11)
Q

Como

V(ug —ugy1) q.t.p. em {up — ugiq}

0 q.t.p. em {up —upi1}’

V(ug — upr)™ = {

temos que
/ |V (kg1 — ug) ¥ )? < — / Clup, —up)t <0,
Q Q

o que implica (ugy1 — ugp)™ = 0. Portanto ug 1 > ug.
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A prova de que ugy; < T é andloga. Subtraindo (A.9) de Py, tomando ¢ =
(u — )™ e usando a monotonicidade de F(-,z) + Cz temos

/QV(uk — )V (up —0)" + C(up — ) (up —u)tdz <0. (A.12)

e, como anteriormente, concluimos que uy 1 < u.

Para terminar nossa argumentacgao por inducao basta mostrar que u; > uy uma
vez que as demais propriedades sao trivialmente satisfeitas por ug. Ora, subtraindo
(A.8) de P, temos que

/QV(g—ul)V(g—ulﬁ+C(g—u1)(g—u1)+dx <0 (A.13)

e o resultado segue como anteriormente.

Afirmacgao 3 A sequéncia vy definida acima converge em HL(Q) e u = lim uy, €

k—o00

solugao fraca de (P).
Gracas a Afirmagao (2), podemos definir q.t.p.
u(z) = klim ug(z).

Donde segue que |ug(x) — u(z)]?> — 0 pontualmente em quase todo ponto. E, como

lug(x) — u(z)|? < 2[u)? para todo k, com 2[u|? € LY(Q), podemos aplicar o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue garantindo, assim, que
up — u em L*(€).
Agora, subtraindo (P,_1) de (Py), fazendo ¢ = ug 1 — ux e, chamando

G(,2) :=F(,2)+ Cz,

obtemos

/ 1V (ur — )P = / (G ) — G ws)) (st — we) — Clurss — ug)de
Q Q
< /(K + O ug — up_1||upsr — up] — Cupsr — up)*dx — 0.
Q

Portanto (u,) é de Cauchy em H{ (), donde temos que u € Hg (), por unicidade
do limite. Fazendo k — oo em (Py) ficamos com

/ VuV¢ + Cupdr = /(F(, u) + Cu)pdr = / VuVedr = / F(-,u)ode,
0 0 Q Q
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ou seja, u é solugao fraca de (P), e o Teorema esta provado. [ ]

Vale um resultado andlogo para o estudo do problema

A*u = F(-,u) em Bpg
u= 0 sobre OBpg’

onde as solucoes fracas sao tomadas no seguinte sentido:

Definigao 29 Dizemos que u € L'(Bg) ¢ solugdo fraca de (Q) quando
/ uA*¢pdr = / F(-,u)dz Y¢ € C*(Br) N Hy(Bg).
Br Br

Quando
/ uA*pdr < / F(-,u)dr V¢ € C*(Br)N H(Bg),
Br

Br
dizemos que u € uma subsolucao fraca de (Q) e, quando

/ WAZpdz — / F(u)de Vo C(Br) N H2(B),
Bgr Br

dizemos que u € uma supersolucao de (Q).

Teorema 30 Dadas u e u subsolugao e supersolugao, respectivamente, de (Q) sa-
tisfazendo u < q.t.p. em Q. Entao existe uma solucio (fraca) u € L*(Bg) de (Q)
satisfazendo

Prova.

A demonstragao é analoga a do Teorema (28) e faz-se substituindo €2 por B,
H(Q) por L'(Bgr), Observagao (7) por Lema (22.1) e (Segdo (A.3)), Principio do
Maéximo por Principio de Boggio (Secao (A.2)). n

A.5 Regularidade para os Problemas (S)) e (R))

Vejamos agora como os Teoremas da Secao anterior foram utilizados para obter
regularidade de solugoes nos problema estudados. Para tanto precisamos do seguinte
Lema.

Lema 30.1 Dadas f € C%*(Q) e g € C*?(Q), com 0 < o, 3 < 1 e 1/g limitada em
Q entao,
f

L e C(Q
p (©2)

onde v = min{«, 5}.
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Prova.De fato,

I L |1t - F@late) + S@ate) - Fala)
< C([f(@)lg(@) = gW)| + |lg(@)|[f (=) = f(y)])
< C(lz—yl*+ |z —yl’)
< Clz —y[".
n
Proposicao 11 Se u € H ¢é solug¢ao fraca de (P) com a = ||ul|lw < 1, isto €,

0<u<a<laqtp. em) entao u € solucao cldssica.

Prova.

h = / 5 € LP(Q) para todo p

=
visto que s +— ﬁ é limitada em [0,a] C (0,1). Dai, usando o Teorema (25),
garantimos a existéncia de uma tnica funcio @ € C%*(Q) satisfazendo L& = h,
como u ¢ a tnica fungao de Hj () que satisfaz tal equagao, devemos ter @ = u.
Feitas tais observagoes a cerca de u, concluimos que g € C’_0’7 para v = min{«, §}
(veja Lema (30.1)). Dai, usando o Teorema (24) u € C*™7(Q), ou seja, u é solugao
classica do problema. [ |

Observacao 9 Se v é supersolugcio de (S)) (resp. (R))), como 0 é sempre sub-
solugao, o Teorema (28) (resp. (30)) garante a existéncia de uma solugdo fraca u
satisfazendo 0 < u < v < ||[v||loo < 1. Pela observagao anterior temos que u €
solugao classica de (Sy) (resp. (R))).
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