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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma versao abstrata do principio de concentracao de
compacidade de Lions, estendo-o para espacos de Hilbert. Para tanto, incluimos o
conceito de espago de deslocamento, o par (H, D), formado por um espago de Hilbert
H separavel (sendo H*(RY) o caso modelo, N > 3) e um conjunto D de operadores
lineares limitados em H. O principal resultado desta teoria é, em certo sentido, uma
generalizacao do célebre Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. Outra importante con-
sequéncia da teoria ¢ a equivaléncia entre convergéncia D-fraca em H'(RY), N >3, e
convergéncia forte em LP, para p € (2,2*) e D adequado. Com esta versao, provamos
existéncia de solugao para algumas classes de problema elipticos em dominios ilimita-

dos, via método de minimizagao com vinculo.

Palavras-chave: Concentracao de compacidade; Espaco de deslocamento; Minimiza-

¢ao com vinculo
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Introducao

Como técnica para estudarmos certas classes de problemas variacionais, é usual
considerarmos um problema de minimizacao associado tal que todo minimizante deste
é, via Método de Multiplicador de Lagrange, uma solucao do problema inicial, a menos
de homotetia. Na tentativa de encontrar minimizantes do problema associado, muitas
vezes nos deparamos com uma dificuldade proveniente da perda de compacidade dos
espacos no qual tomamos sequéncias minimizantes. Por exemplo, o Teorema de Rellich-
Kondrachov nao é valido, em geral, em dominios ilimitados (veja o Exemplo 2.1).

Muitos trabalhos foram feitos para contornar esta dificuldade. Neste contexto,
em 1984, no artigo [7], P.-L. Lions introduziu um método (ou principio), chamado
de “concentracdo de compacidade”, consolidado mais tarde nos seus artigos 8], [9]
e [10], que estabelece convergéncia de sequéncias minimizantes sob certas condigoes,
com a ajuda de varios resultados abstratos sobre compacidade, obtidos da Teoria de
Medida e Integragao. O argumento de concentragao de compacidade considera possivel
a existéncia dos limites das sequéncias minimizantes via “deslocamento” ou “dilatagao”
da sequéncia, com isto, pode-se “substituir’” a compacidade classica por uma na qual
ainda pode se encontrar extremantes locais para os funcionais associados.

Apresentamos uma versao abstrata do método de concentracao de compacidade,
com foco nos deslocamentos. Esta versao abstrata, mais geral, foi apresentada por K.
Tintarev e O. Schindler no artigo [12], e publicada posteriormente em um livro ([14]),
que retne a maior parte de suas publicagoes relativas a concentragao de compacidade,
e que serviu de principal referéncia para o desenvolvimento deste trabalho. A base dos
nossos estudos analiticos-funcionais sobre concentracao de compacidade é a nocao de
espago de deslocamento, o par (H, D), formado por um espago de Hilbert separavel

(sendo H'(RY) o caso modelo, com N > 3) e D um grupo de operadores unitarios



em H, estes entes por sua vez, satisfazem algumas propriedades relacionadas com
compacidade.

Exibimos os resultados e defini¢oes preliminares no Capitulo 1. Entretanto, desta-
camos que apesar do método apresentado neste trabalho ser de ampla aplicacao para
problemas de minimizacao, os pré-requisitos basicos para compreensao do trabalho
estao todos contidos no Capitulo 1.

Introduzimos, no Capitulo 2, o conceito de convergéncia D-fraca, com a qual exibi-
mos uma versao do Teorema do Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 2.1), no seguinte
sentido: dada uma sequéncia limitada, é possivel encontrar uma subsequéncia que con-
verge D-fraco para zero, a menos de termos de correcao. Mais precisamente, dada
(ug) C H, a menos de subsequéncia,

Uy — Z gl(fn)w(n)y
neNg
converge D-fracamente. Além disso, podemos fazer uma escolha adequada de D de
modo que a convergéncia D-fraca seja equivalente a convergéncia em LP(RY), para
p € (2,2*) e N > 3 (Proposigao 2.8).

Terminamos o capitulo fazendo, como aplicacao, o estudo do seguinte problema

—Au+V(z)u =uP™t,

(1)
uwe HYRN), u >0,

para p € (2,2%), sendo V € L®(RY) uma funcao Z"-periédica, via minimizacao.
Discutimos também solugoes radialmente simétrica para o mesmo problema.

No Capitulo 3, apresentamos uma vasta lista de aplicagoes dos resultados obtidos no
Capitulo 2. Iniciamos introduzindo a familia dos conjuntos (G, T)-flask, os quais estao
associados a um grupo de operadores G e um a subgrupo 7' de aplicagoes ortogonais
(uma versao do que foi apresentado em [12]). Munidos deste conceito, obtemos solugoes
para problemas de minimizacao da forma

Q) = inf / Vul? + V(@)uf? da, @)
Q

ueH}(Q),
llullp=1

sobre conjuntos abertos 2 C R, ndo necessariamente limitados, com p € (2,2*). Além

do mais, supondo que 2 é um conjunto G-flask (7" = {id}), também conseguimos



solugao para problemas do tipo

inf / IVul? — Mul*dz, (3)
uweH} (@), Jq
lullp=1

comp € (2,2") e A € R.

Em 1982, no seu artigo [7|, P.-L. Lions demonstrou o seguinte resultado: dada
b e L*(RY)NC(RY), N > 3, se existir 0 limjy|_00 b(2) = bso, € b(z) > by entao a
equacao

—Au+u=b(z)u’t, u>0, (4)

possui solugao fraca para p € (2,2*). No fim do Capitulo 3, sob algumas hipoteses de
simetria ou supondo que b(x) < b, obtemos soluc¢ao para (4), usando alguns resultados

obtidos no Capitulo 2.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo exibimos resultados e defini¢oes basicas que sao utilizados durante

o trabalho.

1.1 Espacos L*

Seja Q C RY um conjunto aberto. Dado p € R, com 1 < p < 00, os espagos LP(2)

sao definidos como

L”(Q)z{f:Q—)]R; fémensuréwele/ |f(x)]""dx<oo}7
RN

1/p
T ( [ dx) ,

f é mensuravel e existe uma constante C' > 0
L*Q)=<¢f: Q=R ,
tal que |f(x)] < C q.t.p. em Q

CcOoIm a norma

para 1 < p < o0, €

com a norma

[flloe = mf{C; |f(z)] < C q.t-p. em QF,

onde consideramos a classe das fungoes iguais q.t.p. Entao, LP(2), é um espago de
Banach separével, para 1 < p < oo, e reflexivo para 1 < p < oo (veja [1], pag. 103).
Observamos que |f(2)| < ||f]lec a-t-p- em ©Q, além disso, caso 2 = RY, denotamos
| fllze@) = || f]lp- A seguir listamos os resultados bésicos usados referentes aos espagos

LP(Q).



1.1 Espacgos LP

Proposicao 1.1. (Desigualdade de Young) Dados a > 0, e b > 0, temos que

1 1
ab < —aP + =14,
p q
onde 1/p+1/q=1. Ver [1], pdag. 92.
Teorema 1.1. (Desigualdade de Hélder) Seja Q um conjunto aberto de RY. Su-
ponha que u € LP(Q) ev € LY(Q), com 1/p+1/q = 1. Entdo, uv € L'(Q) e
[uv|l @) < llullze@) vl Log)-

Ver [1], pdg. 92.

Teorema 1.2. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Dado p € [1,00), sejam

Q um congunto aberto (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) satisfazendo

(a) fulz) — f(x), q.t.p. em €,

(b) existe uma fungao g € L*(Q) tal que para todo n € N, |f,(z)] < g(z), ¢.t.p. em Q.
Entao, f € L'(Q) e ||fo — fllzr@ — 0. Ver [1], pdg. 92.

Teorema 1.3. Sejam a sequéncia (f,) C LP(Q2) e f € LP(Q) tais que
|fo = fller) = 0, com 1 < p < 0. Entao existe uma subsequéncia (fn,) C LP(S) e
h € LP(Q) tais que

(a) fo,(x) — f(x) q.t.p. em Q.
(b) |fn.(2)| < h(x), para todo k € N, q.t.p. em Q.
Ver [1], pdg. 94.

Proposigao 1.2. (Definicao de suporte) Dada f : RN — R, considere a familia
(wi)ier de abertos de RN, tais que, para cada i € I, f = 0 q.t.p. em w;. Defina
w = Use;wi- Entao f =0 q.t.p. em w. Por defini¢do, supp f € o complementar de w

em RN, Veja [1], pdg. 105.

Note que, caso f € LP(2), a defini¢cdo anterior independe de representante. Ade-

mais, se f € C(Q), entdo supp f = {x € Q; f(z) # 0}(2 (fecho em Q). Definimos

p

ne(§2), como sendo formado por todas as func¢oes mensuraveis

também o espaco L

f:Q =R, tais que f € LP(K), para cada K C ) compacto.
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1.2 Espacgos de Sobolev

1.2 Espacgos de Sobolev

Considere Q C RY um conjunto aberto. Suponha que u,v € Li (), e seja a € N.
Denote |a| = a3 + ... + ay. Dizemos que v é a a-ésima derivada parcial fraca de u, e

escrevemos v = D%u, quando

/uDagpdx:(—l)M/v(pdx,
Q Q

para toda ¢ € C§°(2), onde C§°(£2) denota o conjunto de todas as fungoes de classe
C> () de suporte compacto em 2. Caso exista alguma derivada parcial, esta deve ser

tnica, a menos de um conjunto de medida nula (veja [3]).

Definicao 1.1. Dados k € N ep € R, com 1 < p < o0, definimos o espago de Sobolev
WHkP(Q) como sendo formado por todas as fungoes de LP()) que admitem derivadas

parciais fracas até ordem k em LP(S2), isto €,
WEP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LF(Q), para todo |o| < k},

munido da norma y
P

[ullweney = | / D*uf? da
Q

<k
Define-se também

Wi (@) = C(@) e,

Entao, W*?(Q), W(f"p(Q) sao espacos de Banach separéaveis, para 1 < p < oo, e
reflexivos, para 1 < p < oo (veja [4]). Para p = 2, o espago H*(Q2) := Wk2(Q) ¢ um

espaco de Hilbert, com norma proveniente do seguinte produto interno

U, V) gr(q) = D*uDv dzx.
@
Q

| <k

Dado u € H'(Q2), escrevemos
ou ou
Vu = (Tm”%) .

(u, ) g1 (@) —/uv—i—Vu-Vvdx,
0

Ademais,



1.2 Espacgos de Sobolev

assim,
fulfey = [ ful + 1Vl d.
Destacamos que H} () é o espago usado nos problemas elipticos tratados neste traba-

lho, e que N > 3 sempre, a menos de mencgao explicita.

Denotamos ||u| = [|u|| g1 (ry) € (u,v) = (u, v) g1 @y).

Proposicao 1.3. (Regra do Produto) Sejam u,v € H'(RY) N L>®(Q). Entio uv €
HY (Q)NL>®(Q) e

Veja [1], pdg. 269.

Proposigao 1.4. Dado Q C RN um conjunto aberto, seja u € H* (). Entdo
(a) |ul,us,u- € H'(Q);

(b) V|u| =sgnVu.

Veja [4], pag. 152.

1.2.1 Imersoes de Sobolev
Neste trabalho usamos as seguintes imersoes de Sobolev.
Teorema 1.4. Seja Q CRY N >3 epe|l,00)

(a) (Rellich-Kondrachov) Se Q é limitado, entio a imersio H}(Q) em LP(Q) é
compacta, para p € [1,2%). O mesmo vale para H'(Q), quando Q2 € de classe C'.
(Ver [1], pdag. 290)

(b) Se p € [2,2*], entio a imersio H*(RN) em LP(RY) é continua. (Veja [1] Pdyg.

281)

1.2.2 Caracterizagao dos espagos H;} (1)
Os proximos resultados descrevem o comportamento das funges do espaco Hg(€2).

Teorema 1.5. Seja Q C RY um conjunto aberto.

8



1.2 Espacgos de Sobolev

(a) HY(RYN) = HY(RYN). Ver [1], Pdg. 287 .

(b) Seu € HY () é tal que suppu CC €, isto ¢, suppu C €, sendo Supp u um conjunto
compacto, entao u € Hy(Q). Veja [1], Pdg. 287.

Onde a notacao B CC € indica que B C Q e B é um conjunto compacto. O

seguinte resultado caracteriza Hj(€2).

Teorema 1.6. Suponha que Q tem fronteira de classe C*. Seja u € LP(Q2) com 1 <

p < 0o. As sequintes afirmacoes sao equivalentes
(a) u € Wy (Q);
(b) a fungao
u(z), sex €,
0, sex € RV \ Q,

pertence a WYP(RN). Além disso, 2& = 2« =1, ... N.

) dm; 8_931-7
Veja [1], pdg. 289.

Baseado neste resultado, definimos a seguinte familia de conjuntos, a qual sera

usada no Capitulo 3.

Definicao 1.2. Dizemos que um conjunto aberto Q C RN satisfaz a propriedade do
trago, e escrevemos §) € tr(RY), quando dada v € H'(RY), tal que v = 0 q.t.p. em
RN\ Q, temos u € H} ().

Desta forma, pelo Teorema 1, todo conjunto aberto de classe C! satisfaz a propri-

edade do traco.



Capitulo 2

Decomposicao da Convergéncia Fraca

Neste capitulo apresentamos um refinamento, em um certo sentido, do teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki para o caso em que H é um espago de Hilbert separavel de
dimensao infinita. Além disso consideramos sua aplicagao no caso modelo, o espago
H'(RY) associado a deslocamentos Euclidianos. Sendo assim, em todo este capitulo H
serd sempre um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, a menos de mengao
explicita.

Considere uma sequéncia limitada (u;) C H e ® : H — R um funcional continuo.
Sabemos que se a dimensao de H for finita, entdo existe uma subsequéncia de (uy) a
qual converge para um elemento u € H, e consequentemente (usando a mesma notagao)
O (uy) — ®(u). Mas se a dimensao de H for infinita, ndo é certo que ®(uy) — ®(u), uma
vez que (ug) pode ndo ter pontos de acumulagao. Por outro lado, sabemos que ux — u
em H, a menos de subsequéncia. Mas isto também nao garante que ®(uy) — ®(u), ja
que ® pode nao ser fracamente continua. Por exemplo, ®(z) = |ju|| e ux = e, onde
(er) € uma base de Hilbert para H. Entao e, — 0 em H, mas 1 = lim ®(ex) # 0.

Introduzimos a nogao de convergéncia D-fraca, a qual é uma convergéncia mais
forte que a convergéncia fraca, sobre certas condi¢oes. Entretanto, sequéncias limita-
das nao necessariamente convergem D-fraco a menos de subsequéncia, ao invés, con-
vergem fracamente quando relacionadas a um conjunto de “deslocamento” D, formado
por operadores lineares limitados. Neste caso, apesar de nao termos necessariamente

O (uy,) — P(u), obtemos (P(gruy)) convergente, sendo (gx) C D.

10



2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

2.1 Convergéncia D-fraca e espacos de deslocamento

E claro que a convergéncia de uma sequéncia esté associada a uma topologia do
espago, entretanto a definicao a seguir necessita de uma condigao sobre uma sequéncia

na topologia fraca de H. Para esta defini¢ao, precisamos do seguinte resultado.

Lema 2.1. Seja A € L(H) = {g : H — H ; g € linear e continuo} um operador

auto-adjunto. Suponha que existe X > 0 tal que
[ Aul| > Alfull,
entao A € invertivel e ||[A7|| < A7L
Definicao 2.1. Seja D um conjunto de operadores lineares limitados em H tal que
Ag = ueHi’rH%H:1 |gul|* >0, para cada g € D, (2.1)
e satisfazendo a sequinte condi¢ao
geD =g eD. (2.2)
Dizemos que uma sequéncia (uy) C H converge D-fraco para w € H, e denotamos
Uy, A u, em H
quando para toda sequéncia (gi) C D, vale
(9rgx) ™" gii(us, —u) = 0 em H. (2.3)

Note que na expressao em (2.3), estamos usando implicitamente que gigx ¢ inver-
tivel, sendo isto possivel, gracas ao Lema 2.1. Por outro lado, observe que uy Y u, €
simplesmente um simbolo que representa a condic¢ao (2.3).

Exemplo 2.1. Considere H = H'(R), D = Dy = {gr : H — H ; gpu(t) = u(t —
k), k € N} e ug(t) = wi(t — k) +wa(t + k), onde wy,ws € CF(R). Pelo Teorema da
Mudanga de Varidveis, g; = g_x. Assim gigr = go = id. De fato, dados u,v € H'(R),

como (gru)'(t) = u'(t — k), temos

(gut, v) = / geu(t)u(t) + (gew) ()0 (£)dt

u(t — k)o(t) + o' (t — k)o'(t)dt

w(t)o(t + k) + o' (0)0' (¢ + k)dt = (u, g_yv).

[
—

11



2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

Logo giu, = uk(t + k) = wy(t) + wa(t +2k) e grug(t) = up(t — k) = wi(t — 2k) + wa(t).
Dada ¢ € C3°(R), para k € N suficientemente grande, temos supp wi (-—k)Nsupp ¢ = ()
e supp wy(- + k) Nsupp ¢ = 0, jd que suppw; (- — k) = suppw; + k e suppws(- + k) =

suppws — k. Assim,
() = [ an(O90) + ()5 D1
= [ wnlt=Ro(0) + it = Dyt
i / wa(t + k)p(t) + wh(t + k) (£)dt = 0.

Logo, pela densidade de C°(R) em HY(R), up — 0 em HY(R). De modo andlogo,
giug — wy e grup — wy em H'(R). Por outro lado, para k € N suficientemente

grande, (suppw; + k) N (suppwy — k) = (), consequentemente
[Jurlly = / lwi(t — k) + wa(t + k) [Pdt
R

= / wi(t = F)[" + |wa(t + F)[Pdt = [Jw|[7 + lwall7,
R

com 1 < p < oo. Agora note que tomando wy; = 0, consequimos uy, Dy 0 em H'(R). De
fato, dada (gr;) C Dy, temos gi u;(t) = w;(t + k;) = wa(t + kj + j). Logo, de modo
semelhante ao que foi feito anteriormente, se ¢ € C5°(R) entao (gj,u;, ) — 0. Mas se
considerarmos D = Dy = {gr : H — H ; gru(t) =u(t — k), k € Z}, a sequéncia (uy)
nao converge Dy-fraco, pois para k € N, temos giui, — 0, mas ¢* ,ur, = grup — wo em
H(R).

Proposicao 2.1. Considere D C L(H) satisfazendo a condigao (2.1) e (2.2), e seja

(ug) C H. Entao uy Bowem H se, e somente se, para toda ¢ € H,

lim sup(ux —u,g(g*g)"'¢) = 0. (2.4)

Demonstragao: Suponha que uy LY u, mas que nao vale (2.4). Assim existem 0 > 0

e o € H tais que para todo n € N, existe k£ > n com

sk = sup(up — u, 9(9°9) ""po) > 4. (2.5)
geD

Da definigao de supremo, para cada k € N que verifica (2.5), existe gy € D tal que

§ < sp < (ux — u, gr(gigr) o) + 1/k,

12



2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

o que contradiz (2.3).
Reciprocamente, suponha que vale (2.4) e seja ¢ € H. Como
sup(uy — u, 9(9"9) ™' (=) = sup(—1)(ux — u, g(g"9) "),
geD geD
dado g € D, temos
(=D)(ux —u, 9(g"9) "' p) < sup(ur —u,9(g"9) " (=),
g€
logo
1

p) > — Elelg(uk —u,9(g"9) " (—)).

(ur, —u,9(g"9)"

Portanto existe inf,ep(ur — u,g(9*g) " '¢). Em particular, para qualquer sequéncia

(gx) C D, temos

1

inf (ur — u, 9(g%9) ') < (wk — u, gr(gigr) ) < sup(up —u, 9(g%g) 'p).  (2.6)

geD geD

Por outro lado,

klim inf (up — u, g(g*g) ') = — lim sup(ux — u, g(g*g) ' (—¢)) =0, Ve € H.
—00 geD k—0o0 geD

Além disso,

-1 _x

(ur —u,9(9%9) ") = ((979) 9" (ur — ), ), Vo€ H, geD. (2.7)
Assim, usando (2.7) e tomando o limite em (2.6) obtemos (2.4). n

Observacgao 2.1. Caso id € D C L(H), entdo toda sequéncia D-fracamente conver-
gente € fracamente convergente em H. Com efeito, basta tomar a sequéncia g = id
na condig¢ao (2.3). Por exemplo, quando D é um grupo de operadores unitdrios em H.
Observe também que se D C L(H) satisfaz a condigao (2.1), entao todo operador em

D ¢ injetor.

Seja g € L(H), dizemos que g é uma isometria quando g*g = id, além disso, que g
¢ um operador unitario quando g*g = gg* = id, isto ¢é, se g ¢ uma isometria bijetora.

Neste caso, note que ||g|| = 1.

Observagao 2.2. Quando D C L(H) € compacto e é formado por isometrias, con-

vergéncia fraca implica convergéncia D-fraca. De fato, seja (ug) C H. Sem perda de
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2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

generalidade, assuma que u, — 0 em H. Suponha por absurdo, que uy 71& 0 em H, isto €
eziste (gr) C D tal que giug # 0 em H. Como D é compacto em L(H), a menos de sub-
sequéncia, g, — g em L(H). Por outro lado, (giux) € limitada, jd que (ug) € limitada
por ser fracamente convergente e || gi|| = ||lgk||- Assim podemos tomar subsequéncia de
(gr) (na subsequéncia anterior) tal que giur — b # 0, para algum b € H. Além disso,
(grug) também € limitada nas subsequéncias anteriores, logo extraindo novamente uma
subsequéncia, grur — w em H, para algum w € H. Afirmamos que w # 0. Com efeito,
se w = 0 entdo giur = gi(gigr)ur — (g95)*w = 0, uma contradi¢io. Dado ¢ € H,

temos

(w, @) = lim (grug, @)
k—o0

k—o0
= lim (ur, gip — g"¢) + lim (ug, g"p)
—00 k—oo

= lim (ug, (gx — 9)"p) + ]gh—{go(uk,g*w) =0,

k—o00

isto €, (w,p) =0 para todo p € H. Portanto w = 0, uma contradi¢ao. Logo devemos

ter uy 20 em H.

Observacgao 2.3. Considere D o conjunto de todos os operadores unitdrios em H.
Entao convergéncia D-fraca implica convergéncia forte (em norma) em H. Com efeito,
seja (ug) C H tal que wy 20 em H. Fizado uy, € H, seja e, € H com lexll =1 e
linearmente independente com . Defina Zy, = (ex,ur) o espago bidimensional gerado
por {ey,uy,}. Considere a decomposi¢ao em soma direta de H dada por H = Zy, & Zi-

e defina o operador linear g,

(
|| uk|lex, se u = ug,
gr(u) = 4 |lupl| tus,  seu=e,
u, seu € Zi-.

\
Sejam u = ayug + byer + cyp € v = ayuy + byeg + ¢y, com ay, by, Cy, ay, by, c, € R

Entao

(u,v) = (ayug + byer + cup, ayug + byeg + cp)

auav”“k”2 + @by (Uk, ex) + ayby(ug, ex) + buby + CquHSOHQ-

14



2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

Por outro lado,

(gru, grv) = (gr(agur + buer + cu), gr(avuy + byex + cup)
= (auflurller + buunlun] ™" + cup s avllurller + bourllugl| ™ + cop)
= auy||up]|® + auby (uk, ex) + avby (g, ex) + buby + cucylll.
Consequentemente (gru, grv) = (u,v) para todo w,v € H, logo gi € isometria. Dado

v = aug+bey+cp € H, coma,b,c € R, p € Zif, tome u = (blug|| " )ug+allur|ler+cp €
H, logo

gr = g ((Bluell ™) + allugller + 20) = (blux| ™) luxller + allue ]| (Jurll = ur) +cp = v,

assim gx € sobrejetora, o que mostra que g € D. Considere agorav € H, com a mesma

notacao anterior, entao

(grun, v) = (ur, gev) = (ur, ge(aux + bex + cp))
= alup, [|ueller) + blu, [lurl| ™ ur) + clur, @)
= a(u, |uellex) 4 bllur|l(ex ex) + c(ur, ¢)
= (lullex, aur) + (llueller, bex) + (l[urllex, co)
= (luxllex, v),
pois (ux, ) = (ex, ) = 0. Portanto (giug,v) = (||uk||ex,v), para todo v € H. Ou seja,

giug = ||lukllex. Como ||ugl| = (gjuk, ex) e por hipdtese giur, — 0 em H, concluimos

que |Jug]| — 0.

Dado a sequéncia de operadores (gy) C L(H), usamos a nota¢do gp — g, para
indicar que (gx) converge fracamente em cada ponto de H para g, isto é, (gru,v) —

(gu,v), para todo u,v € H.

Defini¢ao 2.2. Dizemos que D C L(H), satisfazendo (2.2), é um conjunto de deslo-

camentos quando

0<y:= inf Jlgul®< sup |gul]* <oo, (2.8)
geD, |lul=1 geD,|lul=1
(ur) C H, (gx) C D, ux — 0 em H = grgrur — 0 em H, (2.9)

e para quaisquer (ug) C H e (gx), (hx) C D, temos
Rige 70, (gigr) ‘grur — 0 em H = (hihy) ‘hiu, — 0 em H (2.10)
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2.1 Convergéncia D-fraca e espagos de deslocamento

a menos de subsequéncia.
Caso D seja um grupo sobre a operacao de composi¢ao de operadores, dizemos que D
¢ um grupo de deslocamento. O par (H,D) € chamado de espago de deslocamento, e

os operadores g € D de deslocamentos.
Note que um conjunto de deslocamento satisfaz a condigao (2.1).

Exemplo 2.2. Considere H = H'(RY) e D = Dyv :=={g, :u— u(- —y) , y € Z"}.
Entdo (H*(RY), Dyn) € um espago de deslocamento. Este fato serd demonstrado na

Secao 1.5.

Observagao 2.4. Pela condigao (2.8), deslocamentos sao aplicagoes lineares injetoras
e uniformemente limitadas. Por outro lado, quando D € formado por isometrias as
condigoes (2.8) e (2.9) sdo sempre satisfeitas, jd que para ||ul|* = 1 temos ||gul|* =1
(v =1). Além disso, se D é um grupo de operadores unitdrios, para qualquer (gx) C D

e (ug) C H, o item (2.10) toma a sequinte forma
g 2~ 0,up, — 0 em H = gyup — 0, a menos de subsequéncia. (2.11)

De fato, basta tomar g, = id e escrever “hj, = gi”, uma vez que h,;l =h; €D se, e

somente se, hy, € D.

Proposicao 2.2. Seja D um conjunto de operadores unitdarios em H. Se para quaisquer

(gx), (hx) C D, tivermos
w9k 7~ 0 em H = hygr converge pontualmente, (2.12)

para alguma subsequéncia, entao D é um conjunto de deslocamento.

Demonstragao: Ja que D é formado por operadores unitérios, as condigoes (2.8) e
(2.9) sao satisfeitas. Mostremos que vale (2.10). Sejam (ux) C H e (gx), (hx) C D, tais
que higr 0 e giur — 0 em H. Note que hjgr / 0 é equivalente a gjhy /4 0. Pois
(higru,v) — 0 se, e somente se, (u,gihrv) — 0, para todo u,v € H. Pela condi¢ao
(2.12), (gjhi) possui subsequéncia que converge pontualmente. Dado v € H e usando a
mesma notagao para a subsequéncia, temos (gyug, gphrv) — 0. Como grg; = id, segue

que (hjug,v) — 0. Ou seja, hju, — 0. |
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2.2 Convergéncia D-fraca em [?

2.2 Convergéncia D-fraca em [°

Nesta secao fornecemos um exemplo de espacgo de deslocamento, além de relacionar
a convergéncia D—fraca com uma convergéncia ja conhecida. Considere o espaco de

Hilbert

H—lQ(ZN)—{c:ZN—HR; Zc(a)2<oo},

aeZN

munido de seu produto interno usual,

(c(@),d(@))e@yy = > cla)b(a),

acZN

associado ao conjunto de operadores deslocamento
D = Dyn = {ng : P(ZN) — 12(ZN) ; nge(a) = c(la — B)}.
Note que Dy~ é um grupo de operadores unitarios em [?(Z"). De fato,
Inse(@)lfany = D el = Ble(a = B) = [le(@)l[zx)-
a€zZN

Além disso, nﬂ_l =1-g = 1nj3. Com efeito,

(ngc(a), d(a)) @
=3 cla-Bd@) = Y cla)d(a+ B) = (c(a), n-sd(a))zz).

acZN a€ZN

Lema 2.2. Cy(ZV) = {c: I*(Z") — R ; suppc ¢ compacto} € denso em I*(ZV).

Demonstragao: Seja (c(a)) € I12(Z"). Dado € > 0, existe N € N tal que

Z c(a)® <e.

ael2(zN),
|| >N

Defina,

cla), selal <N,
ey @ sl

0, se |a| > N.

Entéo supp d(a) é compacto (topologia induzida de ZV) e ||d(a) — ¢(@) 2@y <e. =

Proposigao 2.3. O par (I*(ZN), Dy~) € um espago de deslocamento.

17



2.2 Convergéncia D-fraca em [?

Demonstracao: Como Dz~ é um grupo de operadores unitarios e para quaisquer 75,
ng € Dyn, 77:;775 = 7)3—~, pela Proposicao 2.2 ¢ suficiente mostrar que para qualquer
sequéncia de deslocamentos (13, ), com 7, — 0 em [*(Z"), tenhamos que (1, ) converge
pontualmente, a menos de subsequéncia. Afirmamos que se |G| — oo entao ng, — 0
em [2(ZN).

De fato, pelo Lema 2.2 basta tomarmos (c(a)), (d(«)) € Co(ZY) e mostrarmos que
(ng,c(a), d(a))pzyy — 0. Mas note que,

(s c(a), d(a))ez@ny = Z c(a = Be)d(a) = 0,
aeZN

para k € N suficientemente grande de modo que suppc(- —f8) Nsuppd = . Logo
(ng.c(a), d(a))i@yy — 0.
Portanto ng, / 0 em [*(Z") implica () limitada. Consequentemente () possui uma
subsequéncia constante, logo (1s,) também. Deste modo (1, ) possui uma subsequén-

cia que converge pontualmente. [ |

Vamos considerar agora o espago de Banach
1°(ZN)y = {c: Z" = R ; sup |c(a)| < +oo},
aeZN
munido da norma ||c(a)||ec = Supyezn |c(a)]. O proximo resultado nos diz que conver-

géncia D-fraca em [?(ZY) é equivalente a convergéncia forte em [>°(Z").

D
Proposigio 2.4. Seja (¢) C 12(ZN). Entio ¢, = 0 em [2(ZN) se, e somente se,

cx — 0 em 1°°(ZN).

D
Demonstragio: Suponha que ¢, = 0 em [2(ZY). Entao i, ck — 0 em [*(ZN), para
todo oy, € ZY. Da definicao de supremo, para cada k € N, existe a;, € Z" tal que
ek lloo/2 < |ck(au)|. Por outro lado, seja e € 1°°(ZY) definido por

0, sea#0,
e(a) =

1, sea=0.

Entao,

lex(a)lloe < 2fex(an)| = 2|ng, cr(0)] = 2

> cnl@)e(w)

a€ZN

= 2[(n5, ks €)zzvy| = 0.
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

Reciprocamente, seja ¢, € (*(ZY) tal que ¢, — 0 em [*°(Z"). Entéo fixado a € Z",
para toda sequéncia (ay) C ZY, temos |0}, cp(a)| = |cx(a + ar)] < [leklle = 0. Seja

b € Co(ZN). Entéo supp b € finito e [|b]|o = SUPyesupps [0()]- Consequentemente,

(M, s D)izy = Y M en(@)b(@) = Y 0, en(@)b(@)

aeZN a€suppb
<ole S Iatyenla)] 0.
a€esupp b
D
Pelo Lema 2.2, 13, ¢, — 0 em {*(Z"). Ou seja, ¢, = 0 em 2(ZV). ]

D
Corolario 2.1. Considere (¢;) C I2(ZN). Se ¢, =X 0 em [2(ZN) entio, para todo p > 2

temos ¢y — 0 em IP(ZV).

Demonstragao: Pela Observacio 2.1, ¢, — 0 em [*(ZY). Em particular, (c;) é
limitada em [*(Z"), isto &, existe M > 0 tal que |lcxll2zvy < M. Além disso, da
Proposicao 2.4 temos ||cx|| — 0. Portanto,

el iz, = 3 len@l? = 37 lex(@)P2lew(a)?

acZN a€ZN

< lewlZ? D len(@)* < MP(lex|B> — 0.
acZN

Logo, ¢, — 0 em [P(ZV). |

2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

O proximo resultado é um refinamento do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki

no contexto dos espacos de deslocamento.

Teorema 2.1. Seja (H, D) um espago de deslocamento e vy como na condigao (2.8).
Se (ug) C H é uma sequéncia limitada, entao existe um subconjunto Ny C N, e sequén-

cias (w™) C H, (g,g")) C D, g,(cl) =id, com k € N en € Ny, tais que a menos de
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

subsequéncia de (uy), temos

* n -1 n)* n
(g,(c”) g,(C )) g,g Pug — w™ em H. (2.13)
g,(cn)*g,(cm) — 0 quando n # m. (2.14)
Z [w™]|? < v~ lim sup ||ug||*. (2.15)
n€Ng
ug — Z gMw™ 2o, (2.16)
n€Np

onde ZneNO g,(gn)w(") converge uniformemente em k.

Demonstracao: Inicialmente, mostremos que (2.13) e (2.14) implicam (2.15). Dado

M € Ny, temos que

M
we =y g™
n=1

2
0<

M M
SR IR W)
n=1 n=1
M M
= gl — 2Z<uk,g,2">w<">> + 3 gt w™ |2
n=1

+ Z (m) | g{myyy(m)y (2.17)

n,m=1
n#m

Por outro lado, (2.14) nos fornece,

M

> (g™, g w™) — 0. (2.18)
n,m=1

n#Em

Além disso,

M M
Z (ukng/(~C g (n)) Z (g,(c") Uk, w(”)>

n=1 n=1
M M
=S (Ql(g m" ey g ) +Z( " g — g’ g,gn)w(n)7w(n)>
n=1 n=1
M 9 M
= o+ 30 (0 = g0, w) (209)
n=1 n=1

Por (2.13), temos
* -1 *
(g,(cn) g,(c )> g,i”) wp —w™ —~ 0 em H, paran=1,..., M.
Usando a condigao (2.9) na sequéncia anterior, segue que

* n n n)* (n n n -1 n)* n
g (g — g ™) = (gli " g5 )) <<g§; " g8 )> gt w, — w! )> —0em H, (220
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

paran=1,..., M.
Donde, aplicando (2.20) em (2.19), conseguimos

Z(Uk gk Z Hgk

(1).

Substituindo (2.21) e (2.18) em (2.17) obtemos

M
el = 37 (1o w™ |2 + of1).
n=1

Disto, segue que
im suap e [* > i sup 3 [
k neNg

Por outro lado, considerando (2.8), vale a seguinte relagao
|u||* <~ inf ||gu||* para todo u € H.
geD

De fato, dado v € H com u # 0, temos

2 gu
= inf
v= it ol < i |

i

o que implica (2.23).

Em particular,
[ < 57 mﬂmwlp<v mﬂwm ™2,

Tomando o somatorio em (2.24) e usando (2.22) obtemos,

M M
()12 « A1 : (n), (n)|2
X_jluw I <~ Z;glgugkw H
1ﬁ§:MmeW

< limsup >l u
n=1

< 9 i sup -

gu il _ 2. 2
| =1l ng gl

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Isto prova (2.15) no caso que Ny ¢ finito. Caso Ny seja infinito, tomamos M — oo em

(2.25).
Provemos agora que valem (2.13), (2.14) e (2.15).
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Se uy, A 0, entdo o teorema fica provado, por vacuidade, tomando Ny = (). (tomando
como zero a soma em (2.16) e (2.15)). Caso contrario, se uy A0 em H, existe uma

sequéncia (g,(gl)) C D, de modo que

e O\ F )
<g;i)g;§)> g i A 0.

Note que
v O\ b
(47 ) "

¢ limitada. De fato, (uy) é limitada, e pela condi¢ao (2.8) os operadores g € D sao
uniformemente limitados, ||(¢*9)7|| < |lg*g|”' < 1/4* (veja o Lema 2.1). Logo, a

menos de subsequéncia,
* -1 *
(") o £ 0 m b (220

Sobre a subsequéncia anterior, considere

v,(gl) = U — g,(fl)w(l).

Entao
* -1 * * -1 *
(g,(cl) g,(:)> g,(:) v,(;) = (g,(cl) g,(:)> g,(:) up, —w =0 em H. (2.27)

Portanto, se tomarmos Ny = {1}, a afirmagao (2.13) é verificada, como também (2.14),
por vacuidade. Consequentemente, se ’U,il) 20 em H , entdo (2.16) é imediatamente
verificada e deste modo o teorema fica provado.

Se (vi{1)) ndo converge D-fracamente para zero, repetimos o argumento em (2.26),

isto é, existe uma sequéncia (g,(f)) C D tal que, passando a subsequéncia (sobre a

subsequéncia anterior),
(9;&2)*922)>1 g 0 ~ w® em H, (2.28)
com w® # 0. Sobre a subsequéncia anterior, considere
oD oD P,
De modo analogo ao feito em (2.27), temos

2* @\ ' (2 (2 2* @\ ! (@ 1
(Ql(g)g/(f)) g,(c)v,i):<g,(€)g,(§)) g,(g)vl(ﬁ)—w@)AOemH. (2.29)

22
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Afirmamos que
g(l) )~ 0 em H. (2.30)

Suponha por absurdo que g,gl)* g,?) 4 0. Entao podemos aplicar a condi¢ao (2.10) em

(2.29), e obter

s 1)) ! * (2 D YL )+ 1 9
(92)92)> o) = (92)9§)> g,g)<v,(€)—g,(€)w(2)>40em]:l.

Deste modo, por (2.27), vale
* -1 «
(gé : g;ﬁ”) g gPw® =0 em H. (2.31)

Por outro lado, uma vez que

(H* _(2)

2 1
gV gD L0 g® g g

temos g,(g (1) # 0. Novamente, podemos aplicar (2.10) em (2.31) para obter

2 -1 * (2
w® = (g7"g") g g w® = 0 em H.

Ou seja, w® = 0. Uma contradicdo. Portanto devemos ter, g,g ) (2) —0em H.
Consequentemente, g,i ) g,(;) — O em H. Assim, se v( ) 20 em H, tomando Ny = {1, 2}
o teorema fica provado, ja que (2.13) decorre de (2.30) juntamente com (2.29).
Continuando desta maneira, tomando sucessivas subsequéncias, supondo que

v,in_l) 7g 0 em H, podemos definir:

) .
Uk_ = uk,

(n) (n—1) (n), (n) M, 1) _ (n=1)  (n—1) (n), (n) (2.32)

v, =y, —g W =, — g w —g. w — g w\™,
onde (g, (n)* g,g )) 1g,§") =1+ ™ em H, sendo (g, (n )) € D escolhido de modo que
w™ #£ 0. Observe que (v,(€ )) é uma sequéncia limitada. De fato, v,go) = uy, é limitada,

e pela condigao (2.8) os operadores g € D sao uniformemente limitados.

Pelo que foi feito até aqui, para cada n € N, podemos considerar o conjunto
W, ={w e H\{0}:3(g;) C D, (kj) C N tal que (g;gj)_lgjv,(g) —wem H}.

Se W,, = (), para algum n € N, entdo o teorema fica provado para Ng = {1,...,n—1}.

Pois W,, = (), significa v,(j‘) 20, Caso contrario, existe uma sequéncia (g/,(C )) C D, tal

que a menos de subsequéncia, temos
~1
n+1)* (n+1 n+1)* (n
<g,(€ )g,g )) g,(C )U,(ﬁ)éw#() em H.
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Logo w € W,,. Uma contradicao, uma vez que W,, = (). Assim, vamos supor W,, # 0,

para todo n € N. Note que w™*) € W,,. Além disso, se w € W,, temos

lw]| < liminf ||(gg) " giol™].

Deste modo, pela limitagao uniforme dos operadores g € D e por (v,in)) ser limitada,

podemos considerar

t, = sup |jw| < oo.
wGWn

Observe que se t, = 0, para algum n € N, entao W,, = (), uma contradicao. Assim,

devemos ter t, # 0, para todo n € N. Dado n € N, seja w™*Y € W,, de modo que

tn
Jw™ V|| > = (2.33)
Logo, existe uma sequéncia (g,(C”H)) C D associada a w™*Y | tal que
* -1 *
(g](cn—i-l) g;E;nH)) glgn+1) U,(gn) ™) em H, (2.34)

a menos de subsequéncia. Recorrendo a um argumento semelhante ao que usamos em

(2.30) vemos que
g gl — 0  sempre que p # q para p,q < n. (2.35)

Desde que t,, # 0, para todo n € N, vale a desigualdade (2.25), logo elevando (2.33) ao

quadrado, conseguimos
> 12 < 4y limsup [Jug ).
neN k

consequentemente, t2 — 0 quando n — oo.
Seja agora (¢;)ieny uma base ortonormal de H.

Afirmamos que, para cada n € N, vale

lim sup Z 2! sup(v,(gn), g(g*9) tei)? < 2t2. (2.36)
ko ien geb
Seja
(n)

Sy, = lim sup sup(v,, ,9(g"9) ).
k geD

Se S,, = 0 para todo 7 € N, vale a afirmacao. Suponha entao que existe : € N de modo
que S,, > 0. Logo, existe sequéncia (g,gnﬂ)) C D tal que

. n+1)* (n+1)\—1 (n+1)* (n
lim (g™ g ) gl 0 )2 = S

k—o0
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Do mesmo modo que foi feito anteriormente, podemos considerar a menos de sub-

sequéncia,

. -1 *
(™) D 5 20 em

Consequentemente, na subsequéncia anterior,
Sn = (@™, i) < [lw™ VP <87,

Portanto, tomando as somas parciais,

! l !
lim sup Z 2~ sup(v,(cn), g(g%9) tei)? < Z 27S, < Z 272,
k i—1 geD i=1 i=1

Fazendo | — oo , temos a afirmacao (2.36).

Dado n € N, seja k(n) € N tal que
> 27 sup () g(g7g) " hei)? < AL (2.37)
ieN 9eb

Fixados i € N e g € D, (2.37) implica que

sup(viih, 9(g*9) "pi) = 0, (2.38)

geD
quando n — oo.
De fato, dado & > 0, existe ny € N tal que t2 < ¢/4, desde que n > ngy. Seja k = k(n),
n > ng, suficientemente grande que verifica (2.37). Logo,
27w g(g7g) Hpn)? < 27 zlelg(vz(c?r)mg(g*g)lsoif <e,

para todo g € D. Em particular, para g = §/(27"!)/. Portanto,
(v 9(3°9) ei)* <&, n>mno, VGED,

o que implica

Sup(“i(qniyg(g*g)_l%y <¢&,  n>n.
geD

Isto prova (2.38).

Seja ¢ = Zj\il ¢i;, uma combinagao linear de (¢;)ien, por (2.38) temos

M
sup(vy), 9(9°9) 10)? <D sup(vgh, a(g"9) i) = 0,
geD =1 geD
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

quando n — oco. Como ((¢;))ien ¢ denso em H, (2.38) se estende para todo ¢ € H.
Com efeito, dada ¢ € H, existe (¢;;) C ((¢i))ien tal que ;; — ¢ em H, quando
j = 00. Seja I' = sup ¢ 1,121 lgul||?, e C > 0 tal que ||ug|| < C, para todo k € N. Ja
que supomos W,, # ), para todo n € N, vale a desigualdade (2.25) e a relagao (2.35),

além disso, podemos obter estimativas da mesma forma que foi feito em (2.17), assim

oI = lurl* = D llgiyw 11> + o(1)

=1
<C? 417 Z |w® > 4 o(1)
i=1

< CP 4Ty 1im(s)up [k |I” + 0(1)
k(n

< C*+T%71C% 4 o(1),

logo (U,(;(?l)) é limitada em n € N, ou seja ||v,(€7(li)|] < M, para todon € N e algum M > 0.

Portanto,

sup(vj(), 9(9"9) ") < sup(vjphy, g(g"9) (e — i) + sup(viiy, 9(g"9) ')
geD geD geD

< Myl = || + sup(uyfy, 0(6°9) )
ge

Tomando n — 0o temos

lim sup(vy(), 9(g"9) ') < Myl — @y |,

n—0o0 gED

agora tomando j — oo segue que

lim sup(vy(,, 9(g"9) ") = 0.

n—oo gED

Logo, pela Proposicao 2.1, obtemos

n)

(n) D
Vkn) 0,

quando n — oo. Disto, concluimos que

Uz(q??)z) = Ug(n) — Zg,(izl)w(j) LN 0, quando n — oo.
Jj<n
Note que k(n) pode ser escolhido em (2.37) arbitrariamente grande, em particular,

pela relacao (2.25) a série, Zj g,iil)w(j) ¢ uniformemente convergente em k, para n
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

suficientemente grande, o que prova (2.16). Uma vez que estamos sempre extraindo
subsequéncias, por recursividade, segue (2.13) e (2.14). Para concluir a demonstra-
¢ao, no primeiro passo, caso uy - 0 em H, em alguma subsequéncia, podemos tomar
g,gl) = id no primeiro passo. Caso up — 0 em H, renumeramos as sequéncias, pondo

T, = Up11, € tomamos g,g,l) = id e w® = 0. =

Como consequéncia do teorema, obtemos uma convergéncia da norma |lugl|?, a me-

nos de termos de correcgao.

Corolario 2.2. Suponha que (H, D) é um espago de deslocamento, sendo D formado
por isometrias, € vy como na condigao (2.8). Se (ux) C H € uma sequéncia limitada,
entdo existe um subconjunto Ny C N, e sequéncias (w™) C H e (glin)) Cc D, g,(gl) = 1d,

com k € N en € Ny, tais que a menos de subsequéncia de (uy), temos

g,i”)*uk —~w™ em H, (2.39)
n€Np
urll® = w™|* = [|rl|> = 0, quando k — oco. (2.41)
n€eNy

Além disso, valem as afirmagoes (2.14) e (2.15) do Teorema 2.1.

Demonstracao: Usando o fato que D ¢é formado por isometrias, da condi¢ao (2.13)
obtemos (2.39), além disso (2.40) é (2.16) reescrito.
Usaremos (2.39) e (2.40) para provar (2.41).

Afirmamos que

i ()" (m), (m) (M) _ (. 2.42
e

Se Ny for finito, (2.42) segue de (2.14). Suponha entdo Ny infinito. Fixado ny € N,

pela convergéncia (2.16) temos,
lim g(no)*(uk — Z g(m)w(m)) w™) | =
k=0 \ 7 = k ’ ’
meNy

Além disso, de (2.13) segue que,

(no)*

li ()Y — [Jqp(70) |2,
lim (g™ g, w7 = flw™|
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

Por outro lado, uma vez que

(g,gno) (up — Z g](cm)w(m)%w(no)) _ (g](cno) uk’w(no)> _ Z (g](C"O) g](cm)w(m)’w(no))

meNy me&Ny

= (", w™) = (" ", )

=D (g g, wl)

m#mnq
meNg

= (g, w) — [l |12)

. Z (g](;w) g’(cm)w(m)7w(no))’

m#ng
meNg
passando o limite em &, obtemos
> (g g wt w5 0. (2.43)
m#ng
meENQ

Sendo ng € N fixo, porém arbitrario, (2.43) se estende para todo n € N. Contudo, pelo
item (2.16) do Teorema 2.1, a série

S (g g™, ™)

m#n
m,neNg

2
= > ™2,

neNg

> g w™

neNg

é uniformemente convergente em k. Denote aﬁm = (g,in)* g,(gm)w(m),w(”)). Logo, dado

e > 0, existe [y € Ny, que independe de k, de modo que para [ > [y, tem-se

DD G D D | < % (2.44)

neNyg m#n n=1 m#n
meNg meNq

Fixando [ > [, existe kg € N tal que

l
S| <k

meNg

para k > ko. Como a rela¢ao (2.44) vale para todo k € N, em particular para qualquer

k > kg, desta forma

am,n - am,n

m#n neNg m#n
m,neNg meNq
l l
k k k
< E E am’n—g E Upn| T E E Upp| < €. (2.45)
neNg m#n n=1 m#n n=1 m#n

meNg meNq meNq
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

O que prova a afirmacao (2.42). Por outro lado, temos também que

. (n 2
tim 3 (g up w®™) = 3 (w2, (2.46)
neNp neNp

Suponha que Ny ¢ infinito. Caso contrario, se Ny for finito, (2.46) segue de (2.39). Pelo

(n)

Teorema 2.1, ZneNO i w™ converge uniformemente em k. Deste modo, dado € > 0

existe ng € Ny, que independe de k, tal que

l
n n n n 19
D@ ™ ) = D (g™, )| < 5, (2.47)
n=1 neNy
g
O = Y )| < £
neNy

desde que [ > ng. Por outro lado, fixado [ > ng, de (2.39) temos

l
I e 2
lim > (9" g, w Z ™.

n=1

Assim, podemos tomar kg € N tal que

> (g iy w Z ™2

quando k > ko. Como (2.47) é verificada para todo k € N, em particular, vale para

< ¢e/3,

qualquer k > kg fixo, logo

> (g s w™) = 3 w2 <
neNp n€Ng
! l
S (g e w™) = (0w, w™) |+ D (08 e, w0 an
n€Ng n=1 n=1
+ Z ™12 = > [lw™]?] <e,
n=1 n€ENg
Isto mostra (2.46). Mostremos agora, que
lim | 2[ry]|2 — 2 - )y (m) gy my | = 0, 2.4
Jim {2 =2 = 3 0 | <00 (2as)
m,n€Ng
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2.3 Decomposicao da Convergéncia Fraca

De fato, pela definicao de r; temos

2[|7ill* = 2(ug, i) — Z (g,g”) (n ),g,(cm)w(m)) _

mtrif&o n€Np
—2 (uk, up = g,(cn)w(")> = > (g™, g w™)
n m#n

m,neNg

—9 Z Hw(n)”Z _9 (Ulm Z gl(gn)w(n)> + Z (gl(cn)*gl(cm)w(M)7w(n)>'

n€Np n€Ng m#n
m,n€Ng

Logo, tomando o limite em k e usando (2.42) e (2.46), obtemos (2.48).

Novamente, da definicao de ry,

2
e = 3 0w — = el el 3l )2
neNg n€No
+ Z g™, g wm ng Vug) = 2(u, )
m#n n€Np
m,n€Ng
+203 9w m)
n€eNg

Como D é formado por isometrias e uy = ZneNO g,(vn) () 4 14, segue que

0 = [ugl® + el + Y o™ P+ > (g w™, gi™w™)

neNp mT,r:fg%O
-2 (Z g,in)w("),rk + Z g,ﬁn)w(")) — 2(ug,rr) +2 (Z g,(cn)w("),rk)
neNg neNg n€Np
= [luel® + el + > ™1+ Y (g w™, g w™)
neNg m#n
m,nENq
(Zg(”) ) —2) uwP=2 Y (g (g™, g\ )
neNp m#n
m,neNg
— 2(ug, i) + 2 (Z gl(c")w(n),rk)
n€eNp
= (el + el = D ™1 = > (g™, g™ w™) = 2(ux, ).
neNg m#n
m,n€Ng
Somando 0 = ||r4]|* — ||r&||?, concluimos

0= flull® = [Irill* = D= ™+ | 2l = 20w m) = > (g"w ™, g™ w™)

n€Np m#n
m,neNq
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2.4 Subespacgos D-flask e compacidade D-fraca

Tomando o limite em k, e usando (2.48), obtemos (2.41). u

2.4 Subespacos D-flask e compacidade D-fraca

Iremos introduzir o conceito de subespaco D-flask, o qual é uma versao de fecho de

um conjunto, no contexto dos espacgos de deslocamentos e da convergéncia D-fraca.

Defini¢ao 2.3. Seja (H, D) um espago de deslocamento. Assuma que D € um grupo
de operadores unitdrios. Um subespaco fechado Hy de H € dito um subespago D-flask

se o conjunto

DHy = | J g(Ho),

geD

€ sequencialmente fechado com respeito a topologia fraca, isto €, para toda sequéncia
(ur) C Hy e (gx) C D, de modo que (gruy) converge fracamente em H, existem u € H,

, g €D tais que grur — gu em H.

Exemplo 2.3. Suponha que (H, D) é um espago de deslocamento, sendo D um grupo
de operadores unitdrios. Se Hy € um subespaco fechado D-invariante de H, ou seja,
g(Hy) C Hy para todo g € D, entdao Hy é um subespago D-flask. Com efeito, sejam
as sequéncias (ux) C Hy e (gr) C D com grur — v em H, para algum v € H. Entdo
v € Hy, jd que Hy € fechado na topologia fraca (Hy € convexo) e tomando g = id € D,
temos que gyu, — gv em H. Em particular, considere H = H'(Q) e Hy = H}(Q), com
Q=R 'x(-1,00), e D=Dg=1{g,: H— H ; gyu(z) =u(zx—vy), y € G}, onde
G = ZN7t x {0}. Na prézima segdo, mostraremos que Dg € um grupo de operadores
unitdrios. Como Hg () é um subespago fechado de H*(Q2), e é D-invariante, H} () é
um subespa¢o D-flask de H'(Q).

Proposicao 2.5. Considere D um grupo de operadores unitdrios em H e o espaco de
deslocamento (H, D). Se Hy é um subespago D-flask de H, entao qualquer sequéncia
limitada (ug) C Hy possui uma subsequéncia satisfazendo as conclusoes do Coroldrio

2.2, com w'™ € Hy para todo n € N.

Demonstragao: Ja que D ¢ um grupo de operadores unitarios, podemos aplicar o
Corolério 2.2 para obter a existéncia de sequéncias (0™) C H, (g,ﬁf‘)) C D, n € Ny, que

satisfazem os itens (2.39), (2.40), (2.41) e (2.14). Para cada n € Ny temos, g,g")*uk -
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2.4 Subespacgos D-flask e compacidade D-fraca

w™ em H, e como Hy é um subespaco D-flask, existe w™ € Hy e g™ € D tais que

W™ = g™ w™ Entao w™ = g™Wa™ e Hy e g,(fn) = g,i”)§<">* € D, satisfazem as

conclusdes (2.39), (2.40), (2.41) e (2.14). De fato,

g we = g™g,"

g,gn)*uk — w™ em H;

wy — g™ em H, mas g™ = g w™ = w™ logo

Denotando 1, = uy — ZneNO g,gn)w(”) ery=ug— ZneNO §,(€n)u~)(”)

, € Ulna vez que

g,(cn) (n) — glg )g( )" G ) = 5 g
temos que 7, = 7y 2 0;
e Como [|w®™]| = [|§®d) | = [l&™]], segue que
il =D ™2 = il = el = D @™ = (17> = 0,
neNg neNg

quando k — o0;

e Sejam m,n € Ny, com m # n, e u,v € H. Entao

(g™ g, v) = (30 98 5™ w,0) = (6" 90) 3™ u, g7 ) — 0,
quando k — oo.
Como w™ := g™ e Hy, segue o resultado. [

Proposigao 2.6. Seja (H, D) um espago de deslocamento. Suponha que D é um grupo
de operadores unitdrios em H. Entao uma sequéncia limitada (ug) C H possui uma

subsequéncia que converge D-fraco se, e somente se,
(gr) C D, gr =0 em H = grur, — 0 em H, (2.49)

a menos de subsequéncia.

Demonstracao: Usando a mesma notagao para a subsequéncia, suponha que uy 2y
em H. Seja (gr) C D com g — 0 em H Pela defini¢ao de convergéncia D-fraca, e ja

que D é um grupo de operadores unitarios, temos

gy, = gr(ur, —u) + gru = ((g5)*gr) " (1) * (ug, — ) + gru — 0 em H,
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

a menos de subsequéncia. Logo (uy) satisfaz (2.49).

Reciprocamente, suponha que a sequéncia (uy) cumpra (2.49). Como (uy) ¢é limitada
podemos aplicar o Teorema 2.1 para obter uma subsequéncia de (uy) que satisfaca os
itens (2.13), (2.14) e (2.16). Seja n € Ny, com n > 1. Entao, passando a subsequéncia,
g,(cn)*g,(cl) — 0 em H. Mas g = id, logo por (2.49), temos que g,(cn)*uk — 0 em H. Pela
unicidade do limite fraco devemos ter w™ = 0, para n > 1. Consequentemente, de

(2.16), temos que uy, —w = uy — > neNy g,g")w(”) L 0, a menos de subsequéncia. Caso

Ny = {1}, o resultado segue de (2.16). u

2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)
Nesta secdo tratamos do caso modelo H = H*(RY) com
D=Dg:={g,-u—u(-—y), ye G} ={g,: H— H; gyu(zr) =ulx —vy), € G},

onde G é um subconjunto de R¥, que é grupo com relacao a operacao usual de soma
de vetores. Note que Dg é um grupo comutativo de operadores unitarios. Mais preci-
samente, gy+y = Gs0y = yJz, Jo = id € g;l =gy = g, De fato, dados u,v € HY(RN),

usando mudanca de varidveis, temos

(gyu,v) = /RN u(z —y)v(z) + Vu(zr — y)Vo(x)dx
= /RN uw(x)v(z +y) + Vu(z)Vu(z + y)dex
= (U, g—yv).

Assim, g_, = gi. Além disso, ||g,ul]* = ||u|*, para todo y € G e u € H'(R").
Mostramos, sob certas condi¢oes, que a convergéncia Dg-fraca em H(RY) é equi-

valente a convergéncia forte em LP(RY) para p € (2,2*). Além disso, também obtemos

obter uma generaliza¢ao, no contexto dos espacos de deslocamento, do conhecido Lema

de Brezis-Lieb.
Lema 2.3. Seja (yx) C RY. Entao g,, — 0 em H se, e somente se, |y| — oo.

Demonstragao: Suponha por absurdo que (y,) C RY é limitada. Portanto, a menos

de subsequéncia, y, — y. Afirmamos que g,, — g, em H'(R"). Com efeito, dados
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

u,v € C§°(R™), como (y) ¢ limitada, podemos tomar R > 0 tal que Bg(0) D (supp u+
yr) Usuppv. Logo,

(gyu,v) = / u(z — yp)v(z) + Vu(zr — yp) Vo(x)de. (2.50)
Br(0)
< [ullsol[v]loc I Vtulloo [Vl oo | BR(O)]

Além disso, como u(z — yx) — u(z —y) e Vu(z — y) — Vu(xr —vy), para todo z € RY,
podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em L'(Bg(0)), e
obter (gy,u,v) = (gyu,v). Logo, por densidade, g,, — g, # 0, uma contradigao. Deste
modo devemos ter g,, — 0.

Reciprocamente, assuma que |ygx| — oco. Sejam u,v € C§°(R") e tome k € N suficien-

temente grande de tal forma que By = (suppu + yx) Nsuppv = (. Entao

(Gy,u,v) = /B u(z — yp)v(z) + Vu(z — yg) Vo(x)de = 0,

para k € N suficientemente grande. Novamente, pela densidade de C{°(R"™) em

H*(RY), temos g,, — 0. |

Proposicao 2.7. Seja G C RY, um grupo com relacio a operacao usual de soma de

vetores. Entio (H*(RY), Dg) € um espago de deslocamento.

Demonstragao: Ja que a composigao de deslocamentos, da forma u — u(-+y), y € G,
é um deslocamento, pela Proposicao 2.2, para verificarmos que Dg é um conjunto de
deslocamento devemos mostrar que qualquer sequéncia de operadores (g, ) C D¢ que
nao converge fracamente para zero possui uma subsequéncia que converge pontual-
mente. Seja entdo (g,,) C Dg, com g, - 0. Pelo Lema 2.3, (y;) é limitada, logo
yr — y a menos de subsequéncia. Sejam ¢ € C°(RY) e u € H'(RY). Usando uma

limitacao aniloga a usada em (2.50), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

Lebesgue, temos

|9yt = gy, 0)° = (1, 9 0) — (1, 9—y0)
= [(t, (9 = 9-0)¢)I’
< ul*llg—y. — g-yll®
—lelP [ lota ) - o+ )P
RN
+[Vo(r +uyr) — Vola +y)'de
— 0.
Logo g, u — g,u em H. Por outro lado, como g, ul* = ||ul|* = ||g,ul* para todo

k € N, obtemos

gyt — gyull* = llgy.ull* = 2(gyu, gyu) + |lgyul® — 0.

Pela arbitrariedade de v € H'(RY), segue que g,,u — g,u para todo u € H'(RY). m

O proximo exemplo fornece um conjunto de operadores que nao é conjunto de des-

locamento.

Exemplo 2.4. Sejam RY = R¥"! x (0,00) e ZY = ZN~!' x N. Tome H = Hj(RY),
G=2Z%Y ¢eD=Dg={g,: u— u(-—y), y € G}. Entio D¢ satisfaz as condi¢des (2.8)
e (2.9), por ser formado de isometrias em H, mas nao satisfaz (2.10). Com efeito,
seja yi, = ke, onde e = (0,...,0,1), by = gy, € g = Gy, Fize v e CFRY) com

suppv C RV x (0,1), e considere u(z) = g, v(z) = v(z — ke).
o higru(x) = gy gy, u(x) = u(r — (k+ 1)e + ke) = u(x — e);
o giup(r) = g;, . v(r—ke) =v(r—ket+(k+1)e) = v(z+e) =0, paratodox € RY
ek eN;
o hpur(x) = gy v(x — ke) = (gy,) gy 0(x) = v(2).

Assim higr 7 0, giup — 0 mas hjup /0 em H. Logo (H&(Rf),DZf) nao € espaco

de deslocamento.

Lembramos que um reticulado de R, é um subgrupo com relacio a soma usual

de vetores que gera RY.
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

Lema 2.4. Considere G C RN, um grupo com relacio a operagao usual de soma de

vetores, e a sequinte condi¢ao

dR > 0 tal que U Br(y) = R". (2.51)

yeG

Entdao G satisfaz a condigdo (2.51) se, e somente se, G contém um reticulado de RY.

Em particular, ZV satisfaz (2.51).

Demonstracao: Suponha que G satisfaz (2.51). Entdo G contém N vetores line-
armente independentes {v1,...,vy} de RY. De fato, dado v; € RY, podemos tomar
vy € G linearmente independente com vy, pois caso contrario, se v € (v1) para todo
vy € G, entdao G C (vy), assim tomando v € (v;)* com dist(v, (v1)1) > R obtemos
que G nao satisfaz (2.51), uma contradigdo. Analogamente, podemos tomar v3 € RY,
linearmente independente com (v, v9), uma vez que se vz € (vy,v9) para todo vs € G,
entdo G C (v1, vy), e assim tomando v € (v1, vo)® com dist(v, (vy, v2)1) > R, temos que
G nao satisfaz (2.51), uma contradi¢do. Prosseguimos assim até encontrar N vetores
linearmente independentes {vy,...,vxy} C G em RY. Portanto L = (vy,...,vy)z € um

reticulado contido em G.

Reciprocamente, ja que G contém um reticulado de RY, considere L = (vy,...,vn)z
C G, onde {vy,...,vx} C G é uma base de RY. Tome R = N maxj<;<y |v;]. Assim,
dado v = a1vy + ... + ayvy € RY seja 0 = [a1]v; + ... + [an]vn, sendo [a] a parte

inteira de a € R. Logo
N N
bl < 1= allosl < | = | =R
[0 —v| < 2_1: |ai] — ail|vi] < Z; |vi] nglfgj(\/ lvil = R
Portanto vale (2.51). n

Proposicao 2.8. Seja G C RY um grupo com relacio a operagdo usual de soma
de wvetores, satisfazendo a condigao (2.51). Considere (uy) C H*(RY), N > 3, uma
sequéncia limitada, e p € (2,2%). Entdo ug 20 em H (RY) se, e somente se, ||ugll, —

0.

Demonstragao: Suponha que wuy P¢ 0 em H'(RY). Note que se Gy é subgrupo de
G4 entao convergéncia Dg,-fraca implica convergéncia Dg,-fraca. Pelo Lema 2.4, G

contém um reticulado L de RY. Como L é linearmente homeomorfo a Z~, podemos
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

D
considerar a convergéncia u, = 0 em H'(RM). Seja Q := (0,1)". Pelo Teorema de

Imersao de Sobolev, existe C' > 0 tal que
2 2 N
el 2o@e) < ClluelZygrny ¥ € Z.
Consequentemente,

1-2/p
/Q+ lug[Pdz < Clluglz g 4y) (/Q+ |Uk|pd$> , yezl. (2.52)
Yy Yy

Por outro lado,

/|gyuk|pd:v:/|uk(x—y)|pdx:/ |uk|pdx§/ lug [Pde, yGZN.
Q Q Q+y RN

. : 1-2/p )
Assim, existe sup, gz~ <fQ \gyuk\l’) < oo. Além disso, U, ezn(Q +y) = RY, a

menos de um conjunto de medida nula. Logo, fazendo a soma sobre y € Z" em (2.52),

temos
1-2/p
/ |ug[Pda = Z/ uglPda < ) Cllurllip @) (/ |gyuk|pd:ﬁ)
yezZN yeZN
1-2/p
<sw ([ lauls) Y Cluly.,
yezN Q yezZN
1-2/p
= sup (/ ]gyuk]pda:) Cug?. (2.53)
yezZN \JQ

Para cada k € N, tome 7, € Z" satisfazendo

1-2/p 1-2/p
([ lgwnrac) = 5 s ( / ousls)
Q yEZN

Uma vez (u) ¢ limitada em H'(RY), existe M > 0 tal que ||ug||> < M, para todo

k € N. Substituindo em (2.53), pelo Teorema de Rellich Kondrachov, temos

1-2/p
[ lwkraz < 2210 ( / |gykuk|pdx) o,
RN Q

D
pois gy up — 0 em H'(Q), por causa que uy = 0 em H'(RN). Portanto ||uy||, — 0.

Reciprocamente, suponha que |lugll, — 0. Sejam (g,,) C Dg e ¢ € Cg°(RY). Entao
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

(Gy, uk, ) — 0. De fato, usando a desigualdade de Holder,

[ wnegtonie = [ e pyseiis

= / ur(@) (e + )ds
- [ w@ oyt

< [lurllpllgy,llq

= lluxll, llellg = 0.

Onde 1/p+1/qg = 1. Além disso,

= Vug(x — yr)V(x)

RN

~| [, @ Veta + )

/RN Vg, ur(2)Vo(x)de

= Vug(z)Vg,, p()

RN

— /RN uy(r)Ag,, o(r)dz

< [lullp[[ Aepllg — 0.

Logo, por densidade, gypur — 0 em H*(RY).

Corolario 2.3. Seja (uy) C H'(RY) uma sequéncia limitada e G C RN, um grupo com

relagao a operagao usual de soma de vetores, satisfazendo a condigao (2.51). Entdo

existe um subconjunto Ng C N, e sequéncias (w(”)) C HYRY), (y,gn)) cC G, yl(cl) =0,

com k € N en € Ny, tais que a menos de subsequéncia de (uy),

wg (- —i—y,(cn)) —~w™ em Hl(RN),
|y,§") — y,(cm)| — 00, quando m #n,

> w™|? < lim sup [Jug||?,
n€Np k

U — Z w™(- +y,(€n)) — 0, Dg-fracamente e em LP(RY),
n€eNp

(2.54)
(2.55)
(2.56)

(2.57)

para qualquer p € (2,2%). Além disso, a série em (2.57) converge em H'(R) uniforme-

mente em k.
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

Demonstragao: No Teorema 2.1 considere H = H'(RY) e D = D¢. Entéao a afirma-

¢ao (2.54) decorre de (2.13). Além disso, como v = 1, uma vez que D¢ é um grupo de

operadores unitéarios, e liminf [|ug|| < limsupy, ||ugl|, (2.56) é consequéncia de (2.15).

Por outro lado (2.55) decorre do Lema 2.3 aplicado em (2.15). Finalmente, (2.57) é

obtido da Proposi¢ao 2.8 aplicada em (2.16).

Proposigao 2.9. Considere (uy) C HY(RY) uma sequéncia limitada, e G C RN, um

grupo com relag¢ao a operagao usual de soma de vetores satisfazendo a condi¢ao (2.51).

Seja (w™) ¢ HY(RN) como no Coroldrio 2.3. Assuma que F € C(RY

as sequintes condigoes:
1. F(x+vy,s) = F(x,s), para todo z € R, se R, y € G ;

2. Dado ¢ > 0, existem C. € R e p. € (2,2%), tais que

|F(z,8)| < e(|s]* + |s|*) + Ccls|P=, 2 € Qs €R.

Entao existe Ng C N, tal que

lim F(x,u,)dr = / F(z,w™)dz,
i [ Fouio= 52 [ Feu)

a menos de subsequéncia de (uy).

Demonstragao: Seja ® : H(RY) — R, definida por

O(u) = /R Pla,u)da.

Pelo Teorema 2.1 e da condigao (2.58) temos que

x R) satisfaga

(2.58)

(2.59)

@(uk)—/RN F(x,uk)dm—/ < Zw x—l—yk > dx + o(1). (2.60)

Sendo ® uniformemente continuo em conjuntos limitados de H*(RY), e uma vez que

Soow™ (- + y,g")) ¢ uniformemente limitado em £k,

sup
k

Consequentemente, dado M € N, é suficiente provar que

/F(x,uk)d:c—/ ( Zw x+yk )‘—>OquandoM—>oo.
RN

/N F (x, i w™ (x4 y,ﬁ”’) dx) — i /N F(z,w™(z))dz. (2.61)
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

Uma vez que C°(RY) é denso em H'(RY), de (2.58), devemos mostrar para w™ €
C&(RM), n € Ny. Seja R = sup{|y| ; y € suppw™,n =1,...,M} e tome ky € N
suficientemente grande de modo que |y,(€m) — y,g")] > R para todo m # n, com m,n =

1..., M. Logo, para k > kg, temos

0 que prova o resultado. [

Corolario 2.4. Seja (ux) C HY(RY) uma sequéncia limitada e F € C(RY x R) nas
mesmas hipoteses da Proposiciao 2.9. Entdo, a menos de subsequéncia, up — w em
H'(RYN) e

/NF(x,uk)—F(x,uk—w)dx—) F(z,w)dx.

R

RN

Demonstragao: Como (uy) é limitada, podemos aplicar o Corolario 2.3 e obter, pelo
item (2.57), (up —wM) =3 w™ (- —|—y,(§n)) 20, logo pela Proposicio 2.9,
neNg
klg& F(z,u, — w)de = Z / . (2.62)

N
R n#l
neNg

Tomando a diferenca entre (2.59) e (2.62), obtemos

lim F(x,up) — Fx,up — wW)da

k—oo RN
= Z/ (2, w™) dx — Z/ dx—/ F(z,wWV)ds. (2.63)
neN ¥ BY n#1 RY
neNg
Ja que na subsequéncia, u, — w® em H'(RY), o resultado segue com w = w®). =
No Corolario 2.4, tomando F'(z,u) = |u|P, para p > 1, temos o conhecido Lema de

Brezis-Lieb, em uma versao mais restrita, uma vez que exigimos a convergéncia fraca

da sequéncia.

Lema 2.5. (Lema de Brezis-Lieb) Suponha que p € [1,00) e que  C RN seja um

conjunto mensurdvel. Assuma que (uy) C LP(QY) seja limitada e que ur, — w ¢.t.p. em

Q. Entao
/ lug|? — Jup — w|Pde — / lw[Pdz.
Q Q
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2.5 Convergéncia D-fraca em H'(RY)

Demonstragao: Seja ¢ > 0 e considere
vr o= (ul” = Jur — w]” = Jwl?| — efup —wl”) .

Note que vi(z) — 0 q.t.p. em Q. Mostremos que v{ — 0 em L'(Q). Afirmamos que
dado € > 0 existe C; > 0 tal que ||z + 1P — |z|P| < €|z|P + C. para todo z € R. De

fato, temos
O o ot
lim ————— =

T—00 ’x|p

0.

Logo, dado € > 0 existe R > 0 tal que ||z + 1?7 — |z|?| < ¢|z|P, quando |z| > R. Mas
se |z| < R entdo ||z + 1P — |x|P| < 1+ 2RP. Assim, tomando C. = 1+ 2RP, obtemos a
afirmagao.

Por outro lado, dados a,b € R com b # 0, tome x = a/b na afirmagao anterior. Assim
lla+ b — lal’| < elal” + Cc[b]?, (2.64)

para todo a,b € R. Usando a desigualdade (2.64) com a = ux —w e b = w temos

Logo podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e obter
/ vpdr — 0.
Q
Por outro lado, uma vez que
€
v 2 [ul” = Jug — wl” — JwlP| — elup — wl?,

temos

/Huk|p—|uk—w|p—\w\p|da:§/v,‘§da:+€/ I
Q Q Q

Consequentemente,
limsup/ |ugl? — Jug — w|? + Jw|P| dx < €limsup/ lug — w|Pdz.
k Q k Q
Ja que (uy) é limitada e € > 0 foi arbitrario, segue o resultado. ]
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2.6 Minimizantes com vinculos

2.6 Minimizantes com vinculos

Damos a seguir uma aplicacao do Teorema 2.1 na existéncia de minimizantes em
problemas variacionais. Seja p € (2,2*) e V € L>®(RY) uma fungao Z"-periédica com
inf V' > 0. Considere

¢, = inf / Vul? + V(@)|uf? d. (2.65)
RN

ueH1(RN),
[lullp=1

Note que E(u) = [pn [Vul|* + V(z)|u|* do define uma norma equivalente a norma de
H'(RY), a qual denotaremos por ||ul|z = v/E(u). De fato, tomando C; = max{1, ||V}
e Cy = min{1,inf V}, temos E(u) < Cy||u|* e E(u) > Cy||ul|*. Observe que, pelo Teo-
rema de Imersdo de Sobolev, ¢, > 0. Além disso, se u é minimizante de (2.65), entao

u € HY(RY) é solucgao fraca do seguinte problema,

—Au+ V(z)u = cpuP™,

(2.66)
ue HY(RY), u > 0.

De fato, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, aplicado ao vinculo M = {u €
HYRYN), ||lull, = 1}, existe A € R tal que

2 Vu-Vo+ V(x)updr = )\p/ lu|P~2updz, Vo € HY(RY). (2.67)
R

RN N
Podemos supor sem perda de generalidade que u > 0, uma vez que |u| € H'(RY)
também é um minimizante de (2.65), pois V|u| = sign(u)Vu. Assim podemos tomar
@ =u em (2.67), para concluir A = 2¢,/p. Substituindo em (2.67), obtemos

Vu- -V + V(x)updr = cp/ uPLoda, Yo € HY(RY).

RN RN
Ou seja, u € HY(RY) é solugao fraca de (2.66). Usando o Principio do Maximo devemos
ter u > 0. Com efeito, suponha que existe A C RY com |A| > 0, tal que u|4 = 0. Seja
B C R¥, tal que |[BN A| > 0. Entdo infgu = infgy u = 0, logo, pelo Principio do
Méximo, u = 0, um absurdo, pois ¢, > 0.

Observe que por um reescalonamento w = c/~2y, obtemos uma solucdo fraca
para o problema —Au + V(z)u = w1, v € HY(RY), u > 0. Via Multiplicadores de

Lagrange, o mesmo argumento pode ser aplicado para outros problemas de minimiza-

¢ao, mostrando assim que minimizantes sao solugoes de problemas variacionais.
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2.6 Minimizantes com vinculos

Proposigao 2.10. Seja (uy) C HY(RY) uma sequéncia minimizante para o problema
(2.65). Entdo existe (yx) C ZN tal que (ux(-+yx)) converge, a menos de subsequéncia,

para um minimizante de (2.65).

Demonstragao: Note inicialmente que dado y € Z", uma vez que V ¢ Z"-periodico,

|lu(- + y)|| g = ||u|]|z. Com efeito,

[u- +)lle = /RN [Vu(z +y)[* + V(@)u(z + y)|* dz

B /]RN |VU<J;)|2 + V(ZE - y)|u(x)|2 dx = ||UHE7

Primeira maneira. Considere (u;) C H*(RY) uma sequéncia minimizante para o pro-
blema (2.65), ou seja, ||ugl|% — ¢, e |Jug]l, = 1, para todo k € N. Note que o Corolario
2.3 continua verdadeiro para G = Z" ¢ H'(R") munido da norma || - || 5. Logo, pode-
mos tomar, (ug), (w™) c H'(RY) e (y,(gn)) C RY, n € Ny, dados pelo Corolario 2.3.

Pela Proposicao 2.9, tomando F(z,s) = |s|P, temos

1= Tim Jlugllp = 3 w3 (2.68)

n€Ng

Pelo item (2.56) do Corolério 2.3 segue que

> lw™E < ¢ (2.69)

neNg

Escrevendo t, = [pn [w™ [P dz, e sabendo que |Jul|3, > ¢,||ul|? para todo u € H(RY),

obtemos [[w™ |2, > ¢,tw/". Substituindo em (2.69) conseguimos

2
d o<1 (2.70)

n€eNg

Por outro lado, podemos escrever (2.68) como > _ t, =1, e uma vez que 2/p < 1,

€No
por (2.70), devemos ter t, = 0 a menos de um t,, = 1, para algum ny € N. De fato,
suponha por absurdo que existam ¢, € R com 0 < t,, < 1, paran € Ny. Ja que 2/p < 1,
temos 0 < ¢, < t2/*. Logo 1 = D neno tn < Dnene £2/? um absurdo. Por outro lado,
desde que [|w™) |4, > ¢,, segue por (2.69) que ||w™)||% = ¢,. Portanto, w(™) é um mi-

nimizante para (2.65), uma vez que |[w™)|, = £t = 1. Pelo item (2.54) do Corolario

2.3 temos uk(-—l—y,(fn())) — ™) em H'(RY). Como ||uk(+y,(§n°))||2E = [Jug||% — ||Jw™)||%,
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2.6 Minimizantes com vinculos

conclufmos que ug(- 4+ ") = w0 em H'(RN).

Segunda maneira. Seja (up) C H'(RY) uma sequéncia minimizante para o problema
(2.65), isto &, |lugll% — ¢, e |lukll, = 1, para cada k € N. Para qualquer sequéncia
(yr) C Z", temos que (uy(- + yx)) também é uma sequéncia minimizante para (2.65),
pois, por mudancga de variaveis, ||ug(- + yp)l|% = llwell% e uk(- + yo)llp, = luxll, = 1.
Por outro lado, pela Proposicao 2.8, uy ?AN u, em H'(RY), uma vez que ||ug|, = 1
para todo k£ € N. Assim, existe uma subsequéncia de (u;) a qual usamos a mesma
notagao, tal que uy(- +yx) — w # 0 em H'(RY). Logo, para esta subsequéncia, temos
lur (- + )| = [ur(- + yx) — w||* — |[w]]* — 0, e pela equivaléncia das normas, segue
que

Gy = Jim un(c+ Iy = Julfy +limsup fun(-+3) —wlf. (271)

Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, ug(x + yx) — w(z) q.t.p. em

RY. Consequentemente, podemos usar o Lema de Brezis-Lieb para obter

1:/ \uk]pdx:/ \w\pdx—i—limsup/ |up, — w|Pdx. (2.72)
RN RN k RN

Sejo t = fy lul?dz = ]} Sabemos que ul} > ¢l para todo u € H'(RY),

usando (2.71) e (2.72), temos
e =l + s - + ) — wl

> cpllwlly +cp tim sup [lue (- + ye) - wlf;

=y (g + Gimsup -+ ) — wl)*?)

= ¢ (([lwlB)7 + (1 = Jwllz)*)

= c,t*P 4 ¢, (1 — )2/

Logo, ja que ¢, > 0,
1> %P 4 (1 —t)?/,

Como 2/p < 1, devemos ter t = 0 ou t = 1. Mas vimos que t # 0, portanto ¢ = 1.
Concluimos que ¢, < |lw||%. Por outro lado, se lim ||ux(- + yx) — w||% > 0, de (2.71)
devemos ter ¢, > ||w||%, uma contradi¢io. Segue que ux(- + yi) — w em H'(RY).

Consequentemente, de (2.71), temos ¢, = ||w||%. Isto mostra que w € H'(RY) é um
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2.6 Minimizantes com vinculos

minimizante para (2.65) e que ug(- + yx) — w em H'(RY), a menos de subsequéncia.

n
Observagao 2.5. Considere (2.65) com V =1 e Q=RN"! x (0,00). Seja

Q) = inf / Va(@)]? + [u(z)? de. (2.73)
uuueHé(Q)’ °
ullpp (o)=L

Entao nao existe minimizante para (2.73). Inicialmente vamos mostrar que c,(€2) =

¢p. Pela Proposigao 2.10, podemos tomar v € H'(R)N

um mintmizante do problema
(2.65), isto € ||lull, = 1 e |lul|* = ¢,. Defina up(x) := (axn)u(zy,...,xxn — k), onde
¥ € C®(R) € tal que(t) = 0 parat < 1/2 ep(t) = 1 parat > 1. Entao (uy) C Hg (),
lim ||ug||pr@e) = 1 e lim ”uk”l%lé(ﬁ) = ||ul|* = ¢,. De fato, (uy) C Hy(Q), pois supp uy CC

Q, para todo k € N. Além disso, escrevendo x = (x1,xs,...,2x) = (2/,2y), € usando

o Teorema da Mudanca de Varidveis junto com o Teorema de Fubini, temos
“+o0o
/ |ug|Pdz = / / [Y(xn)u(, oy — k) |Pdr’dxy
Q 0 RN-1
+00
= / / [Y(xy + k)u(x)Pdr’'dz
—k RN-1
“+o0o
— / / [U(zn + k)u(x)[Pde'dz y
—oo JRN-1
= [ Wtox + Buta)pds = ulg = 1.
R

onde usamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, uma vez que | (xy +
EYu(z)[P — |u(z)|P g.t.p. em RY e |v(zy + k)u(z)|P < |u(x)|P, com |ulP € LY(RY). De

modo andlogo,

+oo
ol = [ [ oty — P+ [9@eon)ule oy ~ ) Pda
= [ 16ta + DU + 14 (ox + Bule) + 6oy + b Vu(o) Pds

=

Definindo vy, = uy/||ug|| rr(q), temos ||vg||rr) =1 e HU’“”i’S(Q) — ||u||®. Assim, (vy) €
uma sequéncia admissivel para o problema (2.73), e portanto ¢,(2) < ¢,, ademats, como
p(Q) > ¢, temos ¢,() = ¢,. Suponha agora que existe w € Hg(Q)) minimizante de
(2.73). Entdo tomando a extensio w € H'(RY) de w, como w(z) = 0 para z € RV \ Q,

temos que w € minimizante de (2.65), pois ||w|* = ||w||§{1(m = ¢,(Q) = ¢, com
0
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2.7 Compacidade na presenca de simetria

@], = |w||Lr@) = 1. Um absurdo, pois vimos que minimizantes de (2.65) devem ser

positivas, 1sto €, w > 0.

2.7 Compacidade na presenca de simetria

Nesta secao iremos considerar o caso em que os elementos u € H sao invariantes por
uma aplicagao de um grupo de operadores unitarios. No caso em que H = H'(RY),
obtemos uma imersao compacta do conjunto dos operadores invariantes pela aplicagao
do grupo, no espago LP(RY), para p € (2,2*). Com isto, e com a ajuda da Simetrizagio
de Schwarz, obtemos uma solugdo radialmente simétrica para o problema (2.65), no

caso em que V = 1.

Teorema 2.2. Sejam (H, D) um espago de deslocamento, D e T grupos de operadores

unitdarios em H, sendo T' necessariamente infinito. Considere
Hr={ue H; tu=u VreT}.
Assuma a sequinte condicao

(T) Para cada (gr) C D de modo que g, — 0 em H, existe um subconjunto infinito
Tigy C T, tal que para cada 71, T2 € Tiy,) com T # T2, temos g;7{Tagr — 0 a

menos de subsequéncia.

Entao Hr € D-fracamente sequencialmente compacto em H, isto €, qualquer sequéncia
limitada em Hp possui uma subsequéncia que converge D-fraco para um elemento em

Hr.

Demonstragao: Seja (uy) C Hr uma sequéncia limitada. Entdo u, — w em H, a
menos de subsequéncia, para algum v € H. Se 7 € T, entao Tuy = uy, para todo k € N.
Da unicidade do limite para a convergéncia fraca, obtemos 7u = u. Consequentemente
u € Hp. Uma vez que D é grupo de operadores unitarios, temos que caso uy 2w em
H, devemos ter u € Hy.

Suponha por absurdo que existe (gr) C D que ndo possua uma subsequéncia que
converge D-fraco, assim pela Proposi¢ao 2.6, existe uma subsequéncia de (g), a qual

usando a mesma notagao, g — 0 mas gyur — w # 0 em H. Pela condigao (T), dado
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2.7 Compacidade na presenca de simetria

M € N existe 7q,...,7y € T de modo que, a menos de subsequéncia, 9r7TiTigr — 0,

em H parai,j € {1,..., M} com i # j. Entao
M

U — ZTigkw
i=1

M M M
= fluell® = 2> (7w gew) + O 7igew, > igew)
i=1 i=1 =1

2
0<

M M
= lluell® = 2> (gimiwe, w) + > llgewll® + > (57 7ige, w)
i=1 i=1 i#j

M M
— el = 23 (g w) + 3wl + 3 (gi7 migew, w)
i=1 i=1 i£j
M M
=gl =237 ol + S ] + o(1)
=1 =1

= llur]l® = Mlw|* + o(1),

o que implica ||ug||* > M||w||* + o(1) para todo M € N, uma contradi¢ao. Concluimos

. D .
assim que u; — u em H, a menos de subsequéncia. [

Denotamos o conjunto das aplicagées ortogonais como sendo O(N) (isometrias sobre
RY)

Exemplo 2.5. Note que se H = H'(RY), D = Dpn e T é um subgrupo infinito de
Doy :={m:H = H; yu=wuon, ne€ O(N)}, entao a condi¢io (T) € satisfeila.
De fato, seja (gy,) C Drny com g — 0 em H. Entdo, pelo Lema 2.3, |yi| — oo. Dados

Tows Tng € T, com 7y # 7y, e uw € HY(RY), jd que 7, = Tyt € Tu(z) = won(x), temos

g;kT;;lTn2gyku(x) = g;kTq;leT]Qu(l’ - yk)
= gy T (2 — naye) = u(ny " — 0y ok + Yk) = gx, (),

onde z, = —ny "ayr + i € U(x) = u(n; 'nex) € HY(RN). Por outro lado, pela Lei dos

Cossenos,

|zk1? = |ny "mawn ] + |yl = 20n7 'mayi] [yx| cos ..

Como ny,my € T sao aplicagoes ortogonais, seque que

1z|* = 2(1 — cos ag)|y|* — oc.
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2.7 Compacidade na presenca de simetria

sendo 1 — cosay, > 0, uma vez que 1y # 1. Além disso, exigimos 1,,,T,, # id. Assim,
pelo Lema 2.3, g., i — 0 logo, gi 77 Ty, gy, — 0 em H'(RYN). Portanto a condigio (T)
¢ satisfeita para Tig,y =T \ {id}.

Proposigao 2.11. Considere H/, ) = {u € HYRY) ; won=u, ne€O(N)}. Entio

0 espaco Hé(zv) estd compactamente imerso em LP(RY) para qualquer p € (2,2%).

Demonstragao: Seja H = H'(RY), D = Dgn e T = Do(ny (Exemplo 2.5). Entao
Hé(N) = Hy, como no Teorema 2.2. Além disso, da mesma forma que foi feito no
Exemplo 2.5, a condigdo (T) ¢é satisfeita. Logo se (uy) C Hé(N) é tal que up — u
em H'(RY), entdao (u;) é limitada, por ser uma sequéncia fracamente convergente.
Consequentemente, pelo Teorema 2.2, uy, = u em HY(RY), com u € H(l)(N), a menos

de subsequéncia. Pela Proposicao 2.8, uj, — u em LP(RY), para p € (2,2%). [ ]

Corolario 2.5. O problema

S = inf 2 2.74
p=_jnf (2.74)
lullp=1

para p € (2,2*), possui minimizante radialmente simétrico. Além disso, qualquer
sequéncia minimizante radialmente simétrica possui uma subsequéncia que converge

para um minimizante de (2.74).

Demonstragao: Seja

* - 2
Sp = mf lull”, (2.75)
[lullp=1

onde Hr = H, . Entao S > S,,. Considere (uy) C Hp, ) uma sequéncia minimizante
para (2.75), isto &, |lupl|*> = S e |Juil, = 1, para todo k € RY. Entao uj — w
em H!'(RY) para algum w € H'(RY), a menos de subsequéncia. Pela Teorema 2.2

devemos ter w € H, é( N)- Por outro lado, considere o funcional

¢:Hr — R

u o |u|Pdzx.
RN

Pela Proposigao 2.11, ® é fracamente continuo em Hr. Portanto 1 = lim ®(u}) = ®(w).
Logo ||w][* > Sk. Como |lw||* < liminfy, [Jug][* = S}, temos S¥ = |lw||*. Por outro lado,
dado u € H'(RY), como Hj, ) = Hraa = {u € H'(RY) ; u(x) = u(y), se |z| = |y|},

podemos aplicar a Simetrizacao de Schwarz para obter u* € H(lj(N) com fRN lu*|P =
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2.7 Compacidade na presenca de simetria

Jan [uP =1, e [[u*]]* < |Jul|*. Portanto, S} < S, e consequentemente S, = S = ||w]|*.
Isto ¢, o problema (2.74) possui minimizante radialmente simétrico. Além disso, uj —

w, pois uj — w em HY(RY) e ||u}||> — |Jw]|?, a menos de subsequéncia. ]
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Capitulo 3

Concentracao de Compacidade com

deslocamentos FEuclidianos

Tratamos neste capitulo problemas de minimizac¢ao com vinculo similares ao pro-
blema abordado na Secao 2.6, entretanto consideramos subconjuntos abertos 2 C R,
satisfazendo certas condigoes, como também condi¢oes de vinculo mais gerais, envol-

vendo fungoes peso e a desigualdade de Friedrich.

3.1 Conjuntos (G, T)-flask

Seja 2 C RY e G um subgrupo aditivo de RY. Sabemos, pela Definicao 2.8, que se
D¢ H}(Q) é sequencialmente fechado com respeito a convergéncia fraca, entao Hj(Q) é
um subespaco Dg-flask de H'(RY). Nesta se¢ao, generalizamos esta definicio, mas no
contexto dos espacos de Sobolev. Todavia, além do grupo aditivo G C RY, também

consideramos um subgrupo 7' C O(N).

Definicao 3.1. Dados G C RN wum conjunto fechado, que é grupo com relagio a
operacao usual de soma de vetores e um subgrupo T C O(N), um conjunto aberto
Q c RN ¢ dito (G, T)-flask, quando para toda sequéncia (yx) C G, com |yx| — oo,
existem z € G e 7 € T, tais que, para qualquer sequéncia (uy) C H () limitada, com
up(-+yp) — w em HY(RY), temos w € HY(TQ+ 2). Se T = {id}, dizemos que Q é um

conjunto G-flask.

Observagao 3.1. Note que todo subgrupo aditivo fechado G C RN (com relacio a

50



3.1 Conjuntos (G, T)-flask

operagao usual de soma de vetores), € linearmente homeomorfo a algum dos sequintes
subgrupos:

{0}, aZF ou G =RF com1<k<N eack

A menos de mencdo explicita, em todo este capitulo G C RY sera sempre um
conjunto fechado que é subgrupo aditivo com relacao a soma usual de vetores em RY,
e T sera um subgrupo de O(N).

Suponha que H}(€) ¢ um subespago Dg-flask de H(RY), entao dados (yx) C G
com |yp| = 00, e (ux) C HE(Q), com uy(- + yx) — w em HY(RY), existem z € G e

w € H}(Q) tais que w = giw = w(- + z). Portanto 2 ¢ um conjunto G-flask.
Exemplo 3.1. RY ¢ um conjunto (G, T)-flask, para qualquer escolha de G e T.

Sejam A, B C R"™. Dizemos que A = B e que A C B a menos de um conjunto
de medida nula, quando |[A\ B| = |[B\ A] = 0, e |A\ B| = 0, respectivamente.
Dada u : RV — R, denotamos por V(u) o conjunto dos pontos onde u nao se anula.
Além disso, dada a sequéncia de subconjuntos (A) C RY, destacamos o conceito de

lim inf A, isto é,

liminf A, = U ﬂ Ay

neNk>n

Desta forma, exibimos a seguinte propriedade,
(L1) Se (Ay,) ¢ uma subsequéncia de (Ay) C RY, entao liminf A4; C liminf Ay,

Lema 3.1. Dados (uy) C HE(Q)) uma sequéncia limitada e (y,) C RY | se up(-+yx) — w
em HY(RY), entdo
V(w) C liminf(2 — yy), (3.1)

a menos de um conjunto de medida nula, e de subsequéncia de (yy).

Demonstragao: Como (uy(- + yx)) é limitada em RY, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov, ug(x + yx) — w(x) para todo z € RV \ Z, onde |Z] = 0, a menos de
subsequéncia. Vamos mostrar que V(w) C liminf(2 — y,) U Z. De fato, se x ¢ Z
e x ¢ liminf(Q — y), entdo, em particular, z ¢ Ny>,(Q2 — yx) para todo n € N.
Deste modo, podemos extrair uma subsequéncia (y,) tal que x + yp, ¢ , para
todo j € N. Logo w(z) = limu, (z 4+ y,) = 0, assim = ¢ V(w). Concluimos que
V(w) \ iminf(2 — yx) C Z, o que prova (3.1). n
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3.1 Conjuntos (G, T)-flask

O seguinte resultado nos fornece uma condigao suficiente para que um conjunto seja

(G, T)-flask.

Teorema 3.1. Um conjunto Q0 C RN, que satisfaz a propriedade do traco, € um con-
gunto (G, T)-flask quando para toda sequéncia (yi) C G, com |yi| — oo, existe z € G e
7 €T tal que

liminf(Q — yx) C 7Q + 2, (3.2)

a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragao: Sejam (u;) C H}(Q) limitada e (y) C G, com |yi| — oo, de modo
que ug(- 4 yx) — w em H'(RY). Pelo Lema 3.1, existe uma subsequeéncia (y,) tal que
V(w) C liminf( — yx,;), a menos de um conjunto de medida nula. Logo, por (3.2) e
da propriedade (L1), temos V(w) C 72+ z, para algum 7 € T e z € G. Como €2 é um

conjunto que satisfaz a propriedade do trago, w € H(7Q + z). [

Seja 2 € RY um conjunto aberto e considere ). a faixa de comprimento ¢ > 0 ao

longo da fronteira de €2, isto é,
Q. = {x € Q; dist(x, RV \ Q)}. (3.3)
Sobre a seguinte condicao de regularidade,

me = sup |Bi(y) N Q| — 0, (3.4)

yERN
obtemos uma caracterizagdo geométrica da colegao dos conjuntos (G, T')-flask em ter-

mos de {2.. Entretanto, precisamos dos seguintes resultados técnicos.

Lema 3.2. Seja Q C RY aberto e e > 0. Considere 1. € C*(RY [0, 1]) definida por

1, sexeQ\Qy,
Ye(w) =
0, sex¢gQ)\Q..

Além disso, dada (yx) C G com |yx| — o0, seja v. € HY(RY) o limite o fraco, a menos

de subsequéncia, de (V-(- + yx)). Entdo
lminf(Q\ Qo — yi) C V(v.), (3.5)
a menos de um conjunto de medida nula.
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3.1 Conjuntos (G, T)-flask

Demonstragao: Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, considerando a subsequéncia
dada e usando a mesma notagao, .(z + yx) — ve(z) em quase todo ponto de RY,
e como Y. = 1 em Q\ Qo temos que v. = 1 em liminf(Q \ Q9. — yx). De fato, se
z € liminf(Q\ Qo — yx ), entdo existe ng € N tal que x € Q\ Qy. — yx para todo k > ny.
Escrevendo x = w — yg, com w € Q\ Qy. e k > ng, obtemos ¥ (z + yx) = Y(w) = 1,

logo ve(z) = limg 00 (2 + yx) = 1. Portanto, vale (3.5). |

Lema 3.3. Considere G C RN cumprindo (2.51) e o conjunto aberto @ C RN satis-
fazendo a condicio (3.4). Sejam (yx) C G, (ux) C H(Q) limitada e w € H'(RY) tais
que up(- + yp) — w em HYRY). Dado &€ > 0, considere w. € HY(RY), a menos de
subsequéncia, o limite fraco de ((Yeu)(- + yx)) onde ¥ € C*(RY,[0,1]) ¢ dado pelo

Lema 3.2. Fizado y € RN, temos que

lim |lw — w.|dx = 0. (3.6)

e—0 Bl(y)
Em particular, eziste uma sequéncia (w.,) C HY(RN) tal que w, (v) — w(x) em quase

todo ponto de Bi(y).
Demonstracgao: Como
(1 =2+ ye)ul- +yx) = v —w.,

em H'(RY), podemos aplicar o Teorema de Rellich-Kondrachov em Bi(y), para obter

que (1 — (- + ye))ul- + yp) = w — w. em L*(Bi(y)). Logo,

/ |lw — w|dx = lim / 11— (- + ye)||ur (- + yr)|dx. (3.7)
Bi(y) k=00 JB1(y)
Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis,
[on-utrmlntrmlde= [ p-vlulds @8)
Bi(y) B1(y—yr)

Usando a Desigualdade de Holder, e observando que ||ug|/g@yy < C, para algum

C > 0, temos

[ vl <l ([ 1= opa)
Bi(y—ur) Bi(y—yk)
< CIB(y -~y N9

2

< sup |Bi(y) N (3.9)

yERN

53



3.1 Conjuntos (G, T)-flask

Pela hipotese (3.4), combinando (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos

/ lw — w.|dx < C sup |By(y) N Q| — 0, (3.10)
Bi(y)

yeRN

quando ¢ — 0. Isto mostra que w. — w, quando ¢ — 0 em L'(B;(y)), isto &, vale (3.6).

Em particular, para cada k € N, existe w., € H'(RY) tal que

| =

Hw — Wey, ”Ll(B1(y)) <

Assim, podemos considerar a sequéncia (w,, ) C L'(B;(y)) que, a menos de subsequén-

cia, converge em quase todo ponto de Bj(y) para w em Bi(y). n

Teorema 3.2. Seja 2 C RY um conjunto que satisfaz a propriedade trago, e assuma
que Q satisfaz a condigao (3.4). Entao 2 é um (G, T)-flask se, e somente se, para toda
sequéncia (yx) C G com |yg| — oo, existem z € G, 7 € T tais que,
Jliminf(Q\ Q. — y) € 702+ 2, (3.11)
e>0

a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, seja 1. € C(R" [0, 1]) como no Lema 3.2. Suponha
que Q C RY ¢ (G, T)-flask e seja (yx) C G com |y.| — oo. Entao (v.(- + yi)) con-
verge fraco em H'(RY), a menos de subsequéncia, para um elemento de H*(RY) que

denotamos por v.. Pelo Lema 3.2, temos que
lHminf(Q\ Qo — yi) C V(v.), (3.12)

a menos de um conjunto de medida nula e de subsequéncia. Por outro lado, como ) é

(G, T)-flask, existe z € G e 7 € T tal que v. € H} (72 + 2), e consequentemente
V(ve) C T+ 2, (3.13)

a menos de um conjunto de medida nula. Combinando as inclusoes (3.12) e (3.13)

obtemos

lminf(Q\ Qo — yx) C 7Q + 2, (3.14)

a menos de um conjunto de medida nula e de subsequéncia. Pela propriedade (L1) a

inclusdo (3.14) vale para a sequéncia inicial dada, e como £ > 0 foi arbitrario, podemos

54



3.1 Conjuntos (G, T)-flask

tomar a unido com € > 0 em (3.14) para obter (3.11).

Reciprocamente, seja (yx) C G com |yx| — 0o, e (u) C H}(Q) tal que uy(- + yp) — w
em H'(RY), e suponha que existem z € G e 7 € T que verificam (3.11). Dado ¢ > 0,
considere w. € H'(RY) o limite fraco de ((¢-ux)(- + y&)), a menos de subsequéncia.

Como (v.uy) C Hg(2\ €2.), pelo Lema 3.1 temos
V(we) C iminf(Q\ Q. — i), (3.15)

a menos de um conjunto de medida nula e de subsequéncia. Por outro lado, de (3.15)

e pela hipotese (3.11), segue que

UViw) cr+2 (3.16)

>0
Seja (we,) dada pelo Lema (3.3). Afirmamos que V(w) C |J.., V (w:), a menos de um
conjunto de medida nula. De fato, se z € V(w), mas x € (J.., V(w.), entdo w(z) # 0
e w.(z) = 0, para todo ¢ > 0. Em particular, w., (z) = 0, para todo k € N. Além disso,
como w,, — w em quase todo ponto de By (y), existe A C By(y) com |A| = 0 tal que,
r € A se, e somente se, w,, (r) /4 w(z). Devemos ter x € A, pois se z € By(y) \ A

entdo we, (r) — w(z), uma contradi¢do uma vez que w(x) # 0. Logo

V(w)\ [ JV(w.)

e>0

< ’A‘ =0,

que juntamente com (3.16), nos fornece

V(w) C 7Q+ 2.
J& que © ¢ um conjunto que satisfaz a propriedade do trago, w € Hj(TQ + z). [ ]
Usando os resultados anteriores, obtemos a seguinte lista de exemplos de conjuntos
(G, T)-flask.
Proposicao 3.1. Os sequintes conjuntos sao (G,T)-flask.
(a) Qualquer conjunto limitado que satisfaz a propriedade do trago Q C RY;

(b) Todo conjunto aberto Q C RN periddico em G, isto ¢, Q = J,cq(U + y) onde

U C RN ¢ um conjunto aberto;
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3.1 Conjuntos (G, T)-flask

(¢) Qualquer conjunto aberto Q C RY que tem como assintota um cilindro, ou seja,

para todo € > 0 existe R > 0 tal que Q\ Br(0) C (wxR)+ B.(0), sendo Q D wxR,

onde w C RY com fronteira de classe C'.

Demonstragao:

(a)

Seja (yx) C G com |yx| — oo. Entdo existe uma subsequéncia (yx,) tal que |y, —
Yi,| > 2diam ), desde que i # j. Afirmamos que (Q — y;,) N (2 — yi,) = 0, para
i # j. De fato, se x € Q0 — y;, entdo © = w — y, para algum w € 2. Além disso,

dist(z, 2 — yx;) > 0, pois dado w € ), temos que

|z — (0 = yi,)| = |w —yr, =0+ Y| > |Yr, — Yr,| — |0 — @
> 2diam Q) — |w — |

> diam €2 > 0,
assim = ¢ Q — y,. Logo liminf(Q — ;) = 0, pela Propriedade (L1), segue que
0 =liminf(Q —yx) C 7Q + 2,
para qualquer escolha de 7 € T e z € GG. Pelo Teorema 3.2, Q2 ¢ (G, T')-flask.

Vamos mostrar que Q 4+ z = 2, para todo z € G. Com efeito, considere z € G
fixo. Se z € ) + z entao existe w € 2 tal que © = w + z. Consequentemente,
w=u+vy, paraalgumu € Uey € G. Assmz =u+ (y+2) €U+ (y+2) C
Uyeq(U +y) = Q. Por outro lado, se z € Q entdo z =u+y, comu €U ey € G.
Logox=u+(y—2)+2€U+ (y—2)+ 2 € Q+ z Isto mostra que Q + z = Q.
Em particular, dada (yx) C G com |yx| — oo, temos que 2 = Q + y;, para todo
k € N. Portanto liminf(Q — yx) = Q, e pelo Teorema 3.2, tomando z = 0 e 7 = id,
segue que 2 é (G, T)-flask.

De fato, a menos de conjunto de medida nula, de translagao e rotagao, lim inf({2 —

yr) C 0, QouwxR. ComowxR C Q, pelo Teorema 3.2, temos que 2 & (G, T')-flasky

Por exemplo, 2 = ((0,1) x (0,1) x (0,1)) x R ¢ (RY,O(N))-flask. Entretanto Q =
((0,1) x (0,1) x (0,1)) x (0,00) nao ¢ (RY, O(N))-flask, como se observa no préximo

resultado (isto também mostra que nem sempre subconjuntos de um conjunto (G, 7T')-

flask sdo (G, T')-flask).
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3.1 Conjuntos (G, T)-flask

Proposigao 3.2. Os seguintes conjuntos nao sao (RN, O(N))-flask.

(a) Um conjunto aberto Q C RY | ndo denso, tal que para todo R > 0 existe v € Q de
modo que Br(z) C Q. Em particular, um cone aberto C' = {37 \i&; Ay > 0}, onde
{&,...,& ) CRY neN, nio é um conjunto (RN, O(N))-flask;

(b)) Q= (wxR)\ K onde K C wxR éum conjunto compacto com interior nao vazio;

(c) A parte positiva do cilindro, isto é, Q = w x (0,00), onde w C RN™! é um conjunto

aberto.
Demonstragao:

(a) Inicialmente, note que  C R¥ ¢ ilimitado. Dado k € N, seja y, € Q tal que
Be(yr) € Q. Considere w € C™(RY), definida por w(x) = e~ **. Entéo suppw =
RN . Tome vy, € C°°(By(0),[0,1]) de modo que

1, sex € B,_41(0),
k() =
0, sex € RN\ B(0).

Defina uy = ¥ (- — yx)w(- — yx). Entao (u) C C®(RY) e
supp ur C supp ¥ + yx N supp w

C supp ¥x + Y

C Bi(0) + yx = Bi(yr)-
Afirmamos que u, (- +y) — w em H*(RY). De fato, dada ¢ € C°(RY) seja k € N,
suficientemente grande de modo que supp ¢ C By_1(0), assim
/ (- + 1) — w)p — Ve~ + y) — w)Vipda =
RN

/ (Ve — Dwe — (Vihpw + 1, Vw — Vw)Vedr = 0.
RN

Como suppw = R¥Y, temos que w & H}(7Q + z), para qualquer 7 € O(N) e

z € RY. Consequentemente € nio ¢ (G, T)-flask.

(b) Uma vez que

inf lwx R\ (72 + 2)| > 0,
TEO(N),2eRN
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3.2 Existéncia de minimizantes em conjuntos (G,T)-flask

existe w € Hj (wxR). Considere M = supp{zy ; * € K}. Defina uy = ¢(xy)w(-—
key,), onde ey = (0,...,0,1) e ¢p € C(R,[0,1]) é tal que ¥(z) =0, para x < M
ex > M+1, com |¢/| < 2. Entao uy(- + key) — w, entretanto, w & Hy (T + z),

qualquer que seja 7 € O(N), z € RY.
(c) Segue do modo anélogo ao caso anterior, com M =0e 2 =w xR\ (w x (0,00)).

Note que a condigao de densidade no item (a) da Proposigao 3.2 é realmente ne-
cesséria. Caso contrério, considere Q = RY \ {0}. Como C§°(RY \ 0) é denso em
H'(RY) temos que H} (RN \ {0}) = H'(RY), uma contradi¢do, uma vez que H'(RY)
¢ (RN, O(N))-flask.

3.2 Existéncia de minimizantes em conjuntos (G,T)-

flask

Dado © ¢ RY, N > 3, um conjunto aberto, considere o seguinte problema de
minimizagao com vinculo
()= inf / IVul? + |ul? du, (3.17)
Q

uweH (),
lullLp (0)=1

onde p € (2,2*). De modo anélogo ao que foi feito na Secao 2.6, ¢,(€2) > 0. Além disso,

minimizantes para (3.17) sao solugdes do problema

—Au+u=ul"

(3.18)
u>0,u € H}(Q).

Provamos a existéncia de um minimizante para o problema (3.17), quando Q C R" é um
conjunto (G, T)-flask. Para tanto, usamos os principais resultados vistos no Capitulo
2, adaptados para o contexto de conjuntos (G, T')-flask, os quais estao enunciados no

préoximo teorema.

Teorema 3.3. Assuma que G C RY satisfaz a condigdo (2.51) e seja Q C RY um

conjunto (G, T)-flask. Se (ux) C HY(QY) € uma sequéncia limitada, entdo existe Ng C N
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3.2 Existéncia de minimizantes em conjuntos (G,T)-flask

e sequéncias (y,g"))k CcG, ™ CT com y,(cl) =0, 7MW =id e n € Ny, tais que, a menos

de subsequéncia para (uy),

ur(- +y”) = w, (3.19)

em HY(RY), com w™ € H}(r™MQ). Além disso, valem (2.57) e (2.55) , com

Dl o 7™ g <hmsup||uk||H1 (3.20)

n€Np

Mais ainda, seja F € C(RY x R) como em (2.58), entdo

klgg@ F(z,ug)dr = Z / z,w™ o 7(™)dz, (3.21)

n€eNg

ademais

lim | F(x,up) — F(z,u, —wY) de = / F(z,wY) de. (3.22)
0

k—o00 0

Demonstracao: Como (uy) ¢ limitada e G satisfaz (2.51), podemos usar o Coroléario
(2.3) para obter uma subsequéncia de (uy), e sequéncias, (y,gn)) C Ge(w™)c HY(RY)
que satisfazem os itens (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) do Corolario 2.3. Ja que o operador

u > u(- + 2(™) é fracamente continuo em H'(RY), segue que

em H'(RY), para cada n € Ny. Pelo item (2.54) e uma vez que Q ¢ (G, T)-flask,
existe 2™ € G e 7 € T tal que w™ € HI(T(”)Q + 2(™), para n € Ny. Seja ™ =
w™ (- +2™) e 5" = 4™ 4 2 Entao @™ e H(7™Q), o que prova (3.19).

Alem disso, [|w™ || m@yy = W™ || g1 rmarzm) = [0 || g1 ma) = 107 0 70| 1 (g
para todo n € Ny. Consequentemente, por (2.56), vale (3.20). Por outro lado, ja que
suppw™ C 7Q+ 2™ e F € C(RY x R) como em 2.58, podemos aplicar a Proposigao

2.9 para obter

lim [ F(x,ug)dzr = lim F(z,uy)dx

k—o0 Q k—o0 RN

=3 [ P
n€Ng RN

= Z/ F(z,w™)dz
’VZENO T(")Q+z(”)

= Z/ F(z,o™)dx
neNg MQ

= Z/ z, 0™ o 7™)dz,
n€Ng
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3.2 Existéncia de minimizantes em conjuntos (G,T)-flask

o que prova (3.21). Finalmente, como u; — w™) em H'(RY), pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov, temos que u(x) — w™(z) q.t.p. em RY, assim suppw C Q. Portanto

lim [ F(x,uz) — F(z,u, —wY) doe = lim Flz,u) — F(z,u, — w) do

:/ F(z,wY) d

RN

:/F(x,w(l)) dzx,
Q

assim, obtemos (3.22). |

Teorema 3.4. Suponha que Q@ C RY ¢ um conjunto (G, T)-flask com G cumprindo
a condi¢ao (2.51). Entao para toda sequéncia minimizante (ug) do problema (3.17),
existe uma sequéncia (yx) C G e um elemento T € T tais que, a menos de subsequéncia,

ur(- + yr) = w em HY(7Q), sendo w o 7 um minimizante de (3.17).

Demonstragao: Seja (u;,) C H} () uma sequéncia minimizante para (3.17), isto ¢,

|ug|lr) = 1 para todo k € N e HukHJ?qg( — (). Como 2 ¢ (G,T)-flask e G

Q)
satisfaz (2.51), pelo Teorema 3.3, podemos considerar, usando a mesma notagao para
a subsequéncia, (uy), (w™) C H'(RY) e (y,(fn)) C G, com n € Ny, dados pelo Teorema
3.3. Pelo item (3.21), tomando F(z,s) = |s|?, temos

1= Jim ol = 3 [ [0 o7 P (3.23)

n€Ng
e pelo item (3.20), segue que
D ™ o 7™l gy < (). (3.24)
n€Ng

Escrevendo ¢, = [, |w™ o 7" [Pdz e sabendo que
7 ) = Co(DlullZo(q): (3.25)

para todo u € H}(Q), temos [|w™ o T(”)H?{l(m > cp(Q)t%/p. Substituindo em (3.24),
0
obtemos

2
d o<1 (3.26)

n€eNg

Por outro lado, podemos escrever (3.23) como ) .y t, = 1, e uma vez que 2/p < 1,

devemos ter ¢, = 0, para todo n € Ny, a menos de um ¢,, = 1, para algum n, € Ny.
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3.3 Conjuntos de Rellich

Por (3.24) e (3.25), segue que [Jw™) o T("O)Hzl(m = ¢,(92). Portanto, (3.17) possui um
0

minimizante. Além disso, pelo item (3.19) do Teorema 3.3 temos que wuy(- + y,i"O)) —

w™ em H'(RY) e como [[uk(- + y{"™) |2y = Ikl gn, = 73 ) Para todo

k € N, obtemos ug(- +y.") = w™) em H'(RY). ]

3.3 Conjuntos de Rellich

Como ja vimos na Proposicao 3.1, conjuntos limitados que satisfazem a propriedade
do trago, sdo conjuntos (G, T)-flask. Nesta se¢ao iremos introduzir um conceito que

generaliza este resultado.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que o conjunto aberto Q C RN ¢ um conjunto de Rellich,

quando H}(Q) estd compactamente imerso em LP(2), para p € (2,2%).

Exemplo 3.2. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, todo conjunto limitado é um

conjunto de Rellich.
Nosso proximo resultado fornece uma caracterizacao dos conjuntos de Rellich.

Proposicao 3.3. Seja G C R™ um subgrupo aditivo de RY satisfazendo a condigao
(2.51). Um conjunto aberto @ C RN ¢ um conjunto de Rellich se, e somente se, para
toda sequéncia limitada (ug) C H(Q) e toda sequéncia (y) C G, com |y| — oo, temos

up(- +yr) = 0 em HY(RY), a menos de subsequéncia.

Demonstragao: Suponha que Q C RY é um conjunto de Rellich. Sejam (uz) C H{ ()
uma sequéncia limitada e (y;) C G com |yx| — oco. Entao existe u € H{(2) tal que
ur — uem Hj (), a menos de subsequéncia. Consequentemente, usando a mesma no-
tagdo para a subsequéncia, uy — w em LP(S)), para p € (2,2%). Pelo Lema 2.8, uy, Pey
HE(RY). Por outro lado, ja que |yx| — oo, podemos aplicar o Lema 2.3 para obter que
gr — 0 em H'(RY), na subsequéncia. Uma vez que (uy,) possui uma subsequéncia que
converge Dg-fracamente, pela condigao (2.49) da Proposigao 2.6, temos que g, uy — 0
em H'(RY), isto &, ug(- + yx) — 0 em H'(RY).

Reciprocamente, seja (ug) C H{ () limitada. Mostraremos que (uy) possui uma sub-
sequéncia que converge em LP()), com p € (2,2*). Para tanto, vamos mostrar que (uy)

satisfaz a condigdo (2.49). De fato, seja (g,,) C Dg com g, — 0 em H'(RY). Como
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3.3 Conjuntos de Rellich

gy, — 0 ¢ equivalente a gi — 0, em H'(RY), pelo Lema 2.3 temos que | — y;| — oo.
Por hipotese, segue que g*, — 0, ou seja, gy, ux — 0 em HY(RY). Logo a condicao
(2.49) é satisfeita, e uy, P¢ 4 em H} (), a menos de subsequéncia. Usando o Lema 2.8,

concluimos que uy — u em LP(2), a menos de subsequéncia. [

Observe que a condi¢ao imposta na Proposicao 3.3 independe de G.

Proposigao 3.4. Assuma que o subgrupo aditivo G C RY satisfaz (2.51) e seja Q C
RY um conjunto aberto. Se para toda sequéncia (yi) C G, com |yx| — 00, 0 conjunto

lim inf(Q — yi) tem medida nula, entdo Q € um conjunto de Rellich.

Demonstragao: Sejam (u;) C H}(2) uma sequéncia limitada e (y,) C G, com
lyx] — oco. Entdo, a menos de subsequéncia, ug(- + yx) — w em H'(RY). Pelo Lema
3.1, passando a subsequéncia, se necessario, V(w) C liminf(Q2 — y;). Por hipotese,
segue que |V (w)] < [liminf(Q — yz)| = 0. Logo w = 0 em H'(RY), e pela Proposigao

3.3, temos que €2 é um conjunto de Rellich. [
Corolério 3.1. Se G C RY cumpre (2.51), todo conjunto de Rellich ¢ (G, T)-flask.

Demonstragao: De fato, seja (u,) C H}(RY) limitada, e (yx) C G com |yz| — oo,
tal que (- +yx) = w em H'(RY). Pela Proposicao 3.3, u, (- +yx,) — 0, para alguma
subsequéncia. Logo, pela unicidade do limite fraco, w = 0, assim w € HJ (79 + z),

para qualquer escolhade 7 € T e z € G. [

A condigao de regularidade (3.4) também pode ser usada para caracterizar conjun-
tos de Rellich, desde que G cumpra a condigao (2.51), conforme é visto no préximo

resultado.

Proposigao 3.5. Suponha que G C RY satisfaca a condigio (2.51). Seja Q C RY um
conjunto aberto cumprindo (3.4). Entao Q) € um conjunto de Rellich se, e somente se,

para toda sequéncia (yx) C G, com |yx| — o0, € todo € > 0, temos
[ liminf(2\ Q. — )| =0, (3.27)

onde ). € definido por (3.3).
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3.4 Concentracao de Compacidade com Simetria

Demonstragao: Assuma que ) é um conjunto de Rellich. Dado ¢ > 0, seja ¥, €
C>=(RM,[0,1]) e v. € H'(RY) como no Lema 3.2. Pela Proposicio 3.3, devemos ter

v. = 0, consequentemente, por (3.5), temos
| Hminf(2\ Qo — yi)| = 0.

Pela arbitrariedade de € > 0, obtemos (3.27).

Reciprocamente, seja (yx) C G, com |yx| — 00, (ug) C Hi(Q) limitada e w € H'(RY)
tal que up(- +yx) — w em H'(RY). Dado ¢ > 0, seja w. € H'(R") como no Lema 3.3.
Ja que (ouy) C H(2\ €2, pelo Lema 3.1 e da hipotese (3.27), temos

|V (we)| < |lminf(Q2\ Q. —yx)| = 0.

Portanto w. = 0 em H'(RY), e por (3.6), segue que w = 0 em H'(R"), uma vez que

y € RY e & > 0 sdo arbitrarios. Pela Proposicao 3.3, 2 é um conjunto de Rellich. m

Exemplo 3.3. O conjunto Q = {(2/,zy) € RY ; |2/| < 1/(1+2%)} € um conjunto de
Rellich.

3.4 Concentracao de Compacidade com Simetria

Obtemos uma versao mais geral da Proposi¢ao 2.11, a qual n6s fornece uma imersao

compacta quando 0 C RY possui alguma simetria.

Proposigao 3.6. Seja T' um subgrupo fechado e infinito de O(N). Considere Q C RY
um aberto T-simétrico, isto €, 70 = Q para todo T € T, e assuma que para toda

sequéncia (y) C RY com |yp| — oo e [liminf(Q — yi)| > 0, tenhamos
|Tyr — yx| — 00 para todo T € T\ {id}. (3.28)

Entio Hr == {u € H}(Q) ; won = u, para todon € T} estd imerso compactamente

em LP(2), para todo p € (2,2%).

Demonstragio: Dada (u;) C Hy limitada, considere (w™) ¢ HY(RY) e (y\™), C
RY dadas pelo Teorema 3.3. Afirmamos que w™ = 0 para todo n € Ny, com n > 1.

De fato, suponha por absurdo que existe ng € Ny, com ng > 1, tal que w™) #£ 0, ou
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3.4 Concentracao de Compacidade com Simetria

equivalentemente, |V (w™))| > 0. Pelo Lemma 3.1, |V (w™))| < liminf [(Q — y,g"O))],
consequentemente,

0<

lim inf(Q — y(no))‘ . (3.29)

Além disso |y,g")\ — o0, para n € Ny, com n > 1. Por (3.28), dados n;,m2 € T'\ {id}

com 11 # 1), vale

(no)

my" — yk (no) (no) (no)

‘772 5 My ("0))‘ = )772 My, —Yp | oo (3.30)

Ademais, dado n € T, devemos ter

(n (no

ur(-+ ") = g o (™t 4yl = wp(n T y) = w0 ot (3.31)

em HY(RY). Aqui usamos a continuidade fraca do operador u + u o n~! (observe
que este pertence ao espaco L(H'(RY)). Dado M € N, sejam ny,...,ny € T\ {id},

distintos entre si. Expandindo

M
wp =y w o (=) >0,
j=1

e usando mudanca de varidveis obtemos

M
0< ||Uk||2 - 22 (uk’w(no) o 77]—1( . 77]g/}(ﬂn())))
j=1

+Z( o' = my™), w™ ot (- — my;f;”‘))))
i#£]

M
# 3 [ ol
j=1

M
— gl =23 (- + miy), w0 o)
j=1

3 (0 0w o ™ = ™)) + M )|
i,j=1

i#]

Por fim, aplicando (3.31) e, (3.30) junto com o Lema 2.3 temos que
limkinf (g > > M|w™|?,

uma contradi¢do, uma vez que M é arbitrario e (uy) é limitada. Portanto, pelo item
D
(2.57) do Corolario 2.3, temos que uy, 20 w® a menos de subsequéncia e, pela Propo-

sicdo 2.8, u, — w® em LP(RY), também a menos de subsequéncia. [ ]
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3.5 Concentragao de Compacidade e a Desigualdade de Friedrichs

Exemplo 3.4. Seja Q = {(x,y,2) € R?; 22 < 2?2+ y> + 2}, com ¢ € R, e considere
T =1{n:R — R®; nr,y,2) = (rcosf — ysenb,zsend + ycosh, z), 0 € R},
formado por todas as rotagoes em torno do eizo z. Entio o subespaco Hy de H} (1),
das fungées simétricas com relagdo ao eizo z, estd compactamente imerso em LP(2),

para 2 < p < 6.

3.5 Concentracao de Compacidade e a Desigualdade

de Friedrichs

Seja Q C RY um conjunto aberto. A seguinte desigualdade é conhecida como Desi-
gualdade de Friedrichs (em alguns contextos também é conhecida como Desigualdade

de Poincaré),
/ luf2dz < C / Vul2de, (3.32)
0 0

para algum C' > 0 e todo u € H}(f2). Considere o seguinte funcional
Jul = / Vul? — Auf*dr, (3.33)
Q

com \ € R. Algumas condigbes geométricas sobre €2 fazem com que valha (3.32). Por
exemplo, quando 2 possui proje¢ao limitada sobre algum do eixos. (veja [1], pag. 291).
Uma vez que valha (3.32), o funcional (3.33) é nao negativo, e juntamente com outras

hipoteses, conseguimos o suficiente para resolver problemas de minimizacao da forma

(@)= it lul, (3.34)

Jo lulPdz=1

para p € (2,2%). Por outro lado, seja

M(Q) = inf / |Vul*dz. (3.35)
weHJ(Q), [qlul2dz=1 Jq

Entao A (€2) > 0 se, e somente se, vale (3.32). Considere,

Q) :=sup M (2 + B,(0)) <\ (DQ). (3.36)

p>0

Nosso proximo resultado mostra que se A < A;(£2) entao (3.34) possui um minimizante.

Teorema 3.5. Sejam G um subgrupo de RY satisfazendo (2.51) e Q C RY um con-
Junto G-flask. Se S satisfaz (3.32) e A < A(R2), entdo o problema (3.34) admite um
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3.5 Concentragao de Compacidade e a Desigualdade de Friedrichs

minimizante u € HY(Q), e além disso, se (ui,) C Hy(Q) € uma sequéncia minimizante,

entao u, — u em Hy (), a menos de subsequéncia.

Demonstracgao: Considere a forma bilinear
(u,v)y = Vu- Vv — v dz. (3.37)
RN

bem como sua forma quadrética associada
lull2 = / Vul? = Auf? de. (3.38)
RN

Note que (3.38) nao necessariamente define uma norma em H*(RY). Por (3.35) e (3.36),

vemos que

Jo IVu|? da
A< Q) <) <=7
NN =T L,

para todo u € Hy(Q) ,u # 0. (3.39)
Assim, |lu]3 > 0 para todo u € H(Q), u # 0, e, consequentemente, s,(2) > 0. Com
isto, temos que (3.38) define uma norma em H{ () e, (3.37) é de fato um forma bilinear
positiva definida.

Vamos mostrar que s,(£2) > 0. De fato, suponha que s,(£2) = 0. Considere, (u;) C

H; () uma sequéncia minimizante para s,(Q2), isto &, [Jug||x — s,(22) e ||uk||, = 1 para

todo k£ € N. Tomando ¢ > 0 satisfazendo A + ¢ < A\;(€2) temos, da definigao de A;(€2),

Vul*d
Ate< ()< % para cada u € Hy(€2), u # 0.
ou seja
ellulls < ||ull} para todo u € H} (), u # 0. (3.40)

Substituindo u; em (3.40) temos ||uk|2 — 0 e, como |Jug||x — 0, por (3.40), obtemos
que ||Vug|l2 = 0, logo ||ug|| — 0. Por outro lado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,
existe uma constante C' > 0 tal que |[ul|?> < C|lul?, para todo p € (2,2*), o que implica
||uk|l, — 0, uma contradigdo. Portanto s,(£2) > 0.

De (3.40) segue que |jug||2 é limitada para toda sequéncia minimizante (uy) pois
||uk||x € convergente. Consequentemente, || Vuy||2 também o é. Portanto (uy) é limitada
em HY(Q). Tomando (w™) c HY(RY) e (y) C G, n € Ny satisfazendo as condigdes
do Teorema 3.3, considere a seguinte desigualdade:

limksup el > lwt™]3. (3.41)

neN
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3.5 Concentragao de Compacidade e a Desigualdade de Friedrichs

Com a qual, seguindo a mesma argumentacao usada no Teorema 3.4, segue o resultado.

Da defini¢ao de A(2), podemos tomar p > 0 tal que
A< A (24 B,) <AQ).

Por um raciocinio analogo ao feito em (3.39) temos que (-, ), define uma forma bilinear
positivo definida em HJ(2 + B,(0)). Considere ¢ € C5° (2 + B,(0)) com ¢ = 1 sobre
Qe 0 < <1. Pelo Lema 3.1 V(w™) C liminf,(Q — y,in)) a menos de um conjunto
de medida nula. Assim, para quase todo x € V(w™) existe kg € RN tal que z €
Mizko (2 — y,(C ), isto é, x +yk € Q) para todo k > kg, n € Ny. Assim, ¢(x +y(n)) 1

(n)

para k > ko, portanto ¢ (z+vy,") — 1 para quase todo = € V(w ”)) e para todon € N.

Por outro lado, como 0 < 1—¢(-+y™) < 1, temos que [1—t(-+y™ )w™[2 < [w™]2.

Podemos entao aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

L=t — o]

Além disso,

L7 (=6 =o)[ @

= [ 90— 06 =) + (0= )Tl -l

2

dr = /RN ‘(1 — (- + y,(gn)))w(”) dx — 0. (3.42)

2

dx

dx

= [ o6 =) Tu = o) - pvai )
RN

:/ V(- + o)™ + V™ — (- + ") V™ ml* dr — 0,
RN
que junto com (3.42) nos da
H(1 — )™ (- — ™) ( 0, neN. (3.43)

Dado M € N, como u — ¢ M w®™ (- — y,‘j‘)) € H} (2 + B,), temos que

M
up =y w™ (- =y
n=1

Expandindo (3.44), obtemos

> 0. (3.44)
A

2
’—2
A

M=

s} + Z Jew™ e =i (e w0 = )

MII

Y™ (- — ™) (. - ylgm))A >0 (3.45)

m#n
n€Ng
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3.5 Concentragao de Compacidade e a Desigualdade de Friedrichs

Estimemos cada termos de (3.45).
Observe que ww(”)(-—y,(cn)) € H}(Q+B,) ew™ € H}(Q) para todo k € Nen € Ny,
uma vez que ) é G-flask (item (3.19) do Teorema (3.3)). Assim,

2 2
0< wa(")(- — gy —w| <K wam(- — g™ —w™ | =0, (3.46)
A
onde K = max{—A\,1}. Em outras palavras,
¢w(”)(. _ yli")) N w(") (347)

em H'(Q + B,(Q?)), munido da norma || - ||5.

Estimemos agora o terceiro termo. Uma vez que ug(- + y(n)) — w™ e, por (3.47)

k
temos que
(- + 9 0+ y ) = w2
e
(- + ™), v+ 5™ w3,
Consequentemente

(Vul+ ™), 7 (0 + ™) ) > [ Fw)3

e, finalmente

(o) v+ 5w ™) = [ (3.48)

Estimemos agora o tltimo termo de (3.45). Como |y,(€") —y,im) | = oo quando m # n,

ou seja, Gy _yfm = 0 em HYRY) e, (- + y,(j”)) converge pontualmente para 1, temos

que
D+ g™y — ™) = -+ ™+ G — g™ g — )
= gyl(en)_ylim) (w( + Ui )w ) 0.
Logo,

(D = ), (- = y™)) =

(0 +y™w ™ (= gty = y™)) -0 (3.49)
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para m,n € Ny com m # n.

Passando lim sup,, em (3.45) e usando as estimativas (3.47), (3.48) e (3.49) obtemos

M
lim sup ||u||* > w2,
: el = o™

n=1

Um absurdo, uma vez que M é arbitrario. Portanto, vale (3.41). [ |

Note que a Desigualdade de Friedrichs nao pode ser estendida para H'(), pois (3.32)

falha ao tomarmos €2 limitado e v = 1.

3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-

flask

A definigdo de minimo com vinculo em (3.17) pode ser estendida a subconjuntos
arbitrarios A C RY por
G(A) = swp (), (3.50)

QDA,
Q aberto
para p € (2,2*). Nesta segdo, provamos a existéncia de minimizantes para (3.50),

considerando o comportamento assintotico de lim inf (€ — yy), com |y| — 0.

Observacgao 3.2. Seja
tp(A) == sup (). (3.51)

QDA,
Qetr(RY)

Entio ¢,(A) = t,(A). De fato, denotando X = {Q2 > A; Q € tr(RV)} e X = {Q D
A5 Q € aberto}, temos que X C X, assim t,(A) < &,(A). Por outro lado, dado ¢ > 0
eziste Q0 € X tal que ¢,(A) — e < ¢,(). Uma vez que ) € aberto, podemos tomar um
aberto B de classe C' tal que A C B C Q, para concluir que ¢,(A) — e < ¢,(Q) <
cp(B) < t,(A). Isto prova (3.51).

Proposigao 3.7. Seja Q0 C RY um conjunto aberto e p € (2,2*). Se para toda sequén-

cia (yr) C R com |yg| — oo temos
G (Hminf(Q — yi)) > ¢,(9), (3.52)

entdo o problema (3.17) tem um minimizante e toda sequéncia minimizante converge

em H}(Q).
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3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

Demonstragao: Seja (u;) C H(Q) uma sequéncia minimizante de c¢,(Q2), isto ¢,
HukHJZLIS(Q) — () e ||ug|| rr(@) = 1, para todo k € N. Como (uy,) ¢ limitado, pelo Coro-
lério 2.3 existem (w™) c HY(RY) e (y™) C Z, n € Ny, que satisfazem (2.54), (2.55),
(2.56) e (2.57) para alguma subsequéncia de (u;). Escrevendo t, = [oy [w™Pdz =
lw™||P, n € Ny, pela Proposigao 2.9, tomando F(z, s) = |s|?, temos

-1 Py — Py — P =

= kh_}]_’{.]_o |ug|Pdx = Z/ jw™ [Pdx = Z [|w™ 1 = Z tn,

neNg n&ENp n&€Np

isto é,

d ta=1 (3.53)

Ja que |y,(€n)| — 00, para n > 2, pela condi¢do (3.52), e usando a Observagao 3.2,

conseguimos 2, C R conjunto que satisfaz a propriedade do traco com
€, O liminf(Q — ") (3.54)

e () < c(p, Q) < &(liminf(Q — y,i"))), com n € Ny e n > 2. Para n = 1, tomemos

Q1 = Q. Por outro lado, pelo Lema 3.1,
V(w™) C liminf(Q — y n)), (3.55)

a menos de um conjunto de medida nula e de subsequéncia de (y,(g")), para todo n € Nj.

Ja que Q, é conjunto que satisfaz a propriedade traco, w™ € H}(Q,), para todo

n € No. Como [[w™|3, ¢ () < [w™ ||2 , temos
D e e (@) < 3 1w i,
neNp neNp
< Z |w™|? < hmsup |url|? = c,(Q).
neNg
Por (3.54) e (3.55) segue que |[w™| o, = ™|, e [|w® HH1 @) = |w™ | para

todo n € Ny, logo
D ™oy er(2) < e(9),
n€Ng

isto é,

D207, () < ) (9), (3.56)

n€eNp
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3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

e como ¢,(§2) < ¢,(2) < (), € () = (), segue que

Z tf/’”cp(Q) < Z ti/pcp<9n) < 6p(€2).

neNg neNy

Uma vez que ¢,(€2) > 0, temos

d <t (3.57)

n€eNg

Como 2/p < 1, por (3.53) e (3.56), existe ny € N tal que t,,, = 1, sendo ¢, = 0, para
n € Ny com n # ny. Note que se ng > 1 entdo ¢,(2) < ¢(p, 2y, ), além disso, por (3.56),
segue que ¢,(2) > ¢(p, ), um absurdo, logo devemos ter ng = 1.

Ja que [[w®||? < liminf, lurll @) = (), pois up — wt em HE(Q), e como
[wD || zoy = lw®]],, segue de (3.53) que [[wP], = 1, assim ¢,(Q) < [|w™]. Logo,

() = w2, e ja que |lug| — c,(Q) = [|wD|?, temos up, — w® em HY(RY). =

No préximo resultado usamos fortemente o que foi discutido na Secao 2.6.

Proposigao 3.8. Sejam Q,Qy C RN, conjuntos abertos tais que Q1 C Qy, com Qy \
0 £ 0. Se c,(), p € (2,2%), € atingido, entio c,(Qz) < ().

Demonstracao: Note inicialmente que ¢,(£22) < ¢,(€21). Vamos mostrar que temos
a desigualdade estrita. De fato, suponha por absurdo que c¢(p,;) = ¢(p,Q2). Seja
uw € H}(Q;) um minimizante nao negativo para c,(€). Como HJ () C HL (),
temos que ||u||§{é(92) = HUH%IS(QQ = (1) e ||lullr) = ||ullzr@y = 1. Logo u é
um minimizante de ¢,(£22), e consequentemente pelo Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange é solucao fraca de —Au +u = uP~! em . Assim, pelo Principio do Ma-
ximo, u > 0 em 2y, uma contradigdo, ja que u € H}(). Deste modo, devemos ter

Cp(QQ) < Cp(Ql). | |

Se pudermos decompor um aberto Q2 C RY, como unido de dois abertos cuja inter-
secao € limitada, com uma hipotese adicional, garantimos a existéncia de minimo para

(3.17).

Proposicao 3.9. Dados Q, Qy C RY abertos tais que Q; N Qy € limitado, seja Q =
QL UQy epe(2,2%). Sec,() >c,(Q), i = 1,2, entao c,(?) € atingindo.
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3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

Demonstragao: Seja (uy) C Hj(€2) uma sequéncia minimizante para c,(f2), isto é,
HukHJZLIS(Q) — () e [[ug][}pq) = 1, para todo k € N. Considere o conjunto compacto
B=0N0 et € CEMRY0,1]), sendo 1(z) = 1 para todo # € B e suppy CC 2.
Como (uy,) é limitada, a menos de subsequéncia, uxy — u em H}(Q) e pelo Teorema
de Rellich-Kondrachov uy(z) — u(z) em quase todo ponto de Q.. Seja ® : H}(Q) —
H}(Q) definida como ®u := tu. Entao ® é um operador linear continuo. De fato,

dada u € H} (), usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a de Young,
u?‘vw‘? N w2|vu|2

consequentemente
J@ul} < [ 20Vl + 2290 + vhitde < 3l
Q
onde [|[¢||c1 = max{||t)||oo, |V |leo}. Logo ur — tu em H (), e pelo Teorema de
Rellich-Kondrachov, uma vez que suppvy CC €2, temos vur — u em LP()), para
p € [1,2%). Usando a desigualdade triangular, obtemos
[l = g+ Yull o) = lurllooey | < l[ue — Yull o).

Logo, ||ux — Yuy + ¢u||72p(9) — 1, ou equivalentemente,

/Q lug — (Yug — Yu)|Pde = o(1) + 1. (3.58)
Vamos provar que
llur — W (us, — w)[[* = (). (3.59)
De fato,
lur — 9 (ur = w)l® = [lugl® = lurll* = 2(ur, ¥ (ur —u)) + [ (ur = w)|]* = [Jugl?
= [l (wn — w)[|* — 2(un, ¥ (ur — w))
= [l (ur — w)[* — 2(ur, ¥ (wp — u))+
+ 2(u, p(up — ) = 2(u, Y(uk — u))
= [ (ur — w)||® = 2(ux — w, P (uy, —u)) +o(1),  (3.60)

pois ¥ (ur —u) — 0 em H} (). Expandindo o termo em (3.60) e reagrupando, obtemos:
/ V(up — u)? — 2 (uy, — u)?dw
Q

+ /Q IV (Y(up — ) |? = 2V (up — u) - V(ug — u)dz. (3.61)
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3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

Como ) & limitada em €, uy — u em L?(2) e 1'/? satisfaz as mesmas propriedades que
Y, isto é, ¥/ %uy, — /%4 em LP(Q), temos que a primeira integral em (3.61) converge
para zero. Além disso,
|V (@ (u — ) =2V (¥ (uy, — u)) - V(ug — )
= |(ur = W)V + ¥V (w — w)*) = 2[(ux = 0) Vi) + OV (ug, — u)] - V(ug, — u)
= VY Plug — ul® +2(u, — W)V - V(uy, —u) + 9%V (ug — ) ?
— 2(up — w) VY - V(up —u) — 20|V (uy — )]
= |V up — ul* +2(¢ — 1) (up — u) Vo - V(uy, — u) + (¥ — 20) |V (uy — u)]?,

Por outro lado, usando a definigdo de derivada fraca, e o fato que (¢ — 1)% € Cr(Q)

para j =1,..., N temos

/Qw 1) (g — w) V- V(g — ) — /(w VY- V(s — w)?)da

/ V- Z . 9z axj [(tr: — w)*lde
/ Z 8% Oz [(uk —u)de

:_/Q;a% [w 1)22} (u — u)’d

_ /Q div((v — 1)Ve) (up — u)da.

Agora usando o fato que Vi, div (v — 1)V € C5°(Q) e que u, — u em L?*(Q), segue

que
otk — (g — )| — > = ook — I — 2 — w, (ot — ) + 0(1)
:léwﬂ—mmvwk—MRm+ou>
< ofl), (3.62)

pois (1? — 2¢p) < 0. Pela defini¢ao de ¢,(f2), temos

o — (e — )
) < T W

para todo k € N,
e por (3.62) segue que

g = (e = w)[5ep(2) < Nuw = (ux — w)|* < o(1) + [|uxl®,
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3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

passando o limite em k e usando (3.58), obtemos (3.59).
Logo, normalizando se necessério, vy, = uy — ¥ (up —u) é uma sequéncia minimizante

para ¢,(£2). Agora, considere as seguintes fun¢oes

~~

1 —(x))ug(z), sexe \B

u (@) =
0, se x € )y,
@, ) A=v(@)w(z), sexeQ\B
uy, (z) =

0, se x € ).

Entdo (u{) ¢ H: () \ B) e (u\?) c HL(Q\ B), além disso, existem uV) € H} () \ B)
e u® € HY(Q \ B), tais que u,(;) —uM em H}(Q\ B) e u,(f) —u® em H}(Q\ B),
a menos de subsequéncia. Passando a subsequéncia se necessario, ja que (1 — ¥)uy =
a0 4 ul?

(U\B)N(2NB)=0ecu’ —u® =(1—¢)(u —u) em )\ B, i=1,2,

, temos, pela unicidade do limite fraco, que (1 — ¢)u = u™® + u®. Como

g — w2 + [l — @2 = (g — uD) + () — u®)|?
= Jlug? +u? = (1 = )ul?
= (11 = ), — (1 = P)ul]®
= |lup — Yug + u — ul)?
= [|v. — ul)?
= [lvll* = 2(vi, w) + [|ul?
= [Joll* = [[ull* + 2([Jull* - (vr, u))
= [loll* = [[ull + o(1),
ou seja,
g — D)2 + g — u® 2 = [Joe )] = [full* + o(1), (3.63)

pois vy — u em H} (). Como (vy) é limitada em LP(Q), e vi(z) — u(z) em quase

todo ponto em 2, podemos aplicar o Lema de Brezis-Lieb para obter:

1—/|vk—u]pdx—>/]u|pdx.
Q Q

74



3.6 Solubilidade em conjuntos que nao sao (G,T)-flask

Por outro lado, ja que ((1 —¢)(ux —u)) = vy — u,

/|u|pdx—|—/|u,(€1) |pdm+/|u (2)|pdx
Q Q
:/]u\pd:ﬁ+/](1—w)(uk—u)|pdw
Q Q
—/]u|pda:+/|vk—u|pdx
Q Q
:/]u\pdx+1—<1—/|vk—u|pda:>
Q Q

—>/|u|pdx+1—/ |ulP dz = 1.
Q Q
Isto mostra que

/ |ulP dx +/ V) — u® Pz +/ ul? — u®|dz — 1.
Q Q Q

Escrevendo ty = limy oo [, |uff dz e t; = limyo [, ]u,(f)]p dx,i=1,2, temos que
to+t +ta=1. (3.64)
Usando (3.63), segue que
1 2
loell? = el + luf? — w1 + [uf? — u® |2 + o(1)
1 2
> (D2 + ep(Q)l|uf — D2+ () 0l — u®| +0o(1)  (3.65)
1 2
> ep(Q[ull? + cp () luf” — w2 + cp(Q)uf — u® |2 + o(1)
= e, (V" + 7+ £27) 1 o(1). (3.66)
Passando o limite em (3.66), obtemos ¢,(Q) > ¢,(Q) (627 + £2/7 + t2/7), isto ¢,
1> 127 4 2P 207 (3.67)

Como tg,t1,t2 € [0,1] e 2/p < 1, de (3.64) e (3.67), to,t; ou ty € igual a 1. Afirmamos

que top = 1. De fato, tomando o limite em (3.65), temos
(V1" + e + ()6 < ().

Logo, se t; = 1 outy, = 1, obtemos uma contradigao, ja que por hipotese c,(£2;) > ¢,(€2),
i = 1,2. Portanto, ||u||rr) = t(l)/p = 1, e consequentemente ¢,(2) < ||ul[?. Além disso,
|u| < liminfy [Jug|] = ¢, (). Isto mostra que u € HJ () é minimizante para c,(f2).
Por outro lado, como [Jug|[* = ¢,(2) = ||lu|* e ux — v em H}(2), também temos que

ur — u em H}(Q) na subsequéncia considerada. |
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3.7 Convergéncia com Penalidade no Infinito

Como vimos na Secio 2.6, dada V € L>®°(RY), existe um minimizante para (2.65).
Entretanto, adicionando a condi¢@o lim,o V(z) = Vo > V, & possivel dispensar os

deslocamentos na sequéncia minimizante na Proposi¢ao 2.10.

Teorema 3.6. Dado V € L>®(RY), com infgn V > 0, assuma que
V(z) < Vi := lim V(y), VzecRY, (3.68)

em quase todo ponto de RY. Considere a forma bilinear simétrica,

a(u,v) = / V(z)uw + Vu - Vo dz, (3.69)
RN
e seja,
cp = uelfgl(g]v% a(u,u), (3.70)

com p € (2,2%). Entdo ¢, € atingido e toda sequéncia minimizante para c, tem uma

subsequéncia que converge para um minimizante em H(RYN).

Demonstragao: Como V € L®°(RY) e infgn V > 0, a forma bilinear na equagao

(3.69) é positiva definida, além disso,
Cyi(u,u) < a(u,u) < Cy(u,u) para todo u € H'(RY),

onde C; = min{1,inf V} e Cy = max{1, |V||o}, e consequentemente, |lu|, := (a(u,u))/?
¢ uma norma equivalente a norma de Sobolev em H'(RY). Ademais, vale a Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, e assim, fixado u € H*(RY), a(u,-) ¢ uma aplicagao linear
continua (logo fracamente continua).

Seja (u) € H'(RY) uma sequéncia minimizante para c,, isto &, ||ug]|? — ¢, e
|lukl|l, = 1, para todo k € N. Ja que (uy) ¢ limitado (por causa da equivaléncia de
normas) em H!(RY), podemos considerar uma subsequéncia de (u;) que converge
fracamente, isto é, up — u em HY(RY), para algum v € H'(R"). Usando a definigao

de a(-,-), segue que

e = wlla = lluxlls — 2a(ur, w) + [|ull;
= Juxlls — 2a(ur, uw) + [z + (lulg — [lul)

= llurllz — 2a(ur — w,u) — [lullZ,
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3.7 Convergéncia com Penalidade no Infinito

e denotando vy, = uy — u, obtemos, usando a definicao de c,,

luslle = llvrlla + 2a(vr, u) + [Jullg (3.71)

> [lokllz + 2a (v, u) + cpllull}. (3.72)

Seja t = limsupy, ||vg|/h. Afirmamos que ¢ = 0. Suponha por absurdo que ¢ # 0, com

isto, vale a seguinte desigualdade
lim sup [Jvg]|? > ¢, t¥?. (3.73)
k

De fato, como lim;,o V(2) = Vi, dado € > 0, existe R > 0 tal que

rgU.= V() >V, —e, (3.74)
em quase todo ponto de RY, sendo U, := Bg(0). Por outro lado, pelo Teorema de
Rellich-Kondrachov,

/ V() o2 dz — 0. (3.75)
De fato, ja que vy, — 0 em H'(RY), temos que vy — 0 em LP(U.) para p € [1,2*), em
particular,
[orll72 ) — O (3.76)
Logo

/ V(yc)\vk(x)]2 de < HVHOO/ \vk\de — 0,
€ UE

o que prova (3.75). Considere agora

c° = inf / (Vul® + Voou® dz.
RN

p
flul=1

Entao, por definicao, temos que
< [ IV + Vil (3.77)
RN

para todo u € H'(RY).

Usando (3.75) e a defini¢do de af(-, ) segue que
foell = [ Vol + Vet da
RN
= [ vupder [ venides [ Vidd
RN RN\U, U.

:/ |Vvk|2dx—|—/ V(z)vidr + o(1),
RN RN\UL

7



3.7 Convergéncia com Penalidade no Infinito

agora, por (3.74), obtemos

ol 2 [ [Vufdo+ [ (Vi eidde (1),
RN RN\U.
e da convergéncia (3.76),
ok |2 > / (V| dz + / (Voo — €)vi do — / (Voo — €)vp d + o(1)
RN RN 5

2/ |Vvk|2dx—|—/ (Voo — €)vi dx + o(1),
RN RN

pela desigualdade em (3.77),
ol > [ Vel Ve =< [z o)
RN R
> e luelly = elluellz +o(1),
como ¢ é arbitrario concluimos que

loellz = &7 llowll, + o(1).

Tomando o limite em k, obtemos
lim sup [Jvg||2 > cgotz/p. (3.78)
k

Pela Proposi¢ao 2.10, podemos tomar w € H*(RY) um minimizante para ¢’ € usando

a hipotese (3.68), temos que

X = / |Vw|* + Vew? do > / |Vw|? + V(z)w? dx > c,, (3.79)
RN RN

p

substituindo em (3.78) concluimos
tim sup g |2 > 827,
k

o que prova (3.73), a qual culminard em uma contradi¢cao. Com efeito, pelo Lema de
Brezis-Lieb, temos

1= lug = wllf = [lull}, (3.80)
logo [Jull2 = 1 — limsupy, ||vg|%, isto &, |lul2 = (1 —t)*?. Como v, — 0 em H'(RY)
(na norma Sobolev), usando a equivaléncia das normas, tomando o limite em (3.72)
e aplicando (3.73), obtemos que ¢, > ¢,t*? + ¢,(1 — t)*? e consequentemente, como
cp >0,

P 4 (1 —1)?P < 1. (3.81)
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3.7 Convergéncia com Penalidade no Infinito

Por outro lado, de (3.72) temos que

ull2 > cpllvill? + 2a (v, w) + cpllull?,

consequentemente, tomando o limite,
2 2 2
¢ = P+ cp|lull2 > cptP.

Logo, t € (0,1]. Considere F : [0,1] — R definida por F(s) = s*? + (1 — 5)*?. Ja
que 2/p < 1, devemos ter F(s) > 1, para todo s € [0,1]. Entretanto, por (3.81)
temos F(t) < 1, uma contradigdo. Portanto, devemos ter t = 0. Assim, passando a
subsequéncia, se necessario, ||ux — ul|, — 0, e consequentemente, ||ug||, — ||ul|,, assim

|ull, = 1, donde ¢, < ||lu||?. No entanto, por (3.71), temos que
lurllz = cpllvelly + 2a(vr, u) + [lullZ,
e passando o limite em k, segue que
Cp 2 Cth/p + Jlullz,

isto €, ¢, > ||ul?(t = 0). Isto mostra que u € H'(R) é um minimizante para c,, e além

disso, uy — u em H'(RY), pois a norma || - ||, é equivalente a norma de Sobolev. =

Observe que se V € L®(RY) é Z"-periodica, entdao V = V., caso exista o limite.
De fato, seja T' > 0 seu periodo, e suponha por absurdo que 7" nao é constante, entao
existem z,y € RY, tais que V(x) # V(y). Definindo as sequéncias x, = = + neyT e
Yn = = + neyT, temos que |z,| — oo e |y,| — oo, entretanto, uma vez que V(z,) =
V(z) e V(y,) = V(y), para todo n € N, temos que V(z) = lim, oo V(z,) = Voo =

lim,, 00 V(yn) = V(y), uma contradigao.

Proposigao 3.10. Dado V € L*(RY), com infgy V > 0, assuma que ezista o limite

Vo i= limy 00 V() € que

V(z) > Va := lim V(y), Vo € RY, (3.82)

ly|—o0

em quase todo ponto de RY. Considere
¢ = inf / |Vul? + Vao|ul? dx.
lullp=1 JrN

Entao ¢, = ¢;°, e nao existe minimizante para c,.
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3.7 Convergéncia com Penalidade no Infinito

Demonstragao: De fato, se V,, < V(x), obtemos
/ IVl + Ve Jul? da </ Vul? + V(@)|uf? da, (3.83)
RN RN

para todou € H'(RY), logo ¢° < ¢,. Por outro lado, seja w € H'(R") um minimizante
para c;°, dado pela Proposigao 2.10, e tome (yx) C RY tal que |yx| — oco. Pelo Lema
2.3, wy, := w(- —yr) = 0 em HY(RY). De (3.82), dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que

rgU.=V(r)<Vy+e, (3.84)
em quase todo ponto de RY, sendo U, := Bg(0). Por outro lado, pelo Teorema de
Rellich-Kondrachov,

/ V() w2 dz — 0. (3.85)

€

De fato, uma vez que wy — 0 em H'(RY), devemos ter wy — 0 em LP(U.) para
p € [1,2%), em particular,
Hwk”%Q(UE) — 0. (3.86)

Logo
/ V(z)|wg)? do < HV||OO/ |wg|* dx — 0,
U. Ue
o que prova (3.85). Pela definigao de c;°,
& ul? < / Vul? + Vi |ul? de, (3.87)
RN
para todo u € H'(RY). Por (3.85) e usando a defini¢ao de a(-, -),

el = [ (9wl + V@) do
R

:/ |Vwk|2d:£+/ V(:v)|wk|2d:£+/ V(z)|wy|* do
RN RN\UL

€

:/ |Vwk|2dx—|—/ V(z)|wg|* dz + o(1),
RN

RN\U.

agora, de (3.84), temos que
lwe||? < / |Vw,|? dx+/ (Vao 4 €)|wi|* dz + o(1),
RN RN\U.
e por (3.86),
k2 </ ]Vwk|2dx+/ (Vio + &) e ? da —/ (Veo + ) g2 dz + o(1)
RN RN

€

:/ |Vwk|2dx+/ (Voo + &) |wi|* dz + o(1).
RN RN
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Finalmente, pela desigualdade em (3.87), obtemos

lanll < [ 1Vl + Vil de e [ wide+ o),
RN

RN

uma vez que € é arbitrario, e usando mudanca de variaveis, segue que
¢ < Jwgll2 < / |Vwg|? + Vao|wg|? dz 4 o(1)
RN
= / IVw|? + Vi |w|? dx + o(1)
]RN
= +o(1)

tomando o limite em k, concluimos que ¢, < ¢°, e assim ¢, = ¢;°. Se existir um

minimizante wy € H'(R"Y) para (2.65) entdao por (3.83),
— 0 2 _
Cp = Cp < HwOHa = Cp,

um absurdo. m

3.8 Minimizacgao por penalidade no infinito

O método de concentragao de compacidade tratado neste trabalho também pode ser
empregado para problemas de minimizagao com vinculo sujeitos fung¢oes peso, tanto no
funcional que define o problema, quanto no vinculo. Para uso posterior, necessitamos

do seguinte resultado

Proposigao 3.11. Seja b € C(RYN) N L*(RY), e assuma que existe o limite by, =
limy, 00 b(z). Sejam (uy), (w™) e (y,in)) como no Coroldrio 2.3. Entao, parap € (2,2%),
ey € G, temos que

lim b(z)|uk(- + y)|F dz

k—oo RN

= / b(z)|[w (- + y)|P dx + Zn > 2/ boo|w™ P dz, (3.88)
RN

RN

sendo esta convergéncia uniforme em y € G.

Demonstracao: Uma vez que considerarmos o lado esquerdo de (3.88) como sendo

Jan b(-—y)|ug|? dz, devido a convergéncia de b, podemos reduzir a demonstragéo ao caso
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

em que y = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que u, = Y w™ (- —y,(j)).

Uma vez que a série é absolutamente convergente e u — [oy b(2)|u[Pdz é continua, é
suficiente provarmos a proposi¢cao como se a soma tivesse uma quantidade finita de
termos. Por densidade de C5°(RY). Ja que |yl(€n) — y,gm)| — 00, para m # n, m,n € Ny,
existe kg € N suficientemente grande, de modo que para k > kg, as fungoes w(”)(~ —y,(cn))

possuem suporte disjunto. Neste caso,

/ b(x)|ug|P do = Z/ b(- + y,ﬁ"))\w(">|p dx
RN RN

n>1

- b Dy /boo Mp 4
[ @O dr S [ b d,

n>2

o que prova o resultado. [

Proposicao 3.12. Sejam T, um grupo finito de transformagoes ortogonais (T' < O(N),
#T = m) com T — id bije¢io para todo T € T \ {id} e, b € L=(RY) com assintota
positiva no infinito, ou seja,

legnoo b(x) :=bs > 0.
Suponha que b € simétrica com respeito a T, isto €, boT = b para todo T € T e seja

Hy ={u € H*RN);uor1 =u para todo 7 € T}. Se
b(z) > m' "3 by, (3.89)
g.t.p. em RN, entdao o problema

= inf ull>, pe (2,29,

Cpb
W fy b(@)u(z) Pdz=1

admite um minimizante.

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que

Cpoo > m%_lcpvb, (3.90)
onde
Cpoo i= inf ]|
uEHl(]RN);fRN boo |u|P=1
Considere
9y = inf |||

UEHé(N);f]RN boo|u|Pdz>1

82



3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

T

Como Hyy = H)yy, pela Simetrizacio de Schwarz, dado u € H'(RY) com [[ull, = 1,

existe u* € Hoy) tal que [u*|| < [[ufl e lu*]l, = |lull, = 1. Assim, ¢, < ¢;00. J& que,
por definicao, C;?,b > Cp.oo, devemos ter,
Cpoo = Cop- (3.91)

Uma vez que T' C O(N), temos que H})(N) C Hr, consequentemente,

@, > inf ]2 (3.92)

b=
P, w€HT: [pN boo|u|Pdz>1

Por (3.89), boo|ulP < mP/271b(x)|u|P para todo u € H*(R). Assim,
{u € Hy;boo|ulP > 1} € {u € Hy : mP> () |ul? > 1},

e, consequentemente,

el inf Ju?
€Hr; b Pdx>1 EHrp; p/2=1p Pdx>1
wEHT; [xN boo|ulPdx uwEHp f]RN m (z)|ulPdx (393)
= mP/>7! inf |ul|? = mp/Q’lcp,b.

w€HT; [pn b(x)|u|Pdz>1

Onde a ultima identidade segue observando-se que se
u e {ue HT;/ b(x)|u|Pde > 1},
RN

entao

mP/?1b(2)| Au|Pdx :/ mPPINPY () [ulP > 1,
RN

RN
para mP/2 I\ =1, isto &, Au € {u € Hr; [,y mP/?>7'b(z)|ulPdz > 1} e reciprocamente.

Portanto

mP/ 7 1p(2) | MulPdz > 1}
N

Mu € HT;/

RN

b(x)|ulPde > 1} ={u € HT;/R

Assim,
inf [
w€HT; [y mP/2=1b(x)|u|Pdz>1

= inf | Auf|? = A2 inf |u|?.
wEHr; [y mP/2=1b(z) ulPda>1 u€HT; [ b(a)|ulPdz>1

A afirmagao (3.90) segue por (3.91), (3.92) e (3.93). Dada (u;,) C H'(RY) uma sequén-
cia minimizante para c¢,p, ou seja, |[ug|* = ¢4 € [pn b(2)|ug[Pde = 1 para todo k € N,

considere as sequéncias (w™) c H'(RV) e (ylin)) C G =R dadas pelo Corolério 2.3.
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Note que

(- + 7)) = w7 4y") = 0w o

em H'(RY), n € Ny. Além disso, dados 7,7 € T' com 7 # 7, como 7 7 € T, devemos

ter 7717 —id invertivel, dessa forma, existe § > 0 tal que (7717 —id)z| > §|x|. Assim,

o = 7y = 1 =y

— | (7' —id) g,

> 3ly],

(n)

em particular, |7y, — %y,in)| — oo para n > 1. Podemos, portanto, reescrever (2.57)

CcOo1mo

wy, — w' — E w™ o7 (- — 7yi™y 2 0. (3.94)
n>1
TeT

Por (2.56), temos que
D2 +m Yy ™) < e (3.95)
n>1
Tomando F(z,s) = b(x)|s|’ e Fs(x,s) = bso|s|’ na Proposigao 3.11 obtemos
/ b(x)|wW Pdz + mZ/ boo|w™|dz > lim [ b(a)|uglPdz = 1. (3.96)
n>1 k=yoo RN
Usando a hipétese (3.89) no segundo termo de (3.96), concluimos

/ b() | |pdx+mp/2z/ ()™ Pz > 1.

neENg

Denote t; = [n b(z z)|wVPdz, 6, = Jan boo|w™|Pdx e t,, = mb,, quando n € Ny,
com n > 1. De (3.89) segue que

> th>1 (3.97)

Por outro lado, da definicdo de ¢, € de ¢poo, temos que w2 > ¢, ,t27 e [w™|2 >

92/1’

Cpoctn' ", para n € Ny, n > 1. Logo

cpbtl/ + Mmcpoo Z 027 < | wV|? +m Z lwn)|? < cpp

n>1 n€Np
n€Ng
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Substituindo (3.90) no segundo termo da expressao anterior e usando 027 = 2/Pp2/p

temos que
Cpb = Cp,bt?/p + m(mQ/p_l)Cpab Z ei/p
n>1
= Cp,btf/p + mz/pcp,b Z 972/17
n>1
2
= Cp,btl/p + Cpp Z ti/p-
n>1

Portanto,

PIRLEST (3.98)

neNy
Por (3.97) e (3.98), uma vez que 2/p < 1, existe ng € Ny tal que t,, = 1 e t, = 0,

para n # ng. Por (3.96) devemos ter necessariamente ny = 1 assim, da definigdo de
t1, cpp < |lwM |2 Além disso, |w™M||? < liminfy |[|ugl|?> = ¢pp. Portanto, w™® ¢ um

minimizante para cp. ]

Consideramos no préximo resultado um problema anéalogo ao da Proposicao 3.12, com
T = {id}. Entretanto exigimos uma condigao de penalidade no peso, relacionado com

uma medida de probabilidade p ( isto &, u(RY) = 1).

Teorema 3.7. Suponha que b € L®(RY), by := limy, 00 b(z) > 0, € que existe uma

medida de Borel i sobre RY | com u(RY) =1, tal que

() = / b+ y) duy) > b (3.99)
R
em quase todo ponto de RY. Entdo existe uma solucdo fraca positiva para a equacdo
—Au+u = b(z)uP!, (3.100)

todo p € (2,2%).

Observe que dada ¢ € C5°(RY), com [,y ¢ dz =1 a medida de Borel y(B) := [, pdx
¢ tal que pu(RY) = 1.

Demonstragao: Sejam

e = sup/ b(x)|ulfPder e co= sup/ boo|ul? dx.
RN RN

[[ull?=1 [[ull?=1
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Note que ¢ e co estdo bem definidos (sdo finitos). De fato, dado u € H'(RY), com

|lu|]| = 1, pelo Teorema da Imersao de Sobolev existe C' > 0 tal que
/ b(z)|ul dr < boo/ ulP dz < b C|ul|? = Cbeg
RN RN

Vamos mostrar que

Coo = b, P2, (3.101)

onde ¢, é dado por (2.65). Assim um minimizante de (2.65) com V =1 é, a menos de
constante multiplicativa, um maximizante para ¢, o qual denotado por w(>). Com
efeito, supondo (3.101), se w € H'(RY) ¢ um minimizante para c,, entdo

p

dz.

1
Coo :bOO(“wHZ)ip/Q = boots :/ boo‘i
[wlP Jev | ]

Ou seja, (1/||w|)w é um maximizante de co, j& que ||w/||w|/||> = 1. Para provar

(3.101), considere (w;) uma sequéncia maximizante de cy, ou seja, buo||wi||h — coo €

wy|| = 1 para k € N. Assim, |Jwi] = (coo/bso)"’”

. Tome Wy, = wy/||wgl|,- Entao
|k |l, = 1, para todo n € N, consequentemente ¢, < |[w]|* = 1/|Jwg|?, e tomando o

limite, temos que
b

j’/‘; > Coo. (3.102)

Por outro lado, considere (#,) C H*(R") uma sequéncia minimizante para c,, isto &,
|k ||* = cp e seja @, = @i /||1]|, para todo k € N. Entao coe > boo||tr|5 = boo/ ||t ||P —

boo/cz/Q, portanto
b

Desta forma, por (3.102) e (3.103), concluimos que oo = booc /2.
Seja (uy) C H'(RY) uma sequéncia maximizante para ¢, assim, |Jug|]| = 1 pra

todo k € N, e [on b(z)|ug|Pdz — ¢,. Como (Jug|) também é sequéncia maximizante,
vamos supor sem perda de generalidade que uy, > 0, para todo k € N. Ja que (uy) é
limitada, podemos considerar uma subsequéncia de (uy), e sequéncias, (w™) c H'(RY)
e (y) € G =RY, n € Ny, dadas pelo Corolario 2.3. Seja (y) € RY com |yy| — oo,

e denote 12 = > | w(™]||%. Agora defina

v = w4 1w (- — ).
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Usando a definicdo de v, o Lema 2.3, e o fato que [|w™)| = 1, temos

ol = (@ 4+t = g w0 + )
= w2+ 28, 0 = ) + 2|

= oM+ =D [lw™] < lim sup g ][* = 1.
neNy

Tomando F(x,s) = b(z)|s|” e Fo(x,s) = boo|s|? na Proposigao 3.11, obtemos

¢ = lim b(x)|ug|? de = / b(z)|wV P dx + Z/ boo |0 ™ |P daz. (3.104)
RN RN

k—o0
RN n>1

Sejam @M = w®, @@ = tw>) §O = 0 e §g® = y,. Vamos mostrar que estas

sequéncias satisfazem as teses do Corolario 2.3. Com efeito,
o vp(-+ ?j/(gl)) =, — w =M em HY(RV);
o [§ — g = |yx| — oo;
o vy — V(- = ) = @2 (- — §7) = vy — w® — tw ) (- — y) =0,

Lembrando que, pela demonstracao do Teorema 2.1, (2.56) segue de (2.54) e (2.55).

Logo, para essas sequéncias, podemos aplicar a Proposi¢ao 3.11 para obter

lim b(a:)|vk|p:/ b(m)|w(1)|p+/ boo|tw™|P d. (3.105)
RN RN RN

k—o00

Vamos provar que

/ b(@)|w O dz + / bl ™ P dz >
RN RN

/ b(x)|w VP dz + ) / boo|w™ [P dzz (3.106)
RN RN

n>1

De fato, usando a definicao de ¢, obtemos

p/2
boo [ tw™|[5 = (1) boc w15 = (Z Hw(”)H?) oo || 2. (3.107)

n>1
Como w™ /||w™]|, n > 1, é admissivel para c,, e w(>) é maximizante temos que

™7
lwtfp?

(n)
ool |2 > b H n [

Huﬂm

p
p
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elevando a 2/p, segue que

oy > 10l
2 w2

substituindo em (3.107),

p/2
(n) |12
2] bl > (SO ) g
‘ == S e )
P

n>1 n>1

p/2

= D AR N (3.108)

n>1
Uma vez que, (3.0;)* > > b, para qualquer b; > 0, com (b;) € I% ¢ > 1, usando
(3.108), temos que

p/2
(Z Hw("’|!§> > [lw™,. (3.109)

n>1 n>1

Finalmente, substituindo (3.109) em (3.107) obtemos (3.106). Por outro lado, usando
(3.104) e (3.105) na desigualdade (3.109), temos

lim b(x)|vg|P dox = / b(z)|w P 4 boo [tw ™ P dx

k—o00 RN RN
2/ b(:c)|w(1)|pdx+2/ boo|w™|P dzz = ¢,. (3.110)
RN n>1 RN

Agora, considere vy, = vy /||vg||. Como |Jv||*> = L < 1, por (3.110) segue que,

1
b > / b(x)|vg|? do = —/ b(x)|vg|? dz
RN [[ok][P S

1

I C
Lp/2 /N b($)‘w(1)|p + boo\tw(oo)] dxr > b > Cp,
R

Lp/2
assim, limy_, .o fRN b(x)|vg|P dz = ¢. Desta forma, vamos supor, sem perda de genera-

lidade, que (v;) ¢ admissivel, isto ¢, ||vg||> = 1. Portanto de (3.110), obtemos

/ b(a:)|w(1)\pdac+/ oot d = ¢, (3.111)
RN RN

Vamos mostrar que w'") # 0, para tanto, note inicialmente que ¢, > 0. De fato,

como lim|y o0 b > 0 existe R > 0 tal que b(z) > by /2, desde que || > R. Seja
p € C3°(RY\ Bg(0)) com ||| = 1, logo

boo

oz [ WallePdo= [ dolapdez 2

BN RV\B1(0) 2

Assim, ¢, > 0. Disto, temos que w()) # 0. De fato, se t = 0, por (3.111), [ b(z)|wV|P dzx =

boo
[P dv = 7Hs0H£ > 0.
R\Bx(0)

¢p. Portanto, se w)) = 0, entao ¢, = 0, um absurdo, logo w® # 0. Suponha agora que

t > 0 e considere as sequéncias
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

o Uy = (- +yp —y) = wV( Fyp —y) +tw™ (- —y);

Entao, para estas sequéncias, as teses do Corolério 2.3 sao satisfeitas. Com efeito,

o Up(-+ g,(j)) = vy, — tw® (—y) = Y em H'(RY), ja que |yx — y| — oo devido a

desigualdade triangular.

o Up(-+ ?];(f)) =0+ — Y —Y) = (- — ¥)
=w (- —y) + 1w (- =y —yp) = w (- —y) = a®

em H'(RM). Logo, Ux(- + @) — w® em H'(RN);
e Como W (- — g],gl)) = tw™) (- —y) e wy(- — gj,(f)) = wW(- + y, — y), temos que
o=@ (- =) — o - 7) =0,
consequentemente, vale (2.57).

Portanto, tomando F(z,s) = b(z)|s|P e Fx = buoo|s?| na Proposigao 3.11, temos
que,

im [ b0 do — /

k—o0 RN RN

b(z) WP dx + / boo |0 |P da,

RN

ou equivalentemente, usando o Teorema da Mudanga de Varidveis, obtemos

lim [ b(z)|ve(- — yp — y)|P dx = /b(x)|tw(°°)|p dx + / boo | VP duz. (3.112)

koo

Como ||vg(- + yx — v)|| = ||vk]| = 1, por (3.112), segue que
/ b(z) [tw ™) (- — y) P da +/ boo |V |P dz < . (3.113)
RN RN
Substituindo (3.111) em (3.113) temos que

/ b)) (- — )P dz + / bl dz < / b()|wOP dz + / oo |10 dz.
RN RN RN

RN

Consequentemente,

0@ = bleP sz [ ble) = bl — )P da

= /N(b(. + 1) — boo) |[tw™ P da. (3.114)

89



3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

Integrando o lado esquerdo de (3.114) com respeito a medida y, e usando que p(RY) =

1, obtemos

/RN (/RN(b(x) — boo ) [wV|P dm) du(y) = /RN(b(x) — boo) |0 Pdx. (3.115)

Agora, integrando o lado direito de (3.114), com respeito a medida u, e usando o

Teorema de Fubini,

/RN (/RN(b(x) — b)) [tw™)] dm) dnly) —
B / (/RN“(' +9) — bs) du(y)) dx

[ (0P [ bt aut) — onlew [t ) a

R RY RY (3.116)
:/ b [tw P — boo|tw ™ P d:

RN

:/ (b — boo) [tw P d.
RN

Pela hipotese (3.99), temos que

/ (b(z) — boo) |V |Pda > / (by — boo) [t *|P dz > 0,
RN RN

pois [|w™[[2 > 0. Logo, w™ # 0.

Vamos provar que w(") & solucdo fraca de (3.100). Suponha por absurdo que w
nio é solucdo fraca de (3.100), entdo existe v € H'(RY) tal que (wM,v) < 0e § =
p Jon b(2)|wV [P~ dz > 0. Por densidade podemos supor v € Cg°(RY).

Defina uf := vy +sv, com s > 0, e g, := —(2s(v,w™) +s%||v||?). Como (v, wV) < 0,
existe s > 0 suficientemente pequeno de modo que £, > 0. Usando a definicao de vy, e
20)||2

que ||w! =1, temos que

il = + 20 (- = ) + s
= llsv +w Ol + 200 + sv, 10 (- = o)) + [l
= )12+ 250, wD) + 87 ol] + 2] + 26w + 0,0 - )

Ja que |yx| — o0, pelo Lema 2.3, segue que,

il = o] — e + 2 = o(1)

= > P — e+ 0(1) < 1, +o(1).

n€eNp
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Portanto, dado s > 0 suficientemente pequeno, existe k, € N tal que —e, 4+ o(1) < 0,
para k > k,. Ou seja, ||ui]| < 1. Seja G(7) = |7|P e g(7) = G'(7) = p|7|P~?7. Entao,

para k > kg, temos que

/RN b(z)|ug|Pdz = /RN b(z)(G(v) + G(ui) — G(vy)) dx

B / ()G vr) + b() (G vx + 5v) — Gluy)) da

Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

/RN b(z)|ugl? doe = /RN b(z)G(vk) + b(x) /Os C%(G(vk + 7v)) drdz,

usando a regra da cadeia, temos
/ b(z)|ug|? doe = / b(z)G(vg) + <b(x)/ g(vg + TV dT) dx
RN RN 0
= / b(z)|w® + tw®) (- — )P do + / (/ b(z)g(vig + Tv) dT) dx,
RN RV \Jo

pelo Teorema de Fubini,

| b s
RN
= / b(z)|w® + tw®) (- — )P do + / / b(x)g(vg + Tv)vdadr. (3.117)
RN 0 Jsuppv

Afirmamos que
/ b(z)g(vy, + Tv)v — b(x)g(w + Tv)v dz — 0 quando k — oo, (3.118)
supp v

para cada 7 € (0,s). De fato, dado 7 € (0, s), escreva uf, = vj, + 7v e u” = wH + 70.
Entdo u] — u™ em H'(RY). Como suppv é compacto, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov, temos que u — u” em LP(suppv). Logo, passando a uma subsequéncia
(se necessario) uj(x) — u”(x) e existe h € LP(suppv) tal que |uf|, |u7| < h em quase
todo ponto de suppv. Por outro lado, note que
o b(x)v(|up(x)[P~2uf(x) — |u"|P~2u”) — 0 em quase todo ponto de supp v ;
o [b(@)v(|uflP~2uf — [T P2um)| < [|bllcflvlloo (Jug [P~ + umP7)
< 2[[bl|so[v]]och?
< (1/0)2[bllo|lvllec)? + 1P /p € L (supp ),
onde, usamos a desigualdade de Young, com p = p/(p — 1) e § = p é o seu

expoente conjugado.
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Deste modo, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para
obter a afirmacao (3.118). Como (vx) é uma sequéncia maximizante, por (3.118) e

(3.117), temos que

/ b(x)ul|P de = ¢, + o(1) + / (/ b(z)g(v, + Tv)v dx) dr
RN supp v
=+ o / / w + 7v) dedr + so(1), (3.119)
supp v

Agora, usando estimativas analogas as anteriores e levando em consideracao que
b(z)g(w + 7v)v — b(x)g(wV) quando 7 — 0 em quase todo ponto de suppwv,
obtemos

50
a+o(1 / / D 4 7)) dedr > cb—l—?—k(l—i-s) o(1), (3.120)
supp v

pois, dado ¢ = /2, existe sy > 0 tal que §/2 < | b(z)g(wh) + Tv)vdz, para

supp v

7 € (0, sp), sendo sy suficientemente pequeno de modo que continue valendo —e;+0(1),
s < sp. Para s < sy fixado, existe ks € N suficientemente grande (maior que o anterior)
de modo que s6/2 4 (1 + s)o(1) > 0. Logo ¢, + s6/2 + (1 + s)o(1) > ¢, substituindo
em (3.120) e usando (3.119) temos que

/ b(x)|up|P dox > cp,
RN

uma contradigdo, pois sendo [Jui| < 1, temos [ b(x)|ui|P dz < ¢, ja que

¢ = inf / b()|uf? dz.

lull<1 Jr~

Concluimos que w) € HY(RY) ¢ uma solugao fraca de (3.100). ]
Teorema 3.8. Seja b € C(RY) N L®(RY), com beo := limyy|e0 b(z) > 0, tal que
b(7) < boo, v €RY, (3.121)
entdo existe um conjunto finito Y C ZN e uma solucdo fraca para
—Au+u=0b"(2)u"t, u>0, (3.122)

onde bY € uma combinagdo conveza de fungoes b(- —y), y €Y.
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Demonstracao: Dado y € Z" seja
g, HY(RY) — R
u — b(x — y)|u(x)|P doe = / b(x)|u(z + y)|P dz.

RN RN
Afirmamos que g, € C'(H'(RY)). Com efeito, note inicialmente que

p=1 1
/ o] de < (/ P d:c) (/ of? d:c) ,
RN RN
onde usamos a Desigualdade de Holder. Além disso a derivada de Gateaux é dada por

dagyu - v = [on b(- — y)|ufP~2uv dz. De fato, usando o Teorema do Valor Médio e o

Teorema da Convergéncia de Lebesgue na estimava acima, segue que

gy(u+1v) = g, (v)

—b(- — y)|u|PPuvdx

t
]‘ —2
< — | b(- = )] [Ju+ o — |v? — [t][ul"?uv|| de
1t S
< HbHoo/ [+ €802 (u + £80) o] — [ulP2uv| d — 0,
RN

a continuidade segue da continuidade do Operador de Nemytskii (ver [15], pagina 10).
Considere

¢ = sup inf g,(u). (3.123)

[lul|2<1 yEZN

Note que inf czn b > —o0. De fato,
aw) = [ W@+ )P da
RN

= /B.b(:c)|u(x+y)|p d:c—l—/ b(z)|u(z +y)|P dx

RN\ B,

> [ ol pPde+ [ e+ gpds

RN

b
>infb [ |u(z+ y)|Pde + i"/ lu(z + y)|Pdx
B B, 2 RN

b
> min {inf b, io} ( lu(x + y)[Pdx + / Ju(z + y)\pdx)
B. 2 B, RN

. boo
= min {1gf b, 7} [Jul?,
para todo y € ZY, onde r > 0 é tal que b(x) > by /2, desde que |x| > 7.
Dado u € H'(RY), u # 0, temos

lim b(z — y)[u(@)[’ = beo|u(z)”,

ly|—o0
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em quase todo ponto de RY. Além disso, pela hipotese (3.121),
b(x — y)|u(@)[” < boolu(z)[".

Como by |ulP € L'(RY), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
que

lim b(z + y)|u(x)P de = / boo|ulP dx. (3.124)

ly|—oo JrN RN

Ademais, pela continuidade de b e da hipotese (3.121), temos que

/RN boo|ul? dz = /RN boolu(z + 2)|P d
> /RN b(x)|u(z + 2) P dz = /RN b(z — 2)|u(z)Pdz (3.125)

Logo, por (3.124) e (3.125) obtemos

lim g,(u) > /]RN b(z — 2)|u(x)? dx, (3.126)

ly|—o0

para todo z € ZY. Denotando L = limj, o gy(u) ¢ tomando ¢ = L — g,,(u) > 0,
com zy € Z" fixado, obtemos R = R(e, z9) > 0 tal que g.,(u) < g,(u), desde que
y & Br(0) NZY. Assim, se g,(u) < g, (u) entdo y € Br(0) N Z". Logo, o infimo na
definigao de ¢, ¢ atingido em um conjunto finito Y (u) = Br(0) N ZN.

Por outro lado, como toda funcao definida em um espaco discreto é continua o
infimo de g,(u) ¢ atingido sobre Z" \ Y (u). Portanto, podemos definir

S(u) = mi — mi >0 3.127
(u) Jin (u)gy(U) yne%gy(u) : (3.127)

ademais, existe yo € Z" tal que gy, (u) = inf,czv gy(u), e pela Imersao de Sobolev

temos que

inf () < b [ o do < bcclul”,
RN

yezZN
para algum ¢ > 0. Logo ¢, é finito. Além disso, ¢, > 0. De fato, tome R > 0
suficientemente grande de modo que b(x) > by /2, para |z| > R. Seja u, € C°(RY)

definida por

c, sex€ B,

uy(r) =
0, sex € RN\ B,
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onde B, = B,(0) com r > R > 0 ¢ c > 0. Entao

| p@lutepras= [ dolutrnrds [ bl ) ds

RN\Br

> (—infb) | Bg|c? + bﬁ/ u,(z + y)|P dx
Br 2 RN\Bg

= (— infb) | Br|cP + bio/ lu,(x + y)|P dz
BR 2 RN

boo
- = lu,(z + y)|P de
2 Br

> (<t ) 1Bele + 1B - Bl
Como r > R > 0 foi tomado de forma arbitrario, podemos escolhe-lo suficientemente
grande de modo que |B,| > (infg, b+ %=) | Bg|. Logo para esta escolha, [~ b(z)|u(z+
y)|P dz > 0.

Seja (ux) € HY'(RY) uma sequéncia maximizante para ¢, isto ¢, ||ugx||* < 1, para
todo k € N, e inf v gy(ur) — . Como gy(ur) = gy(Ju|), podemos supor sem
perda de generalidade que u; > 0 para todo k£ € N. Para cada k € N, considere
yr € Y(ug) C Z" tal que gy, (ug) = inf ezn gy(uy). Entdo,

/ b(@)|un(x + )P do > / b(@)|un( + )P da, (3.128)
RN RN
para todo y € Z.

Defina vy, = ug(- + yx). Entao (vy) é uma sequéncia maximizante para ¢,. De fato,

ofn) = [ b@lPdo= [ bl +pP do = gyfu) =

Além disso, ||vp]|? = |luz]|* < 1, devido a invariancia da norma de Sobolev em H!(RY)
sobre deslocamentos. Mais ainda, 0 € Y (vy) é tal que go(br) = inf ez~ vy para todo
k € N, ja que, g,(vr) = Gyoty(ur) > gy, (ur) = go(vg). Considere a subsequéncia de
(vg) e as sequéncias (y,(gn))k CZ =G, w™ c H(RY), com n € Ny. Pelo Teorema
de Rellich-Kondrachov, na subsequéncia, vg(z + y,g")) — w™(z), em quase todo ponto
de RY, para n € Ny. Desta forma, como v, > 0, segue que w™ > 0, n € Ny. Pela
Proposicao 3.11, tomando F(x,s) = b(x)|s|P e Fu(z,s) = bo|s|P, temos que

¢ = lim b(x)|ve|? de = b(z)|w™ P da + b |wMP da. 3.129
b () vk ()] oo
RN RN

k—o0
RN n>1
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Além disso, fixado m € Ny, considere as seguintes sequéncias

b = ve(- + ™),
(
0, sen =1,
~(n) n m
0= qu —u™, sen g {1,m},

—y,gm), se n =m,

com

w™,  sen=1,

W' = w™,  send {1,m},

w®, sen=m.
Entao para estas escolhas, as teses do Corolario 2.3 sao satisfeitas. De fato,

o o +5") = ol + ")
v+ ™) = w™ = @O, em HYRY), sen=1,

= vl + ) = w™ =™ em HY(RY), sen ¢ {1,m},

ur(-+yt) = w® =5 em HY(RY), sen=m,
e Seja n,l € Ny, com n # [. Entao

~(n ~l n m
3 -0l = V- "l

n ! m n m l
o1 11 1) 1o = oL e =y ou ) — g

(n)

Logo, |7, — gj,(gl)] — 00 quando k — oo.

o Tk — e, @ — ) = vp(- ™) — wmc—¢>+¢>>
m n n m D
= (- +y™) —-z:n€N01u<>< yé) +—y£ ’) =,

pois vg — ey, W (- — y,(cn)) =0 em HY(RM).

Note que pelo que foi feito acima, a tese do Corolario 2.3 ainda vale para a sequéncia
k(- + 2), 2 € ZN, ja que o operador u — u(- + 2) ¢ fracamente continuo. Portanto
aplicando a Proposigao 3.11 (com F(z,s) = b(z)|s|?), para esta escolha de sequéncia,
obtemos

lim b(x)\ﬁ(a:—l—z)|pdx:/ b(z)|w™ +z|pdm+2/ (- + 2) P du,

k—o0
RN n>1
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

ou equivalentemente,

Im [ b(@)|ve(- + 9™ + 2)|P do

k—o0 RN

= /RN b(z)|w™ (- + 2)Pdx + Z /RN boo|w™ (- 4 2)[P dz.  (3.130)

n#m

Tomando o limite em (3.128) com y = y, +y,(€m) + z, e usando (3.130), juntamente com

(3.129), temos que

/ b(z)|w™ (- + 2)[P da + Z / boo|w™|P dz >
RN RN

n#Em

/ b(z)|wD P da + Z/ boo|w™ P dz = ¢,. (3.131)
RN RN

n>1
Usando que
Z/ boo\w(”)\pdasz/ boo!w(”)!pd:erZ/ boo|w™ P da
n>1 RN R¥ n>1 RN

e a igualdade,

boo|w™ P d boo|w™ P d
Z/RN WP e+ 3 boe ™ da

n#m n>1
# n#m

em (3.131) obtemos, pela arbitrariedade de m € Ny e z € ZY | que

/RN(boo — b(x))|w™ (- + y) P da < /RN(bOO — b(z))|w® Pdz, (3.132)

para todon € Ny e y € ZV.

De (3.132) segue que w™) # 0, pois caso contrario, teremos
(b — b))+ ) =0,

e consequentemente (by, — b(z))/Pw™ (x + y) = 0, para todo * € RY, a menos de
um conjunto de medida nula, logo pela hipotese (3.121), w™ = 0, para todo n € N,
assim, por (3.129), ¢, = 0, uma contradicao, ja que ¢, > 0.
Seja Y = Y (w") tomando n = 1 em (3.132) vemos que
/]RN b(z)|w (- 4 y)|P do > /]RN b(z)|wW P dz, para todo y € ZV.
Logo inf,czv gy(w) = go(w®) e consequentemente 0 € Y. Sejam p = #Y e
C = {Z§:1 A Vg, (wM); X >0 para j =1,... ,p} o cone gerado por {Vg,(w™M)},cy.
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

Vamos mostrar que w!) € C. Disto segue que w*) é solucdo fraca de (3.122), com
b¥ € C. Suponha por absurdo que w) ¢ C. Entdo existe ¢ € C(RY), com ||¢| = 1,
e e > 0 tal que (Wb, p) < —2¢ e (Vg,(wY),p) > 2¢, para todo y € Y. Considere

agora a sequéncia ug + tp, com t > 0. Entao
loe +toll* = loell® + 2t (ve, @) + Ll ll* = oell® + 2t(ve, @) + ¢,

como (v;) é uma sequéncia maximizante e (p,vy) — (@, w™M), temos para k € N

suficientemente grande, que
lloe + tel|* < 1 — det + 2

Assim, se t < 4¢, entao
v, + o> < 1. (3.133)

De fato, 1 —4et+t? < 1 se, e somente se, t < 4e. Isto mostra que v, +tp ¢ uma sequéncia

admissivel para ¢y, assim ¢, > ||v, +tp||?. Sejam vy = vy, + 1L, g,ﬁ”) = y,gn) e w™ = wm,

n > 1, com 0V = w® + te. Pelo Lema 2.3, vy, (- + 1) = ve(- + ™) + too(- + y{™) —
w™ = @™, em HY(RY), caso n > 2, e v, = w) + tp. Fixado y € Y, para estas
sequéncias podemos aplicar a Proposigao 3.11, com F(z,s) = b(x — y)|s|F, para obter

Gy(vr +tp) = /N b(- — y)|ve + tol?
R

= / b(- — y)|w + tp|P dr + Z / boo |0 ™ P d 4+ 0(1),  (3.134)
RN RN

n>2
neNg

Por outro lado, considere

Y [0,4e] — R
t = g (wW +tp).

Ja que g, € C'(H*(RY)), pelo Teorema do Valor Médio, dado ¢t € (0,4¢), existe
to € (0,t) tal que
V(1) = 9(0) = (Vg (w® +top), o)1,

ou equivalentemente,

gy(w(l) +tp) — gy(w(1)> = (ng(w(l) + top))t. (3.135)
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

Seja agora @ : [0,4¢] — R, definida por ®(¢) = (Vg,(w® + tp), ¢). Pela continuidade

de g;, e como ®(0) > 2¢, diminuindo ¢ > 0 se necessario, segue que ®(t) > 2¢, ou seja,
(Vg (wh +tp)) > 2. (3.136)

Logo, usando (3.136) em (3.135), obtemos
gy (w4 tp) — g, (W) > 2et, (3.137)

para t suficientemente pequeno. Por outro lado, pela Proposi¢ao 3.11 (tomando F(z, s) =
b(x — y)|s|P), temos

gy(vg) = / b(- — )| wV|P dx + Z boo |0 ™ P dz 4 0(1). (3.138)
RN

n>1

Substituindo (3.137) e (3.138) em (3.134), segue que,
9y(vr + 1) > gy(vr) + 2et + 0(1),

para t suficientemente pequeno. Fixado t > 0, seja k = k(t) suficientemente grande de
modo que o(1) + et > 0. Como (vg) é uma sequéncia maximizante para ¢, temos que

g(v,) = e+ 0(1), ja que ¢, > gy(vi) > go(vx). Portanto,
9y vk +tp) > + et (3.139)

para t suficientemente pequeno fixo e k() suficientemente grande. Considere § € Y =

ZN\'Y. Por (3.135), tomando C = infczv Vgz(w® + tp), segue que
(W = tp) — gz (wV) > Ct,

para t € (0,t) e algum ty € (0,¢). Por um argumento analogo ao usado em (3.134),
temos

95(vk + tp) = /

b(- — y)|w® + tolP dr + Z/ boo|w ™ |P dz + o(1)
RN RN

n>1

> gy(w'™) + Z/ W™ de + Ct+o(1). (3.140)
R

n>1
Por outro lado, seja § = §(w™)) como em (3.127) e considere yo € Y tal que g, (w®) =

min,ey g, (w®). Entdo

gy(w') > min gy(w") = 8 +min g, (W) = & + g, ().
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3.8 Minimizagao por penalidade no infinito

Substituindo em (3.140) e usando a Proposigao 3.11 com F(z,s) = b(x — yo)|s|?,

obtemos

9y (vk +tp) = 6 + gy (vx) + Ct + 0o(1)
= ¢, + 6+ Ct+o(1)

=c+0— ’C|t—|—0(1)

Diminuindo ¢ > 0, se necessério, podemos supor § — |C|t > §/2. Para esta escolha de

t > 0 tome k = k(t) suficientemente grande de modo que
9y(vk +tp) > cp + /2. (3.141)

Finalmente, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno e k = k(t) suficientemente grande,

de modo que valha (3.139) e (3.141), obtemos
i tp) >
mnin gy(vk + 1) > a,

uma contradigao, ja que [jv + tp|| < 1. u
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Apéndice A
Resultados Complementares

Este apéndice destina-se a apresentar sem demonstragoes alguns resultados auxili-

ares que sao utilizados no trabalho.

Teorema A.1. (Principio do Mdzimo) Sejam Q C RY um conjunto aberto e X > 0.

Suponha que u € H'(Q) satisfaz a equagdo Au +u > 0, no sentido fraco, isto é
/ Vu-Vo+  uwdr >0, Yve Hy(Q), v>0.
RN
Se para alguma bola B CC €2,
infu =infu <0,
B Q
a fungio u deve ser constante em ). Veja [4], Teorema 8.19.

Definicao A.1. Sejam A;, Ao, ..., A,, conjuntos borelianos de RN, disjuntos aos pares
e de medida finita, ¢ 0 < a, < a,_1 < ... < ay numeros reais. Se f € uma func¢ao

degrau tal que
f - Z AiX A;-
i=1

Definimos um arranjo de f por

n

= ZaiX[Ri—1§|$|§Ri],

i=1
onde Ry =0 e R,_1 < R; sao dados pela relacao
med([R;—1] < |z| < R;) = med(4;),
onde med € a medida de Lebesgue.
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Teorema A.2. (Simetrizacao de Schwarz) Sejam 1 < p < +oo e f € LP(RY) uma

funcgao positiva. Eziste uma unica f* € LP(R) tal que f* > 0 e para todo o > 0,
med([f = a]) = med([f" = a]),

onde o conjunto [f* > «a] € uma bola Bgr,(0). A fun¢io f* é radialmente decrescente e
é chamada de rearranjo decrescente ou de Simetrizacao de Schwarz da fungao f. Além

do mais, para toda funcao continua e crescente
G:RT - R,
tal que G(0) = 0 temos

| e [ ct@ar

RN
Além disso, dada u € H*(RY) uma fungdao positiva. Entio u* € H'(RY) e

/ |Vu*[*dr < / |Vul*dz.
RN RN
Veja [5], Pdg. 259 e 26.

Definigao A.2. Seja X um espago de Banach, w C X um aberto e J € C'(w,R).
Dizemos que v € w € um ponto critico de J, se J'(u) = 0. Se u nao é um ponto
critico dizemos que u € um ponto regular de J. Se ¢ € R, dizemos que ¢ € valor
critico de J, se existe u € w tal que J(u) = ¢ e J'(u) = 0. Se ¢ nao é um valor
critico, dizemos que ¢ é um valor regular de J. Seja F € C1(X,R) e um conjunto de
restricoes
S:={veX:F(v)=0}

suponha que para todo u € S, tenhamos F'(u) # 0. Se J € CY(X,R) (ou de classe C!
numa vizinhanga de S ou entao C' sobre S). Dizemos que ¢ € R é um valor critico
de J sobre S se existe u € S e A € R tal que J(u) = c e J'(u) = AF'(u). O ponto u
€ um ponto critico de J sobre S e o nimero real A € chamado de multiplicador de

Lagrange do valor critico ¢ (ou do ponto critico u).

Teorema A.3. (Multiplicadores de Lagrange) Sobre as hipdteses e notagoes acima,

suponha que ug € S € tal que J(up) = inf,es J(v). Entao existe X € R tal que

J' (ug) = ANF'(ug).

Veja [5] Pag. 55

102



Referéncias Bibliograficas

1]

2l

3]

4]

5]

(6]

7]

8]

Haim Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.

Universitext. Springer, New York, 2011.

John B. Conway. A course in functional analysis, volume 96 of Graduate Texts in

Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1990.

Lawrence C. Evans. Partial differential equations, volume 19 of Graduate Studies
in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, second edition,

2010.

David Gilbarg and Neil S. Trudinger. FElliptic partial differential equations of
second order. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001. Reprint of
the 1998 edition.

Otared Kavian. Introduction a la théorie des points critiques et applications
auz problémes elliptiques, volume 13 of Mathématiques € Applications (Berlin)

[Mathematics € Applications/. Springer-Verlag, Paris, 1993.

Erwin Kreyszig. Introductory functional analysis with applications. John Wiley &
Sons, New York-London-Sydney, 1978.

P.-L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of variations.
The locally compact case. I. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 1(2):109—
145, 1984.

P.-L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of variations.
The locally compact case. II. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 1(4):223~
283, 1984.

103



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[9] P.-L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of variations.

The limit case. I. Rev. Mat. Iberoamericana, 1(1):145-201, 1985.

[10] P.-L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of variations.

The limit case. II. Rev. Mat. Iberoamericana, 1(2):45-121, 1985.
[11] H. L. Royden. Real analysis. The Macmillan Co., New York, 1963.

[12| I. Schindler and K. Tintarev. An abstract version of the concentration compactness

principle. Rev. Mat. Complut., 15(2):417-436, 2002.

[13] Kyril Tintarev. A semilinear elliptic problem on unbounded domains with reverse

penalty. Nonlinear Anal., 64(7):1496-1502, 2006.

[14] Kyril Tintarev and Karl-Heinz Fieseler. Concentration compactness. Imperial

College Press, London, 2007. Functional-analytic grounds and applications.

[15] Michel Willem. Minimaz theorems. Progress in Nonlinear Differential Equations

and their Applications, 24. Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 1996.

104



