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Resumo

Nesta dissertacao, provaremos a existéncia e a multiplicidade de solugoes fra-
cas para uma classe de problemas, envolvendo o operador N-laplaciano em sub-
dominios do RY e nao-linearidades com crescimento critico do tipo Trudinger-
Moser. Para isto, usaremos minimizacao, o Teorema do Passo da Montanha e o
Principio Variacional de Ekeland.
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Abstract

In this thesis, we will prove the existence and the multiplicity of weak solutions
for a class of problems, involving N-laplacian the operator in subdomains of the
RY and nonlinearities with critical growth of Trudinger-Moser type. For this
purpose, we will use minimization, the Mountain Pass Theorem and The Ekeland
Variational Principle.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia e a multiplicidade de solugoes
fracas para algumas classes de problemas de equagoes diferenciais parciais, envol-
vendo o operador N-laplaciano. As classes de equagoes que trataremos sao bem
particulares, no sentido de que tais problemas tém uma caracteristica em comum:
a falta de compacidade. Esta perda de compacidade é causada pelo crescimento
critico da nao-linearidade ou pela nao-limitacao do dominio de definicao do pro-
blema. Esse crescimento critico na parte nao-linear é motivado pela desigualdade
de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja [23]).

Teorema 0.1 (Desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser ) Seja u €
W (Q), N > 2 tal que

/ VulVdr < 1.
0

Entao existe uma constante C'(N), que depende somente de N, tal que

_N_
/ elenll ™= gz < C(N)|Q),
Q

1

onde ay = Nwy_] e wy—1 € 0 volume da esfera unitdria (N — 1)-dimensional.

A integral do lado esquerdo € finita para qualquer o > 0. Porém, se a > ay, ela
pode assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de w.

Os problemas que abordaremos sao:

Problema 1. Consideremos Q2 C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira
suave. Buscaremos solugoes fracas nao-negativas do seguinte problema eliptico:

—Ayu = f(x,u) em €, (1)
we WyN(Q), u>0,

onde a nao-linearidade f(x,u) é continua com crescimento critico, isto é, existe
uma constante ay > 0 tal que
|/ (@, w)]

lim ———F— =0, uniformemente em x € Q,Va > oy
lul=00 g(alul F=T)



. T, U .
lim M =00, uniformemente em z € ,Va < ay.
ful—00 (alu|F=T)
Problema 2. Consideremos 2 C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira
suave. Buscaremos solugoes fracas do seguinte problema eliptico:

—Anu = f(x,u) +h(z) em Q,
{ we Wi (@), 2)

onde a nao-linearidade f(z,u) é continua com crescimento critico e h(x) €
W-LN(Q) é uma pertubacio do problema 1.

Problema 3. Buscaremos solugoes fracas nao-negativas do seguinte problema
eliptico:

—Anu+ a(@)|u)N2u = f(r,u) em RN, (3)
u € WHYRN) u >0,

onde a(x) é uma fungdo continua e coerciva. Além disso, existe uma constante
ap > 0 tal que a(x) > ag para todo x € RY e a nao-linearidade f(z,u) é também
continua com crescimento critico.

Para obtermos a existéncia de solugoes fracas para estas classes de proble-
mas, utilizaremos um método do tipo minimax, mais precisamente, o Teorema
do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale e o Principio Variacional
de Ekeland (veja [2], [13]). Isto sera feito associando-se funcionais de energia
definidos em espacos de funcoes adequados, cujos pontos criticos sao exatamente
as solucgoes fracas dos problemas.

Baseando-se no artigo [15], estudaremos o problema 1. Este problema foi
abordado no artigo [14] no caso em que 2 é um subdominio do plano e com nao-
linearidades menos gerais do que as consideradas em [15].

Motivado pelo problema 1, baseando-se no artigo [28], estudaremos o proble-
ma 2 que é a versao nao-homogénea do problema 1. Além de existéncia de solugoes
fracas, estabeleceremos resultados de multiplicidade de solucoes.

Finalmente, baseando-se no artigo [16], trataremos o problema 3. Observamos
que o problema 3 sera formulado num dominio ilimitado. Problemas deste tipo,
foram estudados por Cao no artigo [8] e por Cao e Zhengjie no artigo [9] para o
caso N = 2 e com nao-linearidades com crescimento critico em R2. No entanto,
a fungao a(z) era constante. Nestes artigos, os autores usaram o Principio de
Concentracao-Compacidade de P. L. Lions.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:



Preliminares: enuciaremos alguns resultados bem conhecidos, que serao uti-
lizados ao longo do texto.

Capitulo 1: trataremos do estudo do problema 1.
Capitulo 2: trataremos do estudo do problema 2.
Capitulo 3: trataremos do estudo do problema 3.

Apéndice A: demonstraremos algumas desigualdades importantes que serao
utilizadas ao longo deste trabalho. Faremos também, um estudo da diferencia-
bilidade dos funcionais de energia associados aos problemas propostos. Tratare-
mos dois resultados fundamentais para podermos obter uma solucao fraca do
problema 3. O primeiro é um resultado de compacidade e o segundo ¢é de den-
sidade. E para concluimos o nosso trabalho, demonstraremos a desigualdade de
Pohozaev-Trudinger-Moser.

Ao longo deste trabalho, estaremos sempre fazendo referéncias dos resultados
utilizados.



Preliminares

Aqui, enunciaremos alguns resultados importantes que serao necessarios para
uma melhor compreensao do trabalho a ser desenvolvido.

0.1 Resultados basicos

Em determinados pontos de nosso trabalho, faremos referéncias aos seguintes
resultados:

Teorema 0.2 ([7], Proposicao 3.5) Sejam X um espaco de Banach e (z,)
uma seqiiéncia em X. Se x, — x em X, entdo ||x,| € limitada e

||| < liminf ||z,||.
n—oo

Teorema 0.3 ([7], Teorema 3.27) Se X ¢é um espa¢o de Banach reflexivo e
(xn) uma seqiiéncia limitada em X, entdo existe uma subseqiéncia (x,,) que
converge na topologia fraca de X .

Teorema 0.4 ([7], Proposicao 3.30) Seja X um espago de Banach uniforme-
mente convero. Seja (x,) uma seqiéncia em X tal que e x, — x e

lim sup ||z, || < ||z
n—oo
Entao ©, — x em X. Em outras palavras, se x, — x e ||z,|| — ||z|| entdo
z, — x em X.

Teorema 0.5 ([13], Teorema 1.4) Seja ¢ : X — RU {400} uma fungdo con-
vexa, onde X € um espago de Banach. Entao ¢ é semicontinua inferiormente se,
e somente se, € fracamente simicontinua inferiormente.

No que segue, vamos assumir que £ C RV é um aberto. O préximo teorema,
afirma que, sob certas condicoes, a integral é absolutamente continua.

Teorema 0.6 ([18], Corolario 4.1.2) Se f € uma funcdo ndao-negativa, men-
surdvel e fQ fdp < oo entao f é absolutamente continua em relagdo a p, ou seja,
para todo € > 0, existe § > 0, tal que (L) < & implica [, fdp < e.

O préximo resultado é o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.



Teorema 0.7 ([4], Teorema 5.6) Seja (f,) uma seqiiéncia de fungoes de L' (£2)
tal que:

i) fu(x) — f(x) q.t.p em Q;
ii) eziste g € LY(Q) tal que para todo n > 1, temos
|fo(2)| < g(x) qtpem Q.
Entao f € L) e
Jim | fry = fllLre) = 0,
isto €,

/Qf(:c)dx = lim [ f.(x)dx.

n—o0 Q

Teorema 0.8 ([7], Teorema 4.9) Sejam (f,) uma seqiéncia em LP(QY) e f €
LP(Q2), tais que
1 fn = Flle@) = 0.

Entdao podemos extrair uma subseqiiéncia (f,,) tal que
) fun(@) = F(z) qtp em Q, ¢
ii) |fn, ()| < h(x), g.t.p em Q, VE € N, com h € LP(Q).

Teorema 0.9 ([20], Lema 4.6 (Brezis-Lieb)) Sejam 1 < p < 0o e (f,) uma
sequéncia limitada de fungoes de LP(S)) que converge q.t.p para f. Entdo f €
LP(QY) e

1F1E = Ximm (1 £ull2 = 1 = fullD):

Teorema 0.10 ([7], desigualdade de Holder generalizada) Suponha que as
funcoes fi, fa,..., fr sdo tais que

1 1 1
fielP(Q) 1=1,2,....k com -=—+—+...+—<1
p P1 P2 Pr
Entao o produto f = fifs... fr pertence a LP(Q2) e

| fllze < ([ fillzen [ follzee - - |l frl| ow

Em particular, se f € LP(Q) N LI(Q) com 1 <p < q< oo, entio f € L™(Y) para
todo p < r < q e se verifica a desigualdade de interpolagao

a 11—«
p q

I/

(0% —Q ]‘
o < gl Il onde  —= (0<a<1).



Teorema 0.11 ([7], Teorema IX.9 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev))
Seja 1 < p < N. Ezxiste uma constante C', dependendo apenas de p e N, tal que

[ull o @y < Cl[Vul|po@ny,
para todo u € CHRY), onde p* = Np/(N — p).
Corolario 0.1 ([7], Corolario IX.11) Se p = N verifica-se
WEY(RN) ¢ LYRY)  para todo q € [N, 00),
com injecoes continuas.

Teorema 0.12 ([7], Coroldrio IX.14) Seja Q@ C RY wum aberto limitado de
classe C*, com fronteira limitada, e 1 < p < co. Entao,

se 1<p<N, entio WH(Q) C L (),

se p= N, entio WP(Q) C LY(Q), Vq€ [p,0),
se p> N, entio WIP(Q) C L>(Q),

com injecoes continuas.

Teorema 0.13 ([7], Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov)) Seja Q@ c RY
um aberto limitado de classe C*. Temos:

se 1<p< N, entio W'P(Q)C LY(Q), Vqe][l,p),
se p= N, entaio W'P(Q) C LIY(Q), Vg€l 0),

se p> N, entio W'?(Q) C C(Q),

com injecoes compactas.

Teorema 0.14 ([5], Lema Radial IV.A) Se u € LP(RY), 1 < p < o0, € uma
fungao nao-crescente (isto €, 0 < u(z) < u(y) se |z| > |y|), entdo temos

- N 1/p
u(@)] < o] (K) Il @ £0.

Enunciaremos agora, dois resultados que utilizaremos para encontrarmos pon-
tos criticos de funcionais associados aos problemas deste trabalho.

Teorema 0.15 ([13], Teorema IV.2 (Principio Variacional de Ekeland))
Seja (X, d) um espago métrico completo e p : X — (—00, +00] um funcional semi-
continuo inferiormente, limitado inferiormente o qual pode assumir 400 mas nao
tdenticamente igual a +0o. Dado € > 0, seja u € X tal que

<i .
@(u)_1§fg0+€

Entao, dado \ > 0, existe v. € X tal que

(1) ¢(ve) < @(u
(17) d(u, v,

),
) < 1/A,
(é1) p(w) > (ve)

<
©(ve) — eXd(ve,w), para cada w € X \ {v}.

8



Como conseqiiéncia do Principio Variacional de Ekeland, pode-se mostrar o
seguinte teorema:

Teorema 0.16 ([2], [13], Teorema do Passo da Montanha) Seja E um
espago de Banach real e I € C*(E,R). Suponha que existe uma vizinhanc¢a U de
0 em E e a,0 >0 que satisfazem as sequinte condigoes:

() 1(0) =0,
(1) I(u) > 6 na fronteira de U,
(1ii) Existe e ¢ U tal que 1(e) < a.
Entao, para o nimero ¢ definido por:
c=inf max [I(u) >4
vET uey([0,1])
onde T' = {g € C([0,1], E) : g(0) = 0,g(1) = e}

Eziste uma seqiéncia (u,) em E tal que

I(u,) —c e I'(u,) — 0,



Capitulo 1

Um problema homogéneo com
crescimento critico envolvendo o
operador N-laplaciano

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar um estudo sobre a existéncia de solugoes
fracas nao-negativas para uma classe de problemas elipticos, envolvendo o opera-
dor N-laplaciano em subdominios limitados do RY e com nao-linearidades com
crescimento critico. Mais precisamente, estudaremos a seguinte classe de proble-
mas:

—Ayu= f(x,u) em Q
LN (1.1)

ue Wy (), u >0,
onde —Ayu = —div(|Vu|¥"2Vu) é o operador N-laplaciano, 2 C RY(N > 2)
¢ um dominio limitado com fronteira suave e a nao-linearidade f(z,u) tem o
crescimento méaximo possivel que permite tratar o problema (1.1) variacional-
mente em VVO1 N(Q) Aqui, este crescimento maximo é motivado pela desigual-

dade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja [23]). Esta desigualdade é enunciada,
rigorosamente, no seguinte teorema:

Teorema 1.1 Sejaue Wy (Q), N>2¢

/ VulNdz < 1. (1.2)
Q

Entao existe uma constante C'(N), que depende somente de N, tal que

Q

10



1

onde ay = Nwy_] e wy—1 € 0 volume da esfera unitdria (N — 1)-dimensional.

A integral do lado esquerdo é finita para qualquer o > 0; porém, se a > apn ela
pode assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de w.

Como conseqiiéncia da desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, associa-
mos, naturalmente, nocoes de criticalidade e subcriticalidade.

Definicao 1.1 Dizemos que uma funcio f : Q@ x R — R tem crescimento
subcritico, se para todo o > 0,

|f (2, )]

lim ———=— =0, uniformemente em x € (. (1.3)
lul—00 o (alu| N-T)

Exemplo 1.1 A fungdo [ : Q xR — R definida por f(z,t) = h(z)e!, onde
QCR?2eh:Q— R € continua, tem crescimento subcritico. De fato,

t 2
lim f(, 1) = lim h(z)e"*") = 0,Va > 0.

t—=+o0 eatz t—=+o0

Definicao 1.2 Dizemos que a funcdio f : QxR — R tem crescimento critico,
se existe ag > 0 tal que

‘ l‘im M =0, wuniformemente em z € Q,Va > aq (1.4)
ul=00 ¢ (aul ¥7T)
lim M = +o0, uniformemente em x € Q, Vo < «y. (1.5)

=20 gaful ¥°T)

Exemplo 1.2 A funcdo f : Q xR — R definida por f(z,t) = h(z)te”, onde
QCR?eh:Q— R € continua, tem crescimento critico, com ag = 1. De fato,

. [z, t) . h(x)te”
M, S = i = e (1.6)
Seja o =1+ ¢, para todo € > 0, temos
h(z)tet h(zx)t
lim (x;f = lim (xz) =0.
t—+oo eat t—+oo €l

Se a < 1, temos que o limite em (1.6) é +00.

Para mostrarmos a existéncia de solugdes para o problema (1.1), utilizaremos
uma técnica do tipo minimaz. Mais precisamente, o Teorema do Passo da Mon-
tanha sem a condicao de Palais-Smale. Para isto, consideraremos o caso em que
a fungao f(z,u) tem crescimento critico e satisfaz as seguintes condigoes:

(f1) f: QO xR — R é continua.

11



(f2) Existem R, M > 0 tais que para todo u > R e para todo x € €, tem-se

0< F(z,u) = /Ouf(a:,t)dt < M f(z,u).

(f3) f(z,u) > 0 para todo (z,u) € Q x [0,400) e f(z,0) = 0 para todo x € €.

Antes de enuciarmos o principal resultado deste capitulo, consideraremos o
seguinte problema de auto-valor:

—Ayu = Mu|N 2, we WM Q).

Sabemos que este problema possui um menor auto-valor A\; > 0 para o qual
podemos tomar uma auto-func¢ao v positiva (veja [3]). Além disso, A\; pode ser
caracterizado variacionalmente como:

A1 = inf {/ |VulVdz :u e W&’N(Q),/ Ju|Ndz = 1} : (1.7)
Q Q

Vejamos agora o principal resultado deste capitulo, que trata da existéncia de
solugoes nao-negativas para o problema (1.1).

Teorema 1.2 Suponhamos que f(x,u) tem crescimento critico em Q e satisfaz
(f1), (f2) e (f3). Além disso, suponha que

(f1) limsup,_ g+ Nﬂlgﬁ;u) < A1, uniformemente para x € €,

_N_
(fs) liminf, . uf(z,u)e0™ 1 > g5 > 7%(%)J\“l, uniformemente para
x € ),

onde r € o raio interno do conjunto €2, isto €, r € igual ao raio da maior bola
aberta contida em 2. Entdo, o problema (1.1) tem uma solu¢ao nao-trivial.

Vejamos um exemplo de uma nao-linearidade que satisfaz as hipéteses do Teorema
1.2.

Exemplo 1.3 Considere a funcio f:Q x R — R definida por

f(@,u) = 2Bue”,

onde QD CR? e 0 < 3 < A\ /2.

Ja sabemos do exemplo 1.2 que f(x,u) tem crescimento critico com expoente
ag = 1. Agora, mostraremos que f(x,u) satisfaz as hipdteses (f1) a (fs). De
fato; as condigoes (f1) e (f3) sao imediatas da definigcao de f(x,u). Entdo basta
mostrarmos que (f2), (f1) e (f5) sao vdlidas.

Por definicao, temos que

F(z,u) = /Ou fz, t)dt.
12



Logo, para f(x,u) = 28ue™’, temos

F(m,u):/ 26tet2dt,
0

ou seja,
2

F(z,u) = p(e" —1).

Conseqlientemente,

F w1
lim L& o =D
u—oco f(x,u) u—co 2uet

O que prova a condigdo (f3).

Agora, para mostrarmos (fy), notemos que
2F w1
lim 2F(z,u) _ lim 2@@

u—ot u? u—ot u

Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos

oF
i 2E@ W ogent — 95,

u—ot u2 u—ot

que prova a condi¢do (fy).
Além disso, temos

lim uf(x,u)e_‘”o"2 = lim 2ﬁu2e“2e_“2 = lim 2/u® = oo,
uU—0o0

U—00 uU—0o0

que prova a condi¢do (fs).

Observagao: A hipétese (f4) é essencial para o nosso resultado. De fato, se
considerarmos a funcao f : {2 x R — R definida por

flz,u) = Mu+u®e”, QCRY

novamente teremos que f(z,u) tem crescimento critico com expoente oy = 1,
pois tomando o = 1 + €, com € > 0, obtemos

= lim —— =

lim 5
eOl'Lt

2
u—too eaU U—00

[z, u) A+ uZe® ( o hu P > _0

E se a <1, este limite é 4oc.

Notemos que a parcela A\;u nao permite que esta funcao satisfaga a hipétese (fy).
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Agora consideremos o seguinte problema

—Au = \u+ e,

Multiplicando esta equacao por ; e integrando, obtemos

—/Auwldx—Al/uwldx—l—/uQe“zwldx, (1.8)
Q Q Q

e usando integragao por partes, temos que

—/Auwlda::/Vuvwldx: —/quldx.
Q Q Q

Logo, a equagao (1.8), pode ser escrita da seguinte forma

—/uA@/Jld:E:Al/U@Z)ldx—l—/uQe“Q@/)lda:.
Q Q Q

No entanto, temos que
=AYy = ANy,
donde

M / whdr = M\ / i dz + / u?e” P d,
Q Q Q

/ u26“2¢1dx =0,
Q

que é uma contradigao. Portanto, a hip6tese (f;) é fundamental para obtermos
o resultado de existéncia de solugoes positivas.

e isto implica que

1.2 Formulacao variacional

Sob as hipdteses de que f(x,u) é continua e tem crescimento critico, como definido
em (1.4) e (1.5), temos que, para todo 3 > «y, existe uma constante C' > 0 tal que

N
|f(z,u)| < CeP™1) " paratodo (z,u) € Q x R. (1.9)

De fato, dados § > ag e € > 0, existe R, > 0 tal que

M <€, sempre que u > R,
e(Blul N=T)
o que implica
N
|f(z,u)| < e para todo u > R.. (1.10)
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Agora, consideremos a restri¢io de f(z,u) ao compacto Q x [0, R]. Sendo f(x,u)
uma fun¢ao continua, existe uma constante M > 0 tal que |f(z,u)| < M, para

_ N
todo (z,u) € Q x [0, R.]. Desde que e*"~") ¢ uma funcio crescente, podemos
escolher uma constante C' > 0 de modo que

N
|f(x,u)| < CePM™D)  para todo u € [0, R.. (1.11)
Conseqiientemente, de (1.10) e (1.11), obtemos que

N
|f(z,u)| < CeP™D " paratodo  (z,u) € Q x R.

Desta desigualdade, juntamente com a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser
(veja Apéndice A), mostramos que o funcional de energia I : Wy N(Q) — R
associado ao problema (1.1), dado por:

[(u):%/g|Vu|Nd:v—/QF(x,u)dx, (1.12)

estd bem definido em W, ™ (Q) e I € CY(Wy™(Q),R). Além disso,

I'(u)v = / |Vu[N ?VuVvdr — / flz,w)vde, Yu,v e Wi (Q). (1.13)
Q 0
Por uma solucéo fraca de (1.1), entendemos uma funcao u € Wy (Q) satisfazendo

/ |Vu|N2VuV pdr — / flz, u)pds =0, Yo e WM (Q).
Q Q
Portanto, pontos criticos nao-triviais de I sao precisamente as solugoes fracas nao-

triviais de (1.1). Como estamos procurando solugdes nao-negativas é conveniente
definirmos

flz,u) =0, em QX (—o0,0].

Conseqiientemente, as condigdes (f1), (f2) e (f3) implicam os seguintes fatos:
(a) F(z,u) > 0, para todo (z,u) € Q x R.
(b) Existe uma constante C' > 0 tal que para todo (z,u) € Q X [R, +00)

F(z,u) > Celar®). (1.14)
(¢) Existem Ry > 0, 6 > N tal que para todo (z,u) € Q X [Ry, +00)

OF (z,u) < uf(x,u). (1.15)
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Prova de (a): é imediata da definicao de F'(x,u).
Prova de (b): Por (f;) existem R >0 e M > 0 tais que

0< F(x,s) < Mf(x,s), paratodo s> R,
logo

1 f(z,s)

M — F(z,s)

Integrando no intervalo R < s < u, obtemos

()

donde segue-se

6(1/,;/[1%) S F(.CE,U/) .

Portanto,

~

F(x,u) > Ce),
onde C' = exp(72)F(z, R) > 0.

Prova de (c): Novamente por (f2) temos que

F(z,u) < Mf(xz,u), paratodo u> R.

Tomando 6 > N, obtemos

OF (z,u) < OMf(x,u), paratodo u> R.
Logo

uf(z,u) > 0Mf(x,u) > 0F(z,u), paratodo u > Ry,
onde Ry = max{R,0M}.

Agora, mostraremos que o funcional de energia associado ao problema (1.1)
satisfaz a “geometria” do passo da montanha.

Lema 1.1 Sob as hipdteses (f1), (f2), (f3) e (1.9), temos I(tu) — —oo quando
n — oo, para todo u € Wy ™ (Q)\ {0} com u > 0.

Prova: Afirmamos que para p > N, existem constantes C', d > 0 tais que

F(z,u) > Cu? —d, paratodo u > 0. (1.16)

De fato, para u > R, temos que

16



[e.e]

p
G =S" Y S owP vu >0 > N.
e Zp!MP_ uf,Yu > e p

p=0
Desta estimativa e da condigao (1.14), temos F'(z,u) > CuP, para todo u > R.
Ja no intervalo 0 < u < R, sendo F(z,u) uma func¢do continua, existe uma
constante m tal que m < F(z,u), para todo (z,u) € §2 x [0, R], pois o conjunto
2% [0, R] é compacto. Conseqiientemente, podemos escolher uma constante d > 0

tal que

F(z,u) > CuP —d,Yu > 0.

O que prova a afirmacio. Escolhendo u € Wy ™(Q) \ {0} com u > 0, pela
estimativa (1.16), obtemos que

I(tu) = % /Q IV (t) [N — /Q Fla, tu)da
< %/ |Vu]Ndx—/[C’\tu|p—d]dx
Q Q

:%/ ]Vu|Nda:—Ctp/ |u]pda:+d/dx

Q Q Q

:%/ |Vu|Ndx—Ctp/ ulPdz + |9,
Q Q

Desde que p > N, temos que [ (tu) — —oo quando t — oo.
|

Lema 1.2 Sob as hipdteses (f1), (fa) e (1.9), temos que existem 6, p > 0 tais
que

Iw)>6 se |lull =p.
Prova: Por (f1), (f1) e (1.9), podemos escolher A < \; tal que
1 e
F(z,u) < NA\U]N + CePT I yl?, Y(x,u) € Q xR, ¢> N.
De fato, por (fy), existe 6 > 0 tal que

NF(x,u)
NA@,u)
VT

para u € [0, d], uniformemente em x € ), para A < A;.
O que implica
1
F(z,u) < N)\]u|N, V(z,u) € Q x|0,4]. (1.17)
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Para u > ¢, afirmamos que

0 < Fz,u) < C'e@™ ) < Cyap@il ™)

Para alguma constante C' > 0.

Com efeito, u? é uma funcao crescente com valor minimo v = 4. Entao para
obtermos C’ < Cu4, basta tomarmos C' = C'§~%. Donde segue a afirmagao.

Agora usando a desigualdade de Hélder, para 1/s 4 1/r = 1, obtemos

_N_ N 1/r 1/s
/e(mwl)wqu < (/ e(ﬁrluINl)dx) (/ \u|sqd:c)
Q Q Q
% ul NNl 1/r 1/s
_ </ 1Bl ¥ () de> (/ |u|squ) ‘
Q Q

1
Se |lu|| < o e escolhendo Brov=T < ay = Nwy~]. Segue-se pela desigualdade de

Pohozaev-Trudinger-Moser que

N 1/s
/ e(ﬁ\U\N’l)\ulqu <M (/ \u]squ) ) (1.18)
Q Q

De (1.17) e (1.18), obtemos

A
[ Flawde < Sl + Ml
Q
Portanto,

1 A
H(u) = S lull™ = Fllully = Mlul,

Pela caracterizacao (1.7), temos

[
lully

Usando a imersao de Sobolev Wy (Q) < L*(Q), obtemos

A <

vu e Wy (Q)\ {0}

lullfy < Cllull?,  para  sq> N.

Conseqlientemente,
1 A
I(w) > —||ul|y — —=—ul|N — a
(W = gl = 55l = Ol
ou seja,
1 A _
I(u) > = [ull¥(1 = =) = Cllull? = [[ul M (C — Colful|*).
N Al
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Desde que A < A\; e N < ¢ podemos escolher p > 0 tal que I(u) > d se ||ul| = p.
Com efeito, basta escolhermos p > 0 como sendo e ponto onde a fungao g(t) =
tN(Cy — Cyti=N) atinge seu maximo.
|
Agora consideremos a seguinte seqiiéncia de fungoes nao-negativas:

N—-1

(logn) v se |z| <1/n
—~ -1 1 1
M, (z) = wy™; log(m)/(logn)ﬁ se 1/n<|z|<1
x
0 se |z| > 1.

Lema 1.3 Seja xg € Q e r > 0 tais que a bola B(xg,r) de centro xq e raio r
esteja contida em 2. Para seqiiéncia definida por M, (x, o, 7) = M,(*=") temos
que M, € Wy (Q) e | M| = 1.

Prova: De fato, seja © — x¢ € B(xg, ). Dai, temos

(logn) "~ se |x— x| <r/n
-1 r
My (z, m0,7) = wil_; 10g(’x _xol)/(logn)% se r/n < |w—xo| <7
0 se |z —xo| >

Conseqiientemente, para cada n € N, temos que

oM, ) 1 0 se |v—xo| < -

n x?‘xO’T ~ =1 Ti—T; r

B T —wy_(logn) ™ ﬁ se T <|r—xo| <7 (1.19)
0 se |z —xo| >

Notemos que se = < |z — 20| < 7, temos

—1 1

[ N\ LT (logn) ™
g = Li — Ty _ N
o= o (3 (F50) ) =

— \ |z — zo]? |z — 2]
Logo,

M, (20, 7| = (/Q |VMn(:c,a;0,7’)\Ndx> " (1.20)

1/N

d
— (lel(log n)l/r x

N
m<|z—zo|<r ‘l’ - x0|
Fazendo a mudanca de coordenadas y = x — x(, temos que o determinante do
Jacobiano desta mudanca vale 1. Logo,

dx dy
T ydr = o
7 Slz—zo|<r | — o w<ly[<r ||

n n
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Usando coordenadas esféricas, temos que

/ dy / A / dp
— = WN-1 P = WN-1 )
ropyl<r [YIY L<p<r pN Z<p<r P

n

donde
dy -1\] —
A s [log(r) — log(rn)] = wy1 log 7 — (logr — logn)],
L<lyl<r ]
ou seja,
e
TN = WN-1 log n.
z<pl<r Y]
Substituindo esta ultima estimativa em (1.20), obtemos que || M,(.,zo,7)| = 1.

O proximo lema fornecera uma limitagao superior para o nivel do Passo da
Montanha. Este resultado sera de fundamental importancia para obtermos o
resultado de existéncia de uma solucao nao-trivial do problema.

Lema 1.4 Assuma as hipdteses (f1), (f2), (fs) e suponha que existe r > 0 tal
que

N
N—

I N n_
02> Y (1:21)

lim inf wf (z, u)el "0
uniformemente para quase todo v € Q) e B(xg,7) C Q. Entdo ezxiste n € N tal
que
max{T(EM,) : £ > 0} < — (2 yN-1,
- N (7))

onde M, (x) = M, (z,xq,r).

Prova: Suponha, por contradicao, que para todo n € N temos

. 1 aN N—1

max{/(tM,) :t >0} > N(a_o) :
Pelo Lema 1.1, dado A > 0, temos que I(tM,) < —A, para todo t > A e pelo
Lema 1.2, existe § > 0 tal que I(tM,) > 0 para algum t. Agora, consideremos a
fungao ¢ : [0,&,] — R definida por ¢(t) = I(tM,,), para cada n € N fixado, onde
0,&,] é escolhido de maneira que I(tM,) > 0, para todo t € [0,¢,]. Como g é
uma funcao continua definida num conjunto compacto, existe t,, € [0,&,] tal que

t,) = ma t).
g(tn) tgl[o,gi]g()
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Logo, para todo n € N, existe ¢, > 0 tal que

I(t,M,) = max{I(tM,) :t > 0}.

N an \N-1
Mostremos que ¢, — (%)%

Note que nao podemos ter t,, = 0. Caso contrario, terfamos I(t,M,) = 0, con-

tradizendo

1
max{I(tM,) : t > 0} > N(z—:)N—l > 0.

Usando o fato de que || M, || = 1, temos

I(t,M,) = F(z,t,M,)dx

S~

zl- =|5%

> k()N

@Q

Sendo F'(x,u) > 0, segue que

AN yN-1
(7)) ’

~
Vv

N
Desde que 4 (I(tM,)) = 0 para ¢ = t,, concluimos que

th = / to M, f(z,t,M,)dz. (1.22)
Q
Por outro lado, pela hipdtese (1.21), dado € > 0 existe R, > 0 tal que

N
wf(z,u) > (fo — €)e@tMal™1) " phara todo  u > R.. (1.23)
Note que
ty z/ tn M f (2, 1, M,)de,
B(zo,7;)

e usando que t,M, > R. em B(x, -), para n suficientemente grande, obtemos
por (1.23) a seguinte estimativa
_N_
ty > (B — e)/ eloltnMal 1) g0
B(:L‘(),%)

N _
— (B —¢) / (cotT T (o) VT logn) gy
B(zo,%)

Como o integrando nao depende da variavel x, obtemos que

N =1
N > (8 — )eleotnwX ) loan) / dz,
B(zo,T)

N _ =1
= (= el TN e ()Y,
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Usando propriedades da funcao exponencial, segue-se que

—1

N
WN— N—-1, N—1

N N—-1 N _—N (aot w logn

ty > (Bo—e€) N " elaotn " wy_y logn)

N —1
—-N N-1 N-1
(ﬁo 6) wNN_1 7aNe(logn )e(aotn wy_; logn)

N —1
N—-1 N-1 —N
_ (60 . 6) wz}rv—1TN6(aotn wy_q logn+logn )’
e pelas propriedades da fun¢ao logaritmica, obtemos
w o NeT
N N-1 N (aoty twd " tlogn—Nlogn
th(/@O_e) re(On N—1 g g)
N
N —1
aot,,]lvilel\\/:ll
— (60 _ 6) N-1 TNe[( ~ —1)Nlogn]
N
w N (22— 1) N logn)
= (Bo —e)Ftrte’ on :
Afirmamos que (¢,) é limitada. De fato,
N
N WN-1 N [(WL—l)Nlogn]
t) _(Bo—e)—N rive’ en :
o que implica
N
Oéotyjlv_l

—" Nlogn — Nlogn —logt) < K.
an

Se (t,) nao fosse limitada, a menos de subseqiiéncia, terfamos

N

. &Oté\jil N
lim Nlogn — Nlogn —logt, | — oo.

Com efeito, este limite pode ser reescrito da seguite forma

N

oty ! o ay logtY
lim —" Nlogn(l— NL— N%V”>—>oo,
nTee AN Oéotqqu_l OlotijV_l

e isto é uma contradigdo. Logo (f,) é limitada. Conseqiientemente possui uma
subseqiiéncia convergente, a qual também denotaremos por (t,,).

Afirmamos que

— (SN

quando 1 — 0. (1.24)
Qo
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Com efeito, ja temos que

> (EX)NL

o

.~ N-—-1 .
Suponha, por contradigao, que t, — to > (%)T’ ou seja,

Desde que

N-1
WN— agtn
B> (= T e

e tomando o limite quando n — oo, obtemos

Wy gty ' _
N
O que é uma contradicao. Para continuarmos a prova do lema 1.4, consideremos
os seguintes conjuntos A, = {x € B(zo,r) : t,M, > R} e B, = B(xo,7) \ An.

— OQ.

Temos que
t,]:’:/tnMnf(x,tnMn)d:v
Q
> / toa M, f(z,t,M,)dx
B(zo,r)

:/ tnMnf(x,tnMn)dx—l—/ to M, f(x,t,M,)dx

n n

N
> (Bo—e) / elooltn M0 gy / tn My f(x,t, My)dx

n

N
= (Bo—€) / elooltnMnl ™5 g 4 / tn M f (2, tn M, )d
B(zo,r)

n

Veja que M, (x) — 0, quase sempre em B(zg,7), e as fungoes caracteristicas
Xp, () — 1, quase sempre em B(xzg,r), quando n — oco. Como em B, temos
t,M, < R., vale que

N
X, tn My, f (., t,M,) < ReePRIT"1) e L1(Q),
Xp, (x)t, M, (x)f(x,t,M,(x)) — 0 quase sempre em B,



Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ ton M, f(x,t, M,)dz — 0.

n

Analogamente, obtemos

e(aOlRe‘%) c L1<Q)’

—1
) — 1, quase sempre em B,

N
XB e(a0|tnMn‘ N-T)
n

X, ()e(oltnMn(@)

IN

2‘2

e, novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

T WN-1
plaoltnMa (@) ¥T) _ WN1 N
. N

N
Desde que agpta ™" > an, obtemos

N

/ e(ao‘tnMn‘%)dx > / 6<aN|Mn|N_l)d[L'
BT(IO) Br(xo)

N
= TN/ elon IMal F=1) o
Bi(zo)

Denotando esta ultima integral por [I,,, temos

=1 =1 _
. / plan (@ )ogm)] g, 1 / plon @R D) log o ~1) N1 (logm) N-1] g
|z[<5

L<z|<1
n

Agora, vamos reescrever cada integral acima.

= e
T ::/ elon oy =) ogml gy :/ Qllogn™¥ N1 5
| lel<z o<

1
Como ay = Nwy 7, temos

N
I, = / ellogn™) 1. e(Nlogn)/ dp — (Nlogn) UN-1 1
e jaj< L N \n)

donde

Loy = elosnyv—t L vy 1 wvo
’ N n¥N N n¥N N

Para a segunda integral

Nill -1 % 711
Loy = / plon (@) (og ] =1 N=T (logm) ¥=T]
E<]a|<1
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Usaremos coordenadas esféricas. Assim temos

Lo [QN(Wﬁ)(logpfl)%(logn)N;—ll]
[n72 :WN_l ) p e N—1 dp

n

1 N;ll 1 7NN 7]\]_1 logn
_ 1y - —1 (1 -1
:le/ V=1 elan(ei T og p )N T (logm) V=T e22)

—1

YNl fan (@I )(log p~ 1) T (log ) N1 log ]
=wy [ Ve N(wy Ty )(logp g 7l dp.

—1

NWyn_] =
Como aywy 7 = N, obtemos

Y NC1 [N(log 1) T (logm) T 1
In,QZWN—l/1 plN el llog ™) =T (log m) ognly.

fps 1
Fazendo a mudanga de variavel 7 = —1§§ £ obtemos

p = exp(—7logn),
donde

dp = —lognexp(—7logn)dr.

Assim,

0 N
In,Q = WN_1 / [e(*Tlogn)]Nfle[NTNfl logn][_ IOg ne(leogn)]dT
1

1 N
_ wz}]\;l /0 Nlogn[e(—Tlogn)]Ne[NTNfl logn]dT
1 N
_ w1}7\;1 \/0 Nlogn[e(—erogn)]e[NTN—l logn}dT
N

1
— —‘WJVV—I / N log nelVlogn(rN=T=7)] g
0

Das expressoes de I, ; e I, 2, obtemos

1 _N_
I, = w?{f_l + wj]\if_l /0 N log el leen(m 8= =7l g7

1
= 2=t {1 +/ N log ne[Nlog"(TNIzl_T)]dT} )
0

N
té\f > (ﬁo _ E)/ 6(a0|tnMnN—1)d$_|_/ tnMnf(l’,tnMn)dx
B(zo,r) n

_(ﬁo _ E) / 6(a0|tnMn|%)dx’

tomando o limite quando n — oo, resulta que
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aN\N_1 WN-1 N . ! [Nlogn(T%—T)] WN-1 N
(—) > (Bo—e) | 0+ Tr [14+ lim Nlogn e dr] — — r '
0

Qg n—-+oo

O que implica

«Q w 1 N
(Q_Z)N_l > (6o —€) ]]\;17"]\[ nEIEleogn/o eNlogn(rN=1—-7)] 7

Por outro lado, temos que

1 N
lim Nlogn/ eNlogn(r¥=1=mgr — N (veja Apéndice A),
0

n—-—+00
donde
(‘;—N)N—l > (B — e)“’f]V\;%NN = (By — wnrY Ve 0.
0
Sendo € arbitrario, obtemos
1 N
<~ (2\N-1
60 = ’I“N(Oé()) )

quando ¢ — 0. Contradizendo (1.21).

1.3 Propriedades da seqiiéncia de Palais-Smale

De posse dos Lemas 1.1 e 1.2, temos que o funcional de energia satisfaz a geometria
do Passo da Montanha. Entao usamos o Principio Variacional de Ekeland para
obter uma seqiiéncia de Palais-Smale (u,,) em W, (Q) num nivel ¢, isto é,

I(u,) — ¢ e I'(u,) =0 quando n — oo.

Agora, provaremos duas propriedades de convergéncia da seqiiéncia (u,,) que serdo
essenciais para obtermos uma solugao do problema (1.1).

Lema 1.5 Seja (u,,) C Wy (Q) uma seqiiéncia de Palais-Smale, isto ¢,
I(u,) —c¢ e I'(u,) =0 quando n — .

Entao existem uma subseqiiéncia de (u,), a qual também denotaremos por (uy,),
1N :
eue€ Wy (Q) tais que

(i) f(z,un) = fla,u) em L(Q);
(i1) |Vu,|N"2Vu,, — [VulN2Vu fracamente em (LTIXU(Q))N
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Prova: (i) Seja (u,) € W™ (Q) uma seqiiéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto
€,

1
—/|Vun|Ndx—/F(a:,un)dx—>c, (1.25)
N Ja 0

< enllvll, Yo € WM (), (1.26)

/|Vun|N2Vuandx—/f(x,un)vda:
Q Q

onde ¢, — 0 quando n — +o0.

Pela convergéncia em (1.25), existe K > 0 tal que

1
—/ |Vun]Nd:c—/F(x,un)dx§ K. (1.27)
N Q Q

Multiplicando (1.27) por 6 e usando a estimativa (1.26), obtemos

0
<N — 1> /Q |V, |Ndx — /Q(QF(x,un) — flz,up)uy)de < C + €,||uy|-

Afirmamos que (u,) é uma seqiiéncia limitada em W, (Q).

De fato, por (1.15), existem constantes Ry > 0, § > N tais que para todo u > Ry
e para todo x € (2, vale
OF (z,u) — uf(z,u) <0.

Logo,

N

Desta estimativa, segue que (u,) é limitada. Conseqiientemente,

6
(— _ 1) lunll™ < € + enllunll

/ ||Vt |V 2V, | 77 da = /<|vunyN-1)NN—1dx — /(|Vun]Ndx <C,
Q Q Q

ou seja, (|Vu,|V~2Vu,) é limitada em (L<NJX1> (Q))¥. Como (u,,) é limitada, segue
das estimativas (1.27) e (1.26), que

/ F(z,up)de < C e / [z up)upde < C.
Q Q
Além disso, como VVO1 N(Q) é um espaco reflexivo e estd imerso compactamente

em L?((2) para todo ¢ € [1,00), existe uma subseqiiéncia, que também denotare-
mos por (u,) tal que
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u, = u em WiN(Q)
u, —u em L) paratodo ¢ € [1,00),
un(r) — u(r) quase sempre em ).

Agora, como uma conseqiiéncia do préximo resultado de convergéncia (veja [14]),
podemos concluir que f(z,u,) — f(z,u) em L*(Q).

Lema 1.6 Seja (u,) em L*(Q) tal que u, — u em L' (Q) e seja f uma funcao

continua. Entdo f(x,u,) — f(z,u) em LY(Q), desde que f(x,u,) € L'(Q) e
fQ | f (2, upn(x))uy, (z)|de < Cf.

Prova: Pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [7]), é suficiente provarmos que

/Q|f($;un)\d13—>/Q\f(x,u)|dx.

Dai, seguiremos a prova feita no artigo de D.G. de Figueiredo, O. H. Miyagaki e
B. Ruf (veja [14]). Desde que f(z,u(z)) € L'(Q2), dado € > 0 existe § > 0 tal que

/ F(ew)ldz < e,
A

se |[A] <6 e A C Q é mensurdvel. Por outro lado, usando o fato que u € L*(Q),
existe M; > 0 tal que

H{z € Q:ju(z)] > My} <.
Seja M = max{M,, C}/e}. Denotemos por

= e b= [ e [ sl o

I — A<M|f(a:,u)|dx.

Notemos que

<L+ 1+ Is.

[ Ve unide = [ \r(e,wlde

Agora, vamos estimar estas integrais do lado direito da desigualdade acima. Com
efeito,

_71:/ |f(x,un)|dx:/ Mdmgﬁge,
fun |20 fun > M M

| |

e pela escolha tomada acima, resulta que
]3:/ |f(z,u)ldr <e.
|lul<M
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Além disso, afirmamos que

I = / | f(x, up,)|dx — / |f(z,u)|dz — 0, quando n — oo.
|wn|<M

|u|<M

De fato, a seqiiéncia
9u(2) = | £, 10 (2)| Xy < — | (2 0(2))|Kycrs — 0 quase sempre em .

Pois, [gn ()| < [f (2, u(x))| se |un| = M e [gn(2)] < C + [f(z,u(x))] se |un(2)] <
M, onde C = sup{|f(z,t)| : x € Q,|t| < M}.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue estd provada a
afirmacao. Logo, das estimativas obtidas acima, segue o Lema.
|

Agora, mostraremos o item (i7) do Lema 1.5. Desde que (|Vu,|Y2Vu,) é limi-
N
tada, entao |Vu,|Y~2Vu, converge fracamente para uma funcio v em (L®-1 (Q))V.

Sem perda de generalidade, podemos supor

Vu,|¥ = em D'(Q) e
N-2 — N
|Vu,|™ *Vu, = v fracamente em (L@-D(Q))",
onde i é uma medida nao-negativa regular.
Sejam o >0e A, = {x € Q: Vr >0, u(B(x,r)NQ) > o}. Afirmamos que A, é
um conjunto finito. De fato, suponha, por contradicao, que existe uma seqiiéncia

de pontos distintos (z;) em A,. Desde que para todo r > 0 u(B(xg,7)NQ) > o
entao temos

o o
o que implica que k ¢ finito. Portanto A, = {z1,29,..., 2}

Consideremos u € W, N(]RN ) com suporte compacto em RY. Pela desigualdade
de Pohozaev-Trudinger-Moser, existem constantes C7, C5 > 0 que dependem
somente de N, tais que

L
N—

|l
/e(cl(lwuw) ) < Cylsupp(u)). (1.28)
Q

Afirmagao 1: Para todo subconjunto K relativamente compacto de Q\ A,, pela
1
estimativa (1.9) e escolhendo o > 0 tal que So¥-1 < C, temos que

lim f(m U () )up () dz —/ flz,u(x))u(x)dx.

n—oo
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De fato, sejam zq € K e ro > 0 tais que u(B(zo,2r9) N ) < 0. Considere uma
fungio ¢ € C* tal que 0 < p(z) < 1, p = 1 em B(xg,70) N2 e p =0 em
Q \ B(l’o, 27"0). LOgO

lim [ |Vu,|[Npdr = / wdp < p(B(xg, 2r0) N Q) < 0.
Q Q

n—oo

Portanto, para n suficientemente grande e € pequeno, temos

/ | Vu,|Ndz < / (Vu,|[Nodu < (1 —€)o.
B(z0,r0)NQ Q

Outro fato importante é que

/B( TR (1.29)

Com efeito,

/ | (@, up ()] ?da < C/ e (Balun|
B(z0,r0)NQ 0

N N
:C/émwm%wﬁmWﬂmgc.
Q

N
Nfl)dx

N
Escolhendo ¢ > 1 suficientemente préximo de 1 e Gq||Vu, ||y < ﬁqaﬁ <y,
pela estimativa (1.28), obtemos o resultado.

Agora, notemos que
/ ’f(x7un)un - f(x,u)u\dx
B(z0,m0/2)NQ
<[ ) - sl + [ 17wl — i
B(QC()J’()/Q)F‘IQ

B(QC()J’()/Q)F‘IQ

Nosso objetivo é mostrar que o lado direito da desigualdade anterior converge a
zZero.

Afirmacao 2:

lim |f(z,u) — f(x,u)||u|lde — 0.

n—oeo B(xo,’l’o/Z)ﬂﬁ

De fato, dado € > 0, sabemos que existe ¢ € C3°(Q2) tal que

lu = ¢l <€/2,

e pela imersao de Sobolev, temos

lu— s < €/2,¥s > 1.
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Por outro lado,

/ () — f(, w)ulde =

Z/|f(907un)u—f(xaun)sﬁ+f($7un)90—f(x»U)SOJrf(%U)SO—f($7u)u|d9€
/|f:17un Ju — |d:v+/|fasun - a:u)||gp|d$~|—/|f:vu i — ulda.

Pela desigualdade Holder e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, con-
cluimos que

1/q
[ 15wl gide < ( / |f<x,un>|qu) = gll, < Me.
Q Q

Usando o fato que f(z,u,) — f(z,u) em L'(Q), segue que

[ 1) = s wllelds < el | 1) = falde —o.

Finalmente, é imediato ver que

[ 17 wlle —uids 0.
Q

E a afirmagao estd provada.

Continuando, pela desigualdade de Holder e a estimativa (1.29), temos

1/q
/ [z, up)|u, —ulde < C </ |, — u|q/dac> — 0 quando n — oo.
Q Q

Conseqlientemente,

/ |f(z,up)up — f(z,w)ulde — 0 quando n — oo,
B(zo ’r‘o/?)ﬁﬁ

e a afirmagao 1 segue pela compacidade de K. Com efeito, consideremos B(x,r,)
uma cobertura aberta de K tal que u(B(z,r,) N §)) > 0. Sendo K compacto,
temos que K C U, B(x;,r;). Como

/ \f(z,up)up, — f(z,w)ulde — 0 quando n — oo, Vi=1,2,...,n
B(Iz Tz/2) Q

A afirmacao 1 esta provada.

Para concluirmos a prova de (ii), precisaremos mostrar mais uma afirmagao.
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Seja €y > 0 fixado, suficientemente pequeno, tal que B(z;, &) N B(z;, €) = 0 se
i#jeQy={reQ:|lv—z] >e,7=1,2,...,m}.

Afirmacao 3:

/ (| VN2V, — |VulN2Vu)(Vu, — Vu)der — 0 quando n — oo.
0

€0

De fato, sejam 0 < € < €y, ¢ € C®(R", [0, 1]) tais que ¢ =1 em B(0,3) e p =0
em O\ B(0,1). Definamos

Notemos que 0 < ¢ < 1, ¢h = 1 em Q. = Q\ UL B(zj,¢), e = 0 em
UL B(j, 5) e e, é limitada em Wy N (Q) para cada e > 0.

Usando (1.26) com v = 9u,, temos

/\Vun|N_2VunV(weun)dx— / @, up)beupdr < €,|[teunl|,
Q Q
donde

/[IVunIN_QVun[unW#e + Y Vup| — f(2, up)Yeun|dr < e, |[euyl],
Q
dai
/[|Vun|N1,/JE + U |V, [N 72V, Vo — e f (2, un ) un]de < €,][theu,||. (1.30)
Q

De maneira andloga, usando (1.26) com v = —).u, obtemos

/[—qun|N2w€VunVu — [V, N 2uVu, Vb, + O f (7, u,)ulde < e,|[1beul|.
Q
(1.31)

Agora, usando o fato que a fun¢ao g : RN — R, definida por g(v) = |v|V, é

convexa, temos que
0 < (|Vun [N 2Vu, — |Vu|N 2Vu)(Vu, — Vu).

Conseqlientemente,
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0 [ (V0¥ 2Fu0) — (90l 290) (Vi — Vi

Q¢

< /Q (IVun [N 2 Vu,) — |Vu| N ?Vu)(Vu, — Vu)idz,
a qual pode ser escrita como
0< /Q[IVun|N@Z)E—|Vun|N_2@ZJEVunVu—|Vu|N_2w6VuVun+|Vu|N@/JE]d:B (1.32)
Portanto, de (1.30), (1.31) e (1.32), obtemos
0< /Q[—\Vun|N2w6—|—un|Vun|NQVunvwe—wEf(a:,un)un]dx—l—enHwGuHH
—l—/ﬂ[\Vun]NwEVunVu—]Vun\N2uVunV¢€+w€f(x,un)u]dx+6n\\weu\]
+ /Q [V, [N — V| N 0V, Vu — [ Vul N 9 VuVu, + [ VulV i de.

Dali, temos
0< / |Vt |V "2V, Vb (u — uy, )do + / V| Vu|N2Vu(Vu — Vu,)dz  (1.33)
Q 0

[t ) = W)+ ] + el |
Q
Agora, vamos estimar cada integral em (1.33) separadamente. Sabemos que para

§ > 0 arbitrario, vale a desigualdade ab < sa™1 + CsbN, onde C5 = 61N, Dai,
temos

/ |Vun|N_2VunV¢e(u — up)dr < / |]Vun|N_2VunV¢€(u — uy,)|dx

Q Q

< / V|V 2 | Vu, || Ve (u — uy,)|dz = / |V, |V | Voo (u — uy)|dx
Q Q

<5 / V| Ndz + Cs / | V¥ — |V
Q Q

Pela desigualdade de Hélder, para 1/r +1/s = 1, e usando o fato que (u,) é
limitada, temos

/ |Vun|N_2VunV¢€(u—un)dx < (50—1—05(/ |V1/1€|TNda:)1/T(/ |u—un\SNd:E)1/S,
Q Q Q

e desde que u,, — u em L*N(Q) e § é arbitrario, segue que

lim sup/ |Vt |V 2V u, Vi (u — u,)dr < 0. (1.34)
0

n—-+o0o
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1N
Agora, como u, — u em Wy (), temos

/ V| Vu|N2Vu(Vu — Vu,)dr — 0, quando n — oo. (1.35)
Q

De fato, o funcional linear G : Wy (Q2) — R definido por
= / V| VulN VuVodz
Q
é claramente continuo, donde segue a afirmacao. Afirmamos também, que

/ Yef(x,up)(u, —u)de — 0, quando n — oo. (1.36)
Q

Com efeito, desde que

/Q bef (@, un) (un — u)da = / bef (2, un tndz — / bef (,w)udz
/m xuudx—/% (2, up)uds,

e aplicando a Afirmagao 1 para fungao g(z,u) = ¥(x)f(z,u) e considerando o
conjunto K = Q. /2, obtemos

[ wude= [ b w)ude— [ b nuds quando 0 oo
Q ﬁ6/2 ﬁ6/2
Conseqlientemente,

/1/1€f(x,un)undx—>/wef(x,u)udx quando n — oo.
Q Q

Usando também que f(z,u,) — f(z,u) em L', obtemos

/@Dﬁf(:t,un)udxﬁ/wﬁf(:lz,u)ud:v quando n — oo.
Q Q

Portanto, de (1.33), juntamente com as estimativas (1.34), (1.35) e (1.36), con-
cluimos a Afirmacao 2. Finalmente, para concluimos a demonstracao do Lema 4,
sendo €y arbitrario, obtemos que

Vu,(x) — Vu(x) quase sempre em (.

Deste resultado e do fato que a seqiiéncia (| Vu, |V "2Vu,,) é limitada em LY N=D(Q),
a menos de subseqiiéncia, temos que

|V, N2V, — |Vu|V2Vu em LVWV-D(Q).

E o Lema 1.5 esta provado.
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1.4 Resultado de existéncia

J4 provamos no Lema 1.4 que (u,) é uma seqiiéncia limitada em W, M(Q) e que

/F(x,un)d:v <C e /f(:v,un)undx <C.
Q Q

Também, a menos de subsequéncia, temos que

up —up em  Wy™N(Q)
u, —ug em L) paratodo ¢ € [l,00),
Uy () — uy(r) quase sempre em £

Pela hipétese (fs), F(x,u,) < M f(z,u,), para todou > R, x € Q e no Lema 1.5
provamos que
f(z,up) — f(z,up) em L'Y(Q).

Observemos que, de modo analogo ao que foi demonstrado no Lema 1.5, temos
que

F(z,u,) — F(x,uy) em L'Y(Q). (1.37)
Assim de (1.25) e (1.37), obtemos
lim [ |Vu,|Vdr =N <c—l— / F(:U,uo)dx) : (1.38)
n=eeJa Q

Agora, por (1.26) e pelo Lema 1.5, segue que

/|VUO|N_2VUOV30dx - / flz,ug)pde =0 |, Vo e CF(Q).
Q Q

Por densidade, concluimos que
/ |Vuo| N2V Vodr — / flz,u)vde =0 , Yo e WyN(Q).
Q Q

Portanto, ug é solugao fraca do Problema (1.1).

Finalmente, vamos provar que ug ¢ solucao nao-trivial. Para isto, suponhamos,
por contradigao, que uy = 0. Por (1.38), temos que

lim /]Vun|Ndx:Nc.
n—-4o00 Q

Logo, dado € > 0, temos |u,||Y < Nc + ¢, para n suficientemente grande. No
entanto, pelo Lema 1.4 ¢ < +( z_z;)N ~1. Escolhendo ¢ > 1 suficientemente préximo

de 1, podemos tomar qoz0||un|\% < ay. Logo, pela desigualdade de Pohozaev-
Trudinger-Moser e pela estimativa (1.9) com 5 = gag, obtemos
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o
/|f T, U (7))|dr < C/ (gaolun| V=

_ / 0l ST (DY g o
Q

Usando esta estimativa e (1.26) com v = u,, obtemos u, — 0 em W, ™ (Q).

Com efeito,

/|Vun|Ndx < € |un| —l—/f(x,un)undx.
Q Q

Como (uy) é limitada, temos

/ |Vu,|Ndr < €,C1 + (/ |f(x, un(z |qdm) (/ |, |7 dx) ,
1/q
/ (Vu,|Ndr < €,01 4 Cy (/ [t | dx) — 0,
Q 0

. / ’ . ’ . ~ . 7
pois u, — 0 em L7 (2), e como ¢, é arbitrario, segue a afirmacdo. Mas isto é
impossivel, visto que

lim / |Vu,|Ndx = Ne,
n—-—+00

e ¢ > 0. Conseqiientemente, uy # 0.

Afirmacao: uy é nao-negativa.

De fato, escrevendo uy = ug — ug,

notemos que f(z,up)u, = 0 quase sempre em §2. Desde que

/ V| N2 VuyVodr = / f(x,up)vdz, paratoda ve W, (Q),
Q Q
tomando v = u; € W, (Q), obtemos

/ (V[N 2V uoVug do = 0,
Q

que implica |Jug || =0, donde u = u™ > 0.
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Capitulo 2

Um problema nao-homogéneo
com crescimento critico
envolvendo o operador
N-laplaciano

2.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos a existéncia e a multiplicidade de solugoes fracas
para a classe de problemas elipticos do capitulo anterior. Consideremos agora, o
caso nao-homogéneo, mais precisamente, estudaremos a seguinte classe de proble-
mas

{ —Ayu = f(z,u)+h(z) em (2.1)

ue Wy (9),

onde —Ayu = —div(|Vu|¥N"2Vu) é o operador N-laplaciano, @ C RY(N > 2) ¢
um dominio limitado com fronteira suave, a nao-linearidade f(x,u) tem cresci-
mento critico e h(x) € WHV'(Q).

No capitulo anterior, estudamos a geometria do funcional associado ao proble-
ma (2.1) com h = 0. Neste capitulo, veremos que muito daquela estrutura
geométrica permanece valida. Novamente utilizaremos o Teorema do Passo da
Montanha sem a condigao de Palais-Smale em conjunto com algumas propriedades
de convergéncia para obtermos solucoes. Motivado também pelo interesse no
estudo do sinal da solugao, modificaremos um pouco, as hipéteses sobre a nao-
linearidade. Dentre estas hipdteses, destacamos principalmente as condigoes de
simetria.
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Para estudarmos o problema (2.1), consideraremos sobre a nao-lineariade
f(x,u) as seguintes hipé6teses:

(g91) f(x,u) tem crescimento critico com expoente «y, isto é

|f(, u)l

lim ———— =0, uniformemente para z € 2, paratodo a > «ay,

|u|—o0 e(a‘u‘iNfl)

|f (2, )]

lim ———=— =00, uniformemente para x € (), paratodo o < ag;

|u|—o0 elalulN=T)

(92) f(z,u) € C(AxR,R) e f(r,0) =0 para todo = € Q;
(g93) f(x,u) > 0em Q x [0,+00) e f(z,u) <0em Q x (—o0,0];
(g94) Existem R, M > 0 tais que para todo |u| > Re z € )
0< F(z,u) < M|f(x,u).
(g95) Além destas hipdteses, suponhamos que

NF
lim sup M

~— < A1, uniformemente para z € €,
u—0+ |u’

onde \; é o primeiro auto-valor do problema nao-linear

—Ayu = Mu|VN 2, uwe WM Q).

E bem conhecido que A\; pode ser caracterizado variacionalmente como

Alzinf{/|Vu|Nd:E:uEW01’N(Q),/|u|Ndx:1}.
Q

Q

(96) Denotando por r o raio interno de 2, vamos supor que

_N
lim inf wf (z, u)e~2 ™) > g; > —N(—)Nfl, uniformemente para =z € €;
u——+00 r Qp

Em algumas situagoes, no lugar de (gg), vamos considerar a seguinte hipdtese:

N
(g7) liminf,_io0 wf(z,u)e"0M™ 1 > 55 > %(%)N_l, uniformemente para
x € .

Como foi demonstrado no Capitulo 1, seguem, destas hipoteses, os seguintes
fatos:

Para qualquer 3 > «q, existe uma constante C' > 0 tal que
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N
|f(z,u)] < CePMT 1 para todo z € Q.

(gs) Existe uma constante C' > 0 tal que para todo |u] > Re x € Q

F(z,u) > Celr®),
(g9) Existem Ry > 0 e # > N tais que para todo |u| > Ry e x € 2

OF (x,u) < uf(x,u).

(g10) Destas estimativas, deduzimos também no Capitulo 1 para ¢ > N e fixados
A < A1 e 3> ag, que existe uma constante C' > 0 tal que

1 Nt
F(z,u) < N)\|u|N + Clu|?ePI

Vejamos, agora, os principais resultados que trataremos neste capitulo.

Teorema 2.1 Suponha que f(x,u) € uma fun¢ao com crescimento critico satis-
fazendo as hipdteses (g1) - (g5). Entao:

(i) Ewxiste uma constante h* > 0 tal que para cada h(z) com 0 < ||h|l. < h*, o
problema (2.1) possui uma solugdo de energia negativa.

(17) Se f(x,u) satisfaz também a hipdtese (gg) entdo existe uma constante h*™* >
0, possivelmente menor do que h* obtido em (i), tal que para cada h(x) com

0 < [|h]l« < h*™, existe outra solu¢ao para o problema (2.1).

Teorema 2.2 Assumindo as hipdteses do Teorema 2.1 e h(x) > 0 quase sempre
em ), entdo as solugoes em (i) e (ii) sao ndao-negativas.

Observagao 2.1 Se considerarmos h(z) < 0 as solugoes sao nao-positivas.

2.2 Formulacao variacional

Consideremos o funcional energia .J : W™ (Q) — R definido por

J(u) = %/Q|Vu|Nd:L'—/QF(x,u)dx—/Qhudx. (2.2)

Usando a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja Apéndice A), temos
que J estd bem definido e J € CY (W, (Q),R) com derivada de Fréchet dada
por

J/(u)v:/ ]VU|NQVuvydg:—/f(x,u)vdx—/hvd;g VUEW&’N(Q)-
Q O 0
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Por uma solucéo fraca do problema (2.1), entendemos uma funcio u € Wy (Q)
satisfazendo

/ ’Vu’NﬂVqudx - / f(x,u)vdr — / hvdz =0, Vv e Wol’N(Q)'
Q Q @

Assim, os pontos criticos de J sao precisamente as solugoes fracas do problema
(2.1).

Conforme foi dito na introducao, uma das ferramentas que utilizaremos para
encontrar pontos criticos para o funcional J é o Teorema do Passo da Montanha
sem a condicao de Palais-Smale. Desta forma, mostraremos nos préximos lemas,
que este funcional satisfaz a “geometria” do passo da montanha.

Lema 2.1 Sob as hipdteses (g1) - (g5). FEziste uma constante h* > 0 tal que,
para cada h(x) com ||h||. < h*, existe p, > 0 tal que o funcional J satisfaz

J(u) >0, para todo uwe WyN(Q) com |ul = pp.

Prova: Fixados A < A1 e § > «p, temos por (g19) que

_N_
N—

1 A
> Npr — 2 N . _ Blul N=1 14 —
J(u) > N/Q|Vu| dx N/Q|u| dx C’l/ﬂe |u|?dx — || A||. |||

_N
> L(1—3) / [VulVdx — Cy / M ulda — [ lull.

Pela desigualdade de Holder, para 1/r + 1/s = 1, temos que

s W ey \ Y 1/s
/eﬁu T ultdr < </ GBIl YT () ]dx> (/ \u|q8dx) .
Q Q Q

Escolhendo qualquer r» > 1 tal que

N
rBlul| 71 < a, (2.3)

podemos usar a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser para obtermos

N 1/s
/ eBlul N1 |u‘qu <C (/ ‘u|qsdl,) .
Q Q

Destas estimativas, segue que

1 A
J(w) 2 (1= A—l)IIUIIN = Cllullgs = [1All]lwll-
Pela imersio de Sobolev Wy (Q) — LY(Q), t € [1,00), existe Cy > 0 tal que
Cs||ul| > ||u||qs- Conseqiientemente,
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1 A _ _
J(w) > lul {Nu = )l = Gl ||h||*}.

Tomando ||u]| = p, temos que

1 A

1) 2 p{ 1= 2 = o =l | (2.4)

Desde que ¢ > N, se escolhermos ||h||. suficientemente pequeno, existe algum py,
tal que J(u) > 0 em B(0, py).

Lema 2.2 Sob as hipdteses (g1) - (g5), existe n > 0 suficientemente pequeno tal
que

inf J(u) < 0.
llull<n

Além disso, existem n >0 e u € Wy (Q) com ||u| = 1 tais que J(tu) < 0 para
todo 0 <t <.

Prova: Escolhendo 7 € W™ (RV) tal que ||| = 1 e / hudz > 0, para t > 0
Q

temos que

%(J(ta)): /Q |V (ta)|N 2V (tu) Vuds — /Q f(z, tu)udr — /Q hidz

:tN—l/ \va\Ndx—/f(x,ta)adx—/hadx
Q Q Q

= N1 — / [z, tu)udxr — / hudz.

Q Q

Como f(z,.) é uma funcio continuae f(z,0) = 0, existe n > 0 tal que L (J(tw)) <

0 para todo t < 1. Desde que J(0) = 0, segue que J(tu) < 0 para todo 0 < ¢ < 7.
|

Lema 2.3 Sob as hipdteses (g1) - (gs), existe u, € Wy (Q) com |Jup|| > pn tal
que
J(up) < inf  J(u).

llull=pn

Prova: Da mesma forma como no Capitulo 1, pela hipdtese (gs) para p > N,
temos que existem constantes C', D; > 0 tais que

F(x,u) > Ciu? — Dy, paratodo wu > 0.

Escolhendo u € W, ™ (Q) \ {0}, obtemos
tN N
J(u) < — [ |Vulde — Cit? | |ulPdx 4+ D1|Q + t||h||«||u]|
N Jo Q
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Fazendo t — oo, obtemos que J(tu) — —oo.

]
Para obtermos propriedades importantes do funcional J, consideraremos, nova-
mente a seqiiéncia (M,,) definida no Capitulo 1. Para tanto, vamos reproduzir o
Lema 1.4 do Capitulo 1.

Lema 2.4 Suponha que f(x,u) satisfaz a hipdtese (gg). Entao existe n € N tal
que

a tN/IVM |V /F( tM,)dz ¢ < 1(O‘N)N—l
max § — nl — x, n)ax —(— .
N Jq 0 N

t>0 [67))

Considerando a hipdtese (g7) sobre a nao-linearidade f(z,u), segue do Lema 2.4,
o seguinte corolario:

Corolario 2.1 Suponha que f(x,u) satisfaz (g7). Entdo existe n € N tal que

tN/ VM, | /F( tM,)da b < ! (2N yN-1
max 4 — = x, —tM,)dx —(— .
120 N Q Q N o

Analogamente ao que fizemos no Capitulo 1, mostraremos, no proximo lema, que
o funcional J é limitado superiormente.

Lema 2.5 (i) Se f(z,u) satisfaz a hipdtese (gg) e h(x) > 0 quase sempre em 2,
entdo existe & € Wy™ () tal que

~ ~ 1
J*(tw), J(tu) < —(a—N)N_l, para todo t > 0.
N (%))
(i1) Se f(x,u) satisfaz a hipdtese (g7) e h(z) tem qualquer sinal, entdo

1
J(tu) < N(Z—Z)N_l, para todo t > 0.

Prova: (i) Seja n € N dado pelo Lema 2.4. Desde que /thda; > 0e
Q
F(x,tM,) = F*(z,tM,), vale que

tN
THIM,) = J(EMy) = MY /

F(z,tM,)dx — t/ hM,,dx
Q

Q

N

SF

HMnHN—/F(x,tMn)dx
Q

(#7) Supondo que / hM,,dx < 0 para m > n e considerando a seqiiéncia
Q

tN
Sp = —/ yVMm\Ndx—/F(x,—tMm)dx.
N Q Q
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Temos, pelo Corolario 2.1 e para m € N suficientemente grande, que

tN
max J(—tM,,) = max{—HMmHN — / F(a:,—tMm)dx—i-t/ hMmdx}
t>0 N Q Q

>0

tN
gmax{—HMmHN—/F(x, —tMm)dzz:}
N Q

>0

1 N—
< H(E)v

N
|
Observagao 2.2 Pela continuidade de J(u), seque pelos Lemas 2.1 e 2.2, que
—00 < ¢ = inf{J(u) :u € WM (Q), ||ull < pn} < 0. (2.5)

Mostraremos no préximo lema que este infimo ¢q pode ser atingindo. Além disso,
o valor de J(u), ao longo de um caminho do passo da montanha, pode ser con-
trolado se restringirmos o tamanho da norma ||A/|..

Lema 2.6 (i) Suponha que f(x,u) satisfaz a hipdtese (gs) e h(x) >0, ou
(i7) Suponha que h(z) tem qualquer sinal e f(x,u) satisfaz a
hipdtese (g7).

Entdo existe h** > 0 tal que para todo 0 < h(x) € WM (Q) com 0 < || ||, < h*,
existe U € Wy (Q) com a sequinte propriedade:

Se as hipdteses de (i), sao vdlidas, entao

~ ~ 1
J(tw), J(tu) < co + —(a—N)N_l, para todo t >0,
N (7))

Se as hipdteses de (ii), sao validas, entao

~ 1
J(tu) < co+ N(Z—Jz)N_l, para todo t > 0.

Prova: Temos, pelo lema 2.1, que a origem é um minimo local do funcional J
quando h = 0. Seja p > 0 escolhido de modo que

1
_HUHN - / F(z,u)dz >0, com HuHN = p.
N Q

Desta maneira, notemos que J(u) permanece positivo sempre que |[ul|N = p e
Al < %. De fato,

J(u):%HUHN—/QF(x,u)d:B—/Qhud:IJ

> Liju]l¥ / F(a,u)dz — [|A]l.[u] > 0.
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Entao ¢é possivel estimar inferiormente J(u) para um determinado nimero cg
diminuindo a norma ||A||. e, pelo Lema 2.1, temos que p, — 0 quando | A, — O.
Conseqiientemente, o infimo de J(u) em B(0, pp,) esta crescendo e ¢g — 0 quando
||h|l« — 0. Dali, para concluirmos a parte (i), basta utilizar o Lema 2.5 (i) e para
parte (i) o Lema 2.5 (i), donde obtemos

1
THIW), J (1) < [—(SX)N1 —¢] para algum € > 0.
N (7))

Tomando h** suficientemente pequeno, resulta que ¢y > —e e dai segue o resul-
tado. ]

2.3 Propriedades da sequiéncia de Palais-Smale

Pelos Lemas 2.1, 2.2 e 2.3, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem
a condigao de Palais-Smale para um determinado nivel positivo ¢ < %(O‘Q—JJ)N -1
Para obtermos uma solugao fraca do problema (2.1), mostraremos algumas pro-
priedades desta seqiiéncia no seguinte lema:

Lema 2.7 Seja (u,) uma seqiiéncia de Palais-Smale para J para um determinado

nivel c. Entdo existe uma subseqiiéncia, a qual denotaremos novamente por (uy,),
1L,N :

eue Wy (Q) tais que

f(x,u,) — f(z,u) em LYQ) (2.6)
F(z,u,) — F(x,u) em L'Y) (2.7)
|V, |V 2V, — |VulN"2Vu  fracamente em (Lﬁ(ﬁ))N (2.8)

Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia de Palais-Smale para um nivel ¢, isto é,

1
—/ ]Vun|Ndx—/F(x,un)dx—/hundx—>c (2.9)
N Jao Q Q

/|Vun\N_2VunVUdaz - / f(z, uy)vde — / hvdz — 0,Yv € WM (Q). (2.10)
Q Q Q

Afirmacao 1: (u,) é limitada em Wy (Q). Com efeito, de (2.9) e (2.10),
obtemos que

'(%—1)/Q|Vun\Nd:c—/Q[9F(:c,un)—f(sc,un)un]dx—(9—1)/Qhundx <
C + €|
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Portanto,

{5 = D= = @ = 0 f = [ 902 0) = ] <

C + €n|un]|-
(2.11)

Usando a desigualdade (2.11) e a hipétese (go), de maneira andloga aos célculos
feitos no Capitulo 1, obtemos que (uy,) é limitada em W, ().

Logo,
u, —u em Wy (Q),

u, —u em L1Q) , paratodo ¢ € [l,00),
un(r) — u(r) quase sempre em ).
Sendo ||u,|| < K para todo n, temos que

KA. < / hundz < K1l
0

e, conseqiientemente, por (2.9) e (2.10), obtemos
/ F(z,up)de < C e / fz,up)upde < C. (2.12)
) Q
Afirmagao 2: f(x,u,) € L'(Q), para todo n € N.

De fato, sendo (u,) limitada em W, (Q), segue pela desigualdade de Pohozaev-
Trudinger-Moser, que

N
|f(x,u,)] < CePI™" e LY(Q)  para cada  u, € W, (Q).

Conseqiientemente, pelo Lema 1.6 temos

flx,u,) — f(z,u) em LYQ).
Afirmagao 3: F(x,u,) — F(z,u) em LYQ).

Com efeito, pela hipétese (g4), existe 7 > 0 tal que

F(x,up) <+ Mf(z,up),

donde, obtemos

/F(x,un)undxg/rundx+/f(x,un)undx.
Q 0 0
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O primeiro termo é limitado quando u,, — w em L'(2) e o segundo termo ¢é
limitado pela desigualdade (2.12). Logo, F'(z,u,) satisfaz as hipdteses do Lema
1.6. Portanto F(z,u,) — F(z,u) em L'(Q).

Agora mostraremos a convergéncia (2.8). Sem perda de generalidade, podemos
supor que

Vup|" =" p em D'(Q) e
|Vun]N_2VUn4V fracamente em (L(’%”(Q))Na

onde i é uma medida nao-negativa regular.

Consideremos 0 > 0 e A, = {z € Q@ : ¥r >0 , u(B(z,r)NQ) > o}

Ja sabemos que A, é um conjunto finito. Analogamente ao capitulo 1, temos
1

também que escolhendo o > 0 tal que fo~¥-1 < (', entao

lim f(x,un(x))un(x)dx:/Kf(x,u(x))u(x)dx,

n—oo K

para todo subconjunto K relativamente compacto de Q \ A,.

Seja €y > 0 fixado, suficientemente pequeno, tal que B(z;, &) N B(z;, €) = 0 se
i#jeQy={reQ: |-z >e,j=1,2,...,m}.

Afirmacgao 4: 1imn_>oo/ (|IVu, [N 2V, — |VuN2Vu)(Vu, — Vu)dz = 0.
Qe

De fato, sejam 0 < € < €9, p € C®(R",[0,1]) tais que ¢ =1 em B(0,3) e ¢ =0

em Q\ B(0,1) e definamos 1(z) = 1 — >ty o(7). Notemos que 0 < ¢ <1,

Ye=1em Q = Q\ U™ B(zj,€), ¥ =0 em U, B(x;, §) e Yeu, ¢é limitada em

Wy (Q), para cada e > 0.

Usando (2.10) com v = .u,, temos

/ |Vun|N1pE + un|Vun|N_2VunV1/1e — Ve f(2, up)updr — / huphedr < e,]| |-
Q Q

De maneira analoga, usando (2.10) com v = —t).u, temos
/ —|Vun]N¢€VunVu—\Vun|N_2uVunV@bﬁ+w€f(a:,un)ud:v+/ hudx < €,||teull.
Q Q

Combinando estas duas ultimas estimativas, obtemos
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/(|Vun|N_2Vun) — | VuN 2 V) (Vu, — Vu)rpdr <

Q

/ V| N 2V, Vibe (u — uy )da + / V| VuN AV u(Vu — Vuy, )dz+
Q Q

[ e o) = e+ [ b = o+ el + el
Q Q

Usando o fato que a fungdo g : RY — R, definida por g(v) = |v|V, é convexa,
obtemos que

0 < (|[Vun [N 2Vu, — |[Vu|¥2Vu)(Vu, — Vu).

Conseqlientemente,

0< / (|Vun [N 2Vu,) — |[Vu|V 2Vu)(Vu, — Vu)dz <

Q 0
/ (IVun |V 72 Vu,) — [VulN 2 Vu) (Vu, — Vu)ibdz.
Q

Entao, basta mostrarmos a seguinte convergencia

0< / (|Vu, [N 2Vu,) — |VulV 2Vu)(Vu, — Vu)dr — 0, quando n — oo.

Qe

Desde que u, — u em W, ’N(Q), pelos céalculos feitos no Lema 1.5 do Capitulo 1,
falta apenas mostrarmos que

/ hpe(u, —u)dr — 0, quando n — oo.
Q

Com efeito,

[ s = wyde < [l = wlly =0, quando n — o
Q
Desde que ¢ é arbitrario, obtemos que

Vu,(z) — Vu(z), quase sempre em (.

Desta convergéncia e usando que a seqiiéncia (|Vu,|Y~2Vu,) é limitada LY/ (V=1 (),
a menos de subseqiiéncia, temos que

V|2V, — |Vu/N2Vu em LYVO-D(Q).

O que completa a prova do lema.
|

Corolario 2.2 Segue do Lema 2.7, que qualquer sequiéncia de Palais-Smale para
J € limitada e converge fracamente para uma solugdo fraca do problema (2.1).
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Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia de Palais-Smale para um nivel ¢ < %(Z—JS’)N -1
Usando o Lema anterior e pelos feitos no Capitulo 1, obtemos, da equacao (2.10),
que

/|VU0|NVUOVQDd£L‘— / f(z,up)edr — / hodx =0, paratodo ¢ € D(Q),
Q Q Q

ou seja, ug é solugao fraca do problema (2.1). Desde que h # 0, segue que ug # 0.
[ ]

Observagao 2.3 No capitulo 1, foi tratado o caso h =0 e mostramos que existe
a convergéncia para uma solucao nao-trivial para um nivel de energia limitado

por (M

Agora, demonstraremos um lema que nos permitird obter solucao para outros
niveis de energia.

Lema 2.8 Seja (u,) uma seqiéncia de Palais-Smale para o funcional J, satis-
fazendo
o _
lim inf ||u,|| < (=2)°~ .

Entao existe uma subseqiiéncia de (u,) que converge fortemente para uma solu¢ao
Ug-

Prova: Seja (u,,) uma seqiiéncia que satisfaz a hipétese do lema. Podemos extrair
uma subseqiiéncia, que denotaremos novamente por (u,), tal que

lim ||u,|| = liminf ||u,||.

Temos, pelo corolério 2.2, que (u, ) converge fracamente para uy que é uma soluc¢ao
do problema (2.1). Considerando a sequéncia u,, = uy + w,, temos que w, — 0
em Wy (Q) e w, — 0 em LYQ), t € [1,00).
Pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [20]), a menos de subseqiiéncia, temos

[nll™ = fluoll™ + [Jwa][™ + o(1).
Desde que ug € W&’N(Q), temos pelo Lema 2.7, que

/ [z, up)upde — / f(z, up)updz.
Q Q

Desta convergéncia, obtemos
J (wn )y = J' (ug)ug + [Jw, || — / f(x, up)wpdx + o(1).
Q
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¥, podemos escolher ¢ > 1 tal que

Desde que lim, o0 [[un || < (2X)
' N
lim qoyg||u,|| 7T < an.
n—oo

Pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, temos

N _N
/ | f(x, un)|%dz < C / ool N TR N g < M
Q Q

Logo, pela desigualdade de Holder, obtemos

/Q F(@, w)wnde < (£ wn) lgllwally — 0.

Conseqiientemente, [wy,| — 0, donde segue o resultado.

Agora, demonstraremos que J é semi-continuo localmente.

Lema 2.9 Para qualquer € > 0 fizado, considere B a bola em WOI’N(Q) centrada
. ‘ N-1 . , ‘ . : :

na origem com Taio (Z—JS’) v —e. O funcional J é semi-continuo inferiormente

em B.

Prova: Ja sabemos, que em B, o funcional J é limitado inferiormente. Seja
(u,) C B. Logo, temos que u,, — ug € B e

J(un) — J(up) = %HunHN — %HUOHN — / F(x,u,)dz + / F(z,up)dx + o(1).
Q Q
(2.13)
J& sabemos que F(z,u,) — F(x,uq) em L'(€). Assim, pela semi-continuidade
da norma, obtemos que

J(up) < liminf J(u,).

n—oo

2.4 Solucoes generalizadas

Nesta se¢ao, mostraremos que uma solugao fraca do problema (2.1) pode ser
obtida via minimizacao local proximo da origem. Para tanto, vamos utilizar o
Principio Variacional de Ekeland (veja [10], [13]) e o nivel ¢y definido na equacao
(2.5).

Lema 2.10 Para cada h(x) € W=N(Q) com 0 < ||h||. < h*, existe uma solugdo
ug do tipo minimo, para o problema (2.1) no nivel co. Além disso, quando ||h||. —
0, temos ||up|| — 0.
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Prova: Seja py, o raio da bola dado pelo Lema 2.1. Utilizando a estimativa (2.3),
dada na prova do Lema 2.1 e escolhendo h* > 0 suficientemente pequeno de
maneira que py < (i—’;)¥, temos que B(0, p,) € W™V () é um espaco métrico
completo com a métrica

d(u1, uz) = [Jur — ual|.

Sendo o funcional J semi-continuo inferiormente e limitado inferiormente neste
conjunto, temos, pelo Principio Variacional de Ekeland, que existe uma seqiiéncia
de Palais-Smale para o nivel ¢y que minimiza J em B(0, p;). Além disso, podemos
assumir que cada elemento desta seqiiéncia minimiza (veja [10], [13])
inf{I(u) + dy||un — ul| : w € B(0, pn)}, (2.14)
para algum 0 < 0, — 0 quando n — oco. Pelo Lema 2.2, temos que J(u*) < 0
para algum u* € B(0, pp), quando J(u,) — ¢y < 0. Pela condigao (2.14), temos
que J'(u,) — 0 em W=1N(Q), o que prova a condigdo de Palais-Smale. Logo,
pelo Lema 2.8, temos que esta seqiiéncia converge fortemente para um minimo,
o qual também ¢é solucao do problema.
]

Lema 2.11 (i) Vamos assumir que h(x) > 0 quase sempre em ) e f(x,u) sat-
isfaca a hipdtese (gg), ou

(17) h(x) tem qualquer sinal e f(x,u) satisfa¢a a hipdtese (gz).

Entao existe um nimero h** > 0 de modo que, pelo Teorema do passo da mon-
tanha sem a condicao de Palais-Smale, obtemos a existéncia de uma solu¢ao uyy
para o problema (2.1) quando ||h|. < h**.

Prova: Pelos Lemas 2.3 e 2.5, existe alguma @ € W, (Q) tal que J(td) <
%(%)N ~!paratodot > 0e J(tu) < 0 para t grande. Conseqiientemente, usando
o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale, existe uma
seqiiéncia de Palais-Smale. Observe que para h** apropriadamente pequeno, a en-
ergia desta seqiiéncia se encontra abaixo do nivel ¢y + %(%)N ~1. Pelo corolério
2.2, esta seqiiéncia de Palais-Smale converge fracamente para uma solucao fraca

do problema (2.1). n

Agora, enuciaremos o seguinte teorema

Teorema 2.3 Seja {u, : |u.|| = 1} wma seqiéncia em Wy™ (Q) convergindo

—1
fracamente para uma fun¢ao nao-nula ug. Entdo, para cada p < (1 — ||lug||)¥T
temos

N
sup/ ewonlunl "1 g < o0 (2.15)
Q

n

Para prova deste teorema veja [22]. Este teorema melhora a desigualdade de
Pohozaev-Trudinger-Moser. Com efeito, seja (u,) € W™ (Q) tal que [ju,| =1 e
Up — U, Z 0.
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Se u, - ugy fortemente, entao pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [20]), a menos de
subseqiiéncia, temos

[l ™ = ol + lvall™ + o(1),
onde v, — 0, mas lim, . ||v,] > 0.

Conseqiientemente, |upl| < 1 e (1 — HuOH)N;—ll > 1. Notemos que, se u, — 0
—1
os dois resultados sao equivalentes e se u, — wuy entdao (1 — ||upl|)™7T = oo e

N
lim,, fQ ePenlunl 1) 4 < 00 para qualquer p > 0.

Lema 2.12 Para h** escolhido suficientemente pequeno, as solucoes obtidas, pe-
los Lemas 2.10 e 2.11, sao distintas.

Prova: Sejam (u,) uma seqiiéncia minimizante e (v,) uma seqiiéncia do passo
da montanha tais que

Up — Uy € Vp — Uy
J(up) = co<0 e J(v,) = ey >0
J (up)u, =0 e J'(v,)v, — 0.

Afirmacao 1: ug # uyy.
De fato, suponha por contradicao que ug = uy;. Entao pelo Lema 2.7, temos que

1
Tun) = ¥ - /Q F(a, ug)dz — /Q huodz + o(1) — ¢,

e
1
J(vy) = —|lvallY — / F(z,up)dx — / huogdx + o(1) — cr.
N Q Q
Destas equagoes, obtemos que
lun||Y = [loall¥ — N(co—cp) <0 quando n — oo. (2.16)

Desde que u,, e v, sao ambas seqiiéncias de Palais-Smale, temos que

J’(un)un:/\Vun]Ndx—/f(x,un)undx—/hundxeo
Q Q Q

J’(vn)vn:/|an|Nd$—/f(x,vn)vnd:v—/hvndzﬁ().
Q 0 0
Logo,

(lunll™ = lloall™) = /Q[f(% Un )t = J (&, tn)vn + [ (2, un)on = [ (2, 00)0n]dz
- /Q[h(un —up) — h(v, —up)lde — 0 quando n — oo. (2.17)
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Afirmacgao 2: / f(z,up)(up — vy)dxr — 0 quando n — oo.

Q
De fato, desde que ||h||. € (0,h*) e a seqiiéncia que minimiza (u,) satisfaz a
condicao

QN N-1
< (—)'N
leall < ()

)

temos escolhendo ¢ > 1, suficientemente préximo de 1, que

N
[ Ui < ¢ [ ot T < o
@ Q

Desde que u,, — ug e v, — ug, segue que (u, —v,) — 0 em Wol’N(Q). Logo

/Q £ 1) (1 — 0)l < [ F (1)t — ]l — 0.

Afirmacgao 3: /(f(x,un) — f(x,v,))vpdz — 0 quando n — oo.
Q

Seja v, = ug + w,, com w, — 0. Além disso, desde que v, é uma seqiiéncia
do passo da montanha e v, - ug, temos que lim,, .. ||w,|| > 0. Logo, podemos
escrever a expressao acima da seguinte forma

/Q(f(a:,un) — f(z,v,))upde + /(f(x,un) — f(z,v,))wpdx — 0.

Q

J& sabemos, pelo Lema 2.7, que f(z,u,) e f(z,v,) ambas convergem em L'(Q)
para f(z,up). Entdo falta apenas provarmos que o segundo termo converge a
zero. Com efeito, temos que

/Q(f(x,un) — f(z,v,))w,de = /Qf(x,un)wndx—/Qf(x,vn)wndx.

Como [Jun | < (%) ~, segue das desigualdades de Holder e Pohozaev-Trudinger-
Moser, respectivamente, que

/Q £ ) ad < || £z, 00) gllnll

(geoll HNNll the INN1 Y

qoo||u - -

= C/e ' fend ||wn||q’
Q

< Cllwn]ly = 0 quando n — oo.

Logo, resta analisarmos a parcela / f(z,v,)wypde.
Q
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Afirmacgao 4: / f(z,v)wde — 0 quando n — oo.
Q

De fato, pelo Lema 2.6, se escolhermos o valor de h** suficientemente pequeno,
temos para n grande que

1 1
ex = o = J(vn) = J(un) + 0(1) = ol = Fllunl™ +o(1)

= yloall™ = Flluol¥ + o(1)

< (8Nt

z|=

Tomando ¢ > 1 de modo que para n grande, temos

a _
lonll™ = fluo || < ()"

Y
segue que

N-1 %)Nfl 1
ay [on [N = fluoll™

o que implica

qaol|va]| T < an(1 (2.18)

~ =

Definamos U, := HZZH' Logo |Uy]| =1 e U, — Uy =
|Uo]| < 1.

. Assim, obtemos que

lim ||

Pelas desigualdades de Holder e Pohozaev-Trudinger-Moser, obtemos

/Q F vy wndz < || F (2, v)llalwalle

<C (/ plaaoon
Q

Por outro lado, podemos rescrever

/ placooal
Q

dai, pela estimativa (2.18), temos que o expoente p esta no intervalo necessério
para aplicarmos o Teorema 2.3. Assim, temos que ||f(x,v,)/, é limitada. Como
|wnlly — 0, segue que [,,[f (@, un)u, — f(x,v,)vy]dz — 0. Portanto da expressao
(2.17), obtemos que ||u,||N — ||v,||¥ — 0. Mas isto contradiz (2.16), e portanto
Uug Z upr, Ou seja, as solugoes sao distintas. ]

Wy \ Y
| o ! )dg;) [ w|q-

T |NET) e

- N—

1o dx—/e(paNUn Dz,
Q

Para concluirmos esta secao, basta observamos que a prova do Teorema 2.1 segue
como conseqiiéncia dos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12.
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2.5 Sinais das solucoes

No Capitulo 1, as solugdes obtidas para o problema (2.1) (o caso h = 0) s@o
nao-negativas. Agora, vamos provar a existéncia também de uma solugao nao-
positiva.

Teorema 2.4 Suponha que h = 0 e a hipdtese (g7). Entao existe pelo menos
uma solu¢do nao-negativa e uma nao-positiva do problema (2.1).

Prova: Vamos trabalhar com a parte positiva de F'(z,u) e simetrizar. Definamos

_ { F(z,u), se u>0 (2.19)

Fla,u) = F(z,—u), se u<0

Definamos f de forma andloga e consideremos o funcional

T(u) = %HUHN - /F(x,u)dx.

O funcional J satisfaz a geometria requerida e as propriedades de convergéncia
dos Lemas 2.1, 2.3, 2.4 e Observagao 2.3. Assim pelo Teorema do Passo da Mon-
tanha sem a condicao de Palais-Smale, obtemos uma solucao nao-trivial . Desde
que J (%) = J([u|), podemos assumir que u = |u| > 0. Desde que J e J coincidem
quando @ > 0, temos que T é uma solugao do problema (2.1).

Para encontrarmos uma solugao negativa, definamos

| F(z,—u) se u>0
E(m,u)—{ F(z,u) se u<0

Com f e J definidos analogamente, as propriedades pertinentes de geometria e de
convergéncia conduzem a solugao nao-trivial u. Novamente, podemos considerar
u >0 em 2. Agora, para qualquer v € C§°(Q2),

(2.20)

J'(uv = / VulN?*VuVods - / f(z, w)vdx
Q o
Desde que u > 0, f(z,u) = —f(x, —u), temos que

[ 9P () Vods = [ g, —wyede ~0.

e assim —u é uma solucao nao-positiva. Desde que as solugoes tem sinais opostos
e sao nao-triviais, entao sao distintas.
]

Lema 2.13 Suponha que h(z) > 0 e a hipdtese (gs), com h(z) ndo-nula, entao
as duas solucoes obtidas sao positivas.
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Prova: Pelos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12 os quais sao validos J*, temos que o
funcional J* tem dois pontos criticos.
Seja u um ponto critico de J*. Decomponha u em ©v = u* — u~. Entao, temos

(J5) (w)u~ :/Q|VU|N_2VuVu_dx—/QfJ“(x,u)u_d:p—/Qhu_d:v.

Além disso, f(x,u)u” = 0 quase sempre em €2, logo
—[Ju || Y —/hu_da: = 0.
Q
No entanto, h(xz)u~(z) > 0 quase sempre, o que implica ||u~|| = 0. Conseqiiente-
mente u(x) > 0 em €. [

Lema 2.14 Suponha que h(z) < 0 e a hipdtese (g7), com h(z) ndo-nula, entao
existe pelo menos duas solugoes negativas do problema (2.1).

Prova: Assumindo a definigdo de F dada em (2.20), definamos

1
i(u):NHuHN—/QE(x,u)dx—l—/Qhudx.

Desde que —h(x) > 0, temos que as hipdteses do Lema 2.13 sao satisfeitas. Logo,
temos duas solugoes nao-negativas para J'(u) = 0. Considerando uma solugao u,
pela construcao de F', temos que f(z,u) = —f(z, —u), assim

—i’(g)v:—/ |VQ|N2Vngdm+/i(x,g)vdx—/hvdx
0 Q 0
:/\—V@\N_Q(—Vg)Vvdm—/f(x, —g)vdm—/hvdw
0 0 0
=J (—u)v =0.

Isto demonstra o lema.
| ]

Observagao 2.4 Para a existéncia de solugoes positivas com h(x) > 0 no Teo-
rema 2.4, podemos substituir, no Lema 2.13, a hipdtese (gg) no lugar da hipdtese
(g7). Além disso, podemos enfraquecer as hipdteses (g4) € (gs) da sequinte maneira:
Existem R >0 e M > 0 tais que para todo u > R e x € €,

0< F(x,u) < Mf(z,u) e

Y NF(z,u)
msup —————
ol July

<\

respectivamente.
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Capitulo 3

Um problema com crescimento
critico envolvendo o operador
N-laplaciano em RV

3.1 Introducao

Da mesma forma como no Capitulo 1 utilizaremos o Teorema do Passo da
Montanha sem a condicao de Palais-Smale, para discutir a existéncia de solugoes
fracas nao-negativas para a seguinte classe de problemas:

—Anu+ a(@)|ulN"2u = f(zr,u) em RN, (3.1)
u € WHY(RN), u >0, '
onde —Ayu = —div(|Vu|Y2Vu) é operador N-laplaciano, a(z) é uma fungao

continua e coerciva, isto é, a(x) — oo quando |r| — oo e a nao-linearidade
[ RY xR — R ¢ continua com crescimento critico e f(x,0) = 0 para todo
r € RY. Conseqiientemente, u = 0 é solucio do problema (3.1).

Neste capitulo, vamos trabalhar num dominio ilimitado, diferentemente do
Capitulo 1 onde trabalhamos num dominio limitado.

Para estudarmos a existéncia de solugoes para o problema (3.1), vamos con-
siderar as seguintes hipdteses sobre a fungao a(x):

(a1) Existe uma constante ag > 0 tal que a(z) > ag para todo x € RY:
(az) a(x) — oo quando |z| — co.

Por outro lado, motivados pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e

pelo Lema 3.1, assumiremos as seguintes hipoteses de crescimento sobre a nao-
linearidade f(z,u):
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(h1) A fungao f: RY x R — R ¢ continua e para todo (z,u) € RY x R tem-se

| f(z,w)] < by |ul N7+ by[el@o™) — Sy (g, w)),

onde «y, by, by sao constantes positivas e

Além disso, suponhamos que f(x,u) satisfaz as seguintes hipdteses

(hy) Existe uma constante > N tal que, para todo z € RN e u > 0,

0 < uF(z,u)= ,u/ouf(ac,t)dt < uf(z,u).

(hs) Existem constantes Ry, My > 0 tais que, para todo x € RY e u > Ry,

0< F(z,u) < Myf(z,u).

N
(hy) My, oo uf (2, u)el=2 1) > 35 > 0 uniformemente em subconjuntos com-
pactos de RY.

Novamente motivados, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser temos o
seguinte lema

Lema 3.1 Se N > 2, a >0 euec WHY(RY), entdo

/ e ™) _ g o (e, w)]dz < oo. (3:2)
RN

1
Além disso, se ||[Vull¥ <1, |lully £ M < 00 e a < ay = Nwy_}, entdo existe
uma contante C'= C(N, M, «), que depende somente de N, M e «, tal que

/ @) _ S y(a, w)]de < C(N, M, a). (3.3)
RN

Prova: Podemos assumir u > 0, desde que podemos substituir u por |u| sem
modificar a integral do gradiente. Aqui, vamos usar o método de simetrizacao
de Schwarz. Resumiremos algumas de suas propriedades bésicas (veja [20], [25]).
Seja 1 < p < +oo e u € LP(RY) tal que u > 0. Existe uma tinica fun¢ao nao-
negativa u* € LP(RY), dita simetrizacio de Schwarz de u, tal que ela depende
somente de |z|, é decrescente e satisfaz

H{x:u"(x) > A} = {z:u(x) > A\}| paratodo A >0,

e existe Ry > 0 tal que {x : u*(z) > A} é a bola B(0, Ry) de raio R, centrada na
origem. Além disso, suponha que G : [0, +00) — [0, +00) é uma fung¢ao continua
crescente tal que G(0) = 0.
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Entao, temos

/ G(u*(z))dx = / G(u(z))dx.
RN RN
Ainda, se u € WHP(RY) entdo u* € WHP(RY) e

/\Vu*\pd:cg/ |VulPdz.
RN RN

Portanto, podemos escrever

N N
/ [l ™1 — Sy (v, u)]da :/ [T Sy o (o, u)]d.
RN RN
Para um determinado nimero real » > 1, temos
N
/ [€(a|u*\N—1) . SN_Q(CE,U*)]dCU _
RN
| N1 | N1
= / [elew 7= )—SN_Q(a,u*)}dx~l—/ [l ) Sy o, u*)|da
|| <r || >r

2

N N
g/ [eleduI ™= ]d:l:—l—/ [T Sy o (a, u®)]d.
lz|<r |z|>r

Consideremos as seguintes desigualdades que serao demonstradas no Apéndice

L

u—l—v%< N- Au~N-1 1v+v% Yu,v > 0. 3.4
( ) , Vu,

onde A é constante positiva que depende de N e « e 4/ sd@0 niimeros reais positivos
tais que v + ' = 1. Entao para todo € > 0

wvY < eu + €7 v , Yu,v>0. (3.5)

Tomemos v(z) = u*(x) — u*(rzg), onde zy é um vetor fixo em RY. Note que
v e Wi N(B(0,r)). Agora de (3.4) e (3.5), temos

N N 1

Tu*(rxg) + u” (TJZO)NL

e
fUlelu (7*1'0) = (U%)%(u*(rxo)%)% S %U% —+ (%)ﬁu (T’I'())NL
donde
[ ¥ < 0FT  A[ZoN T 4 ()T (1) T 4 (rg) T T
Assim,




onde K(e, N) = AN-TeT-~N + 1.
Portanto,

/ (alu*\%) / [(1+e)v%+f<(e N)u* (ra )%]
e de< | e N o) N1 g
|z <r lz|<r

= / e[(1+e)v%]e[K(@N)u*(rxo)%]dl‘
|lz|<r

_ K (€Nt (ra0) ¥ / L4001 g

|lz|<r

que, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, implica
_N_
/ [e @ I Dldr < 00, Yu € WEY(RY), Va > 0. (3.6)
|z|<r
Além disso, tomando € > 0 tal que (1 + €)a < ay, obtemos

/ e 1™l g < o N)%TNG[K@N)MWOWNIL (3.7)
|z|<r

Pelo Lema Radial IV.A (veja [20]), para todo u € WHY(RY) tal que ||Vul||§ <1
e |lullxy < M, vale

N

WN-1

(@) < ( (X

Pela desigualdade (3.7), obtemos

V||l Va0,

N
N-1 1
NMN\~T 1
M> . ( ) .
WN-1 rN-1

()] < Ja|7(

donde

Z/~

(NMN> T K (e, N))
/ e T dy < C’(N)w]‘x[lTNe< PN ety (3.8)
|| <r

Por outro lado, temos

N
a1y o (au [P ek Aok
€ - Z k! Z k! 7] ’
k=0 ’ k=0
e
N-2 o/“ N
Sy-ala,u?) = Y w7,
k=0
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e isto implica que

[l Sy o (o, ut)der, (3.9)

|z[>r

é igual a,
N-1

o *| N
— uw* |V dr + / ur|FeTk
(N - 1)‘ /|x|>'r'| | Z k! |z|>r | |

Agora, temos a seguinte estimativa

N—T
= ;”N‘INTN‘%’“ <enarl L YgE>N
N-1"" rN—1
Desta estimativa e pelo Lema Radial IV.A (veja [20]), temos
N
. Ak © K L No1k
[0 o N N
Z - Ju*|V=1Fdr < Z o |zt (—) ||| v dx
k=N k |z[>7 k=N k |z[>r WN—
o0 1 work
) e [ e
- n U ||N x
k=N k! WN-1 || >r x|NLk
© _k N \ ¥ ok N
<> 0 () e {2
k=N k‘ WN-1 rN—lk
Portanto,
1 -k

Z / | ik dy < N o J (N T (el U (3.10)
kY Jigsr - N =k WN_1 r B

Finalmente, de (3.6), (3.9) e (3.10), temos a existéncia da integral (3.2). Além
disso, no caso que a < ay e |jul|y < M e escolhendo r = M(%)%, temos

N
/ el IV Sy o (o, u¥)|da
|z|>r

aN71
< (N—l)!MN + WNfl(M(wzjvv_l

-
Z
ol
1M
x| K.
—N—
P
S
L 2
~
2|
=
2| =
=y
——
.
HW

oy’ N NN O
<N _NMN 4+ NM ZF

(N—1)!
k=N
o k
[0
<SNMYY® k—f'v = NMY exp(ay).
k=0
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Fazendo r = M(—2-)~ em (3.8), obtemos

WN -1

/ EWWNWM<CWW%%M%{(W”
|z|<r

— o(N)MNelE (6 N)),

Das duas tltimas desigualdades, obtemos (3.3), o que prova o lema.
[ ]

Agora, vamos definir um espaco de funcgoes adequado, onde tornara possivel a

formulacdo variacional do problema (3.1). Consideremos o espago de Sobolev
WHN(RY) com sua norma usual

ot = ([ 4w+ e

Seja E C WLN(RY) o subespaco definido por

E:{uew&WR%:ANM@mW@xam}

munido da norma

HwE:(4¢me+w@meQUf

onde a funcao a(x) é continua e satisfaz as hipdteses (a1) e (asg).

Como conseqiiéncia da hipdtese (a;) temos que o subespaco E estd imerso con-
tinuamente em W1V (RY).

De fato,

1
MW:/|me+/hwmg/|wwm+—/awwwx
RN RN RN ap JrN

< Klulli-

Onde K = max{1, i} Este fato, juntamente com as imersoes de Sobolev impli-
cam que as seguintes imersoes sao continuas

E — W'N(RY) — LY(RY), paratodo ¢ € [N,c0).

Logo, existe uma constante C' > 0 tal que
lully < Cllulz-

61



Conseqlientemente,

Ll
C ™ lully
Além disso,
lull &
ap <
lully
donde deduzimos que
N
A= lulle » 0 > 0 (3.11)
e Jully

Agora, enunciaremos o principal resultado deste capitulo que trata da exis-
téncia de solugbes para o problema (3.1).

Teorema 3.1 Assuma que as hipdteses (a1) - (az) e (hy) - (hy) sejam satisfeitas.
Além disso, suponha que

(hs) limsup,,_,o+ Nﬁ%’“) < A1 uniformemente para v € RY.

Entao o problema (3.1) tem uma solu¢do fraca nao-trivial u € E.

3.2 Formulacao variacional
Como estamos interessados em solucoes nao-negativas, vamos definir
f(z,u) =0, paratodo (z,u)€RY x (—00,0].

Temos, como conseqiiéncia imediata das hipéteses (hy) e (hs), a seguinte estima-
tiva

N
N—

|F(z,u)| < bs[e™™ ™ — Sy_s(ay,u)], paratodo (z,u) € RY xR, (3.12)

com constantes aq, b3 > 0. Portanto, aplicando o Lema 3.1, segue que F(z,u) €
LYRY), para todo u € WHY(RY). Conseqiientemente, o funcional F : E — R

dado por
1
Flw) = gl = [ Flawds
RN

estd bem definido. Além disso, ¢ facil de ver que F € C'(E,R) e
Fl(u)v = / |Vu[N?2VuVudr + / a(z) [uN Puvdr — f(z,u)vdx,Yv € E.
RN RN RN

Para isto, usa-se que para toda seqiiéncia (u,) C WHY(RY) que converge forte-
mente em WHY(RY), existe uma subseqiiéncia (u,,) e existe h € WHY(RY) tal
que |u,, (z)] < |h(z)| quase sempre em RY (veja Apéndice A).
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Por uma solugao fraca do problema (2.1), entendemos uma fungao u € E tal que

/ |Vu[N?VuVudr +/ a(x)|ulN Puvdr — f(z,u)vde = 0,Yv € E.
RN RN

RN

Assim, os pontos criticos do funcional F séo as solugoes fracas do problema (3.1).

Para encontrarmos tais pontos criticos, vamos estudar a geometria do funcional

F.

Lema 3.2 Suponha que as hipdteses (ay), (hy) - (hs) sao satisfeitas. Entdo para
qualquer u € WHN(RN)\ {0} com suporte compacto e u > 0, temos que F(tu) —
—o0 quando t — 00.

Prova: Seja u € WHY(RN)\ {0} com suporte compacto e u > 0. Pelas hipéteses
(h2) e (h3), existem constantes ¢, d > 0 tais que

F(z,s) > cs? —d, Vx € supp(u),Vs € [0,400) e p> N.

Com efeito, no Lema 1.1 demonstramos que F(x,s) > csP, quando p > N e
s € [R,00). Ja para s € [0, R], basta considerar a fungao F' : supp(u) x [0, R] — R
definida num conjunto compacto. Sendo F'(z,u) continua, podemos escolher
d > 0 de modo que

F(z,s) > cs? —d, Vx € supp(u),Vs € [0, +00).

Portanto,
NN
Fltw) < Sl — et [ wde + disupp(u)),
N RN
o que implica F(tu) — —oo quando t — oo, pois p > N. [ ]

Lema 3.3 Suponha que as hipdteses (a1), (h1) e (hs) sdo satisfeitas. Entao
eristem «, p > 0 tais que

Flu) =2 a se |lulls=p.

Prova: Por (hs), existem €, § > 0 tais que

N —
F(z,u) < (1—N€>]u|N7 para todo = € RY e paratodo |u] <6. (3.13)

Por outro lado, por um calculo andlogo do Lema 1.2, para ¢ > N e pela hipdtese
(h1), existem constantes C' = C(q,d), f > 0 tais que

F(z,u) < Clulf[e®™ 1) — Sy _5(3,u)], paratodo zeRM |ul>d (3.14)
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Por (3.13) e (3.14), temos

N

A1 b
F(z,u) < %MN%—CM [eP™=) Sy 5(B,u)], paratodo z€RY.

Afirmamos que

[ e — a6, < (8Nl (315)

Esta afirmacao sera provada mais tarde.

Note que

fwmz%mm%—ég{erﬁ|N+ow[wwﬂ sNx@m§dx

N
N

=l = 052 [ Jutde—c [ [ - sy o3 w)ds
RN RN

Pela caracterizagao de A; e por (3.15), e usando que F estd imerso continuamente
em LY (RY), obtemos

A
Fu) > Ll[ull¥ — Q)N — Clull?
A
> Llul|y — Qicalblz e

= (1= 3 ullF - Cllullf

Desde que € > 0 e N < ¢, podemos escolher p, a > 0 tais que F(u) > « se
[ulle = p.

Agora, provaremos (3.15). Com efeito, como no Lema 3.1, usaremos o método de
simetrizacao de Schwarz.

_N_
Seja R(B,u) = eBlI™) — Sy 5 (B, u), dai, temos que

/ R(8, w)lul'de = / R(B, ") |*de,
]RN RN

l/memwm=/ memwm+/ R(B, u")u* " da,
RN |lz|<o |z|>0

onde ¢ é um numero a ser determinado. Agora usando a desigualdade de Holder,
para 1/r 4+ 1/s = 1, obtemos
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[ et s [ dom
|z|<o |z|<o

. L/r 1/s
< (/ ePrlu IN‘1)|U*|qu) (/ |u*|q5> )
|z| <o lz|<o

Pelos calculos ja realizados na demonstragao do Lema 3.1, temos

L
/|| e Briu ) g < (8, N,
x| <o

se ||lu|lg < M, onde M é escolhido de forma que ﬁrM% < ay, temos pela
imersao E — L% (RY), que

/ R e £ O N | (3.16)

Por outro lado, usando novamente o Lema Radial IV.A (veja [20]), segue que

1 N-1
N \V *|a
| ¥R |7 < || T g
Lk
|z| >0 WN-1 lz|>o |x|N71

1 %k 1 1
N N B 1 " s
< (—) |w*|| v / _ kdaz (/ \u*]qsd:v> .
WN-1 |z|>0o ’1’|N—1T |z|>o

Pelos céalculos feitos na demonstracao do Lema 3.1, temos

N
1 T
N N
[t < ((25) el ) (255 ) ol
|z|>0 WN-1 oN-1"
1 ok
<o (L) ey o) Jul
~ WN-10 WN_1 U |\N O U qs’

Escolhendo ¢" = Mﬂ(w]]vv, )~ , onde |ul|ly < My = Al/NM e pela imersao F —
WHN(RYN) — L#(RY), obtemos

para todo k > N.

/| - | Pt F a9 < C(N, M)||ul|%,. (3.17)

Se ||u*||% < M, pelas imersoes continuas £ — WLV (RYN) — LN"(RY), temos
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1/r 1/s
/ mﬂﬂwvmvs(/“ hﬂNﬂ (/' hﬁW) (3.18)
|| >0 |z| >0 |z| >0

< v w1
< O(N, M)[ull%.

Agora, pelo calculo feito na demonstragao do Lema 3.1, temos que

J L I e R [P
|z|>0o

lz|>0o

A AT SEay L
= - u u X - u - Uu ZT.
(N - 1)' lz| >0 k=N k! |z| >0

Por (3.17) e (3.18), obtemos

ﬁNl
(N-1)!

< C(N, M)e?|[ul|.

/ R(B,u")dz|u"|"dr < ———C(N, M)]ul/p +Z C(N, M)|lull%
|z|>0o

Logo,

R(B,u*)dz|u*|9dz < C(N, M)e||lul|%. (3.19)

lz|>0o

Finalmente, combinando (3.16) e (3.19), segue (3.15).

Consideremos novamente a seguinte sequiéncia de funcoes nao-negativas

(logn)NJ\71 se x| <r/n
— =1 1
My (2, 20,7) = Wi, 108;(‘ ’)/(log”)ﬁ se r/n<|r[ <r
0 se |z| >
Pelo Lema 1.3, sabemos que o suporte de M, (z, r) é Blxzo, ], My (z,r) € WEN(RN)

e/ IV M, (2, 7)|Ndz = 1.
RN

Agora, provaremos um lema que serd fundamental para o desenvolvimento deste
capitulo.

Lema 3.4

1 —
lim ( / |Mn(a:,7")|Ndx) <C.
n—oo \ logn Jr~
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Prova:

/ |Mn(:c,r)\Ndx:/ \]/\\/[/n(x,r)]Nd:c—i—/ M (2 1) [N
RN lz|<r/n r/n<lz|<r
Note que
— -1 B 1 N—-1
[ e [ o) M - RER_ Ly
|z[<r/n |lz|<r/n n
(3.20)

N
wi_(logr|z|™")/(log n)l/N dx

/ \Mn(a:,r)]Ndx: /
r/n<lel<r r/n<le|<r

—1
= “;;Vg;l / (log r|z| )N dz.
r/n<|z|<r

Agora, vamos estimar esta ultima integral. Com efeito,

-1

W
N_l/ (log'r\xrl)Ndx:
logn r/n<|z|<r

/ " [log(rp )Y p¥1dp.

logn J,/n

Fazendo a substitui¢ao u = log(rp~!), obtemos

1 " 1\JN N-1 N g —Nu, N
lo 0 p T dp = “u™ du. 3.21
logn /T n[ g(r )] logn/o ¢ uoan ( )

logn
< r¥(log n)N_l/ e Neduy
0

N*1L(1 _ eleogn)

=N (logn)N "+

= %(log n)N_l(%).

Logo, por (3.20), temos

1 —
( / \Mn(x,r)|Ndx) — 0 quando n — oo,
logn lz|<r/n

e por (3.21), temos

1 —
< / \Mn(x,r)|Ndx> — 0 quando n — oo,
1Ogn r/n<|z|<r

o que prova o Lema. [ ]
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Definamos a seqiiéncia

—~

M,
My (z,r) = ——.
1Myl
Temos que
N =
Manl (LE, 7") — wjj\\/'fill logn +d, para todo ’iﬂ‘ < T/na (322)

onde d,, ¢ a seqiiéncia definida por

=1 1
12,1

Segue pelo lema anterior, que d,,/logn — 0 quando n — co.

Agora, analogamente ao que fizemos no Capitulo 1, demonstraremos um lema
que dard uma limitagao superior para o nivel do passo da montanha. Este resul-
tado sera de fundamental importancia para obtermos o resultado de existéncia
de uma solugao fraca nao-trivial do problema (3.1).

Lema 3.5 Sob as hipoteses (a1) e (hy) - (hs), existe M,(-,7) tal que
1
max{I(tM,) : t > 0} < N(Z—f;)N—P

Prova: Seja r > 0 fixado tal que

Bo > T—N(—)Nfl- (3.23)

Suponha, por contradicao, que para todo n € N temos

1
max{I(tM,):t > 0} > N(%)Nl.

Pelo Lema 3.2, dado A > 0, temos que I(tM,) < —A para todo t > A e pelo
Lema 3.3 existe 6 > 0 tal que I(tM,) > § para algum ¢t. Consideremos a fungao
h:[0,&,] — R definida por h(t) = I(tM,), para cada n € N fixado, onde [0, &,] é
escolhido de maneira que I(tM,,) > 0 para todo t € [0,&,]. Como h é uma funcao
continua definida num conjunto compacto, existe t,, € [0,&,] tal que

h(t,) = tén[oz,lgi] h(t).

Logo, para todo n € N existe ¢, > 0 tal que
I(t,M,) = max{I(tM,) : t > 0}.

Note que nao podemos ter ¢, = 0. Caso contrario, terfamos I(t,M,) = 0, con-
tradizendo o fato que

1
max{I(tM,):t > 0} > N(%)N—l > 0.
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Afirmacao:

De fato, temos que
o N
I(t,M,) = =||M, ||z — F(x,t,M,)dx.
N RN

Dali, usando que ||M,(-,7)||z = 1, obtemos

I(t,M,) = fy / F(z,t,M,)dz > i(O‘—N)N—l (3.24)
n n - N RN yn n - N ao . N
Como F(z,u) > 0, segue que
N > (SN)N-1 (3.25)
Qo
Desde que 4 (I(tM,)) = 0 para t = t,, temos
tN = / taM, f(z,t, M,)dx = / to M, f(z, t,M,)dz. (3.26)
RN |z|<r

Por outro lado, por (hs), dado € > 0 existe R, > 0 tal que para todo u > R, e
para todo |z| < r, vale

uf(x,u) > (6o — e)e(o“)'“'%). (3.27)

Observe que

tﬁf :/ tnMnf<x7tnMn>d$ > / tnMnf<x7tnMn)d$
lz|<r

lz|<7
n

r

Por (3.26) e (3.27), quando t,M,, > R, para |r| < T e n suficientemente grande,
temos

ti:[ > (ﬁo - 6)/ e(ao\tnMn\N]L)dx'

jel<Z
n

Dai, de forma analoga aos calculos feitos no Lema 1.4, obtemos

N —1
WN_— N-1 N-1
N N-1 N_—N_(aoty 'w log n+d
tn > (ﬁo —E)T’f‘ n 6( 0 lwn 1 log "])
Portanto,
w ot Nt
N N—-1 -N T N-T
elntn > (ﬁO 6) i T,Nelnn e(ozot‘n wy_1 logn-i-dn])7

o que implica
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N N
WN—1 N (20Nl N=T 4 0yt N"Td,—Nlnt,—Nlogn)

12 (fo—e)——re =~ '
Logo,
N1 an et
(—ao Ogntﬁ"l + aotn ~'d, — Nlnt, — Nlogn) <K,
aN
se, e somente se,
agN logn 7% <1+ ]\?ulvdn B olentnL B Omiv) < K.
an ogmn o logn tévfl Ckotyjl\fil

Desta desigualdade, temos que (,) é limitada. Caso contrario, a menos de sub-
seqiiéncia, teriamos

agN logn X and, oy Int, o
lim 202 987 VIR [ s b N — — NN — 00,
nTee AN N logn aplogn th=1 oty "
o que é uma contradicao.
Além disso, afirmamos que
o\ V1
tN — (—N> , quando n — 0. (3.28)
Qo

Com efeito, como (t,) é limitada, possui uma subseqiiéncia convergente, a qual
também denotaremos por (t,). Por (3.25) temos

o N-—1
N > <—N) .
Qo

Suponhamos, por contradicao, que

N-—-1
an N
t, = to > | — ,
Qo
ou seja,
N
N-1
ol o
an
Como
Ll N
WN -1 ol _1)Nlogntaot L dn
0> (B — ) 2t N et ]

N

se tomarmos o limite quando n — oo, obtemos que
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T o
20tn )N 1 -
e|:( ) ogn+aoty dnj| — 00,

o que é uma contradicao.

Agora, consideremos novamente os conjuntos

A, ={z e B[0,r] : t,M, > R} e B,=DB[0,7]\A,.
Usando (3.26) e (3.27), obtemos
t = to M, f(x,t,M,)dz

n
|z[<r

—/ tnMnf(a:,tnMn)d:c—i—/ toa M, f(x,t, M,)dx
A7L

B

N
> (60 - 6) / e(QOItnMn‘Nil)d.T + / tnMnf(x7 tnMn>dI
An

n

N
— (50_6)/ e(@OltnMn|N—1)dx+/ tnMnf(fL“,tnMn)dI
|z|<r

(=) [ e

Note que M,(z) — 0 e Xp, (x) — 1 quase sempre em |z| < r, quando n — 0.

N
N-1

)dzx.

Em B, vale que t,M, < R.. Logo,

_N_
XBntnMnf('a tnMn) < Rece(ﬁ|R€|N_1) € LI(Q)a
Xp, (x)t, M, (x)f(x,t,M,(xz)) — 0 quase sempre em B,.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ tn My (x) f(z, t,M,)dx — 0.

n

Analogamente, temos

_N
X, @0l Mal V1) < exp(g| Re|71) € L1(9),

N

X, (z)elcoltnMa(@)¥=1) 1 quase sempre em  B,,.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

—1 WN-1
[ desssion ) vt
n

N

e por (3.25), obtemos



2‘2

dx

N
/ plaoltn M FT) g / (NI Mal
e <r e <r

_ o(on[M, | V7T) dm+/ plan M FT) g0
Zlz|<r

|z|< %
Agora, vamos trabalhar com estas integrais.

_1
Desde que ay = Nwy~ 1, temos
N —1
/ plan Mo N1
|z|<
n

anN - (logn)+ocNdn:| dz

SH

-1

(anwpy =)
/ logn nEN-1 +aNdn]d

s

r
—_n
_ (ﬁ) e[NlognJraNdn}
n

)
WN-1 (ﬁ)Nelogn logn
N n

d
_ WN-1 (1)Nn(N+alé\’gn")

N n

ayd
f— UJN T'Nn lognn,

donde, obtemos que

N

N-1 WN-1
/ el ONIMal F70) g N .
jz|< 5

Agora, vamos calcular a segunda integral

N
N-1
7 Slel<r

Temos que

—1 -1 —
[— / Janloylogm) ¥ log(rlel DI P TR T 5
Zlz|<r

Usando coordenadas esféricas, obtemos

T 71 1 N
I = le/ pN leanN h (logn) T log(rp )] ||Mn|| dp,

T

donde

T

r tog(ro=) ) ¥y 77, ( FT
07 -1 -
I:WN—I/ PN 1N logn(EGED VT M )

—1
Tomando 7 = %, segue que
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7Cn logn

p=re e dp= —r(,(logn)e "ol dr

onde ¢, = || M,| 5.

Dai, fazendo as devidas substitui¢oes, obtemos

Gt N
I = WN—ITNCn logn/ eNlogn(q—N—l _gnT)dT
0

N
N—-1_

Gt
No Apeéndice esta provado que (,N logn / eNlogn(r %=1 =) g . N quando
0

n — oo. Conseqlientemente,

N ' N1 Le N
WN_1T Cnlogn/ eNlogn(t =t =Gl gr o o N
0

Agora, para concluirmos a prova, desde que

N
t,iV > (B —e)/ e(aoltnMn|N1)dx_|_/ taM,, f(z,t, M,)dzx

‘$|§7' n
— (6o — 6)/ e(ao‘t"M"“V]X
By

.
e fazendo o limite quando n — oo, obtemos

N-1
(25) 2 (o= o vl = (= 97

Logo,
o que implica

Isto contradiz (3.23).
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3.3 Resultado de existéncia

Pelos lemas 3.2 e 3.3 podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem a
condicao de Palais-Smale para obtermos uma seqiiéncia (u,) C E tal que I(u,) —
ce I'(u,) — 0, isto é,

1
N||u||g - / F(z,u,)dr — ¢ quando n — o0 (3.29)
RN

/ [V, [N 2V, Vo — a(z)|u,| N 2u,v)dz — f(z, un)vdx‘ < &|v]| £,
RN

RN
(3.30)
para todo v € F, onde ¢, — 0 quando n — oo. Além disso, pelo Lema 3.5, temos
que ¢ < ()N

Afirmacao 1: A seqiiéncia (u,) converge para uma solugao fraca nao-trivial u
do problema (3.1).

De fato, por (3.29), (3.30) e (hs), procedendo de maneira andloga ao Lema 1.5,
obtemos que

L
C+ el = (5 = 1) lually = [ (1) = o un)u)da
RN
Logo, temos

C+ eallunlls = (5 = 1) luall3

Esta estimativa, juntamente com (3.29) e (3.30), implica que

lunlls < C, / Fswn)undz < C e / Fle.u)de < C.
RN RN

No Apéndice, mostrarmos que usando as imersoes de Sobolev simultaneamente
com as condigdes (a;) e (as), o espago E estd imerso compactamente em L4(RY)
para todo ¢ € [V, +00). Conseqiietemente, a menos de subseqiiéncia, temos

u, — u, fracamente em F,
u, —u, em LIRN)Vg>N e

u,(z) — u(z), quase sempre em RV,

Além disso, de forma idéntica ao que foi demonstrado no Lema 1.5, temos, para
todo R > 0, que

f(z,u,) — f(z,u) em L'Y(B(0,R)), (3.31)
|V, |V 2V, — |Vu|V>Vu  fracamente em (LY N=D(B(0, R)))".
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Portanto, por (3.30), tomando o limite quando n — oo, obtemos que

/ |Vu|N_2VuV<pdx—/ a(m)]u|N_2u<pdx—/ f(x,u)pdr, Y € C°(RY),
RN RN RN

e, por densidade, segue que

/ |Vu|N_2Vqudx—/ a(x)|u|N_2uvda::/ f(z,u)vde, Vv e E.
RN RN RN

Assim, u é solugao fraca do problema (3.1).
Afirmacao 2: u ¢ solugao nao-trivial.

De fato, suponha por contradicao, que u = 0. Usando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, a hip6tese (h3) e o primeiro resultado em (3.31), afir-
mamos que que F(x,u,) — 0 em L'(B(0, R)) para todo R > 0.
Conseqiientemente, usando a estimativa (3.12) do Lema Radial IV.A ([20]), obte-
mos F(z,u,) — 0 em L*(RY). Com efeito,

N
N—

|F (2, u,)| < byfeln — Sy-a(ar, un)].

De maneira analoga ao calculo feito no lema 3.1, temos para k > N,

N L
R N l/N ||'LL HN N-1
Fla,u)|de < 2N RN n
/xIZRl (33 U )‘ X RNL ——twn_1 Z <<le) ( R ) )

que converge para zero quando n — oo e R — oo. Este fato juntamente com
(3.29) implica

lim |Vu,|Ndr = Ne. (3.32)

n—oo JpN

Portanto, dado € > 0 temos ||u,||V < Nc+ ¢ para n grande. Usando que ¢ <

%(%)N ~1 e escolhendo ¢ > 1 suficientemente préximo de 1 e € suficientemente
pequeno, obtemos qoy||u,|| < an. Conseqiientemente, pelo mesmo argumento do
lema 3.1, concluimos

/ [l _ Sy o (e, up)]dz < C, ¥n e N.
RN

Isto juntamente com a desigualdade de Hélder e (hy), implicam que
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1/q ) 1/q
/ |f<x,un>|undxs(/ |f<x,un>|qu) (/ runrwx)
RN RN RN
) 1/¢
SC’(/ \un\qu>
RN

que converge a zero quando n — o0.

Portanto, de (3.30) com v = u,, obtemos

lim |V, |Ndr =0,
n—-4o0o RN

contradizendo (3.32), pois ¢ > 0. Portanto, u é solu¢ao nao-trivial. Por fim, pelo
mesmo argumento usado no Capitulo 1, temos que u > 0.
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Apeéendice A
Resultados fundamentais

Neste apéndice, demonstraremos alguns resultados que foram usados nesta
dissertacao.

A.1 Desigualdades

Lema A.1.1 Dado um nimero natural N > 2, temos que

1 N
lim n/ e"(thlft)dt = N.
0

n—oo

Prova: Dado € > 0 suficientemente pequeno, temos que

Agora, vamos analisar estas integrais separadamente. Para tanto, consideremos
N

a fungao g : [0,1] — R definida por g(t) = n(t¥1 —t). Notemos que ¢'(0) = —n

eg'(l) =745

Pela expansao em Série de Taylor de g nos pontos t =0 e t = 1, temos

g(t) = —nt+o(t) para te€|0,¢,

g(t) = %(t 1) 4o(t) para te[l—el].

Conseqiientemente, temos que

€ _N _ €
lim n/ N g — lim n/ e Mdt =1
0 0

n—oo n—oo

n—oo n—oo

lim n/ "N N g — lim n/ eN-1UN-Idt = N — 1.
1—e 1—e
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Finalmente, afirmamos que

1—e _N_
lim n/ en(tlel _t) dt = 0.

n—oo

De fato, para n fixado, existe &, € (¢,1 — €) tal que
l—e o N Mo
n/ e”<tN_1_t) dt = ne"(&{V =) (1 —2e¢).

A menos de subseqiiéncia, temos que &, — &, com 5% —& <0, pois € € [e,1—¢].
Entao segue que

2 e
lim ne"\>" ")(1 —2€) -0 quando n — oc.

n—oo

Logo, destas trés estimativas, segue a prova do lema.

Lema A.1.2 Sel <p<ooea>0,b2>0, entao
(a+b)P <207 (aP + bP) (A.1)

Prova: Consideremos a func¢ao h : [0,00) — R definida por h(t) = t*. Para
1 < p < oo afungao h é convexa. Logo, dados a, b > 0, temos

a+b ”<ap+bpj
2 - 2

(a+b)P <2071 (a? + 7).

o que implica

Lema A.1.3 Para todo u, v > 0, temos que

(u + /U)% S u% —+ Auﬁv -+ YpN-T,
onde A € uma constante que depende somente de N.

Prova: Se u ou v é igual a zero a desigualdade é 6bvia. Entao vamos estudar o
caso u > 0 e v > 0. Para isto consideremos a funcdo h : (0,00) — R definida por
h(t) =t? com p= N/(N —1).

Afirmagao: h(t) é uma funcao limitada.

De fato, pelo Teorema do valor Médio, temos que

t+1P—t poy!
tr—1 R

com 0, € (t,t+1).
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Logo

(t+1)P -7 p(t+1)P1 1
tp*l S tp*l =P 1 + ; . (AZ)

Tomando o limite com t — oo em (A.2), obtemos

tlg?o h(t) < A(N).

Logo, h(t) é uma fungao limitada. Calculando h(u/v) e usando o fato de que h(t)
¢ limitada, temos que

G =) (6=

o que implica

=

(u+v)%_u = —1§A<E>Nl.

N
VN1 v v

2

2‘2

—1
Multiplicando ambos os lados desta desigualdade por v%, obtemos

N N N 1 =1 N
(U—i-"U)N*l —uN-1T —p¥N-1 < AuN—TyN-1yp -1,

donde

=
=

1 N
T+ AuN-Ty +o¥-T1,

2

,1<u

Z

(u+v)
n

Lema A.1.4 Sejam v e v numeros reais positivos tais que v+ ' = 1. Entdo
para todo € > 0, temos
WY < eud ey, para todo wu, v > 0.

Prova: Consideremos a fungao ¢ : [0,00) — R definida por

glt) =et —t7 + e/

Afirmamos que

et —t7+ e > 0. (A.3)
De fato, g(0) = ¢ /7 limy_oo g(t) — o0 e g'(t) = ¢ — 417" = 0 se e, s6 se,

t = (5)1/7/. Calculando g((%)l/y), obtemos

1/ v/
€ / € ’ €
Y Y Y
2/ 2/7'\ 7
= (6 - (6 7) +1) >0,
,-)/y f‘)/'Y

pois 0 < v < 1. Fazendo t = u/v em (A.3), obtemos o resultado. [
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A.2 Funcionais diferenciaveis

Definicao A.2.1 Considere um funcional I : E — R, onde E ¢ um espaco
normado. O funcional I € Fréchet Diferencidvel em u € E, se existir' T : E— R
funcional linear continuo verificando

iy Lt @) = 1(u) = T(p)|
il =0 ol

=0.

Dizemos que o funcional I € C'(ER) se a derivada de Fréchet de I existir e for
continua.

Observacao A.2.1

1. A derivada de Gateaux é dada por

1 tp)—1

2. Todo funcional Fréchet diferenciavel é também Gateaux diferencidvel.

Agora, nosso objetivo é obter a formulacao variacional dos problemas abor-
dados nos Capitulos 1 e 2, ou seja,

—Ayu = f(x,u) + h(x) em Q, (AA)
we WiNQ), u>0, '
onde —Ayu = —div(|Vu|¥2Vu) é o operador N-laplaciano,  C RN(N > 2) é
um dominio limitado com fronteira suave, a nao-linearidade f(x,u) tem cresci-

mento critico e h(z) € W1V (Q).

Com efeito, multiplicando o problema (A.4) por uma fungao teste ¢ € C§°(€2),
temos

0 N_o Ou B
- 21 axi(!VUI 8—%)%) = fo+ he.

Integrando em €2, obtemos

gy’ du
—/Z (\VU\N_z—) godx:/fgodx—i-/hgodx.
Qi 8:61 85[]1 0 Q

Mas,

N N
0 N—2 Ou 0 v Ou
i - . (A
/Q; 0x; (\VU| 891;1-) iz ;/Q o, <|VU| 92, edz.  (A.5)
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Dai, usando a férmula de integracao por partes, obtemos

S (i) (i)

Logo,

a 9
Z(\V |V-2 x)ﬁwd /|Vu]N *VuVpdz.

Q (2

-1
Portanto, por (A.5), temos

/ IVuN?VuVedr — / flz,u)pde — / hodx =0, Vo e C5°(Q).
Q 0 Q

Por densidade, obtemos

/ IVu[N?VuVodr — / f(z,u)vde — / hvdz =0, Yo € Wy (Q).
) Q Q
Agora, mostraremos que o funcional I : VVO1 N(Q) — R definido por

1
](u):N||u||N—/QF(m,u)dx—/ﬂhvdx,

estd bem definido e I € CY (W, (Q),R), com derivada de Fréchet dada por

I/(u)v :/ ’VU|N*2VUVUCZI — / f(x,u)vdx— / hvdx, Yv € W&’N(Q)_
Afirmacao 1: O funcional I estd bem definido.

De fato, a primeira parcela do funcional I corresponde a norma do espaco de
Sobolev W, ().

Pela hipétese (f2), existe r > 0 tal que

F(z,u) <r+ Mf(z,u), paratodo (z,u)€ Q xR,

N
Seja u € WOI’N(Q), desde que f(z,u) < CeP™ ) se 3 > a, temos que

/F(x,u)dmﬁr/dw—l—C/ (Bl
Q Q Q

L
—r’QH_O/ (8lul =
Q
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Logo, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, segue que

/ F(z,u)dr < oo.
Q
Por fim, temos que

/ hudz < [[hl][u] < oo.

Q

Portanto, o funcional I estd bem definido.
Afirmacao 2: O funcional I € C*(W;" (Q,R)).
Esta afirmacao serd demonstrada através dos seguintes lemas.
Lema A.1 Sep € [2,4+00) entao

[|2|P722 — |yl 2y| < Blz —yl(|2z] + [y])P* Vy,z¢€ RY, para algum (€ R.

Prova: Consideremos a fungao f : [0,1] — R" definida por

fO)y=ly+tlz—y) PP ?*(y+tz—vy)), com p>2.
Como .
F(1) — £(0) = / £ty
0
segue que
1
F(1) — FO)] < / ()]t
0
Além disso, desde que, para t € [0,1], vale
ly +t(z = y)| < |yl +tlz —y| < |yl + [z —y| < |yl + |2 + [y < 2(]2] + [y]),
obtemos
1
el =22 = P2yl < o=l [T+t - w2
0
1
+<p—2>\z—y\/ ly 1z — Py + 1z — )y + 1= — )] de
0

1
=<p—1>|z—y|/ ly + t(z — g) P2 dt
0

<(p—1)z—yl / 20| + 2 dt

= 2" (p = 1)[z — yl(l2| + [y~
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Assim,
|22z — [y[P2y| < 2272 (p — )|z — y|(]z] + |y))P > = Blz — y|(|2] + [y])* 2,

com 3 =2°"2(p—1).
O caso p = 2 é imediato. [ ]

Lema A.2.1 O funcional I, : WHY(RY) — R definido por I(u) = |[u||N € de
classe C*(WHN(RN),R) com

I[(u)v =N \VulN2VuVovdr  para todo v € WY (RY).

RN

Prova: Ja sabemos que I; estd bem definido, pois corresponde a norma do espago
de Sobolev WY (RY).

(i) Existéncia da derivada de Gateaux de I;.

Sejam u e p € WHN(RY). Defina f : (0,1) — R por f(t) = |[Vu+tVp|". Pelo
Teorema do Valor Médio, existe tg € (0,t) tal que f(t) — f(0) = f'(to)t. Podemos
escrever ty = et, onde € € (0,1). Temos

N N/2
() = pr <Z(um + tgoxi)2> = N|Vu +tVe|V2(Vu+tVe, Vo).

i=1
Assim,

[|Vu + tV|N — [VulV|

n = N |Vu+etVp|N2|(Vu + etVp, Vo)

< N (IVul +[Vel) 2 (IVul + Vo)) Vel

= N (|Vul +|Ve)* V.
Usando a desigualdade de Holder, para 1/N + 1/N’ = 1, obtemos

1/N' /N
N [ (9l + 196D Tplds < N( / <|Vu|+|W|>Ndx) ( / |w|Ndx)
RN RN RN

< 0.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

_ N _ N
lim I (u+tp) — I (u) _ lim/ |Vu 4tV |Vu| i
t—0 t t—0 RN t

= Pr% N|Vu + etVo|V"2(Vu + etV, Vy)dx

= N |Vu|N2(Vu, Vy)dz.

RN
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L tp)—1
Escrevendo Ij(u)e = lim (vt to) (u)’ temos I7(u) : WMN(RY) — R

t—0

linear e limitado, pois
1L (el < N [ull™]le] = Cullell ¥V ¢ € WH(RY,
onde (', é uma constante que depende de u. Assim, I; é Gateaux-Diferenciavel.

Agora consideremos o espaco produto X = Hfil LN (RY) munido da norma

N 1N/
[f]X: (Z“fz”%:> , para f:(flv"'7fN)€X'
=1

Definamos h = (hy,...,hy) : WHN(RY) — X por h(u) = |Vu|N~2Vu, para u €
WHN(RY). Esta funcio estd bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos
limitados de WHY(RY) em conjuntos limitados de X'. De fato, parai=1,..., N,
temos:

0

N/
o I I\ U AT TS
ox; RN

)

Il = [ [iul

Provemos que h é continua. Pela equivaléncia das normas em RY, podemos
encontrar uma constante C; > 0 tal que

Hy <o / WY, Vhex.
R
Como N > 2 e u,v € WHY(RY), pelo Lema A.1, temos
) =Y < G [ b =@ = ¢ [ Va2V (9o
RN RN

< oY / Vu — VoY (|Vul + [Vo])¥ V)
RN

Como [Vu — VoV € LNN' (RV) e (|Vu| + [Vo|)V V72 ¢ LNN'N=2(RN) | pela
desigualdade de Holder, temos

/ N’(N—2)

C, (/RN Vu — W|N) ~ (/RN (V| + |vy|)N> :

/ N'(N—2
< G| Vu — Vol (| Vully + || Vo) p)
1 N'(N—-2
= Collu—o[|™ ([lufl + [Jv[l) .

[A(u) = h(v))¥

IN

implicando que

[h(w) = h()lx < Cllu =l (Jull + o)™, (A.6)
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com C' > 0 constante independente de u e v. Assim segue a continuidade de h.
(ii) Provemos agora que I; é Fréchet diferencidavel em u € WV (RY), com

I(u)v=N |VulN 2 VuVudz. (A.7)

RN

Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

L(u+v)—L(u)— N ]Vu]N”Vqu =

Il
%\

(|Vu+ VU|N VulN = N|VuN*VuVo) do

N

/ ( qu+tvv|th /N]Vu|N 2Vqudt> dx
RN

//( |V + tVo|Ndt — N\Vu\NQVqu>dtdx
RN JO

1
/ (N|Vu+ tVo]P~(Vu + tVo)Vo — N|Vu|Y *VuVv) dz dt
0 JRN

N/Ol/ h(u + 1) — h(u)) Vo de dt.

Agora, pela desigualdade de Holder e pela equivaléncia das normas em R, temos

1
< N/ / I+ tv) — h(w)| [Voldzdt
0 RN

1 w7
gN/ (/ |h(u+tv)—h(u)\N’dx) Vot
0 RN

= ¥l (bt ) - vt

1

< Nl ([ fhtut ) = @l )
0
com a constante C' > 0 independente de u e v. Logo,

|Li(u+v) = Li(u) = N [ [VulN~ 2vuw|

||vH

Li(u+wv)—I(u) — N |Vu[N2VuVo
RN

<CN / [+ 10) — h(w)]dt

Fazendo v — 0 em WHY(RY) na tltima desigualdade e aplicando o Teorema da
Convergéncia de Lebesgue (pois h é continua e limitada), concluimos que I; é
Fréchet diferenciavel e que (A.7) é valido.

(i41) Afirmamos agora que I} : WEN(RYN) — W=LN" § continuo. De fato, pela
continuidade de h, é suficiente mostrarmos que

15 (u) = L ()l < Clh(u) = h(v)]x  Yu,v € WHY(RY), (A-8)
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onde C' > 0 é uma constante independente de u,v € VVO1 N Pela desigualdade de
Holder e pela equivaléncia das normas em RY, temos

(11 (u) = I1(v), w)| - =

< N/ |(IVu[N"*Vu — VoY 72V0) | [Vl

= N [ Ih = k)] [Vl
v ( / () - h<v>|N') v ([, 1wul)

< NC(ZH’% HN’) IVl

= NC[h(u) = h(v)] [[w]

N/ \vu|N—2vuvw—/ |VU|N_2VUVw‘
RN

2|~

IN

1N : . , ,
para u,v,w € Wy, provando assim (A.18), ou seja, [; é continuo.
[

Corolério A.2.1 O funcional I : Wy (Q) — R definido por I(u) = ~lul|V €
de classe C' e

I(u)v = / \VulN2VuVudz  para todo v e Wy ().
0

Lema A.2.2 O funcional Iy : Wy™ (Q) — R definido por Is(u) = / F(z,u)dx
Q
¢ de classe C' e

L(u)v = / flz,uw)vdz  para todo v e Wy N(Q),
Q
onde F(x,u) :/ f(x,s)ds
0

Prova: Seja u € W,V (Q) fixada. Para cada v € Wy (Q) consideremos

r(v) = I3(u+v) — /f x, u)vdr (A.9)

Afirmamos que
Ir)]

=0
lol—o [|v| ’

ou, equivalentemente,

[ (n)]

1m
lonll—0 || Un]]

=0.
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De fato, consideremos a funcao g : [0,1] — R definida por g(t) = F(x,u + tv,).
Note que g é continua e ¢'(t) = f(x,u + tv,)v,. Pelo Teorema Fundamental do
Caélculo, temos

/0 ¢ (8)dt = g(1) — g(0).

Por outro lado, temos

/Og'(t)dt:/o %(F(m,u—l—tvn))dt,

donde obtemos

F(x,u+vn)—F(x,u):/0 %(F(x,u—l—tvn))dt.

Mas

d
E(F(x, u+tv,)) = flx,u+ to,)v,,

o que implica

1
F(z,u+wv,) — F(z,u) = / f(z,u+ tv,)v,dt.
0

Conseqlientemente,

r(v,) = /Q ( /0 1 f(x,u+tvn)vndt) dz — /Q Fla, w)vpda,

o que implica

1
r(v,) = // (f(z,u+tv,) — fx,u))v,dtdx.
aJo
Logo,
1
)l < [ [ 1t ) = fow)oldeds
aJo
Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos
1
il < [ [ 1t i) fawllvdsa,
0o Ja
e pela desigualdade de Holder, para 1/r + 1/s = 1, obtemos

1
|7 (o) S/O 1 Cuttvn) = (o w)lrllvnll sdt.

Usando a imersao de Sobolev W™ () «— L'(Q) para todo t € [1,00), obtemos
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1
V@MSﬂmmA|uuu+ww—fmmmw
Notemos que

L
N—

]f(a:,u + tvn) — f(gj u)l < [06 (Blutton| N 1) 1 Ce (Bl

o que implica

)]7

L L
N— N—

et o) = S )| < Ol ™) g ¥

Usando o fato que para toda sequéncia (v,,) que converge fortemente em T/V1 N(Q)
existemn uma subsequéncia (v,,) € Wy™(Q) e h € W, (Q) tal que |vnk( )| <
|h(z)| quase sempre em {2 (veja Proposigao A.2.2), temos que

N _ L
N N—

(k- ton,) = Fla )l < CleHHNT T

Logo, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, temos que | f(z, u+tv,, )—
f(z,u)|" € LY(Q), e pelas imersdes de Sobolev, obtemos u(z) + tv,, () — u(x)
quase sempre em ). Sendo f continua, obtemos

|f(z, u(x) + to,, (z)) — f(z,u(z))]” — 0 quase sempre em 2.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1 Couton,) = fCu)llr — 0.
Desde que

H zilﬂk“ N / ”f _'_ tv”k< )) - f<>u())Hrdt>

tomando o limite quando ||v,, || — 0, obtemos

7(vn,) —0

ong 120 ||V, ||

Agora, notemos que I4(u) : Wy (€2) — R é linear e limitado, pois

%WMSKNWwMMS<LM@wWOWMM

e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e pela imersao de Sobolev
Wy (Q) — LY(Q) para todo t € [1,00), obtemos

|[I3(u)v] < Cllo]l.

. , : LN :
Para provarmos que I%(u) é continuo, seja u, — u em Wy (€2). Dai

13 (un)—=I3(w)]|« = sup

llell <1

/Q(f(:n,un) — [z, u))edz| < O f (5 un)=f(u)llllels,
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onde usamos a desigualdade de Holder, para 1/r 4+ 1/s = 1. Pelas imersoes de
Sobolev, obtemos

13(un) = L(w) || < CIFCoun) = F( )

Usando novamente a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e procedendo
de forma analoga aos calculos feitos acima, temos que

[3(un) = I3(w)|| = 0, quando n — oo.

Portanto, I5(u) é continuo.
[

Proposigao A.2.1 O funcional I, : Wi (Q) — R definido por / hudz € de
Q
classe C' e

I(u)v = / hvdz,  para todo v € W, (Q),
Q
onde h € W=HN'(Q).
Prova: E imediata, pois o funcional I é linear e limitado. ]

Proposicao A.2.2 Suponha que (u,) uma seqiiéncia que converge fortemente em
WLN(RN). Entdo existe um subseqiiéncia (uy,,) de (u,) e existe h € WHN(RY)
tal que |u,, (x)| < h(z) quase sempre em RY.

Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia em WY (RY) tal que u,, — u em WHY(RY).
Entao (u,) é uma seqiiéncia de Cauchy em WHY (RY), logo podemos extrair uma
subseqiiéncia (u,, ) de (u,) tal que

1
||U’nk+1 - unk” < ?7 vk > 1. (AlO)
Ponhamos .
gn(x) = Z |unk+1(x) - unk($)|»
k=1
entao

n

Vgn(x) - Z ’vumﬁq(x) - Vunk(x)’

k=1
Destas expressoes, obtemos
n n
lgnll <D Mttngsy = [l = D Nty = - (A.11)
k=1 k=1

Logo, por (A.10) e (A.11), temos que
gnll < 1.

89



Conseqilientemente

lgnlly <1 € ||[Van|ln < 1.

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona se deduz que quase sempre em RY,
gn(z) converge a um limite, que se denota por g(x), com g € LY (RY). Além
disso, afirmamos que [|g, — g||x — 0.

Com efeito,

lg(x) — gu(x)|Y — 0 quase sempre em RY e |g(x) — g,(z)|Y < 1. Logo, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue a afirmagao.

Por outro lado, temos que (Vg,) é uma seqiiéncia limitada em (LY (R"))Y, con-
seqiientemente g € WHY(RY) (veja [7], Capitulo IX, Nota 4.a).

Agora, notemos que para todo k se verifica

’unkJrj(x)_unk(x)’ < |unk+j (w)_unkJrjfl (:1:)]+...+|unk+1 (x)_unk(x” < g(x)_gnfl(x)'

Desta estimativa resulta que quase sempre em RY (u,, (7)) é uma seqiiéncia de
Cauchy e converge quase sempre a um limite, que denotaremos por u*(x). Ini-
cialmente ¢ necesséario distinguir u e u*. Sabemos que u, — u em WHY(RY) e
que u,, (r) — u*(z) quase sempre em RY.

Usando a estimativa
|unk+j (l’) - unk(x)’ < g(fL’) - gn—l(l‘)7
obtemos que
ju*(z) — up, (7)] < g(z) Vk, quasesempreem RY —com ge& W"N(RY),
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

w € LNRY) e |un, —ut||y — 0.
Como (uy, ) é uma seqiiéncia em WHY(RY) tal que ||u,, —u*||x — 0 e a seqiiéncia
(Vu,, ) converge a um limite em (L (R™))"N | pois a seqiiéncia (u,,) converge forte
em WLN(RY). Segue-se entdo que u* € WHN(RY) e ||u,, — u*|| — 0 (veja [7],
Capitulo IX, Nota 4.a). Conseqiientemente, u* = u quase sempre em RY. Como
U, ()] < |u*(2)] +g(z) Vk, quase sempre em R".

Basta tomar h = |u*| + ¢, para obtermos o resultado desejado.
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A.3 Resultado de compacidade

Nesta secao, mostraremos que o espaco E definido por

E = {u e WHN (RN / a(x)|ulNdr < oo} :
RN
munino com a norma

1

N
fulle = ([ (Val™ + ato)fu)as)
RN
Est4 imerso compactamente em LI(RY) para todo q € [N, c0).

A funcéo a(x) é continua e satisfaz as seguintes hip6teses

(a1) Existe um ntimero real ay > 0 tal que a(z) > ag, para todo z € RV,
(az) a(x) — oo quando |z| — co.

Vamos dividir a prova em algumas afirmagoes.
Afirmacao 1: E é um espaco reflexivo.

De fato, consideremos o seguinte operador linear T': E — (LY (RY)N x LY (RY)
definido por T'(u) = (Vu, a(z)~u). Para simplificar a notacao denotaremos Z =
(LY (RM)N % LN(RY) munido da seguinte norma ||(u,v)||z = (|| Vul|[¥ + [|v||¥)~ .
Temos que 7' é uma isometria de E em Z, e portanto T(E) é um subespago
fechado de Z, resultando (proposigao I11.7 [7]) que T'(E) é reflexivo, e conseqiien-
temente E também é reflexivo.

Afirmagao 2: E — LY (RY) compactamente.

Com efeito, seja (u,) uma sequéncia limitada em F, isto ¢, ||u,||z < C, onde C é
uma constante positiva. Desde que E é reflexivo, a menos de subsequéncia temos

U, ~u € k.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u = 0 e mostraremos que

u, — 0 em LY(RY).

De fato ,dado € > 0, pela hipétese em a(z), existe R > 0 tal que a(z) > NCV /e
para |z| > R.

Se u € WHN(RY) entdo u|po,r) € W' (B(0, R)), em particular
Un|po,r) — 0, pois W HN(B(0,R)) ¢ WV (RY).
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Desde que WV (B(0, R)) est4 imerso compactamente em LY (B(0, R), obtemos

un|por) — 0 em LY(B(0,R)).

Logo existe ng € N tal que

/ \un\Nd:U < E,Vn > ny. (A.12)
B(0,R) 2

Pela escolha de R > 0, temos que

2 alx 1
E/ (0,R) unld < /B (0,R) %‘unlNdx = Wllunllg s L
(0, (0,

Dai

/ [Nz < <. (A.13)
Be(0,R) 2

Logo, de (A.12) e (A.13), obtemos
/ lun|Ndx < e, paratodo n > ny.
RN
Portanto

u, — 0 em LY(RY).

Afirmagao 3: E — L(RY) compactamente para N < q < oo.

De fato, usando a desigualdade de interpolagao (veja [7]) temos

(e} — 1
Huan < ||un||N||un||71~ , onde 5 ==+ ) (O <a< 1);

N r

Assumindo 0 < o < 1, temos N < g < oo. Desde que E esta imerso continua-
mente em L"(RY) para N < r < oo, segue que

Huan < HunH?\l(ClHunHE)l_ay Ci > 0.

Como (uy,) é limitada em E e u, — 0 em LY(RY), concluimos que

u, =0 em LIRY) para N <¢q< oo.

Isto mostra que E estd imerso compactamente em L¢(RY) para N < ¢ < cc.
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A.4 Resultado de densidade

Proposigao A.4.1 C°(RY) € denso em E com relagio a norma || - || 5.

Prova: Primeiro, seja u € E com suporte K = supp(u) compacto. Entao
u € LV (K) o que implica que u € LY (RY).

Consideremos p, uma sequéncia regularizante em R”Y. Temos

gbn:pn*ungo(RN),¢n—>uemLN(RN)e%:pn*g—;ag—gemLN(RN).

Notemos que existe alguma compacto K7 tal que K U supp(¢,) C Ki, para todo
n € N. Portanto

/ algn — ulNdr = / alon — ulNdr < maxa(x)/ lpn — u|Nda,
RN K reK, K

de modo que

al¢n —ulNdr — 0, quando n — oo.
RN

Além disso,

0¢, Ou

— 0, quando n — oo.
N

N
/ Vo, — Vu|Ndr = E
RN

i=1

Logo
|pn, —ul|lg — 0, quando n — oo.

Agora, dado u € E, seja u,(x) = M, (x)u(x), onde M, (z) = M(z/n) e M é uma

fungao de truncamento em C§°(RY) definida por

|1 se xze€ B(0,1)
M(z) = { 0 se x € B90,2).

E claro que |u,| < |u| e u, — u quase sempre em RV e daf pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ alu, —u[Ndr — 0, quando n — oo.
RN

Por outro lado,

Ou, laM M ou
or; n@xiu "Ox;’

e com isso
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o, Ou|V 1om ¥ ou  oul"
/ T dr < 2N-1 / — u dx—i—/ Mn—u— Y odr) .
ry | Ox;  Oxy RN |1 Ox; RN ox; Ox;
Desde que
N
Mn% — Ou — 0 quase sempre em RY

© N

ou  Ou ou

M,— — <2 Ne LNRY
obtemos, pelo Teoreama da Convergéncia Dominada de Lebesgue
ou ou
M, — LN (RY).

Resta mostrar que

N

10M
dx — 0, quando n — oc.

n 0x;

u

/.

Observemos que

/ do |
RN B(0,20)\B(0,n)

quando n — co. Portanto

N

N C

10M
dr < —N/ |u|"dz — 0,
" J B(0,20)\B(0,n)

n 0x;

1 oM
n 0x;

u u

ou, Ou

5z, D — 0, quando n — oo.
Z; TN

Mostrando que
N
¢, O
||u—un||gzz Ofs - 85 +/ alu, —u[Ndr — 0, quando n — oo,

i PN RN

i=1

ou seja
U, —u em F.
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A.5 Desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser

Teorema A.5.1 Sejauec Wy (Q), N>2e
/|Vu|Ndx <1, (A.14)
Q
Entao existe uma constante C(N) que depende somente de N tal que

/ el Dy < C(N)]Q,
Q

1
onde ay = Nwy~] e wy—1 € 0 volume da esfera unitdria (N — 1)-dimensional.

A integral do lado esquerdo € finita para qualquer o > 0, mas se a > ay ela pode
assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de .

Prova: Podemos assumir que u > 0, pois substituindo u por |u| ndo alteramos a
integral do gradiente. Notemos também que é suficiente provarmos a afirmagcao
do teorema num conjunto de func¢oes que seja denso na bola unitaria de I/VO1 N(Q)
Desta maneira vamos supor que u € C5°(€2).

Para prova usaremos a simetrizacao de Schwarz, isto é, com u(x) > 0 associamos
uma fungao u*(r) que dependendo somente da |z| e tal que

He : " >pt ={zr e : u>p} paratodo p>0.

Notemos que u* é uma fungao decrescente da |z|, que é identicamente nula para
|z| > R, onde R ¢é o raio da bola de volume igual a medida de €.

Definamos 2* como sendo a bola unitaria de raio R com centro na origem. Um
resultado bésico de simetrizagao (veja [20]) é que

/ ]Vu*\Ndx§/|Vu|qu:.
o 0

* N N
/eo‘“ dxg/ e dx.

Isto reduz imediatamente o problema para dimensao 1. Por conveniéncia vamos
introduzir a variavel t dada por

Donde, obtemos

|x‘N -t
RN T
e seja
U(t) = NV UNGYN ().
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Entao ¥ é mondétono decrescente e valem

[e%e] [e%e] » 1 p
/ Wt = [ |Vu|Ndr e / PVt = — / e " ds,
0 o 0 9 Jo

onde = a/ay.
Portanto é suficiente para prova o seguinte fato:
seq>2e W e C]0,00)) é uma fungao satisfazendo
W(O) =0, U>0 e /Oo Wt < 1. (A.15)
0

Entao -
/ PVt <ep se <1 com 1/p+1/q=1, (A.16)
0

onde c¢; é uma constante que depende somente de q.

De fato, pela desigualdade de Holder

¢ t 1/q
U(t) = / Wdt < '/r ( / \I/q> < ti/p, (A.17)
0 0

é claro que

o0 [o.¢] 1
BUP—t B—t 7,
e dtg/ ettt = para (< 1.
/o 0 (1-5)

No entanto, para § = 1 a prova é mais delicada. Com o mesmo argumento vamos
mostrar que a integral em (A.16) existe para qualquer 8 positivo. Com efeito,
dado qualquer € > 0 existe um 7" = T'(¢) tal que

/ Widt < e,
T

donde concluimos, novamente pela desigualdade de Hélder, que

U(t) < U(T) + /it —T)V7, para t>T,
portanto
v(t)

11m
t—oo tl/p

=0.

Conseqiientemente S¥F < t/2 para t suficientemente grande, o que prova a
existéncia da integral em (A.16).

Agora mostraremos que para 3 > 1 esta integral pode assumir valores arbitra-
riamente grandes. Para isto, consideremos a funcao n(s) = min{s,1} e seja
U= t}/pn(t/tl). Claramente, esta funcado satisfaz as condigdes em (A.15), mas
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o0 o0
/ PVt > / ePhtdr = B0
0

t1

t1

e notemos que e’ D1 — 0o, quando t; — co. O que prova a afirmacdo.

Agora queremos provar a estimativa (A.16). Os detalhes da prova de (A.16) s@o
técnicos. Descreveremos a idéia que sai primeiramente da verificacao de varias
estimativas para mais tarde concluimos a prova de (A.16).

Embora a desigualdade (A.17) seja a melhor possivel, notemos que podemos ter a

igualdade W(t;) = t./” para algum ¢, se, e somente se, ¥ tem a forma t1/n(t/t,),
que ¢ justamente a reta quebrada considerada. Verifica-se que a integral rele-
vante é de fato limitada para esta familia de fungoes. Mostraremos agora que
se t71/PU(t), ou sua ¢ poténcia de t~9+1W4(t), estdo préximas da funcio W(t),
entao uma destas fungoes estd préxima da reta quebrada.

Mais especificamente, podemos assumir que ¥ é identicamente nula proximo de
t = 0 e é constante para t suficientemente grande, desde que qualquer ¥ em
(A.15) pode ser aproximada por uma tal fungdo. Entéao seja

L—é:ngxf@“@%wzﬁf”HW@g, (A.18)

e observe que 0 < § < 1. De fato, se 0 fosse nulo ¥ teria que ser uma reta
quebrada, dai nao seria identicamente nula perto de zero.

Introduzindo as variavéis s, y(s) pelas substitui¢oes

t=tis e W(t)= t}/py(s),

obtemos que

MW—O,MZO’/iV%SSL 5T y(s) <1 -0 =y, (A.19)
0
onde y(1) =y, e 0 <0 < 1.
Queremos mostrar que para ¢ suficientemente pequeno a fungao y(s) ndo pode

ser muito maior do que 7(s) = min{l,s}. Isto é expressado pela seguinte de-
sigualdade

1 e}
=0 [ = wPds+ [ s <o (A.20)
0 1
a qual segue de (A.19) como provaremos mais tarde. Esta desigualdade implica

que ambas as integrais separadamente sao < ¢ e isto permite que mostremos que
toda funcao y(s) satisfazendo (A.19) para 0 < § < 1/2 pode ser dominada por
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y(s) < =(s) (A.21)

onde

S + min agl/p C3 — 5))1/2 ara <s<1,
z():{ + min{(24) ,e3(6(1 Z)) }op 0<s<1 (A.22)

1+ 6Y4(s —1)Y/? para

)

onde c3 é uma constante positiva que depende somente de q.

Agora, faremos uma estimativa da funcao zP — s. Para isto definamos a funcao

(s) = s para 0<s<1/2,
S = s — 1| para 1/2<s < oc.

Afirmamos que existem constantes positivas &y < 1/2, ¢4 e ¢5 que dependem
somente de ¢ tais que para 0 < § < §yg e para todo s > 0 fora do intervalo

A ={s:|s—1] < c4d}, temos

2P — s < —clp(s). (A.23)

Novamente deixaremos a prova de (A.23) para a préxima secao. Note que de
(A.23), obtemos a limitacao da integral para § = 1. Por (A.23) temos

WP —t =t (y? — 5) < —c5'p(s)t; para t=t;s, (A.24)

se excluimos o intervalo Ay = {t : |t — 1| < c40t1}.
Neste intervalo podemos usar (A.18), donde

UP(t) < (1 —8)P 1, (A.25)
e desde que 1 — (1 —60)P"! > (p —1)d para 1 < p < 2, temos que

/ eVl < / e~ PGt < 9¢,8t; max e~ P,
A Ay A1
Se escolhermos &y < (2¢4) ™" temos que ¢t > t1(1 —c48) > t4/2 e conseqiientemente
/ eV’ At < 2¢,0t e P DMN/2 < deg(p— 1) te
Ay

desde que e < e~ ! para x > 0.
Para estimativa fora do intervalo A; usamos (A.23) e obtemos a limitagao

tl/ e~ ¢(9) < 3cs,
0

onde cada intervalo (0,1/2), (1/2,1), (1,00) contribui com uma constante cs,
como vemos facilmente. Conseqiientemente
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/ eV tdt < 3cs +dey(p— 1) e = g,
0

para 0 < § < dy, onde c¢g € definida por esta equagao.

Finalmente, para dy < § < 1 temos novamente por (A.25) que VP —t < —(p—1)dt
e conseqiientemente

/OO eVt < /OO e~ (=1t gy < ;
0 0 (p - 1)50

Portanto (A.16) esta provado para 5 = 1 se tomarmos ¢; = ¢ + (1/(p — 1)dy).

Portanto para concluimos a prova do Teorema devemos estabelecer (A.20) e
(A.21) com as definicoes (A.22) e (A.23). Para este proposito usaremos as
seguintes estimativas elementares:

Seq>2,a>0ea+b>0,entao

a? +qa® b+ (g — 1)a??b* < (a + b)". (A.26)

Se, além disso, a > 0 e b > 0, entao

a?+ qa? b+ b7 < (a +b)? < a? + cr(a® b+ b7). (A.27)

Onde ¢7; é uma constante positiva que dependendo somente de gq. A estimativa
por cima de (a + b)? vale até mesmo para g > 1. J4 as estimativas por baixo de
(a + b)? seguem da férmula de Taylor

1

(a+b)" = a? + qa™ b+ qlq — 1)B2 / (a + ab)2(1 — x)dr,
0

pelas estimativas a + b = (1 — z)a + z(a + b) > (1 — x)a, no primeiro caso,
e a+ xb > b no segundo caso. A estimativa por cima em (A.27) segue-se da
limitacao de
(1+z)7-1
T+ x4

Y

para 0 < x < 0.

Para provarmos (A.25) sejaa=1y; > 0e b=y —y, em (A.26), observemos que
a+b=1y > 0. Integrando a desigualdade resultante sobre 0 < s < 1, obtemos
que

1 1
yi + (g — 1)@/3_2/ (v —y1)%ds S/ y'ds.
0 0

No entanto, por (A.19)

1 00 0o 00 00
/ y'lds = / y'lds — / y'lds <1 — / y'ds = 6 + yi — / y'lds,
0 0 1 1 1
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dai, a desigualdade (A.20) segue protamente eliminando-se y{ das duas tltimas
desigualdades.

Obviamente, que ambos os somandos em (A.20) sdo < §. Aplicando a desigual-
dade de Holder como antes, obtemos

y(s) <y +0Y9(s — DYP <14 6Y9(s — D)YP para s> 1,

o que prova (A.21) para s > 1. Analogamente, da desigualdade de Schwarz,
obtemos
y(s) < s+ c3(6(1 — )2, para 0<s<1.

Para completar a prova de (A.21), devemos mostrar que
y(s) < s+ (26)/9s17 para 0<s <1, (A.28)

Para isto teremos que proceder diferente. Fixamos uma constante c em 0 < o < 1
e maximizamos y(o) no conjunto de todas as fungoes y(s) satisfazendo

1
y(0)=0, y(1I)=y1 e /y’qugl.
0

Claramente, o maximo y* é atingido para uma funcao extremal que é uma reta
quebrada, isto é, uma reta que conecta (0,0) com (o, y*) e outra que passa de
(o,y*) para (1,1). Assim a condigdo integrante requer que

q

(1—0)<1.

*

y1—y

Y ya
(o + 15—

g

Esté claro que y* > y;0 e conseqiientemente podemos escrever y* = y;(0 + p)
com p > 0. Entao a ultima desigualdade escreve-se
2% p | 1 1
1+—) o+ |1 l—g)< — = —.
< o ‘ l1-0o ( )< yi  1-=19
Por outro lado, temos que |1 —z|? > 1 — gz para todo z, se calculamos a primeira
estimativa por baixo em (A.27), obtemos

(1+q§+(§)q)a+ <1—qL0> (1—0)§L,

desde que assumimos 0 < 6 < 1/2. Portanto, com y; < 1, temos

y(o) < (o +p) < o+ (20)i0@ D,

Como o era um numero arbitrario em 0 < o < 1, entao vale (A.28) e conseqiien-
temente (A.21) esta provado.
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Finalmente estabelecemos (A.23) como uma conseqiiéncia de (A.22). Em 0 <
s < 1/2 temos por (A.22), usando (A.27),

2P < (5 + (20) V951 /PYP < 8P 4 cp(26) 0527 o cp(25)0/ s,
desde que p+1/p>2,26 <1e0<s<1/2 temos

2P — 5 < s(sP — 1+ 2¢7(20)V9) < s5((1/2)P71/2 — 1),

se 0 < 0 < dg e dp ¢ escolhido suficientemente pequeno. Entao esta estimativa
verifica (A.23) no intervalo (0,1/2) assim o coeficiente de s é negativo.

Os intervalos restantes sao tratados similarmente exceto préximo de s = 1, onde
devemos considerar um pequeno intervalo que o contém. Para 1/2 < s < 1 fixa-
mos 0 = 1 — s e temos de (A.21)
P — 5 < (s+c3(00) /)P — s
= 8P — 5+ cre38P 1 (60)Y? + cr(e3(50) /2P
<s((1—o)P™t = 1) + cg(d0) /2

< —1/2(p — 1)o + cg(d0)*/2.

Na ultima estimativa usamos que p < 2 e s > 1/2. Se restringimos agora ¢ para
o < (4cg/(p — 1))%8 entdo cg(00)/? < (p—1)o /4 e

zp—sg—p

No intervalo s > 1 temos de (A.21) que
P —5 < (1+6Y(s—1)/P)P — 5
<1—s5+c0Y9(s — 1)YP 4 c76p/q(s — 1)
— (5= {1 + cals2)1 + 8?7}

o
s—1
<(s—Di{—3+alH

se dg é escolhido suficientemente pequeno. Para s — 1 > (4¢;)90 o segundo termo
do parenteses é < 1/4 e portanto

1
2P —s5< —Z(s—l).

Combinando estas estimativas obtemos (A.23) com ¢4 = (4cg/(p — 1)) + (4e7)? e
cs = (1 —207P/2)=1 1 4/(p — 1). Isto completa a prova do Teorema.
|
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