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Resumo

Nesta dissertação, provaremos a existência e a multiplicidade de soluções fra-
cas para uma classe de problemas, envolvendo o operador N-laplaciano em sub-
domı́nios do RN e não-linearidades com crescimento cŕıtico do tipo Trudinger-
Moser. Para isto, usaremos minimização, o Teorema do Passo da Montanha e o
Prinćıpio Variacional de Ekeland.
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Abstract

In this thesis, we will prove the existence and the multiplicity of weak solutions
for a class of problems, involving N-laplacian the operator in subdomains of the
RN and nonlinearities with critical growth of Trudinger-Moser type. For this
purpose, we will use minimization, the Mountain Pass Theorem and The Ekeland
Variational Principle.
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Notações

B(x, δ) ou Bδ(x) bola aberta de centro x e raio δ

⇀, → convergências fraca e forte respectivamente

|A| medida de Lebesgue de um conjunto A

q.t.p quase toda parte

suppf suporte da função f

∂u

∂xi

ou uxi
derivada parcial de u em relação a xi

divf =
N∑

i=1

∂fi

∂xi

divergente de f , onde f : Ω ⊂ RN → RN

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente de u, onde u : Ω ⊂ RN → R

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u

∆Nu = div(|∇u|N−2∇u) N-laplaciano de u

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R mensurável ;

∫

Ω

|u|pdx < ∞
}

, 1 ≤ p < ∞

‖u‖p =

(∫

Ω

|u|p
)1/p

, 1 ≤ p < ∞ norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω)

C(Ω) funções cont́ınuas definidas de Ω em R

Cc(Ω) funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N
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C∞(Ω) =
⋂

k≥0

Ck(Ω); Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω); C∞

c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω)

W 1,p(Ω) =



u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

= −
∫

Ω

giϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω),∀i = 1, . . . , N



 ,

1 ≤ p ≤ ∞. Se u ∈ W 1,p(Ω) denota-se gi = uxi

‖u‖1,p = ‖u‖p +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

norma do espaço de Sobolev W 1,p(Ω)

W 1,p
0 (Ω) é o completamento de C1

c (Ω), na norma ‖ · ‖1,p, 1 ≤ p < ∞

‖u‖ =

(∫

Ω

|∇u|N
)1/N

norma do espaço de Sobolev W 1,N
0 (Ω)

‖u‖∗ norma do espaço de Sobolev W−1,N ′
(Ω)

f = o(g) quando x → x0 se limx→x0 |f(x)|/|g(x)| = 0.
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Introdução

Nesta dissertação, estudaremos a existência e a multiplicidade de soluções
fracas para algumas classes de problemas de equações diferenciais parciais, envol-
vendo o operador N-laplaciano. As classes de equações que trataremos são bem
particulares, no sentido de que tais problemas têm uma caracteŕıstica em comum:
a falta de compacidade. Esta perda de compacidade é causada pelo crescimento
cŕıtico da não-linearidade ou pela não-limitação do domı́nio de definição do pro-
blema. Esse crescimento cŕıtico na parte não-linear é motivado pela desigualdade
de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja [23]).

Teorema 0.1 (Desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser ) Seja u ∈
W 1,N

0 (Ω), N ≥ 2 tal que ∫

Ω

|∇u|Ndx ≤ 1.

Então existe uma constante C(N), que depende somente de N , tal que

∫

Ω

e(αN |u|
N

N−1 )dx ≤ C(N)|Ω|,

onde αN = Nω
1

N−1

N−1 e ωN−1 é o volume da esfera unitária (N − 1)-dimensional.
A integral do lado esquerdo é finita para qualquer α > 0. Porém, se α > αN , ela
pode assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de u.

Os problemas que abordaremos são:

Problema 1. Consideremos Ω ⊆ RN (N ≥ 2) um domı́nio limitado com fronteira
suave. Buscaremos soluções fracas não-negativas do seguinte problema eĺıptico:

{ −∆Nu = f(x, u) em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω), u ≥ 0,

(1)

onde a não-linearidade f(x, u) é cont́ınua com crescimento cŕıtico, isto é, existe
uma constante α0 > 0 tal que

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= 0, uniformemente em x ∈ Ω,∀α > α0
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e

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= ∞, uniformemente em x ∈ Ω,∀α < α0.

Problema 2. Consideremos Ω ⊆ RN (N ≥ 2) um domı́nio limitado com fronteira
suave. Buscaremos soluções fracas do seguinte problema eĺıptico:

{ −∆Nu = f(x, u) + h(x) em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω),

(2)

onde a não-linearidade f(x, u) é cont́ınua com crescimento cŕıtico e h(x) ∈
W−1,N ′

(Ω) é uma pertubação do problema 1.

Problema 3. Buscaremos soluções fracas não-negativas do seguinte problema
eĺıptico:

{ −∆Nu + a(x)|u|N−2u = f(x, u) em RN ,
u ∈ W 1,N(RN), u ≥ 0,

(3)

onde a(x) é uma função cont́ınua e coerciva. Além disso, existe uma constante
a0 > 0 tal que a(x) ≥ a0 para todo x ∈ RN e a não-linearidade f(x, u) é também
cont́ınua com crescimento cŕıtico.

Para obtermos a existência de soluções fracas para estas classes de proble-
mas, utilizaremos um método do tipo minimax, mais precisamente, o Teorema
do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale e o Prinćıpio Variacional
de Ekeland (veja [2], [13]). Isto será feito associando-se funcionais de energia
definidos em espaços de funções adequados, cujos pontos cŕıticos são exatamente
as soluções fracas dos problemas.

Baseando-se no artigo [15], estudaremos o problema 1. Este problema foi
abordado no artigo [14] no caso em que Ω é um subdomı́nio do plano e com não-
linearidades menos gerais do que as consideradas em [15].

Motivado pelo problema 1, baseando-se no artigo [28], estudaremos o proble-
ma 2 que é a versão não-homogênea do problema 1. Além de existência de soluções
fracas, estabeleceremos resultados de multiplicidade de soluções.

Finalmente, baseando-se no artigo [16], trataremos o problema 3. Observamos
que o problema 3 será formulado num domı́nio ilimitado. Problemas deste tipo,
foram estudados por Cao no artigo [8] e por Cao e Zhengjie no artigo [9] para o
caso N = 2 e com não-linearidades com crescimento cŕıtico em R2. No entanto,
a função a(x) era constante. Nestes artigos, os autores usaram o Prinćıpio de
Concentração-Compacidade de P. L. Lions.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira:
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Preliminares: enuciaremos alguns resultados bem conhecidos, que serão uti-
lizados ao longo do texto.

Caṕıtulo 1: trataremos do estudo do problema 1.

Caṕıtulo 2: trataremos do estudo do problema 2.

Caṕıtulo 3: trataremos do estudo do problema 3.

Apêndice A: demonstraremos algumas desigualdades importantes que serão
utilizadas ao longo deste trabalho. Faremos também, um estudo da diferencia-
bilidade dos funcionais de energia associados aos problemas propostos. Tratare-
mos dois resultados fundamentais para podermos obter uma solução fraca do
problema 3. O primeiro é um resultado de compacidade e o segundo é de den-
sidade. E para concluimos o nosso trabalho, demonstraremos a desigualdade de
Pohozaev-Trudinger-Moser.

Ao longo deste trabalho, estaremos sempre fazendo referências dos resultados
utilizados.
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Preliminares

Aqui, enunciaremos alguns resultados importantes que serão necessários para
uma melhor compreensão do trabalho a ser desenvolvido.

0.1 Resultados básicos

Em determinados pontos de nosso trabalho, faremos referências aos seguintes
resultados:

Teorema 0.2 ([7], Proposição 3.5) Sejam X um espaço de Banach e (xn)
uma seqüência em X. Se xn ⇀ x em X, então ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Teorema 0.3 ([7], Teorema 3.27) Se X é um espaço de Banach reflexivo e
(xn) uma seqüência limitada em X, então existe uma subseqüência (xnk

) que
converge na topologia fraca de X.

Teorema 0.4 ([7], Proposição 3.30) Seja X um espaço de Banach uniforme-
mente convexo. Seja (xn) uma seqüência em X tal que e xn ⇀ x e

lim sup
n→∞

‖xn‖ ≤ ‖x‖.

Então xn → x em X. Em outras palavras, se xn ⇀ x e ‖xn‖ → ‖x‖ então
xn → x em X.

Teorema 0.5 ([13], Teorema 1.4) Seja φ : X → R ∪ {+∞} uma função con-
vexa, onde X é um espaço de Banach. Então φ é semicont́ınua inferiormente se,
e somente se, é fracamente simicont́ınua inferiormente.

No que segue, vamos assumir que Ω ⊂ RN é um aberto. O próximo teorema
afirma que, sob certas condições, a integral é absolutamente cont́ınua.

Teorema 0.6 ([18], Corolário 4.1.2) Se f é uma função não-negativa, men-
surável e

∫
Ω

fdµ < ∞ então f é absolutamente cont́ınua em relação a µ, ou seja,
para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que µ(Ω) < δ implica

∫
Ω

fdµ < ε.

O próximo resultado é o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.
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Teorema 0.7 ([4], Teorema 5.6) Seja (fn) uma seqüência de funções de L1(Ω)
tal que:

i) fn(x) → f(x) q.t.p em Ω;

ii) existe g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ≥ 1, temos

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e
lim

n→∞
‖fn − f‖L1(Ω) = 0,

isto é, ∫

Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫

Ω

fn(x)dx.

Teorema 0.8 ([7], Teorema 4.9) Sejam (fn) uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈
Lp(Ω), tais que

‖fn − f‖Lp(Ω) → 0.

Então podemos extrair uma subseqüência (fnk
) tal que

i) fnk
(x) → f(x) q.t.p em Ω, e

ii) |fnk
(x)| ≤ h(x), q.t.p em Ω, ∀k ∈ N, com h ∈ Lp(Ω).

Teorema 0.9 ([20], Lema 4.6 (Brezis-Lieb)) Sejam 1 ≤ p < ∞ e (fn) uma
sequência limitada de funções de Lp(Ω) que converge q.t.p para f . Então f ∈
Lp(Ω) e

‖f‖p
p = lim

n→∞
(‖fn‖p

p − ‖f − fn‖p
p).

Teorema 0.10 ([7], desigualdade de Hölder generalizada) Suponha que as
funções f1, f2, . . . , fk são tais que

fi ∈ Lpi(Ω) i = 1, 2, . . . , k com
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ . . . +
1

pk

≤ 1.

Então o produto f = f1f2 . . . fk pertence a Lp(Ω) e

‖f‖Lp ≤ ‖f1‖Lp1‖f2‖Lp2 . . . ‖fk‖Lpk .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então f ∈ Lr(Ω) para
todo p ≤ r ≤ q e se verifica a desigualdade de interpolação

‖f‖Lr ≤ ‖f‖α
Lp‖f‖1−α

Lq onde
1

r
=

α

p
+

1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1).

7



Teorema 0.11 ([7], Teorema IX.9 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev))
Seja 1 ≤ p < N . Existe uma constante C, dependendo apenas de p e N , tal que

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖∇u‖Lp(RN ),

para todo u ∈ C1
c (RN), onde p∗ = Np/(N − p).

Corolário 0.1 ([7], Corolário IX.11) Se p = N verifica-se

W 1,N(RN) ⊂ Lq(RN) para todo q ∈ [N,∞),

com injeções cont́ınuas.

Teorema 0.12 ([7], Corolário IX.14) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado de
classe C1, com fronteira limitada, e 1 ≤ p ≤ ∞. Então,





se 1 ≤ p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω),
se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,∞),
se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

com injeções cont́ınuas.

Teorema 0.13 ([7], Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov)) Seja Ω ⊂ RN

um aberto limitado de classe C1. Temos:



se 1 ≤ p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗),
se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,∞),
se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

com injeções compactas.

Teorema 0.14 ([5], Lema Radial IV.A) Se u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < ∞, é uma
função não-crescente (isto é, 0 ≤ u(x) ≤ u(y) se |x| ≥ |y|), então temos

|u(x)| ≤ |x|−N/p

(
N

ωN−1

)1/p

‖u‖p, x 6= 0.

Enunciaremos agora, dois resultados que utilizaremos para encontrarmos pon-
tos cŕıticos de funcionais associados aos problemas deste trabalho.

Teorema 0.15 ([13], Teorema IV.2 (Prinćıpio Variacional de Ekeland))
Seja (X, d) um espaço métrico completo e ϕ : X → (−∞, +∞] um funcional semi-
cont́ınuo inferiormente, limitado inferiormente o qual pode assumir +∞ mas não
identicamente igual a +∞. Dado ε > 0, seja u ∈ X tal que

ϕ(u) ≤ inf
X

ϕ + ε.

Então, dado λ > 0, existe vε ∈ X tal que

(i) ϕ(vε) ≤ ϕ(u),
(ii) d(u, vε) ≤ 1/λ,
(iii) ϕ(ω) > ϕ(vε)− ελd(vε, ω), para cada ω ∈ X \ {vε}.

8



Como conseqüência do Prinćıpio Variacional de Ekeland, pode-se mostrar o
seguinte teorema:

Teorema 0.16 ([2], [13], Teorema do Passo da Montanha) Seja E um
espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R). Suponha que existe uma vizinhança U de
0 em E e α, δ > 0 que satisfazem as seguinte condições:

(i) I(0) = 0,
(ii) I(u) ≥ δ na fronteira de U ,
(iii) Existe e /∈ U tal que I(e) < α.

Então, para o número c definido por:

c = inf
γ∈Γ

max
u∈γ([0,1])

I(u) ≥ δ

onde Γ = {g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0, g(1) = e}.

Existe uma seqüência (un) em E tal que

I(un) → c e I ′(un) → 0,

9



Caṕıtulo 1

Um problema homogêneo com
crescimento cŕıtico envolvendo o
operador N-laplaciano

1.1 Introdução

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar um estudo sobre a existência de soluções
fracas não-negativas para uma classe de problemas eĺıpticos, envolvendo o opera-
dor N-laplaciano em subdomı́nios limitados do RN e com não-linearidades com
crescimento cŕıtico. Mais precisamente, estudaremos a seguinte classe de proble-
mas:

{ −∆Nu = f(x, u) em Ω

u ∈ W 1,N
0 (Ω), u ≥ 0,

(1.1)

onde −∆Nu ≡ −div(|∇u|N−2∇u) é o operador N-laplaciano, Ω ⊆ RN(N ≥ 2)
é um domı́nio limitado com fronteira suave e a não-linearidade f(x, u) tem o
crescimento máximo posśıvel que permite tratar o problema (1.1) variacional-
mente em W 1,N

0 (Ω). Aqui, este crescimento máximo é motivado pela desigual-
dade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja [23]). Esta desigualdade é enunciada,
rigorosamente, no seguinte teorema:

Teorema 1.1 Seja u ∈ W 1,N
0 (Ω), N ≥ 2 e

∫

Ω

|∇u|Ndx ≤ 1. (1.2)

Então existe uma constante C(N), que depende somente de N , tal que

∫

Ω

e(αN |u|
N

N−1 )dx ≤ C(N)|Ω|,

10



onde αN = Nω
1

N−1

N−1 e ωN−1 é o volume da esfera unitária (N − 1)-dimensional.
A integral do lado esquerdo é finita para qualquer α > 0; porém, se α > αN ela
pode assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de u.

Como conseqüência da desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, associa-
mos, naturalmente, noções de criticalidade e subcriticalidade.

Definição 1.1 Dizemos que uma função f : Ω × R → R tem crescimento
subcŕıtico, se para todo α > 0,

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= 0, uniformemente em x ∈ Ω. (1.3)

Exemplo 1.1 A função f : Ω × R → R definida por f(x, t) = h(x)et, onde
Ω ⊆ R2 e h : Ω → R é cont́ınua, tem crescimento subcŕıtico. De fato,

lim
t→±∞

f(x, t)

eαt2
= lim

t→±∞
h(x)e(t−αt2) = 0,∀α > 0.

Definição 1.2 Dizemos que a função f : Ω×R→ R tem crescimento cŕıtico,
se existe α0 > 0 tal que

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= 0, uniformemente em x ∈ Ω,∀α > α0 (1.4)

e

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= +∞, uniformemente em x ∈ Ω,∀α < α0. (1.5)

Exemplo 1.2 A função f : Ω × R → R definida por f(x, t) = h(x)tet2, onde
Ω ⊆ R2 e h : Ω → R é cont́ınua, tem crescimento cŕıtico, com α0 = 1. De fato,

lim
t→±∞

f(x, t)

eαt2
= lim

t→±∞
h(x)tet2

eαt2
(1.6)

Seja α = 1 + ε, para todo ε > 0, temos

lim
t→±∞

h(x)tet2

eαt2
= lim

t→±∞
h(x)t

eεt2
= 0.

Se α ≤ 1, temos que o limite em (1.6) é ±∞.

Para mostrarmos a existência de soluções para o problema (1.1), utilizaremos
uma técnica do tipo minimax. Mais precisamente, o Teorema do Passo da Mon-
tanha sem a condição de Palais-Smale. Para isto, consideraremos o caso em que
a função f(x, u) tem crescimento cŕıtico e satisfaz as seguintes condições:

(f1) f : Ω× R→ R é cont́ınua.
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(f2) Existem R, M > 0 tais que para todo u ≥ R e para todo x ∈ Ω, tem-se

0 < F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt ≤ Mf(x, u).

(f3) f(x, u) ≥ 0 para todo (x, u) ∈ Ω× [0, +∞) e f(x, 0) = 0 para todo x ∈ Ω.

Antes de enuciarmos o principal resultado deste caṕıtulo, consideraremos o
seguinte problema de auto-valor:

−∆Nu = λ|u|N−2u, u ∈ W 1,N
0 (Ω).

Sabemos que este problema possui um menor auto-valor λ1 > 0 para o qual
podemos tomar uma auto-função ψ1 positiva (veja [3]). Além disso, λ1 pode ser
caracterizado variacionalmente como:

λ1 = inf

{∫

Ω

|∇u|Ndx : u ∈ W 1,N
0 (Ω),

∫

Ω

|u|Ndx = 1

}
. (1.7)

Vejamos agora o principal resultado deste caṕıtulo, que trata da existência de
soluções não-negativas para o problema (1.1).

Teorema 1.2 Suponhamos que f(x, u) tem crescimento cŕıtico em Ω e satisfaz
(f1), (f2) e (f3). Além disso, suponha que

(f4) lim supu→0+
NF (x,u)
|u|N < λ1, uniformemente para x ∈ Ω,

(f5) lim infu→∞ uf(x, u)e(−α0|u|
N

N−1 ) ≥ β0 > 1
rN ( N

α0
)N−1, uniformemente para

x ∈ Ω,

onde r é o raio interno do conjunto Ω, isto é, r é igual ao raio da maior bola
aberta contida em Ω. Então, o problema (1.1) tem uma solução não-trivial.

Vejamos um exemplo de uma não-linearidade que satisfaz as hipóteses do Teorema
1.2.

Exemplo 1.3 Considere a função f : Ω× R→ R definida por

f(x, u) = 2βueu2

,

onde Ω ⊆ R2 e 0 < β < λ1/2.

Já sabemos do exemplo 1.2 que f(x, u) tem crescimento cŕıtico com expoente
α0 = 1. Agora, mostraremos que f(x, u) satisfaz as hipóteses (f1) a (f5). De
fato; as condições (f1) e (f3) são imediatas da definição de f(x, u). Então basta
mostrarmos que (f2), (f4) e (f5) são válidas.
Por definição, temos que

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt.

12



Logo, para f(x, u) = 2βueu2
, temos

F (x, u) =

∫ u

0

2βtet2dt,

ou seja,
F (x, u) = β(eu2 − 1).

Conseqüentemente,

lim
u→∞

F (x, u)

f(x, u)
= lim

u→∞
(eu2 − 1)

2ueu2 = 0.

O que prova a condição (f2).

Agora, para mostrarmos (f4), notemos que

lim
u→o+

2F (x, u)

u2
= lim

u→o+
2β

(eu2 − 1)

u2

Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos

lim
u→o+

2F (x, u)

u2
= lim

u→o+
2βeu2

= 2β,

que prova a condição (f4).

Além disso, temos

lim
u→∞

uf(x, u)e−α0u2

= lim
u→∞

2βu2eu2

e−u2

= lim
u→∞

2βu2 = ∞,

que prova a condição (f5).

Observação: A hipótese (f4) é essencial para o nosso resultado. De fato, se
considerarmos a função f : Ω× R→ R definida por

f(x, u) = λ1u + u2eu2

, Ω ⊆ R2,

novamente teremos que f(x, u) tem crescimento cŕıtico com expoente α0 = 1,
pois tomando α = 1 + ε, com ε > 0, obtemos

lim
u→±∞

f(x, u)

eαu2 = lim
u→∞

λ1u + u2eu2

eαu2 =

(
lim

u→∞
λ1u

eu2 + lim
u→∞

u2

eεu2

)
= 0.

E se α ≤ 1, este limite é +∞.

Notemos que a parcela λ1u não permite que esta função satisfaça a hipótese (f4).
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Agora consideremos o seguinte problema

−∆u = λ1u + u2eu2

.

Multiplicando esta equação por ψ1 e integrando, obtemos

−
∫

Ω

∆uψ1dx = λ1

∫

Ω

uψ1dx +

∫

Ω

u2eu2

ψ1dx, (1.8)

e usando integração por partes, temos que

−
∫

Ω

∆uψ1dx =

∫

Ω

∇u∇ψ1dx = −
∫

Ω

u∆ψ1dx.

Logo, a equação (1.8), pode ser escrita da seguinte forma

−
∫

Ω

u∆ψ1dx = λ1

∫

Ω

uψ1dx +

∫

Ω

u2eu2

ψ1dx.

No entanto, temos que
−∆ψ1 = λ1ψ1,

donde

λ1

∫

Ω

uψ1dx = λ1

∫

Ω

uψ1dx +

∫

Ω

u2eu2

ψ1dx,

e isto implica que ∫

Ω

u2eu2

ψ1dx = 0,

que é uma contradição. Portanto, a hipótese (f4) é fundamental para obtermos
o resultado de existência de soluções positivas.

1.2 Formulação variacional

Sob as hipóteses de que f(x, u) é cont́ınua e tem crescimento cŕıtico, como definido
em (1.4) e (1.5), temos que, para todo β > α0, existe uma constante C > 0 tal que

|f(x, u)| ≤ Ce(β|u|
N

N−1 ), para todo (x, u) ∈ Ω× R. (1.9)

De fato, dados β > α0 e ε > 0, existe Rε > 0 tal que

|f(x, u)|
e(β|u|

N
N−1 )

< ε, sempre que u ≥ Rε,

o que implica

|f(x, u)| ≤ εe(β|u|
N

N−1 ), para todo u ≥ Rε. (1.10)
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Agora, consideremos a restrição de f(x, u) ao compacto Ω× [0, Rε]. Sendo f(x, u)
uma função cont́ınua, existe uma constante M > 0 tal que |f(x, u)| ≤ M , para

todo (x, u) ∈ Ω × [0, Rε]. Desde que e(β|u|
N

N−1 ) é uma função crescente, podemos
escolher uma constante C > 0 de modo que

|f(x, u)| ≤ Ce(β|u|
N

N−1 ), para todo u ∈ [0, Rε]. (1.11)

Conseqüentemente, de (1.10) e (1.11), obtemos que

|f(x, u)| ≤ Ce(β|u|
N

N−1 ), para todo (x, u) ∈ Ω× R.

Desta desigualdade, juntamente com a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser
(veja Apêndice A), mostramos que o funcional de energia I : W 1,N

0 (Ω) → R
associado ao problema (1.1), dado por:

I(u) =
1

N

∫

Ω

|∇u|Ndx−
∫

Ω

F (x, u)dx, (1.12)

está bem definido em W 1,N
0 (Ω) e I ∈ C1(W 1,N

0 (Ω),R). Além disso,

I ′(u)v =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, ∀u, v ∈ W 1,N
0 (Ω). (1.13)

Por uma solução fraca de (1.1), entendemos uma função u ∈ W 1,N
0 (Ω) satisfazendo

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,N
0 (Ω).

Portanto, pontos cŕıticos não-triviais de I são precisamente as soluções fracas não-
triviais de (1.1). Como estamos procurando soluções não-negativas é conveniente
definirmos

f(x, u) = 0, em Ω× (−∞, 0].

Conseqüentemente, as condições (f1), (f2) e (f3) implicam os seguintes fatos:

(a) F (x, u) ≥ 0, para todo (x, u) ∈ Ω× R.

(b) Existe uma constante C > 0 tal que para todo (x, u) ∈ Ω× [R, +∞)

F (x, u) ≥ Ce( 1
M

u). (1.14)

(c) Existem R0 > 0, θ > N tal que para todo (x, u) ∈ Ω× [R0, +∞)

θF (x, u) ≤ uf(x, u). (1.15)
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Prova de (a): é imediata da definição de F (x, u).

Prova de (b): Por (f2) existem R > 0 e M > 0 tais que

0 < F (x, s) ≤ Mf(x, s), para todo s ≥ R,

logo

1

M
≤ f(x, s)

F (x, s)
.

Integrando no intervalo R ≤ s ≤ u, obtemos

u−R

M
≤ ln

(
F (x, u)

F (x,R)

)
,

donde segue-se

e(u−R
M

) ≤ F (x, u)

F (x,R)
.

Portanto,
F (x, u) ≥ Ce( u

M
),

onde C = exp(−R
M

)F (x,R) > 0.

Prova de (c): Novamente por (f2) temos que

F (x, u) ≤ Mf(x, u), para todo u ≥ R.

Tomando θ > N , obtemos

θF (x, u) ≤ θMf(x, u), para todo u ≥ R.

Logo

uf(x, u) ≥ θMf(x, u) ≥ θF (x, u), para todo u ≥ R0,

onde R0 = max{R, θM}.

Agora, mostraremos que o funcional de energia associado ao problema (1.1)
satisfaz a “geometria” do passo da montanha.

Lema 1.1 Sob as hipóteses (f1), (f2), (f3) e (1.9), temos I(tu) → −∞ quando
n →∞, para todo u ∈ W 1,N

0 (Ω) \ {0} com u ≥ 0.

Prova: Afirmamos que para p > N , existem constantes C, d > 0 tais que

F (x, u) ≥ Cup − d, para todo u ≥ 0. (1.16)

De fato, para u ≥ R, temos que
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e( u
M

) =
∞∑

p=0

up

p!Mp
≥ Cup,∀u ≥ 0 e p > N.

Desta estimativa e da condição (1.14), temos F (x, u) ≥ Cup, para todo u ≥ R.

Já no intervalo 0 ≤ u ≤ R, sendo F (x, u) uma função cont́ınua, existe uma
constante m tal que m ≤ F (x, u), para todo (x, u) ∈ Ω × [0, R], pois o conjunto
Ω×[0, R] é compacto. Conseqüentemente, podemos escolher uma constante d > 0
tal que

F (x, u) ≥ Cup − d, ∀u ≥ 0.

O que prova a afirmação. Escolhendo u ∈ W 1,N
0 (Ω) \ {0} com u ≥ 0, pela

estimativa (1.16), obtemos que

I(tu) =
1

N

∫

Ω

|∇(tu)|Ndx−
∫

Ω

F (x, tu)dx

≤ tN

N

∫

Ω

|∇u|Ndx−
∫

Ω

[C|tu|p − d]dx

= tN

N

∫

Ω

|∇u|Ndx− Ctp
∫

Ω

|u|pdx + d

∫

Ω

dx

= tN

N

∫

Ω

|∇u|Ndx− Ctp
∫

Ω

|u|pdx + d|Ω|.

Desde que p > N , temos que I(tu) → −∞ quando t →∞.

Lema 1.2 Sob as hipóteses (f1), (f4) e (1.9), temos que existem δ, ρ > 0 tais
que

I(u) ≥ δ se ‖u‖ = ρ.

Prova: Por (f1), (f4) e (1.9), podemos escolher λ < λ1 tal que

F (x, u) ≤ 1

N
λ|u|N + Ce(β|u|

N
N−1 )|u|q, ∀(x, u) ∈ Ω× R, q > N.

De fato, por (f4), existe δ > 0 tal que

NF (x, u)

|u|N ≤ λ,

para u ∈ [0, δ], uniformemente em x ∈ Ω, para λ < λ1.

O que implica

F (x, u) ≤ 1

N
λ|u|N , ∀(x, u) ∈ Ω× [0, δ]. (1.17)
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Para u ≥ δ, afirmamos que

0 < F (x, u) ≤ C ′e(β|u|
N

N−1 ) ≤ Cuqe(β|u|
N

N−1 ).

Para alguma constante C > 0.

Com efeito, uq é uma função crescente com valor mı́nimo u = δ. Então para
obtermos C ′ ≤ Cuq, basta tomarmos C = C ′δ−q. Donde segue a afirmação.

Agora usando a desigualdade de Hölder, para 1/s + 1/r = 1, obtemos

∫

Ω

e(β|u|
N

N−1 )|u|qdx ≤
(∫

Ω

e(βr|u|
N

N−1 )dx

)1/r (∫

Ω

|u|sqdx

)1/s

=

(∫

Ω

e[βr‖u‖
N

N−1 (
|u|
‖u‖ )

N
N−1 ]dx

)1/r (∫

Ω

|u|sqdx

)1/s

.

Se ‖u‖ ≤ σ e escolhendo βrσ
N

N−1 < αN = Nω
1

N−1

N−1. Segue-se pela desigualdade de
Pohozaev-Trudinger-Moser que

∫

Ω

e(β|u|
N

N−1 )|u|qdx ≤ M

(∫

Ω

|u|sqdx

)1/s

. (1.18)

De (1.17) e (1.18), obtemos

∫

Ω

F (x, u)dx ≤ λ

N
‖u‖N

N + M‖u‖q
sq.

Portanto,

I(u) ≥ 1

N
‖u‖N − λ

N
‖u‖N

N −M‖u‖q
sq.

Pela caracterização (1.7), temos

λ1 ≤ ‖u‖N

‖u‖N
N

, ∀u ∈ W 1,N
0 (Ω) \ {0}.

Usando a imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lsq(Ω), obtemos

‖u‖q
sq ≤ C‖u‖q, para sq > N.

Conseqüentemente,

I(u) ≥ 1

N
‖u‖N − λ

Nλ1

‖u‖N − C‖u‖q,

ou seja,

I(u) ≥ 1

N
‖u‖N(1− λ

λ1

)− C‖u‖q = ‖u‖N(C1 − C2‖u‖q−N).
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Desde que λ < λ1 e N < q podemos escolher ρ > 0 tal que I(u) ≥ δ se ‖u‖ = ρ.
Com efeito, basta escolhermos ρ > 0 como sendo e ponto onde a função g(t) =
tN(C1 − C2t

q−N) atinge seu máximo.

Agora consideremos a seguinte seqüência de funções não-negativas:

M̃n(x) = ω
− 1

N
N−1





(log n)
N−1

N se |x| ≤ 1/n

log(
1

|x|)/(log n)
1
N se 1/n ≤ |x| ≤ 1

0 se |x| ≥ 1.

Lema 1.3 Seja x0 ∈ Ω e r > 0 tais que a bola B(x0, r) de centro x0 e raio r

esteja contida em Ω. Para seqüência definida por Mn(x, x0, r) = M̃n(x−x0

r
) temos

que Mn ∈ W 1,N
0 (Ω) e ‖Mn‖ = 1.

Prova: De fato, seja x− x0 ∈ B(x0, r). Dáı, temos

Mn(x, x0, r) = ω
−1
N

N−1





(log n)
N−1

N se |x− x0| ≤ r/n

log(
r

|x− x0|)/(log n)
1
N se r/n ≤ |x− x0| ≤ r

0 se |x− x0| ≥ r.

Conseqüentemente, para cada n ∈ N, temos que

∂Mn(x, x0, r)

∂xi

= −ω
−1
N

N−1(log n)
−1
N





0 se |x− x0| ≤ r
n

(xi−xi0
)

|x−x0|2 se r
n
≤ |x− x0| ≤ r

0 se |x− x0| ≥ r.

(1.19)

Notemos que se r
n
≤ |x− x0| ≤ r, temos

|∇Mn(x, x0, r)| = ω
−1
N

N−1(log n)
−1
N

(
N∑

i=1

(
(xi − xi0)

|x− x0|2
)2

)1/2

=
ω
−1
N

N−1(log n)
−1
N

|x− x0| .

Logo,

‖Mn(., x0, r)‖ =

(∫

Ω

|∇Mn(x, x0, r)|Ndx

)1/N

(1.20)

=

(
ω−1

N−1(log n)−1

∫
r
n
≤|x−x0|≤r

dx

|x− x0|N
)1/N

.

Fazendo a mudança de coordenadas y = x − x0, temos que o determinante do
Jacobiano desta mudança vale 1. Logo,

∫
r
n
≤|x−x0|≤r

dx

|x− x0|N dx =

∫
r
n
≤|y|≤r

dy

|y|N .
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Usando coordenadas esféricas, temos que

∫
r
n
≤|y|≤r

dy

|y|N = ωN−1

∫
r
n
≤ρ≤r

ρN−1

ρN
dρ = ωN−1

∫
r
n
≤ρ≤r

dρ

ρ
,

donde

∫
r
n
≤|y|≤r

dy

|y|N = ωN−1

[
log(r)− log(rn−1)

]
= ωN−1 [log r − (log r − log n)] ,

ou seja,

∫
r
n
≤|y|≤r

dy

|y|N = ωN−1 log n.

Substituindo esta última estimativa em (1.20), obtemos que ‖Mn(., x0, r)‖ = 1.

O próximo lema fornecerá uma limitação superior para o ńıvel do Passo da
Montanha. Este resultado será de fundamental importância para obtermos o
resultado de existência de uma solução não-trivial do problema.

Lema 1.4 Assuma as hipóteses (f1), (f2), (f3) e suponha que existe r > 0 tal
que

lim inf
u→∞

uf(x, u)e(−α0|u|
N

N−1 ) ≥ β0 >
1

rN
(
N

α0

)N−1, (1.21)

uniformemente para quase todo x ∈ Ω e B(x0, r) ⊂ Ω. Então existe n ∈ N tal
que

max{I(tMn) : t ≥ 0} <
1

N
(
αN

α0

)N−1.

onde Mn(x) = Mn(x, x0, r).

Prova: Suponha, por contradição, que para todo n ∈ N temos

max{I(tMn) : t ≥ 0} ≥ 1

N
(
αN

α0

)N−1.

Pelo Lema 1.1, dado A > 0, temos que I(tMn) < −A, para todo t > A e pelo
Lema 1.2, existe δ > 0 tal que I(tMn) ≥ δ para algum t. Agora, consideremos a
função g : [0, ξn] → R definida por g(t) = I(tMn), para cada n ∈ N fixado, onde
[0, ξn] é escolhido de maneira que I(tMn) ≥ 0, para todo t ∈ [0, ξn]. Como g é
uma função cont́ınua definida num conjunto compacto, existe tn ∈ [0, ξn] tal que

g(tn) = max
t∈[0,ξn]

g(t).
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Logo, para todo n ∈ N, existe tn > 0 tal que

I(tnMn) = max{I(tMn) : t ≥ 0}.

Mostremos que tNn → (αN

α0
)N−1.

Note que não podemos ter tn = 0. Caso contrário, teŕıamos I(tnMn) = 0, con-
tradizendo

max{I(tMn) : t ≥ 0} ≥ 1

N
(
αN

α0

)N−1 > 0.

Usando o fato de que ‖Mn‖ = 1, temos

I(tnMn) =
tNn
N
−

∫

Ω

F (x, tnMn)dx

≥ 1
N

(αN

α0
)N−1.

Sendo F (x, u) ≥ 0, segue que

tNn ≥ (
αN

α0

)N−1.

Desde que d
dt

(I(tMn)) = 0 para t = tn, conclúımos que

tNn =

∫

Ω

tnMnf(x, tnMn)dx. (1.22)

Por outro lado, pela hipótese (1.21), dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que

uf(x, u) ≥ (β0 − ε)e(α0|tnMn|
N

N−1 ), para todo u ≥ Rε. (1.23)

Note que

tNn ≥
∫

B(x0, r
n

)

tnMnf(x, tnMn)dx,

e usando que tnMn ≥ Rε em B(x0,
r
n
), para n suficientemente grande, obtemos

por (1.23) a seguinte estimativa

tNn ≥ (β0 − ε)

∫

B(x0, r
n

)

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx

= (β0 − ε)

∫

B(x0, r
n

)

e(α0t
N

N−1
n (ω

−1
N

N−1)
N

N−1 log n)dx.

Como o integrando não depende da variável x, obtemos que

tNn ≥ (β0 − ε)e(α0t
N

N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n)

∫

B(x0, r
n

)

dx,

= (β0 − ε)e(α0t
N

N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n) ωN−1

N
( r

n
)N .

21



Usando propriedades da função exponencial, segue-se que

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNn−Ne(α0t

N
N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n)

= (β0 − ε)ωN−1

N
rNe(log n−N )e(α0t

N
N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n)

= (β0 − ε)ωN−1

N
rNe(α0t

N
N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n+log n−N ),

e pelas propriedades da função logaŕıtmica, obtemos

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe(α0t

N
N−1
n ω

−1
N−1
N−1 log n−N log n)

= (β0 − ε)ωN−1

N
rNe[(

α0t

N
N−1
n ω

−1
N−1
N−1

N
−1)N log n]

= (β0 − ε)ωN−1

N
rNe

[(
α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n]

.

Afirmamos que (tn) é limitada. De fato,

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

[(
α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n]

,

o que implica

α0t
N

N−1
n

αN

N log n−N log n− log tNn ≤ K.

Se (tn) não fosse limitada, a menos de subseqüência, teŕıamos

lim
n→∞


α0t

N
N−1
n

αN

N log n−N log n− log tNn


 →∞.

Com efeito, este limite pode ser reescrito da seguite forma

lim
n→∞

α0t
N

N−1
n

αN

N log n

(
1− αN

α0t
N

N−1
n

− αN log tNn

α0t
N

N−1
n

)
→∞,

e isto é uma contradição. Logo (tn) é limitada. Conseqüentemente possui uma
subseqüência convergente, a qual também denotaremos por (tn).

Afirmamos que

tNn → (
αN

α0

)N−1 quando n →∞. (1.24)
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Com efeito, já temos que

tNn ≥ (
αN

α0

)N−1.

Suponha, por contradição, que tn → t0 > (αN

α0
)

N−1
N , ou seja,

α0t
N

N−1

0

αN

− 1 > 0.

Desde que

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

[(
α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n]

e tomando o limite quando n →∞, obtemos

tN0 ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

[(
α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n] →∞.

O que é uma contradição. Para continuarmos a prova do lema 1.4, consideremos
os seguintes conjuntos An = {x ∈ B(x0, r) : tnMn ≥ Rε} e Bn = B(x0, r) \ An.

Temos que

tNn =

∫

Ω

tnMnf(x, tnMn)dx

≥
∫

B(x0,r)

tnMnf(x, tnMn)dx

=

∫

An

tnMnf(x, tnMn)dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

≥ (β0 − ε)

∫

An

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

= (β0 − ε)

∫

B(x0,r)

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

−(β0 − ε)

∫

Bn

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx.

Veja que Mn(x) → 0, quase sempre em B(x0, r), e as funções caracteŕısticas
XBn(x) → 1, quase sempre em B(x0, r), quando n → ∞. Como em Bn temos
tnMn ≤ Rε, vale que

XBntnMnf(., tnMn) ≤ Rεe
(β|Rε|

N
N−1 ) ∈ L1(Ω),

XBn(x)tnMn(x)f(x, tnMn(x)) → 0 quase sempre em Bn.
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Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx → 0.

Analogamente, obtemos

XBne(α0|tnMn|
N

N−1 ) ≤ e(α0|Rε|
N

N−1 ) ∈ L1(Ω),

XBn(x)e(α0|tnMn(x)|
N

N−1 ) → 1, quase sempre em Bn,

e, novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

∫

Bn

e(α0|tnMn(x)|
N

N−1 ) → ωN−1

N
rN .

Desde que α0t
N

N−1
n ≥ αN , obtemos

∫

Br(x0)

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx ≥
∫

Br(x0)

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx

= rN

∫

B1(x0)

e(αN |M̃n|
N

N−1 )dx.

Denotando esta última integral por In, temos

In =

∫

|x|≤ 1
n

e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log n)]dx +

∫
1
n
≤|x|≤1

e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log |x|−1)

N
N−1 (log n)

−1
N−1 ]dx.

Agora, vamos reescrever cada integral acima.

In,1 :=

∫

|x|≤ 1
n

e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log n)]dx =

∫

|x|≤ 1
n

e(log n
αN ω

−1
N−1
N−1 )dx.

Como αN = Nω
1

N−1

N−1, temos

In,1 =

∫

|x|≤ 1
n

e(log nN )dx = e(N log n)

∫

|x|≤ 1
n

dx = e(N log n)ωN−1

N

(
1

n

)N

,

donde

In,1 = e(log nN )ωN−1

N

1

nN
= nN ωN−1

N

1

nN
=

ωN−1

N
.

Para a segunda integral

In,2 :=

∫
1
n
≤|x|≤1

e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log |x|−1)

N
N−1 (log n)

−1
N−1 ]dx.
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Usaremos coordenadas esféricas. Assim temos

In,2 = ωN−1

∫ 1

1
n

ρN−1e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log ρ−1)

N
N−1 (log n)

−1
N−1 ]dρ

= ωN−1

∫ 1

1
n

ρN−1e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log ρ−1)

N
N−1 (log n)

−1
N−1 log n

log n
]dρ

= ωN−1

∫ 1

1
n

ρN−1e[αN (ω
−1

N−1
N−1 )(log ρ−1)

N
N−1 (log n)

−N
N−1 log n]dρ.

Como αNω
−1

N−1

N−1 = N , obtemos

In,2 = ωN−1

∫ 1

1
n

ρN−1e[N(log ρ−1)
N

N−1 (log n)
−N
N−1 log n]dρ.

Fazendo a mudança de variável τ = − log ρ
log n

, obtemos

ρ = exp(−τ log n),

donde

dρ = − log n exp(−τ log n)dτ.

Assim,

In,2 = ωN−1

∫ 0

1

[e(−τ log n)]N−1e[Nτ
N

N−1 log n][− log ne(−τ log n)]dτ

= ωN−1

N

∫ 1

0

N log n[e(−τ log n)]Ne[Nτ
N

N−1 log n]dτ

= ωN−1

N

∫ 1

0

N log n[e(−Nτ log n)]e[Nτ
N

N−1 log n]dτ

= ωN−1

N

∫ 1

0

N log ne[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ.

Das expressões de In,1 e In,2, obtemos

In =
ωN−1

N
+

ωN−1

N

∫ 1

0

N log ne[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ

= ωN−1

N

{
1 +

∫ 1

0

N log ne[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ

}
.

Desde que

tNn ≥ (β0 − ε)

∫

B(x0,r)

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

−(β0 − ε)

∫

Bn

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx,

tomando o limite quando n →∞, resulta que
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(
αN

α0

)N−1 ≥ (β0−ε)

(
0 +

ωN−1

N
rN [1 + lim

n→+∞
N log n

∫ 1

0

e[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ ]− ωN−1

N
rN

)
.

O que implica

(
αN

α0

)N−1 ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rN lim

n→+∞
N log n

∫ 1

0

e[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ.

Por outro lado, temos que

lim
n→+∞

N log n

∫ 1

0

e[N log n(τ
N

N−1−τ)]dτ = N (veja Apêndice A),

donde

(
αN

α0

)N−1 ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNN = (β0 − ε)ωN−1r

N , ∀ε > 0.

Sendo ε arbitrário, obtemos

β0 ≤ 1

rN
(
N

α0

)N−1,

quando ε → 0. Contradizendo (1.21).

1.3 Propriedades da seqüência de Palais-Smale

De posse dos Lemas 1.1 e 1.2, temos que o funcional de energia satisfaz a geometria
do Passo da Montanha. Então usamos o Prinćıpio Variacional de Ekeland para
obter uma seqüência de Palais-Smale (un) em W 1,N

0 (Ω) num ńıvel c, isto é,

I(un) → c e I ′(un) → 0 quando n →∞.

Agora, provaremos duas propriedades de convergência da seqüência (un) que serão
essenciais para obtermos uma solução do problema (1.1).

Lema 1.5 Seja (un) ⊆ W 1,N
0 (Ω) uma seqüência de Palais-Smale, isto é,

I(un) → c e I ′(un) → 0 quando n →∞.

Então existem uma subseqüência de (un), a qual também denotaremos por (un),
e u ∈ W 1,N

0 (Ω) tais que

(i) f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω);

(ii) |∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u fracamente em (L
N

(N−1) (Ω))N .
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Prova: (i) Seja (un) ⊆ W 1,N
0 (Ω) uma seqüência de Palais-Smale no ńıvel c, isto

é,

1

N

∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

F (x, un)dx → c, (1.25)

e
∣∣∣∣
∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇vdx−
∫

Ω

f(x, un)vdx

∣∣∣∣ ≤ εn‖v‖, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω), (1.26)

onde εn → 0 quando n → +∞.

Pela convergência em (1.25), existe K > 0 tal que

1

N

∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

F (x, un)dx ≤ K. (1.27)

Multiplicando (1.27) por θ e usando a estimativa (1.26), obtemos

(
θ

N
− 1

) ∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

(θF (x, un)− f(x, un)un)dx ≤ C + εn‖un‖.

Afirmamos que (un) é uma seqüência limitada em W 1,N
0 (Ω).

De fato, por (1.15), existem constantes R0 > 0, θ > N tais que para todo u ≥ R0

e para todo x ∈ Ω, vale
θF (x, u)− uf(x, u) ≤ 0.

Logo,

(
θ

N
− 1

)
‖un‖N ≤ C + εn‖un‖.

Desta estimativa, segue que (un) é limitada. Conseqüentemente,

∫

Ω

||∇un|N−2∇un|
N

N−1 dx =

∫

Ω

(|∇un|N−1)
N

N−1 dx =

∫

Ω

(|∇un|Ndx ≤ C,

ou seja, (|∇un|N−2∇un) é limitada em (L
N

(N−1) (Ω))N . Como (un) é limitada, segue
das estimativas (1.27) e (1.26), que

∫

Ω

F (x, un)dx ≤ C e

∫

Ω

f(x, un)undx ≤ C.

Além disso, como W 1,N
0 (Ω) é um espaço reflexivo e está imerso compactamente

em Lq(Ω) para todo q ∈ [1,∞), existe uma subseqüência, que também denotare-
mos por (un) tal que
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un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω)

un → u em Lq(Ω) para todo q ∈ [1,∞),
un(x) → u(x) quase sempre em Ω.

Agora, como uma conseqüência do próximo resultado de convergência (veja [14]),
podemos concluir que f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω).

Lema 1.6 Seja (un) em L1(Ω) tal que un → u em L1(Ω) e seja f uma função
cont́ınua. Então f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω), desde que f(x, un) ∈ L1(Ω) e∫

Ω
|f(x, un(x))un(x)|dx ≤ C1.

Prova: Pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [7]), é suficiente provarmos que

∫

Ω

|f(x, un)|dx →
∫

Ω

|f(x, u)|dx.

Dáı, seguiremos a prova feita no artigo de D.G. de Figueiredo, O. H. Miyagaki e
B. Ruf (veja [14]). Desde que f(x, u(x)) ∈ L1(Ω), dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

∫

A

|f(x, u)|dx ≤ ε,

se |A| ≤ δ e A ⊆ Ω é mensurável. Por outro lado, usando o fato que u ∈ L1(Ω),
existe M1 > 0 tal que

|{x ∈ Ω : |u(x)| ≥ M1}| ≤ δ.

Seja M = max{M1, C1/ε}. Denotemos por

I1 =

∫

|un|≥M

|f(x, un)|dx, I2 =

∫

|un|<M

|f(x, un)|dx−
∫

|u|<M

|f(x, u)|dx e

I3 =

∫

|u|<M

|f(x, u)|dx.

Notemos que

∣∣∣∣
∫

Ω

|f(x, un)|dx−
∫

Ω

|f(x, u)|dx

∣∣∣∣ ≤ I1 + I2 + I3.

Agora, vamos estimar estas integrais do lado direito da desigualdade acima. Com
efeito,

I1 =

∫

|un|≥M

|f(x, un)|dx =

∫

|un|≥M

f(x, un)un

|un| dx ≤ C1

M
≤ ε,

e pela escolha tomada acima, resulta que

I3 =

∫

|u|<M

|f(x, u)|dx ≤ ε.
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Além disso, afirmamos que

I2 =

∫

|un|<M

|f(x, un)|dx−
∫

|u|<M

|f(x, u)|dx → 0, quando n →∞.

De fato, a seqüência

gn(x) = |f(x, un(x)|X|un|<M − |f(x, u(x))|X|u|<M → 0 quase sempre em Ω.

Pois, |gn(x)| ≤ |f(x, u(x))| se |un| ≥ M e |gn(x)| ≤ C + |f(x, u(x))| se |un(x)| <
M , onde C = sup{|f(x, t)| : x ∈ Ω, |t| < M}.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue está provada a
afirmação. Logo, das estimativas obtidas acima, segue o Lema.

Agora, mostraremos o item (ii) do Lema 1.5. Desde que (|∇un|N−2∇un) é limi-

tada, então |∇un|N−2∇un converge fracamente para uma função ν em (L
N

(N−1) (Ω))N .
Sem perda de generalidade, podemos supor

|∇un|N ⇀∗ µ em D′(Ω) e

|∇un|N−2∇un ⇀ ν fracamente em (L
N

(N−1) (Ω))N ,

onde µ é uma medida não-negativa regular.

Sejam σ > 0 e Aσ = {x ∈ Ω : ∀r > 0, µ(B(x, r)∩Ω) ≥ σ}. Afirmamos que Aσ é
um conjunto finito. De fato, suponha, por contradição, que existe uma seqüência
de pontos distintos (xk) em Aσ. Desde que para todo r > 0 µ(B(xk, r)∩Ω) ≥ σ,
então temos

k ≤ µ(Aσ)

σ
≤ µ(Ω)

σ
,

o que implica que k é finito. Portanto Aσ = {x1, x2, . . . , xm}.

Consideremos u ∈ W 1,N
0 (RN) com suporte compacto em RN . Pela desigualdade

de Pohozaev-Trudinger-Moser, existem constantes C1, C2 > 0 que dependem
somente de N , tais que

∫

Ω

e
(C1(

|u|
‖∇u‖N

)
N

N−1 ) ≤ C2|supp(u)|. (1.28)

Afirmação 1: Para todo subconjunto K relativamente compacto de Ω\Aσ, pela

estimativa (1.9) e escolhendo σ > 0 tal que βσ
1

N−1 < C1, temos que

lim
n→∞

∫

K

f(x, un(x))un(x)dx =

∫

K

f(x, u(x))u(x)dx.
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De fato, sejam x0 ∈ K e r0 > 0 tais que µ(B(x0, 2r0) ∩ Ω) < σ. Considere uma
função ϕ ∈ C∞ tal que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ ≡ 1 em B(x0, r0) ∩ Ω e ϕ ≡ 0 em
Ω \B(x0, 2r0). Logo

lim
n→∞

∫

Ω

|∇un|Nϕdx =

∫

Ω

ϕdµ ≤ µ(B(x0, 2r0) ∩ Ω) < σ.

Portanto, para n suficientemente grande e ε pequeno, temos

∫

B(x0,r0)∩Ω

|∇un|Ndx ≤
∫

Ω

|∇un|Nϕdµ ≤ (1− ε)σ.

Outro fato importante é que

∫

B(x0,r0)∩Ω

|f(x, un(x))|qdx ≤ C. (1.29)

Com efeito,

∫

B(x0,r0)∩Ω

|f(x, un(x)|qdx ≤ C

∫

Ω

e(βq|un|
N

N−1 )dx

= C

∫

Ω

e
(βq‖∇un‖

N
N−1
N (

|un|
‖∇un‖N

)
N

N−1 )
dx ≤ C.

Escolhendo q > 1 suficientemente próximo de 1 e βq‖∇un‖
N

N−1

N ≤ βqσ
1

N−1 ≤ C1,
pela estimativa (1.28), obtemos o resultado.

Agora, notemos que

∫

B(x0,r0/2)∩Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx

≤
∫

B(x0,r0/2)∩Ω

|f(x, un)− f(x, u)||u|+
∫

B(x0,r0/2)∩Ω

|f(x, un)||un − u|dx.

Nosso objetivo é mostrar que o lado direito da desigualdade anterior converge a
zero.

Afirmação 2:

lim
n→∞

∫

B(x0,r0/2)∩Ω

|f(x, un)− f(x, u)||u|dx → 0.

De fato, dado ε > 0, sabemos que existe ϕ ∈ C∞
0 (Ω) tal que

‖u− ϕ‖ < ε/2,

e pela imersão de Sobolev, temos

‖u− ϕ‖s < ε/2,∀s ≥ 1.
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Por outro lado,

∫

Ω

|f(x, un)u− f(x, u)u|dx =

=

∫

Ω

|f(x, un)u− f(x, un)ϕ + f(x, un)ϕ− f(x, u)ϕ + f(x, u)ϕ− f(x, u)u|dx

≤
∫

Ω

|f(x, un)||u− ϕ|dx +

∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)||ϕ|dx +

∫

Ω

|f(x, u)||ϕ− u|dx.

Pela desigualdade Hölder e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, con-
clúımos que

∫

Ω

|f(x, un)||u− ϕ|dx ≤
(∫

Ω

|f(x, un)|qdx

)1/q

‖u− ϕ‖s < Mε.

Usando o fato que f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω), segue que

∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)||ϕ|dx ≤ ‖ϕ‖∞
∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)|dx → 0.

Finalmente, é imediato ver que

∫

Ω

|f(x, u)||ϕ− u|dx → 0.

E a afirmação está provada.

Continuando, pela desigualdade de Hölder e a estimativa (1.29), temos

∫

Ω

f(x, un)|un − u|dx ≤ C

(∫

Ω

|un − u|q′dx

)1/q′

→ 0 quando n →∞.

Conseqüentemente,

∫

B(x0,r0/2)∩Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx → 0 quando n →∞,

e a afirmação 1 segue pela compacidade de K. Com efeito, consideremos B(x, rx)
uma cobertura aberta de K tal que µ(B(x, rx) ∩ Ω)) ≥ σ. Sendo K compacto,
temos que K ⊆ ∪n

i=1B(xi, ri). Como

∫

B(xi,ri/2)∩Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx → 0 quando n →∞, ∀i = 1, 2, ..., n.

A afirmação 1 está provada.

Para conclúırmos a prova de (ii), precisaremos mostrar mais uma afirmação.
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Seja ε0 > 0 fixado, suficientemente pequeno, tal que B(xi, ε0) ∩ B(xj, ε0) = ∅ se
i 6= j e Ωε0 = {x ∈ Ω : ‖x− xj‖ ≥ ε0, j = 1, 2, . . . , m}.

Afirmação 3:

∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un − |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)dx → 0 quando n →∞.

De fato, sejam 0 < ε < ε0, ϕ ∈ C∞(RN , [0, 1]) tais que ϕ ≡ 1 em B(0, 1
2
) e ϕ ≡ 0

em Ω \B(0, 1). Definamos

ψε(x) = 1−
m∑

j=1

ϕ(
x− xj

ε
).

Notemos que 0 ≤ ψε ≤ 1, ψε ≡ 1 em Ωε = Ω \ ∪m
j=1B(xj, ε), ψε ≡ 0 em

∪m
j=1B(xj,

ε
2
) e ψεun é limitada em W 1,N

0 (Ω) para cada ε > 0.

Usando (1.26) com v = ψεun, temos

∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇(ψεun)dx−
∫

Ω

f(x, un)ψεundx ≤ εn‖ψεun‖,

donde

∫

Ω

[|∇un|N−2∇un[un∇ψε + ψε∇un]− f(x, un)ψεun]dx ≤ εn‖ψεun‖,

dáı
∫

Ω

[|∇un|Nψε + un|∇un|N−2∇un∇ψε − ψεf(x, un)un]dx ≤ εn‖ψεun‖. (1.30)

De maneira análoga, usando (1.26) com v = −ψεu, obtemos

∫

Ω

[−|∇un|N−2ψε∇un∇u− |∇un|N−2u∇un∇ψε + ψεf(x, un)u]dx ≤ εn‖ψεu‖.
(1.31)

Agora, usando o fato que a função g : RN → R, definida por g(v) = |v|N , é
convexa, temos que

0 ≤ (|∇un|N−2∇un − |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u).

Conseqüentemente,
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0 ≤
∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)dx

≤
∫

Ω

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)ψεdx,

a qual pode ser escrita como

0 ≤
∫

Ω

[|∇un|Nψε−|∇un|N−2ψε∇un∇u−|∇u|N−2ψε∇u∇un+|∇u|Nψε]dx (1.32)

Portanto, de (1.30), (1.31) e (1.32), obtemos

0 ≤
∫

Ω

[−|∇un|N−2ψε+un|∇un|N−2∇un∇ψε−ψεf(x, un)un]dx+εn‖ψεun‖

+

∫

Ω

[|∇un|Nψε∇un∇u−|∇un|N−2u∇un∇ψε+ψεf(x, un)u]dx+εn‖ψεu‖

+

∫

Ω

[|∇un|Nψε−|∇un|N−2ψε∇un∇u−|∇u|N−2ψε∇u∇un + |∇u|Nψε]dx.

Dáı, temos

0 ≤
∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇ψε(u− un)dx +

∫

Ω

ψε|∇u|N−2∇u(∇u−∇un)dx (1.33)

+

∫

Ω

ψεf(x, un)(un − u)dx + εn‖ψεu‖+ εn‖ψεun‖.

Agora, vamos estimar cada integral em (1.33) separadamente. Sabemos que para

δ > 0 arbitrário, vale a desigualdade ab ≤ δa
N

N−1 + Cδb
N , onde Cδ = δ1−N . Dáı,

temos

∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇ψε(u− un)dx ≤
∫

Ω

||∇un|N−2∇un∇ψε(u− un)|dx

≤
∫

Ω

|∇un|N−2 | ∇un || ∇ψε(u− un)|dx =

∫

Ω

|∇un|N−1 | ∇ψε(u− un)|dx

≤ δ

∫

Ω

|∇un|Ndx + Cδ

∫

Ω

| ∇ψε|N |u− un|Ndx.

Pela desigualdade de Hölder, para 1/r + 1/s = 1, e usando o fato que (un) é
limitada, temos

∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇ψε(u−un)dx ≤ δC+Cδ(

∫

Ω

|∇ψε|rNdx)1/r(

∫

Ω

|u−un|sNdx)1/s,

e desde que un → u em LsN(Ω) e δ é arbitrário, segue que

lim sup
n→+∞

∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇ψε(u− un)dx ≤ 0. (1.34)
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Agora, como un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω), temos

∫

Ω

ψε|∇u|N−2∇u(∇u−∇un)dx → 0, quando n →∞. (1.35)

De fato, o funcional linear G : W 1,N
0 (Ω) → R definido por

G(v) =

∫

Ω

ψε|∇u|N∇u∇vdx

é claramente cont́ınuo, donde segue a afirmação. Afirmamos também, que

∫

Ω

ψεf(x, un)(un − u)dx → 0, quando n →∞. (1.36)

Com efeito, desde que

∫

Ω

ψεf(x, un)(un − u)dx =

∫

Ω

ψεf(x, un)undx−
∫

Ω

ψεf(x, u)udx

+

∫

Ω

ψεf(x, u)udx−
∫

Ω

ψεf(x, un)udx,

e aplicando a Afirmação 1 para função g(x, u) = ψε(x)f(x, u) e considerando o
conjunto K = Ωε/2, obtemos

∫

Ω

ψεf(x, un)undx =

∫

Ωε/2

ψεf(x, un)undx →
∫

Ωε/2

ψεf(x, u)udx quando n →∞.

Conseqüentemente,

∫

Ω

ψεf(x, un)undx →
∫

Ω

ψεf(x, u)udx quando n →∞.

Usando também que f(x, un) → f(x, u) em L1, obtemos

∫

Ω

ψεf(x, un)udx →
∫

Ω

ψεf(x, u)udx quando n →∞.

Portanto, de (1.33), juntamente com as estimativas (1.34), (1.35) e (1.36), con-
cluimos a Afirmação 2. Finalmente, para conclúımos a demonstração do Lema 4,
sendo ε0 arbitrário, obtemos que

∇un(x) → ∇u(x) quase sempre em Ω.

Deste resultado e do fato que a seqüência (|∇un|N−2∇un) é limitada em LN/(N−1)(Ω),
a menos de subseqüência, temos que

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u em LN/(N−1)(Ω).

E o Lema 1.5 está provado.
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1.4 Resultado de existência

Já provamos no Lema 1.4 que (un) é uma seqüência limitada em W 1,N
0 (Ω) e que

∫

Ω

F (x, un)dx ≤ C e

∫

Ω

f(x, un)undx ≤ C.

Também, a menos de subsequência, temos que

un ⇀ u0 em W 1,N
0 (Ω)

un → u0 em Lq(Ω) para todo q ∈ [1,∞),
un(x) → u)(x) quase sempre em Ω.

Pela hipótese (f2), F (x, un) ≤ Mf(x, un), para todo u ≥ R, x ∈ Ω e no Lema 1.5
provamos que

f(x, un) → f(x, u0) em L1(Ω).

Observemos que, de modo análogo ao que foi demonstrado no Lema 1.5, temos
que

F (x, un) → F (x, u0) em L1(Ω). (1.37)

Assim de (1.25) e (1.37), obtemos

lim
n→∞

∫

Ω

|∇un|Ndx = N

(
c +

∫

Ω

F (x, u0)dx

)
. (1.38)

Agora, por (1.26) e pelo Lema 1.5, segue que

∫

Ω

|∇u0|N−2∇u0∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u0)ϕdx = 0 , ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Por densidade, conclúımos que

∫

Ω

|∇u0|N−2∇u0∇vdx−
∫

Ω

f(x, u0)vdx = 0 , ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Portanto, u0 é solução fraca do Problema (1.1).

Finalmente, vamos provar que u0 é solução não-trivial. Para isto, suponhamos,
por contradição, que u0 ≡ 0. Por (1.38), temos que

lim
n→+∞

∫

Ω

|∇un|Ndx = Nc.

Logo, dado ε > 0, temos ‖un‖N ≤ Nc + ε, para n suficientemente grande. No
entanto, pelo Lema 1.4 c < 1

N
(αN

α0
)N−1. Escolhendo q > 1 suficientemente próximo

de 1, podemos tomar qα0‖un‖
N

N−1 < αN . Logo, pela desigualdade de Pohozaev-
Trudinger-Moser e pela estimativa (1.9) com β = qα0, obtemos
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∫

Ω

|f(x, un(x))|qdx ≤ C

∫

Ω

e(qα0|un|
N

N−1 )dx

=

∫

Ω

e(qα0‖un‖
N

N−1 (
|un|
‖un‖ )

N
N−1 )dx ≤ C.

Usando esta estimativa e (1.26) com v = un, obtemos un → 0 em W 1,N
0 (Ω).

Com efeito,

∫

Ω

|∇un|Ndx ≤ εn‖un‖+

∫

Ω

f(x, un)undx.

Como (un) é limitada, temos

∫

Ω

|∇un|Ndx ≤ εnC1 +

(∫

Ω

|f(x, un(x))|qdx

)1/q (∫

Ω

|un|q′dx

)1/q′

,

∫

Ω

|∇un|Ndx ≤ εnC1 + C2

(∫

Ω

|un|q′dx

)1/q′

→ 0,

pois un → 0 em Lq′(Ω), e como εn é arbitrário, segue a afirmação. Mas isto é
imposśıvel, visto que

lim
n→+∞

∫

Ω

|∇un|Ndx = Nc,

e c > 0. Conseqüentemente, u0 6≡ 0.

Afirmação: u0 é não-negativa.

De fato, escrevendo u0 = u+
0 − u−0 ,

notemos que f(x, u0)u
−
0 = 0 quase sempre em Ω. Desde que

∫

Ω

|∇u0|N−2∇u0∇vdx =

∫

Ω

f(x, u0)vdx, para toda v ∈ W 1,N
0 (Ω),

tomando v = u−0 ∈ W 1,N
0 (Ω), obtemos

∫

Ω

|∇u0|N−2∇u0∇u−0 dx = 0,

que implica ‖u−0 ‖ = 0, donde u = u+ ≥ 0.
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Caṕıtulo 2

Um problema não-homogêneo
com crescimento cŕıtico
envolvendo o operador
N-laplaciano

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, discutiremos a existência e a multiplicidade de soluções fracas
para a classe de problemas eĺıpticos do caṕıtulo anterior. Consideremos agora, o
caso não-homogêneo, mais precisamente, estudaremos a seguinte classe de proble-
mas

{ −∆Nu = f(x, u) + h(x) em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω),

(2.1)

onde −∆Nu ≡ −div(|∇u|N−2∇u) é o operador N-laplaciano, Ω ⊆ RN(N ≥ 2) é
um domı́nio limitado com fronteira suave, a não-linearidade f(x, u) tem cresci-
mento cŕıtico e h(x) ∈ W−1,N ′

(Ω).

No caṕıtulo anterior, estudamos a geometria do funcional associado ao proble-
ma (2.1) com h ≡ 0. Neste caṕıtulo, veremos que muito daquela estrutura
geométrica permanece válida. Novamente utilizaremos o Teorema do Passo da
Montanha sem a condição de Palais-Smale em conjunto com algumas propriedades
de convergência para obtermos soluções. Motivado também pelo interesse no
estudo do sinal da solução, modificaremos um pouco, as hipóteses sobre a não-
linearidade. Dentre estas hipóteses, destacamos principalmente as condições de
simetria.
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Para estudarmos o problema (2.1), consideraremos sobre a não-lineariade
f(x, u) as seguintes hipóteses:

(g1) f(x, u) tem crescimento cŕıtico com expoente α0, isto é

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= 0, uniformemente para x ∈ Ω, para todo α > α0,

lim
|u|→∞

|f(x, u)|
e(α|u|

N
N−1 )

= ∞, uniformemente para x ∈ Ω, para todo α < α0;

(g2) f(x, u) ∈ C(Ω× R,R) e f(x, 0) ≡ 0 para todo x ∈ Ω;

(g3) f(x, u) ≥ 0 em Ω× [0, +∞) e f(x, u) ≤ 0 em Ω× (−∞, 0];

(g4) Existem R, M > 0 tais que para todo |u| ≥ R e x ∈ Ω

0 < F (x, u) ≤ M |f(x, u)|.

(g5) Além destas hipóteses, suponhamos que

lim sup
u→0+

NF (x, u)

|u|N < λ1, uniformemente para x ∈ Ω,

onde λ1 é o primeiro auto-valor do problema não-linear

−∆Nu = λ|u|N−2u, u ∈ W 1,N
0 (Ω).

É bem conhecido que λ1 pode ser caracterizado variacionalmente como

λ1 = inf

{∫

Ω

|∇u|Ndx : u ∈ W 1,N
0 (Ω),

∫

Ω

|u|Ndx = 1

}
.

(g6) Denotando por r o raio interno de Ω, vamos supor que

lim inf
u→+∞

uf(x, u)e(−α0|u|
N

N−1 ) ≥ β0 >
1

rN
(
N

α0

)N−1, uniformemente para x ∈ Ω;

Em algumas situações, no lugar de (g6), vamos considerar a seguinte hipótese:

(g7) lim infu→±∞ uf(x, u)e(−α0|u|
N

N−1 ) ≥ β0 > 1
rN ( N

α0
)N−1, uniformemente para

x ∈ Ω.

Como foi demonstrado no Caṕıtulo 1, seguem, destas hipóteses, os seguintes
fatos:

Para qualquer β > α0, existe uma constante C > 0 tal que
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|f(x, u)| ≤ Ceβ|u|
N

N−1
, para todo x ∈ Ω.

(g8) Existe uma constante C > 0 tal que para todo |u| ≥ R e x ∈ Ω

F (x, u) ≥ Ce( 1
M

u).

(g9) Existem R0 > 0 e θ > N tais que para todo |u| ≥ R0 e x ∈ Ω

θF (x, u) ≤ uf(x, u).

(g10) Destas estimativas, deduzimos também no Caṕıtulo 1 para q > N e fixados
λ < λ1 e β > α0, que existe uma constante C > 0 tal que

F (x, u) ≤ 1

N
λ|u|N + C|u|qeβ|u|

N
N−1

.

Vejamos, agora, os principais resultados que trataremos neste caṕıtulo.

Teorema 2.1 Suponha que f(x, u) é uma função com crescimento cŕıtico satis-
fazendo as hipóteses (g1) - (g5). Então:

(i) Existe uma constante h∗ > 0 tal que para cada h(x) com 0 < ‖h‖∗ < h∗, o
problema (2.1) possui uma solução de energia negativa.

(ii) Se f(x, u) satisfaz também a hipótese (g6) então existe uma constante h∗∗ >
0, possivelmente menor do que h∗ obtido em (i), tal que para cada h(x) com
0 < ‖h‖∗ < h∗∗, existe outra solução para o problema (2.1).

Teorema 2.2 Assumindo as hipóteses do Teorema 2.1 e h(x) ≥ 0 quase sempre
em Ω, então as soluções em (i) e (ii) são não-negativas.

Observação 2.1 Se considerarmos h(x) ≤ 0 as soluções são não-positivas.

2.2 Formulação variacional

Consideremos o funcional energia J : W 1,N
0 (Ω) → R definido por

J(u) =
1

N

∫

Ω

|∇u|Ndx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx. (2.2)

Usando a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser (veja Apêndice A), temos
que J está bem definido e J ∈ C1(W 1,N

0 (Ω),R) com derivada de Fréchet dada
por

J ′(u)v =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx−
∫

Ω

hvdx, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω).
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Por uma solução fraca do problema (2.1), entendemos uma função u ∈ W 1,N
0 (Ω)

satisfazendo

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx−
∫

Ω

hvdx = 0, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Assim, os pontos cŕıticos de J são precisamente as soluções fracas do problema
(2.1).

Conforme foi dito na introdução, uma das ferramentas que utilizaremos para
encontrar pontos cŕıticos para o funcional J é o Teorema do Passo da Montanha
sem a condição de Palais-Smale. Desta forma, mostraremos nos próximos lemas,
que este funcional satisfaz a “geometria” do passo da montanha.

Lema 2.1 Sob as hipóteses (g1) - (g5). Existe uma constante h∗ > 0 tal que,
para cada h(x) com ‖h‖∗ < h∗, existe ρh > 0 tal que o funcional J satisfaz

J(u) > 0, para todo u ∈ W 1,N
0 (Ω) com ‖u‖ = ρh.

Prova: Fixados λ < λ1 e β > α0, temos por (g10) que

J(u) ≥ 1

N

∫

Ω

|∇u|Ndx− λ

N

∫

Ω

|u|Ndx− C1

∫

Ω

eβ|u|
N

N−1 |u|qdx− ‖h‖∗‖u‖

≥ 1
N

(1− λ
λ1

)

∫

Ω

|∇u|Ndx− C1

∫

Ω

eβ|u|
N

N−1 |u|qdx− ‖h‖∗‖u‖.

Pela desigualdade de Hölder, para 1/r + 1/s = 1, temos que

∫

Ω

eβ|u|
N

N−1 |u|qdx ≤
(∫

Ω

e[rβ‖u‖
N

N−1 (
|u|
‖u‖ )

N
N−1 ]dx

)1/r (∫

Ω

|u|qsdx

)1/s

.

Escolhendo qualquer r > 1 tal que

rβ‖u‖ N
N−1 ≤ αN , (2.3)

podemos usar a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser para obtermos

∫

Ω

eβ|u|
N

N−1 |u|qdx ≤ C

(∫

Ω

|u|qsdx

)1/s

.

Destas estimativas, segue que

J(u) ≥ 1

N
(1− λ

λ1

)‖u‖N − C‖u‖q
qs − ‖h‖∗‖u‖.

Pela imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω), t ∈ [1,∞), existe C2 > 0 tal que

C2‖u‖ ≥ ‖u‖qs. Conseqüentemente,
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J(u) ≥ ‖u‖
{

1

N
(1− λ

λ1

)‖u‖N−1 − C3‖u‖q−1 − ‖h‖∗
}

.

Tomando ‖u‖ = ρ, temos que

J(u) ≥ ρ

{
1

N
(1− λ

λ1

)ρN−1 − C3ρ
q−1 − ‖h‖∗

}
. (2.4)

Desde que q > N , se escolhermos ‖h‖∗ suficientemente pequeno, existe algum ρh

tal que J(u) > 0 em B(0, ρh).

Lema 2.2 Sob as hipóteses (g1) - (g5), existe η > 0 suficientemente pequeno tal
que

inf
‖u‖≤η

J(u) < 0.

Além disso, existem η > 0 e u ∈ W 1,N
0 (Ω) com ‖u‖ = 1 tais que J(tu) < 0 para

todo 0 < t < η.

Prova: Escolhendo ũ ∈ W 1,N
0 (RN) tal que ‖ũ‖ = 1 e

∫

Ω

hũdx > 0, para t > 0

temos que

d

dt
(J(tũ)) =

∫

Ω

|∇(tũ)|N−2∇(tũ)∇ũdx−
∫

Ω

f(x, tũ)ũdx−
∫

Ω

hũdx

= tN−1

∫

Ω

|∇ũ|Ndx−
∫

Ω

f(x, tũ)ũdx−
∫

Ω

hũdx

= tN−1 −
∫

Ω

f(x, tũ)ũdx−
∫

Ω

hũdx.

Como f(x, .) é uma função cont́ınua e f(x, 0) = 0, existe η > 0 tal que d
dt

(J(tũ)) <
0 para todo t < η. Desde que J(0) = 0, segue que J(tũ) < 0 para todo 0 < t < η.

Lema 2.3 Sob as hipóteses (g1) - (g5), existe ub ∈ W 1,N
0 (Ω) com ‖ub‖ > ρh tal

que
J(ub) < inf

‖u‖=ρh

J(u).

Prova: Da mesma forma como no Caṕıtulo 1, pela hipótese (g8) para p > N ,
temos que existem constantes C1, D1 > 0 tais que

F (x, u) ≥ C1u
p −D1, para todo u ≥ 0.

Escolhendo u ∈ W 1,N
0 (Ω) \ {0}, obtemos

J(u) ≤ tN

N

∫

Ω

|∇u|Ndx− C1t
p

∫

Ω

|u|pdx + D1|Ω|+ t‖h‖∗‖u‖.

41



Fazendo t →∞, obtemos que J(tu) → −∞.

Para obtermos propriedades importantes do funcional J , consideraremos, nova-
mente a seqüência (Mn) definida no Caṕıtulo 1. Para tanto, vamos reproduzir o
Lema 1.4 do Caṕıtulo 1.

Lema 2.4 Suponha que f(x, u) satisfaz a hipótese (g6). Então existe n ∈ N tal
que

max
t≥0

{
tN

N

∫

Ω

|∇Mn|N −
∫

Ω

F (x, tMn)dx

}
<

1

N
(
αN

α0

)N−1.

Considerando a hipótese (g7) sobre a não-linearidade f(x, u), segue do Lema 2.4,
o seguinte corolário:

Corolário 2.1 Suponha que f(x, u) satisfaz (g7). Então existe n ∈ N tal que

max
t≥0

{
tN

N

∫

Ω

|∇Mn|N −
∫

Ω

F (x,−tMn)dx

}
<

1

N
(
αN

α0

)N−1.

Análogamente ao que fizemos no Caṕıtulo 1, mostraremos, no próximo lema, que
o funcional J é limitado superiormente.

Lema 2.5 (i) Se f(x, u) satisfaz a hipótese (g6) e h(x) ≥ 0 quase sempre em Ω,
então existe ũ ∈ W 1,N

0 (Ω) tal que

J+(tũ), J(tũ) <
1

N
(
αN

α0

)N−1, para todo t ≥ 0.

(ii) Se f(x, u) satisfaz a hipótese (g7) e h(x) tem qualquer sinal, então

J(tũ) <
1

N
(
αN

α0

)N−1, para todo t ≥ 0.

Prova: (i) Seja n ∈ N dado pelo Lema 2.4. Desde que

∫

Ω

hMndx > 0 e

F (x, tMn) = F+(x, tMn), vale que

J+(tMn) = J(tMn) =
tN

N
‖Mn‖N −

∫

Ω

F (x, tMn)dx− t

∫

Ω

hMndx

≤ tN

N
‖Mn‖N −

∫

Ω

F (x, tMn)dx

< 1
N

(αN

α0
)N−1.

(ii) Supondo que

∫

Ω

hMmdx < 0 para m > n e considerando a seqüência

sn =
tN

N

∫

Ω

|∇Mm|Ndx−
∫

Ω

F (x,−tMm)dx.
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Temos, pelo Corolário 2.1 e para m ∈ N suficientemente grande, que

max
t≥0

J(−tMm) = max
t≥0

{
tN

N
‖Mm‖N −

∫

Ω

F (x,−tMm)dx + t

∫

Ω

hMmdx

}

≤ max
t≥0

{
tN

N
‖Mm‖N −

∫

Ω

F (x,−tMm)dx

}

< 1
N

(αN

α0
)N−1.

Observação 2.2 Pela continuidade de J(u), segue pelos Lemas 2.1 e 2.2, que

−∞ < c0 ≡ inf{J(u) : u ∈ W 1,N
0 (Ω), ‖u‖ ≤ ρh} < 0. (2.5)

Mostraremos no próximo lema que este ı́nfimo c0 pode ser atingindo. Além disso,
o valor de J(u), ao longo de um caminho do passo da montanha, pode ser con-
trolado se restringirmos o tamanho da norma ‖h‖∗.

Lema 2.6 (i) Suponha que f(x, u) satisfaz a hipótese (g6) e h(x) ≥ 0, ou
(ii) Suponha que h(x) tem qualquer sinal e f(x, u) satisfaz a
hipótese (g7).

Então existe h∗∗ > 0 tal que para todo 0 ≤ h(x) ∈ W−1,N(Ω) com 0 < ‖h‖∗ < h∗∗,
existe ũ ∈ W 1,N

0 (Ω) com a seguinte propriedade:

Se as hipóteses de (i), são válidas, então

J+(tũ), J(tũ) < c0 +
1

N
(
αN

α0

)N−1, para todo t ≥ 0,

Se as hipóteses de (ii), são válidas, então

J(tũ) < c0 +
1

N
(
αN

α0

)N−1, para todo t ≥ 0.

Prova: Temos, pelo lema 2.1, que a origem é um mı́nimo local do funcional J
quando h ≡ 0. Seja ρ > 0 escolhido de modo que

1

N
‖u‖N −

∫

Ω

F (x, u)dx > δ, com ‖u‖N = ρ.

Desta maneira, notemos que J(u) permanece positivo sempre que ‖u‖N = ρ e
‖h‖∗ < δ

ρ
. De fato,

J(u) = 1
N
‖u‖N −

∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx

≥ 1
N
‖u‖N −

∫

Ω

F (x, u)dx− ‖h‖∗‖u‖ > 0.

43



Então é posśıvel estimar inferiormente J(u) para um determinado número c0

diminuindo a norma ‖h‖∗ e, pelo Lema 2.1, temos que ρh → 0 quando ‖h‖∗ → 0.
Conseqüentemente, o ı́nfimo de J(u) em B(0, ρh) está crescendo e c0 → 0 quando
‖h‖∗ → 0. Dáı, para concluirmos a parte (i), basta utilizar o Lema 2.5 (i) e para
parte (ii) o Lema 2.5 (ii), donde obtemos

J+(tũ), J(tũ) < [
1

N
(
αN

α0

)N−1 − ε] para algum ε > 0.

Tomando h∗∗ suficientemente pequeno, resulta que c0 > −ε e dáı segue o resul-
tado.

2.3 Propriedades da seqüência de Palais-Smale

Pelos Lemas 2.1, 2.2 e 2.3, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem
a condição de Palais-Smale para um determinado ńıvel positivo c < 1

N
(αN

α0
)N−1.

Para obtermos uma solução fraca do problema (2.1), mostraremos algumas pro-
priedades desta seqüência no seguinte lema:

Lema 2.7 Seja (un) uma seqüência de Palais-Smale para J para um determinado
ńıvel c. Então existe uma subseqüência, a qual denotaremos novamente por (un),
e u ∈ W 1,N

0 (Ω) tais que

f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω) (2.6)

F (x, un) → F (x, u) em L1(Ω) (2.7)

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u fracamente em (L
N

(N−1) (Ω))N . (2.8)

Prova: Seja (un) uma seqüência de Palais-Smale para um ńıvel c, isto é,

1

N

∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

F (x, un)dx−
∫

Ω

hundx → c (2.9)

e

∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇vdx−
∫

Ω

f(x, un)vdx−
∫

Ω

hvdx → 0,∀v ∈ W 1,N
0 (Ω). (2.10)

Afirmação 1: (un) é limitada em W 1,N
0 (Ω). Com efeito, de (2.9) e (2.10),

obtemos que
∣∣∣∣(

θ

N
− 1)

∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

[θF (x, un)− f(x, un)un]dx− (θ − 1)

∫

Ω

hundx

∣∣∣∣ ≤

C + εn‖un‖.
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Portanto,

∣∣∣∣
{

(
θ

N
− 1)‖un‖N−1 − (θ − 1)‖h‖∗

}
‖un‖ −

∫

Ω

[θF (x, un)− f(x, un)un]dx

∣∣∣∣ ≤

C + εn‖un‖.
(2.11)

Usando a desigualdade (2.11) e a hipótese (g9), de maneira análoga aos cálculos
feitos no Caṕıtulo 1, obtemos que (un) é limitada em W 1,N

0 (Ω).

Logo,
un ⇀ u em W 1,N

0 (Ω),

un → u em Lq(Ω) , para todo q ∈ [1,∞),

un(x) → u(x) quase sempre em Ω.

Sendo ‖un‖ ≤ K para todo n, temos que

−K‖h‖∗ ≤
∫

Ω

hundx ≤ K‖h‖∗,

e, conseqüentemente, por (2.9) e (2.10), obtemos

∫

Ω

F (x, un)dx ≤ C e

∫

Ω

f(x, un)undx ≤ C. (2.12)

Afirmação 2: f(x, un) ∈ L1(Ω), para todo n ∈ N.

De fato, sendo (un) limitada em W 1,N
0 (Ω), segue pela desigualdade de Pohozaev-

Trudinger-Moser, que

|f(x, un)| ≤ Ceβ|un|
N

N−1 ∈ L1(Ω) para cada un ∈ W 1,N
0 (Ω).

Conseqüentemente, pelo Lema 1.6 temos

f(x, un) → f(x, u) em L1(Ω).

Afirmação 3: F (x, un) → F (x, u) em L1(Ω).

Com efeito, pela hipótese (g4), existe r > 0 tal que

F (x, un) ≤ r + Mf(x, un),

donde, obtemos

∫

Ω

F (x, un)undx ≤
∫

Ω

rundx +

∫

Ω

f(x, un)undx.
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O primeiro termo é limitado quando un → u em L1(Ω) e o segundo termo é
limitado pela desigualdade (2.12). Logo, F (x, un) satisfaz as hipóteses do Lema
1.6. Portanto F (x, un) → F (x, u) em L1(Ω).

Agora mostraremos a convergência (2.8). Sem perda de generalidade, podemos
supor que

|∇un|N ⇀∗ µ em D′(Ω) e

|∇un|N−2∇un ⇀ ν fracamente em (L
N

(N−1) (Ω))N ,

onde µ é uma medida não-negativa regular.

Consideremos σ > 0 e Aσ = {x ∈ Ω : ∀r > 0 , µ(B(x, r) ∩ Ω) ≥ σ}.
Já sabemos que Aσ é um conjunto finito. Analogamente ao caṕıtulo 1, temos

também que escolhendo σ > 0 tal que βσ
1

N−1 < C1, então

lim
n→∞

∫

K

f(x, un(x))un(x)dx =

∫

K

f(x, u(x))u(x)dx,

para todo subconjunto K relativamente compacto de Ω \ Aσ.

Seja ε0 > 0 fixado, suficientemente pequeno, tal que B(xi, ε0) ∩ B(xj, ε0) = ∅ se
i 6= j e Ωε0 = {x ∈ Ω : ‖x− xj‖ ≥ ε0, j = 1, 2, . . . , m}.

Afirmação 4: limn→∞

∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un − |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)dx = 0.

De fato, sejam 0 < ε < ε0, ϕ ∈ C∞(RN , [0, 1]) tais que ϕ ≡ 1 em B(0, 1
2
) e ϕ ≡ 0

em Ω \B(0, 1) e definamos ψε(x) = 1−∑m
j=1 ϕ(

x−xj

ε
). Notemos que 0 ≤ ψε ≤ 1,

ψε ≡ 1 em Ωε = Ω \ ∪m
j=1B(xj, ε), ψε ≡ 0 em ∪m

j=1B(xj,
ε
2
) e ψεun é limitada em

W 1,N
0 (Ω), para cada ε > 0.

Usando (2.10) com v = ψεun, temos

∫

Ω

|∇un|Nψε + un|∇un|N−2∇un∇ψε − ψεf(x, un)undx−
∫

Ω

hunψεdx ≤ εn‖ψεun‖.

De maneira análoga, usando (2.10) com v = −ψεu, temos

∫

Ω

−|∇un|Nψε∇un∇u−|∇un|N−2u∇un∇ψε+ψεf(x, un)udx+

∫

Ω

hudx ≤ εn‖ψεu‖.

Combinando estas duas últimas estimativas, obtemos
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∫

Ω

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)ψεdx ≤
∫

Ω

|∇un|N−2∇un∇ψε(u− un)dx +

∫

Ω

ψε|∇u|N−2∇u(∇u−∇un)dx+

∫

Ω

ψεf(x, un)(un − u)dx +

∫

Ω

hψε(un − u)dx + εn‖ψεu‖+ εn‖ψεun‖.

Usando o fato que a função g : RN → R, definida por g(v) = |v|N , é convexa,
obtemos que

0 ≤ (|∇un|N−2∇un − |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u).

Conseqüentemente,

0 ≤
∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)dx ≤
∫

Ω

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)ψεdx.

Então, basta mostrarmos a seguinte convergência

0 ≤
∫

Ωε0

(|∇un|N−2∇un)− |∇u|N−2∇u)(∇un −∇u)dx → 0, quando n →∞.

Desde que un ⇀ u em W 1,N
0 (Ω), pelos cálculos feitos no Lema 1.5 do Caṕıtulo 1,

falta apenas mostrarmos que

∫

Ω

hψε(un − u)dx → 0, quando n →∞.

Com efeito,

∫

Ω

hψε(un − u)dx ≤ ‖h‖∗‖un − u‖N → 0, quando n →∞.

Desde que ε0 é arbitrário, obtemos que

∇un(x) → ∇u(x), quase sempre em Ω.

Desta convergência e usando que a seqüência (|∇un|N−2∇un) é limitada LN/(N−1)(Ω),
a menos de subseqüência, temos que

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u em LN/(N−1)(Ω).

O que completa a prova do lema.

Corolário 2.2 Segue do Lema 2.7, que qualquer seqüência de Palais-Smale para
J é limitada e converge fracamente para uma solução fraca do problema (2.1).
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Prova: Seja (un) uma seqüência de Palais-Smale para um ńıvel c < 1
N

(αN

α0
)N−1.

Usando o Lema anterior e pelos feitos no Caṕıtulo 1, obtemos, da equação (2.10),
que

∫

Ω

|∇u0|N∇u0∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u0)ϕdx−
∫

Ω

hϕdx = 0, para todo ϕ ∈ D(Ω),

ou seja, u0 é solução fraca do problema (2.1). Desde que h 6≡ 0, segue que u0 6≡ 0.

Observação 2.3 No caṕıtulo 1, foi tratado o caso h ≡ 0 e mostramos que existe
a convergência para uma solução não-trivial para um ńıvel de energia limitado
por 1

N
(αN

α0
)N−1.

Agora, demonstraremos um lema que nos permitirá obter solução para outros
ńıveis de energia.

Lema 2.8 Seja (un) uma seqüência de Palais-Smale para o funcional J , satis-
fazendo

lim inf
n→∞

‖un‖ < (
αN

α0

)
N−1

N .

Então existe uma subseqüência de (un) que converge fortemente para uma solução
u0.

Prova: Seja (un) uma seqüência que satisfaz a hipótese do lema. Podemos extrair
uma subseqüência, que denotaremos novamente por (un), tal que

lim
n→∞

‖un‖ = lim inf
n→∞

‖un‖.
Temos, pelo corolário 2.2, que (un) converge fracamente para u0 que é uma solução
do problema (2.1). Considerando a sequência un = u0 + wn, temos que wn ⇀ 0
em W 1,N

0 (Ω) e wn → 0 em Lt(Ω), t ∈ [1,∞).

Pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [20]), a menos de subseqüência, temos

‖un‖N = ‖u0‖N + ‖wn‖N + o(1).

Desde que u0 ∈ W 1,N
0 (Ω), temos pelo Lema 2.7, que

∫

Ω

f(x, un)u0dx →
∫

Ω

f(x, u0)u0dx.

Desta convergência, obtemos

J ′(un)un = J ′(u0)u0 + ‖wn‖N −
∫

Ω

f(x, un)wndx + o(1).
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Desde que limn→∞ ‖un‖ < (αN

α0
)

N−1
N , podemos escolher q > 1 tal que

lim
n→∞

qα0‖un‖
N

N−1 < αN .

Pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, temos

∫

Ω

|f(x, un)|qdx ≤ C

∫

Ω

eqα0‖un‖
N

N−1 | un
‖un‖ |

N
N−1

dx ≤ M.

Logo, pela desigualdade de Hölder, obtemos

∫

Ω

f(x, un)wndx ≤ ‖f(x, un)‖q‖wn‖q′ → 0.

Conseqüentemente, ‖wn‖ → 0, donde segue o resultado.

Agora, demonstraremos que J é semi-cont́ınuo localmente.

Lema 2.9 Para qualquer ε > 0 fixado, considere B a bola em W 1,N
0 (Ω) centrada

na origem com raio (αN

α0
)

N−1
N − ε. O funcional J é semi-cont́ınuo inferiormente

em B.

Prova: Já sabemos, que em B, o funcional J é limitado inferiormente. Seja
(un) ⊂ B. Logo, temos que un ⇀ u0 ∈ B e

J(un)− J(u0) =
1

N
‖un‖N − 1

N
‖u0‖N −

∫

Ω

F (x, un)dx +

∫

Ω

F (x, u0)dx + o(1).

(2.13)
Já sabemos que F (x, un) → F (x, u0) em L1(Ω). Assim, pela semi-continuidade
da norma, obtemos que

J(u0) ≤ lim inf
n→∞

J(un).

2.4 Soluções generalizadas

Nesta seção, mostraremos que uma solução fraca do problema (2.1) pode ser
obtida via minimização local próximo da origem. Para tanto, vamos utilizar o
Prinćıpio Variacional de Ekeland (veja [10], [13]) e o ńıvel c0 definido na equação
(2.5).

Lema 2.10 Para cada h(x) ∈ W−1,N(Ω) com 0 < ‖h‖∗ ≤ h∗, existe uma solução
u0 do tipo mı́nimo, para o problema (2.1) no ńıvel c0. Além disso, quando ‖h‖∗ →
0, temos ‖u0‖ → 0.
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Prova: Seja ρh o raio da bola dado pelo Lema 2.1. Utilizando a estimativa (2.3),
dada na prova do Lema 2.1 e escolhendo h∗ > 0 suficientemente pequeno de
maneira que ρh < (αN

α0
)

N−1
N , temos que B(0, ρh) ⊆ W 1,N

0 (Ω) é um espaço métrico
completo com a métrica

d(u1, u2) = ‖u1 − u2‖.
Sendo o funcional J semi-cont́ınuo inferiormente e limitado inferiormente neste
conjunto, temos, pelo Prinćıpio Variacional de Ekeland, que existe uma seqüência
de Palais-Smale para o ńıvel c0 que minimiza J em B(0, ρh). Além disso, podemos
assumir que cada elemento desta seqüência minimiza (veja [10], [13])

inf{I(u) + δn‖un − u‖ : u ∈ B(0, ρh)}, (2.14)

para algum 0 < δn → 0 quando n → ∞. Pelo Lema 2.2, temos que J(u∗) < 0
para algum u∗ ∈ B(0, ρh), quando J(un) → c0 < 0. Pela condição (2.14), temos
que J ′(un) → 0 em W−1,N ′

(Ω), o que prova a condição de Palais-Smale. Logo,
pelo Lema 2.8, temos que esta seqüência converge fortemente para um mı́nimo,
o qual também é solução do problema.

Lema 2.11 (i) Vamos assumir que h(x) ≥ 0 quase sempre em Ω e f(x, u) sat-
isfaça à hipótese (g6), ou
(ii) h(x) tem qualquer sinal e f(x, u) satisfaça à hipótese (g7).
Então existe um número h∗∗ > 0 de modo que, pelo Teorema do passo da mon-
tanha sem a condição de Palais-Smale, obtemos a existência de uma solução uM

para o problema (2.1) quando ‖h‖∗ ≤ h∗∗.

Prova: Pelos Lemas 2.3 e 2.5, existe alguma ũ ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que J(tũ) <

1
N

(αN

α0
)N−1 para todo t ≥ 0 e J(tũ) < 0 para t grande. Conseqüentemente, usando

o Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale, existe uma
seqüência de Palais-Smale. Observe que para h∗∗ apropriadamente pequeno, a en-
ergia desta seqüência se encontra abaixo do ńıvel c0 + 1

N
(αN

α0
)N−1. Pelo corolário

2.2, esta seqüência de Palais-Smale converge fracamente para uma solução fraca
do problema (2.1).

Agora, enuciaremos o seguinte teorema

Teorema 2.3 Seja {un : ‖un‖ = 1} uma seqüência em W 1,N
0 (Ω) convergindo

fracamente para uma função não-nula u0. Então, para cada p < (1 − ‖u0‖)
−1

N−1

temos

sup
n

∫

Ω

e(pαN |un|
N

N−1 )dx < ∞. (2.15)

Para prova deste teorema veja [22]. Este teorema melhora a desigualdade de
Pohozaev-Trudinger-Moser. Com efeito, seja (un) ⊆ W 1,N

0 (Ω) tal que ‖un‖ = 1 e
un ⇀ uo 6≡ 0.
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Se un 9 u0 fortemente, então pelo Lema de Brezis-Lieb (veja [20]), a menos de
subseqüência, temos

‖un‖N = ‖u0‖N + ‖vn‖N + o(1),

onde vn ⇀ 0, mas limn→∞ ‖vn‖ > 0.

Conseqüentemente, ‖u0‖ < 1 e (1 − ‖u0‖)
−1

N−1 > 1. Notemos que, se un ⇀ 0

os dois resultados são equivalentes e se un → u0 então (1 − ‖u0‖)
−1

N−1 = ∞ e

limn→∞
∫
Ω

e(pαN |un|
N

N−1 )dx < ∞ para qualquer p > 0.

Lema 2.12 Para h∗∗ escolhido suficientemente pequeno, as soluções obtidas, pe-
los Lemas 2.10 e 2.11, são distintas.

Prova: Sejam (un) uma seqüência minimizante e (vn) uma seqüência do passo
da montanha tais que

un ⇀ u0 e vn ⇀ uM

J(un) → c0 < 0 e J(vn) → cM > 0

J ′(un)un → 0 e J ′(vn)vn → 0.

Afirmação 1: u0 6= uM .
De fato, suponha por contradição que u0 = uM . Então pelo Lema 2.7, temos que

J(un) =
1

N
‖un‖N −

∫

Ω

F (x, u0)dx−
∫

Ω

hu0dx + o(1) → c0

e

J(vn) =
1

N
‖vn‖N −

∫

Ω

F (x, u0)dx−
∫

Ω

hu0dx + o(1) → cM .

Destas equações, obtemos que

‖un‖N − ‖vn‖N → N(c0 − cM) < 0 quando n →∞. (2.16)

Desde que un e vn são ambas seqüências de Palais-Smale, temos que

J ′(un)un =

∫

Ω

|∇un|Ndx−
∫

Ω

f(x, un)undx−
∫

Ω

hundx → 0

e

J ′(vn)vn =

∫

Ω

|∇vn|Ndx−
∫

Ω

f(x, vn)vndx−
∫

Ω

hvndx → 0.

Logo,

(‖un‖N − ‖vn‖N)−
∫

Ω

[f(x, un)un − f(x, un)vn + f(x, un)vn − f(x, vn)vn]dx

−
∫

Ω

[h(un − u0)− h(vn − u0)]dx → 0 quando n →∞. (2.17)
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Afirmação 2:

∫

Ω

f(x, un)(un − vn)dx → 0 quando n →∞.

De fato, desde que ‖h‖∗ ∈ (0, h∗) e a seqüência que minimiza (un) satisfaz a
condição

‖un‖ < (
αN

α0

)
N−1

N ,

temos escolhendo q > 1, suficientemente próximo de 1, que

∫

Ω

|f(x, un)|qdx ≤ C

∫

Ω

e(qα0‖un‖
N

N−1 | un
‖un‖ |

N
N−1 ≤ C.

Desde que un ⇀ u0 e vn ⇀ u0, segue que (un − vn) ⇀ 0 em W 1,N
0 (Ω). Logo

∫

Ω

f(x, un)(un − vn)dx ≤ ‖f(x, un)‖q‖un − vn‖q′ → 0.

Afirmação 3:

∫

Ω

(f(x, un)− f(x, vn))vndx → 0 quando n →∞.

Seja vn = u0 + wn, com wn ⇀ 0. Além disso, desde que vn é uma seqüência
do passo da montanha e vn 9 u0, temos que limn→∞ ‖wn‖ > 0. Logo, podemos
escrever a expressão acima da seguinte forma

∫

Ω

(f(x, un)− f(x, vn))u0dx +

∫

Ω

(f(x, un)− f(x, vn))wndx → 0.

Já sabemos, pelo Lema 2.7, que f(x, un) e f(x, vn) ambas convergem em L1(Ω)
para f(x, u0). Então falta apenas provarmos que o segundo termo converge a
zero. Com efeito, temos que

∫

Ω

(f(x, un)− f(x, vn))wndx =

∫

Ω

f(x, un)wndx−
∫

Ω

f(x, vn)wndx.

Como ‖un‖ < (αN

α0
)

N−1
N , segue das desigualdades de Hölder e Pohozaev-Trudinger-

Moser, respectivamente, que

∫

Ω

f(x, un)wndx ≤ ‖f(x, un)‖q‖wn‖q′

≤
{

C

∫

Ω

e(qα0‖un‖
N

N−1 | un
‖un‖ |

N
N−1

}1/q

‖wn‖q′

≤ C‖wn‖q′ → 0 quando n →∞.

Logo, resta analisarmos a parcela

∫

Ω

f(x, vn)wndx.
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Afirmação 4:

∫

Ω

f(x, vn)wndx → 0 quando n →∞.

De fato, pelo Lema 2.6, se escolhermos o valor de h∗∗ suficientemente pequeno,
temos para n grande que

cM − c0 = J(vn)− J(un) + o(1) =
1

N
‖vn‖N − 1

N
‖un‖N + o(1)

= 1
N
‖vn‖N − 1

N
‖u0‖N + o(1)

< 1
N

(αn

α0
)N−1.

Tomando q > 1 de modo que para n grande, temos

‖vn‖N − ‖uo‖N < (
αn

qα0

)N−1,

segue que

qN−1(
α0

αN

)N−1 <
1

‖vn‖N − ‖u0‖N
,

o que implica

qα0‖vn‖
N

N−1 < αN(1−
∥∥ u0

‖vn‖
∥∥)

−1
N−1 . (2.18)

Definamos Un := vn

‖vn‖ . Logo ‖Un‖ = 1 e Un ⇀ U0 = u0

lim ‖vn‖ . Assim, obtemos que

‖U0‖ < 1.

Pelas desigualdades de Hölder e Pohozaev-Trudinger-Moser, obtemos

∫

Ω

f(x, vn)wndx ≤ ‖f(x, vn)‖q‖wn‖q′

≤ C

(∫

Ω

e(qα0‖vn‖
N

N−1 | vn
‖vn‖ |

N
N−1 )dx

)1/q

‖wn‖q′ .

Por outro lado, podemos rescrever

∫

Ω

e(qα0‖vn‖
N

N−1 | vn
‖vn‖ |

N
N−1 )dx =

∫

Ω

e(pαN |Un|
N

N−1 )dx,

dáı, pela estimativa (2.18), temos que o expoente p está no intervalo necessário
para aplicarmos o Teorema 2.3. Assim, temos que ‖f(x, vn)‖q é limitada. Como
‖wn‖q′ → 0, segue que

∫
Ω
[f(x, un)un− f(x, vn)vn]dx → 0. Portanto da expressão

(2.17), obtemos que ‖un‖N − ‖vn‖N → 0. Mas isto contradiz (2.16), e portanto
u0 6≡ uM , ou seja, as soluções são distintas.

Para concluirmos esta seção, basta observamos que a prova do Teorema 2.1 segue
como conseqüência dos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12.

53



2.5 Sinais das soluções

No Caṕıtulo 1, as soluções obtidas para o problema (2.1) (o caso h ≡ 0) são
não-negativas. Agora, vamos provar a existência também de uma solução não-
positiva.

Teorema 2.4 Suponha que h ≡ 0 e a hipótese (g7). Então existe pelo menos
uma solução não-negativa e uma não-positiva do problema (2.1).

Prova: Vamos trabalhar com a parte positiva de F (x, u) e simetrizar. Definamos

F (x, u) =

{
F (x, u), se u ≥ 0

F (x,−u), se u < 0
(2.19)

Definamos f de forma análoga e consideremos o funcional

J(u) =
1

N
‖u‖N −

∫
F (x, u)dx.

O funcional J satisfaz a geometria requerida e as propriedades de convergência
dos Lemas 2.1, 2.3, 2.4 e Observação 2.3. Assim pelo Teorema do Passo da Mon-
tanha sem a condição de Palais-Smale, obtemos uma solução não-trivial u. Desde
que J(u) = J(|u|), podemos assumir que u = |u| ≥ 0. Desde que J e J coincidem
quando u ≥ 0, temos que u é uma solução do problema (2.1).

Para encontrarmos uma solução negativa, definamos

F (x, u) =

{
F (x,−u) se u > 0

F (x, u) se u ≤ 0
(2.20)

Com f e J definidos analogamente, as propriedades pertinentes de geometria e de
convergência conduzem a solução não-trivial u. Novamente, podemos considerar
u ≥ 0 em Ω. Agora, para qualquer v ∈ C∞

0 (Ω),

J ′(u)v =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx

Desde que u ≥ 0, f(x, u) = −f(x,−u), temos que

∫

Ω

|∇(−u)|N−2∇(−u)∇vdx−
∫

Ω

f(x,−u)vdx = 0,

e assim −u é uma solução não-positiva. Desde que as soluções tem sinais opostos
e são não-triviais, então são distintas.

Lema 2.13 Suponha que h(x) ≥ 0 e a hipótese (g6), com h(x) não-nula, então
as duas soluções obtidas são positivas.
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Prova: Pelos Lemas 2.10, 2.11 e 2.12 os quais são válidos J+, temos que o
funcional J+ tem dois pontos cŕıticos.
Seja u um ponto cŕıtico de J+. Decomponha u em u = u+ − u−. Então, temos

(J+)′(u)u− =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇u−dx−
∫

Ω

f+(x, u)u−dx−
∫

Ω

hu−dx.

Além disso, f+(x, u)u− = 0 quase sempre em Ω, logo

−‖u−‖N −
∫

Ω

hu−dx = 0.

No entanto, h(x)u−(x) ≥ 0 quase sempre, o que implica ‖u−‖ = 0. Conseqüente-
mente u(x) ≥ 0 em Ω.

Lema 2.14 Suponha que h(x) ≤ 0 e a hipótese (g7), com h(x) não-nula, então
existe pelo menos duas soluções negativas do problema (2.1).

Prova: Assumindo a definição de F dada em (2.20), definamos

J(u) =
1

N
‖u‖N −

∫

Ω

F (x, u)dx +

∫

Ω

hudx.

Desde que −h(x) ≥ 0, temos que as hipóteses do Lema 2.13 são satisfeitas. Logo,
temos duas soluções não-negativas para J ′(u) = 0. Considerando uma solução u,
pela construção de F , temos que f(x, u) = −f(x,−u), assim

−J ′(u)v = −
∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx +

∫

Ω

f(x, u)vdx−
∫

Ω

hvdx

=

∫

Ω

| − ∇u|N−2(−∇u)∇vdx−
∫

Ω

f(x,−u)vdx−
∫

Ω

hvdx

= J ′(−u)v = 0.

Isto demonstra o lema.

Observação 2.4 Para a existência de soluções positivas com h(x) ≥ 0 no Teo-
rema 2.4, podemos substituir, no Lema 2.13, a hipótese (g6) no lugar da hipótese
(g7). Além disso, podemos enfraquecer as hipóteses (g4) e (g5) da seguinte maneira:
Existem R > 0 e M > 0 tais que para todo u ≥ R e x ∈ Ω,

0 < F (x, u) ≤ Mf(x, u) e

lim sup
u→0+

NF (x, u)

|u|N < λ1

respectivamente.
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Caṕıtulo 3

Um problema com crescimento
cŕıtico envolvendo o operador
N-laplaciano em RN

3.1 Introdução

Da mesma forma como no Caṕıtulo 1 utilizaremos o Teorema do Passo da
Montanha sem a condição de Palais-Smale, para discutir a existência de soluções
fracas não-negativas para a seguinte classe de problemas:

{ −∆Nu + a(x)|u|N−2u = f(x, u) em RN ,
u ∈ W 1,N(RN), u ≥ 0,

(3.1)

onde −∆Nu ≡ −div(|∇u|N−2∇u) é operador N-laplaciano, a(x) é uma função
cont́ınua e coerciva, isto é, a(x) → ∞ quando |x| → ∞ e a não-linearidade
f : RN × R → R é cont́ınua com crescimento cŕıtico e f(x, 0) ≡ 0 para todo
x ∈ RN . Conseqüentemente, u ≡ 0 é solução do problema (3.1).

Neste caṕıtulo, vamos trabalhar num domı́nio ilimitado, diferentemente do
Caṕıtulo 1 onde trabalhamos num domı́nio limitado.

Para estudarmos a existência de soluções para o problema (3.1), vamos con-
siderar as seguintes hipóteses sobre a função a(x):

(a1) Existe uma constante a0 > 0 tal que a(x) ≥ a0 para todo x ∈ RN ;
(a2) a(x) →∞ quando |x| → ∞.

Por outro lado, motivados pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e
pelo Lema 3.1, assumiremos as seguintes hipóteses de crescimento sobre a não-
linearidade f(x, u):
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(h1) A função f : RN × R→ R é cont́ınua e para todo (x, u) ∈ RN × R tem-se

|f(x, u)| ≤ b1|u|N−1 + b2[e
(α0|u|

N
N−1 ) − SN−2(α0, u)],

onde α0, b1, b2 são constantes positivas e

SN−2 =
N−2∑

k=0

αk
0

k!
|u| N

N−1
k.

Além disso, suponhamos que f(x, u) satisfaz as seguintes hipóteses

(h2) Existe uma constante µ > N tal que, para todo x ∈ RN e u > 0,

0 ≤ µF (x, u) ≡ µ

∫ u

0

f(x, t)dt ≤ uf(x, u).

(h3) Existem constantes R0, M0 > 0 tais que, para todo x ∈ RN e u ≥ R0,

0 < F (x, u) ≤ M0f(x, u).

(h4) limu→∞ uf(x, u)e(−α0|u|
N

N−1 ) ≥ β0 > 0 uniformemente em subconjuntos com-
pactos de RN .

Novamente motivados, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser temos o
seguinte lema

Lema 3.1 Se N ≥ 2, α > 0 e u ∈ W 1,N(RN), então
∫

RN

[e(α|u|
N

N−1 ) − SN−2(α, u)]dx < ∞. (3.2)

Além disso, se ‖∇u‖N
N ≤ 1, ‖u‖N ≤ M < ∞ e α < αN = Nω

1
N−1

N−1, então existe
uma contante C = C(N, M, α), que depende somente de N , M e α, tal que

∫

RN

[e(α|u|
N

N−1 ) − SN−2(α, u)]dx ≤ C(N, M,α). (3.3)

Prova: Podemos assumir u ≥ 0, desde que podemos substituir u por |u| sem
modificar a integral do gradiente. Aqui, vamos usar o método de simetrização
de Schwarz. Resumiremos algumas de suas propriedades básicas (veja [20], [25]).
Seja 1 ≤ p ≤ +∞ e u ∈ Lp(RN) tal que u ≥ 0. Existe uma única função não-
negativa u∗ ∈ Lp(RN), dita simetrização de Schwarz de u, tal que ela depende
somente de |x|, é decrescente e satisfaz

|{x : u∗(x) ≥ λ}| = |{x : u(x) ≥ λ}| para todo λ > 0,

e existe Rλ > 0 tal que {x : u∗(x) ≥ λ} é a bola B(0, Rλ) de raio Rλ centrada na
origem. Além disso, suponha que G : [0, +∞) → [0, +∞) é uma função cont́ınua
crescente tal que G(0) = 0.
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Então, temos

∫

RN

G(u∗(x))dx =

∫

RN

G(u(x))dx.

Ainda, se u ∈ W 1,p(RN) então u∗ ∈ W 1,p(RN) e

∫

RN

|∇u∗|pdx ≤
∫

RN

|∇u|pdx.

Portanto, podemos escrever

∫

RN

[e(α|u|
N

N−1 ) − SN−2(α, u)]dx =

∫

RN

[e(α|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(α, u∗)]dx.

Para um determinado número real r > 1, temos

∫

RN

[e(α|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(α, u∗)]dx =

=

∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )−SN−2(α, u∗)]dx +

∫

|x|≥r

[e(α|u∗|
N

N−1 )−SN−2(α, u∗)]dx

≤
∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )]dx +

∫

|x|≥r

[e(α|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(α, u∗)]dx.

Consideremos as seguintes desigualdades que serão demonstradas no Apêndice

(u + v)
N

N−1 ≤ u
N

N−1 + Au
1

N−1 v + v
N

N−1 , ∀u, v ≥ 0. (3.4)

onde A é constante positiva que depende de N e γ e γ′ são números reais positivos
tais que γ + γ′ = 1. Então para todo ε > 0

uγvγ′ ≤ εu + ε
−γ
γ′ v , ∀u, v ≥ 0. (3.5)

Tomemos v(x) = u∗(x) − u∗(rx0), onde x0 é um vetor fixo em RN . Note que
v ∈ W 1,N

0 (B(0, r)). Agora de (3.4) e (3.5), temos

|u∗| N
N−1 = |v + u∗(rx0)|

N
N−1 ≤ v

N
N−1 + Av

1
N−1 u∗(rx0) + u∗(rx0)

N
N−1 ,

e

v
1

N−1 u∗(rx0) = (v
N

N−1 )
1
N (u∗(rx0)

N
N−1 )

N−1
N ≤ ε

A
v

N
N−1 + (

ε

A
)

1
1−N u∗(rx0)

N
N−1 ,

donde

|u∗| N
N−1 ≤ v

N
N−1 + A[

ε

A
v

N
N−1 + (

ε

A
)

1
1−N u∗(rx0)

N
N−1 ] + u∗(rx0)

N
N−1 .

Assim,

|u∗| N
N−1 ≤ (1 + ε)v

N
N−1 + K(ε,N)u∗(rx0)

N
N−1 ,
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onde K(ε,N) = A
N

N−1 ε
1

1−N + 1.

Portanto,

∫

|x|≤r

e(α|u∗|
N

N−1 )dx ≤
∫

|x|≤r

e[(1+ε)v
N

N−1 +K(ε,N)u∗(rx0)
N

N−1 ]dx

=

∫

|x|≤r

e[(1+ε)v
N

N−1 ]e[K(ε,N)u∗(rx0)
N

N−1 ]dx

= e[K(ε,N)u∗(rx0)
N

N−1 ]

∫

|x|≤r

e[(1+ε)v
N

N−1 ]dx,

que, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, implica

∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )]dx < ∞, ∀u ∈ W 1,N(RN), ∀α > 0. (3.6)

Além disso, tomando ε > 0 tal que (1 + ε)α < αN , obtemos

∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )]dx ≤ C(N)
ωN−1

N
rNe[K(ε,N)u∗(rx0)

N
N−1 ]. (3.7)

Pelo Lema Radial IV.A (veja [20]), para todo u ∈ W 1,N(RN) tal que ‖∇u‖N
N ≤ 1

e ‖u‖N ≤ M , vale

|u∗(x)| ≤ |x|−1(
N

ωN−1

)
1
N ‖u∗‖N , ∀x 6= 0,

donde

|u∗(x)| N
N−1 ≤

(
r−1

(
N

ωN−1

) 1
N

M

) N
N−1

=

(
NMN

ωN−1

) 1
N−1 1

r
N

N−1

.

Pela desigualdade (3.7), obtemos

∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )]dx ≤ C(N)
ωN−1

N
rNe

((
NMN

ωN−1

) 1
N−1 K(ε,N)

r
N

N−1

)

. (3.8)

Por outro lado, temos

e(α|u∗|
N

N−1 ) =
∞∑

k=0

(α|u∗| N
N−1 )k

k!
=

∞∑

k=0

αk

k!
|u∗| N

N−1
k,

e

SN−2(α, u∗) =
N−2∑

k=0

αk

k!
|u∗| N

N−1
k,
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e isto implica que ∫

|x|≥r

[e(α|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(α, u∗)]dx, (3.9)

é igual a,
αN−1

(N − 1)!

∫

|x|≥r

|u∗|Ndx +
∞∑

k=N

αk

k!

∫

|x|≥r

|u∗| N
N−1

kdx.

Agora, temos a seguinte estimativa

∫

|x|≥r

1

|x| N
N−1

k
dx = ωN−1

∫ ∞

r

ρN−1

ρ
N

N−1
k
dρ =

ωN−1

N − N
N−1

k

(
( lim
ρ→∞

ρN− N
N−1

k)− rN− N
N−1

k

)

= ωN−1
N

N−1
k−N

rN− N
N−1

k ≤ ωN−1rN

r
N

N−1
k

, ∀k ≥ N.

Desta estimativa e pelo Lema Radial IV.A (veja [20]), temos

∞∑

k=N

αk

k!

∫

|x|≥r

|u∗| N
N−1

kdx ≤
∞∑

k=N

αk

k!

∫

|x|≥r

(
|x|−1

(
N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

) N
N−1

k

dx

=
∞∑

k=N

αk

k!

{(
N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

} N
N−1

k ∫

|x|≥r

1

|x| N
N−1

k
dx

≤
∞∑

k=N

αk

k!

{(
N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

} N
N−1

k {
ωN−1r

N

r
N

N−1
k

}
.

Portanto,

∞∑

k=N

αk

k!

∫

|x|≥r

|u∗| N
N−1

kdx ≤ ωN−1

rN

∞∑

k=N

αk

k!

{(
N

ωN−1

) 1
N

(‖u∗‖N

r

)} N
N−1

k

. (3.10)

Finalmente, de (3.6), (3.9) e (3.10), temos a existência da integral (3.2). Além

disso, no caso que α < αN e ‖u‖N ≤ M e escolhendo r = M( N
ωN−1

)
1
N , temos

∫

|x|≥r

[e(α|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(α, u∗)]dx

≤ αN−1

(N−1)!
MN + ωN−1(M( N

ωN−1
)

1
N )N

∞∑

k=N

αk

k!

{(
N

ωN−1

) 1
N M

M( N
ωN−1

)
1
N

} N
N−1

k

≤ αN−1
N

(N−1)!
NMN + NMN

∞∑

k=N

αk
N

k!

≤ NMN

∞∑

k=0

αk
N

k!
= NMN exp(αN).
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Fazendo r = M( N
ωN−1

)
1
N em (3.8), obtemos

∫

|x|≤r

[e(α|u∗|
N

N−1 )]dx ≤ C(N)
ωN−1

N
rNe

{(
NMN

ωN−1

) 1
N−1 K(ε,N)

r
N

N−1

}

= C(N)MNe(K(ε,N)).

Das duas últimas desigualdades, obtemos (3.3), o que prova o lema.

Agora, vamos definir um espaço de funções adequado, onde tornará posśıvel a
formulação variacional do problema (3.1). Consideremos o espaço de Sobolev
W 1,N(RN) com sua norma usual

‖u‖ =

(∫

RN

(|∇u|N + |u|N)dx

)1/N

.

Seja E ⊆ W 1,N(RN) o subespaço definido por

E =

{
u ∈ W 1,N(RN) :

∫

RN

a(x)|u|Ndx < ∞
}

,

munido da norma

‖u‖E =

(∫

RN

(|∇u|N + a(x)|u|N)dx

)1/N

,

onde a função a(x) é cont́ınua e satisfaz as hipóteses (a1) e (a2).

Como conseqüência da hipótese (a1) temos que o subespaço E está imerso con-
tinuamente em W 1,N(RN).

De fato,

‖u‖N =

∫

RN

|∇u|Ndx +

∫

RN

|u|Ndx ≤
∫

RN

|∇u|Ndx +
1

a0

∫

RN

a(x)|u|Ndx

≤ K‖u‖N
E .

Onde K = max{1, 1
a0
}. Este fato, juntamente com as imersões de Sobolev impli-

cam que as seguintes imersões são cont́ınuas

E ↪→ W 1,N(RN) ↪→ Lq(RN), para todo q ∈ [N,∞).

Logo, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖N
N ≤ C‖u‖N

E .
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Conseqüentemente,
1

C
≤ ‖u‖N

E

‖u‖N
N

.

Além disso,

a0 ≤ ‖u‖N
E

‖u‖N
N

,

donde deduzimos que

λ1 = inf
0 6=u∈E

‖u‖N
E

‖u‖N
N

≥ a0 > 0. (3.11)

Agora, enunciaremos o principal resultado deste caṕıtulo que trata da exis-
tência de soluções para o problema (3.1).

Teorema 3.1 Assuma que as hipóteses (a1) - (a2) e (h1) - (h4) sejam satisfeitas.
Além disso, suponha que

(h5) lim supu→0+
NF (x,u)
|u|N < λ1 uniformemente para x ∈ RN .

Então o problema (3.1) tem uma solução fraca não-trivial u ∈ E.

3.2 Formulação variacional

Como estamos interessados em soluções não-negativas, vamos definir

f(x, u) = 0, para todo (x, u) ∈ RN × (−∞, 0].

Temos, como conseqüência imediata das hipóteses (h1) e (h3), a seguinte estima-
tiva

|F (x, u)| ≤ b3[e
α1|u|

N
N−1 − SN−2(α1, u)], para todo (x, u) ∈ RN × R, (3.12)

com constantes α1, b3 > 0. Portanto, aplicando o Lema 3.1, segue que F (x, u) ∈
L1(RN), para todo u ∈ W 1,N(RN). Conseqüentemente, o funcional F : E → R
dado por

F(u) =
1

N
‖u‖N

E −
∫

RN

F (x, u)dx

está bem definido. Além disso, é fácil de ver que F ∈ C1(E,R) e

F ′(u)v =

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇vdx +

∫

RN

a(x)|u|N−2uvdx−
∫

RN

f(x, u)vdx, ∀v ∈ E.

Para isto, usa-se que para toda seqüência (un) ⊆ W 1,N(RN) que converge forte-
mente em W 1,N(RN), existe uma subseqüência (unk

) e existe h ∈ W 1,N(RN) tal
que |unk

(x)| ≤ |h(x)| quase sempre em RN (veja Apêndice A).
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Por uma solução fraca do problema (2.1), entendemos uma função u ∈ E tal que

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇vdx +

∫

RN

a(x)|u|N−2uvdx−
∫

RN

f(x, u)vdx = 0,∀v ∈ E.

Assim, os pontos cŕıticos do funcional F são as soluções fracas do problema (3.1).

Para encontrarmos tais pontos cŕıticos, vamos estudar a geometria do funcional
F .

Lema 3.2 Suponha que as hipóteses (a1), (h1) - (h3) são satisfeitas. Então para
qualquer u ∈ W 1,N(RN)\{0} com suporte compacto e u ≥ 0, temos que F(tu) →
−∞ quando t →∞.

Prova: Seja u ∈ W 1,N(RN)\{0} com suporte compacto e u ≥ 0. Pelas hipóteses
(h2) e (h3), existem constantes c, d > 0 tais que

F (x, s) ≥ csp − d, ∀x ∈ supp(u),∀s ∈ [0, +∞) e p > N.

Com efeito, no Lema 1.1 demonstramos que F (x, s) ≥ csp, quando p > N e
s ∈ [R,∞). Já para s ∈ [0, R], basta considerar a função F : supp(u)×[0, R] → R
definida num conjunto compacto. Sendo F (x, u) cont́ınua, podemos escolher
d > 0 de modo que

F (x, s) ≥ csp − d, ∀x ∈ supp(u),∀s ∈ [0, +∞).

Portanto,

F(tu) ≤ tN

N
‖u‖N

E − ctp
∫

RN

updx + d|supp(u)|,

o que implica F(tu) → −∞ quando t →∞, pois p > N .

Lema 3.3 Suponha que as hipóteses (a1), (h1) e (h5) são satisfeitas. Então
existem α, ρ > 0 tais que

F(u) ≥ α se ‖u‖E = ρ.

Prova: Por (h5), existem ε, δ > 0 tais que

F (x, u) ≤ (λ1 − ε)

N
|u|N , para todo x ∈ RN e para todo |u| ≤ δ. (3.13)

Por outro lado, por um cálculo análogo do Lema 1.2, para q > N e pela hipótese
(h1), existem constantes C = C(q, δ), β > 0 tais que

F (x, u) ≤ C|u|q[e(β|u|
N

N−1 ) − SN−2(β, u)], para todo x ∈ RN , |u| ≥ δ (3.14)
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Por (3.13) e (3.14), temos

F (x, u) ≤ (λ1 − ε)

N
|u|N + C|u|q[e(β|u|

N
N−1 ) − SN−2(β, u)], para todo x ∈ RN .

Afirmamos que

∫

RN

|u|q[e(β|u|
N

N−1 ) − SN−2(β, u)]dx ≤ C(β, N)‖u‖q
E. (3.15)

Esta afirmação será provada mais tarde.

Note que

F(u) ≥ 1

N
‖u‖N

E −
∫

RN

{
(λ1 − ε)

N
|u|N + C|u|q[e(β|u|

N
N−1 ) − SN−2(β, u)]

}
dx

= 1
N
‖u‖N

E − (λ1−ε)
N

∫

RN

|u|Ndx− C

∫

RN

[e(β|u|
N

N−1 ) − SN−2(β, u)]dx.

Pela caracterização de λ1 e por (3.15), e usando que E está imerso continuamente
em LN(RN), obtemos

F(u) ≥ 1
N
‖u‖N

E − (λ1−ε)
N

‖u‖N
LN − C‖u‖q

E

≥ 1
N
‖u‖N

E − (λ1−ε)
N

‖u‖N
E

λ1
− C‖u‖q

E

= 1
N

(1− λ1−ε
λ1

)‖u‖N
E − C‖u‖q

E.

Desde que ε > 0 e N < q, podemos escolher ρ, α > 0 tais que F(u) ≥ α se
‖u‖E = ρ.

Agora, provaremos (3.15). Com efeito, como no Lema 3.1, usaremos o método de
simetrização de Schwarz.

Seja R(β, u) = e(β|u|
N

N−1 ) − SN−2(β, u), dáı, temos que

∫

RN

R(β, u)|u|qdx =

∫

RN

R(β, u∗)|u∗|qdx,

e

∫

RN

R(β, u∗)|u∗|qdx =

∫

|x|≤σ

R(β, u∗)|u∗|qdx +

∫

|x|≥σ

R(β, u∗)|u∗|qdx,

onde σ é um número a ser determinado. Agora usando a desigualdade de Hölder,
para 1/r + 1/s = 1, obtemos
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∫

|x|≤σ

R(β, u∗)|u∗|qdx ≤
∫

|x|≤σ

e(β|u∗|
N

N−1 )|u∗|qdx

≤
(∫

|x|≤σ

e(βr|u∗|
N

N−1 )|u∗|qdx

)1/r (∫

|x|≤σ

|u∗|qs

)1/s

.

Pelos cálculos já realizados na demonstração do Lema 3.1, temos

∫

|x|≤σ

e(βr|u∗|
N

N−1 )|u∗|qdx ≤ C(β, N),

se ‖u‖E ≤ M , onde M é escolhido de forma que βrM
N

N−1 < αN , temos pela
imersão E ↪→ Lqs(RN), que

∫

|x|≤σ

R(β, u∗)|u∗|qdx ≤ C(β,N)‖u∗‖q
E. (3.16)

Por outro lado, usando novamente o Lema Radial IV.A (veja [20]), segue que

∫

|x|≥σ

|u∗| N
N−1

k|u∗|qdx ≤
((

N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

) N
N−1

k ∫

|x|≥σ

|u∗|q
|x| N

N−1
k
dx

≤
((

N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

) N
N−1

k (∫

|x|≥σ

1

|x| N
N−1

rk
dx

) 1
r (∫

|x|≥σ

|u∗|qsdx

) 1
s

.

Pelos cálculos feitos na demonstração do Lema 3.1, temos

∫

|x|≥σ

|u∗| N
N−1

k|u∗|qdx ≤
((

N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N

) N
N−1

k (
ωN−1σ

N

σ
N

N−1
rk

)
‖u‖q

qs

≤ ωN−1σ
N

((
N

ωN−1

) 1
N

‖u∗‖N σ−r

) N
N−1

k

‖u‖q
qs,

para todo k > N .

Escolhendo σr = M0(
N

ωN−1
)

1
N , onde ‖u‖N ≤ M0 = λ

1/N
1 M e pela imersão E ↪→

W 1,N(RN) ↪→ Lqs(RN), obtemos

∫

|x|≥σ

|u∗| N
N−1

k|u∗|qdx ≤ C(N, M)‖u‖q
E. (3.17)

Se ‖u∗‖q
E ≤ M , pelas imersões cont́ınuas E ↪→ W 1,N(RN) ↪→ LNr(RN), temos
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∫

|x|≥σ

|u∗|N |u∗|qdx ≤
(∫

|x|≥σ

|u∗|Nr

)1/r (∫

|x|≥σ

|u∗|qs

)1/s

(3.18)

≤ ‖u∗‖N
Nr‖u∗‖q

qs

≤ C(N, M)‖u‖q
E.

Agora, pelo cálculo feito na demonstração do Lema 3.1, temos que

∫

|x|≥σ

R(β, u∗)dx|u∗|qdx =

∫

|x|≥σ

[e(β|u∗|
N

N−1 ) − SN−2(β, u∗)]|u∗|qdx

=
βN−1

(N − 1)!

∫

|x|≥σ

|u∗|N |u∗|qdx +
∞∑

k=N

βk

k!

∫

|x|≥σ

|u∗| N
N−1

k|u∗|qdx.

Por (3.17) e (3.18), obtemos

∫

|x|≥σ

R(β, u∗)dx|u∗|qdx ≤ βN−1

(N − 1)!
C(N,M)‖u‖q

E +
∞∑

k=N

βk

k!
C(N, M)‖u‖q

E

≤ C(N,M)eβ‖u‖q
E.

Logo,

∫

|x|≥σ

R(β, u∗)dx|u∗|qdx ≤ C(N,M)eβ‖u‖q
E. (3.19)

Finalmente, combinando (3.16) e (3.19), segue (3.15).

Consideremos novamente a seguinte seqüência de funções não-negativas

M̃n(x, x0, r) = ω
−1
N

N−1





(log n)
N−1

N se |x| ≤ r/n

log(
r

|x|)/(log n)
1
N se r/n ≤ |x| ≤ r

0 se |x| ≥ r.

Pelo Lema 1.3, sabemos que o suporte de M̃n(x, r) é B[x0, r], M̃n(x, r) ∈ W 1,N(RN)

e

∫

RN

|∇M̃n(x, r)|Ndx = 1.

Agora, provaremos um lema que será fundamental para o desenvolvimento deste
caṕıtulo.

Lema 3.4

lim
n→∞

(
1

log n

∫

RN

|M̃n(x, r)|Ndx

)
≤ C.
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Prova:
∫

RN

|M̃n(x, r)|Ndx =

∫

|x|≤r/n

|M̃n(x, r)|Ndx +

∫

r/n≤|x|≤r

|M̃n(x, r)|Ndx.

Note que

∫

|x|≤r/n

|M̃n(x, r)|Ndx =

∫

|x|≤r/n

|ω
−1
N

N−1(log n)
N−1

N |Ndx =
(log n)N−1

N
(
r

n
)N .

(3.20)
e

∫

r/n≤|x|≤r

|M̃n(x, r)|Ndx =

∫

r/n≤|x|≤r

∣∣∣ω
−1
N

N−1(log r|x|−1)/(log n)1/N
∣∣∣
N

dx

=
ω−1

N−1

log n

∫

r/n≤|x|≤r

(log r|x|−1)Ndx.

Agora, vamos estimar esta última integral. Com efeito,

ω−1
N−1

log n

∫

r/n≤|x|≤r

(log r|x|−1)Ndx =
1

log n

∫ r

r/n

[log(rρ−1)]NρN−1dρ.

Fazendo a substituição u = log(rρ−1), obtemos

1

log n

∫ r

r/n

[log(rρ−1)]NρN−1dρ =
rN

log n

∫ log n

0

e−NuuNdu. (3.21)

≤ rN(log n)N−1

∫ log n

0

e−Nudu

= rN(log n)N−1 1
N

(1− e−N log n)

= rN

N
(log n)N−1(nN−1

nN ).

Logo, por (3.20), temos

(
1

log n

∫

|x|≤r/n

|M̃n(x, r)|Ndx

)
→ 0 quando n →∞,

e por (3.21), temos

(
1

log n

∫

r/n≤|x|≤r

|M̃n(x, r)|Ndx

)
→ 0 quando n →∞,

o que prova o Lema.
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Definamos a seqüência

Mn(x, r) =
M̃n

‖M̃n‖E

.

Temos que

M
N

N−1
n (x, r) = ω

−1
N−1

N−1 log n + dn para todo |x| ≤ r/n, (3.22)

onde dn é a seqüência definida por

dn = ω
−1

N−1

N−1 log n

(
1

‖M̃n‖N/(N−1)
E

− 1

)
.

Segue pelo lema anterior, que dn/ log n → 0 quando n →∞.

Agora, analogamente ao que fizemos no Caṕıtulo 1, demonstraremos um lema
que dará uma limitação superior para o ńıvel do passo da montanha. Este resul-
tado será de fundamental importância para obtermos o resultado de existência
de uma solução fraca não-trivial do problema (3.1).

Lema 3.5 Sob as hipóteses (a1) e (h1) - (h5), existe Mn(·, r) tal que

max{I(tMn) : t ≥ 0} <
1

N
(
αN

α0

)N−1.

Prova: Seja r > 0 fixado tal que

β0 >
1

rN
(
N

α0

)N−1. (3.23)

Suponha, por contradição, que para todo n ∈ N temos

max{I(tMn) : t ≥ 0} ≥ 1

N
(
αN

α0

)N−1.

Pelo Lema 3.2, dado A > 0, temos que I(tMn) < −A para todo t > A e pelo
Lema 3.3 existe δ > 0 tal que I(tMn) ≥ δ para algum t. Consideremos a função
h : [0, ξn] → R definida por h(t) = I(tMn), para cada n ∈ N fixado, onde [0, ξn] é
escolhido de maneira que I(tMn) ≥ 0 para todo t ∈ [0, ξn]. Como h é uma função
cont́ınua definida num conjunto compacto, existe tn ∈ [0, ξn] tal que

h(tn) = max
t∈[0,ξn]

h(t).

Logo, para todo n ∈ N existe tn > 0 tal que

I(tnMn) = max{I(tMn) : t ≥ 0}.
Note que não podemos ter tn = 0. Caso contrário, teŕıamos I(tnMn) = 0, con-
tradizendo o fato que

max{I(tMn) : t ≥ 0} ≥ 1

N
(
αN

α0

)N−1 > 0.
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Afirmação:

tNn → (
αN

α0

)N−1.

De fato, temos que

I(tnMn) =
tNn
N
‖Mn‖N

E −
∫

RN

F (x, tnMn)dx.

Dáı, usando que ‖Mn(·, r)‖E = 1, obtemos

I(tnMn) =
tNn
N
−

∫

RN

F (x, tnMn)dx ≥ 1

N
(
αN

α0

)N−1. (3.24)

Como F (x, u) ≥ 0, segue que

tNn ≥ (
αN

α0

)N−1. (3.25)

Desde que d
dt

(I(tMn)) = 0 para t = tn, temos

tNn =

∫

RN

tnMnf(x, tnMn)dx =

∫

|x|≤r

tnMnf(x, tnMn)dx. (3.26)

Por outro lado, por (h5), dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que para todo u ≥ Rε e
para todo |x| ≤ r, vale

uf(x, u) ≥ (β0 − ε)e(α0|u|
N

N−1 ). (3.27)

Observe que

tNn =

∫

|x|≤r

tnMnf(x, tnMn)dx ≥
∫

|x|≤ r
n

tnMnf(x, tnMn)dx.

Por (3.26) e (3.27), quando tnMn ≥ Rε para |x| ≤ r
n

e n suficientemente grande,
temos

tNn ≥ (β0 − ε)

∫

|x|≤ r
n

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx.

Dáı, de forma análoga aos cálculos feitos no Lema 1.4, obtemos

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNn−Ne(α0t

N
N−1
n [ω

−1
N−1
N−1 log n+dn]).

Portanto,

eln tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNeln n−N

e(α0t
N

N−1
n [ω

−1
N−1
N−1 log n+dn]),

o que implica
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1 ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

(
α0N log n

αN
t

N
N−1
n +α0t

N
N−1
n dn−N ln tn−N log n)

.

Logo,

(
α0N log n

αN

t
N

N−1
n + α0t

N
N−1
n dn −N ln tn −N log n

)
≤ K,

se, e somente se,

α0N log n

αN

t
N

N−1
n

(
1 +

αNdn

N log n
− αN ln tn

α0 log n t
N

N−1
n

− αN

α0t
N

N−1
n

)
≤ K.

Desta desigualdade, temos que (tn) é limitada. Caso contrário, a menos de sub-
seqüência, teŕıamos

lim
n→∞

α0N log n

αN

t
N

N−1
n

(
1 +

αNdn

N log n
− αN ln tn

α0 log n t
N

N−1
n

− αN

α0t
N

N−1
n

)
→∞,

o que é uma contradição.

Além disso, afirmamos que

tNn →
(

αN

α0

)N−1

, quando n →∞. (3.28)

Com efeito, como (tn) é limitada, possui uma subseqüência convergente, a qual
também denotaremos por (tn). Por (3.25) temos

tNn ≥
(

αN

α0

)N−1

.

Suponhamos, por contradição, que

tn → t0 >

(
αN

α0

)N−1
N

,

ou seja,

α0t
N

N−1

0

αN

− 1 > 0.

Como

tNn ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

[
(

α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n+α0t

N
N−1
n dn

]
,

se tomarmos o limite quando n →∞, obtemos que
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tN0 ≥ (β0 − ε)
ωN−1

N
rNe

[
(

α0t

N
N−1
n

αN
−1)N log n+α0t

N
N−1
n dn

]
→∞,

o que é uma contradição.

Agora, consideremos novamente os conjuntos

An = {x ∈ B[0, r] : tnMn ≥ Rε} e Bn = B[0, r] \ An.

Usando (3.26) e (3.27), obtemos

tNn =

∫

|x|≤r

tnMnf(x, tnMn)dx

=

∫

An

tnMnf(x, tnMn)dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

≥ (β0 − ε)

∫

An

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

= (β0 − ε)

∫

|x|≤r

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

−(β0 − ε)

∫

Bn

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx.

Note que Mn(x) → 0 e XBn(x) → 1 quase sempre em |x| ≤ r, quando n → ∞.
Em Bn vale que tnMn ≤ Rε. Logo,

XBntnMnf(·, tnMn) ≤ RεCe(β|Rε|
N

N−1 ) ∈ L1(Ω),

XBn(x)tnMn(x)f(x, tnMn(x)) → 0 quase sempre em Bn.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫

Bn

tnMn(x)f(x, tnMn)dx → 0.

Analogamente, temos

XBne(α0|tnMn|
N

N−1 ) ≤ exp(α0|Rε|
N

N−1 ) ∈ L1(Ω),

XBn(x)e(α0|tnMn(x)|
N

N−1 ) → 1 quase sempre em Bn.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫

Bn

e(α0|tnMn(x)|
N

N−1 ) → ωN−1

N
rN ,

e por (3.25), obtemos
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∫

|x|≤r

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx ≥
∫

|x|≤r

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx

=

∫

|x|≤ r
n

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx +

∫
r
n
≤|x|≤r

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx.

Agora, vamos trabalhar com estas integrais.

Desde que αN = Nω
1

N−1

N−1, temos

∫

|x|≤ r
n

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx =

∫

|x|≤ r
n

e

[
αNω

−1
N−1
N−1 (log n)+αNdn

]
dx

=

∫

|x|≤ r
n

e

[
log n

(αnω

−1
N−1
N−1

)
+αNdn

]
dx

= ωN−1

N
( r

n
)Ne[N log n+αNdn]

= ωN−1

N
( r

n
)Nelog n

(N+
αN dn
log n

)

.

= ωN−1

N
( r

n
)Nn(N+

αN dn
log n

).

= ωN−1

N
rNn

αN dn
log n ,

donde, obtemos que

∫

|x|≤ r
n

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx → ωN−1

N
rN .

Agora, vamos calcular a segunda integral

I =

∫
r
n
≤|x|≤r

e(αN |Mn|
N

N−1 )dx.

Temos que

I =

∫
r
n
≤|x|≤r

eαN [ω
−1
N

N−1(log n)
−1
N log(r|x|−1)]

N
N−1 ‖M̃n‖

−N
N−1
E dx.

Usando coordenadas esféricas, obtemos

I = ωN−1

∫ r

r
n

ρN−1eαNω
−1

N−1
N−1 (log n)

−1
N−1 [log(rρ−1)]

N
N−1 ‖M̃n‖

−N
N−1
E dρ,

donde

I = ωN−1

∫ r

r
n

ρN−1eN log n(
log(rρ−1)

log n
)

N
N−1 ‖M̃n‖

−N
N−1
E dρ.

Tomando τ = log rρ−1

ζn log n
, segue que
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ρ = reτζn log n e dρ = −rζn(log n)e−τζn log ndτ

onde ζn = ‖M̃n‖E.

Dáı, fazendo as devidas substituições, obtemos

I = ωN−1r
Nζn log n

∫ ζ−1
n

0

eN log n(τ
N

N−1−ζnτ)dτ

No Apêndice está provado que ζnN log n

∫ ζ−1
n

0

eN log n(τ
N

N−1−ζnτ)dτ → N quando

n →∞. Conseqüentemente,

ωN−1r
Nζn log n

∫ ζ−1
n

0

eN log n(τ
N

N−1−ζnτ)dτ → ωN−1r
N .

Agora, para conclúırmos a prova, desde que

tNn ≥ (β0 − ε)

∫

|x|≤r

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx +

∫

Bn

tnMnf(x, tnMn)dx

−(β0 − ε)

∫

Bn

e(α0|tnMn|
N

N−1 )dx.

e fazendo o limite quando n →∞, obtemos

(
αN

α0

)N−1

≥ (β0 − ε)[
ωN−1

N
rN + ωN−1r

N ]− (β0 − ε)
ωN−1

N
rN .

Logo,

(
αN

α0

)N−1

≥ (β0 − ε)ωN−1r
N ,

o que implica

β0 ≤ 1

rN

(
N

α0

)N−1

.

Isto contradiz (3.23).
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3.3 Resultado de existência

Pelos lemas 3.2 e 3.3 podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem a
condição de Palais-Smale para obtermos uma seqüência (un) ⊂ E tal que I(un) →
c e I ′(un) → 0, isto é,

1

N
‖u‖N

E −
∫

RN

F (x, un)dx → c quando n →∞ (3.29)

∣∣∣∣
∫

RN

[|∇un|N−2∇un∇v − a(x)|un|N−2unv]dx−
∫

RN

f(x, un)vdx

∣∣∣∣ ≤ εn‖v‖E,

(3.30)
para todo v ∈ E, onde εn → 0 quando n →∞. Além disso, pelo Lema 3.5, temos
que c < 1

N
(αN

α0
)N−1.

Afirmação 1: A seqüência (un) converge para uma solução fraca não-trivial u
do problema (3.1).

De fato, por (3.29), (3.30) e (h2), procedendo de maneira análoga ao Lema 1.5,
obtemos que

C + εn‖un‖E ≥
( µ

N
− 1

)
‖un‖N

E −
∫

RN

(µF (x, un)− f(x, un)un)dx.

Logo, temos

C + εn‖un‖E ≥
( µ

N
− 1

)
‖un‖N

E .

Esta estimativa, juntamente com (3.29) e (3.30), implica que

‖un‖E ≤ C,

∫

RN

f(x, un)undx ≤ C e

∫

RN

F (x, un)dx ≤ C.

No Apêndice, mostrarmos que usando as imersões de Sobolev simultaneamente
com as condições (a1) e (a2), o espaço E está imerso compactamente em Lq(RN)
para todo q ∈ [N, +∞). Conseqüetemente, a menos de subseqüência, temos

un ⇀ u, fracamente em E,
un → u, em Lq(RN),∀q ≥ N e
un(x) → u(x), quase sempre em RN .

Além disso, de forma idêntica ao que foi demonstrado no Lema 1.5, temos, para
todo R > 0, que

f(x, un) → f(x, u) em L1(B(0, R)), (3.31)

|∇un|N−2∇un ⇀ |∇u|N−2∇u fracamente em (LN/(N−1)(B(0, R)))N .
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Portanto, por (3.30), tomando o limite quando n →∞, obtemos que

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇ϕdx−
∫

RN

a(x)|u|N−2uϕdx =

∫

RN

f(x, u)ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞
0 (RN),

e, por densidade, segue que

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

RN

a(x)|u|N−2uvdx =

∫

RN

f(x, u)vdx, ∀v ∈ E.

Assim, u é solução fraca do problema (3.1).

Afirmação 2: u é solução não-trivial.

De fato, suponha por contradição, que u ≡ 0. Usando o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue, a hipótese (h3) e o primeiro resultado em (3.31), afir-
mamos que que F (x, un) → 0 em L1(B(0, R)) para todo R > 0.
Conseqüentemente, usando a estimativa (3.12) do Lema Radial IV.A ([20]), obte-
mos F (x, un) → 0 em L1(RN). Com efeito,

|F (x, un)| ≤ b3[e
(α1|un|

N
N−1 ) − SN−2(α1, un)].

De maneira análoga ao cálculo feito no lema 3.1, temos para k ≥ N ,

∫

|x|≥R

|F (x, un)|dx ≤ ωN−1R
N

R
N

N−1
k

+ωN−1R
N

∞∑

k=N

αk
1

k!

((
N

ωN−1

)1/N (‖un‖N

R

)) N
N−1

k

,

que converge para zero quando n → ∞ e R → ∞. Este fato juntamente com
(3.29) implica

lim
n→∞

∫

RN

|∇un|Ndx = Nc. (3.32)

Portanto, dado ε > 0 temos ‖un‖N ≤ Nc + ε para n grande. Usando que c <
1
N

(αN

α0
)N−1 e escolhendo q > 1 suficientemente próximo de 1 e ε suficientemente

pequeno, obtemos qα0‖un‖ < αN . Conseqüentemente, pelo mesmo argumento do
lema 3.1, concluimos

∫

RN

[e(α|un|
N

N−1 ) − SN−2(α, un)]dx ≤ C, ∀n ∈ N.

Isto juntamente com a desigualdade de Hölder e (h1), implicam que
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∫

RN

|f(x, un)|undx ≤
(∫

RN

|f(x, un)|qdx

)1/q (∫

RN

|un|q′dx

)1/q′

≤ C

(∫

RN

|un|q′dx

)1/q′

que converge a zero quando n →∞.

Portanto, de (3.30) com v = un, obtemos

lim
n→+∞

∫

RN

|∇un|Ndx = 0,

contradizendo (3.32), pois c > 0. Portanto, u é solução não-trivial. Por fim, pelo
mesmo argumento usado no Caṕıtulo 1, temos que u ≥ 0.
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Apêndice A

Resultados fundamentais

Neste apêndice, demonstraremos alguns resultados que foram usados nesta
dissertação.

A.1 Desigualdades

Lema A.1.1 Dado um número natural N ≥ 2, temos que

lim
n→∞

n

∫ 1

0

en
(

t
N

N−1−t
)
dt = N.

Prova: Dado ε > 0 suficientemente pequeno, temos que

n

∫ 1

0

en
(

t
N

N−1−t
)
dt = n

∫ ε

0

en
(

t
N

N−1−t
)
dt+n

∫ 1−ε

ε

en
(

t
N

N−1−t
)
dt+n

∫ 1

1−ε

en
(

t
N

N−1−t
)
dt.

Agora, vamos analisar estas integrais separadamente. Para tanto, consideremos

a função g : [0, 1] → R definida por g(t) = n(t
N

N−1 − t). Notemos que g′(0) = −n
e g′(1) = n

N−1
.

Pela expansão em Série de Taylor de g nos pontos t = 0 e t = 1, temos

g(t) = −nt + o(t) para t ∈ [0, ε],

g(t) =
n

N − 1
(t− 1) + o(t) para t ∈ [1− ε, 1].

Conseqüentemente, temos que

lim
n→∞

n

∫ ε

0

en(t
N

N−1−t)dt = lim
n→∞

n

∫ ε

0

e−ntdt = 1

e

lim
n→∞

n

∫ 1

1−ε

en(t
N

N−1−t)dt = lim
n→∞

n

∫ 1

1−ε

e
n

N−1
t− n

N−1 dt = N − 1.
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Finalmente, afirmamos que

lim
n→∞

n

∫ 1−ε

ε

en
(

t
N

N−1−t
)
dt = 0.

De fato, para n fixado, existe ξn ∈ (ε, 1− ε) tal que

n

∫ 1−ε

ε

en
(

t
N

N−1−t
)
dt = nen

(
ξ

N
N−1
n −ξn

)
(1− 2ε).

A menos de subseqüência, temos que ξn → ξ, com ξ
N

N−1 −ξ < 0, pois ξ ∈ [ε, 1−ε].
Então segue que

lim
n→∞

nen
(

ξ
N

N−1
n −ξn

)
(1− 2ε) → 0 quando n →∞.

Logo, destas três estimativas, segue a prova do lema.

Lema A.1.2 Se 1 ≤ p < ∞ e a ≥ 0, b ≥ 0, então

(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp) (A.1)

Prova: Consideremos a função h : [0,∞) → R definida por h(t) = tp. Para
1 ≤ p < ∞ a função h é convexa. Logo, dados a, b ≥ 0, temos

(
a + b

2

)p

≤ ap + bp

2
,

o que implica
(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Lema A.1.3 Para todo u, v ≥ 0, temos que

(u + v)
N

N−1 ≤ u
N

N−1 + Au
1

N−1 v + v
N

N−1 ,

onde A é uma constante que depende somente de N .

Prova: Se u ou v é igual a zero a desigualdade é óbvia. Então vamos estudar o
caso u > 0 e v > 0. Para isto consideremos a função h : (0,∞) → R definida por
h(t) = tp com p = N/(N − 1).

Afirmação: h(t) é uma função limitada.

De fato, pelo Teorema do valor Médio, temos que

(t + 1)p − tp

tp−1
=

p θp−1
t

tp−1
, com θt ∈ (t, t + 1).
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Logo

(t + 1)p − tp

tp−1
≤ p(t + 1)p−1

tp−1
= p

(
1 +

1

t

)
. (A.2)

Tomando o limite com t →∞ em (A.2), obtemos

lim
t→∞

h(t) ≤ A(N).

Logo, h(t) é uma função limitada. Calculando h(u/v) e usando o fato de que h(t)
é limitada, temos que

[(u

v
+ 1

) N
N−1 −

(u

v

) N
N−1 − 1

] / (u

v

) 1
N−1 ≤ A,

o que implica

(u + v)
N

N−1

v
N

N−1

− u
N

N−1

v
N

N−1

− 1 ≤ A
(u

v

) 1
N−1

.

Multiplicando ambos os lados desta desigualdade por v
N

N−1 , obtemos

(u + v)
N

N−1 − u
N

N−1 − v
N

N−1 ≤ Au
1

N−1 v
−1

N−1 v
N

N−1 ,

donde

(u + v)
N

N−1 ≤ u
N

N−1 + Au
1

N−1 v + v
N

N−1 .

Lema A.1.4 Sejam γ e γ′ números reais positivos tais que γ + γ′ = 1. Então
para todo ε > 0, temos

uγvγ′ ≤ εu + ε−γ′/γv, para todo u, v ≥ 0.

Prova: Consideremos a função g : [0,∞) → R definida por

g(t) = εt− tγ + ε−γ/γ′ .

Afirmamos que

εt− tγ + ε−γ/γ′ ≥ 0. (A.3)

De fato, g(0) = ε−γ/γ′ , limt→∞ g(t) → ∞ e g′(t) = ε − γtγ−1 = 0 se e, só se,
t = ( ε

γ
)1/γ′ . Calculando g(( ε

γ
)1/γ′), obtemos

g

(
(
ε

γ
)1/γ′

)
= ε

(
ε

γ

)1/γ′

+ ε−γ/γ′ −
(

ε

γ

)γ/γ′

= ε−γ/γ′
(

ε2/γ′

γγ′ −
(

ε2/γ′

γγ′

)γ

+ 1

)
> 0,

pois 0 < γ < 1. Fazendo t = u/v em (A.3), obtemos o resultado.
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A.2 Funcionais diferenciáveis

Definição A.2.1 Considere um funcional I : E → R, onde E é um espaço
normado. O funcional I é Fréchet Diferenciável em u ∈ E, se existir T : E → R
funcional linear cont́ınuo verificando

lim
‖ϕ‖→0

|I(u + ϕ)− I(u)− T (ϕ)|
‖ϕ‖ = 0.

Dizemos que o funcional I ∈ C1(E,R) se a derivada de Fréchet de I existir e for
cont́ınua.

Observação A.2.1

1. A derivada de Gateaux é dada por

I ′(u)ϕ = lim
t→0

I(u + tϕ)− I(u)

t
.

2. Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável.

Agora, nosso objetivo é obter a formulação variacional dos problemas abor-
dados nos Caṕıtulos 1 e 2, ou seja,

{ −∆Nu = f(x, u) + h(x) em Ω,

u ∈ W 1,N
0 (Ω), u ≥ 0 ,

(A.4)

onde −∆Nu ≡ −div(|∇u|N−2∇u) é o operador N-laplaciano, Ω ⊆ RN(N ≥ 2) é
um domı́nio limitado com fronteira suave, a não-linearidade f(x, u) tem cresci-
mento cŕıtico e h(x) ∈ W−1,N(Ω).

Com efeito, multiplicando o problema (A.4) por uma função teste ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

temos

−
N∑

i=1

∂

∂xi

(|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)ϕ = fϕ + hϕ.

Integrando em Ω, obtemos

−
∫

Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
ϕdx =

∫

Ω

fϕdx +

∫

Ω

hϕdx.

Mas,

−
∫

Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
ϕdx = −

N∑
i=1

∫

Ω

∂

∂xi

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
ϕdx. (A.5)
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Dáı, usando a fórmula de integração por partes, obtemos

−
N∑

i=1

∫

Ω

∂

∂xi

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
ϕdx =

N∑
i=1

∫

Ω

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
∂ϕ

∂xi

dx.

Logo,

∫

Ω

N∑
i=1

(
|∇u|N−2 ∂u

∂xi

)
∂ϕ

∂xi

dx =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇ϕdx.

Portanto, por (A.5), temos

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx−
∫

Ω

hϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Por densidade, obtemos

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx−
∫

Ω

hvdx = 0, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Agora, mostraremos que o funcional I : W 1,N
0 (Ω) → R definido por

I(u) =
1

N
‖u‖N −

∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hvdx,

está bem definido e I ∈ C1(W 1,N
0 (Ω),R), com derivada de Fréchet dada por

I ′(u)v =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx−
∫

Ω

hvdx, ∀v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Afirmação 1: O funcional I está bem definido.

De fato, a primeira parcela do funcional I corresponde a norma do espaço de
Sobolev W 1,N

0 (Ω).

Pela hipótese (f2), existe r > 0 tal que

F (x, u) ≤ r + Mf(x, u), para todo (x, u) ∈ Ω× R.

Seja u ∈ W 1,N
0 (Ω), desde que f(x, u) ≤ Ce(β|u|

N
N−1 ) se β > α, temos que

∫

Ω

F (x, u)dx ≤ r

∫

Ω

dx + C

∫

Ω

e(β|u|
N

N−1 )dx

= r|Ω|+ C

∫

Ω

e(β|u|
N

N−1 )dx.
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Logo, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, segue que

∫

Ω

F (x, u)dx < ∞.

Por fim, temos que

∫

Ω

hudx ≤ ‖h‖∗‖u‖ < ∞.

Portanto, o funcional I está bem definido.

Afirmação 2: O funcional I ∈ C1(W 1,N
0 (Ω,R)).

Esta afirmação será demonstrada através dos seguintes lemas.

Lema A.1 Se p ∈ [2, +∞) então

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ β|z − y|(|z|+ |y|)p−2 ∀ y, z ∈ RN , para algum β ∈ R.

Prova: Consideremos a função f : [0, 1] → RN definida por

f(t) = |y + t(z − y)|p−2(y + t(z − y)), com p > 2.

Como

f(1)− f(0) =

∫ 1

0

f ′(t)dt,

segue que

|f(1)− f(0)| ≤
∫ 1

0

|f ′(t)|dt.

Além disso, desde que, para t ∈ [0, 1], vale

|y + t(z − y)| ≤ |y|+ t|z − y| ≤ |y|+ |z − y| ≤ |y|+ |z|+ |y| ≤ 2(|z|+ |y|),

obtemos

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ |z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−2 dt

+(p− 2)|z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−4|(y + t(z − y))(y + t(z − y))| dt

= (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

|y + t(z − y)|p−2 dt

≤ (p− 1)|z − y|
∫ 1

0

[2(|z|+ |y|)]p−2 dt

= 2p−2(p− 1)|z − y|(|z|+ |y|)p−2.
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Assim,

||z|p−2z − |y|p−2y| ≤ 2p−2(p− 1)|z − y|(|z|+ |y|)p−2 = β|z − y|(|z|+ |y|)p−2,

com β = 2p−2(p− 1).
O caso p = 2 é imediato.

Lema A.2.1 O funcional I1 : W 1,N(RN) −→ R definido por I1(u) = ‖u‖N é de
classe C1(W 1,N(RN),R) com

I ′1(u)v = N

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇vdx para todo v ∈ W 1,N(RN).

Prova: Já sabemos que I1 está bem definido, pois corresponde a norma do espaço
de Sobolev W 1,N(RN).

(i) Existência da derivada de Gateaux de I1.
Sejam u e ϕ ∈ W 1,N(RN). Defina f : (0, 1) −→ R por f(t) = |∇u + t∇ϕ|N . Pelo
Teorema do Valor Médio, existe t0 ∈ (0, t) tal que f(t)−f(0) = f ′(t0)t. Podemos
escrever t0 = εt, onde ε ∈ (0, 1). Temos

f ′(t) =
d

dt

(
N∑

i=1

(uxi
+ tϕxi

)2

)N/2

= N |∇u + t∇ϕ|N−2(∇u + t∇ϕ,∇ϕ).

Assim,

||∇u + t∇ϕ|N − |∇u|N |
|t| = N |∇u + εt∇ϕ|N−2|(∇u + εt∇ϕ,∇ϕ)|

≤ N (|∇u|+ |∇ϕ|)N−2(|∇u|+ |∇ϕ|)|∇ϕ|

= N (|∇u|+ |∇ϕ|)N−1|∇ϕ|.
Usando a desigualdade de Hölder, para 1/N + 1/N ′ = 1, obtemos

N

∫

RN

(|∇u|+ |∇ϕ|)N−1|∇ϕ|dx ≤ N

(∫

RN

(|∇u|+ |∇ϕ|)Ndx

)1/N ′ (∫

RN

|∇ϕ|Ndx

)1/N

< ∞.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
t→0

I1(u + tϕ)− I1(u)

t
= lim

t→0

∫

RN

|∇u + t∇ϕ|N − |∇u|N
t

dx

= lim
t→0

∫

RN

N |∇u + εt∇ϕ|N−2(∇u + εt∇ϕ,∇ϕ)dx

= N

∫

RN

|∇u|N−2(∇u,∇ϕ)dx.
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Escrevendo I ′1(u)ϕ = lim
t→0

I1(u + tϕ)− I(u)

t
, temos I ′1(u) : W 1,N(RN) −→ R

linear e limitado, pois

|I ′1(u)ϕ| ≤ N ‖u‖N/N ′‖ϕ‖ = Cu‖ϕ‖ ∀ ϕ ∈ W 1,N(RN ,

onde Cu é uma constante que depende de u. Assim, I1 é Gateaux-Diferenciável.

Agora consideremos o espaço produto X =
∏N

i=1 LN ′
(RN) munido da norma

[f ]X =

(
N∑

i=1

‖fi‖N ′
N ′

)1/N ′

, para f = (f1, . . . , fN) ∈ X .

Definamos h = (h1, . . . , hN) : W 1,N(RN) → X por h(u) = |∇u|N−2∇u, para u ∈
W 1,N(RN). Esta função está bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos
limitados de W 1,N(RN) em conjuntos limitados de X . De fato, para i = 1, . . . , N,
temos:

‖hi(u)‖N ′
N ′ =

∫

RN

∣∣∣∣|∇u|N−2 ∂u

∂xi

∣∣∣∣
N ′

≤
∫

RN

|∇u|(N−1)N ′
=

∫

RN

|∇u|N = ‖u‖N .

Provemos que h é cont́ınua. Pela equivalência das normas em RN , podemos
encontrar uma constante C1 > 0 tal que

[h]N
′

X ≤ C1

∫

R
|h|N ′

, ∀h ∈ X .

Como N ≥ 2 e u, v ∈ W 1,N(RN), pelo Lema A.1, temos

[h(u)− h(v)]N
′

X ≤ C1

∫

RN

|h(u)− h(v)|N ′
= C1

∫

RN

∣∣|∇u|N−2∇u− |∇v|N−2∇v
∣∣N ′

≤ C1β
N ′

∫

RN

|∇u−∇v|N ′
(|∇u|+ |∇v|)N ′(N−2) .

Como |∇u−∇v|N ′ ∈ LN/N ′
(RN) e (|∇u|+ |∇v|)N ′(N−2) ∈ LN/N ′(N−2)(RN), pela

desigualdade de Hölder, temos

[h(u)− h(v)]N
′

X ≤ C2

(∫

RN

|∇u−∇v|N
)N′

N
(∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)N

)N′(N−2)
N

≤ C2‖∇u−∇v‖N ′
N (‖∇u‖N + ‖∇v‖N)N ′(N−2)

= C2‖u− v‖N ′
(‖u‖+ ‖v‖)N ′(N−2) ,

implicando que

[h(u)− h(v)]X ≤ C‖u− v‖ (‖u‖+ ‖v‖)(N−2) , (A.6)
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com C > 0 constante independente de u e v. Assim segue a continuidade de h.

(ii) Provemos agora que I1 é Fréchet diferenciável em u ∈ W 1,N(RN), com

I ′1(u)v = N

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇vdx. (A.7)

Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

I1(u + v)− I1(u)−N

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇v =

=

∫

RN

(|∇u +∇v|N − |∇u|N −N |∇u|N−2∇u∇v
)
dx

=

∫

RN

(∫ 1

0

d

dt
|∇u + t∇v|Ndt−

∫ 1

0

N |∇u|N−2∇u∇vdt

)
dx

=

∫

RN

∫ 1

0

(
d

dt
|∇u + t∇v|Ndt−N |∇u|N−2∇u∇v

)
dt dx

=

∫ 1

0

∫

RN

(
N |∇u + t∇v|p−2(∇u + t∇v)∇v −N |∇u|N−2∇u∇v

)
dx dt

= N

∫ 1

0

∫

RN

(h(u + tv)− h(u))∇v dx dt.

Agora, pela desigualdade de Hölder e pela equivalência das normas em RN , temos
∣∣∣∣I1(u + v)− I1(u)−N

∫

RN

|∇u|N−2∇u∇v

∣∣∣∣ ≤ N

∫ 1

0

∫

RN

|h(u + tv)− h(u)| |∇v|dxdt

≤ N

∫ 1

0

(∫

RN

|h(u + tv)− h(u)|N ′
dx

) 1
N′
‖∇v‖Ndt

= N‖v‖
(∫ 1

0

‖h(u + tv)− h(u)‖N ′dt

)

≤ CN‖v‖
(∫ 1

0

[h(u + tv)− h(u)]Xdt

)
,

com a constante C > 0 independente de u e v. Logo,
∣∣I1(u + v)− I1(u)−N

∫
RN |∇u|N−2∇u∇v

∣∣
‖v‖ ≤ CN

∫ 1

0

[h(u + tv)− h(u)]Xdt.

Fazendo v → 0 em W 1,N(RN) na última desigualdade e aplicando o Teorema da
Convergência de Lebesgue (pois h é cont́ınua e limitada), conclúımos que I1 é
Fréchet diferenciável e que (A.7) é válido.

(iii) Afirmamos agora que I ′1 : W 1,N(RN) → W−1,N ′
é cont́ınuo. De fato, pela

continuidade de h, é suficiente mostrarmos que

‖I ′1(u)− I ′1(v)‖∗ ≤ C[h(u)− h(v)]X ∀u, v ∈ W 1,N(RN), (A.8)
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onde C > 0 é uma constante independente de u, v ∈ W 1,N
0 . Pela desigualdade de

Hölder e pela equivalência das normas em RN , temos

|(I ′1(u)− I ′1(v), w)| = N

∣∣∣∣
∫

RN

|∇u|N−2∇u∇w −
∫

RN

|∇v|N−2∇v∇w

∣∣∣∣

≤ N

∫

RN

∣∣(|∇u|N−2∇u− |∇v|N−2∇v
)∣∣ |∇w|

= N

∫

RN

|h(u)− h(v)| |∇w|

≤ N

(∫

RN

|h(u)− h(v)|N ′
) 1

N′
(∫

RN

|∇w|N
) 1

N

≤ NC

(
N∑

i=1

‖hi(u)− hi(v)‖N ′
N ′

) 1
N′

‖∇w‖N

= NC [h(u)− h(v)]X ‖w‖

para u, v, w ∈ W 1,N
0 , provando assim (A.18), ou seja, I1 é cont́ınuo.

Corolário A.2.1 O funcional I2 : W 1,N
0 (Ω) → R definido por I2(u) = 1

N
‖u‖N é

de classe C1 e

I ′2(u)v =

∫

Ω

|∇u|N−2∇u∇vdx para todo v ∈ W 1,N
0 (Ω).

Lema A.2.2 O funcional I3 : W 1,N
0 (Ω) → R definido por I3(u) =

∫

Ω

F (x, u)dx

é de classe C1 e

I ′3(u)v =

∫

Ω

f(x, u)vdx para todo v ∈ W 1,N
0 (Ω),

onde F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds.

Prova: Seja u ∈ W 1,N
0 (Ω) fixada. Para cada v ∈ W 1,N

0 (Ω) consideremos

r(v) = I3(u + v)− I3(v)−
∫

Ω

f(x, u)vdx (A.9)

Afirmamos que

lim
‖v‖→0

|r(v)|
‖v‖ = 0,

ou, equivalentemente,

lim
‖vn‖→0

|r(vn)|
‖vn‖ = 0.
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De fato, consideremos a função g : [0, 1] → R definida por g(t) = F (x, u + tvn).
Note que g é cont́ınua e g′(t) = f(x, u + tvn)vn. Pelo Teorema Fundamental do
Cálculo, temos

∫ 1

0

g′(t)dt = g(1)− g(0).

Por outro lado, temos

∫ 1

0

g′(t)dt =

∫ 1

0

d

dt
(F (x, u + tvn))dt,

donde obtemos

F (x, u + vn)− F (x, u) =

∫ 1

0

d

dt
(F (x, u + tvn))dt.

Mas

d

dt
(F (x, u + tvn)) = f(x, u + tvn)vn,

o que implica

F (x, u + vn)− F (x, u) =

∫ 1

0

f(x, u + tvn)vndt.

Conseqüentemente,

r(vn) =

∫

Ω

(∫ 1

0

f(x, u + tvn)vndt

)
dx−

∫

Ω

f(x, u)vndx,

o que implica

r(vn) =

∫

Ω

∫ 1

0

(f(x, u + tvn)− f(x, u))vndtdx.

Logo,

|r(vn)| ≤
∫

Ω

∫ 1

0

|f(x, u + tvn)− f(x, u)||vn|dtdx.

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

|r(vn)| ≤
∫ 1

0

∫

Ω

|f(x, u + tvn)− f(x, u)||vn|dxdt,

e pela desigualdade de Hölder, para 1/r + 1/s = 1, obtemos

|r(vn)| ≤
∫ 1

0

‖f(., u + tvn)− f(., u)‖r‖vn‖sdt.

Usando a imersão de Sobolev W 1,N
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para todo t ∈ [1,∞), obtemos
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|r(v)| ≤ C‖vn‖
∫ 1

0

‖f(., u + tvn)− f(., u)‖rdt.

Notemos que

|f(x, u + tvn)− f(x, u)|r ≤ [Ce(β|u+tvn|
N

N−1 ) + Ce(β|u|
N

N−1 )]r,

o que implica

|f(x, u + tvn)− f(x, u)|r ≤ C[e(βr|u+vn|
N

N−1 ) + e(βr|u|
N

N−1 )].

Usando o fato que para toda sequência (vn) que converge fortemente em W 1,N
0 (Ω)

existem uma subsequência (vnk
) ⊂ W 1,N

0 (Ω) e h ∈ W 1,N
0 (Ω) tal que |vnk

(x)| ≤
|h(x)| quase sempre em Ω (veja Proposição A.2.2), temos que

|f(x, u + tvnk
)− f(x, u)|r ≤ C[e(βr|u+h|

N
N−1 ) + e(βr|u|

N
N−1 )].

Logo, pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser, temos que |f(x, u+tvnk
)−

f(x, u)|r ∈ L1(Ω), e pelas imersões de Sobolev, obtemos u(x) + tvnk
(x) → u(x)

quase sempre em Ω. Sendo f cont́ınua, obtemos

|f(x, u(x) + tvnk
(x))− f(x, u(x))|r → 0 quase sempre em Ω.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

‖f(., u + tvnk
)− f(., u)‖r → 0.

Desde que
r(vnk

)

‖vnk
‖ ≤ C

∫ 1

0

‖f(·, u(·) + tvnk
(·))− f(·, u(·))‖rdt,

tomando o limite quando ‖vnk
‖ → 0, obtemos

lim
‖vnk

‖→0

r(vnk
)

‖vnk
‖ = 0.

Agora, notemos que I ′3(u) : W 1,N
0 (Ω) → R é linear e limitado, pois

|I ′3(u)v| ≤
∫

Ω

|f(x, u)v|dx ≤
(∫

Ω

|f(x, u)|qdx

)1/q

‖v‖p,

e pela desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e pela imersão de Sobolev
W 1,N

0 (Ω) ↪→ Lt(Ω) para todo t ∈ [1,∞), obtemos

|I ′3(u)v| ≤ C‖v‖.
Para provarmos que I ′3(u) é cont́ınuo, seja un → u em W 1,N

0 (Ω). Dáı

‖I ′3(un)−I ′3(u)‖∗ = sup
‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣
∫

Ω

(f(x, un)− f(x, u))ϕdx

∣∣∣∣ ≤ C‖f(., un)−f(., u)‖r‖ϕ‖s,
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onde usamos a desigualdade de Hölder, para 1/r + 1/s = 1. Pelas imersões de
Sobolev, obtemos

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖ ≤ C‖f(., un)− f(., u)‖r.

Usando novamente a desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser e procedendo
de forma análoga aos cálculos feitos acima, temos que

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖ → 0, quando n →∞.

Portanto, I ′3(u) é cont́ınuo.

Proposição A.2.1 O funcional I4 : W 1,N
0 (Ω) → R definido por

∫

Ω

hudx é de

classe C1 e

I ′4(u)v =

∫

Ω

hvdx, para todo v ∈ W 1,N
0 (Ω),

onde h ∈ W−1,N ′
(Ω).

Prova: É imediata, pois o funcional I4 é linear e limitado.

Proposição A.2.2 Suponha que (un) uma seqüência que converge fortemente em
W 1,N(RN). Então existe um subseqüência (unk

) de (un) e existe h ∈ W 1,N(RN)
tal que |unk

(x)| ≤ h(x) quase sempre em RN .

Prova: Seja (un) uma seqüência em W 1,N(RN) tal que un → u em W 1,N(RN).
Então (un) é uma seqüência de Cauchy em W 1,N(RN), logo podemos extrair uma
subseqüência (unk

) de (un) tal que

‖unk+1
− unk

‖ ≤ 1

2k
, ∀k ≥ 1. (A.10)

Ponhamos

gn(x) =
n∑

k=1

∣∣unk+1
(x)− unk

(x)
∣∣,

então

∇gn(x) =
n∑

k=1

∣∣∇unk+1
(x)−∇unk

(x)
∣∣.

Destas expressões, obtemos

‖gn‖ ≤
n∑

k=1

‖|unk+1
− unk

|‖ =
n∑

k=1

‖unk+1
− unk

‖. (A.11)

Logo, por (A.10) e (A.11), temos que

‖gn‖ ≤ 1.
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Conseqüentemente

‖gn‖N ≤ 1 e ‖∇gn‖N ≤ 1.

Pelo Teorema da Convergência Monótona se deduz que quase sempre em RN ,
gn(x) converge a um limite, que se denota por g(x), com g ∈ LN(RN). Além
disso, afirmamos que ‖gn − g‖N → 0.

Com efeito,

|g(x) − gn(x)|N → 0 quase sempre em RN e |g(x) − gn(x)|N ≤ 1. Logo, pelo
Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue a afirmação.

Por outro lado, temos que (∇gn) é uma seqüência limitada em (LN(Rn))N , con-
seqüentemente g ∈ W 1,N(RN) (veja [7], Caṕıtulo IX, Nota 4.a).

Agora, notemos que para todo k se verifica

|unk+j
(x)−unk

(x)| ≤ |unk+j
(x)−unk+j−1

(x)|+...+|unk+1
(x)−unk

(x)| ≤ g(x)−gn−1(x).

Desta estimativa resulta que quase sempre em RN (unk
(x)) é uma seqüência de

Cauchy e converge quase sempre a um limite, que denotaremos por u∗(x). Ini-
cialmente é necessário distinguir u e u∗. Sabemos que un → u em W 1,N(RN) e
que unk

(x) → u∗(x) quase sempre em RN .

Usando a estimativa

|unk+j
(x)− unk

(x)| ≤ g(x)− gn−1(x),

obtemos que

|u∗(x)− unk
(x)| ≤ g(x) ∀k, quase sempre em RN , com g ∈ W 1,N(RN).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos que

u∗ ∈ LN(RN) e ‖unk
− u∗‖N → 0.

Como (unk
) é uma seqüência em W 1,N(RN) tal que ‖unk

−u∗‖N → 0 e a seqüência
(∇unk

) converge a um limite em (LN(RN))N , pois a seqüência (un) converge forte
em W 1,N(RN). Segue-se então que u∗ ∈ W 1,N(RN) e ‖unk

− u∗‖ → 0 (veja [7],
Caṕıtulo IX, Nota 4.a). Conseqüentemente, u∗ = u quase sempre em RN . Como

|unk
(x)| ≤ |u∗(x)|+ g(x) ∀k, quase sempre em RN .

Basta tomar h = |u∗|+ g, para obtermos o resultado desejado.
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A.3 Resultado de compacidade

Nesta seção, mostraremos que o espaço E definido por

E =

{
u ∈ W 1,N(RN) :

∫

RN

a(x)|u|Ndx < ∞
}

,

munino com a norma

‖u‖E =

(∫

RN

(|∇u|N + a(x)|u|N)dx

) 1
N

.

Está imerso compactamente em Lq(RN) para todo q ∈ [N,∞).

A função a(x) é cont́ınua e satisfaz as seguintes hipóteses

(a1) Existe um número real a0 > 0 tal que a(x) ≥ a0, para todo x ∈ RN ,
(a2) a(x) →∞ quando |x| → ∞.

Vamos dividir a prova em algumas afirmações.

Afirmação 1: E é um espaço reflexivo.

De fato, consideremos o seguinte operador linear T : E → (LN(RN)N × LN(RN)

definido por T (u) = (∇u, a(x)
1
N u). Para simplificar a notação denotaremos Z =

(LN(RN)N ×LN(RN) munido da seguinte norma ‖(u, v)‖Z = (‖∇u‖N
N + ‖v‖N

N)
1
N .

Temos que T é uma isometria de E em Z, e portanto T (E) é um subespaço
fechado de Z, resultando (proposição III.7 [7]) que T (E) é reflexivo, e conseqüen-
temente E também é reflexivo.

Afirmação 2: E ↪→ LN(RN) compactamente.

Com efeito, seja (un) uma sequência limitada em E, isto é, ‖un‖E ≤ C, onde C é
uma constante positiva. Desde que E é reflexivo, a menos de subsequência temos

un ⇀ u ∈ E.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u = 0 e mostraremos que

un → 0 em LN(RN).

De fato ,dado ε > 0, pela hipótese em a(x), existe R > 0 tal que a(x) ≥ NCN/ε
para |x| ≥ R.

Se u ∈ W 1,N(RN) então u|B(0,R) ∈ W 1,N(B(0, R)), em particular

un|B(0,R) ⇀ 0, pois W−1,N ′
(B(0, R)) ⊂ W−1,N ′

(RN).
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Desde que W 1,N(B(0, R)) está imerso compactamente em LN(B(0, R), obtemos

un|B(0,R) → 0 em LN(B(0, R)).

Logo existe n0 ∈ N tal que

∫

B(0,R)

|un|Ndx ≤ ε

2
,∀n ≥ n0. (A.12)

Pela escolha de R > 0, temos que

2

ε

∫

Bc(0,R)

|un|Ndx ≤
∫

Bc(0,R)

a(x)

CN
|un|Ndx ≤ 1

CN
‖un‖N

E ≤ 1.

Dáı

∫

Bc(0,R)

|un|Ndx ≤ ε

2
. (A.13)

Logo, de (A.12) e (A.13), obtemos

∫

RN

|un|Ndx ≤ ε, para todo n ≥ n0.

Portanto

un → 0 em LN(RN).

Afirmação 3: E ↪→ Lq(RN) compactamente para N ≤ q < ∞.

De fato, usando a desigualdade de interpolação (veja [7]) temos

‖un‖q ≤ ‖un‖α
N‖un‖1−α

r , onde
1

q
=

α

N
+

1− α

r
, (0 ≤ α ≤ 1);

Assumindo 0 < α ≤ 1, temos N ≤ q < ∞. Desde que E está imerso continua-
mente em Lr(RN) para N ≤ r < ∞, segue que

‖un‖q ≤ ‖un‖α
N(C1‖un‖E)1−α, C1 > 0.

Como (un) é limitada em E e un → 0 em LN(RN), concluimos que

un → 0 em Lq(RN) para N ≤ q < ∞.

Isto mostra que E está imerso compactamente em Lq(RN) para N ≤ q < ∞.
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A.4 Resultado de densidade

Proposição A.4.1 C∞
0 (RN) é denso em E com relação a norma ‖ · ‖E.

Prova: Primeiro, seja u ∈ E com suporte K = supp(u) compacto. Então
u ∈ LN(K) o que implica que u ∈ LN(RN).

Consideremos ρn uma sequência regularizante em RN . Temos

φn = ρn ∗ u ∈ C∞
0 (RN), φn → u em LN(RN) e ∂φn

∂xi
= ρn ∗ ∂u

∂xi
→ ∂u

∂xi
em LN(RN).

Notemos que existe alguma compacto K1 tal que K ∪ supp(φn) ⊂ K1, para todo
n ∈ N. Portanto

∫

RN

a|φn − u|Ndx =

∫

K1

a|φN − u|Ndx ≤ max
x∈K1

a(x)

∫

K1

|φN − u|Ndx,

de modo que ∫

RN

a|φn − u|Ndx → 0, quando n →∞.

Além disso,

∫

RN

|∇φn −∇u|Ndx =
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂φn

∂xi

− ∂u

∂xi

∥∥∥∥
N

→ 0, quando n →∞.

Logo
‖φn − u‖E → 0, quando n →∞.

Agora, dado u ∈ E, seja un(x) = Mn(x)u(x), onde Mn(x) = M(x/n) e M é uma
função de truncamento em C∞

0 (RN) definida por

M(x) =

{
1 se x ∈ B(0, 1)
0 se x ∈ Bc(0, 2).

É claro que |un| ≤ |u| e un → u quase sempre em RN , e dáı pelo Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫

RN

a|un − u|Ndx → 0, quando n →∞.

Por outro lado,

∂un

∂xi

=
1

n

∂M

∂xi

u + Mn
∂u

∂xi

,

e com isso
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∫

RN

∣∣∣∣
∂un

∂xi

− ∂u

∂xi

∣∣∣∣
N

dx ≤ 2N−1

(∫

RN

∣∣∣∣
1

n

∂M

∂xi

u

∣∣∣∣
N

dx +

∫

RN

∣∣∣∣Mn
∂u

∂xi

− ∂u

∂xi

∣∣∣∣
N

dx

)
.

Desde que

∣∣∣∣Mn
∂u

∂xi

− ∂u

∂xi

∣∣∣∣
N

→ 0 quase sempre em RN

e ∣∣∣∣Mn
∂u

∂xi

− ∂u

∂xi

∣∣∣∣
N

≤ 2(
∂u

∂xi

)N ∈ LN(RN),

obtemos, pelo Teoreama da Convergência Dominada de Lebesgue

Mn
∂u

∂xi

→ ∂u

∂xi

em LN(RN).

Resta mostrar que

∫

RN

∣∣∣∣
1

n

∂M

∂xi

u

∣∣∣∣
N

dx → 0, quando n →∞.

Observemos que

∫

RN

∣∣∣∣
1

n

∂M

∂xi

u

∣∣∣∣
N

dx =

∫

B(0,20)\B(0,n)

∣∣∣∣
1

n

∂M

∂xi

u

∣∣∣∣
N

dx ≤ C

nN

∫

B(0,20)\B(0,n)

|u|ndx → 0,

quando n →∞. Portanto

∥∥∥∥
∂un

∂xi

− ∂u

∂xi

∥∥∥∥
N

→ 0, quando n →∞.

Mostrando que

‖u− un‖N
E =

N∑
i=1

∥∥∥∥
∂φn

∂xi

− ∂u

∂xi

∥∥∥∥
N

+

∫

RN

a|un − u|Ndx → 0, quando n →∞,

ou seja
un → u em E.
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A.5 Desigualdade de Pohozaev-Trudinger-Moser

Teorema A.5.1 Seja u ∈ W 1,N
0 (Ω), N ≥ 2 e

∫

Ω

|∇u|Ndx ≤ 1. (A.14)

Então existe uma constante C(N) que depende somente de N tal que

∫

Ω

e(αN |u|
N

N−1 )dx ≤ C(N)|Ω|,

onde αN = Nω
1

N−1

N−1 e ωN−1 é o volume da esfera unitária (N − 1)-dimensional.
A integral do lado esquerdo é finita para qualquer α > 0, mas se α > αN ela pode
assumir valores arbitrariamente grandes pela escolha apropriada de u.

Prova: Podemos assumir que u ≥ 0, pois substituindo u por |u| não alteramos a
integral do gradiente. Notemos também que é suficiente provarmos a afirmação
do teorema num conjunto de funções que seja denso na bola unitária de W 1,N

0 (Ω).
Desta maneira vamos supor que u ∈ C∞

0 (Ω).

Para prova usaremos a simetrização de Schwarz, isto é, com u(x) ≥ 0 associamos
uma função u∗(x) que dependendo somente da |x| e tal que

|{x : u∗ > ρ}| = |{x ∈ Ω : u > ρ}| para todo ρ ≥ 0.

Notemos que u∗ é uma função decrescente da |x|, que é identicamente nula para
|x| > R, onde R é o raio da bola de volume igual a medida de Ω.

Definamos Ω∗ como sendo a bola unitária de raio R com centro na origem. Um
resultado básico de simetrização (veja [20]) é que

∫

Ω∗
|∇u∗|Ndx ≤

∫

Ω

|∇u|Ndx.

Donde, obtemos

∫

Ω∗
eαu∗N

dx ≤
∫

Ω∗
eαuN

dx.

Isto reduz imediatamente o problema para dimensão 1. Por conveniência vamos
introduzir a variável t dada por

|x|N
RN

= e−t,

e seja
Ψ(t) = NN−1/Nω

1/N
N−1u

∗(x).

95



Então Ψ é monótono decrescente e valem
∫ ∞

0

ΨNdt =

∫

Ω∗
|∇u∗|Ndx e

∫ ∞

0

eβΨp−tdt =
1

|Ω|
∫

Ω∗
eαu∗p

ds,

onde β = α/αN .

Portanto é suficiente para prova o seguinte fato:

se q ≥ 2 e Ψ ∈ C1([0,∞)) é uma função satisfazendo

Ψ(0) = 0, Ψ ≥ 0 e

∫ ∞

0

Ψqdt ≤ 1. (A.15)

Então ∫ ∞

0

eβΨp−tdt ≤ c1 se β ≤ 1 com 1/p + 1/q = 1, (A.16)

onde c1 é uma constante que depende somente de q.

De fato, pela desigualdade de Hölder

Ψ(t) =

∫ t

0

Ψdt ≤ t1/p

(∫ t

0

Ψq

)1/q

≤ t1/p, (A.17)

é claro que

∫ ∞

0

eβΨp−tdt ≤
∫ ∞

0

eβ−tdt =
1

(1− β)
para β < 1.

No entanto, para β = 1 a prova é mais delicada. Com o mesmo argumento vamos
mostrar que a integral em (A.16) existe para qualquer β positivo. Com efeito,
dado qualquer ε > 0 existe um T = T (ε) tal que

∫ ∞

T

Ψqdt < ε,

donde conclúımos, novamente pela desigualdade de Hölder, que

Ψ(t) ≤ Ψ(T ) + ε1/q(t− T )1/p, para t ≥ T,

portanto

lim
t→∞

Ψ(t)

t1/p
= 0.

Conseqüentemente βΨP < t/2 para t suficientemente grande, o que prova a
existência da integral em (A.16).

Agora mostraremos que para β > 1 esta integral pode assumir valores arbitra-
riamente grandes. Para isto, consideremos a função η(s) = min{s, 1} e seja

Ψ = t
1/p
1 η(t/t1). Claramente, esta função satisfaz as condições em (A.15), mas
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∫ ∞

0

eβΨp−tdt ≥
∫ ∞

t1

eβt1−tdt = e(β−1)t1

e notemos que e(β−1)t1 →∞, quando t1 →∞. O que prova a afirmação.

Agora queremos provar a estimativa (A.16). Os detalhes da prova de (A.16) são
técnicos. Descreveremos a idéia que sai primeiramente da verificação de várias
estimativas para mais tarde conclúımos a prova de (A.16).

Embora a desigualdade (A.17) seja a melhor posśıvel, notemos que podemos ter a

igualdade Ψ(t1) = t
1/p
1 para algum t1 se, e somente se, Ψ tem a forma t

1/p
1 η(t/t1),

que é justamente a reta quebrada considerada. Verifica-se que a integral rele-
vante é de fato limitada para esta famı́lia de funções. Mostraremos agora que
se t−1/pΨ(t), ou sua qth potência de t−q+1Ψq(t), estão próximas da função Ψ(t),
então uma destas funções está próxima da reta quebrada.

Mais especificamente, podemos assumir que Ψ é identicamente nula próximo de
t = 0 e é constante para t suficientemente grande, desde que qualquer Ψ em
(A.15) pode ser aproximada por uma tal função. Então seja

1− δ = max
t

t−q+1Ψq(t) = t−q+1
1 Ψq(t1), (A.18)

e observe que 0 < δ ≤ 1. De fato, se δ fosse nulo Ψ teria que ser uma reta
quebrada, dáı não seria identicamente nula perto de zero.

Introduzindo as variavéis s, y(s) pelas substituições

t = t1s e Ψ(t) = t
1/p
1 y(s),

obtemos que

y(0) = 0, y′ ≥ 0,

∫ ∞

0

y′qds ≤ 1, s−q+1yq(s) ≤ 1− δ = yq
1, (A.19)

onde y(1) = y1 e 0 < δ ≤ 1.

Queremos mostrar que para δ suficientemente pequeno a função y(s) não pode
ser muito maior do que η(s) = min{1, s}. Isto é expressado pela seguinte de-
sigualdade

(q − 1)yq−2
1

∫ 1

0

(y′ − y1)
2ds +

∫ ∞

1

y′qds ≤ δ, (A.20)

a qual segue de (A.19) como provaremos mais tarde. Esta desigualdade implica
que ambas as integrais separadamente são ≤ δ e isto permite que mostremos que
toda função y(s) satisfazendo (A.19) para 0 < δ < 1/2 pode ser dominada por
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y(s) ≤ z(s) (A.21)

onde

z(s) =

{
s + min{(2δ)1/qs1/p, c3(δ(1− s))1/2} para 0 ≤ s ≤ 1,
1 + δ1/q(s− 1)1/p para s ≥ 1,

(A.22)

onde c3 é uma constante positiva que depende somente de q.

Agora, faremos uma estimativa da funcão zp − s. Para isto definamos a função

ϕ(s) =

{
s para 0 ≤ s ≤ 1/2,
|s− 1| para 1/2 ≤ s < ∞.

Afirmamos que existem constantes positivas δ0 < 1/2, c4 e c5 que dependem
somente de q tais que para 0 < δ < δ0 e para todo s ≥ 0 fora do intervalo
∆ = {s : |s− 1| < c4δ}, temos

zp − s ≤ −c−1
5 ϕ(s). (A.23)

Novamente deixaremos a prova de (A.23) para a próxima seção. Note que de
(A.23), obtemos a limitação da integral para β = 1. Por (A.23) temos

Ψp − t = t1(y
p − s) ≤ −c−1

5 ϕ(s)t1 para t = t1s, (A.24)

se exclúımos o intervalo ∆1 = {t : |t− t1| < c4δt1}.

Neste intervalo podemos usar (A.18), donde

Ψp(t) ≤ (1− δ)p−1t, (A.25)

e desde que 1− (1− δ)p−1 ≥ (p− 1)δ para 1 < p < 2, temos que

∫

∆1

eΨp−tdt ≤
∫

∆1

e−(p−1)δtdt ≤ 2c4δt1 max
∆1

e−(p−1)δt.

Se escolhermos δ0 < (2c4)
−1 temos que t > t1(1− c4δ) > t4/2 e conseqüentemente

∫

∆1

eΨp−tdt ≤ 2c4δt1e
−(p−1)δt1/2 ≤ 4c4(p− 1)−1e−1,

desde que xe−x ≤ e−1 para x ≥ 0.
Para estimativa fora do intervalo ∆1 usamos (A.23) e obtemos a limitação

t1

∫ ∞

0

e−t1c−1
5 ϕ(s)ds ≤ 3c5,

onde cada intervalo (0, 1/2), (1/2, 1), (1,∞) contribui com uma constante c5,
como vemos facilmente. Conseqüentemente
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∫ ∞

0

eΨp−tdt ≤ 3c5 + 4c4(p− 1)−1e−1 = c6,

para 0 < δ < δ0, onde c6 é definida por esta equação.

Finalmente, para δ0 ≤ δ ≤ 1 temos novamente por (A.25) que Ψp−t ≤ −(p−1)δt
e conseqüentemente

∫ ∞

0

eΨp−tdt ≤
∫ ∞

0

e−(p−1)δtdt ≤ 1

(p− 1)δ0

.

Portanto (A.16) está provado para β = 1 se tomarmos c1 = c6 + (1/(p− 1)δ0).

Portanto para conclúımos a prova do Teorema devemos estabelecer (A.20) e
(A.21) com as definições (A.22) e (A.23). Para este propósito usaremos as
seguintes estimativas elementares:

Se q ≥ 2, a ≥ 0 e a + b ≥ 0, então

aq + qaq−1b + (q − 1)aq−2b2 ≤ (a + b)q. (A.26)

Se, além disso, a ≥ 0 e b ≥ 0, então

aq + qaq−1b + bq ≤ (a + b)q ≤ aq + c7(a
q−1b + bq). (A.27)

Onde c7 é uma constante positiva que dependendo somente de q. A estimativa
por cima de (a + b)q vale até mesmo para q ≥ 1. Já as estimativas por baixo de
(a + b)q seguem da fórmula de Taylor

(a + b)q = aq + qaq−1b + q(q − 1)b2

∫ 1

0

(a + xb)q−2(1− x)dx,

pelas estimativas a + xb = (1 − x)a + x(a + b) ≥ (1 − x)a, no primeiro caso,
e a + xb ≥ xb no segundo caso. A estimativa por cima em (A.27) segue-se da
limitação de

(1 + x)q − 1

x + xq
,

para 0 ≤ x < ∞.

Para provarmos (A.25) seja a = y1 ≥ 0 e b = y′ − y1 em (A.26), observemos que
a + b = y′ ≥ 0. Integrando a desigualdade resultante sobre 0 ≤ s ≤ 1, obtemos
que

yq
1 + (q − 1)yq−2

1

∫ 1

0

(y′ − y1)
2ds ≤

∫ 1

0

y′qds.

No entanto, por (A.19)

∫ 1

0

y′qds =

∫ ∞

0

y′qds−
∫ ∞

1

y′qds ≤ 1−
∫ ∞

1

y′qds = δ + yq
1 −

∫ ∞

1

y′qds,
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dáı, a desigualdade (A.20) segue protamente eliminando-se yq
1 das duas últimas

desigualdades.

Obviamente, que ambos os somandos em (A.20) são ≤ δ. Aplicando a desigual-
dade de Hölder como antes, obtemos

y(s) ≤ y1 + δ1/q(s− 1)1/p < 1 + δ1/q(s− 1)1/p, para s ≥ 1,

o que prova (A.21) para s ≥ 1. Analogamente, da desigualdade de Schwarz,
obtemos

y(s) ≤ s + c3(δ(1− s))1/2, para 0 ≤ s ≤ 1.

Para completar a prova de (A.21), devemos mostrar que

y(s) ≤ s + (2δ)1/qs1/p, para 0 ≤ s ≤ 1, (A.28)

Para isto teremos que proceder diferente. Fixamos uma constante σ em 0 < σ < 1
e maximizamos y(σ) no conjunto de todas as funções y(s) satisfazendo

y(0) = 0, y(1) = y1 e

∫ 1

0

y′qds ≤ 1.

Claramente, o máximo y∗ é atingido para uma função extremal que é uma reta
quebrada, isto é, uma reta que conecta (0, 0) com (σ, y∗) e outra que passa de
(σ, y∗) para (1, 1). Assim a condição integrante requer que

(
y∗

σ
)qσ +

∣∣∣∣
y1 − y∗

1− σ

∣∣∣∣
q

(1− σ) ≤ 1.

Está claro que y∗ ≥ y1σ e conseqüentemente podemos escrever y∗ = y1(σ + ρ)
com ρ ≥ 0. Então a última desigualdade escreve-se

(
1 +

ρ

σ

)q

σ +

∣∣∣∣1−
ρ

1− σ

∣∣∣∣
q

(1− σ) ≤ 1

yq
1

=
1

1− δ
.

Por outro lado, temos que |1−x|q ≥ 1− qx para todo x, se calculamos a primeira
estimativa por baixo em (A.27), obtemos

(
1 + q

ρ

σ
+ (

ρ

σ
)q

)
σ +

(
1− q

ρ

1− σ

)
(1− σ) ≤ 1

1− δ
,

ou

ρq

σq−1
≤ δ

1− δ
< 2δ,

desde que assumimos 0 < δ < 1/2. Portanto, com y1 ≤ 1, temos

y(σ) ≤ y1(σ + ρ) ≤ σ + (2δ)1/qσ(q−1)/q.

Como σ era um número arbitrário em 0 < σ < 1, então vale (A.28) e conseqüen-
temente (A.21) esta provado.
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Finalmente estabelecemos (A.23) como uma conseqüência de (A.22). Em 0 <
s < 1/2 temos por (A.22), usando (A.27),

zp ≤ (s + (2δ)1/qs1/p)p ≤ sp + c7(2δ)
1/qsp−1+(1/p) + c7(2δ)

p/qs.

desde que p + 1/p > 2, 2δ < 1 e 0 < s < 1/2, temos

zp − s ≤ s(sp − 1 + 2c7(2δ)
1/q) ≤ s((1/2)(p−1)/2 − 1),

se 0 < δ < δ0 e δ0 é escolhido suficientemente pequeno. Então esta estimativa
verifica (A.23) no intervalo (0, 1/2) assim o coeficiente de s é negativo.

Os intervalos restantes são tratados similarmente exceto próximo de s = 1, onde
devemos considerar um pequeno intervalo que o contém. Para 1/2 < s < 1 fixa-
mos σ = 1− s e temos de (A.21)

zp − s ≤ (s + c3(δσ)1/2)p − s

= sp − s + c7c3s
p−1(δσ)1/2 + c7(c3(δσ)1/2)p

≤ s((1− σ)p−1 − 1) + c8(δσ)1/2

≤ −1/2(p− 1)σ + c8(δσ)1/2.

Na última estimativa usamos que p ≤ 2 e s ≥ 1/2. Se restringimos agora σ para
σ < (4c8/(p− 1))2δ então c8(δσ)1/2 < (p− 1)σ/4 e

zp − s ≤ −p− 1

4
σ = −p− 1

4
(1− s).

No intervalo s > 1 temos de (A.21) que

zp − s ≤ (1 + δ1/q(s− 1)1/p)p − s

≤ 1− s + c7δ
1/q(s− 1)1/p + c7δp/q(s− 1)

= (s− 1){−1 + c7(
δ

s−1
)1/q + c7δ

p/q}

≤ (s− 1){−1
2

+ c7(
δ

s−1
)1/q},

se δ0 é escolhido suficientemente pequeno. Para s− 1 > (4c7)
qδ o segundo termo

do parenteses é < 1/4 e portanto

zp − s ≤ −1

4
(s− 1).

Combinando estas estimativas obtemos (A.23) com c4 = (4c8/(p− 1))2 + (4c7)
2 e

c5 = (1− 2(1−p)/2))−1 + 4/(p− 1). Isto completa a prova do Teorema.
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