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Resumo

Os objetivos desta dissertacao sao estabelecer a existéncia de um autovalor principal
para problemas de autovalor com peso indefinido em R¥, envolvendo operadores elipticos
de segunda ordem do tipo semilinear e quasilinear, e aplicar os resultados obtidos a
uma classe de problemas nao lineares, envolvendo teoria de bifurcacao. Estabeleceremos
resultados do tipo Krein-Rutman para um problema envolvendo o operador p-laplaciano
com 1 < p < N. Mais precisamente, sob certas hipéteses sobre a funcao peso, mostraremos
a existéncia de um unico autovalor principal o qual é positivo, ou de dois autovalores
principais de sinais opostos. Além disso, provaremos que estes autovalores principais
sao simples e isolados. Para o caso particular p = 2, usaremos a teoria dos operadores
compactos e para o caso geral, usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para
obter os resultados. Obteremos também resultados de regularidade das solugoes, bem
como informagoes sobre os seus comportamentos assintéticos. Em seguida, estudaremos
um problema nao linear envolvendo o operador p-laplaciano. Usando teoria da bifurcacao
e as propriedades do primeiro autovalor do problema linearizado, mostraremos a existéncia
de um ramo de solucoes para este problema.



Abstract

The aim of this work are: to establish the existence of a principal eigenvalue for
cigenvalue problems with indefinite weight in RY, involving second order elliptic
operators of semilinear and quasilinear types; and to apply these results to a class of
nonlinear problems involving bifurcation theory. We establish Krein-Rutman type results
for problems involving the p-laplacian operator with 1 < p < N. More precisely, un-
der certain hypothesis on the weight function, we show the existence of either a unique
principal eigenvalue, which is positive, or two principal eigenvalues with opposite signs.
Moreover, we prove that this eigenvalue is simple and isolated. For the particular case
where p = 2, we use the compact operator theory and, for the general case, we use the
Lagrange multipliers theorem to obtain the results. We also obtain regularity results for
the solutions and information about their asymptotic behavior. Next, we study a non-
linear problem involving the p-laplacian operator. Using the bifurcation theory and the
properties of the first eigenvalue of the linearized problem, we show the existence of a
continuum of solutions for this problem.
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Notacoes
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LP

loc

(Q) = {u € LP(Y) para todo ' C 2 compacto }, 1 <p < oo

[u] espaco gerado por u

L(X,Y) espaco das aplicacoes lineares e limitadas de X em Y

L(X) espaco das aplicacoes lineares e limitadas de X em X
C(X,Y) espago das aplicacoes continuas de X em Y

C() funcoes continuas definidas de 2 em R

Ce(Q) funcoes continuas com suporte compacto em {2

C*(Q) fungoes k vezes continuamente diferencidveis sobre Q, k € N

Q) = () C*(Q); CHQ) = CHQ) N C(Q); C2(Q) = C=(Q) N C.(Q)

k>0
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1,p — p 0
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|ullwie = norma do espago de Sobolev W1?(Q)

8
WP(Q) = {u e Wl’p( ') para todo €2’ C 2 compacto}

loc

WyP(Q) é o completamento de C1(Q), na norma || - |1, 1 < p < 00

*

N
p* = N—p paral <p< N expoente critico de Sobolev
- D

DYP(Q) = {u € LP(Q): Vu e (LP(Q))N} L 1<p<N

[ullpre = [lull o () + VUl Lr@) norma do espago D'#(1)
Dy (Q) é o completamento de C°(2) com respeito & norma || - ||pir
DL (RY) espago dual de D'P(RY)

f = olg) quando  — o se lim, ., [f(2)|/]g(2)| =

f = O(g) quando x — g, se existe C' > 0 tal que |f(z)| < Clg(z)| para z suficien-
temente préximo de x

X



Introducao

Nesta dissertagao, vamos estudar a existéncia e simplicidade de um autovalor principal
positivo para a seguinte classe de problemas elipticos quasilineares

—Apu = Ag(z)|ulP~?u, € RY,

(1)

limy, oo u(z) =0, u >0, em RY,

onde Ayu = div(|Vul[P~?Vu) denota o operador p-laplaciano, 1 < p < N, A é um
parametro real e a fungao peso g é uma funcao que pode mudar de sinal.

Baseados no artigo de Brown e Stavrakakis [10], estudaremos inicialmente o caso
semilinear do problema (1) o que corresponde ao caso particular em que p = 2 e o
operador p-laplaciano é o operador laplaciano classico. Mais precisamente, estudaremos
o seguinte problema

—Au = A\g(z)u, xRV,
(2)

limpy oo u(x) =0, u>0 em RY.

Neste caso, assumiremos que a funcao peso g é suave e satisfaz a seguinte condicao:
g e LN2RM)NL®(RY) e g(z¢) > 0 para algum z, € RY.

Para este problema, usando a teoria classica dos operadores compactos e autoadjuntos,
mostraremos um teorema do tipo Krein-Rutman, ou seja, que existe um menor autovalor
positivo, A1, o qual é simples e isolado. Além disso, este é o tinico autovalor positivo que
admite autofuncao positiva.

O estudo do problema (2), foi motivado pelo fato de que o mesmo corresponde a
linearizacao do seguinte problema nao linear:

CAu= g (), e R,
(3)
limp oo u(z) =0, 0<u<l, x € RY,

onde a nao linearidade f satisfaz a seguinte hipotese:

(f) f:1]0,1] — R* é uma fungao suave tal que f(0) = f(1) =0, f(0) >0, f'(1) <0, e
f(u) > 0 para todo 0 < u < 1.

Sob algumas restrigoes sobre N, mostraremos que o autovalor A; é um ponto de bifurcagao
global para o problema (3). Para isto, usaremos os resultados classicos de bifurcagao



devidos a Crandall e Rabinowitz (veja [12] e [25]). Todo o estudo do problema (3) é
baseado no artigo [10].

Para 1 < p < N, via Identidade de Picone, mostraremos também um teorema do tipo
Krein-Rutman para o problema quasilinear (1). Baseados nos trabalhos de Fleckinger,
Manésevich, Stavrakakis e de Thélin [18] e Allegretto e Huang [3], mostraremos a exis-
téncia de autovalores principais para este problema. Neste caso, assumiremos as seguintes
hipéteses:

(G) g é uma funcdo suave (pelo menos Cp7(RY) para algum v € (0,1)), tal que g €
LNP(RN) N L®(RY) e |QF] > 0, onde

Q= {z e RY : g(x) >0},

(G') g satisfaz (G) e g > 0 em RY, ou,
(G™) g satisfaz (G) e |27| > 0, onde

Q ={r e R" : g(x) < 0}.

Sabendo que os autovalores do problema (1) s@o os possiveis pontos de bifurcacao para
o problema quasilinear

—Apu = Ag()|[ul2u+ f(\, z,u) € RN, (4)

baseados no artigo de Drabek e Huang [16], usaremos a teoria do grau topoldgico para
operadores demicontinuos e provaremos um resultado de bifurcagao global a partir dos
autovalores principais do problema (1). Para isto, assumiremos as seguintes hipéteses
sobre a nao linearidade f(\, x,u):

(f1) f é uma funcio de Carathéodory, i.e., f(-,z,-) é continua q.t.p em RN e f(\, -, u) é
mensurdvel para todo (\,u) € R

(£2) |fO\ 2,u)|] < e(N)(o(x) + p(x)|u]”) q.t.p em RY onde ¢ : R — RT é uma fungao
continua e limitada sobre subconjuntos limitados de R, p — 1 < v < p* — 1,
0<pe LR com~vy =p/(p-—v—1), 0 <o € LN?(wN? RY), onde
LN/ (NP RN) é o espaco com peso LV/P(RY) com a funcdo peso w™/?, e ou

(i) o € L®V(RY), (p*) = Np/(Np — (N — p)), ou
(i) o € LY (w'/0-P) RN);
(f;) o seguinte limite existe

p QL)

u—0 w(z)|ulP2u

9

uniformemente q.t.p em RY e A em um intervalo limitado.

Problemas onde o operador —A,, esta presente surgem tanto na matematica pura, como
na teoria de aplicagoes quasiregulares e quasiconformais, bem como em uma variedade de
aplicagoes, por exemplo, fluidos nao Newtonianos, problemas de reacao-difusao, corrente
através de meio poroso, elasticidade nao linear, extracao de petrdleo, astronomia, etc (veja
[18] e suas referéncias).
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No caso do problema de autovalor para dominios limitados, sob varias condigoes de
fronteira, existe vasta literatura sobre o autovalor e autofuncao principais. Mencionamos,
entre outros, os trabalhos de Anane [4] e Huang [22] e suas referéncias. Para o caso
particular p = 2, podemos citar, entre outros, os trabalhos de de Figueiredo [14] o qual
trata de um problema de autovalor envolvendo um operador eliptico de segunda ordem
geral com peso indefinido e com condigao de fronteira de Dirichlet, e Senn e Hess [26] que
estudam o problema com condicao de fronteira de Neumann.

O problema de autovalor para dominios nao limitados torna-se mais complicado ja
que, em geral, o operador associado a equagao nao é compacto. Também nao é claro, a
priori, o espaco de fungoes ao qual as autofungoes pertencem.

Nos tltimos anos, muitos trabalhos sobre o problema de autovalor em dominios nao
limitados tém aparecido. Veja, por exemplo, Brown, Cosner e Fleckinger [9], Allegretto
e Huang [2], Fleckinger, Mandsevich, Stavrakakis e de Thélin [18], Huang [23] e suas
referéncias. A seguir detalharemos como esta dissertacao esté escrita.

Faremos um capitulo inicial com alguns resultados classicos que serao utilizados no
decorrer deste trabalho, os quais serao enunciados sem demonstracao e com as devidas
referéncias para possiveis consultas.

No Capitulo 1, estudaremos o problema (2). Utilizando a teoria dos operadores com-
pactos mostraremos a existéncia de solugoes classicas bem como a existéncia, unicidade e
simplicidade de um autovalor principal positivo para este problema.

O Capitulo 2 é voltado ao estudo do problema (3). Usaremos o autovalor principal
positivo Aj, obtido no Capitulo 1, para garantir a existéncia de solugoes para o problema
(3), as quais veremos que sdo cldssicas. Mais precisamente, mostraremos que A; é um
ponto de bifurcac¢ao para o problema (3).

No Capitulo 3, usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para garantir a
existéncia de solugoes fracas e de autovalores para o problema (1). Veremos que, quando
g satisfaz a condigao (G1) existe um autovalor principal positivo, A1, e quando ¢ satisfaz
a condicao (G~) existem dois autovalores principais de sinais opostos, A\] e A]. Para
este problema temos apenas solucoes fracas. Mostraremos que estas solugoes pertencem a
C*(Bpg) para todo R > 0 onde a = a(R) € (0,1). Depois disso, usaremos a Identidade
de Picone para garantir a simplicidade e unicidade destes autovalores principais. Por
ultimo, veremos que estes autovalores principais sao também isolados.

O Capitulo 4 é voltado ao estudo do problema (4). Mostraremos que o autovalor
principal do problema (1), A\; (respectivamente A{,\{), é um ponto de bifurcagao para o
problema (4), garantindo assim, a solubilidade deste. Neste capitulo, usaremos a teoria do
grau topolégico para operadores demicontinuos satisfazendo uma determinada condigao
de convergéncia e faremos uma adaptagao da prova do Teorema 1.3 em [25] para garantir
a validade dos resultados no caso do p-laplaciano.

Finalmente, no Apéndice provaremos alguns resultados utilizados no decorrer deste
trabalho.
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Preliminares

Enunciaremos aqui importantes resultados os quais sao necessarios para uma melhor
compreensao do trabalho que sera desenvolvido.

Resultados basicos

Em vérias partes deste trabalho iremos recorrer aos seguintes resultados.

Teorema 1 ([8], Proposicao 3.5) Sejam X um espago de Banach e (x,,) uma seqiiéncia
em X. Se x, = x em X, entao |z,|| € limitada e

||| < liminf ||z,||.
n—oo

Teorema 2 ([8], Proposicao 3.5(iv)) Sejam X wum espago de Banach, (f,) em X*
uma seqiiéncia tal que f, — f em X* e (z,) uma seqiéncia em X tal que x,, — x em X.
Entao

faln) — f(2).

Teorema 3 ([8], Teorema 3.27) Se X ¢é um espago de Banach reflexivo e (x,) uma
seqiiéncia limitada em X, entdo eziste uma subseqiiéncia (x,,) que converge na topologia
fraca de X.

Teorema 4 ([8], Proposicao 3.30) Seja X um espaco de Banach uniformemente con-
vezo. Seja (x,) uma seqiéncia em X tal que e x, = = e

lim sup ||z,| < ||z
Entao x, — x em X. Em outras palavras, se ,, — x e ||x,| — ||z| entdo x, — x em X.

Teorema 5 ([11], Teorema 1.3) Seja X um espaco de Hilbert (ou espa¢o de Banach
Reflexivo) e suponha que ¢ : X — R satisfaz:

i) ¢ € fracamente semicontinuo inferiormente;
ii) ¢ € coercivo, isto €, ¢(u) — oo quando ||u|| — oo.

Entao ¢ é limitado inferiormente e existe ug € X tal que

d(up) = inf P(u).

ueX



Teorema 6 ([15], Teorema 1.4) Seja ¢ : X — RU {400} uma fun¢do conveza, onde
X ¢ um espaco de Banach. Entdao ¢ é semicontinua inferiormente se, e somente se, €
fracamente semicontinua inferiormente.

No que segue vamos assumir que  C RY é aberto. O préximo teorema afirma que
sob certas condigoes, a integral é absolutamente continua.

Teorema 7 ([19], Coroldrio 4.1.2) Se f ¢é uma fun¢ao nao negativa, mensurdvel e
fQ fdu < oo entao fQ fdu € absolutamente continua em relagao a p, ou seja, para todo
e >0, existe 6 > 0, tal que p(Y) < § implica [, fdp < e.

O resultado seguinte é o conhecido Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Teorema 8 ([5], Teorema 5.6) Seja (f,) uma seqiiéncia de funcoes de L'(Q) tal que:
i) fu(x) — f(x) q.t.p em ;

ii) existe g € L*(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fn(@)] < g(x) qtpem Q.
Entao f € L'(Q) e

lim [[fn — fllzi@) =0,

n—oo
1sto €,

/Qf(x)dx— lim an(:c)d:v.

n—oo

Teorema 9 ([8], Teorema 4.9) Sejam (f,) uma seqiéncia em LP(QY) e f € LP(QY), tais
que
[/ = Flle@) — 0.

Entao podemos extrair uma subseqiiéncia (f,,) tal que

D) for(2) = f(2) ¢t.p emQ, e

ii) [fn,(2)| < h(x), ¢.t.p em Q, Vk € N, com h € LP().
Teorema 10 ([17], Teorema de Egorov) Sejam (f,,) e f fun¢oes mensurdveis tais que

fo(z) — f(x) qtp em Q,

onde 2 C RN ¢ mensurdvel e |Q)] < oo. Entdo, para cada ¢ > 0, existe um subconjunto
mensurdvel ) C Q tal que

i) Q- <e, e
ii) f, — f uniformemente sobre (.
Teorema 11 ([1], Teorema 2.7) Seja 0 < p < 1. Se u,v € LP(Q), entao

Iful + lolllze > flullze + 0]l ze-



Teorema 12 ([8], desigualdade de Holder generalizada) Suponha que as funcoes
fi, fa, ..., fr sdo tais que

1
fieP(Q) i=1,2,....k com - . <
P P1 P2 Pk
)

Entao o produto f = fifs... fx pertence a LP(Q)) e
[ lle < L fillzes [ follzee -l fill o

Em particular, se f € LP(Q) N LY(Q) com 1 < p < q < oo, entdo f € L"(Y) para todo
p <r < q e se verifica a desigualdade de interpolacao
1 o 1—-«

fllor < fapflgo‘ onde —=—+ 0<a<l).
11l AN 112 i . ( )

Teorema 13 ([15], Teorema 2.3) Seja f : Q@ x R — R uma fun¢do de Carathéodory.
Suponha que existam uma fungio b € L1(Q2), 1 < q < oo, uma constante ¢ >0 er > 0
tais que

|f(z,s)] <c|s]"+b(x), Vere, sekR.

Entao o Operador de Nemytskii Ny : LY () — L), definido por
Ny(u) = f(z,u)
¢ continuo e limitado (ou seja, aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados)

Teorema 14 ([17], Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Seja 1 < p < N. FEuzxiste uma
constante C', dependendo apenas de p e N, tal que

[ul| o= mrvy < Cl[Vul| Lo@ny,
para todo u € CH(RY), onde p* = Np/(N — p).

Teorema 15 ([8], Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY um aberto limitado de classe
Ct. Sel < p < N entao W'P(Q) estd imerso compactamente em LI(Q) para todo

q€1,p).
O espaco D'?

Nesta secdo, vamos considerar Q2 C RY aberto e p € [1, N). Para maiores detalhes
veja [6]. Definimos o espago D*P(2) como sendo

(@) = {ue V(@) : Vu e ()"}

munido da norma
[ullpre = [Jull o ) + [ VUl ()

Definimos Dy” () como sendo o completamento de C2°(Q) com respeito & norma ||u|pr.p.



Para p > 1, D'P(Q) e Dy?(Q) sio espacos de Banach reflexivos e separdveis. Sobre
Dy?(Q) introduzimos uma seminorma || - |pr» definida por

[ullppr = 1Vull o).

Devido a desigualdade de Sobolev, Teorema 14, que pode ser estendida por densidade a
Dé’p (Q), concluimos que esta seminorma é realmente uma norma e, além disso, é equiva-
lente & norma ||u||p1» sobre Dy ().

O préximo teorema estabelece algumas relacoes entre D e WP,

Teorema 16 ([6], Lema 1.2) W'?(RY) = W,*(RY) ¢ DyP(RY) = D'»(RN).

Assim, podemos considerar o espago D'?(RY) munido com a norma

1/p
fullos = [ | 17uPaz)
RN

Pela imersao de Sobolev, Teorema 14, existe K > 0 tal que
[l o vy < Kllullpro . Vu € DYP(RY). (5)

Portanto, D'?(RY) estd continuamente imerso em LP (RY). Denotamos por D~ o
espaco dual de DP.

Observagao 1 Se Q C RY € um subconjunto aberto de medida finita com fronteira de
classe C1, temos para 1 <p < N

Whr(Q) =D"(Q) ccC LUQ), Vgell,p),
onde CC denota 1mersao compacta.

Teorema 17 ([6], Proposigao 1.1) Sejam ' C Q dois subconjuntos abertos de RY. Se
u € DYP(Q) entdo a restricao de u a S, que denotamos por ulg:, pertence a DYP(Q) e
temos (u|ar)e, = (Ug,)|or. Além disso, o operador restri¢io D*P(Q2) — DYP(Q) : u — ulgy
¢ continuo.

Operadores compactos

Sejam X e Y espacos de Banach.

Definigao 1 Dizemos que um operador T : X — Y € compacto se T(B) € relativamente
compacto (i,e. T(B) é compacto) para qualquer B C X limitado.

Observacao 2 Mostra-se que um operador T : X — Y € compacto se, e somente se,
(T'z,,) possui subseqiiéncia convergente, para qualquer seqiiéncia (x,) em X limitada. Se
T € linear e compacto e x,, — x entao Tx, — Tx.

Teorema 18 ([8], Alternativa de Fredholm) Seja T': X — X um operador linear
compacto. Entao



i) N(I —T) possui dimensao finita,

ii) R(I —T) € fechada e R(I —T) = N(I —T*)*,
iii) N(I —T) = {0} < R(I - T) = E,

iv) dimN(I —T) = dimN (I — T*),

onde T™* € o operador adjunto de T'.

Sobre o espectro de um operador linear compacto usaremos os seguintes resultados.

Defini¢ao 2 Seja T : X — X linear e continuo. O conjunto resolvente de T' é p(T), onde
p(T) ={X e R: (T —\) ¢€bijecao }. O espectro o(T) é o complementar do conjunto
resolvente, isto €, o(T) = R\p(T'). Dizemos que A\ é um valor prdprio ou autovalor de T
se N(T'— X)) # 0. Denotamos por VP(T) o conjunto dos autovalores do operador T e
N(T — XI) € dito o autoespago associado a A.

Definicao 3 Seja H um espago de Hilbert. Um operador T € L(H) diz-se autoadjunto
seT'=T%, ou ainda, se
(Tu,v) = (u, Tv), VY u,ve€ H.

Teorema 19 Seja H um espago de Hilbert e T' € L(H) um operador compacto e autoad-
junto. Se
M = sup (Tu,u) >0

ueH
lul=1

entao M ¢ um autovalor de T'.

Prova: Inicialmente vamos provar que M € o(T). Seja a : H x H — R uma forma
bilinear definida por a(u,v) = (Mu — Tu,v). Sendo T um operador autoadjunto, segue
que a(-,-) é simétrica. Além disso, pela definigao de M, para u € H com ||ul]| = 1 temos

a(u,u) = (Mu—Tu,u) = M(u,u) — (Tu,u) > 0.

Entao, dado v € H\{0}, tomando u = v/||v|| temos ||v|2a(v,v) = a(u,u) > 0, logo
a(v,v) > 0 para todo v € H. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a forma
bilinear a(-, -) obtemos

|(Mu — Tu,v)| < (Mu — Tu,u)*(Mv — Tv,v)"/*  Vu,v € H.
Dai tomando v = Mu — Tu obtemos,
|Mu — Tu|| < C(Mu — Tu,u)"?  Yu e H.

Seja (uy,) uma seqiiéncia em H tal que ||u,|| =1 e (Tup, u,) — M. Devido a esta ultima
desigualdade temos que ||Mu, — Tu,|| — 0. Afirmamos que M € o(T). De fato, se
M € p(T) entao u, = (MI—T) " (Mu,, —Tu,) — 0 contrariando o fato de que ||u,| = 1
para todo n. Sendo M > 0 provaremos que é um autovalor de 7. Suponha por absurdo
que N(T — MI) = {0}. Entao, pela Alternativa de Fredholm temos R(T' — MI) = H e
portanto M € p(T) o que é um absurdo. Portanto M € V P(T).



Definicao 4 ([8]) Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que um operador T €
L(X,Y) € de Fredholm se

i) N(T) possui dimensao finita;
ii) R(T) € fechado e de codimensao finita.

Definimos o indice de T por Ind(T) = dim N(T') — codimR(T).

Multiplicadores de Lagrange
Definigao 5 Sejam X um espaco de Banach, F € C'(X,R) e um conjunto de vinculos
S:={ue X:F(u)=0}.

Suponhamos que para todo u € S, temos que F'(u) # 0. Seja J € CY(X,R). Dizemos
que ¢ € R é valor critico de J sobre S se existem uw € S e A € R tais que J(u) = c e
J'(u) = AF'(u). O ponto u € um ponto critico de J sobre S e o nimero real A é chamado
multiplicador de Lagrange para o valor critico c.

Utilizaremos o seguinte

Teorema 20 ([24], Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipdteses e notacoes da
defini¢cao acima, suponhamos que ug € S € tal que

J(ug) = inf J(u).

u€es

Entao existe A € R tal que
J,(UO> = )\F/(Uo)

Principio do maximo e regularidade
Inicialmente iremos considerar operadores elipticos L, tendo a forma
Lu = —Au + cu, (6)

onde ¢ € L>®(Q). Estes proximos resultados sao vélidos para operadores elipticos mais
gerais. No entanto, apresentaremos apenas o que sera necessario ao nosso trabalho.

Teorema 21 ([17], Principio do Maximo Forte com c > 0) Suponha que L é um o-
perador eliptico dado por (6), @ C RN € aberto, limitado e conexo, u € C*(Q)NC(Q) e
c>0em Q.

i) Se Lu < 0 em Q e u atinge um mdzimo nao negativo em  em um ponto interior,
entao u € constante em €.

ii) Analogamente, se Lu > 0 em 0 e u atinge um minimo ndo positivo em Q em um
ponto interior, entao u € constante em ().



Teorema 22 ([29], Lema B.3) Seja Q um dominio em RY e g : @ x R — R uma
funcao de Carathéodory tal que

l9(z, )| < (@) (1 + [u]) gt.p em Q,

N/2
loc

com c(x) € L. 2(Q). Seu € WE(Q) € uma solugdo fraca da equagio

—Au = g(x,u) em Q,
entao u € L] () para qualquer q¢ < co.

Teorema 23 ([20],Teorema 8.17) Seja ¢ : RY — R uma fungdo suave e limitada e
h € L*?(RN) uma funcio suave com s > N. Fizado R > 0 e p > 1, existe C > 0,
C = C(N,R,p,|lqllso), tal que para cada solu¢io u € W,2*(RN) de

—Au(z) + q(z)u(z) = h(x), =€ RY, (7)

tem-se

sup |u(y)| < C{R™M7||ul|po(pypy + B0
yEBR(x)

para todo x € RN onde § =1 — (N/s).

LS/Q}v

Teorema 24 ([21], Weyl’s lemma) Seja Q C RY um dominio. Considere o operador
eliptico dado por (6), onde ¢ € CY(Q). Se u € uma funcio localmente integrdvel em € e

/Q w(@)Lig)de =0, Ve C¥(Q), (8)

entao u € C*(N).

Teoria do grau

Grau topolégico em dimensao finita (Brouwer)

Definiremos uma funcao que nos dara informagoes quanto a existéncia, unicidade ou
multiplicidade de solucdes para equacoes da forma p(z) = b, onde p € C(,RY), Q Cc RV
aberto e limitado e b é um ponto fixado em RY. Tal funcdo é denotada por d e a cada
terno (¢, €2, b) associa um nimero inteiro d(p, €2, b) o grau de ¢ sobre € com respeito a b.
Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [7] ou [13].

Comecaremos definindo o grau para valores regulares de ¢ € C'(Q) N C(Q), isto &,
para os pontos b € RY tais que ¢'(z) é invertivel para todo x € ¢ ~(b). Num segundo
momento, estenderemos a definicao do grau para qualquer valor de p € C?(Q2) N C(Q) e
por fim, generalizamos a defini¢do para aplicacdes ¢ € C(Q).

Denotamos por S, o conjunto dos pontos criticos de ¢, ou seja, o conjunto dos pontos
z € ) tais que ¢'(z) nao ¢ invertivel. Neste caso, b = ¢(z) é dito um valor critico (ou
singular) de ¢.

Definigao 6 Sejam ¢ € CH(Q)NC(Q) e b € RM\p(dQ U S,), onde Q C RN € aberto e
limitado. Entao definimos,

d(% Qa b) - ZxELp—l(b)Sgano(x)'



Modifiquemos a defini¢ao inicial de modo a abranger também valores singulares.

Definigao 7 Sejam Q C RY aberto e limitado, o € C*Q)NC(Q) e b & ©(0N). Defini-
mos, d(p,Q,b) = d(p,Q,b'), onde b* é um valor regular de ¢ tal que [b* —b| < o(b, p(ON))
e d(p,Q,b') € dado pela Definigio 6, onde o(b, p(9Q)) = inf{|b —a| : a € p(N)}.

Generalizemos agora a definicao do grau para fungoes continuas suficientemente préxi-

mas de funcdes C2(Q) N C(9).

Definigao 8 Sejam Q2 C RY aberto e limitado, ¢ € C(Q) eb e RV\p(09). Definimos
A, 2,b) = d(6,2,b), onde ¢ € C2() N CQ) € tal que 16— plloe < 0(b,9(02)) € 0
d(¢,Q,b) é dado pela Defini¢ao 7.

Principais propriedades do grau de Brouwer

d,) Continuidade em relagao a fungao. Sejam ¢ € C(Q,RY) e b ¢ ¢(09). Existe
uma vizinhanga V' de ¢ em C(£2,RY) tal que para toda ¢ € V,

b v(OR) o d(,9,b) = d(p,9,0)
dy) Invariancia homotdépica do grau. Sejam H € C(Qx[0,1],R")eb ¢ H(0Qx[0,1]).
Entao d(H(.,t),8,b) é constante para t € [0, 1].

d3) O Grau é constante em componentes conexas do R¥\p(99). Se b e b estdo na
mesma componente conexa de RY\p(99Q), entao,

d(p, 2, b) = d(i, 2, b)

dy4) Aditividade. Seja 2 = Q; U, onde 4 e Qy sdo abertos de R tais que ;N = 0.
Se b ¢ p(0Q) U p(0€2) entao,

d<§07 Q? b) = d(@? Qla b) + d((pa QQ? b)

Conseqiiéncias das propriedades do grau de Brouwer

ds)
1 se be

dU’Q’b)_{ 0 se b¢Q

ds) Se b ¢ o(Q) entao d(y,,b) = 0.
d7) Se d(p,Q,b) # 0 entao existe xy € Q) tal que p(xg) = b.
dg) Sejam K C Q fechado e b ¢ ¢(K) entao d(p,Q,b) = d(p, 2 — K,b).

Nesta préxima subsecao, definiremos o grau topolégico para operadores demicontinuos
¢ : X — X* onde X é um espago de Banach reflexivo e separavel.



Grau topolégico para operadores demicontinuos

Os resultados desta secao podem ser encontrados no livro Nonlinear Elliptic Boundary
Value Problems, de Igor Vladimirovic Skrypnik, veja [28].

Seja X um espaco de Banach reflexivo separavel e X* seu dual. Considere D C X e
um operador A : D — X*. Seja F' um subconjunto arbitrario de D.

Definigao 9 Dizemos que o operador A satisfaz a condi¢ao ag(F') se para uma seqiéncia
arbitraria (u,) em F, a relagdo: u, — ug, Au, —0 e

lim sup( Ay, u, — ug) <0 9)

n—oo

implicar na convergéncia forte de (u,) para ug.

Definigao 10 Dizemos que o operador A satisfaz a condi¢io a(F) se para uma seqiiéncia
arbitrdaria (u,) em F, a rela¢do u, — ug, juntamente com (9), implicar na convergéncia
forte de (uy,) para ug.

E claro que se um operador A satisfaz a condigdo «(F), entdo A satisfaz também a
condicao o (F).

Definicao 11 Um operador A : D — X* € dito demicontinuo se para qualquer seqiiéncia
(u,) em D fortemente convergente para uy € D satisfaz a condi¢ao Au, — Auy.

Observacao 3 Note que todo operador continuo A : X — X* é também demicontinuo.

Seja (v;),i = 1,2, ... um subconjunto arbitrario completo do espago X e assumamos
que para cada n os elementos vq,...,v, sao linearmente independentes. Denote por F;,
o subespaco gerado pelos elementos vy, ..., v,. Além disso, seja D C X um subconjunto
aberto e limitado arbitrario.

Vamos introduzir as classes de operadores para as quais o grau sera definido.

Definigao 12 Para F C D denotemos por Ay(D, F) e A(D,F) o conjunto dos opera-
dores demicontinuos limitados A : D — X* que satisfazem a condi¢ao ag(F) e a(F),
respectivamente. Se F'= D escrevemos apenas Ao(D) e A(D).

Vamos definir Deg(A, D,0) - o grau da aplicacdo A sobre o conjunto D com respeito
ao zero do espaco X* - sob as condigoes

(a) A€ Ay(D,0D);
(b) A(u) # 0 para qualquer u € 9D.

Para todo n = 1,2, ... definimos aproximagoes de posto finito A, do operador A da
seguinte maneira:

A, (u) = Z(Au, vi)v;  para  uw€ D,=DNF,. (10)

i=1

Teorema 25 ([28], Teorema 1.1.1) Seja A um operador satisfazendo as condi¢ies (a)
e (b). Entao existe Ny € N tal que, para todo n > Ny as sequintes afirmagoes sao vdlidas:

9



(1) a equagao A,u =0 nao tem solugoes pertencentes a OD,,;

(2) o grau de Brouwer deg(A,, D,,0) da aplicagio A, no conjunto D, com respeito a
0 € F, estd definido e independe de n.

O Teorema 25 implica a existéncia do limite

lim deg(A,, Dy,0).

n—oo
Denotamos este limite por D(v;).

Teorema 26 ([28], Teorema 1.1.2) Suponha que as condi¢oes (a) e (b) sdo satisfeitas.
Entao o limite

D(v’b) = lim deg(Ana Dnvo)

n—oo

¢ independente da escolha do sistema (v;).
Os Teoremas 25 e 26 justificam a seguinte defini¢ao

Definigao 13 Considere um operador A satisfazendo as condigoes (a), (b) e sejam A, e
D,, definidos por (10). Entao o nimero
lim deg(A,, Dy, 0)

n—oo

¢ chamado o grau da aplicagao A sobre o conjunto D com respeito a 0 € X*, e € denotado
por Deg(A, D,0).

Agora, considere A, : D — X*, t € [0,1] uma familia parametrizada de aplicacdes nao
lineares.

Definicao 14 Dizemos que a familia A; satisfaz a condigcao oz(()t)(aD), se para qualquer
seqiiéncia (u,) em 0D, (t,) em [0,1], a relagdo

Uy — ug, Ap (uy) =0 e lim (A, (up),un, —ug) =0

n—oo

mmplica que u, — ug.

Definicao 15 Sejam A', A" : D — X* aplicacées de classe Ay(D, D) tais que Al(u) #0
e A"(u) # 0 para u € OD. As aplicagoes A" e A" sdao ditas homotdpicas sobre D se
existe uma familia uniparametrizada de aplicagoes Ay : D — X*, t € [0, 1] satisfazendo a

condi¢do a(()t) (0OD) e tais que
(a") Ay(u) #0 parauw € 0D, t €[0,1]; Ag=A", Ay =A";

(0') para quaisquer seqiiéncias (t,) em [0,1], (u,) em 0D, tal que t, — to € u, — ug, a
seqiiencia Ay, (u,) converge fracamente para Az, (uo).

Teorema 27 ([28], Teorema 1.3.1) Sejam A', A" : D — X* aplicacoes de classe
Ao(D,0D). Assuma que A'(u) # 0, A”(u) # 0 para u € 0D e que A', A" sao homotdpicas
sobre D. Entdo

Deg(A’, D,0) = Deg(A”, D,0). (11)

10



Teorema 28 ([28], Teorema 1.3.3) Seja A : D — X* aplicacdo de classe Ag(D) e
assuma que -
Au#0 para we D.

Entdo Deg(A, D,0) = 0.
Do Teorema 28 obtemos o seguinte critério de solubilidade da equacao Au = 0.

Corolério 1 Seja A : D — X* aplicacdo de classe Ag(D) e assuma que A(u) # 0 para
u € 0D. Uma condicdo suficiente para a equacao Au = 0 ter uma solucdo em D é

Deg(A, D, 0) # 0.

Teorema 29 ([28], Teorema 1.3.4) Seja A : D — X* aplicacdo de classe Aq(D,dD).
Assumamos que 0 € D\OD e que para u € 0D a desigualdade

(Au,u) >0
seja vdlida. Entdo Deg(A, D,0) = 1.

Definicao 16 Seja A: D — X* aplicagdo de classe Ag(D). Um ponto ug € D é chamado
um ponto critico do operador A se Aug = 0.

Seja uy um ponto critico isolado de A, isto é, existe uma bola B,,(ug) que ndo contém
pontos criticos do operador A, exceto ug. Mostra-se que para 0 < r < ry, vale a igualdade

Deg(A, B,.(up),0) = Deg(A, By, (ug),0).
Este fato justifica a seguinte

Definicao 17 O numero
lim De(A, B, (o), 0)

¢ chamado o indice do ponto critico isolado ug do operador A e é denotado por Ind(A, ug).

Teorema 30 ([28], Teorema 1.4.1) Assuma que a aplicagio A : D — X* de classe
Ao(D) tem apenas pontos criticos isolados em D e que Au # 0 paraw € OD. Entao existe
apenas um numero finito de pontos criticos e a igualdade

Deg(A, D, 0) = ZIndAul

¢ satisfeita, onde u;, 1 =1,...,1 sdo todos pontos criticos do operador A em D.

Seja U uma vizinhanca do zero em X. Assuma que F': U — R é um funcional nao linear
que possui derivada de Gateaux F'(u) em cada ponto u € U.

Teorema 31 ([28], Teorema 1.5.1) Assuma que o funcional F' tem um minimo local

em zero, sua derivada de Gateauz pertente a classe A(U) e zero € um ponto critico isolado
da aplicagdo F'. Entao Ind(F’,0) = 1.

11



Bifurcacao
Nesta secao, apresentamos algumas nogoes e resultados basicos da teoria de bifurcagao.

Definigao 18 Sejam X e Y espagos de Banach, J = (Ao — 0, g+ 06) CR e Q C X uma
vizinhanga de x =0, T': J x Q — Y tal que T(,0) = 0 sobre J. Entdo (X, 0) € dito um
ponto de bifurcagao para T(\,x) =0 se, e somente se, (A\g,0) € C, onde

C={(Nx)eJxQ:T\x)=0 e = #0}.

Note que, (Ag,0) é um ponto de bifurcagao se, e somente se, (Ag,0) = lim, _.oo(An, z,)
com T'(A\,,z,) =0ex, #0 ¥V n. Neste caso é conveniente dizer que solugdes nao triviais
bifurcam em A\ a partir da reta de solugdes triviais {(A,0) : A € J}.

O préximo resultado, devido a Crandall e Rabinowitz [12], é um Teorema de Bifurcagao
Local e serd usado no Capitulo 2 para estabelecer resultados de existéncia de solucoes para
uma classe de problemas semilineares.

Teorema 32 ([13], Teorema 28.6) Sejam X e Y espagos de Banach sobre K =R ou
K =C, Q Cc K x X wuma vizinhan¢a de (X\g,0) e T : Q — Y tal que:

i) T(\,0)=0, T € CY(Q) e T\, € C(Q);
ii) T.(\o,0) € Fredholm de indice zero e N(T,()o,0)) = [v];
iii) The(No,0)v & R(T,(Xo,0)).
Entdo (\o,0) ¢ um ponto de bifurca¢do para T(\,z) =0 e
TH0)NU = {(No + u(t), tv +t2(t)) : [t| < 5T U{(A,0): (A 0) € U}

para algum 6 > 0 e alguma vizinhanca U de (Xo,0), onde p(-), z(-) sao aplicagoes
continuas, p(0) = 0, 2(0) = 0 e z(-) tem sua imagem no complementar topolégico de
[v]. Se F € C* para algum k > 2, entdo u(-) e z(-) sdo C*1.

Agora veremos o Teorema de Bifurcacao Global devido a Paul Rabinowitz. Seja X um
espaco de Banach real e G : R x X — X uma aplicacao compacta e continua. Estamos
interessados em estudar a equagao

u=G\u); AeRuelX. (12)

Aqui vamos supor que G(\, u) = AL(u) + H(\, u), onde H(\,u) = O(||u||) para ||u|| — 0,
A em intervalos limitados, e L : X — X é uma aplicacao linear compacta. A solucao de
(12) é um par (\,u) € R x X. Denotemos por C o fecho do conjunto das solugdes nao
triviais de (12), ou seja,

C={(Mu) eRxX:u=G\u) e us#0}.

Denotemos por (L) o conjunto de p € R tal que existe v € X, v # 0, com v = uL(v), e
dizemos que p é um valor caracteristico de L. A multiplicidade de pu € (L) é a dimensao
de U2 N((uL—1)?) onde I é a aplicagao identidade e N(P) denota o niicleo do operador
P. Desde que L é um operador compacto, p tem multiplicidade finita.
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Teorema 33 ([25], Teorema 1.3) Se u € 7(L) é de multiplicidade impar, entdo C pos-
sui um subconjunto conexo mazimal C, tal que (1,0) € C,. Além disso,

(i) C, éilimitado em R x X, ou
(ii) C, contém algum (j1,0) onde pu # i € r(L).

Teorema 34 ([31]) Seja K um espago métrico compacto e A e B subconjuntos de K
fechados e disjuntos. Entdo, ou existe um subconjunto de K conexo e fechado que inter-

secta A e B ou K = K,UKg, onde K, Kg sdo subconjuntos de K disjuntos e compactos
contendo A e B, respectivamente.
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Capitulo 1

Problema de autovalor com peso
indefinido envolvendo o operador
laplaciano

1.1 Introducao e resultados principais

Neste capitulo vamos discutir a existéncia de um autovalor principal para o problema

—Au = \g(z)u, xe&RY; (1.1)
lim u(r) =0, u>0 em RY, (1.2)

|z|—o00

onde assumiremos que N > 3, A é um parametro real e g € uma funcao suave satisfazendo
a seguinte hipotese:

(g) g€ LN?2(RN)NL®(RY) e g(xg) > 0 para algum zo € RV,

Os resultados deste capitulo sao devidos a Brown e Stavrakakis veja [10].
O espaco natural para estudar este problema é o espaco D'?(RY). Para simplificar,
usaremos D'? para indicar D*(R") e || - || » para indicar a norma || - || s gx).

Definigao 1.1 Diremos que (\,u) € R x DM?\{0} é uma solugdo fraca de (1.1) se ,

VuVedr = )\/ gqupdr, Yo € DY,

RN RN

e é uma solugdo (cldssica) de (1.1) seu € C*(RY) e satisfaz (1.1) pontualmente. Se (\,u)
¢ uma solugao fraca de (1.1), entdo u € dito uma autofuncdo associada ao autovalor A.
Dizemos que A é um autovalor principal de (1.1), se existe uma autofun¢ao associada a
\ que € estritamente positiva em RN e que \ é um autovalor simples se o autoespaco
associado a \ tem dimensao 1.

Aqui, vamos provar a existéncia, unicidade e simplicidade de um autovalor principal
positivo.

O nosso principal resultado neste capitulo, ¢ um resultado do tipo Krein-Rutman,
mais precisamente temos
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Teorema 1.1 (Krein-Rutman) Suponha que g € LV/?>(RN), N > 3, seja uma fungdo
suave, limitada e que exista g € RY tal que g(zo) > 0. Entdo existe um tinico autovalor
principal positivo para o problema (1.1). Além disso, este autovalor é simples.

Apresentaremos a prova deste resultado em etapas, como segue

e Na Secao 1.2 provaremos a existéncia de um autovalor principal positivo para o
problema (1.1);

e Na Secao 1.3 provaremos que este autovalor principal positivo é tinico e simples.

1.2 Existéncia de um autovalor principal

Para mostrarmos a existéncia de um autovalor principal positivo, usaremos a teoria
classica dos operadores compactos e autoadjuntos. Para isto, vamos introduzir um novo
espago vetorial onde serd usado o seguinte resultado:

Lema 1.1 Suponha que g € LN?(RYN). Entio existe o > 0 tal que

a/ |g|u2dac§/ |Vul*dz
RN RN

para todo u € C(RY).

Prova: Usando a desigualdade de Holder juntamente com a imersao continua D'? «—
L* (RY) obtemos

2/N (N=2)/N
udr < T u? dx
[eae < ([ ) ([ )
RN RN RN
= llglloellulze < K2llgllpase llulp..
Tomando a = K~2||g||,x,», temos o desejado. |

Se g e @ > 0 sao como no lema anterior, podemos definir um produto interno sobre
C>(RY)
; por

(u,v) = VuVudr — %/ guvdz.

RN RN
Esta forma bilinear é simétrica e positiva definida. De fato, usando o lema anterior,
obtemos

(u,u):/ |Vu|2dx—g/ guidr > g/ \gludz > 0. (1.3)
RN 2 n 2 RN

Além disso, se (u,u) = 0 obtemos de (1.3) que

/ guidz §/ lglu*dx = 0.
RN RN

Ainda por (1.3), temos que
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/ |Vul*dz = 0.
RN

Como esta integral ¢ justamente a norma de u em D'2, segue que u = 0.
Definimos V como sendo o completamento de C>°(RY) com respeito & norma induzida
pelo produto interno dado acima, ou seja,

Hu||%,:/ |Vu|2dx—g/ gudz.
RN 2 RN

A principio o espago V parece depender da funcao g, porém temos o seguinte lema.
Lema 1.2 Suponha que g € L¥?(RY). Entdo V = D'2.

Prova: Por densidade, é suficiente mostrar que as normas de V e D'? sdao equivalentes
sobre C°(RY). Para u € C>°(R") temos, pelo Lema 1.1

1
g/ guidz| < g/ \gludr < —/ |Vul*dz.
2 RN 2 RN 2 RN

Assim,
1
||u||%,2/ |Vu|?dx — g/ guidz| > —/ |Vu|?dx
RN 2 RN 2 RN
‘ 3
il < [ wupac+|§ [ ga] <3 [ vupan
RN 2 RN 2 RN
ou seja,
3
Sl < lulld < Sl
Portanto as normas sao equivalentes e V = D2, [ |

Podemos assim supor que a norma em V coincide com a norma em D2 e que o produto
interno em V é dado por

(u,v):/ VuVudz.
RN

Agora, considere o operador linear L : V — V definido por:
(Lu,v) = / guvdz, wu,v €V,
RN

onde (,) denota o produto interno em V.
Lema 1.3 O operador L estd bem definido.

Prova: Considere a forma bilinear 3 : V x V — R definida por:

Bu,v) :/ guvdx, Yu,v € V.
RN

Usando a desigualdade de Holder generalizada, obtemos

Vllger < K2lgll gz lullvvllv (1.4)

|B(u, v)| < /RN gllullvlde < |lgll pae [[ul] p2-
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para todo u,v € V e assim [ é limitada. Entao, fixado v € V a aplicagdo v — [(u,v)
é linear e limitada sobre V. Assim, pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um
tnico w € V tal que (w,v) = (u,v) para todo v € V. Pela definigdo de L temos Lu = w
e, portanto L estd bem definido. [ |

Lema 1.4 O operador L é autoadjunto e compacto.

Prova: Sejam u,v € V e observe que

(Lu,v) :/ guvdzx :/ guudzr = (Lv, u).
RN RN

Portanto, L é autoadjunto. Agora, seja (u,) uma seqiiéncia limitada em V. Afirmamos
que (Lu,) possui uma subseqiiéncia convergente. De fato, para m,n € N temos

| Lty — Lt ||§ = Bty — U, Lty — Ltty,) = / g(ty — ) (Luy, — Luy, )dz.
RN

Notemos que g(u, —u,,) € L%(RN). Com efeito, pela imersao D*? — L2 (RY) obtemos
que (u,) é limitada na norma de L? (R"). Isto juntamente com a desigualdade de Holder
implica que

4 N-—2
PR . iz
[ teltun = o ar < ([ 1ap7ae) ([ -l o)
RN RN RN
< 0. (1.5)
Assim,
[ Ltn = Lum 7 < [lg(un — )l gy, [[Lttn — Ltig|| 2+
< Kllg(u, — um)HLﬁ,—fQ | Lt — Lttm||v,
conseqientemente,
[ Lup — Lup|[v < Kl|g(uy — um)HLﬁ,—% (1.6)

Sendo (u,,) limitada em D'? que é um espago de Banach reflexivo, passando a subseqiiéncia
se necessario, temos que u, — uy para algum uy € D%2. Desde que o operador restricao
de D'? em DM?(Bg) ¢é linear e continuo, e a imersao D"?(Bg) — L%(BR) ¢ linear e
compacta, para toda bola aberta Bg(0), temos que

Uy — Uy em L%(BR)

para todo R > 0. Agora usaremos (1.6) para provar que (Lu,) é uma seqiiéncia de Cauchy
em V. Para isto, é suficiente provarmos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1.1 Dado € > 0, existe ng € N tal que ||g(u, — up)|| 2v < /K para

LN+2
m,n > kg.
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De fato, escrevendo

N+42
2N

Hﬁ%—UMHZgZ( ot — )| P+ |m%—uwﬁﬁm)
R

LA Bgr N\Br

e usando o fato de que (a + b)! < a' + V' para a,b € [0,00) e t € (0,1), obtemos

lotun = )l g, < g = wn)l, g, g = wn)l oy o (L)

Agora, usando (1.2) e a limitagao de (u,) em L* (RY), obtemos

lg(un = )|

N
N+

LN+2(RN\Bg)

)
< ||g||LN/2(]R{N\BR)||un - um||L2*(RN) (1 8)
< .

CHgHLN/?(RN\BR)a
onde C nao depende de R. Desde que g € LV/2(RV), fixado £ > 0 existe Ry > 0 tal que

€
g/l Ly @) < SKO VR > Ry.

Portanto, para todo m,n € Ne R > Ry obtemos por (1.

lgCun = wm)l

8)
< =

1.9
(RN\BR) 2K ( )

N
LN+

Agora, usando o fato que g é limitada em RY, temos |g(z)| < ||g]| para todo z € R¥.
Além disso, sabemos que u,, — uo em L¥+2(Bpg,). Assim, existe ny € N tal que

£

—_— Ym,n > ng,
(5, 2K]lg

[ 3

logo,

_ < Py 7
lg(un “m)”L%(BR(Q S Ngllooliun = umll 2 re) 2K

para todo m,n > ng. Assim, por (1.7), (1.9) e (1.10) concluimos a afirmagao.
Como conseqiiéncia desta afirmacao e (1.6), (Lu,) é uma seqiiéncia de Cauchy em V,

que é um espago de Banach. Portanto, (Lu,) é convergente e assim, L é um operador
compacto. [

(1.10)

Lema 1.5 Se

u:sup{(i:f’ul;) L eV\{O}} >0

¢d € V\{0} € tal que (L, 9)/(d,) = , entio L = p.

Prova: Inicialmente, observe que por (1.4) o niumero pu, definido acima, ¢é finito. Além
disso,

(Lu,u)_u = su u,u) U ully =
sup {24 5 € 7\ (0} | = sup (L) 0 € V. fuly = 1},

Seja ¢ € V\ {0} tal que (L¢, ¢)/(¢,¢) = p. Tomando ¢o = ¢/||¢[lv temos p = (Lepo, ¢o).
Afirmamos que Loy = ugy. Para provar esta afirmacao definamos o operador linear

A:V — Vpor A(u) = (L — pl)(u). Sendo A autoadjunto, se u € V e ||ully = 1 temos
(Au7 U) = (Lu - MU, ’LL) = (LU, ’LL) - M(U,U) = (Luau) —pn < 0,
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ja que (Lu,u) < p. Em particular, (Agg, ¢o) = (Lo, o) — 0 = o — p = 0. Agora se
veV\{0} eu=nuv/|v|v temos
1
5 (Av,v) = (Au,u) <0.
[0l
Portanto, (Av,v) < 0 para todo v € V. Tomemos u; = t¢y+v onde v € Vet € R. Desde
que (Aug, 1) < 0 para todo t € R, usando o fato de que A é autoadjunto e (Agpg, ¢p) = 0,

obtemos
(Aug,ug) = t2(Ado, ¢o) + t(Agg, v) + t(Av, ¢g) + (Av,v)

= 2t(Agpo,v) + (Av,v)

<0,
ou seja, 2t(A¢g,v) < —(Av,v) para todo t € R e todo v € V. Assim se t > 0 temos
2(A¢po,v) < —(Av,v)/t para todo v € V. Fazendo t — 400 obtemos (A¢pg,v) < 0 para
todo v € V. Trocando v por —v nessa ultima desigualdade obtemos (A¢g,v) > 0 para
todo v € V. Assim (A¢g, v) = 0 para todo v € V| logo Apg = 0, ou seja, Loy = jupy como
afirmamos. Conseqlientemente, L¢ = u¢ como queriamos demonstrar. |

Agora vamos provar a existéncia de um autovalor principal positivo.

Proposicao 1.2 Suponha que g € LV?(RYN) e que existe o € RY tal que g(zy) > 0.
Entao L tem um autovalor principal positivo pi. Além disso, toda autofun¢ao associada
a py ndo muda de sinal. Em particular, \y = p;* € um autovalor principal positivo de

(1.1).

Prova: Seja

Lu,u Blu,u gu’dx
= ((u u)) T e (EL u)) T e ffRN|Vu|2dx'
0 ’ u#0 ’ u#0 RN

u

Afirmamos que py é positivo. De fato, desde que g é continua e g(z¢) > 0 para algum
9 € RN, g é positiva em um aberto G contendo zy. Entdo podemos escolher 1) € V tal
que suppy C G. Assim,

fRN ngdx — fG g'l/}2d.1: > 0
fRN |V |2dx fG |V |2dx

Pelo Teorema 19, p1 é um autovalor de L. Além disso, este é o maior autovalor de L, pois
se Ly = up, pela definicao de u; obtemos

f1 =

(Lp, p)
(prg) =M

Afirmamos que toda autofuncao associada ao autovalor p; nao muda de sinal, assim
poderemos considerar uma autofuncao estritamente positiva. Dessa forma, p; sera um
autovalor principal positivo de L. De fato, se ¢ € V é tal que L¢ = p;¢, temos

N1(¢7 U) = (L¢7 U) = 6(¢7 U)? Vo € V,
ou seja,

1
/ VoVodr = — govdx, Yv € V.
RN K1 JrN
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Assim, ¢ é uma solucdo fraca de (1.1) com A\; = u; ' e, pelo Teorema 24, ¢ é uma solucio
cldssica. Vamos provar que ¢ nao muda de sinal em RY. Sejam ¢+, ¢~ as partes positiva e
negativa de ¢ respectivamente (ou seja, ¢* = max{¢p,0} e ¢~ = min{¢p, 0}). Sabemos que
¢ = ¢t + ¢~. Agora, observando que ¢, ¢~ € Ve (¢F,07) =0 = 5(¢", ¢~ ), obtemos

(6.0) ="+, 0" +¢7)=(¢",0")+ (67,0,

e
B(d.¢) =007 +¢ 0" +¢ ) =B(¢",07) + 867, ¢).
Conseqlientemente,
B9 ¢ (0700 B0))

M) ST e o) S

Entao pela definicao de puq, temos que
Blotet) L B
(6%,0%) (67 07) 1"

Pelo Lema 1.5 segue que ¢ ou ¢~ é uma autofuncao de L associada a ;1. Denotemos esta
autofungao por ¢ e podemos assumir que ¢ > 0 em RY (o = ¢ ou p = —¢~). Afirmamos

que ¢ > 0 em RY. De fato, suponhamos que exista ro € RV tal que ¢(zo) = 0. Seja B
qualquer bola em RY centrada em z, tal que ¢ nao ¢ nula em B. Escolha C > 0 tal que
C' — M\g(x) > 0 em B, o que é possivel ja que g é limitada. Entao

—Ap+(C—=MNglp=Cp>0 em B; ¢>0 em 0B.

Pelo Principio do Méaximo, Teorema 21, ¢ = 0 em B, o que contraria a escolha de B.
Logo devemos ter ¢ > 0 em RY, ou seja, T = maz{$,0} > 0 em RY o que implica ¢ > 0
em RY ou ¢~ = min{$,0} < 0 em RY, mostrando que ¢ < 0 em RY. Portanto ¢ nao
muda de sinal em RY e y; é um autovalor principal de L. [

Agora, vamos estudar o comportamento assintético das solugoes de (1.1).
Proposigao 1.3 Suponha que u € DY? € uma solugio de (1.1). Entao

lim |u(z)| = 0.

|x|—o0

Prova: Seu € D"? entao pela Observacao 1, u € WH?(Bpg) para todo R positivo. Além
disso, se u é solugao de (1.1) entao pelo Teorema 23, com ¢(z) = —Ag(z), h =0, p = 2*
e R =1, existe C' > 0 tal que

lu(z)] < sup [uly)] < Cllull L2 (B, @) (1.11)
yEB1(x)

para todo x € RY, onde C' = C(N, ||¢||s). Desde que u € L? (RY), obtemos

/ ]uQ*d:U:/ |u
RN Bn

2 dx +/ lul* dz < oo,
RN\B,
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onde B,, é a bola aberta centrada na origem e de raio n, n € N. Assim,

Ydr = 0.

lim |u
n—00 RN\ B,

Logo, dado € > 0 existe ng € N tal que [pn, 5 lul? dz < (¢/C)?* para todo n > ng. Entéo
para x € RN com |z| > ng + 2, temos By(z) C RV\B,, e

Ba(z) RN\ By,

Por (1.11) obtemos
lu(@)| < Cllull 2 (yy) <€ para x € RY com |z] > ng+ 2,

e isto completa a prova. [ |

1.3 Simplicidade do autovalor principal

Nesta se¢ao, mostraremos que A; é um autovalor simples e que é o tinico autovalor
positivo que possui autofuncao positiva. Mais precisamente, vamos provar o seguinte
resultado:

Proposicao 1.4 Suponha que ¢ é uma autofuncao positiva de (1.1), correspondente ao
autovalor principal Ay e que u € DY é também uma autofuncao positiva de (1.1) cor-
respondente a um autovalor A > 0. Entao X = Ay e u = c¢, para alguma constante
c>0.

Para demonstrarmos esta proposi¢ao, vamos inicialmente estabelecer alguns resultados
auxiliares.

Lema 1.6 Suponha que u € DY? é uma solugdo de (1.1). Entdo

lim u@dS = 0.
R—oo fop, ON

Prova: J4 vimos que u é uma solugao cldssica. Entao, multiplicando (1.1) por u e
integrando por partes sobre Bg, obtemos

/ |Vu|2dx—/ u%dS:)\/ guidz.
Br 8BR on Br

Como |Vu| € L*(RY) e gu® € L'(RY), segue que limp oo [y u(Ou/0n)dS existe e é
finito. Usando a desigualdade de Holder obtemos

2 2
< (/ ]uHVu\dS)
0Bp
1 2 2
— lul“dS | | R |Vul|dS ) .
R Jopy 0Bp
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Como |Vu| € L*(RY) e u € L? (RY), a integral

/DOO (/MR (IVul* + u*) dS) dR

2R
lim (/ (IVul]* + u™) dS) dr = 0.
R=oo JR OB,

Pelo Teorema do Valor Médio, temos

2R
/ (/ (IVul]* +u*) dS) dr:R/ (|Vul* +u*) ds,
R 0B, OB g

para algum R’ € [R,2R)]. Desde que

converge. Entao

/
0< % (IVu]* +u*") dS < R/ (IVul* +u*) dS,

OBy OB

temos que

R—o0

lim R’/ (IVul* + u*) dS = 0.
OB
Assim, podemos encontrar uma seqiiéncia (R,) com R, — oo tal que
lim Rn/ (IVu]* +u*") dS =0
n—oo OB,
e conseqiientemente

lim Rn/ |Vul?dS = 0 = lim Rn/ u® dS. (1.13)
n—oo aBRn n—o0 aBRn

Por outro lado,

N-2

1 1 EA RS ) 2/N
— / u’dS — / u?'dsS / ds
Rn 833" Rn BBRn aBRn

N-—2
N
< K1R51<R7]1Vfl)2/N / uQ*dS
OBR,,

N-2

N
= K| R, / u?' dS
OBR,,

onde K; = (Na(N))>N ¢ a(N) é o volume da bola unitaria do RY. Assim, por (1.13)

obtemos )
lim —/ u?dS = 0.
n—oo Rn aBRn
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Logo, (1.12) implica que
lim u@ds = 0.
n—00 JaBg, on

Portanto,

lim u%dS =0.
R—c Jop, ON

Lema 1.7 Seja ¢ € DY? tal que ¢(x) > 0 em RN. Entao para cada Ry > 0 firo, temos
> dr
Ro H(T)

Prova: Se ¢ € D%2, temos

=00 onde H(r)= /83 (¢())?*dS.

»?dS

(N—2)/N 2/N
<o) (L)
8BR 8BR aBR

(N—2)/N
2(N=1) o
= KiR ¥~ ( ¢ dS) ,

onde K; = (Na(N))*N > 0. Logo,

) ) (N=2)/N
H(r) < Kyr v (/ ¢* dS) .
OB,

Como ¢ € L (RY), tomando I(r) = [, ¢* dS, temos

/OOO I(r)dr = /OOO (/63 ¢2*ds> dr = . ¢* dx < oo, (1.14)

2(N-1)

H(r)y < Ky~ (I(r)V 2,

N

Assim

Ty 2 KT e, (1.15)

Para R > Roge a,p,q >0 com 1/p+1/q =1, usando a desigualdade de Holder obtemos

R r R
(R <tk = [ = [ gL

< ( /R j(f(r))apdr)l/p ( /R R T_q(l(r))_aqdr)l/q.

Escolhendo @ = (N —2)/2(N —-1), p = 2(N—-1)/(N -2) e ¢ = 2(N —1)/N, temos
ap=1eaqg=(N—2)/N e assim

In(R) — In(Ry) < ( /R ?I(r)dr) " ( /R R TW(I(T))QNNCZT) v .
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Sendo limg_,o(In(R) — In(Ry)) = oo, temos

(f, 1) ’ ([ ey ar) R

Desde que f;j I(r)dr < oo devido a (1.14), obtemos

X 51— 2-N 1/a
(/ r-~ (I(r) '~ dr) = 00,
Ro

e por (1.15), obtemos

o que completa a prova.

Agora vamos apresentar a demonstragao da Proposicao 1.4.

Prova da Proposigao 1.4: Seja ¢ € D'?, uma solucao positiva de
—A¢ = \igo
e u € DY2, uma solucao positiva de
—Au = Mg(x)u.

Multiplicando (1.16) por ¢ e integrando por partes sobre By, obtemos

)
/ |Vo|*dx — ¢a—¢ds — )\1/ gpd.
Br oBr 97N Br

Fazendo R — oo e usando o Lema 1.6, obtemos

/ |Vo|*dx = A1/ gd*dx > 0.
RN RN

Agora, multiplicando (1.17) por ¢?/u e integrando sobre Br obtemos

2
— —Audr = /\/ gd*dz.
Br

Br U

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Integrando por partes o primeiro membro desta tltima igualdade e observando que

V(¢ u) = 2(¢/u)V o — (¢/u)*Vu,
obtemos

2 B ) »* Ou
—/BR EAde = V(¢ /u)Vudx—/ ———dS

Br oBp U on

2
= 2/ ?ngVud:U— ¢—2|Vu\2dx—/
Bp U B U dBR

24
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Assim,

2 2
quVudx— ¢—2|Vu|2dx—/ ¢—@ds )\/ go*dz. (1.20)
B U 0B U on Br

¢

Bp U

2
Subtraindo (1.20) de (1.18), obtemos

¢ L o
dr — d + ——dS (A1 — A dz. 1.21
/BR OBg 877 0B U on ! ) BRg¢ ( )

Vo —=Vu
u
Fazendo R — oo nesta iltima igualdade, usando (1.19) e o fato de que A; é o menor
autovalor positivo de (1.1), obtemos que

lim /
R—o0 BR

Afirmamos que

2

¢* du

2
OSul dz +/aB,58_?7dS> = (\ — )\)/RNg¢2da: <0. (1.22)

Vo — =Vu
u

li ——dS = 0. 1.23
e o U ON (1.23)

Antes de apresentar a prova desta afirmagao, vejamos que (1.23) é suficiente para fi-
nalizarmos a prova da Proposigao 1.4. De fato, segue de (1.22)-(1.23) que

o< [ |ve-¢

V¢ — =Vu
u
Isto implica que A\; = A e V¢ — ¢/uVu = 0. Portanto, uV¢ — ¢Vu = 0. Sendo,
V(p/u) = (uVe — ¢Vu)/u?, obtemos u = c¢ para alguma constante positiva ¢, o que
prova a proposicao.
Agora, vamos mostrar a afirmagao em (1.23). Para isto, sejam

2

dr = (A — )\)/ gd?dx < 0.
RN

2

2
¢ Ou dzx.

_ [ _
any= [ SStas am = [ Givapar e o= [

Br

Vo — %VU

Suponhamos limg .., B(R) # 0. Desde que © é uma fungao nao decrescente de R, por
(1.22) temos dois casos a considerar:

Caso 1. limg . B(R) existe e é negativo;

Caso 2. limp .o f(R) = —o0.

Afirmamos que em ambos os casos, existe Ry > 0 e o € (0,1) tais que
—B(R) = 0q(R) VR = Ry. (1.24)

Antes de provar esta afirmacdo, veremos que (1.24) é suficiente para chegar a uma con-
tradicao. Pela desigualdade de Holder, temos

sme< [ &

1/2
qude5> : (1.25)
oBp U

|vuyds < (H(R))"* (

2
oBr U
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com H(R) definida no Lema 1.7. Observando que

R ¢2
/ —|Vu| dx—/ { |Vu|2d5’}
Br U 0 oB, U

~B(R) < (H(R))"* (¢ (R))"*.

Isto, juntamente com (1.24), implica que

por (1.25) obtemos

) (BR)?* _ (a(R))?
q(R) > H(R) >0 HR) VR > Ry
Sendo p . (R
dr <q<R>) ~ @R
obtemos

Integrando de Rj até R, obtemos

L _ L 4 o2 " i
q(R)  q(Ro) ro H(T)

o que contraria o Lema 1.7. Portanto, (1.23) é vélido, ou seja, limg_.o, B(R) = 0.
Vejamos agora que, tanto no Caso 1 quanto no Caso 2, a desigualdade (1.24) é

valida. Se o Caso 1 ocorrer, segue que limg_.., O(R) existe e entdao (¢/u)|Vu| € LE2RY),
mostrando que limg_., ¢(R) existe. Logo, existem Ry > 0 e o € (0,1) tais que

SO) VRZRO

—B(R) =2 0q(R), VR =Ry

Agora, suponhamos que o Caso 2 ocorra. Neste caso, devido a (1.21) devemos ter
limp_.o O(R) = 00 e conseqilentemente limp_.o ¢(R) = 0o. Por (1.19) [on g¢*dz >0 e
pelo Lema 1.6 limp_,, faB ¢>3¢’ds = 0. Assim, dado € > 0 existe Ry > 0 tal que

/ gd’dr >0 e ¢>—¢dS<s VR > R,.
Br OBRr

on

Assim, por (1.21) temos que

O(R) < —B(R)+¢, VR> Ry

Além disso, usando a desigualdade de Young, obtemos para qualquer y > 1,

2 1 @2
Vo (?w) < (ulVe) (%Wu\) < SIVoP + 5 3l

Dai
_1 ¢2

|V < -2V - (?VU> + 12| Vol
12 U
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Somando (¢?/u?)|Vu|? em ambos os membros desta tltima desigualdade e integrando
sobre Bpr, temos

1 2
(1——2)/ Vi < [ Vo~ S9uPde+ (2~ 1) [ (Vopds
2 BRu Br u Br

e assim temos
(1= ) ot < 0+ 1) [ [VoPde < =pr) +e+ 2= 1) [ (Voas

para todo R > R,. Tomando € pequeno, podemos escolher p > 1 suficientemente proximo
de 1 tal que
—B(R) 2 0q(R), VR = Ry

onde 0 = (1 —1/u?) € (0,1) e, portanto, (1.24) ainda é satisfeita. Isto completa a prova
da proposicao. [ |

Finalmente, a demonstracao do Teorema 1.1 é conseqiiéncia dos resultados acima,
mais precisamente, das Proposicoes 1.2, 1.3 e 1.4. [
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Capitulo 2

Bifurcacao para uma equacao
eliptica semilinear em RYY

2.1 Introducao e resultados principais
Neste capitulo vamos discutir a existéncia de solugoes para o problema
—Au = Mg(2)f(u), xcRY, (2.1)

lim wu(z)=0, O0<u<l, r € RY, (2.2)

|| —+o00
com N = 3,4,5. Os resultados deste capitulo sdo devido a Brown e Stavrakakis, veja [10].
Vamos assumir as seguintes hipdteses sobre as fungoes f e g:

(g) g € LN2(RN)N L*(RY) é uma funcio suave tal que g(zq) > 0, para algum z, € RV,

(f) f:1]0,1] — R* é uma funcao suave tal que f(0) = f(1) =0, f/(0) >0, f'(1) <0, e
f(u) > 0 para todo 0 < u < 1.

Observe que a condi¢ao (g) é exatamente a que foi imposta sobre a funcao g no
Capitulo 1. Agora, além disso assumiremos que g satisfaz a condigao

(g7) existe Ry > 0 tal que g(x) < 0 sempre que |z| > Ry.

Definicao 2.1 Uma solucao fraca de (2.1) é um par (\,u) € R x V\{0} tal que

VuVedr = )\/ gf(u)pdx, Vo eV. (2.3)

RN RN

Tal solucao € dita cldssica se u € de classe C?.

Vamos admitir que o dominio de definicao de f pode ser estendido para todo R, de
tal maneira que f(u) < 0 sempre que u < 0 ou u > 1 e f, f' e f” sejam uniforme-
mente limitadas em R. Assumiremos isto mas provaremos a existéncia de solugoes u com
0<u<l.

Para obtermos resultados de bifurca¢ao para o problema (2.1), é necessario primeiro
estudar os autovalores do problema linear correspondente:
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—Au = M(2)f'(O)u, z€RN
(2.4)
lim wu(z)=0.

|| —+o0

Para simplificar notacao, mas sem perda de generalidade, vamos admitir que f/(0) = 1.
Entao a linearizacao de (2.1), que corresponde a (2.4), é exatamente o problema (1.1).
Assim, pelo Teorema 1.1 o problema (2.4) tem um autovalor simples e isolado A; > 0.

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 2.1 Suponha que g € LP(RY) para algum p € (1, N/2) e satisfaz as condi¢oes
(g) e (g7). Entao existe um ramo Ct C R x V de solugoes do problema (2.1)-(2.2)
bifurcando a partir de (A\,0) tal que:

(i) Se (\,u) € CT, entio A >0 e 0 < u(x) <1 para todo v € RY;
(i) (A,00] C{A: (\u) €CT para algum u € V}.

Em particular, o problema (2.1)-(2.2) tem wuma solu¢ao nao trivial u € V sempre que
A > A1, onde A\ € o autovalor principal do problema (2.4).

Consideremos o operador nao-linear 7' : R x V — V definido por
TOw.0)= [ Vuods=x [ gru)ods, (2.5)
RN RN

onde ( ,) denota o produto interno em V = D'2?. Para garantir a existéncia de solugoes
para o problema (2.1) é suficiente encontrar um ponto de bifurcagao para a equagao

T(\u)=0. (2.6)
Lema 2.1 O operador T estd bem definido por (2.5).

Prova: Fixado (A, u) € R x V| defina o funcional linear F': V — R por
F(p) = VuVodr — )\/ gf(u)pdr.
RN RN
Sendo f” uniformemente limitada em R, existe M > 0 tal que |f'(t)] < M para todo
t € R. Sendo f(0) = 0, pelo Teorema do Valor Médio, segue que |f(u)| < Mlu| e

conseqiientemente f(u) € L* (RY). Dai, usando a desigualdade de Hélder e a imersao
DY2 — L¥ (RY), obtemos

[F@)] < IVull2 Vel + [Mllgll vl f ()]l - o]l 2

< l[ullvllelly + KA gl vz [ f (@)l 2

©llv

< Cu(llullv + Mgl vl f ()l z2) el

Assim, F' é limitado e pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um unico elemento
vem V, tal que (v, ) = F(p) para todo ¢ € V. Pela definicao de T temos T'(A\,u) = v e
portanto T estd bem definido. [ |

Com o objetivo de mostrarmos que (A;,0) é um ponto de bifurcagao local para (2.6),
vamos iniciar com
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Lema 2.2 O operador T satisfaz as hipdteses do Teorema de Bifurcagdo Local (veja Teo-
rema 32).

Prova: 1) Sendo f(0) = 0, pela definigdo de T temos T'(A,0) = 0 para todo A € R.
Além disso, temos que T' € C'(R x V, V) com derivadas de Fréchet T, : RxV — L(V,V),
T\:RxV—-VeT,, :RxV - L(V V) continuas dadas por

(Tu(\w)p, ) = [ VeVipdr — )\/

RN R

N gf (u)ppdx

(Ta(M\u), ) = — / of (w)pdz

RN

(Tku<)‘a u)§07¢) = _/

9f (u)ppdz
RN

para todo ¢, ¥ € V, onde (,) denota o produto interno de V.

ii) Consideremos o operador linear T,(\1,0), onde A\; é o autovalor principal de (2.4).
Usando a desigualdade de Holder, a imersao V < L*(R"™) e o fato de que f/(0) = 1,
obtemos

IOl = [ VeV, 0)p)de — A / go(Tu (M, 0)0)da

RN RN

IN

IVl 22l V(Tu (A, 0))| 22 + Aallgll vz [l o [ Tu(Aa, 0)]l e

< llelvll(Tutr, 0)9) v + E*Adllgl vz o lvl| Tu(Ar, 00l

Deste modo,
ITu(M, 0)¢llv < (1 4+ KA lgllpve) lellv, Vo €V,

e Tu(A1,0) é um operador limitado. Além disso, T, (A1, 0) é autoadjunto pois

T 0pw) = [ VeVode = [ gpvde = @0 00g) (27)
para todo ¢,9 € V. Vemos por (2.7) que T,(A,0)p = 0 se, e somente se, ¢ € V é
uma solugao de (2.4) associada ao autovalor A;. Desde que A\; é um autovalor simples,
segue que N(T,(A1,0)) = [¢], onde ¢ é a autofungao principal de (2.4) associada a A;.
Temos ainda T, (A1,0) = (I — A\ L), onde L é o operador compacto definido no Capitulo
1. Usando a Alternativa de Fredholm para (I — A\ L), temos que R(7,()\1,0)) é fechada e
vale a seguinte igualdade R(T,()\;,0)) = [¢]*, isto é, ¢ € R(T,(\1,0)) se, e somente se,

(1, ¢) = 0. Logo,
dimN (T, (A1, 0)) = codimR(T, (A1, 0)) = 1.

Conseqiientemente, T, (A1,0) é um operador de Fredholm de indice zero, de acordo com
a Definigao 4.

iii) Por (1.19) sabemos que [,y g¢*dx > 0. Assim, obtemos

(Thu(A1,0)0, 0) =—/ gp*dr < 0.

RN
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e Thu(M,0)¢ & R(Tu(M,0)). u

Desde que T satisfaz todas as hipéteses do Teorema de Bifurcacao Local, o seguinte
resultado é valido.

Proposigao 2.2 FEristegg > 0 e funcdes continuasn : (—g,g0) — R e : (—gg,&0) — [o]*

tais que n(0) = Ay, ¥(0) = 0 e toda solugdo ndo trivial de T'(A\,u) = 0 em uma pequena
vizinhanga de (M\1,0) € da forma (A, u:) = (n(e),e¢ + eb(e)).

A fim de que uma solucao u de T'(\,u) = 0, seja também uma solucao de (2.1)-(2.2),
é necessario garantir que 0 < u(z) < 1 para todo z € RY e que limy,|_ u(z) = 0. Para
isto precisamos estabelecer a regularidade da solugao fraca do problema (2.1).

Lema 2.3 Toda solugao fraca do problema (2.1) € cldssica.

Prova: Se u é uma solugdo fraca de (2.1), entdo para toda bola B C RY temos que u é
uma solucao fraca da equagao

—Au = c¢(z)(1+ |u]) em B,

com ¢(z) = Ag(x) f(u)/(1+4|u]). Desde que f(u) < M|u|, temos que ¢ € LfZéQ(B). Usando
o Teorema 22 obtemos que u € L} (B) para todo ¢ < co. Usando o Teorema de Calderén-
Zygmund (veja Teorema B2 em [29]) obtemos que u € W24(B). Escolhendo ¢ > N e
usando a imersao W29(B) < C*(B) obtemos que u € C1*(B). Conseqiientemente, a
funcao h(zx) = Ag(z)f(u(z)) é de classe C*. Se w é o potencial Newtoniano de f, entéo
w € C?*(B) e —Aw = f em B (veja Lema 4.2 em [20]). Agora, considerando v = u — w
temos Av = 0 em B e pelo Lema de Weyl (veja Teorema 24) temos que v € C*(B).
Portanto, u € C?*(B). Desde que isto é vélido para toda bola B C RY concluimos que

u € C*(RY). |

Como na demonstragao da Proposigao 1.3, tomando ¢(x) = Ag(x) f (u(z))/u(x) vemos
que para todo u € V, solugao de (2.1), tem-se lim, o u(xz) = 0 e a desigualdade (1.11)
é valida. Dessa forma, temos

[uc(z)| < Cllucl 2 (By@)) < Chlluellv (2.8)

paratodo z € RY, onde C e C; sao constantes positivas que nao dependem de . Desde que
|uc|lv — 0 quando € — 0, podemos tomar ¢ suficientemente pequeno tal que |u.(x)| < 1
para todo z € RV .

Parece mais dificil estabelecer a positividade das solugoes, para isto vamos admitir
que g satisfaz a condigao (g~).

Proposicao 2.3 Suponha que g satisfaz a condi¢ao (g~). Entao existe e1 > 0 tal que
uc(z) > 0 para todo x € RY sempre que 0 < & < &;.

Prova: Por simplicidade usaremos . para indicar ¢(¢). Desde que u. = £¢ + 1), é uma
solugao cldssica de (2.1) com A = n(e), temos

—Au, = n(e)gf(u.), em RY,
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ou seja,
—eAp — Ay, = 77(5)9f(5¢ + 5%)-

Assim, usando o fato de que ¢ é uma autofungao de (2.4) associada a A;, obtemos

fled +e¢e)
9

— Ay =n(e)g = Mg (2.9)

Sendo f(0) =0 e f'(0) =1, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange obtemos

Flue) = e + 5 (6, ) (),

para algum &(g, ) entre 0 e u.(z), ou seja,

1
flep+e.) =ed + ). + §f”(§(€, 7)) (u:) (e + ..
Dividindo esta ultima equagao por € temos

e . ) gyt S (€(e 2o+ ) (2.10)

De (2.9) e (2.10) obtemos

~0 = 1(e)g (0 4+ vt L6 el +6.) ) — Mg

Assim,
A~ gl = () — M)+ 2n()go " (E(e, ),

onde ¢(z) = n(e)g(x)[1 + (1/2)f"({(c,x))uc(x)]. Sendo g, f e u. fungdes suaves, ¢ é
também uma fungao suave. Como para e suficientemente pequeno temos |u.(z)| < 1 para
todo z € RY e f” é uniformemente limitada em R, segue que |q(z)| < M'|n(e)||g(x)|
para todo z € RY e alguma constante M’. Desse modo, j& que g é uma funcao limitada,
temos ||qlloc < M'|n(e)|]|glloc = Ct e ¢ é limitada. Tomando

h(z) = (n(e) = M)g(z)o(x) + (1/2)n(e)g(x)o(x) [ (§ (e, ) Jue (),

vemos que h é uma funcao suave. Além disso, usando novamente o fato de que f” é
uniformemente limitada e ¢ € L>(R"), obtemos que h € L* (RY) e

1Bl < In(e) = Aulllgdll e + 5In(e)lllgof" (€ (e, @))uel ro-
< n(e) = Mlliglloollllzes + cln(e)lllgdue | -
< K (In(e) = Mlllgllcllollv + cln(@)lgllocll@llcollee )

< lglles (In(e) = Mlli@llv + [n(e)l|@lloolucllv)

onde K é a constante de imersao e ¢, ¢’ sao constantes positivas independentes de €. Assim,
. ~ 1,2
e é uma solugao em W, 7(RY) do problema

—Au(x) — qle)ule) = hz).
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Observe quese N = 3,4,5e s =4N/(N—2), entdao s > N. Dessa forma, pelo Teorema 23,
com p =s/2=2"e R= Ry (Ry da condicdo (g~ )), existe C' > 0 (independente de ¢) tal
que

sup [¢=(z)] < C{Ry™P|[Welo(Ban,) + BEIIAI o2}

lz[<Ro
< C{[[¥ellv + llglloe (In(e) = Aulllllv + [n(E)][ S]] oolluellv) }

para algum C’ > 0. Observe que pela definicao das fungoes 1) e 1, o lado direito desta
ultima desigualdade tende a zero quando € tende a zero. Assim, podemos fazer ¢.(x) tao
pequeno quanto queiramos em Bpg,. Sendo ¢ suave, limitada e ¢(x) > 0 em Bpg,, existe
y € Bg, tal que ¢(y) = mingep,, ¢(x) = a > 0. Dessa forma, podemos escolher £; > 0
suficientemente pequeno tal que |1).| < a em Bg, e n(¢) > 0 para 0 < € < ;. Desse
modo, ¢(x) + .(z) > ¢p(z) —a >0 e u.(x) > 0 para todo © € Br, e 0 < & < &.

Agora suponha que u.(zy) < 0 para algum xo € RY. Como limy,_ u:(z) =0, segue
que existe z; € RY, |z1| > Ry, tal que u. atinge um minimo negativo em ;. Mas entao,
ja que g(z1) <0, f(uc(x1)) <0emn(e) >0, temos

—Aue (1) = n(e)g(x1) f(us(21)) > 0,

o que é impossivel pois sendo z; um ponto de minimo de u. deviamos ter Au.(x1) > 0.
Portanto, u.(z) > 0 para todo z € RN\ Bp,.

Suponha agora que u.(zo) = 0 para algum zy € RV\Bp, e seja B uma bola centrada
em o tal que BN By, # (). Tomando ¢(z) = Ag(x) f(uc(x))/u-(z) temos ¢ limitada e

—Au, —cu, = 0 em B,
u. > 0 sobre 0B.

Assim, podemos escolher C' > 0 tal que (C' — ¢(x)) > 0 em B. Entao
—Au. + (C —c(x))us =Cu. >0 em B; u. >0 em 0B.

Pelo Principio do Méaximo, Teorema 21, u. = 0 em B, o que contraria a escolha de B.
Logo devemos ter u. > 0 em RY, para todo 0 < € < ¢;. [

2.2 Prova do Teorema 2.1:

Agora discutiremos a natureza global do ramo de solugoes bifurcando a partir de
(A1,0). Para isto, note que podemos escrever o operador 7' como T'(A\,u) = u — AS(u),
onde

(S).0) = [ aftu)ods, ¥oev.

RN
Desde que f(0) =0e f'(0) = 1, pela férmula de Taylor temos
f(u) =u+r(u), onde r(u) = o(|u]).

Logo,
S(u) = Lu + H(u),
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onde L denota o operador linear definido no Capitulo 1, isto ¢,

(Lu, p) =/ gqupdz, Yu,p €V,
RN

e H(u) = o(||ul|v) quando ||ully — 0. Seja H(A,u) = AH(u). Entao, o problema (2.6) é
equivalente ao problema

0=T(\u)=u—ALu— H(\u), (2.11)

onde H(\,u) = o(]|ully) quando ||ully — 0 e A em um intervalo limitado.
Veremos agora que 7' satisfaz as hipoteses do Teorema de Bifurcagao Global.

Lema 2.4 O operador T satisfaz as hipoteses do Teorema 33.

Prova: Usando o fato de que f é uma funcao lipschitziana, podemos provar modificando
a prova do Lema 1.4 que S é um operador compacto e conseqiientemente, H também o é.
Além disso, sabemos pelo Teorema 1.1 que A;' é um autovalor de L e, pela Proposicio
1.4, AT tem multiplicidade algébrica igual a 1. |

Assim, podemos aplicar Teorema de Bifurcacao Global, veja Teorema 33, e obtemos

Proposicao 2.4 FEziste um ramo C de solugées nao nulas de (2.1) bifurcando a partir de
(A1,0), o qual ou € ilimitado ou contém um ponto (X\,0), onde X # Ay e X\ € um valor
caracteristico de L, ou seja, X € um autovalor de (2.4).

Além disso, C possui um subconjunto conexo C* C RT x V, tal que C* ou é ilimitado,
ou contém um ponto (A,0), onde X\ # A\; é um autovalor de (2.4). Préximo do ponto de
bifurcagao (A1,0), CT consiste da curva e — (n(e),u.) com 0 < £ < g.

No que segue, investigaremos a natureza das solugoes em C*. Primeiro vamos mostrar
que C* é limitado inferiormente em .

Lema 2.5 Euxiste A\, > 0 tal que X\ > \, sempre que (A, u) € C*.

Prova: Seja (A, u) € CT uma solugao de (2.1), ou seja,

/ VuVedr = )\/ gf(uw)pdr, Yo e V.
RN

]RN
Tomando ¢ = u, usando o fato de que | f(u)| < Mu, A > 0 e a imersao V — L?", obtemos
[ully < AMlgll sz llull72 < AME(| gl e flullf -
Logo, tomando A, = (MK2||g|| x2)"", temos que A > A, sempre que (\,u) € C. |

Agora vamos provar que as solucbes que estao proximas em R x V também estao
préximas em R x L®(RY). Como V nao estd imerso em L®(RY), isto nao é ébvio.

Lema 2.6 Seja uy uma solugdo de (2.1) associada a \. Entdo ezistem constantes positi-
vas C7 e Cy tais que

ur(@) — (@) < oA =l + Callu — wlly, Vi € RY

sempre que [ estd proximo de X e u, € V € uma solugdo de (2.1) associada a .
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Prova: Sendo uy e u, solugdes de (2.1), temos

—A(uy — Uu) = g(Af(ur) — Mf(uu))'

Agora, pelo Teorema 23 com ¢ = 0, h = g(Af(uy) — pf(u,)) e p = s/2 = 2* (assim
s =4N/(N —2) > N para N = 3,4,5), existe C' > 0 tal que

sup [ua(y) — wu ()] < Cfllun — wall 2 (Bo@y) + l9(ASf (wn) — pf (wa))ll 2+
yeB(x

para todo x € RY. Assim, usando o fato de que g € L¥(RY), |f(u)| < M|u| e a imersao
V — L?"(RY), obtemos

ux(2) — up ()] < C{llux — wull 2 (By0)) + 9N (un) = puf (wp))ll 2}
< CKJux = uullv + Cllglloo{l[(A = ) f (@)l 2 + [11(f (ur) = f ()|l 22+ }
< COKljux = upllv + CM KA = plllgllso[[urllv + CM K pl[|gllsollux — wpllv

< CMEK|gllolluallviA = pl + CK (1 + aM|lglloo) lux — uullv,

onde o = sup || nesta vizinhanga de A. Logo, tomando C; = CMK||g|leollur|lv €
Cy = CK(1+ aM||g|ls) , temos o desejado. |

Para mostrarmos que (\,u) € C* é de fato, uma solugdo do problema (2.1)-(2.2),
precisamos do seguinte resultado

Proposicao 2.5 Suponha que g satisfaz a condigao (g~). Entao 0 < u(x) < 1 para todo
r € RY sempre que (\,u) € C*.

Prova: Mostraremos inicialmente que u > 0 sempre que (A, u) € CT. Pela Proposigao 2.3,
u(z) > 0 para todo z € RY quando (), u) € CT estd préximo de (A;,0). Além disso, pelo
Lema 2.6, pontos que estao préximos em R x V também estdo préximos em R x L (RY).
Suponha que existe (\,u) € C* com u(xg) < 0 para algum zg € RY. Desde que C* é
conexo, pelo Teorema da Alfandega segue que existe (Mg, ug) € CT tal que ug(x) > 0 para
todo x € RY, up(zy) = 0 para algum zy € RV e, em qualquer vizinhanga de (g, ug)
podemos encontrar um ponto (X, 1) € C* com @(x) < 0 para algum z € RY. Suponha
ug Z 0 em RY e seja B denotando uma bola aberta contendo o ponto g tal que uqg
nao é nula em B. Usando o principio do maximo com os mesmos argumentos usados na
Proposicao 2.3 concluimos que ug = 0 sobre B, contrariando sua escolha. Logo uy = 0 em
RY. Assim, podemos construir uma seqiiéncia (\,,u,) € C* tal que u, — 0, A, — X\g e
un(z) > 0 para todon € Nex € RYN. Seja v, = u,/||un|lv. J& que (A, u,,) é uma solucao
de (2.1), devemos ter T'(\,,u,) = 0, ou seja,

Up, = N L(uy) + H(Apy wy),

e assim,

U = A L(v,) + (2.12)
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Como L é um operador compacto e (v,) ¢ limitada, existe uma subseqiiéncia de (v,) (a
qual denotaremos ainda por (v,)) tal que (Lv,) é convergente. Desde que

lim —H(An’ Un)

=0,
oo un|ly

devido a (2.12) temos que (v,,) é convergente e vg=1lim, . v, =N lim,, o L(v,). Mas,

lim L(v,) = L(lim v,) = L(vp),

logo vg = A\gL(vp). Assim, como vimos no Capitulo 1, vy é uma solucao da equagao
—A(u) = Ng(r)u em RY,

Ja que v, > 0 para todo n € N, temos vy > 0. Pelo Principio do Maximo, Teorema
21, segue que vy > 0 ou vy = 0 em RY. Mas vy = 0 é impossivel j& que ||vollyv = 1,
entao vy > 0. Pela Proposicao 1.4, A\; é o tnico autovalor positivo correspondente a uma
autofungao positiva, logo, A\; = Ag. Assim, temos (Ao, ug) = (A1, 0) e isso contradiz o fato
de que toda vizinhanca de (Ao, uo) contém uma solucdo (X, @) € C* com @(z) < 0 para
algum x € RY. Entao u(x) > 0 para todo x € RY sempre que (\,u) € CT.

Afirmamos agora que u < 1 sempre que (A\,u) € CT. De fato, suponha que existe
(A, u) € CT com u(x;) > 1 para algum z; € RY. Entdo existe (\o,up) € C* tal que
ug(r) < 1 para todo x € RY e up(xy) = 1 para algum zop € RY. Se vy = 1 — g,
entdo v,(z) > 0 para todo z € RY, vy(zg) = 0 e sendo (A, ug) solucio de (2.1) temos

—A(1 = wvo(x)) = Xog() f(1 —vo(7)), logo

—Avg(z) = Mg(x) f(vo(z))

~

onde g(z) = —g(z) e f(v) = f(1 —v). Novamente o principio do maximo mostra que
1o = 0 e entdo uy = 1 sobre RY, o que é impossivel j& que uy € V. Portanto devemos ter
u(r) < 1 para todo x € RY sempre que (\,u) € CT e a prova estd completa. [ |

O resultado seguinte é conseqiiéncia de um argumento muito semelhante ao usado na
primeira parte da prova da proposicao acima.

Proposicao 2.6 C* ndo contém pontos da forma (X, 0), onde X\ # A;.

Prova: Seja (A\,0) € C". Pela primeira parte da prova da Proposigao 2.5, obtemos
A=\ |

Portanto C* ¢ ilimitado em R x V devido a Proposicao 2.4. A préxima proposicao
mostra que C* nao pode ser ilimitado em um valor finito de \.

Proposigao 2.7 Suponha que g satisfaz a condi¢io (g7) e g € LP(RY), onde p < N/2.
Entao existe uma fung¢ao continua k : RT — RT tal que ||ullv < k(\) sempre que

(A, u)eCT.

Prova: Seja (A, u) € R x V uma solucao de (2.1). Como no Lema 2.5 obtemos,

Jull2 = A / ofwudz <\ [ gl

RN
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Seja p’ o expoente conjugado de p, isto é, tal que 1/p+ 1/p’ = 1. Desde que p < N/2
temos 1/p'=1-1/p<1-2/N =(N—-2)/Nep > N/(N—2). Entdo podemos escolher
0 < 3 < 2 tal que Bp’ = 2*. Usando o fato de que u € L>°(R"), temos

< A [ gttt < Ml [ lgluds,
RN RN
Usando agora a desigualdade de Holder e o fato de que |u| < 1 e Bp’ = 2*, obtemos

lulZ < AM||glleo|[ull 22 < AMEP||g|| 1o ||ully,

portanto,
lullv < (AM K| gllze)",
onde s = (2— 3)~'. Tomando k()\) = (AMK?||g||1»)" obtemos a prova da proposi¢io. B

Como conseqiiéncia das Proposigoes 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 temos a prova do Teorema 2.1.
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Capitulo 3

Problema de autovalor com peso
indefinido envolvendo o operador
p-laplaciano

3.1 Introducao e resultados principais

Neste capitulo vamos estabelecer a existéncia de um autovalor principal para uma
classe de problemas quasilineares em R”Y. Mais precisamente, vamos estudar o seguinte
problema

—Apu = Ag(2)|ufPu, x € RY, (3.1)
‘ Ilim u(r) =0, u>0, em RY, (3.2)
x|—-+00

onde

Ay ou
Apyu = div(|VulP"*Vu) ;1 e <|Vu| 3@)

é o operador p-laplaciano, 1 < p < N, A é um parametro real e a funcao peso g satisfaz
a seguinte hipotese

(G) g é uma fungio suave (pelo menos C7(RYN) para algum v € (0,1)), tal que
g € LNP(RY) N L=(RN) e |QF] > 0, onde

Qf :={z e RY : g(x) > 0}.

Também, para diferenciar o caso quando g muda de sinal do caso em que isto nao
ocorre, dizemos que g satisfaz:

(G1) se g satisfaz (G) e g > 0 em RY,
(G7) se g satisfaz (G) e |27| > 0, onde

Q ={zeRY : g(x) <0}.

Os resultados deste capitulo sao devidos a Fleckinger, Mandsevich, Stavrakakis e de
Thélin, artigo publicado em [18] e Allegretto e Huang, artigo publicado em [3].
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Defini¢ao 3.1 Dizemos que o par (A\,u) € R x DY?(RV)\{0} € uma solugdo fraca (ou
simplesmente solugdo) de (3.1) se

/ |VulP2VuVpdr = )\/ glulP2updz, Vo € D'P(RY).
RN RN

Neste caso, dizemos que u € uma autofuncao associada ao autovalor . O espaco formado
pelas autofuncoes associadas a \ € dito o autoespaco associado a . X\ € dito um autovalor
principal de (3.1) se eziste uma autofuncdao associada a \ que € estritamente positiva em
RY e X é um autovalor simples se o autoespaco associado a X tem dimensdo 1.

Para este problema provaremos a existéncia de solugoes fracas e mostraremos que estas
solugoes pertencem a C1*(B,) para todo r > 0, onde o = a(r) € (0,1). Vamos provar
a existéncia, unicidade e simplicidade de um autovalor principal positivo, quando g satis-
faz (G') e de dois autovalores principais de sinais opostos, quando g satisfaz (G7). No
Capitulo 1 estudamos o caso semilinear e usamos a teoria dos operadores compactos para
garantir a existéncia de um autovalor principal positivo e simples. Neste capitulo, obter-
emos resultados semelhantes, mas usaremos outras técnicas pois a técnica do Capitulo 1
nao se aplica a este caso por se tratar de um problema nao linear. Usaremos o Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange, para garantir a existéncia de solugoes e de autovalores
principais, bem como sua caracterizacao. Além disso, usaremos uma Identidade de Picone
para provar a unicidade e simplicidade destes autovalores principais.

O principal resultado deste capitulo, é um resultado do tipo Krein-Rutman, mais
precisamente temos

Teorema 3.1 (Krein-Rutman) Seja g satisfazendo (G) ou (G7). Entdo o problema
(3.1) — (3.2) tem uma solugdo de classe C**(B,) para qualquer r > 0, onde a = «(r) €
(0,1). Além disso,

i) Se g satisfaz a condigao (GT) entao a equacao (3.1) admite um inico autovalor principal
positivo, Ay, e este é simples e isolado.

ii) Se g satisfaz (G~) entao a equagao (3.1) admite dois autovalores principais de sinais
opostos, \| e \[, sendo ambos autovalores simples e isolados.

Apresentaremos a prova deste resultado em etapas, como segue:
e Na secao 3.2 provaremos a existéncia de um autovalor principal;
e Na secao 3.3 provaremos a simplicidade e unicidade do autovalor principal;

e Finalmente, na secao 3.4 mostraremos que o autovalor principal ¢ isolado.

3.2 Existéncia de um autovalor principal

Nesta segao, provaremos a existéncia de um autovalor principal positivo para o pro-
blema (3.1). O ambiente natural para estudar este tipo de problema ¢ o espago D'P(RY)
que, para simplificar a notacao, iremos denotar por D'?.

Inicialmente, vamos estabelecer alguns resultados preliminares que serao fundamentais
para a demonstracao do Teorema 3.1.
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Lema 3.1 Suponha que g € L™V/P?(RN). Entdo existe o > 0 tal que

a/ lg||ulPdx < / |Vul|Pdz, (3.3)
RN n
para todo u € D'P.

Prova: Pela imersao continua D'? < LP" juntamente com a desigualdade de Holder,

obtemos
p/N i (N—p)/N
[ lallrar < (/ |g|N/p) (/ |up)
RN RN RN

< KPllgllpvllulps

Tomando o = (K?||g||~/») ", temos a > 0 e

a/ |g||u|pd$§/ |Vu|Pdz,
RN RN

o que completa a demonstracao. [ |

O nosso objetivo agora, é usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja Teo-
rema 20) para obter um resultado de existéncia. Para isto, vamos considerar os funcionais
A, B : D' — R definidos por:

A(u) = [[ullpr (3.4)

B(u) = /RN glu|Pdx. (3.5)

Pela Proposigao 4.4 (veja Apéndice), A e B sao de classe C! com derivadas de Fréchet
continuas dadas por

(A'(u),v) = p/RN \VulP~2VuVudz,

(B(w)v)=p

glulP*uvdz,
RN

e A é fracamente semicontinuo inferiormente. Além disso, o funcional B satisfaz
Lema 3.2 O funcional B € fracamente seqiiencialmente continuo, ou seja, se (u,) € uma
seqiiéncia em DYP tal que u, — u, entio B(u,) — B(u). Além disso, se B'(u) = 0, entdo

B(u) = 0.

Prova: Seja (r;) uma seqiiéncia de nimeros reais positivos tais que rp — oo e (u,) uma
seqiiéncia em DYP tal que u,, — v em DYP. Usando a desigualdade de Holder, obtemos

|B(un) = B(u)] <

| otk = Py ds

Bry,

gl | [
LN/P(RN\B k) RN\ B,
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Desde que u,, — u, (u,) é limitada em D*? e portanto em LP (RY). Entdo existe uma
constante positiva C' tal que

Lo el = e o <2 ([l +uya) <
RN\B, RN

para todo k. Desde que g € LV/P(RY), temos

k

lim lg|NPdx = 0.
k—oo RN\Brk

Entao para cada € > 0, podemos escolher ky suficientemente grande tal que
||g||LN/P(]RN\BTk) <e/2C, Vk > k.

Assim, para todo k > kg, temos

lollsmmnns | [
LN/P(RN\By, ) RN\ B,

Por outro lado, ja que o operador restricio de D para 'Dl’p(BrkO) é continuo, veja

| (3.7)

DN ™

(N—p)/N
aal? = a0 dm> <

k

Proposigao 17, e a imersao D'P(B,,) < L¥(B,,) é compacta, temos u, — u em L?(B,, ).
Seja h : By, x R — R definido por h(z,s) = g(z)|s[’. Temos que h ¢ uma fungio de
Carathéodory e [h(z, s)| < [|g]lo|s|” para todo z € B,, e s € R. Assim, pelo Teorema 13,
o operador de Nemytskii N, : L?(B,, ) — L'(B,, ) estd bem definido e é continuo. Logo,

‘ / g (|tal? — [ul?) dx
By,

/B (Na(ttn) — Ny () da

Tk.o

< |[Nn(un) = Nu(u)llLrs,, ) = 0.

Assim, existe ng € N tal que

‘ / g ([tnl? = Jul?) dz
Bry,

Portanto, tomando k = kg em (3.6), por (3.7) e (3.8) obtemos,
|B(u,) — B(u)| <e, Vn > n,.

<e/2, ¥n > ny. (3.8)

Como € é arbitrério, isto prova a primeira parte do lema. Suponhamos agora B’(u) = 0.
Entao,

(B/(u%@) — p/ g|u|p—2u¢d:p =0, Voe DLp.
RN
Em particular, para ¢ = u obtemos

Blu) = (B(w.w) = [ gluPdz =0

o que conclui a prova. |

O préximo lema nos da informagoes sobre a imagem do funcional B.
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Lema 3.3 Se g satisfaz (G7) entao R(B) = R*. Se g satisfaz (G~) entao R(B) = R.

Prova: Se g satisfaz (G'), g > 0 em RY, entdo B(u) > 0 para todo u € D'?. Vamos
inicialmente mostrar que existe vy € DP tal que B(ug) = 1. Para isto, seja @y € DIP
tal que B(py) > 0. Note que tal fungao existe pelo fato de que g satisfaz (G) (basta
considerar, ¢, tal que supp(po) C ). Considerando ug = @o/pu, onde u = (B(pg))*/?

temos ) B( )
2]
()= [ shalrde = 5 [ sutts = 523

Assim, dado R > 0 basta tomar up = R/Pug e obtemos

Blur) = [ gluade =R [ gluaPds = RB(uw) = R

O caso em que g satisfaz (G~) é analogo. |
Agora defina, para R € R,
Sg={u€ D" : B(u) = R}. (3.9)

Para usarmos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, inicialmente mostraremos
que o funcional A atinge o infimo sobre o conjunto Sg.

Lema 3.4 Se g satisfaz (GT) entao o infimo sobre o conjunto {A(u) : u € Sg} € atingido
para cada R > 0. Se g satisfaz (G~) entdo este infimo € atingido, para cada R € R. Além
disso, este minimo é positivo para todo R # 0 e qualquer seqiiéncia minimizante (uy)
possui uma subseqiiéncia que converge fracamente em DY para algum u, o qual realiza
este infimo.

Prova: Fixe R € R. Se g satisfaz (G1) consideremos R > 0 e se g satisfaz (G~) podemos
tomar qualquer R, que pelo Lema 3.3 teremos Sg # ) . Sejam Ir = inf {A(u) : u € Sk}
e (u,) uma seqiiéncia minimizante, ou seja, (u,) em Sg tal que

A(uy,) = /RN \Vu,|Pde — Ig.

Dessa forma, (u,,) é limitada em D'?. Desde que D'* é um espaco de Banach reflexivo,
existe uma subseqiiéncia, a qual serd ainda denotada por (u,) tal que u, — ugr em D'P.
Sendo o funcional A fracamente semicontinuo inferiormente, Proposicao 4.4, temos

A(ug) = /]RN |Vug[Pdz < liminf - |Vu,|P = Ig. (3.10)

Além disso, pelo Lema 3.2, B é fracamente sequencialmente continuo, entao
B(u,) — B(ugr) quando n — oo.

Assim, B(ug) = R e ug € Sg. Pela desigualdade (3.10) obtemos
A(ug) = Ig = inf {A(u) : u € Sg}

e o Infimo é atingido, como afirmamos. Observe que pela definigao de Sk, se R # 0 entao
ug # 0 e conseqiientemente A(ug) > 0. [ |

Nesta proxima proposicao, provaremos a existéncia de autovalores nao nulos para (3.1).
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Proposigao 3.2 (i) Se g satisfaz (GT), entdo a equagao (3.1) admite um primeiro auto-
valor positivo (menor autovalor positivo) dado por

M=ot fulf, (3.11)

(i1) Se g satisfaz (G~), entdo o problema (3.1) admtite dois primeiros autovalores de sinais
opostos dados por

)\+ = inf b 3.12
1 (151) IHUH’DLP ’ ( )
Ai h— .Ilf p1 . 3-13
1 B(i):_l HuHD P ( )

Em ambos os casos as autofungées associadas uy (respectivamente ui,uy) pertencem a
Dlr.

Prova: Usaremos o Teorema 20 com F'= B, J = A e S = 51, S; como definido acima
com R = 1. Pela Proposicao 4.4 sabemos que A e B sao de classe C*. Pelo Lema 3.2,
se B'(u) = 0 entdao B(u) = 0 e dessa forma u ¢ Sk para R # 0. Finalmente, o Lema 3.4
mostra que o infimo inf {A(u) : u € Sg} é atingido . Logo os funcionais A e B satisfazem
as hipoteses do Teorema 20.

Se g satisfaz (G1), usando o Lema 3.4 com R = 1, obtemos u; € S; C D'P tal que

A(uy) = inf A(u).

u€eS]

Pelo Teorema 20, existe A\; € R tal que
A’(ul) = AlB/(Ul),

ou seja,
/ |Vu, [P2Vu, Vpdr = )\1/ glu [P 2uypde, Vo € D',
RN RN

Dessa forma u; é uma solu¢ao do problema (3.1) associada ao autovalor A;. Além disso,
para ¢ = u; temos

A(U,l) = /RN |Vu1|pdx = )\1 /RN g|U1|pdl' = )\1B(U,1) = )\1,

logo, Ay > 0 e ainda
A = inf A(u) = inf |lulp,.

u€Sy B(u)=1

Vejamos que A; é o primeiro autovalor de (3.1). Seja f > 0 um autovalor de (3.1) e w
uma autofuncao associada, ou seja,

/ |Vw[P?VwVpdr = 3 glwlP2wedr, Yo € DV
RN RN
Tomando ¢ = w obtemos
Alw) = / |\Vw|Pdr = ﬁ/ glwlPde = BB(w).
RN RN
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Essa tltima igualdade implica B(w) > 0. Assim, a funcdo v := w/(B(w))Y? é tal que
B(v) =1e A(v) = . Portanto,

A= inf A(u) < A(v) = 0.

B(u)=1
Agora, se g satisfaz (G7), podemos tomar u; = u; e \{ = ;. Para calcular o autovalor

A, seja u; € Sy tal que
A(uy) = inf A(u).

u€S_1
Pelo Teorema 20, existe A\; € R tal que A’(u; ) = A] B'(uy ), ou seja,
/ |Vuy |P~2Vu; Vds = )\1_/ gluy [P uy pdx, Yo € D'
RN RN
Em particular, para ¢ = u; temos

Aw) = [ 1VuiPde =X [ gl e = A7 Bur) = —A7

Entao, \] < 0 e temos o desejado,

)\1"_ = A(u—f) = B(iil)le ||U||%1,p
e
A= A ==t ull,

Anélogo ao caso em que g satisfaz (G1), verifica-se que nao existe autovalor do problema
(3.1) no intervalo (A, A]). Isto conclui a prova da proposicao. [

. 1 s
No que segue, vamos obter a regularidade C, 5 bem como o comportamento assintético
das solugodes de (3.1).

Proposigao 3.3 Seja (\,u) € R x DYP\{0} uma solucio de (3.1). Entio u € L°(RY)
para todo o € [p*, +0o0].

N
N—p’
u € Lo (RY), para todo npz 1. Para n = 1 temos o; = p* e gracas a imersao de D? em
LP(RY), u € Lo (RY). Suponha que u € Lo"(RY) para algum n fixo e provaremos que
u € Lo+ (RY). Considere Ty(u) = max(—k, min(k,u)) para k > 0, w = |T(u)|*"Tj(u) e
v =T} (u)]"" Ty (u). J& que v € D*P, por (5) obtemos

Prova: Sejam 7y = on = py" e s, = (9" — 1)p. Provaremos por inducao que

)P I, < K2V T) )" TG Hi
= & [ V(TP )P
RN
= K7 [ @) VT ) ds
R

_ v / T () [ [V T () P2V T ()2
]RN
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Desde que VT, (u) = 0 q.t.p se u > k, temos |VT(u)| < |Vu| q.t.p em RY. Assim,

e[ 7, < KPy /R [T(w) VY a T (u)d (3.14)

Sendo Vw = V{|Ti(w)|*"Ty(u)} = (s + 1)|Tx(u)|*» VT (u), de (3.14) obtemos

T, < K2 (s 17 [ 10V (T T s
R
= Kpfy"p(sn—l—l)_l/ IVulP~2VuVwdz. (3.15)
RN

Desde que w € DY, multiplicando (3.1) por w temos
/ |VulP?VuVwdz = )\/ gluP~2uwdz. (3.16)
RN RN
Observando que s, +1 > 7" e |w| < |ul*T! devido a (3.15) e a (3.16), obtemos
L e Y A

< K0l / P |l de
RN

IN

Ko [ fup s
RN

= K(w”(p_l)/ |ul""dx
RN

= Koy"*Vullzr,

onde Ky = KP?|\|||g]|co- Assim,
I T ()l 7o = / T de < (Ko ull )
R

Como por hipétese u € Lo (RY), temos que Ty(u) € Lo+ (RY) para todo k > 0. Além
disso, ja que Ty(u)(x) — u(z) q.t.p. em RY quando k — oo, pelo Lema de Fatou obtemos

[l e < (Ko D)
Portanto u € Lo+ (RY) e
lull 7oty < (Kor™ @ Vlulign)” (3.17)
Agora usaremos a desigualdade (3.17) para provar que u € L*(RY). Observe que:

paran =1,

lull 72, < K™=V 351
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paran = 2,
lull s < Ky lul3%

< Kg,ﬁ(p—l)v (ng@—lhuunzii)”

Kgﬂw(pfl)(?wvz) u ||zf;;1 :

para n = 3,

lullZes < Koy 0= |ull7es

.,
< KJAen ( Kg+727(p—1)(2v+72)Hqufgl)

_ K0'7+’YQ+’Y3,y(p—l)(37+272+’)/3) Hqu;cln :

e assim, por recorréncia, concluimos que

On A" L (p=1) (4 (n— ™ "o
|7, < Kt e DDy et || 707 Wi € N (3.18)

Sejam a,, =7+ +...+7" e Bp=(p—1)(ny+ (n —1)¥* + ... + ™). Afirmamos que
existe o limite das seqiiéncias (v, /0n41), (Bn/0nt1) € (7"/0nt1) quando n — oo. De fato,

temos que
a, TN N A R AR 1\ 1
Lt L)L),
Oni1 py p Y Y g

e sendo v > 1, isto implica

) Qo s (1)”
lim = - -] = <o
— \7

Temos ainda,

b @) e () ()

Aplicando o Teste da Razao e lembrando novamente que v > 1, obtemos

o0

Bn p_l

n
lim =— — = [ < 0.
n—00 Op41 p nzzl "yn
Para a ltima seqiiéncia temos
Yo 11 yien

Ont1 DY py pY

Conseqiientemente, por (3.18) segue que existe C' > 0 tal que

[ul|pons: < C', Yn € N. (3.19)

46



Assim, desde que o0, — 0o quando n — 0o, para quase todo z € RY obtemos
[u(@)] < lJull By = N fullzon Bi@) <

Portanto, ||ull. < C’. Uma vez que u € L (RY) N L>®(RY), obtemos por interpolacao
que u € L7 (RY) para todo o € [0y, ). [ |

Como conseqiiéncia da proposicao anterior e de um resultado de regularizacao de
Tolksdorf, temos

Corolério 3.1 Para qualquer r > 0, as solugoes de (3.1) pertencem a CY%(B,), para
algum o = a(r) € (0,1).

Prova: Pela Proposigao 3.3, u € L= (R") e isto implica que u € L>®(RY)NWP(Bg(0))
qualquer R > 0. Portanto, pelo Teorema 1 em [30], temos que para qualquer r > 0,
u € CY(B,) para a = «a(r) € (0,1). |

Lema 3.5 Seja (A, u) € R x D'P\{0} uma solugdo fraca de (3.1), com u diferencidvel.
Entao, para cada R >0 e x € RY, temos

]| oo (Br(z)) < CRNP (lull Lo(Byn(a)))
onde C = C(p, N, R, \, ||g]| p/~v-1)-

Prova: Este resultado é uma conseqiiéncia do Teorema 1 em [27]. n

Proposigao 3.4 Seja (A, u) € R x DV\{0} uma solugdo de (5.1). Entao

| 1|im u(x) = 0.
Prova: Pelo Corolario 3.1, u é uma funcao diferenciavel. Assim, pelo Lema 3.5, para
qualquer bola B,(z) de raio 7 e centrada em qualquer z € RM e alguma constante
C = C(p, N, \, |9l ;x/0-1)), a solucao u € D do problema (3.1) satisfaz a estimativa
seguinte
sup |u(y)| < Cllullze sy, @)

yE€Br(x)
Entao,

sup |u(y)] < Cillull o (s,

JeBL(x) (Ba(x)) (3.20)

Desde que u € LP"(RY), temos
lim lul?" dz = 0.
00 JRN\B,(0)

Assim, dado € > 0 existe ro(e) > 0 tal que

(Lo
RN\B;-(0)

1
®

p*d:c) "< Ci’ Vr > r. (3.21)
1
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Entdo, tomando z € RY tal que |z| > r9+2, de modo que By(x) C RV\B,,(0), por (3.20)
e (3.21) obtemos

u@) < swp |u@)] <e
y€EB1(z)

Portanto u(z) — 0 quando |z| — . |

Agora vamos estudar o sinal das autofuncoes correspondentes aos primeiros autoval-
ores.

Lema 3.6 (Desigualdade de Harnack) Seja u > 0 uma solugao fraca de (3.1). Entao,
para cada R >0 e x € RY temos

sup u(z) < C inf u(x),
z€BR r€BR

onde C' = C(p, N, R\, ||g]| pyv/o-1)-

Prova: Este resultado é conseqiiéncia da Desigualdade de Harnack em [27]. n

Lema 3.7 Seja (Mo, ug), uma solugio da equagao (3.1), com ug > 0 ndo nula. Entdo
uy >0 em RY.

Prova: Nesta demonstragao usaremos a desigualdade de Harnack. Pelo Corolario 3.1,
ug é uma funcao diferencidvel. Suponhamos que ug(zg) = 0 para algum z, € RY. Seja
R > 0 e Bg(zg) uma bola aberta em RY centrada em zy. Entdo, pela desigualdade de
Harnack, existe C' = C(p, N, e, A\, R, ||9| .v/0-1)), C > 0, tal que

sup up(z) < C( inf wug(x)).

rEBR r€BR

Assim, up = 0 em Bg(zg). Observando que o conjunto
Up = {x € RN : uy(x) = 0}

¢ aberto e fechado em RY que é conexo, devemos ter Uy = RY. Assim, u = 0 em RY,
contrariando nossa hipétese. Portanto u > 0 em R, [

Proposicao 3.5 (i) Suponha que g satisfaz (G*) ou (G™). Entao, existe uma autofun¢ao
que é estritamente positiva em RY.

(i1) Considere g satisfazendo (G1) (respectivamente (G7)). Entao todas as autofungoes
associadas a Ay (respectivamente N, \] ) sdo de sinal constante, i.e. A\, (respectivamente
A, AD) € um autovalor principal.

Prova: (i) Observando que A(|u|) = A(u) e B(|u|) = B(u), se uy atinge o infimo em
(3.11), (3.12) ou (3.13), entao |uy| também o atinge. Dessa forma, podemos considerar
uy > 0. Assim, pelo Lema 3.7 obtemos que uy > 0.

(ii) Suponha que g satisfaz (G) e seja ¢ uma autofungdo correspondente a A\;. Sejam
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¢+ >0, ¢_ <0 denotando respectivamente as partes positiva e negativa de ¢. Sabemos
que ¢ = ¢, + ¢_. Entao ¢, ¢p_ € D'P e

A@) = [ IVopdo= [ [Voupdn [ [Vo-pds = A(.) + A(6-)

Bo) = [ olord= [ glosPds [ glo-Pde=Bos) + Blo).

Observando que

LB _ {B<¢+> B<¢_>},

MA@ T LA AW-)
e supondo que B(¢4)/A(¢p,) corresponde ao méximo (o outro caso é andlogo), temos
MB(d4) > A(¢+). (3.22)

Como estamos supondo ¢ # 0, esta dltima desigualdade implica B(¢™) > 0. Definindo
vy = ¢, /p, onde p = B(¢4)YP, obtemos

1 B(g4)
B = pd = — pd — g
(U+) /RN glv+‘ T /,Lp /RNg‘¢+‘ z B((b+) 1
e
1 Alg+)
A = Vo, |Pde = — Vo, |Pdx =
(U+) /RN| U+| T Np /RN| ¢+| T B(¢+>
Assim, usando a desigualdade (3.22), obtemos
_ _ Bloy) _ Ales)
M= AP = MGG 2 By - A

Como A; = infpp)=1 A(u), devemos ter \; = A(v;). Entao, pelo Teorema 20, existe
A € R tal que

/ Vol |P 2Vt Vipdr = )\/ glvtP2vtpdr, Vo € D'
RN

RN

Tomando ¢ = v temos A = \; e assim, v, é uma autofuncao associada a A;. Sendo
vy > 0, podemos aplicar novamente o Lema 3.7 para obtermos v, > 0. Logo, ¢™ > 0 e
conseqiientemente temos ¢ > 0 em RY. No caso em que g satisfaz (G~) a prova segue o
mesmo raciocinio. [

3.3 Simplicidade do autovalor principal

Agora provaremos a unicidade e simplicidade dos autovalores principais de (3.1),
para este fim, usaremos a identidade de Picone. O principal resultado desta secao é:

Proposigao 3.6 Seja g satisfazendo (GT) (respectivamente(G™)). Entdo:

i) O autoespaco correspondente ao autovalor principal i (respectivamente |,
A7 ) tem dimensdo 1.
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ii) A (respectivamente \{,\]) € o tinico autovalor de (3.1) que admite autofungoes po-
sitivas.

Para a demonstracao desta proposicao precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.8 (Identidade de Picone) Sejamv > 0eu > 0 emRY funcoes diferencidveis.
Denote por

u\P uP~? _
Llu,v) = |[Vaf +(p—1) (;) Vol = p V0P VoV,
(3.23)
uP~!
R(u,v) = |VulP =V ( _1> |VoP~2 V.
P
Entao
L(u,v) = R(u,v). (3.24)

Além disso, L(u,v) >0 e L(u,v) =0 q.t.p em RN se, e somente se, V(u/v) =0 q.t.p em
RY, ou seja, u = Cv em RN para alguma constante C.

Prova: Inicialmente provaremos (3.24). Para isto, observe que

( uP ) puP g, Pt — (p — DuPoP—2u,
v .

| = 2T) , t=1,...,N.

Assim,

() (@) o0 ) e

Substituindo este termo na defini¢do de R(u,v) obtemos (3.24). Agora observe que,
usando a desigualdade de Young, ab < a?/p + b’ /P’ onde p’ é o expoente conjugado de p,
ou seja, p' = p/(p — 1), temos

VuVo|Vu|P~? <%)p_1 < |Vau||[VoP! (%)p_l

(3.25)
Vul? -1
< M 2= Loy (1),
b p v
Portanto, L(u,v) > 0. Agora, se L(u,v)(z¢) =0 e u(xy) # 0 afirmamos que
|IVu| = (u/v)|Vv| e vVu=uVv em . (3.26)
Se L(u,v)(zo) = 0, por (3.25) temos
u\ P—1 U\ P
e p—1 _ p _ - P
p (U) V|| Vol IVul? + (p— 1) (v) IVolP em o, (3.27)
ou seja,
p|Va| |(u/v)VolP ™ = |VulP + (p — 1) |(u/v) Vo]’ em .
Escrevendo a = |Vu(xg)| e b= |(u(zo)/v(xo))Vv(xg)|, temos
pab’t =P + (p — 1)PP. (3.28)
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Observe que se a = 0, por (3.27) temos |Vu(zg)| = 0 ja que u(zg) # 0 e assim, (3.26) ¢é
satisfeito. Se a # 0, dividindo (3.28) por a” e tomando t = b/a, obtemos

ptrt — (p—1)t? = 1.

Veremos que a unica solucao desta equagao é t = 1. Para isto é suficiente verificar que
t =1 ¢ o tnico ponto de méximo da fungao f : R — R dada por f(t) = pt?~' — (p—1)tP.
Derivando f obtemos f'(t) = p(p — 1)tP=2 — p(p — 1)t*~! e assim, f/'(t) = 0 implica
plp—1Dtr"2(1 —¢) =0. Dai t =0 out = 1. Como f(0) = 0, temos o desejado. Assim,
t = 1 implica b = a, isto ¢,

|Vu| = (u/v)|Vul. (3.29)

Usando ainda (3.25) temos
p2 (W\PTH p1 (W)
VuVo|Vol (v) = V||Vl (v) . (3.30)
Entao, de (3.29) e (3.30), obtemos

VuVo|Vaur~? (%) = |Vul? .

Assim, |Vu|* = (u/v)VuVo < |Vu||(u/v)Vo| = |[Vul? e conseqiientemente
(u/v)VuVo = |Vul|(u/v) V.

Porém esta igualdade sé ocorre quando (u/v)Vv = kVu, para alguma constante k. No-
vamente por (3.29), obtemos k = £1. Se k = —1 teriamos

U p—1

Lwv) = [Vul+(p—1) () Vol —p

(%

|Vo[P2VuVu,

u
(i
= [Vul’ + (p = D[Vul” + p|Vul?

= 2p|VulP >0 em =,

ja que estamos supondo Vu(zg) # 0, contrariando o fato de que L(u, v)(zg) = 0. Portanto
devemos ter k = 1 e assim,

v(xo)Vu(zg) = u(ze)Vo(zo).

Deste modo, para a # 0 esta tltima equacgao e (3.29) provam (3.26). Logo, se L(u,v) =0
q.t.p em RY entdo, desde que V(u/v) = (vVu — uVv)/(v?), temos V(u/v) = 0 q.t.p
sobre o conjunto O = {z € RY : u(x) # 0}. Além disso, temos Vu = 0 q.t.p sobre R¥\O
(veja [20]), e assim, V(u/v) = 0 q.t.p em R¥\O. Portanto V(u/v) = 0 q.t.p em RY.
Conseqiientemente, (u/v) é constante, ou seja, existe C' > 0 tal que u = Cv em RY.
Reciprocamente, sendo V(u/v) = vVu — uVu, se V(u/v) = 0 temos Vu = (u/v)Vo.

Assim,
uP~!

L(u,v) |Vu|P2VoVu

P ) (" v —
V' + (p—1) (=) [Vl —p

pp—1
= |Vul’ + (p — 1)|Vul’ — p|Vul’ =0,

o1



o que completa a demonstracao. [ |

Agora vamos demonstrar o principal resultado desta segao.

Prova da Proposi¢ao 3.6: Consideremos o caso em que g satisfaz (G"). Seja u; a
autofuncao principal de (3.1) associada a A;. J& sabemos que u; > 0 em RY. Desde que

/ |Vuy [P*Vu, Vpdr = )\1/ g(w)P Ypdr, Vo € D'YP,
RN RN

tomando ¢ = u; temos

/RN |Vuy [Pde = M\ /RN guldx > 0. (3.31)

Suponhamos também que v € D'P é uma autofuncao positiva de (3.1) correspondente a
um autovalor A > 0. Neste caso, A > A1 ja que \; é o menor autovalor positivo.
Afirmagao: A =\ e v = cuy.

De fato, sendo v uma autofuncao do problema (3.1), v € C1(R"). Entdo, pelo Lema 3.8,
para todo ¢ € C=°(RY) ¢ > 0, temos

0 < [ Mew= [ Rew)

RN

P
= /RN \VelPdx — /RN |VolP2 VoV (Uf_l) dx (3.32)

= / |Vg0\pd:1:—)\/ gpldx.
RN RN

Assim, dado u € D', u > 0, seja (p,) uma seqiiéncia de fungoes nao negativas em
C>(RY) tal que ¢, — u em D"P. Entao, devido & continuidade dos funcionais A e B, a
desigualdade (3.32) é vélida para u. Em particular, para u = u; por (3.31) obtemos

)\1/ g|u1|pda::/ |Vu1|pd:r2)\/ glui|Pdzx,
RN RN RN

e conseqlientemente, A\; > A. Portanto \; = A. Usando (3.31) e a continuidade dos
funcionais A e B, concluimos de (3.32) que L(uy,v) = 0. Pelo Lema 3.8, obtemos v = cu,
para algum ¢ > 0.

Concluimos assim, que A; é o Gnico autovalor positivo que admite autofungoes positivas
e que o autoespaco associado a \; é gerado por u.

No caso em que g satisfaz (G~) a demonstracao segue o mesmo raciocinio. [ |

Para concluir a demonstracao do Teorema 3.1, nos resta verificar que os autovalores
principais do problema (3.1) sao isolados.

3.4 ) (respect. A/, A\]) é um autovalor isolado

Lema 3.9 O operador B' : D' — D" dado por

(B'(w), ¢) = p /

N glulPupdz,
R

52



¢ compacto.

Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia em DM tal que u, — wuy para algum ug € D'P.
Mostraremos que B'(u,) — B'(ug) em D~5". Temos

1B (un) = B'(uo)llp-10r = sup [(B'(un) — B'(uo),v)]

[ollp1p<1

= sup p

ollp1p<1

/N g(]un|p_2un — ]u0|p_2u0)vdx
R

Dividindo esta integral em integrais sobre By e RV\Bg, R > 0, obtemos

| B'(un) — B'(uo)||p-10 < sup p 9([un P2 — Juo[P"*ug)vde | +
[lv]] <1 RN\B
Vliplp> R
+ sup p / g(|un|p_2un — |u0|p_2u0)vdx ) (3.33)
[lv]lp1,p <1 Br

Agora, vamos estimar essas duas integrais. Usando a desigualdade de Holder, para a
primeira integral temos

/ 9 (lunlP~?un — Juol?*uq) v S/ 91" (Ju P+ JuolP~) 9] |v|da
R RN\Bg

N\Bgr
, 1/p 1/p
g(/ 9] (faal?™ + o) das) (/ |g||v|pdas).
RN\Bpg RN\Bpr

Usando novamente a desigualdade de Holder, obtemos

<

/ 9 (Jun|P2un — Juo’~?uo) vda
R

N\BR

, _ _ Np/ Np/
<l (b o) P )
R

onde a norma de g estd sendo tomada em L/P(RN\Bpg). Usando agora a imersio de
Sobolev obtemos

<

/ g (\un\p’Qun — \uolp’ng) vdx
R

N\Br

N—p

Np, Np’
< KHgHLN/P(RN\BR) (/RN\B (|un|7’_1 -+ |u0|p_1) N-p dl’) ||U||'D1,p. (334)
R

Sabendo que (N —p)/Np'=(p—1)/p* <le(a+b)! <da' +V paraa,b>0e0<t <1,
obtemos

N—p p—1
p-1 p—1\ N5 N P* P* ”
(JunlP™" + |uoP~ 1) ¥ da < (|unl? + |uol”") dx
RN\Bpg RN\Bp
p—1
= (luallZe + ol ) ™ (3.35)
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Desde que u,, — ug em DY, (u,) é uma seqiiéncia limitada em D' e conseqiientemente
em LP" (RY). Entao existe C' > 0 tal que

o )(p—l)/p*
Lr*

pK (HunHI;,* + [|uo <(C, VneNl. (3.36)

Portanto, de (3.34), (3.35) e (3.36), obtemos

P SCHgHLN/P(RN\BR)HUHDLP, Vn € N.

/ 9 (Jun | 2un — Juol”?uo) vda
R

N\Br

Além disso, ja que g € LY/P(RY), temos que

lim lg|N/Pdz = 0.
R=00 JRN\Bp

Entao, dado € > 0 podemos escolher R, suficientemente grande tal que
€
gl Lvme@mBr < BYak VR > Ry.

Assim,

p

/ g (|un|p_2un — ]u0|p_2u0) vdx
R

N\Br

<ol YRR (337)

Agora vamos estimar a segunda integral. Pela Proposicao 17, o operador restricao de D'
para DYP(Bg,) é linear e continuo e sabemos que a imersao D'?(Bpg,) < LP(Bg,) ¢ linear
e compacta. Assim, temos que u, — ug em LP(Bpg,). Definindo h : Bg, Xx R — R por
h(z,s) = pg(x)|s|P~2s, h é uma funcao de Carathéodory e |h(x, s)| < pl|glloo|s|P~. Assim,
pelo Teorema 13, o operador de Nemytskii N}, : LP(Bg,) — L¥ (Bg,) estd bem definido e
¢ continuo. Logo, desde que

p

/ g(|un|p_2un - ]u0|p_2u0)vd3:
Br,

< / (P21, — ] ~2u0)| 0|z
BRO

1/p 1/p
< / 1092t P20 — plutolP | da / jvfPdz
B, B,

< C'[[Nw(un) = Nu(uo)ll 1o () l0llpr2

existe ng € N, tal que

P / g(|un |2y, — |uoPug)vdz| < E||v||pl,p . VYn > ny. (3.38)
Br, 2
Portanto, de (3.33), (3.37) e (3.38), obtemos
| B (un) — B'(uw)||p-10 <€, Vn>ng (3.39)
e assim, B’ é um operador compacto. [ |
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Proposigao 3.7 O autovalor A\, (respectivamente |, \|') € isolado.

Prova: Mostraremos que \; é isolado (a prova de que A\{ e A\[ sdo isolados é anéloga).
Seja A\g > 0 e ug uma solugao de (3.1) com Ay pertencendo a alguma vizinhanca fixa de
A1. Denote por Qy = {x € RY;uy(x) < 0}. Escolhendo ¢ = u; em

/ |VuoP*VugVodr = )\0/ gluoP*uppdz, Vo € D'P,
RN RN

onde u, ¢é a parte negativa de ug, e observando que Vud Vu, = 0 = ugjug, onde uf é a
parte positiva de ug, obtemos

/ \Vug |Pde = )\0/ glug [Pdz = )\0/ glug |Pdzx.
RN RN 0

0

Além disso, como g € LV/?(R"), usando a desigualdade de Holder e a imersio de Sobolev,

obtemos
p/N
lug I < Ao (/Q_ IglN/pdx> |ug [I - d

0

p/N
< C(/Q_ \g\N/pdiC) [ug [P 0s

0

ja que A\g pertence a uma vizinhanca fixa de A;. Conseqiientemente,

“/pdx>c>0 3.40
‘9‘ = )
Q

0
independentemente de \g e ug). Desde que g € LV/?(RN), podemos escolher Ry suficien-
g
temente grande tal que

/ g91"?de < £, YR > R,.
RN\Bp 2

Note que Ry nao depende de ug nem de )\g. Assim, segue de (3.40) que

0<c < / |g|N/pdx+/ lg|N/Pda
0y NBg Q5 NBS

/ IglN/pda:+/ lg/™Pda
Q5 NBg B

c
R

IN

c
< HQHéVo/p’QaﬂBR|+§7 VR > Ry.

Logo, tomando ¢ = c/2HgHJovo/p (¢’ nao depende de \g nem de wg) obtemos
|Q NBgr| > >0, VR> Ry (3.41)

Suponha agora que exista (A, u,), uma seqiiéncia de solugoes de (3.1), com \, — A;.
Escrevendo
Q. ={z € RY : u,(z) < 0},
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vemos que a desigualdade (3.41) permanece vélida para €2 ja que ¢ ndo depende de \ e
nem de u para A numa vizinhanca fixa de A\, ou seja,

1, NBg| > >0, VneNR>R,. (3.42)

Sendo A; o menor autovalor positivo temos A,, > \; e sem perda de generalidade podemos
admitir que ||u,||p1r =1 € u, — U em D'?. Entdo, desde que

/ IV, |P~?Vu,Vedr = )\n/ glun P 2u, ode, Vi € DM (3.43)
RN RN

/ (VU |P VU, Vodr = A\, / Glum|PPupmddr, Yo € D (3.44)
RN RN

tomando ¢ = ¢ = u,, — u,, e subtraindo (3.44) de (3.43) obtemos

/ (IVun [PV, — [V 2 Vu,) V(u, — ty)dz| <
RN

<A\ / 9 (Jun]? "y — | P2 (wn — wp)da| +
RN

+ ’()\n —A\m) / Gt |P ™2t (1, — iy )dz| .

RN
Usando a desigualdade de Holder, temos
/ (IVun [PV, — [V 2 Vu,) V(u, — ty)dz| <
RN

<\ / 9 (Junl?wn = Jum P2 tm) (w, — wp)dz| +

RN

A = Alllgll v w17, 1 = | o da.

Pela compacidade do operador B’ e pela limitacao de (A,), deduzimos que
)\n/ g (|un]p’2un — |um\p’2um) (Up — Up)dx — 0, quando m,n — 0. (3.45)
RN

Além disso, sendo ()\,) uma seqiiéncia de Cauchy e (u,) limitada em LP"(R"), concluimos
que

A = Al gl [t 25 6 = | e dz — 0, quando m,n— 0o, (3.46)

Assim, por (3.45) e (3.46) temos que,
/ (VU P>V, — [V P> Vun—) V(u, — tn)dz — 0, se m,n — oo. (3.47)
RN

Pela Proposicao 4.3, temos

|V, —Vun,[P < cp[(|Vun|p_2Vun — |Vum|p_2Vum) (Vuy, —Vum)]s/2(|Vun|p+ |Vum|p)1_s/2,
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onde s =psep € (1,2),ous =2sep > 2ec, ¢ uma constante que depende de p. Assim,
integrando em R e aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

s/2

/ |Vu, — Vu,|” < ¢, [/ (|Vun|p_2Vun — |Vum|p_2Vum)(Vun — Vu,)
RN RN

1-s/2
( / Y|P + / |vumv?) | (3.48)
RN RN

Como u, — u, (u,) é limitada em D'P. Entao, por (3.47) e (3.48) concluimos que (u,,)
¢ uma seqiiéncia de Cauchy em DP, logo, convergente. Pela unicidade do limite, temos
u, — u em D?. Sendo A’ e B’ aplicaces continuas, tomando o limite com n — oo em

(3.43), obtemos
/ \VulP2VaVedr = )\1/ glulP~*upda, Yo € DP.
RN RN

Como |[u||pr» = 1, u # 0 é uma autofungao associada a A\;. Sendo \; um autovalor simples
devemos ter & = tuy, onde u; é a autofungao principal associada a A\; com ||uy||pir = 1.
Vamos assumir que u, — u; > 0 em D'P.

Fixemos R > Ry. Desde que D'*(Bg) estd imerso compactamente em LP(Bg), temos
que u, — u; em LP(Bg). Pelo Teorema 9 existe uma subseqiiéncia, ainda denotada por
(un), tal que

up(r) — ui(z) q.t.p em Bg.

Assim, pelo Teorema de Egorov, Teorema 10, u, — wu; quase uniformemente em Bg.
Sendo u; > 0, devemos ter u,(z) > 0 para n suficientemente grande, a menos de um
subconjunto de By de medida arbitrariamente pequena, o que contraria (3.42). Portanto
A1 € um autovalor isolado. [ |

Finalmente, a demonstracao do Teorema 3.1 é conseqiiéncia do Corolario 3.1 e das
proposicoes provadas neste capitulo. [ |
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Capitulo 4

Bifurcacao para uma equacao
eliptica quasilinear em R

4.1 Introducao e resultados principais
Neste capitulo vamos considerar o seguinte problema eliptico quasilinear
—Ayu = Ag@)lul 2+ f(\w,u), @ ERY, (4.1)

onde 1 < p < N, A é um parametro real, f e g podem mudar de sinal e satisfazem
algumas propriedades. Os resultados deste capitulo sao devidos a Drabek e Huang e
foram publicados em [16].

Vamos assumir que f satisfaz as seguintes hipoteses:

(f) f é uma funcio de Carathéodory, i.e., f(-,z,-) é continua q.t.p em RY e f(\, -, u) é
mensurdvel para todo (\,u) € R

(£2) |f(N\ 2,u)|] < (M) (o(z) + p(z)|u]?) q.t.p em RV u € R, onde ¢ : R — R é uma
funcao continua e limitada sobre subconjuntos limitados de R, p — 1 <~ < p* — 1,
0<peL"RY) comy =p/p—7—1), 0 <o e LY?(wN? RY), onde
LNP(wN/P RNY) 6 o espaco com peso LY/P(RY) com a funcio peso w™/?, e ou

(i) o € LYV (RY), (p) = Np/(Np — (N —p)), ou
(ii) o € LY (w"/0-P RN);
(f;) o seguinte limite é valido

lim f()\,l‘,u) _

w0 w(z)|ulp2u

uniformemente q.t.p em RY e X\ em um intervalo limitado.

Como vimos no Capitulo 3, sob certas condigoes sobre a funcao peso g, o problema de
autovalor
—Apu = Ag(2)|ufP2u, xcRY, (4.2)

possui um autovalor principal positivo A; com autofuncao positiva u;. Visto que os
possiveis pontos de bifurcagdo para o problema (4.1) sdo os pontos da forma (A, 0), onde
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A é uma autovalor de (3.1), vamos estudar o problema de bifurcagdo quando A estd proximo
de A\q.

Desde que o problema (4.1) envolve o operador p-laplaciano, iremos usar uma nogao
de grau topoldgico para operadores demicontinuos para provar que (A1,0) é um ponto de
bifurcacao para (4.1).

Para isto vamos introduzir algumas hipéteses e notacoes. Vamos supor que a fungao
peso g satisfaz a condi¢do (G) definida no Capitulo 3. Escrevemos g = g — go onde
g1, g2 € LNP(RN) N L>*°(RYN) sdo funcdes ndo negativas. Neste trabalho iremos considerar
g1 = max{g,0}, go = max{—g,0}. Defina,

1

71 N\ € RN;
TR

w(z) =

w(z) = max{gs(x),w(x)} > 0, r € RV,

Notemos aqui, que a funcao w é exatamente a funcao peso na seguinte desigualdade de
Hardy (veja Apéndice, Proposigao 4.5 )

P p p/
— dr < | — VulPdzx.
/RN(l+|x|>p v Vo) Jo Vel

Definamos W como sendo o completamento de C°(R”Y) com respeito & norma definida

por
1/p
|lullw = </ |Vu|pdx+/ w(x)|u\pdx) ,
RN RN

e seja W* seu dual. De acordo com a Proposi¢ao 4.6 no Apéndice, W é um espaco de
Banach uniformemente convexo.

Lema 4.1 As normas || - ||w e || - [[p1» sdo equivalentes em C°(RY). Logo W = DP.

Prova: Sendo w uma funcao positiva, temos
[ullpre < [lullw  Vu e C.

Por outro lado, definimos Q; := {z € RY; g2(7) < w(z)}, Qp = {z € RY;w(x) < g2(2)}
e Q3 := {r € RY;w(z) = go(z)}. Assim, podemos escrever

/RN w(z)|uPde = /Q w(x)|uPdz + /Q go(2)[ulPdz +/ g (2)|ulPde.

Q3

Usando as desigualdades de Hardy, Holder e a imersao D™ — LP"(RY), obtemos
p P LN/p
[ o < (55 ) Tl + 2l ol < Clal
Portanto ||u|lw < C'||ul|prs, € assim as normas s@o equivalentes. |

Definimos os operadores J, G, F'(A,-) : W — W* como segue

(J(w),0)w = /

|VulP?VuVudz,
RN
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glulP~2uvdz,
N

(Gla).ow = [

R

(F(\u),v)w = fO\ 2, u)vde,

RN
para u,v € W. No que segue vamos estabelecer algumas propriedades destes operadores.

Lema 4.2 Os operadores J, G, F estao bem definidos, G e J sao (p — 1)-homogéneos, J
é continuo, G é compacto e I satisfaz

LE O, w) |l

lulw—0  J|u|B "

=0, (4.3)

uniformemente para X em um subconjunto limitado de R.

Prova: Claramente J(u), G(u) e F(\, u) sdo operadores lineares, para todo u € W e
A € R fixados. Observando que J = (1/p)A’ e G = (1/p)B’, onde A e B sao dados por
(3.4) e (3.5), respectivamente, obtemos que G, J estdo bem definidos, J é continuo e G é
compacto, mais especificamente, G(u,) — G(ug) sempre que u,, — up em W. Além disso,
por definig¢ao, para u,v € W e X € (0,00), temos

(W), V) = /

RN

|V () |P~2V (\u) Vodz = )\pl/ |VulP?VuVudz,
RN

ou seja,

JAwu) = N1 (u), YueW.

Portanto, J é (p — 1)-homogéneo. De maneira andloga, vemos que o operador G também
é (p — 1)-homogéneo. Para o operador F', por (fy) temos

|(F()\,u),v)w|§/RN FO 2 u)|loldz < c(\) </RNU|U|dx+/RNp|uP|U|dx>. (4.4)

Por (i)-(ii) em (f,), juntamente com a desigualdade de Hélder e a imersao W« LP"(RY)
obtemos que, ou

. /(") ) 1/p*
/ olvldx < </ o) dx) (/ lv|P dac) < 00 (4.5)
RN RN RN
ou
. 1/p 1/p
/ J|’U|dZE:/ w Y PowP|v|dr < (/ w/ =P P d:v) (/ w|v|pdx> < 00. (4.6)
RN RN RN RN

De qualquer modo, de (4.5) e (4.6) existe ¢; = ¢1(0), tal que

/ olldr < c||vl|lw, Yve W. (4.7)
RN
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A condigao (fy) juntamente com a desigualdade de Holder implica ainda que

v/p* P =/p*
/ plu|"v|dx < (/ |u|p*dx) (/ PPy p*/(p*—v)dx>
RN RN RN

’y/p* P*;((Z;FU ﬁ P:}:"V
< (/ \up*dx> </ p“dx) (/ v p*dx>
RN RN RN
X v/p* 1/m . 1/p*
= (/ |ul|? dx) (/ p“dx) (/ ol dw)
RN RN RN
< K" pllzn ulliyllvllw < oc. (4.8)
Assim, F'(A\,u) é limitado para cada u € W, pois de (4.4), (4.7) e (4.8) temos
[(F(A u),v)w| < Cs(Aw)|vllw, YveW.
Portanto, F' estd bem definido. Além disso, observe que
F(\ .
m = lim up - f\ z, u)vde
lullw—0 ||ull%), lellw =0 o)<t [[ulP~ | Jrw
(4.9)

IS\ 2,u)

lim  sup / =P ol wda
lullw—0 jofyw <1 JrN  W]w[P~
onde u = u/||u|lw. Vamos agora estimar esta ultima integral. Primeiro defina, para d > 0,
Qs(u) = {x € RY : w(x)|u(x)P~* >}

Afirmamos que |Qs(u)| — 0 quando ||uljw — 0. Suponhamos por absurdo que ||ul|y — 0
e |Qs(u)| > ¢ > 0. Para R > 0, defina Qr = Q5(u) N Br(0). Entao |Qg| > ¢2/2 para R
suficientemente grande. Assim, usando a desigualdade de Hélder obtemos

0 <9|Qr| < /Qw(:v)|u(x)|p_1d:v:/ w(z) Y |u(z) P w(z)Pde

Qr

5 (fmomors)” ([ )"
- (/szR“’(@dﬂf)l/pwluW;;l.

Desde que go, w € L(RY) temos que w € L®(RY) e assim,
0 < 01| < csl|"7||ullfy "
Conseqiientemente,

1/’ /
0<3(3) " <M < calully”,
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contrariando o fato de que ||u||w — 0. Isto prova nossa afirmagao. Agora, fixado ¢ > 0,
por (f3) existe § > 0 tal que

w(z)ufpt =

uniformemente para w(x)|u|P~! < 6. Em R¥\Qs(u) temos w|ulP~! < 6. Logo,

A - -
[ g puie < < [ e s
RN\ (u) wlulp RM\Qj5 (u)

8/ w? [P P |v|dx
RN

1/p' 1/p
€ (/ w\ﬂ|pdx> (/ w|v\pdx)
RN RN

ellaly ol = ellvllw-. (4.10)

IN

IN

AN

Por (f;), temos

[l pae < e [ s
Qs (u) Qs (u

i wlulp
c(A
L [ ptwlad il
fulfy™ Jose
= C()\)(]l—l—lg)

Desde que w(z)|ulP~! > § em Qs(u), temos

1 ~
L < —/ o(x)|ulP~v|wdz.
5 Q(g u

Usando a desigualdade de Holder e a imersao W — LP"(RY), obtemos

1 § (p—1)/p* o (p*=(-1))/p*
I < 5 (/ u > (/ (o]v]w)P™/® (pl))da:>
Q5 (w) Qs (u)
. P =(p—1)
1 . D) o |7
< 5 (Lumrae) ™| (] fomrsae) ™ ([ o)
0 Qs (u) RN
1 (p—1)/p" . (»*—p)/p* i 1/p*
= = ( ) (/ (ow)? /(p _p)dx) (/ |v|? dm)
0 Qs (u) RN
p/N
< ea((f) oman) g
Qs(u

p/N
/ awN/pdx) 1ol (4.11)
Qs (u
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Usando o fato de que o € LNP(w™/? RY) e [Qs5(u)] — 0 quando ||ully — 0, pelo Teo-
rema 7, temos que

p/N
(/ (aw)N/pd:E> — 0, quando |lullw — 0. (4.12)
Q5 (u)

Para estimar I, observe que pela desigualdade (4.8),
L < K" lpllon 3 = flo]lw- (4.13)

Assim, por (4.10), (4.11) e (4.13) obtemos

[f (A 2, u)

[ et <

p/N
e+ (/()(aw)N/pdw) +C(A7P)IIUII;’V_’”1] [[v]fw
Qs (u

Conseqiientemente, por (4.9) e (4.12)

F(A . PN .
% < lim |e+cs </ (aw)N/pdx> + e\, p)|Julli P =0,
lullw =0 ||ul| llullw—0 Qs (u)
ja que € é arbitrario e v > p — 1. Isto completa a demonstracao do lema. [

Lema 4.3 O operador F(\,-) é compacto.

Prova: Suponha que u, — ug em W. Mostraremos que F'(\, u,) — F(\, up) em W*.
Observe que

|F(\ un) — F(\ ug)llw= = sup |[(F(\ u,) — F(X ug),v)|

llvllw <1

= sup /RN(f()\,x,un) — f(\ z,ug))vdx

llvllw <1

IN

sup /B (fO\ zu,) — fON 2, up))vde

llvllw <1

. (4.14)

+ sup /RN\B (fON z,un) — fF(N, 2, up))vde

llvllw <1

Agora, vamos estimar a integral sobre R\ Bg. Por (f;) temos

‘/(f()\,x,un) — f(\ &, up))vdz

< /(]f()\,x,unﬂ + | (A x,uo)|)|v|de (4.15)

< QC(A)/a]v]d:c—l—c()\)/p(!unl'y—i—|u0\7)\v|dm,

onde as integrais estao sendo tomadas em RY\ Bg. Por (4.5) temos

A\ VY
/ ololdz < K (/ ") ) 1ol
RN\Bg RN\Bg
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ou

) 1/p
/ olvlde < ( / WMD) g dx) lollw,
RN\Bgr RM\Br

dependendo se o satisfaz (i) ou (ii) em (f2). Assim, fixado € > 0 existe R; > 0 tal que
20(/\)/ ololde < Slolw, VR > Ri. (4.16)
RN\BR 4
Por (4.8) obtemos
/ﬂ(lunW +[uo|")vldz < Kol s ooy ) 1ty + ol ) v
Desde que p € L (RY) e (u,) é uma seqiiéncia limitada em W, existe Ry > 0 tal que
£
C(A)/ pllun|” + [uo[fvlde < Zvllw, VR = Rs. (4.17)
RN\BR 4

Tomando Ry = max{R1, R}, por (4.15), (4.16) e (4.17) temos

/ FOuzun) — FOuzu)| < Slolw, VYR > R (4.18)
N5 2

Agora vamos estimar a integral em Bp,. Desde que u,, — ug em W, temos que u, — g
em LP(Bpg,). Pelas condigoes (f;) e (f2), o operador de Nemytskii N; estd bem definido
de LP(Bpg,) em L (Bg,) e é continuo. Assim,

NfN 2, up) — f()\,m,uo)HLp/(BRO) — 0, quando n — ooc. (4.19)

Usando a desigualdade de Holder e a Observagao 1, temos

< Hf(Avxvun) - f(>‘7$7UO)HLP'(BRO)HUHLP(BRO)

< OHf()‘?xaun) - f(/\7$7u0)|lLP’(BRO)||U||W'

/B (f()‘7x7 un) - f(/\7 I,Uo))v

Por (4.19) existe ny € N tal que

< —|vllw, Vn >ne. (4.20)

/B (FO 1) — FO0 2, w0))0

Com (4.14), (4.18) e (4.20) concluimos a prova. |

Definigao 4.1 Dizemos que o par (A\,u) € Rx W é uma solugdo fraca (ou simplesmente
solugdo) do problema (4.1) se

J(u) = AG(u) — F(A\,u) =0 em W™ (4.21)
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Como vimos no Capitulo 3, se g satisfaz (G) entdo o problema de autovalor (4.2)
tem um par de autovalor e autofungao principal (A1, u1), com A; > 0 sendo um autovalor
simples e isolado e u; > 0. Se g satisfaz (G~), entdo o problema (4.2) tem dois pares
de autovalores e autofungoes principais (A, u)), (A\{,u]) com A\] < 0 < Af autovalores
simples e isolados e 0 < uy,u] € W. Além disso, vimos que toda autofuncio associada a
um autovalor \g € (0,00)\{\]} muda de sinal em RY. Andlogo para A\ € (—o0,0)\{\] }
se \] existir.

Consideremos o operador Ay : W — W* definido por
Ay=J =G —F(\-).

Assim, mostrar a existéncia de solugoes fracas para o problema (4.1) é equivalente a
encontrar solucoes para a equacao
Ayx(u) = 0. (4.22)

Vamos verificar que a nocao de grau “Deg”, definida nos resultados preliminares, esta bem
definida para o operador Ay, com X = W. Para isto, precisaremos estabelecer alguns
resultados auxiliares.

Lema 4.4 O operador J : W — W* satisfaz a condigio a(W).

Prova: Assuma que u, — ug em W e
0

lim sup(J(uy,), u, — ug) < 0.

Desde que lim,, o (J (ug), un, — ug) = 0, temos
0 > lim Sup<J(un> - J(U0)7 Up — uO)

n—oo

) ) (4.23)
= limsup/ (IVun [PV, — [Vue[P~*Vug) V(u, — ug).
RN

n—oo

Se u,v € LP(RY), pela desigualdade de Holder obtemos

/ (JulPu = [o[P~%0) (u — v)dr = / (JulP + [oP = |[uP"?u0 — JoP"%vu) do >
RN RN

1/p 1/p 1/p' 1/p
> / (|u|P + |v|P) dx — (/ |u|pdm> ( |v|pdm) — (/ |v|pdm) (/ |u|pdx)
RN RN RN RN RN
1/p' 1/p’ 1/p 1/p
= < \u|pdx> - </ |U\pdx) </ |u|pdaj) — (/ |U|pdl’> > 0.
RN RN RN RN

Assim, para todo n € N,

/ (|Vun P>V, — [Vue[P~*Vug) V(u, — ug)da >
RN

1/p' 1/p' 1/p 1/p
> ( ]Vun\pd:c) — < |Vu0|pda:> < |Vun]pdx> - </ \Vu0|pdx) > 0.
RN RN RN RN

65



Isto juntamente com (4.23), implica na convergéncia

/|Vun|pdx—>/ |Vug|Pdz.
RN RN

Dessa forma, u, — ug € ||t,|pre — |[uol|prr. Sendo D um espaco de Banach uniforme-
mente convexo, pelo Teorema 4 temos que u, — uo em DP. Devido & equivaléncia das
normas, u, — ug em W. Portanto, J satisfaz a condigao a(W) e o lema esté provado. B

Lema 4.5 O operador Ay : W — W* satisfaz a condi¢ao a(W).
Prova: Seja (u,) em W tal que u,, — up em W e

lim Sup(A)\(un)a Up — UO) < 07
ou seja,

limsup(J(u,) — AG(uy,) — F(X, uy), uy — up) < 0.

n—o0

Pelos Lemas 4.2 e 4.3, sabemos que G(u,) — G(ug) e F(\ u,) — F(X\ ug). Logo,

lim (G(uy,), u, —up) = 0= lm (F(\ up), un — up).

n—oo n—oo
Conseqiientemente,
lim sup(J(uy,), u, — up) < 0.
n—oo
Pelo Lema 4.4 obtemos que u,, — ug em W. |

Agora observemos que sendo A, um operador continuo é também demicontinuo. Além
disso, desde que J, G e F(),-) sdo operadores limitados, Ay é limitado para cada A € R,
ou seja, aplica conjuntos limitados de W em conjuntos limitados em W*. Assim, segue
dos Lemas 4.4 e 4.5 que

Deg(A,, D, 0),

onde D C W é aberto, limitado e tal que A,(u) # 0 para qualquer u € dD, estd bem
definido para qualquer A € R.

4.2 Bifurcacao a partir de )\,
Definicao 4.2 Seja £ =R x W munido com a norma
1/2
[Ovw)lle = (AR + [ull}) ", () € E. (4.24)

Dizemos que
C={(\u) e E:(\u)é solucao de (4.1),u # 0}
¢ um ramo de solugdes nao triviais de (4.1) se € um conjunto conexo com respeito a

topologia induzida pela norma (4.24). Dizemos que (Ap,0) € R x W ¢ um ponto de
bifurcacao de (4.1) (no sentido de Rabinowitz) se existe um ramo de solugdes nao triviais

de (4.1), C, tal que (\o,0) € C e C ou € ilimitado em E ou existe um autovalor X # Ao,
tal que (\,0) € C.
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Para mostrarmos que (A1,0) é um ponto de bifurcagao de (4.1), vamos primeiramente
estabelecer o seguinte resultado.

Lema 4.6 Suponha que ndo existe um subconjunto de CU{(\1,0)}, conezo e fechado, ao
qual (A1, 0) pertenca e satisfaga:

(1) seja ilimitado em E, ou
(ii) contenha um ponto (/):, 0) # (A1,0), onde X € um autovalor de (4.2).

Entéo existe um conjunto aberto e limitado O C E tal que (A\,0) € O, 00N C=0 e O
nao contém solugoes triviais exceto as que pertencem a B:(A1,0), 0 < & < g9, onde ey € a
distancia de Ay ao conjunto {\ € R : X\ € autovalor de (4.2)}\{\1}.

Prova: Sendo ) isolado, 9 > 0. Denotemos por Cy, a componente conexa de (A, 0)
em C U {(A\;,0)}. Por (i), temos que Cy, é limitado. Afirmamos que C, é um conjunto
compacto. Com efeito, seja (\,, u,) uma seqiiéncia em Cy,, passando a uma subseqiiéncia
se necessario, podemos assumir que A, — Ao € U, — ug. Pela definicdo de C temos

Ay, (uy) = J(uy) — MG (up) — F(Ap,u,) =0,  VneN.
Conseqiientemente,
(J(Un), un — up) = A (G (up), up — ug) — (F(Ap, up), up —up) =0 Vn €N.

Segue dos Lemas 4.2 e 4.3, que G(u,) — G(ug) e F(An,un) — F(Xo,up) em W*. Logo,
limy, oo (G (1), ty — ug) = limy, oo (F'( Ay, ), uy, — ug) = 0 e assim,

Ji_)n;O(J(un),un —ug) = 0.
Agora, usando o Lema 4.4 obtemos que, u,, — uo em W. Sendo C,, um conjunto fechado,
(Ao, up) € Cy, e portanto Cy, é compacto.

Por (ii), Cy, ndo contém pontos da forma (X, 0) onde X é um autovalor de (4.2). Observe
que se \p nao é um autovalor de (4.2), entdo (Ao, 0) é uma solugao isolada de (4.22) (isolada
no sentido de que nao existe uma seqiiéncia de solugoes nao triviais que converge para
(X0,0)). De fato, suponha que existe uma seqiiéncia (A,,u,) em R x (W \ {0}) tal que
An — Ao, |Junllw — 0 e Ay, (u,) = 0. Fazendo v,, = u,/||un|lw, a menos de subseqiiéncia,
podemos assumir que v, — vy para algum vy € W. Assim, obtemos

S (A, 2, un)

RN|VUTL’P—2VU”V(,OCZJ} - )\n/RNg’Unlp_Z’UngOde; - n Hu ||p_1 (pdx — 0’ vgp c W (425>
nllw

Conseqlientemente,

/ <|V'Un|p_2vvn - |va|p_2vvm) V(,Odl'—/ g ()\n|vn|p_2vn - )\m|vm|p_zvm) ‘;Dd:lH_
RN RN

[ fQwruw)e N

RN Hun”ZIZI;l RN HUMHZI;I

>\m7 ) m
fOm 2 tm)@ Yo W,
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Fazendo ¢ = v, — v,,, usando (4.3), a compacidade do operador G, a Proposicao 4.3 e o
fato de que (v,,) é limitada e A, — Ag, obtemos

/ Vv, — Vo, |[Pde < Cp/ (|an\p*2an — ]va|p*2va) V(v — vp)dz — 0
RN RN

quando m,n — oo. Logo, (v,) é uma seqiiéncia de Cauchy em W e conseqiientemente,
v, — vo. Fazendo n — oo em (4.25) e usando novamente (4.3) e a continuidade dos
operadores J e GG obtemos

/ |Vuol|P2Vug Vi = /\0/ glvolP v, Vo € W. (4.26)
RN RN

Desde que ||v,|lw = 1 para todo n € N temos ||vg|lw = 1. Isto contraria o fato de que
Ao nao é autovalor de (4.2). Portanto, para 7 < €y suficientemente pequeno, existe uma
y-vizinhanca U, de Cy, que nao contém solugdes (A,0) de (4.22) para A — Aq| > 7.

Seja K = U7 NC. Desde que C é localmente compacto em E (repetindo a prova de que
Cy, é compacto, vemos que todo subconjunto limitado de C é compacto), K é um espaco
métrico compacto com a topologia induzida por E e por construcao

C\, NOU, = 0.

Sendo C,, a componente conexa de (A;,0), ndo pode existir um subconjunto conexo e
fechado ligando os fechados disjuntos A = Cy, e B = 90U, NC. Dessa forma, pelo Lema 34
existem K7, Ky C K compactos disjuntos tais que A C Ky, BC Ky e K = K1 U K,. Se
K5 = () terfamos B = U, NC = () e assim, podemos tomar O = U,. Se K, # (), podemos
tomar O como sendo uma (-vizinhanca de K; em E, onde (8 é menor que a distancia
entre K, e K,. Por construcio temos 0O NC = ) e isto completa a prova do lema. [ |

Agora podemos estabelecer o principal resultado deste capitulo.
Teorema 4.1 Assuma f satisfazendo (f;) — (f3) e g satisfazendo a condi¢ao (GT). Entao
(A1,0) € um ponto de bifurcagao de (4.1), onde Ay > 0 € o autovalor principal do problema
de autovalor (4.2).
Prova: Considere o operador
Ax(u) = J(u) = AG(u) = (1/p)A'(u) — (\/p)B'(u).
A demonstracao deste teorema consiste de trés passos, como segue

e No passo 1, provaremos que
Ind(A,,0) =1, A€ (0,\),
Ind(A,,0) = —1, A€ (A, A +0).

e No passo 2 mostraremos que as aplicagoes g,\ e A, sao homotdpicas sobre B, para
r > 0 suficientemente pequeno e A € (0, A\; +6)\{ A1}
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e O passo 3 é uma variacao da prova do Teorema de Bifurcacao Global de Rabinowitz
(veja [25], Teorema 1.3). Supondo que (A1, 0) ndo é um ponto de bifurcacao de (4.1),
teremos uma contradicao com os resultados obtidos nos passos anteriores.

Passo 1. Desde que g satisfaz (G%1), temos [px glu|Pdz > 0 para qualquer u € W. Se
Jan glulPdz = 0, entdo
(x(u), u) = / Vuldzr >0, Yu e W\{0}.
RN

Se f]RN glulPdz > 0, pela caracterizagao variacional de \; temos
Jan [VulPdz
Jaw glufpdz
Assim, para A € (0, ) e u € W\{0} temos

(st = |

R

A1 <

|VulPdx — )\/ glu|Pdx > (1 - i) / |VulPdz > 0. (4.27)
N RN )\ RN

1

Portanto o grau B
Deg(4y, B,(0),0) (4.28)

estd bem definido para qualquer A € (0,\;) e r > 0 e ainda, pelo Teorema 29 obtemos
Deg(Ay, B,(0),0) =1, Vr>0, Xe(0,)\).

Conseqiientemente, B
Ind(A,,0) =1, A€ (0,\). (4.29)

Desde que \; é um autovalor isolado, existe 6 > 0 tal que o intervalo (A1, \; + J) nao
contém nenhum autovalor do problema (4.2). Entao

(Ax(u),u) #£0, YueW\{0}, A& (\,A+9), (4.30)
e o grau (4.28) estd bem definido também para A € (A1, A\; +§). Afirmamos que
Ind(A,,0) = -1 para A€ (A, A\ +0).
De fato, fixemos R > 0 e consideremos uma funcao de classe C*, 1 : R — R tal que

0, parat < R,
() = { i—‘f(t —2R), parat > 3R,

1 positiva e estritamente convexa em (R,3R). Definamos o funcional ¥, : W — R por

su) = - (J(a) ) - §<G<u>,u> U0 () )
e U (u) = “A(u) — 2 Blu) + (L A(u))
p p p '
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Observe que V) é continuamente Fréchet diferenciavel, ja que A, B e ¥ o sdo. Além disso,

A
(V3(0), ) = (A (1), 9) = S(B (1)) + 0/ AW A (W), ).
Assim, ug € W é um ponto critico de ¥, se, e somente se,
/ o A /

Neste caso, ug = 0 ou ug é uma autofun¢ado do problema (4.2) associada ao autovalor
A (144" ((1/p)A(uyg))). Sendo ¢ uma fungao nao decrescente, temos ¢'(t) > 0 para todo

t € R. Logo,
A

<
1+ 97 ((1/p) A(uo))
Como \; ¢é o tnico autovalor de (4.2) neste intervalo, se uy # 0 devemos ter
A
(144" ((1/p)A(uo)))

Pela simplicidade de Ay, temos ug = tu; para algun ¢t € R, onde u; > 0 é a autofuncao
principal. Como A € (A1, A\ +9), temos A/A; —1 # 0 e também A\/A; —1 # 25/\;. Assim,
desde que

0 §>\<)\1+6

- )\1.

A no
3, L=V Aw), (4.31)

obtemos (1/p)A(ug) € (R,3R). Concluimos dai que uy é um ponto critico de U, se, e
somente se, é um multiplo de uy, (1/p)A(ug) € (R,3R) e (4.31) é valido.

Sendo 1 estritamente convexa em (R,3R), temos 1)’ injetiva neste intervalo. Entao
existe um unico ¢ € (R,3R) tal que ¢'(t) = A/A\; — 1. Assim, tomando ¢, tal que
t = (1/p)|to|PA(uq), temos que ug = +tou; é um ponto critico de W,. Portanto, para
A€ (A1, A\ +0), U, possui exatamente trés pontos criticos , —touy, 0 e touy, os quais sao
isolados.

Afirmamos que o funcional W, é fracamente semicontinuo inferiormente. De fato,
assuma que u, — ug em W. Pela Proposicao 4.4, o funcional A é fracamente semicontinuo
inferiormente e pelo Lema 3.2, B(u,) — B(ug). Desde que ¢ é nao decrescente, temos
Y(liminft,) < liminf(t,), (t,) em R. Assim,

liminf(¥y(u,)) = liminf (EA(un) — %B(un) + 1#(%14(71”)))

n—oo n—oo p
1 A 1
> z_oA(uo) — EB(UO) + W};A(UO))
= \I/)\(’LL()).

Agora observe que W, é coercivo, isto é,

lim Wy (u) = oo.

l[ullw —o0
Com efeito, j4 vimos que as normas em || - [[w e || - [[p1» sd0 equivalentes. Assim, se
|ul|w — oo entdo A(u) = [Jul%,, — co. Pela caracterizacao variacional de A;, obtemos

A(u) — M\ B(u) >0, YueW,
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ou seja,

Alu)
A
Entao podemos estimar W,. Lembrando que A € (A1, A; 4 ¢), temos

B(u) < Yu e W.

Afw) = 2 p(u) + 22

1
T L

Uy(u) = B<u>+w<}jA<u>>

> B(u) + ¥ (- A(w))
A !
T Afu) +w§5A<u>>

vV

|
&
_l_
=

=
S
S

W) > —— A+ 2 <%A(u) - 23) _ %A(u) _ ‘li—lR |

Portanto, limy|, —oo U, (u) = oo e Wy é coercivo. Pelo Teorema 5, ¥ atinge o infimo em
W. Pela definicao de v, escolhendo t € R suficientemente pequeno tal que

([P~ /p)A(wr)) < R,
obtemos

e 1!

\Il,\(tul)

(A(ur) — AB(uy)) <

Sendo ¥, (0) = 0, o minimo nao ¢ atingido no ponto zero. J& que ¥, é par, o minimo é
atingido exatamente em —tguy e tou;. Pelo Teorema 31, obtemos

Ind(\I/')\, —toul) = Ind(\I/'/\, t()ul) =1, A€ (/\1, AL+ 6) (432)

Usando ainda a caracterizagdo variacional de A\; e as defini¢oes de ¢, A" e B’, para
A € (A1, A1 + 0) obtemos

(Wh(u),u) = Alu) —AB(UHW%A(U))A(U)

= A(w) — MB(w) + (A — N B(u) + w'<]§A<u>>A<u>
(M — \)B(u) + w'<]§A<u>>A<u>
A=) pfw) 0/ A Alw)

§ 1 P

1
> —A—IA(U)W(]—QA(U))A(U)-

v

Y]

Se (1/p)A(u) > 3R, entdo

) 20 )
(W (u),u) > —A—lA(u) + A—lA(u) = A—lA(u) — 0o quando |jul|lw — oo.
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Portanto, (V) (u),u) > 0 para v € W com |u|lw = k, & > 0 suficientemente grande.
Assim, o Teorema 29 implica que

Deg (¥, Bx(0),0) = 1. (4.33)
Escolhendo k suficientemente grande, de forma que +tyu; € By, temos, pelo Teorema 30
Deg (W), Bg,0) = Ind(V), —tou1) + Ind(¥), 0) 4+ Ind (¥, touy).
Assim, por (4.32) e (4.33) obtemos
Ind(¥),0) = -1, A& (A, A1 +0). (4.34)

Além disso, pela definicao de v, para u € B, C W com r > 0 suficientemente pequeno,
temos ¥ ((1/p)A(u)) = 0. Dai ¢'((1/p)A(u)) = 0 para todo u € B,. conseqiientemente,

(). 0) = 3 (X)) = (B, ) = (B ) . Vo€ W, ue B,
Logo,
Ind(¥},0) = Ind(A,,0). (4.35)

Entao, de (4.34) e (4.35) obtemos
Ind(A,,0) = -1, A€ (A, M\ +0), (4.36)
como afirmamos. Assim, (4.29) e (4.36) concluem o passo 1.

Passo 2. Mostraremos que as aplicagoes A} e A, sado homotépicas sobre B,.(0) (veja
Definigao 15), para r pequeno e A € (0, A\; +J)\{A1}. Observe que os operadores Ay e A,y
sao de classe Ay(B,,dB,), ji que sao continuos, limitados e satisfazem a condigao a(W).
Afirmamos que, Ayu # 0 e Ay # 0 para todo u € 0B,(0) e r suficientemente pequeno.

Por (4.27) e (4.30) temos
(Ayu,u) 0 Vu e W\{0} e Xe (0, +6)\{A\ ).

Agora suponha que existe uma seqiiéncia (u,) em W tal que ||u,|lw — 0 e Ax(u,) = 0.
Fazendo v,, = u,/||un]|w, obtemos

fA x,uy)

_ - ¥
RN|an\p Vo,V — )\/RNg\vn\p Ungp — AT =0, YpeW. (4.37)
nllw

Seguindo o mesmo argumento usado na prova do Lema 4.6, obtemos facilmente uma
contradigao. Portanto, existe r(A) > 0 tal que Ay (u) # 0 para todo u € 9B,, r < r(A).
Agora defina H, : [0,1] x B,.(0) — W* por

H(t,u) = tAy(u) + (1 — ) Ay (u) = J(u) — AG(u) — tF(\ ), (4.38)

onde r < r(A). A familia H(t,-) satisfaz a condigao a(()t)(ﬁBT). De fato, sejam (t,) em
[0,1] e (u,) em (0B,) seqiiéncias tais que

Uy, = ug e lim (Hy(tn, un), uy — ug) = 0.

n—oo
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Desde que G(uy,) — G(ug), F(A un) — F(\ug) e (t,) ¢ limitada, obtemos

0 = lm (Hx(tn, un), un — up)

n—oo

= lim [(J(un), un —up) — (G(un), un — up) — tn(F' (A, up), Uy — up)]

n—oo

= nh_)n;o((](un), Up — Up).
Pelo Lema 4.4, concluimos que u,, — ug em W.

Afirmamos agora que H,(t,-) satisfaz as condigées (a’), (b’) da Definigao 15. Com
efeito, Hy(t,u) # 0 para todo u € 9B,(0) com r < r(\) e t € [0,1], Hy(0,-) = A,
e Hy(1,-) = Ay, de modo que (a’) é satisfeito. Para mostrarmos que (b’) também é
satisfeito, é suficiente observar que para quaisquer seqiiéncias (t,) em [0, 1], (u,,) em 9B,
tal que t,, — to e u,, — ug em W, a seqiiéncia Hy(t,,u,) converge para Hy(to, ug), gragas
a continuidade dos operadores J, G e F'.

Assim, as aplicacoes Ay e Ay sao homotopicas e pelo Teorema 27, obtemos

Deg(Ay, By, 0) = Deg(Ay, B,,0), Vr < r()\). (4.39)
Portanto, por (4.29), (4.36) e (4.39) obtemos

IHd(A,\,O) = 1, AE (O, )\1)

Ind(A4,,0) = —1,  Xe (A, A\ +0). (4.40)

Passo 3. Afirmamos que A\; é um ponto de bifurcacao. De fato, suponha por absurdo
que esta afirmacao seja falsa. Neste caso, tomemos O e v dados pelo Lema 4.6. Defina o
conjunto

Oy:={ueW : (\u) €O}

Para 0 < |A—A;| <7, (A, 0) é uma solugao isolada de (4.22) ja que A ndo é um autovalor
de (4.2). Desta forma, existe um p(\) > 0 tal que (A, 0) é a tnica solugao de (4.22) em
{A} x B,»)(0), onde B, (0) C W. Assim, temos Ay(u) # 0 para todo u € d(B,»)(0)).
Além disso, Ay(u) # 0 para todo u € 00, ja que se u € O, entao (A, u) € 9O e pelo
Lema 4.6 temos 00 N C = 0. Logo, Ay(u) # 0 para todo u € (O — B,»)(0)). Seja
p(A) = p(A1 + ) para A > A\ + v e p(A) = p(A; — ) para A < A\; — . Escolhendo
p(A1 +7) e p(A; — 7) suficientemente pequenos, podemos assumir que B,,)(0) N Oy = 0
se [A—X;| > 7. Neste caso temos Oy — B,»)(0) = O,. Sendo dONC = ), temos A, (u) # 0
para todo u € 9(Oy — B,)(0)) = 00,. Assim, obtemos

Ax(u) #0 para todo u € 9(Oy — Byy(0)), A # A,
conseqiientemente, o grau Deg(Ay, Oy — B,)(0)),0) estd bem definido. Afirmamos que

Deg(A,\, O,\ — Bp()\)(())), 0) = O, A 75 )\1. (4.41)

Seja A > \;. Desde que O é limitado, podemos escolher \* suficientemente grande tal que
(1, u) € O implica que p < \*. Seja

p=inf{p(0); A <O < \'}.
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Claramente p > 0. Entdo & = O — ([A\,A*] x B,(0)) é um conjunto aberto limitado em
(A, A*] x W e Ag(u) # 0 para todo (0, u) € OU (em [A, \*] x W). Logo,

Deg(A(-,-),U,0)

ou seja, o
Deg(Ag, (99 — Bp, O)

estd bem definido para A < 6 < X*. Tomando H(t,u) = Apya—pa-(u), vemos que H é
uma homotopia admissivel entre Ay e A, logo,

Deg(Ag, Op — B,,0) = constante, A <0 < \*. (4.42)
Desde que, pela escolha de \*, Oy« — Fp = (), obtemos
Deg(A}, O — B,,0) = 0. (4.43)
Assim, as equagoes (4.42) e (4.43) implicam
Deg(Ax, Oy — B,,0) = 0. (4.44)

Desde que Ay ndo tem zeros em {A} x (B, — B,), a equacao (4.44) e a aditividade do
grau implicam em (4.41) para A > \;. Para A < \;, argumentos similares sao usados e
assim, (4.41) é vélido.

Usando ainda a invariancia homotopica do grau, obtemos

Deg(Ay, Oy, 0) = constante, |X — A\i| < e. (4.45)

Considere \; —e < A < \; < A < \; + &. Pela aditividade do grau e o fato de que (,0)
¢ uma solucao isolada de Ay(u) = 0 se A nao é autovalor de (3.1), obtemos

Deg(AA, OA? 0) = Deg(AA, BP(A)’ O) + Deg(AA, OA — Ep(é), 0),

= Ind(A,,0) + Deg(Ay, Oy — By, 0)

B (4.46)
Deg(AX , Ox, 0) = Deg(A; , BP(X)’ 0) + Deg(AX , OX - Bp(X)v 0)
= IIld(Ax, O) + Deg(AX N OX — Ep(X)? 0)
Combinando as equagoes (4.41) e (4.46) obtemos
Deg(Ay, 05,0) = Ind(4,,0),
Deg<AX ) OX? 0) = IHd(Ax, 0)
Assim, por (4.45)
Ind(A,,0) = Ind(Ax, 0). (4.47)
Entretanto, por (4.40) temos
Ind(A,,0) =1 = —Ind(Ay,0). (4.48)

Assim, temos uma contradic@o e portanto (Ay, 0) é um ponto de bifurcagao para a equagao
(4.22), ou seja, para o problema (4.1), como queriamos demonstrar. [
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Teorema 4.2 Assuma f satisfazendo (f;) — (f3) e g satisfazendo a condi¢io (G~). Entdo
a conclusdo do Teorema 4.1 permanece vdlida para o autovalor principal . Além disso,

o autovalor principal A\{ < 0 do problema de autovalor (3.1) é um ponto de bifurcagdo de
(4.1).

Prova: A demonstracao segue os mesmos passos do Teorema 4.1. [
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Apeéendice: resultados
complementares

Neste apéndice demonstraremos alguns resultados usados no decorrer deste trabalho.
Para provarmos o primeiro resultado precisaremos de alguns lemas.

Lema 4.7 Sejam p € [1,4+0) e a,b € [0,+00). Entdo,
(a+Db)P < 2071 (aP 4 bP). (4.49)

Prova: Se a = 0, (4.49) é 6bvio. Caso contrario, (4.49) pode ser escrito na forma
(1+2)? <2711+ 2P) onde 0 < x = b/a. Agora, considerando a fungao f : Rt — RT
definida por f(x) = (1 + x)?/(1 + zP), temos que

f(O)zlszIiloof(x), e f(z)>1, se0<z<o0.

Portanto, f atinge um mdximo em seu tnico ponto critico, z = 1. Como f(1) = 2P~
obtemos (1 4 x)? < 2P71(1 4 P), o que prova o lema. [

Lema 4.8 i) Se p € [2,+00), existe > 0 tal que
127722 = |y ~2yl < Blz — yl(lel + [y])"™*, Yy, z €RY.
ii) Se p € (1,2], existe 3 > 0 tal que
[|2|P22 — |y|P2y| < Blz —y|P™t, Vy,zeRY.
Prova: i) Consideremos f : [0,1] — R” definida por

) =ly+tz =y >y +t(z —y)).
Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos
1 1
[ raa < [
0 0
Agora, observe que,

IF'OI< (p=2)ly+t(z— )P 2z —yl+ ]y +tz — )P 2z —yl.

Para todo t € [0, 1] temos

1217722 = [Pyl = [f(1) = f(0)] =

ly+t(z =) < |yl +tlz —y| < |yl + [z =yl < |yl + |2 + |y| <2(]2] + [y]).
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Conseqlientemente,
1
2= P2l < (=Dl =yl [yt - )P
0

< G=l=l [ RO+ P2
= % 2(p— 1)z —y|(|2] + |y|)*%,

ou seja,
1217722 = JylP~2yl < Blz = yl(12] + [y,
com 3 =2P"2(p —1).

ii) O caso p = 2 é imediato. Para p € (1,2) notemos inicialmente, que

= (l2P7") + (") = 21272 lylP (2, v)
= |lzPP7 =y 202y PRy = 202 P Ryl )
= [P = [y P+ 20y 2 ] = (2,)),

— — 2
|27z = [y [P~y

para todo z,y € R¥\{0}. Seja r € (0,00). Tomemos C, = 1 se r € (0,1] e C,, = 217" se
r > 1. Afirmamos que

a" +b">C.la+b)", Ya,be0,00). (4.50)

Com efeito, para r > 1, pelo Lema 4.7 temos (a + b)" < 2" Y(a" +b") = C,.(a" +1"). Para
r € (0,1], a fungao f : [0,00) — R dada por f(z) = (x +b)! —a' —b" com t € (0,1) e
b € [0,00) satisfaz f(0) =0e f'(z) <0 Vz € [0,00), pois, supondo f'(z) > 0 obtemos a
contradi¢ao b < 0. Logo, a"+b" > (a+b)" , o que prova a afirmagao. Com esta afirmagao
provaremos que para r < 1 vale a seguinte desigualdade

la]” = [o]"| <|a—b" Va,beR". (4.51)

De fato, por (4.50) temos |a — b]" + [b]" > (la— b+ [b])" > |a|" o que implica que
la —b" > |a|" — |b|". Analogamente, |a — b|" + |a]” > (la— b+ |a|)” > [b|" implica
|a — b|" > |b|]" — |a|". Assim, }|d|’" - ]B|T| < |a—b|" e (4.51) é valido. Agora vamos provar
que ii) é vélida. Se y = 0 ou z = 0, é trivial. Podemos, entdo, supor y, z # 0. Utilizando
(4.51) com r =p—1, a = z, b =y, obtemos

- - 2 - —1|2 — — <Z7y>
217722 — |yl 2y|” = [|elP = [yl 202yl 1<1_ |Z||y|>
- 1y (z,9)
< fm o s (1- 2
p—1 2—p
— |z _y|2(p—1)+2|z|p—1|y|p—1 1— <271/> 1— <Zay>
BN |2[]y|

<z =y +2(Jzlly| — 2y) T 22
1
< |z — y|2(1’*1) + Q%V _ y’2(p71)22fp

— (1 + 22(2_p)) (|z — y|p_1)2
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que implica em ii) com 3 = (1 + 22(2*1"))1/2 . Deve ser notado que na pentltima desigual-
dade utilizamos —1 < (z,3)/(|z||y|) < 1, e na dltima, usamos o fato de que (|z| — |y|)* > 0,
ou seja, |z — y[*/2 > |2|ly| — (z,y). n
Proposicao 4.3 i) Sep € (1,2], entao vale:

(2l + D7 (222 =yl 2y 2 —y) > |z —yl?,  Vy,z €RV.

ii) Se p € [2,+00) entdo vale:
(222 = [yl Py, 2 —y) > Cplz =y, Vy,z€RY,
onde C,, = min{27'77 5277},

Prova: O caso p = 2 é imediato. Igualmente simples, quando z = 0 ou y = 0. Podemos
entao supor p # 2 e z,y # 0. Denotemos

rp(y,2) = (|2[P7%2 = yP Py, 2 — y)

e, por simetria, podemos tomar |z| > |y| > 0. Escrevamos y = 3z 4+ yw, onde w # 0 é um
vetor ortogonal a z e 3,7 € R. Dal,

<ya Z) = 5<Z7Z> + ’7<wa Z) = 5|Z|27

donde
MS%SL (4.52)
z
Por outro lado, temos
(Y, 2) = |2l = 2Py, 2) — [yl (s 2) + [yl

= [elP +1yl” = B ([P + [yI"7?) |2 (4.53)

i) Dessa tultima igualdade, temos
rp(y,2) = 2P = [yl e = Blel” + BlylP Rz + [y Rz = 28[ylP 2 + [yl

= |2l = [yP2 12" = Blal + Byl 2 + [yl ” — 20yl" ™y, 2) + [yl
= 2P = P22 = Blal + Blyl 2 + ylP (e =y, 2 — y)
= (1=8) (|27 = lyP?) 2 + [yl 2l — o). (4.54)

Agora, usando (4.52), temos

2 —y|

oy, 2) > [yl |z =yl > W'

Dai resulta a desigualdade desejada.

ii) Dado 3 < 0, a igualdade (4.53) e a desigualdade (4.50) implicam

rp(y,2) > |27 + [y[P > 2"7P (|2 + |y|)P > 2P|z — yP > K(p)|z — y|*.

78



Para € (0,1/4), usando (4.53) e |y| < |z|, temos
rp(ys2) = [P+l = B (1272 + [P 12 = |2 + [y P — 28]

1 1 1
> (1-28)|2 2 S1al = (12 + |27) 2 Z(1=P + lyP)

v

1
12 PP+ lyl) = 27 Pz =yl = K(p)lz =yl
Finalmente, para 3 € [1/4, 1] em (4.54), temos evidentemente

ro(y,2) > y[P%|z — y*.

Desde que

B (4.52)
ly| Y| ly| 5

concluimos que

p—2 2 p—2 2—p p |z—y| 2P p
(Y, 2) > |yl =yl = P — TP~y = |z =y

Y|

> 527P|z —yP > K(p)|z — y?,

como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 4.4 Os funcionais A, B : D' — R, definidos por

A(u) = l[ullprs

B(u) :/ g(x)|u|Pdx
RN
sio de classe C' e A é fracamente semicontinuo inferiormente.

Prova: Vejamos primeiramente que A é de classe C! .

i) Ezisténcia da derivada de Gateaur de A.

Sejam u e ¢ € DY(RY). Defina f: (0,1) — R por f(t) = |Vu + tVp[P. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe ¢y € (0,t) tal que f(t) — f(0) = f'(to)t. Podemos escrever ¢, = et,
onde € € (0,1). Temos,

d

N 2
! _ 2 _ p—2
') =— (Z(U'x +t¢a,) ) pIVu + tVeP*(Vu + tVe, V),

i=1
assim
[|Vu+tVelP — |VulP|

n = p |[Vu+etVeP2|(Vu + ctV, Vo)

< p (IVul + [Ve)P(IVul + Vo))Vl

= p (|[Vu|+|Ve|)P ' |Vyl.
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Usando a desigualdade de Holder obtemos, para 1/p+1/p' =1,p' =p/(p — 1),

1/p 1/p
p [ (VU + 9l Vilir < p( / <|Vu|+|W|>de) < / |Vs0|”daf>

< Q.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

_ p_ p
lim Au + to) — A(u) _ lim/ |[Vu+tVpl? — |Vul i
RN

t—0 t t—0 t

t—0

= lim [ p|Vu+etVe|P*(Vu + etV, Vo)dz
RN

= p/ |VulP~2(Vu, V)da.
RN

Alu+tp) — A(u)

Escrevendo Al (¢) = lim , temos A/, : D' — R linear e limitado ja

que =0
4,()] < p [ulpy ¢l = Cullpllors ¥ o € D',

onde C, é uma constante que depende de u. Assim, A é Gateaux-Diferenciavel.

Agora consideremos o espaco produto X = HZN:1 LP(RY) munido da norma

N 1/p'
[flx = (Z ||fz-|ri;/> para f= (-, fw) €&
i=1

Definamos h = (hy,...,hY) : DY — X por h(u) = |Vu|P~2Vu, para u € DP.
Esta funcao estd bem definida e ¢ limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de D'? em
conjuntos limitados de X'. De fato, parai¢=1,..., N, temos

ou

%
it = [ [war=2g < [ wue = [ =l
RN x RN RN

i
Provemos que h é continua. Pela equivaléncia das normas em R”Y, podemos encontrar
uma constante C; > 0 tal que

n)y, < 01/ h[”,  VheX.
R
Seja p € (2,00) e u,v € D', Pelo Lema 4.8(i), temos
) =B < o[ W) =) =€ [ IV [V
RN RN

< Oy / Vu — Vol (|Vu| + [Vo] )P #2)
RN
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Como |Vu — Vol?' € LP/P(RN) e (|Vu| + |Vo|)P' P~ € Lp/P@-2(RN), pela desigualdade
de Holder, temos

)~ he < o [ 1vu- w)i ([, (vl +190)

< Col|Vu = VollL, (IVullr + [ Vo]l o) ¢

' (p—2)

= Collu— vl (lullprs + ollrn)” ",

implicando
[h(uw) = h@)]x < Cllu=vlpis ([ullpre + [[o]lp12) ", (4.55)

com C > 0 constante independente de u e v.
Se p € (1,2] e u,v € D' entao pelo Lema 4.8(ii) segue-se

h(u) = h()fy < O / Ih(w) = b = C; / VUV~ (Vo

< Clﬁp/ |Vu — Vol P~ = / |Vu — VolP
= Gollu = v|[pr,-

Donde
[h(u) = h(v)]x < C'flu— v}, (4.56)

com C” > 0 constante independente de u e v. De (4.55) e (4.56) segue a continuidade de h.

ii) Provemos agora que A é Fréchet diferencidvel em u € DYP, com
(A'(u),v) =p /R N |VulP"2VuVudz. (4.57)
Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos
Alu+v) — A(u) — p/RN |VulP2VuVu =

= / (|Vu+ Vol? — |Vul’ — p|VulP*VuVv) do
RN

1 1
:/ (/ —|Vu—|—th|pdt—/ p|Vu|p_2Vqudt> dx
0

/ / ( \Vu + tVo|Pdt — p|Vu|p_2Vqu) dt dx
RN

= / / (pIVu + tVoP(Vu + tV0) Vo — p| VulP*VuVv) do dt
0 RN

— p/ol /RN(h(u + tv) — h(u))Vu dx dt.
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Agora, pela desigualdade de Hélder e pela equivaléncia das normas em RY, temos

Alu+v) — A(u) — p/ |VulP?VuVu
RN

1
< p/ / |h(u+ tv) — h(u)| | Vu|dzdt
0 JRN

: 3
< p/ (/ |h(u+ tv) — h(u)|p,dx) V|| Ledt
0o \JRr¥N

= pllvllprr (/01 1w + tv) — h(u)HLP’dt)

< cpllvllprs (/Ol[h(u +tv) — h(U)]th) ,

com ¢ > 0 constante independente de u e v. Logo,

|A(u +v) — A(uw) = p [on [VuP2VuVo|

[][prs

< cp/o [h(u + tv) — h(u)]xdt.

Agora, fazendo v — 0 em D'P na tltima desigualdade, e aplicando o Teorema da Con-
vergencia de Lebesgue (pois h é continua e limitada) concluimos que A e Fréchet diferen-

ciavel e que (4.57) é valido.

iii) Afirmamos agora que A’ : DY? — D=L ¢ continuo. De fato, pela continuidade

de h, é suficiente mostrarmos que

1A (1) = A'(W)|p-10v < Clh(u) = h(v)]x, Vu,v €D

com C' > 0 é uma constante independente de u,v € DIP.
Pela desigualdade de Hélder e pela equivaléncia das normas em R”, temos

(A'(u) = A'(v), w)| =

IN

<

p

/ |Vu|p2Vqu—/ Vo [P 2VoVw
RN RN

p/ |(IVu|P*Vu — [VoP 2 Vo) | [Vl
RN

p [ )= hwl[Val

p(éwaw—me);(Agnmv);

1
I

N
pc(inmmo—mwm;) IVwll,,
=1
pC [h(w) = h(o)] [wlprs,  Va,0,w € D7,

provando assim (4.58), ou seja, A ¢ continuo. Portanto A é de classe C'.

iv) O funcional A € fracamente semicontinuo inferiormente.
Sendo A continuo, pelo Teorema 6, é suficiente provar que A é um funcional convexo.
Para isto, definamos ¢ : R — R por o(t) = ptP~1 e F : [0,00) — R por

(4.58)



E claro que A(u) = F(||u||p1») para todo u € D', Logo, para provar a convexidade de A
é suficiente mostrar que F' é uma funcdo convexa. Para isto, seja z = as + (1 — a)t, onde
0<s<teac]01]. Como ¢ é monétona, temos, pelo teorema da média para integrais,
que

F(t) = F(2) > (t — 2)p(2),

F(z) = F(s) < (z = s)p(2).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1 — «/), a segunda por (—«) e somando, obte-
mos

aF(s)+ (1 —a)F(t)— F(z) > 0.
Ou seja,

F(z) <aF(s)+ (1 —a)F(t).

Assim, F' é convexa e conseqiientemente, A também o é, como queriamos demonstrar.

Agora provaremos que B é um funcional de classe C*'. Para isto é suficiente mostrar-
mos a existéncia e a continuidade da derivada de Gateaux de B (veja [32]).

i) Existéncia da derivada de Gateauz do funcional B.

Sejam u e ¢ € DYP. Defina f : (0,1) — R por f(t) = g|u + tp|P. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe to € (0,t) tal que f(t) — f(0) = f'(to)t. Podemos escrever t, = et para
algum ¢ € (0,1). Temos f'(t) = p glu + to|P%(u + te)p. Dai

l9(lu + tp|” — [ul”)]
i

= |p glu+ et (u + tep) |

< pgl(Jul + [@])P~ el

Como (p — 1)a = p*, onde a = Np/(N —p)(p—1), e (|u| + |¢|) € LP"(RY) temos que
(Jul + |@))P~t € L*(RN). Além disso, g € LN/P(RN), p € LP (RVY) e

N=-plp=1) N-p p Np-N-p+p+N-p+p* Np_

1.
Np Np N Np Np

Assim, obtemos pela desigualdade de Holder generalizada,

p/RN gl (lul + oD leldz < p llgllvmll(ful + oD~ e ol o

Entao usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

— p_ p
o Blutto) =B L gt — Jul?)

t—0 t t—0 Jpn t

dz
= lim p/ glu + etpP72(u + tep)pdw
RN

t—0

= p / glulP Pupdz
]RN
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Escrevendo Bl (y) = lim;_ w , temos que B!, : D' — R ¢ linear e limitado,
pois

@l < KCyllpllpre ¥ ¢ € DL

-1

1B ()] < [lgll |-
onde K é a constante de imersao e C, é uma constante que depende de u. Logo B é
Gateaux-Diferenciavel.

ii) Continuidade da derivada de Gateauz de B.

Seja (u,) uma seqiiéncia em D'P tal que u, — u em D"P. Como D'P estd imerso
continuamente em L?" (RY) temos que u,, — u em LP (RY). Definindo i : R" x R — R
por h(z,s) = p|s|P~2s, temos que h é uma fungao de Carathéodory e |h(z,u)| = p |u[P~1.
Entdo pelo Teorema 13, o operador de Nemytskii N, : LP"(RY) — L%(RY) estd bem
definido e é continuo. Assim, h(-,u,) — h(-,u) em L® Dali, usando a desigualdade de
Holder generalizada, obtemos

| (B,Ln - B;) ol = ‘p/RN g (’un|P—2un — ’u|p—2u) odz

< [ lolibe. ) = e, w)lelda
RN

< llgllipsmllellor 1AC, un) = A( w)l|e = 0.

Portanto B’ : D' — D~ dado por B'(u) = B! é continuo. Conseqiientemente, B é
de classe C'. H

Proposicao 4.5 (Desigualdade de Hardy) Para 1 < p < N temos

/ P < (L)/ VulPdz,  Vue CZ(RY) (4.59)
v (L+1z))p " = \N—=p/) Jrn ’ ’ . |

Prova: Seja u € C®(RY) e o(z) = |u(x)[P/(1 + |x|)P. Usando integragao por partes

obtemos
N N
xVo(x)dr = / Tipg,dr = — / pdzx.
fowetnia=32 [ > /.
Assim,
-1
/ odr = — zV(x)dz. (4.60)
RN N RN
Por outro lado,
N
/RN:U o(x)dx Z/Rngozx

) —pﬁ:/RNfEi (%\m)”l(sg(u)um(tlﬂa’r:lx)‘); |U’xi/’x‘)das

B T O S Y G
rv\ 1 + |z 1+ |z| rv\1+|z| ) 1+ |z
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Conseqlientemente,

|ul )p_l |Vul|z| /( |ul )p |z
— | 2Vepdr < dz + d
/Rf peT > p/RN(H\xy 1o TP Lo\ T 2] ) T+ e

(4.61)
|ul )p_l /( |ul )p
< Vu|dz + d
<o [ () vt [ () @
De (4.60) e (4.61) obtemos
|ul )p p < |ul )p_l p ( |ul )p
——— ) dx < = —_ Vul|dz + — d
L am) e <t Lo () wiee g [ () o
Usando a desigualdade de Holder obtemos
N-p |uf? p JulP”!
————dr < = ——|Vuld
(F) Lo < & Lo armpivie
p 1/17/ 1/p
< £(/ de) </ |Vu\pdx) |
N \Jev (1 |z]) RN
Portanto,
N — N p 1/p 1/p
(55 ()< ()
N ) p \Jev (L4 [z RN
o que implica na desigualdade desejada. [

Para provarmos a préxima proposicao precisaremos estabelecer alguns resultados auxi-
liares.

Lema 4.9 i) Sep € [2,00), entdo para cada z,w € RN, vale:

z+wl? z—wlP

1
< = p Py, 4.62
. O < S el + ) (4.62)
ii) Sep e (1,2), entao para cada z,w € RN vale:
4wl |z—wl]” 1 /=1
: o <[] (4.63)

Prova: i) Afirmamos que, para 1 < p < oo e a, b > 0, vale (a + b)? > a? + bP. De
fato, se p = 1 é imediato. No caso p > 1, consideremos a fungao f : [0,00) — R dada
por f(x) = (x +b)' —a? — b com ¢t € (1,00) e b € [0,00). Ela satisfaz f(0) = 0 e
f'(x) >0 Ya € [0,00), pois, supondo f'(x) < 0 obtemos b < 0, que é uma a contradigao.
Logo, f ¢é crescente, o que prova a afirmacao.
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Usando esta afirmacao, a identidade do paralelogramo e o Lema 4.7, obtemos

D D
z+wl|? z—wl? B z+w2 2+ z—w2 ?
2 2 N 2 2
2 2\ 5
z4+w Z—w 1 1
= 2 2 ) - (§|Z|2+§|w|2>
1 2 2\ 5 251 2\ 2 2
= — < 2 2
o7 (1= + ) E < 0% + (uP)¥)
1
= S0P+ [wP),
0 que prova i).
ii) Veja a prova em Adams [1]. |

Definicao 4.3 Um espaco de Banach X é dito uniformemente convero se para cada
e € (0,2], existe 6(¢) > 0 tal que se ||z|| = ||yl| =1 e ||z —y|| > € entdo ||z+y| < 2(1-0).

Proposicao 4.6 W ¢ um espago de Banach uniformemente convexo.

Prova: Por definicao W é um espaco de Banach. Veremos que é uniformemente con-
vexo. Dividiremos a demonstragao em duas partes.

i) Seja p € [2,00) e sejam u,v € W, com |[ul|lw = [[v]|lw =1 e |Jlu —v|lw > ¢, €€ (0,2].
Sabemos que

p o p p _ p
u+v u—v|® / (‘V(u+v) +’V(u v) )dx
2 2 n 2 2
u+vl|’ u—vp)
+ w(x + dx.
/RN ”( 2 2

Logo, por (4.62) temos

p _ p 1 1
wtolt vzl < -/ (\vu|de+|vv|p)+—/ w(@) (|l + [v]?) da
2 2 2 Jen 2 Jon
1 P P
- §(||U||w+||vllw)
= 1.
Assim,
u—+v P

P Hu—v

e W é uniformemente convexo.
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ii) Seja p € (1,2). Notemos que se u € W entdo |Vul|?', w"/@ Dy’ € LP~YRN).
Sejam u,v € W. Entao, (u+v)/2, (u—v)/2€ W e

/ /

P’ P’

p P
W0 | e |ute Ve g o) F )\ Ve = 0) ] gy
2 2 2 2
com 0 < p—1<1, e pelo Teorema 11, temos
g (lu+o]” u—ol o Jutol”
wr-1 + > wr-1 +
2 2 -
Lp—1 Lp—1
(4.64)
| i P
-
v 2
Lr—1
Vu+o)["  |[V(u—v)]” V(u+0) |
(w+o) V=) L lpeop]
2 2 2
Lp—1 Lp—1
(4.65)
‘V(u —0) v
2
Lp—1
Por definicao,
/ / p,
utv|”  Ju—o|f V(u+o)[ ut+v|” O\ 7
- RASELELA d
5 5 (/RN 5 $~|—/RN w(z) 5 x| +
V(u—v) u—v g

pdaz—l—/RNw(x)

o

Tomando g =p'/p=1/(p — 1), a,b € R?,

2

. /wu—l—vp/wu—vp
N RN 2 ’ RN 2
e
b — / V(u—l—v)p/ V(u—nv)|”
a RN 2 ’ RN 2 ’
usando a desigualdade de Minkowski para (R? | - [|,), temos

la+ 0l < (llally + [1ll,)*

onde |lal, = (af + a)"/9. Assim,
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p/

u—+v

IA
1
A
—

B
<
S
N+
=
=
Q.
D
~
i
+
A~
 —
>
4
ol
=
bl
Q.
8
N———
"?‘H
-
i

U+ v

N = _
dw) +</ w‘u Y
RN 2

/

/ —1
B V(u+wv)l N V(u—v)|” g N
N 2 2
Lr—1 Lp—1
: , 1
n L u—+v P n L u—uvl? g
wre— wr—
2 2
Lp—1 Lp—1

Juntando essa ultima desigualdade a (4.64) e (4.65), obtemos

/ / / / p—l
u+v|” u—vl? V(u+v)|" |V(w—0)l"
<
> > = (’ 2 T *
Lr—1
1
/ ’ —1] p—1
I IR A1 !
2 2
Lr—1
’ / —1
/ (u—i—vp u—vp>p
RN 2 2

Logo, por (4.63) temos

1

4 w 1 p—1
< /'_ﬂmp+wwmx+—/"qvmp+nmwmx
RN 2 2 ]RN

1

1 1 p=1
= (gt + 0ot )

/
u—+vl?

2

uU—v
2
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Entao, para cada u,v € W com ||ullw = [[v|lw =1 e |[u —v||lw > ¢, € € (0,2] temos

/

p/

p /
u+v u—v €\P
o s s
w w 2
e portanto W é uniformemente convexo. [

Observagao 4.1 Note que, modificando levemente esta ultima demonstracao, mostra-se
que o espago DYP(RY), munido da norma

1/p
”UHDLp = (/ \Vu‘ﬁdx) 5
RN

¢ também uniformemente convezo.
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