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Resumo

A equacao de Euler-Lagrange do lagrangiano, com a parte quadréatica fortemente indefinida,
foi estudada via o método min-max de Benci e Rabinowitz. Usando um espaco de Sobolev
de ordem fraciondria, provamos um resutado de existéncia para o seguinte sistema de duas
equacoes de Poisson semiliares acopladas, envolvendo nao linearidades com crescimento sub-

critico
—Av = f(u) em Q

(P1) =4 —Au=g(v) em Q
u=v=0 na Of)



Abstract

The Euler-Lagrange equations of Lagrangians with a strongly indefinite quadratic part
are studied by means of the direct min-max method of Benci and Rabinowitz. Using an
anlytic framework of a suitable family of products of fractional Sobolev spaces it is proved the
existence results for the following system of two coupled semilinear Poisson equations involving

nonlinearites with subcritical grouth

—Av = f(u) em €
(P1) =1 —Au=g(v) em Q
u=v=0 na Of2
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Glossario de Notacoes

: Conjunto dos Nimeros Naturais
: Conjunto dos Nimeros Inteiros

: Conjunto dos Numeros Racionais
: Conjunto dos Nimeros Reais

: Conjunto dos Niimeros Complexos

~ a ® 6 N Z

: Corpo de niimeros

Zy : Anel dos inteiros de um corpo K
R[X] : Anel dos polindmios sobre R em X
| : Divide

« @ Similar

~ : Semelhante

det A : Determinante de A

> : Soma

[]: Produto

[K : Q] : Grau de K sobre Q

(K : Q) : Indice de K em Q

ker f : Ntcleo do homomorfismo f
N(«) : Norma do elemento «

Tr(a) : Traco de o

N(I) : Norma do ideal [

B : Base minimal de Zg

D(B) : Discriminante de B

fo(z) : Polindmio caracteristico de a
V : Para todo

3 : Existe

vil



@ : Conjugado complexo de «

df : Grau do polinémio f

= : Congruente

Cl(I) : Classe do ideal I

[] : Funcdo parte inteiro

(x1,...,2,) : Ideal gerado por z1,...,z,

A : Retitculado

V(A) : Volume da regiao fundamental de A
A(A) : Area de A
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes nao triviais, para a seguinte classe de

problemas
—Av = H,(u,v) em )

(P){ —Au= H,(u,v) em
u=wv=0 na 0f)
onde ¢ um dominio limitado em RY, N > 3, com fronteira 99 suave e (P) um sistema
Hamiltoniano variacional .
A termologia variacional decorre do fato do sistema acima ser uma equacao Euler-Lagrange

(ver Apéndice A) de um funcional

L(u) = /QVUV’U — /QH(u, v), u = (u,v), (1)

associado ao sistema, onde £ ¢ bem definido e £ € C'(E,R), E é um espago de Hilbert.

Portanto, como
(L(u),n) = / VuVa + VoV — / H,) + Hya,
Q Q

onde 7 = (a, ), u = (u,v) serd uma solucao fraca de (P), se u = (u,v) for um ponto critico
do funcional £ dado por (1). Logo teremos como objetivo determinar pontos criticos de L.

Observemos que, a parte quadratica de £, A(u) = fQ VuVuv, é fortemente indefinida, isto
é, se o espacgo F for decomposto em soma direta dos subespacos F; e F5 de dimensao infinita,
implicard que, A(u) é positivo definido em um, e negativo definido no outro.

Para a obtencao dos pontos criticos de £, faremos uso do método de minimax, o qual
tem como idéia bdsica, a mini-maximizacao do funcional sobre uma classe “adequada” de
subconjuntos de E. O Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do Ponto de Sela sao os
resultados mais cldssicos deste método.

Como L é fortemente indefinido, nao podemos utilizar os teoremas cléssicos citados acima,

ja que, no Teorema do Passo da Montanha, usualmente, o funcional tem um minimo local na



origem, e o Teorema do Ponto de Sela, requer que um dos dois subespagos E; e FEs, tenha
dimensao finita.

Um método de min-max para funcional indefinido, foi introduzido por Benci & Rabinowitz
em 1979 (ver [2]) ao qual nos referiremos por Teorema do Passo da Montanha para Funcional
Indefinido. Este resultado é uma extensao do Teorema do Passo da Montanha e do Teorema

do Ponto de Sela, para funcionais definidos no espago de Hilbert £ da forma
1
‘C<u) = §<Lu7 u)E - H(u)v

onde L é um operador auto adjunto linear limitado em E, H : ¥ — E ¢é nao linear sat-
isfazendo determinadas hipdteses. A seguir, enunciamos o Teorema do Passo da Montanha

para Funcional Indefinido.

Teorema 0.1 Seja H um espago real de Hilbert com H = H, & Hy e Hy = Hi-. Suponha
L € C'(H,R), satisfazendo (PS), e

(£1) L(u) = 3 (Lu,u) + H(u), onde L : H — H ¢ limitado e auto-adjunto, e L é invariante
em H1€ HQ;

(L2) H é compacto.
(L3) existe um subespago H C H e conjuntos S C H,Q C H e constantes o > w tal que
(1) SCHy el |s>a,
(17) Q € limitado e L < w na fronteira 0Q de Q) em f[,
(i1i) S e 0Q estao em linking.
Entao L possue um valor critico ¢ > a.

No capitulo 1, veremos o espaco de Sobolev de Ordem Fracionéria.

No capitulo 2, estudaremos o seguinte problema

—Av = f(u) em Q
(P1)y —Au=g(v) em Q
u=1v =0 na 02

pel



onde © ¢ um dominio limitado em R”" com fronteira 9 suave. O funcional de Lagrangiano

associado é
Li(u) = /QVUVU— /QF(u) —/QG(’U), u = (u,v),

onde os funcionais F' e G sao as primitivas de f e g.

Aplicaremos o Teorema do Funcional Indefinido, onde o espago de Hilbert a ser utilizado,
estard relacionado com a condigao de crescimento imposta a F'(u) e G(v), para a obtengao dos
pontos criticos.

No capitulo 3, trataremos da regularidade da solugao, ou seja, veremos que as solugoes
fracas obtidas no capitulo 2 sao, de fato, solucoes cldssicas do problema.

Nosso principal resultado serd provar o
Teorema 0.2 Suponha que as funcoes f e g satisfazem as hipdteses:
(h) f,9 € C(R,R), f(0)=g(0)=0, F(u) = [, f(s)ds >0 e G(v) = [} g(s)ds > 0.

(h2) f(u) = O (|ul"), g(u) = O (|v[*) com |ul, [v] — oo e

L1 N2
p+1 ¢q+1~ N

p,qg>1, N>1,

(hs) f(u) = o(lul), g(u) = o(v]) com [ul, |v] =0,
(ha) existem constantes v > 2 en > 0 tais que

o <yF(u) <uf(u), 0<~Gw)<wvg(v) para |ul,|v| > 1.

Entio o problema (P;) tem no minimo uma solu¢do (u,v) € (C?(Q)NC" (ﬁ))2 do prob-
lema (Py). Além disso, se f e g sao nao negativas em [0, 00|, entao (Py) tem uma solug¢do com

componentes positivas.

A hipétese (he) expressa a superlinearidade do sistema, como também o fato do sistema

ser subcritico. Além disso, a notagdo O (|u|") significa que existe uma constante R > 0 tal

que % < C para todo |u| > R, onde C' é uma constante. Na hip6tese (hs) a notagao o (|u|)

[f(w)]

Jul

significa que dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que se |u| < ¢, implica que

< £ ou seja,

limyy—o |f|ST)| = 0. E (h4) ¢ uma condigao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz.
Gostarfamos de citar que, este resultado foi apresentado originalmente em Hulshof & van
der Vorst [15]. Veja também de Figueiredo & Felmer [9] os quais, indepedentemente, estudam

uma classe mais geral de sistemas.
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Capitulo 1

Espaco de Sobolev de Ordem

Fracionaria

A modo de introducao, apresentaremos a definicao de Espago de Sobolev: dado um nimero
inteiro m > 0, por W™P(Q),1 < p < oo, representa-se o espago de Sobolev de ordem m sobre
(2, isto é, o espago vetorial das (classes de) fungoes u € LP(Q2) tais que D*u € LP(S2), para
todo multi-indice «, com |a| < m.

Munido da norma

[ellyms) = Z /Q|DQU(x)|p dr | , quando 1 <p < oo
la|<m
e
[wllyymoo ) = Z lim funcsupess, cq |Du(z)],
lo|<m

W™P(Q) é um espago de Banach. Além disso W™?() é reflexivo para 1 < p < 0o e separével
para 1 < p < oc.
Quando p = 2, o espaco W™2(Q) ¢ denotado por H™(2), o qual munido do produto

interno

(u,v)Hm(Q) = Z /QDau(:U)Dav(m)da:,

la|<m
¢ um espaco de Hilbert.
Seja D(£2) o conjunto de todos as fun¢oes C*° com suporte compacto em €2, o qual é
denso em LP(Q2) = W?(Q). Porém D(f2) nem sempre serd denso em W™P(Q2), para m >

1.Denotemos por Wy"?(Q) o fecho de D(Q) em W™P(Q). Para = RY, entretanto, temos a



igualdade. O espago de Sobolev Wj""(2),1 < p < co,m =0,1,2,... sdo também espagos de
Banach reflexivos e separéveis.

Um caso particular dos W™P(Q) é o Espaco de Sobolev de Ordem Fraciondria.

Neste capitulo apresentaremos estes espacos, cuja construcao dar-se-a por interpolacao.

Organizaremos este capitulo da seguinte maneira: na primeira se¢ao, construiremos oper-
adores auto-adjuntos S associados ao terno {X,Y,a(.,.)}, onde X e Y sdo espacos de Hilbert e
a(.,.) ¢ uma forma sesquilinear continua, hermitiana e coerciva em X. Na segunda se¢ao enu-
ciaremos alguns resultados bédsicos da teoria espectral para operadores auto-adjuntos. Além
disso, estabeleceremos também poténcias de operadores. Na terceira se¢ao, definiremos a in-
terpolagio dos espagos de Hilbert X e Y como sendo [X,Y], = D(A'?) (dominio de A'~)
para 0 < # < 1. Finalmente, usando interpolacao, apresentaremos os Espagos de Sobolev de

Ordem Fracionéria.

1.1 Construcao de Operadores Auto-adjuntos

Sejam X e Y dois espagos de Hilbert, X subespaco préprio de Y, cujos produtos internos e
normas associadas denotamos respectivamente, por (, )y, ||./lx: (;)ys [|-lly. Suponhamos que

X é denso em Y e que a imersao de X em Y é continua, isto é,
[ully < Clullx

para algum C' > 0. Observamos que ao longo de nosso trabalho C' denotara sempre uma
constante positiva.

Consideremos a : X x X — C uma fungao com as seguintes caracteristicas :

1. Sesquilinear, isto é, para todo u,v,wem X ea e f em C

a(u,av + pw) = aa(u,v) + Balv,w)
alau + pv,w) = aalu,w)+ fa(v,w) ‘

2. Continua, ou seja, existe C' > 0 tal que,

a(u,v) < Cllullx [[ollx -

3. Coerciva, isto significa que, existe uma constante o > 0 tal que,

|a(u,v)| > a|v]% Vv e X.



4. Hermitiana, isto é, a(u,v) = a(v,u), para todo u,v € X.
Fixado u € X, consideremos a aplicacao continua em X dada por
T.(v): X = C; v+— a(u,v). (1.1)

Usando o Teorema de Representacao de Riesz, garantimos a existéncia de um tinico elemento
Au € X tal que
a(u,v) =T,(v) = (Au,v)y, Yv e X. (1.2)

Seja D(S) o conjunto dos u em X, para os quais a aplicagdo T,,, definida em (1.1) é continua
em X em relagdo a topologia induzida por Y, ou seja |T,,(v)| < C|v|y. Como X é denso
em Y, existe um unico prolongamento de 7; a todo Y, que denotaremos por fu Usando
novamente o Teorema de Representacao de Riesz, temos que dado u € D(S) existe um tinico

Su que satisfaz

a(u,v) =T,(v) = (Su,u)y, Vv e X. (1.3)
Lema 1.1 Para f € Y fixado, as sequintes assertivas sao equivalentes:
(i) ue D(S) e Su=f;
(i1) we X ea(u,v) = (f,v)y, para todo v € X.
Demonstracao. (i) = (i) Seja u € D(S) com Su = f, segue de (1.3) que
a(u,v) = (Su,v)y = (f,v)y, Yve X

(17) = (i) Seja u € X tal que a(u,v) = (f,v)y, para todo v € X. Temos que v — a(u,v)
é continua em X munido da topologia induzida por Y, consequentemente u € D(S). Entao

de (1.3), obteremos que
(Su,v)y = a(u,v) = (f,v)y, Vv e X.
Como X é denso em Y, segue que (Su,v)y = (f,v)y, para todo v € Y, logo Su = f. |
Logo temos a seguinte caracterizagao de D(S) :

veD(S)sueXedf €Y, alu,v) = (f,v)y,



ou seja

D(S) ={u € X : 3f € Y satisfazendo a(u,v) = (f,v)y, Vv € X}.

Assim D(SS) é um subespago linear de Y e S : D(S) — Y definido por (1.3) é um operador
de Y. Neste contexto, diremos que o operador S ¢ definido pela terno {X,Y, a(u,v)}.

Teorema 1.1 Dada o terno {X,Y,a(u,v)} e A definido em (1.2). Entao A é um isomorfismo
de X em X.

Demonstragao. Temos que
2
allvlly < la(v,v)] = (Av,v)x < |l Av]lx [|v]lx (1.4)

o que mostra que A é injetora. Mostremos que AX ¢ fechado em X. Seja (v,,) uma sequéncia

em X e z € X tal que Av,, — z em X. Decorre da desigualdade (1.4), para v = v,, — v;,,, que
[Avn — Av || x = a[[vn = Om]x -

Uma vez que Av, é de Cauchy, temos que (v,) é¢ uma sequéncia de Cauchy em X, isto significa
que, existe v € X, tal que v, — v e Av, — Av em X. Desta forma, pela unicidade do limite,
z = A,, concluindo que AX é fechado em X. Mostremos que AX é denso em X. Consideremos

z € X tal que (Av, z)y =0, para todo v € X. Em particular, para v = z temos
2
0 - (AZ?Z)X 2 «Q ||Z||a:7

o que acarretard z = 0. Sendo AX fechado e denso em X, segue que A é sobrejetiva. Desta

forma provamos o que querfamos. |
Teorema 1.2 S é um operador bijetivo de D(S) emY e S™! é continuo.

Demonstragao. S ¢ injetiva e S~! é continua, pois

C C C

c
lully < Cllully = —alulkx < —la(u,u)l = = |(Su,u)y| < = |[Sully [lully , Vu € D(S).

~ |
Vejamos agora que S é sobrejetora. Dada f € Y, pelo Lema 1.1, é suficiente mostrarmos
que existe u pertencente Y tal que a(u,v) = (f,v)y, para todo v € X. Como v — (f,v)y

¢ uma forma sesquilinear continua em Y, existe w pertencente X tal que (f,v)y = (w,v)x,

para todo v € X. Agora tomando v = A~!w e usando (1.2) obtém-se
CL(U, U) =a (A_lwa U) = (wa U)X = (fa U)Y, Vv € X7

e o resultado segue. |



Teorema 1.3 Com as hipdteses do teorema anterior. Temos:
(i) S é auto-adjunto;
(17) D(S) é denso em Y;

(i1i) S é fechado.

Demonstragao. (i) (u, Sv)y = (Sv,u)y = a(v,u) = a(u,v) = (Su,v)y.

(i7) Seja f €Y tal que (f,u)y =0, para todo u € D(s)

Consideremos ug € D(S) de forma que Sup = f. Temos

0= (f7 U’)Y = (SUO,U) = CL('UJ(LU) Vu € D(S)
Fazendo u = ug, pela coercividade de a(u,v), seque que
0 = a(uo, uo) > a||uo|% -

Como «a > 0, concluimos que ug = 0 e portanto f = 0. Assim D(S) é denso em Y.

(7i) Sejam (u,) sequéncia de D(S), tal que

U, —uemyY e Su, =f, — femY.

Seja v = S~!f, do teorema anterior S~! é continua, de modo que u,, — v em Y. Portanto

u=wv € D(S)eSv=Ff. [ |
Teorema 1.4 S é um operador nao limitado de Y.

Demonstragao. Suponhamos que S é limitado. Entao existe uma constante C' > 0 tal que

|Sully < Cully , para todo uw D(S). Dai temos
allully < la(u,u)| = [|(Su,w)lly < Cllully, Yue D(s),

ou seja

lullx < Cllully; Yue D(s), (1.5)

o que nos leva a concluir que em D(s) as normas ||.||x. [|.][y sdo equivalentes. Consideremos
vem Y. Como D(S) é denso em Y, existe uma sequéncia (v,,) de vetores de D(S) tal que
v, — v em Y. Logo, v, é de Cauchy em Y e, de (1.5), concluimos que v, ¢ de Cauchy,
também, em X. Entao existe z € X tal que v,, — z em X. Esta convergéncia ocorre também
em Y. Portanto, pela unicidade do limite, vem que v = z. Segue que X = Y, o que é um

absurdo. Assim S é nao limitado. [ |



Observagao 1.1 Como estamos interessados em obtermos um espaco entre X e Y, no decor-
rer do capitulo suporemos que Y tem dimensdo infinita, pois caso contrdrio, a condicao de X

ser denso em Y é vdlida se, e somente se, X = Y.

1.2 Teoria Espectral

Teorema 1.5 (Teorema Espectral) Suponhamos que a imersio de X em Y é compacta e

seja S o operador definido pela terno {X,Y,a(u,v)}. Temos que:

1. existe um sistema ortonormal completo e enumerdvel (w,),en de Y, constituido por

vetores proprios de S.

2. Se \, sao os valores proprios de S correspondetes a w, entdo A\, — 00,

D(S) = {u ey Z)\?, |(u, w,)|? < oo}

v=1

Su = Z)\V(u, wy,)w,, Yu € D(S).

v=1
Além disso, se m é um nimero inteiro positivo

D(S™) = {u ey: Z)\?,m|(u,wy)]2 < oo}

v=1

S™u = ZAT(u,wV)w,,, Yu € D(S™).

v=1
Defini¢ao 1.1 Seja h : R — R.uma fung¢ao qualquer Definimos h(S) como o operador de Y

com dominio

D(h(S)) = {u eyY: Zh2 (u,w,)|* < oo} (1.6)

S)u = Zh (u, w,)w,, Yu € D(h(S)). (1.7)

Proposicao 1.1 Suponhamos que S é positivo, isto é, (Su,u) > 0, para todo uw € X. Entdao

o operador A de Y com dominio

D(A) = {u €Y > Mluw,)f < oo}

v=1

6



definido por
Au = Z VA (u,w)w,, Yu € D(A),
v=1
é o 1inico operador auto-adjunto poitivo de Y que satisfaz a condi¢ado A? = S.

Observagao 1.2 As demonstragées do teorema (1.5) e da proposigées (1.1), encontram-se

em [18].

1.3 Interpolacao de Espacos de Hilbert

Consideremos os espacgos de Hilbert X e Y nas condicoes anteriores, isto é, X C Y, a
imersao de X em Y é compacta, X é denso em Y e Y tem dimensao infinita. Seja S o
operador definido pela terno {X,Y, (u,v)x}. Note que, neste caso temos a(u,v) = (u,v)x, S

é auto-adjunto e além disso, para todo u € D(S) temos
(Su,u)y = |Jul|% > B ||lull} com >0, (1.8)

donde segue que, S é positivo. Aplicando o Teorema Espectral, temos uma sequéncia (A,) dos
valores préprios de S, correspondentes a vetores préprios (w, ), os quais formam um sistema
ortonormal completo de Y, A\, > 0, para todo v e A\, — o0.

Denotemos por S¢, a € R, ao operador auto-adjunto positivo de Y definido pela fungao

A se A>0

h(\) = .
0, se A<0

Temos que

v=1

D(S%) = {u €Y ) A |(uw,) < oo}

S = Z Ao (u, wy )w,.
v=1

Denotando por A a raiz quadrada positiva de S (ver a propocicao 1.1), temos que

X = D(A) e (u,v)x = (Su,v)y = (A%u,v)y = (Au, Av)y.

Definicao 1.2 O espago intermédidrio [X,Y],,0 < 6 < 1 é, por defini¢do, o dominio do

operador A% munido da norma do grdfico

lallPyy, = Nl + | Al



Explicitamente o dominio de A~¢ ¢ dado por

D (A" = {u eyY: Z)\;G |(w, w,)|? < oo} .

v=1
Faremos a convencao A° = [ e para o = 1, A* = A. Assim, segue da definicao que

[X7Y]0 =Xe [X>Y]l =Y.
Proposicao 1.2 O espago [X,Y],, munido com a norma do grifico, é um espago de Hilbert.

Demonstracdo. E suficiente mostrar que (D(A'~?), [l Y]e) ¢ completo. Sejam (u,) e
(A'=%,) sequéncias de Cauchy em Y. Como Y ¢ Hilbert, existem u,w € Y tais que u,, — u e

A%, — wem Y, quando n — oo. Como A%y € D(A?) e w = A%, segue que u,, — u

em (D(AY), Illx,yy,): uma vez que A=Y ¢ fechado. |
Observacao 1.3 Em [X,Y], a norma |ju|, = HAlfeuHY ¢ equivalente a morma ||u||[X’Y]9.
De fato

[A ully llully = (A u,u)y

e portanto, ||A*ul|, > gz |ul|ly- . Onde B € dado em (1.8).
Definigao 1.3 Definamos o produto interno em [X,Y], por
(u, U)[X7y]9 = (Alfeu, Alfev)y.
Proposigao 1.3 Se 0 < 0, <0y <1, entdo a imersao de [X, Y]a1 em [X, Y]gzé continua.

Demonstragao. Sabemos que para o < 1 e 8, < 8, < 1 temos que ot > o2 . Portanto
como h&d no méximo um nidmero finito de autovalores tais que A, < 1, por conseguinte, existe

uma constante ¢ > 0 que verifica a seguinte desigualdade

(o @] (o @]
lullfsn,, = 14" %2ully = 3N (w5 < e 37N [l(w w5 = ellulfy v, -
v=1 v=1
Mostrando o que querfamos. |



Proposigao 1.4 Se a imersao X — Y é compacta, entdo a imersao

(X, Y]y, = [X,Y]y,, 01 <0y (0<0;<1)
é compacta.
Demonstracao. ver [16]. |
Proposigao 1.5 O espago [X,Y], é denso em [X, Y], ,0<0; <0, <1.
Demonstragao. ver [14]. [
Proposigao 1.6 Para todo 0 € )0,1[, temos que

HX> Y]ol X Y]Qz}e = [X, Y](179)91+902

com normas equuivalentes.
Demonstracao. ver [16]. [

Das Proposicoes antecedentes, resulta que X C [X,Y], C Y, sendo cada espago, denso no

seguinte. Temos por dualidade que:
YC[X,)Y],CcX
sendo cada espaco dual, denso no seguinte.
Teorema 1.6 Para todo 0 € 10, 1],
(X, Yo =[Y,X],,
com normas equivalentes.
Demonstragao. ver [16]. [

Fazendo uma sintese do exposto, construimos espacos de Hilbert intermedidrios entre X e

Y, em outras palavras, fizemos uma interpolacao entre os espacos X e Y.



1.4 Os Espacgos H® (1)

Aplicaremos o método de interpolacao, desenvolvido nas segoes anteriores, para definir os
Espagos de Sobolev de Ordem Fraciondria. Para um estudo mais aprofundado, como também
as demontragoes dos resultados que seguem, ver Lions & Magenes [16].

Seja s > 0 um nimero real e m > 0 um inteiro. Os espagos
H*(RY) = [H™(RY), H'(RY)], (1-0m=s 0< <1,
sao chamados de Espagos de Sobolev de Ordem Fraciondria, onde HO(RY) = L2(RY).

Observagao 1.4 Quando 2 é um aberto limitado reqular do RY | definimos H*(2) como sendo

0s elementos de H*(RY) restritos a Q.
Observagao 1.5 Da Proposicio 1.8 temos que, H™(RY) C H*(RN) C L*(RY).
O H*(RY) também pode ser definido como sendo o espago vetorial

s
2

{ueS’(RN) (14 [lz)*) 2 U e LA(RY), o E]RN},

com produto escalar definido por

(U,U)HS(RN) = /RN (1 + ||x||2)5 u(z)v(z),

onde S’ (RY) ¢ espago vetorial das distribuigoes temperadas, com a convergéncia pontual de

sequéncias e u denota a transformada de Fourier de u.

Teorema 1.7 Seja Q um dominio reqular do RY. Entdo
[H°(Q), H2(Q)], = HIZ0(Q)

para todo s; >0, s9 < 51, 0 <0 <1, com normas equivalentes.

Teorema 1.8 Seja Q um dominio reqular do RY.0O espago D(Q?) ¢é denso em H*(Q) se, e
somente se, s < 1. Entio Hj(Q) = H*(Q). Se s > 1, Hj(Q) estd estritamente contido em

H¥(9).
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Teorema 1.9 Assuma que ) satifaz as condigoes do teorema anterior. Seja s > % Entao as

sequintes afirmacoes sao equivalentes

u € Hy(Q),
u e H5(Q)
&u o, 0<j<s—1i

onde v designa a normal exterior a fornteira de §2.
Teorema 1.10 Seja Q um dominio limitado reqular do RY. Seja
. 1
51>582>0 S1 esg;émtezro#—i se
(1—0)s; + 0sg # z + % com z € 7, entdo
[H (), H* ()], = Hy' "™ (),

com normas equivalentes.
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para um

Sistema Hamiltoniano Variacional

Como foi mencionado na introducao, neste capitulo estudaremos a existencia de solugoes

nao triviais para a seguinte classe de sistema de equagoes :

—Av = f(u) em
(P1){ —Au=g(v) em
u=v=0 na 00

onde © ¢ um dominio limitado em R , N > 3, com fronteira ) suave e A ¢ o operador
Laplaciano.

O funcional de Lagrangiano associado a (P;) é dado por

L’l(u):/QVqu—/QF(u)—/QG(v), u = (u,v),

sendo F' e GG as fungoes primitivas de f e g.

O objetivo deste capitulo é estabelecer resultados preliminares em andlise funcional, princi-
palmente no que diz respeito a escolha dos espacos de func¢oes onde u e v deverao pertencer para
que L; esteja bem definido e, desta forma, obtermos um resultado de existéncia para pontos
criticos de L1, por meios do Teorema do Passo da Montanha para Funcional Indefinido.

Na primeira sec¢ao, consideraremos o sistema (P;) com condigdo de crescimento do tipo
f(w) =0(ul”), g(v) = O(|v|") e (p,q) € (1,2%) x (1,2*) onde 2* = 2N/(N — 2) & o expoente
critico de Sobolev. Neste caso o funcional associado esta definido no espago £ = H}(Q) x

Hy ().

12



Na segunda segao, veremos o espago funcional adequado para estudar o sistema (P;) com
condi¢ao de crescimento do tipo f(u) = O(|ul”) e g(v) = O(|v|") onde p, ¢ satisfazem

11 N2
p+1 q+1~ N

(2.1)

conforme figura abaixo

9 A
N+4 |
N-4
1 1 N-2
+—>
p+l g+1 N
1
2
N-2
0 2 N+4 p

A qual é conhecida como hipérbole critica. A idéia chave de (2.1) é possibilitar uma maior
flexibilidade na escolha de p e ¢, isto é, a medida que p cresce, ¢ diminui, havendo portanto,
uma compensacao. Isto nos permitird estudarmos, na terceira se¢ao, uma classe maior de
Sistemas Hamiltonianos.

Peletier & van der Vost em [19] assumindo condi¢ao de crescimento (2.1), via argumento
de estimativa a priori, mostraram a existéncia de um par de solugoes positivas de (P;) na
bola. Clement, de Figueiredo & Mitidieri em [5], independentemente, usando o mesmo tipo
de argumento, provaram a existéncia de um par de solugoes positivas de (P;) para dominios

convexos em geral. Nestes trabalhos foi introdizida esta nogao de hipérbole critica.

2.1 Solugao no Espago £ = H(Q) x H}(Q)

ue gv) = v "vem (P), com 1< p,q< 2H2. A nossa meta serd

"
2

Sejam f(u) = |u
encontrar pontos criticos do funcional associado ao problema, no espago de fungoes Hy (2) X
Hi(2), de modo a compreender a idéia geral das questoes envolvidas no transcorrer do
trabalho, como também percebermos a necessidade da introducao, na préxima secao, dos

espacos de Sobolev de ordem fraciondria e considerarmos f(u) = O (Ju|”) e g(u) = O (|v]?),

com (p, q) pontos abaixo da hipérbole critica.
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Feitas estas consideragoes, ficamos com o problema

—Av=|uf " u em Q
(Py1) 8 —Au= ]v|q71 v em
u=v=0 em OS2
com o funcional associado

Lo1(u) = B(u,v) — H(u,v),

onde

u=(u,v) € E=H;(Q)x H}(Q),

1 1
Q q+1 Jq p+1 /g

o qual é bem definido, devido ao teorema de imersao de Sobolev, jid que

N +2
N-2

p,q <

Temos que Lo;(u) € CY(E,R), (ver [6]), com

Ql(u’v)(%w:/gvuvar/vivgo_/Q'“‘q1“%0_/Q|U!p1w-

(2.2)

(2.3)

Sejam ET = {(u,+u):u € HY(Q)} e E= = {(u,—u) :u € H}(Q)}. Observe que F =

Et®E~ com E* e E~ ortogonais. Percebemos que a parte quadratica de L 1(u) é fortemente

indefinido, uma vez que
B(u,u) = /|u!2 ¢ positiva definida em E*,
0

B(u,—u) = —/ lu|> é negativa definida em E~.
Q

e T : H(Q) — E*;u — (u,4u) é um isomorfismo isométrico, e portanto B é positivo

definido em ETe negativo definido em E~, sendo E* de dimensao infinita.
Teorema 2.1 Ly;(u) tem um ponto critico nao trivial u em E = H}(Q) x H}(Q).

Precisaremos para a prova deste Teorema, a qual vira no final, dos Lemas abaixo.

Lema 2.1 Existe L : E x E autoadjunto e limitado tal que L(ET) C EY,L(E~) C E~ e

Lo1(u) = %(Lu, u), — H(u).
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Demonstracao: Tome

Lluv) = (P* — P~)(uv) = (< ) (

u+v u+v U—v Uv—1Uu
>)=<v,u>,

2 7 2 2 72
temos que
1 1 1
§(Lu, u), = 5 ((v,u), (u,v))p = 5 (/ VoVu + /VUV'U) = /Vqu = B(u,v),
além disso,

(L(u,v), <u> U))E = ((U>u)7 (u> v))E = Q/VUVU = (<u> U), (v,u))E = (<u> U)’L<u> U))E

LG 0l = o 0l = (o) a0 = [ 196+ [ 1Vl = )
Vejamos agora que L ¢ invariante :
Sejam z; = (u,u) € ET e 2z = (u,—u) € E~. Logo L(z1) = (u,u) € ET e L(z) =
(u,—u) = (—u,u) € E*. [ |

Tome et = (¢y,¢,) € ET, onde ¢, é uma autofungao associada ao primeiro autovalor \;

de (—A, H}(€)). Sabemos que o problema de autovalor
—Au = Auem €2, v =0 na 0,

tem uma sequéncia crescente de autovalores (A,), e uma correspondente sequéncia de auto-

funcgdes (¢,,), b, € HY(Q), [|¢,|°> = 1, com as propriedades
1. \j é positivo e simples, e ¢,(x) > 0 para = € Q;
2. A\, — o0

3. [¢i0; = [ Vo, Vo, =0, parai # j.

Desse modo, (¢,,) ¢ um sistema ortonormal em L?*(2) e ortogonal em H;j(£2). Além disso,
sao sistemas completos.

Sejam

E-= <€+> DL = {)‘(ébla ¢1) + (u,—u) s u € HOI(Q)} ;
S=0B,0)NE",
Q= [O, sleﬂ S <MH E‘) ,

onde [0, s;e™] = {se™ : 0 < s < 1}, Br denotam uma bola com raio R centrada na origem e

0,51 > 0 € Sg sao nimeros a serem determinados posteriormente.
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Lema 2.2 Existem contantes o, « tais que L21|s > .

Demonstracao: Temos que

1 1
L + - 7 :/ \V4 2 / g+l / p+1'
21(0") = Lo (u,u) Q! ul 1 Q|U| o1 Q|U!

Do teorema de imersao de Sobolev, resulta que Hg(Q2) — L™t e H}(Q)) — LPT! com imersao
continua, ou seja

el s < Cllulgy e lllpon < Clluly

Decorre entao que

s

] HUHPH onde p+1,g+1>2.

2
Loa(u,u) = HUHH(} q—l— 1

Desta forma para u pequeno, Lo 1(u, u) é positivo, j& que a primeira parcela da direita domina

as demais. Por outro lado

C C
2 ~1 ~ —1
Lo1(u,u) = ullfn l1— (q+1 el + 5o Ml )] .

|q+1 |p+1

Note que n(u,u) = ¢ continuo e 7(0) = 0. Logo Jo = o(¢) tal que

57 Ml ol

n(u) <ese 0 <u<o. Ficamos com
Loa(u,u) > ||UH§{3 (I—¢).
Finalmente, tomando ¢ = 0 ¢ a = ¢* (1 — ¢), concluimos a demonstragao do lema. |

Lema 2.3 Existe uma contante w < « tal que La1 o0z < w, onde 0QE denota a fronteira

de () com respeito a E.

Demonstracgao: Faremos a prova com w = 0, portanto teremos que determinar s; e sp para

os quais Lo1 |sgp < 0. Analizaremos por partes a a fronteira de () com respeito a E a qual,

consiste em trés partes, @ N {s =0}, o lado Q@ N {s = s1} e as laterais [0, se™| @ (0Bsy N E7).
Em @ N {s =0} temos

_ _ g+l p+1<
Lo (1, —1) /|Vu| +1/|| +1/|u| 0,

o que prova o Lema neste caso.
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Em 0Qr\ F~, considere u = (u,—u) + set € E, temos que u = (u, —u) + s(¢y,¢;) =
(u+ sp, —u+ s¢,) e

Lo () :(Lvamw@) <u+wh————/huﬂ¢w“ (2.4)

1 /
p+1Jq !
1
= — Vu2+s2/v 2 - g+l
/| ‘ ‘ ¢1‘ g+ 1 Q‘U+3¢1|

p+1/|—u+sq§ |erl

Escrevendo E~ = (¢,) ® (¢,)F, sendo (.) o espago gerado, resulta que u = t¢; + ug, onde

1 (¢y). Ficamos com
H(u) = L/|u—|—sgz§1|qH+L/|—u+sgz§ |p+1

1 1
—1/ |t¢1+uz+8¢1|q+l+?/ |—td, — ug + s¢, [PH

T
> <q+1(/|u2—|— t+s)¢1|> - +—(/\—u2+ (s—1) qbly) 1)

v

() b ([o) 02
= — U +—|t+ s+ —— / — ¢t
qg+1\Jg q+1| | p+1(9|u2‘ +p+1|8 U
logo
Lalw) < & [ V6~ e
p+1
pt1
P4t
2
q+1</w2|> p+1(/ﬂm|) _Kﬂvw’
_ 2
onde v(s,t) = s> [ |V, |* —m(t—I— )qH—Z%(s—t)pHSO, para todo s > s;. Desta forma,
L21(u) é negativo em @ N {s = s1}. Além disso,
Lorfu) < / Vorl? - |t+ - st
——| auq“— el - / [Vl
< / VorP — — i sl = — g
p+1

_ g+1 C +1

/ |V¢1|2—isq+1— O g g
Q qg+1 qg+1 p+1

C
(50 (G i

IN




Analizando a expressao acima, vemos que é possivel determinar ss grande o suficiente, para

termos Lo 1(u) < 0 nas laterais [0, set] @ (0Bsy N E™). [ |

Definigao 2.1 Diz que um funcional ¢ : E — R satisfaz a condi¢ao de Palais Smale no nivel

¢ (c € R), se toda sequéncia (z,) C E tal que
[¢(z)l <c, e [(Vo(z),m| <elnllp, VneE, e e —0

possui uma subsequéncia convergente. Quando ¢ satisfaz a condi¢cao de Palais Smale para todo

nivel ¢, dizemos que ¢ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale e denotamos por PS.
A seguir, verificaremos que o funcional L, satisfaz a condi¢ao PS.

Lema 2.4 Seja (u,) em E, tal que Lo1(u,) é limitada em E e Ly,(u,) — 0 com n — oo,

entio (u,) é limitado.
Demonstracao: Temos por hipétese que
‘ﬁ,z,l(umvn)(umvn)} S €n ||(um Un)HE € |£2.1(um Un>| S M7

logo

1.
M+ e[| (un, va)llp 2 Loaltn, vn) = 5Ly (n, vn) (tn, ) (2.5)

] [ e ] [
a+1) Jo' " 2 p+1]Jg "

Portanto, com o uso da desigualdade de Holder e o Teorema de Imersao de Sobolev, segue que

2
1P Cany o) [

< ’<L(unayn)>P+(umvn)>E+ - <£é-1(u”’vn>’P+(u”’U")>E+‘

= ‘H’un,vn)PJr(un,vn)‘
/|U | un—!—vn)‘

/ |u”|q 1 un+vn ‘

= o | P (utn, )|

(T + q+1 m
< Uy | T / I T -
< { [ ] 15
/ (v |P)(p+1)’_ () / U + v [P 7
L/ | ol 2
< (L) (L) ],
Q Q Hy
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donde obtemos a desigualdade

1P s 00 [ = € | P (a0 = (2:6)
| P (tn, vp)|| 5 C [(/ |un|q+1> (/ |Un|p+1) ] .
Agora, dividindo ambos membros de (2.6) por || P (uy, vn)|| 5+, obtém-se
1Pl ez €| (L) (L) ] .
Procedendo de forma andloga para P~ (uy,,v,), e utilizando (2.5), temos que
lallz = HP+<U7L’U”)HE+ + HP_ Un, Un HE
e[y ()
< (M el v)IF) + (M + el o) IE7)]
Isto implica que ||u,||z < R como querfamos provar. [

Lema 2.5 Seja (u,,) em E satisfazendo as condigdes do lema anterior. Entao w, possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstracao: Pelo Lema anterior ||u,||; < R,Vu € N e daf obtemos uma subsequéncia
(u,,) de (u,) tal que u,; — u quando k — oo, em LPT(Q) x LI (Q), devido a imersdo
compacta E = HY(Q) x H}(Q) — LPT(Q) x LIT(Q). Agora usando o fato de H!(2) x
H(Q) ser reflexivo e que [lu,,||, < R, obteremos uma outra subsequéncia de (u,, ), que

continuaremos denotando por u,,, tal que
/ Vu,,.Va — / VuVa, Vae E, (2.7)
Q Q

o que significa que u,, — u quando k — oo.

Queremos provar que u,; — u em FE, isto é

lim / IV, — Vu|” = 0. (2.8)

k—oo Jq
Como [ |Vu,, — Vul’ = [(Vu,, — Vu,Vu,, — Vu) = [|[Vul® -2 [ Vu,,Vu + [|Vu]?
e [Vu,Vu— [ IVul|® (obtido de (2.7), fazendo o = u), restd-nos apenas mostrar que

2 2 . .
f |Vu|” — f |Vu|”, para obtermos o que queremos. Isto é equivalente a mostrar que

lim [ Vu, (Vu, — Vu) =0.
k—oo 0
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Fazendo em (2.3) ¢ = u,;, — u e ¢ = 0, por hip6tese, temos
/ Vg (Vg — Vu) — / 0P [0 (g, — 0)| < € || s — Ull 1) — 0, quando k — oo
Q Q

Por outro lado temos que | [ |V [P 0 (e — u)| — 0, jé que

/ ol o (e, — )| < / ol i — ]
Q Q

\ G0 pHl
< </ |Un|Q(p+l)> (/ Ut — U|p+l) — 0, quando k& — oo.
Q Q

Logo [ Vi (Ve — Vu) — 0, como pretendiamos provar. [ |

Prova do teorema 2.1:

Do fato de £21(u) ser fortemente indefinido, usaremos o teorema (0.1) enuciado na intro-
dugdo com H = F = Hg(Q) x H}(Q), Hi = Et e Hl = E*. Decorre do lema (2.5) que,
Lo1(u) satisfaz a condigao de Palais-Smale. Ver-se em Rabinowitz [21] que a condicao (7i7)
de(L3) ¢ atendida. Fora isto, temos as demais hipdteses do teorema (0.1) satisfeitas, decor-
rentes dos lemas (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4). Consequentemente, podemos garantir a existéncia

de um ponto critico nao trivial de £o1(u). [ |

2.2 Resultados Preliminares

Nesta segao apresentaremos o espaco de Sobolev 6°(€2), e definiremos a posteriori, F*(Q)) =
0%(2) x 6°7*(2), como também a definicio precisa de Ly(u) para u = (u,v) em E*(Q). A
escolha do pardmetro s dependerd da nao linearidade de f e g.

Como vimos no capitulo 1, os espacos de Sobolev de ordem fraciondria H*, sao definidos por
interpolagao entre dois espagos de Sobolev, isto ¢, H*(Q2) = [H™(Q), H*(Q)],, s = (1 — 0)m
e 0 < 0 < 1. Por definicio H*(Q) ¢ o dominio de um operador A'~? onde A = /S,
sendo S um operador auto-adjunto, positivo, e em geral nao limitado, definido pelo terno
{H™(Q), H(Q), (,)um}-

Seja o operador A = —A, com dominio H*(Q) N H(Q2) € L?(£2), auto-adjunto e positivo.
Definiremos #°(Q2) como o domfnio de A~ onde s = (1 —#)2 e 0 < # < 1, denotado por
D ((—A)S”) = 0°(Q).

Afim de mostrarmos explicitamente os elementos de 6°(€2), usaremos coeficientes de Fourier

de u e v com respeito a base ortonormal fixada de L?(2), a qual consiste de autofuncoes ¢,
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Ogy Gg,... de —A, ¢; > 0, correpondentes os autovalores positivos \; < Ao < A3 < ... T o0,
contados com multiplicidade. Consideraremos que as autofungoes sao normalizadas em L?(Q)

dai

li=j
|60, =bu 8-
o 0]
Entao
L} () = {u =) G &G < oo},
k=1 k=1
(§]

(u,v) 2 = / uv = fozmk, u = ng%» v = ZW@-
Q k=1 k=1 k=1

Os operadores (—A)% sao definidos por

S

(—8) u=Y" &
k=1

com dominio

p(-a)) =@ {Zm L)Y NE < oo} .

Sabe-se que D(A%) = 6°(Q) = H*(Q) = H(Q), 0 < s < 1/2, e #Y3(Q) ¢ HY*(Q),
(ver teorema (1.8) ou [11]). Decorre do teorema (1.9) que H*(Q) N H}(Q)) = HF(Q) para
1/2 < s < 1, portanto temos 6°(Q) = H5(Q) para 1/2 < s < 1 6°(Q) = H*(Q) N H}(Q) para
1<s<2.

Para s > 0 o espago 6°(£2) é um espaco de Hilbert com o produto interno
(u,v))ps = (u,v) 2 + ((—A)S/Qu, (—A)s/2v)L2 ) (2.9)

A norma correspondente é a norma do grifico do operador (—A)S/z.
Como T : 0°(2) — w*(Q); u = > &op — (&) € isomofismo isométrico, podemos
k=1

identificar 0°(Q2) com o espago de Hilbert

w® = {5 = (517527537"‘) : Z/\Zfz < OO} )
k=1

com o produto interno

€)= X&my, VEn €. (2.10)
k=1
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Se s = 0, @*® ¢ o espaco de Hilbert separdvel [?, o qual pode ser identificado com o L?. Como

u e v em 6°) sdo representados por £ e n em w?®, entao poderemos ver (2.9) como

((U, U))QS - (57 77)0 + (€> 7])5 )
além disso,
(u> U)es = ((_A)8/2u’ (_A)S/Qv)p = (57 77)5 )

é um produto interno equivalente ao produto interno definido em (2.9), visto que, denotando as

normas correspontendes por ||ul|,s = ||, e observando que |§|§ S A€ > S NE2 =
AR & = A [€]5, temos
lull 2 = el = Ielo < A2 lel, = A2 llullye 2.11)

Definiremos 6~ *(2) com s > 0, como uma representacao do espago dual §°(€2). Como 6°(2)
pode ser identificado com w?®, 6°(2) pode ser identificado com o dual de w®. Por outro lado,

—S

(w®) &~ w™*, uma vez que U : (w®)"— w *, definida por U(f) = f(¢;), € um isomorfismo.

De fato, U estd bem definida, ji que pelo teorema de Riesz-Fréchet, f(¢,) = (¢4, 0k),, Para

algum o, € w® e por (2.10)
(Pr, 0k ZAkﬁbkak,

e portanto

SO = A At
k=1

k=1 k=1
o0 o

_ s 2 2

= E AkOk E o,
k=1 k=1
[o¢]

. )\s 2

- kak < o0,
k=1

logo f(¢,) € w™*. Por outro lado, para todo /3, € w™*, podemos obter um funcional linear e

limitado g € w®. Com efeito, defina g em w?® por

&) = &By, onde £ =(¢,) €@
k=1

Entao g ¢ linear, e a limitacao decorre de

9(&)] < Zmﬁkr—z

oo 1 /2 IS 1/2
(Z Aifi) : (Z Azﬁi)
k=1 k=1

< [|¢]

A

I (2.12)

IN

w?s :
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Finalmente, provemos que a norma de f é igual a norma de f(¢,) = ;. De (2.12) temos

< i€

nkHw*s :

ws

Ol =
k=1

Tomando o supremo sobre todo ¢ de norma um, segue que

LAF< Tl -

Juntamente com a inequacao

1Ml = 1F (@)l < ANl = 1FIF,

obtemos o desejado.
Desta maneira o espago 0°(2) é isomorfo a (w®)’, como também, para 0 < s < 2, w *® é

isomorfo a
{ka@bk Q) N Hy (2 Z)\ §k<oo}

O espago 0~°(2) herda o produto interno de w~*. Da proposigao (1.5), vemos que H%(2) N
H}(2) ¢ denso em 6°(£2), portanto temos que 67°(Q) é o subespago de elementos em (H?(2) N Hi(Q))
o0s quais, sao limitados com respeito a norma de 0°(£2). A identificagao de 07°(€2) com 6°(Q2)
pode ser vista de maneira similar da identificacdo de (w®)” com w™®. Note que (—A)" :
0°(Q) — 6°2"(2) é um isomorfismo.

Definamos, o seguinte espaco produto de Hilbert
E5(Q) = 0°() x 0°75(0),0 < 5 < 2.

Introduzimos este espago com a finalidade de podermos extender unicamente o dominio de
A(u) = [, VuVv a fungdes u e v com melhores propriedades no sentido da regularidade.

Como

A(u> = (uv U)H& - <u7 U)91 = (5777)1 = Z)‘kfknk = Z )‘égk)‘llc
k=1 k=1

s{ZAzfz} {ZAM@} = [|u
k=1

k=1

temos que

N|=

0 UHQQ—S .

O nosso objetivo agora, é expor, explicitamente, a extensao unica de A(u) a £*(f2). Para

isto, note que —A é uma fungao isométrica da primeira (segunda) componente de E*(€2) sobre o
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segundo (primeira) componente, ja que ((—A)*2u, (—A)*/?v)

2= ((=2)72(=A)u, (=A)22(=A)v)

L

Portanto

0 -A
CAp = DES(Q) — 07°() x 0°7(Q) = (E*(9))]
~A 0

definida por
—Aru =(—Av, —Au), u=(u,v) € E°(Q),

¢ uma isometria. Fixado u € E*(Q2), a aplicagao

Fu
vV o— %<—ARu, V)
é linear e continua em FE*(Q2) logo, pelo teorema de representacao de Riesz-Frechet, existe

tnico Lu € E*(Q), tal que

1
<_ARu7 V> = 5 (Lu7 V)ES ,VV S ES(Q>7

N —

em particular, temos

1 1
5 (—Agru,u) = 5 (Lu,u)p, .

O préximo passo, serd a determinacgao de L.
Para u,v € H*(Q)NH (), usando novamente o teorema de representagao de Riesz-Fréchet

e a segunda identidade de Green, temos que

%(—ARu, u) = %/Q(—Au)va%/QU(—AU) = /QVUVU = A(u),

nesse caso
Ead 1—%
(—Apu,u) = A(U)szifmk Mk
k=1

(—A)S/zu, (—A)1_8/2v)

N —

I
—

L2

(_A)8/2u7 (_A)S/Q(_A)I_SU)LQ +

(—A)S/z(—A)Sflu, (_A)(lfs)/2v)

L2

e

N = NN =N -

e daqui concluimos que

L= . (2.13)



Lema 2.6 L definido em (2.13) é auto adjunto, limitado e uma isometria.
Demonstracao: Temos que,

(Luy,uy)ps =

(Luy,Luy)ps = (—A)l_SUL(—A) ) 8027(_A)8_1u2))ES
( s lu17 A)s_1u2>02,5
(-

>S)+

(( (=
((=A) "0y (=A) v +
= (AP (A
((=4) 12
((=4)

=20, (D) 05) Ly + ((=A)Pur, (=8)Pus)

L2

o que mostra que L é isométrico. Resta-nos mostrar que L é limitado. De fato,

2

L)l = [[((=2)" 0 (=A) ) [
= (((=Aa)'v A)s‘lu),((—A)l‘sv,(—A)s‘lu))Es
= ((F8)70, (28) 7 0) g+ (FA) Ty (ZA) ) o
= ((ZA)P(=0)"70, (=A)P(=A) ) 1, +
(- A)Z VA () (AP )
= ((=2)27920, (=2)2920) |, 4+ ((=2)2u, (=A)2u) ,
= [lullg: + lollge—s = 3.

Introduzimos as diagonais
E* = {(u,£(-A)""u) :u e ()}
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Veja que ET e E~ s@o multualmente ortogonais:

(ufu ) = ((u,+(=A)""u), (u, —(—A)s_lu))Es

= (u,u)p — ((—A)S* u, (—A)S*IU)QQ_S
= 0.
Temos
E(Q)=E"®E ={u=u"+u ,ut € E*}.
Note que

Lu® =L (u, £(—A)* 'u) = (fu, (—A)* 'u) = +u™, (2.14)

desta forma, E* e £~ sao os conjuntos das autofuncoes de L, com autovalores correspondentes

1 e -1 respectivamente. Bases ortonormais de autovetores de £+, sao dadas por

{% ()\,:%qﬁk,i)\éilqbk) k= 1,2,...}.

Para u = u™ +u~ temos

Além disso, de (2.14) temos

_ 1 1 o
Au™) — A(u™) = §(Lu+’u+)Es _§(Lu LU ) s (2.15)
1 1 _

2
1

2
= Sl

A derivada de A(u) define uma forma bilinear

A(u) = B(u,®) =4A(0)® = (Lu, @), = (—Agu, P), u, ® € E°(Q),

com

1
E(Bu, u) e (But,u”) =(Lu*,u’),, = (uf,u”) =0,

ja que Et e E~ sao ortogonais.
Examinaremos agora, para que valores de s, e para as quais nao linearidade, H(u, v) é bem

definido em E*((2).
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Teorema 2.2 Dado s >0 ep > 1 tais que

2N
< . 2.16
P=N"2 (2.16)
Entao a sequinte inclusao
i:0°(Q) — LP(Q) (2.17)

estd bem definida e € limitada. Se a desigualdade (2.16) for estrita entao a inclusao é compacta.

Demonstracao: ver [9)]. [

Observagao 2.1 Portanto seque de (2.17), que para N > 2s e N > 4 — 2s, temos a sequinte
imersao limitada

E3(Q) — LPTH(Q) x LITH(Q), (2.18)

se

| <g+1<—2N
N—2s 1T =Nt 1

A imersao serd compacta se considerarmos a desigualdade estrita.

1<p+1< (2.19)

Deduzivamente, vemos que L; estard bem definido em E*({2), se encontrarmos p e ¢ na
hipétese (hs), satisfazendo (2.19). Restrigiremos o valor de s, a 0 < s < 2, por necessitarmos,

posteriormente, a compacidade da imersao E*(2) — L2(2) x L*(9).

2.3 Existéncia de Pontos Criticos.

Vimos na segao anterior, que £; estd bem definido em E*(£2). Nesta segdo, mostraremos
que £1 tem um ponto critico u = (u,v) em E*(Q)). Para isto, usaremos a extensao da forma

quadratica A(u) = [, VuVv a E*(Q) e consideremos o funcional Lagrangiano
1
Li(u) = §(Lu,u)E5 — H(u,v),
onde L é definido em (2.13) e

H(u, v) = /Q Fu)dz + /Q Gv)dz

¢ o Hamiltoniano.
Como observamos, na introdugao, A(u) = fQ VuVv é fortemente indefinido, e portanto us-
aremos o Teorema do Passo da Montanha para Funcional Indefinido, enunciado na Introducao,

para provarmos o seguinte
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Teorema 2.3 Suponhamos (hy) — (hy) satisfeitas, e seja 0 < s < 2 tais que (2.19) vale com

inequagoes estritas. Entdo L1 tem um ponto critico nao-trivial u € E*(£2).

Demonstracao: Consideremos H = E*(Q2), H; = E*, e Hy = E~, no enunciado do Teorema
do Passo da Montanha para Funcional Indefinido. Das hipéteses (hy) — (hg) segue-se que
L, € CY(E* R), desde que H(u) é continuamente diferencidlvel e possui derivada compacta,
provando desta forma também (Ls) ( ver [10] e [21]). Para concluirmos a prova do teorema,

precisaremos dos seguintes Lemas.

Lema 2.7 FEuxiste um subespaco ECEse conjuntos S C E*, () C E e constantes a > w tais

que:

(i) SCEt, eL|s>a.
(77) @ é limitado e £ < w na fronteira 0Q) de Q em E
(i7i) S e 0Q) estao entrelagados.

Demonstragao: Sejam p, r; > p e ry nimeros reais poitivos, a serem determinados posteri-

ormente, e sejam e® os primeiros vetores na base de E¥, isto é
1 < _s 5.1 1 _s 5_1
+ 2 2 - 2 2
et = A JAL O ) e e = ()\ ,—A ) .
NG 1201 A 1 5\ o) i ™

Sejam
[0,r1e7] = {se*: 0 <r <},
Q=1[0,re"] @ (B,NE),
E = span [e"] @ E,
S =0B,(0)NE™",

onde Bpr denota uma bola aberta com raio R centrada na origem. Note que

(i) o conjunto @, é o produto da bola fechada em E~ com um segmento de reta em E™,

(i7) S uma esfera contida em E*, e
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(17i) S e @) se interseptam exatamente em um ponto interior de ), conforme figura abaixo

A [e+]J_ ANE*

E+

v

Em ET temos

1 1 1
A(qu) = §<Lu+=u+)E3 = §(u+7u+)Es = 5 Hu

logo A tem um minimo local estrito sobre E* em u™ = 0. Vejamos que o mesmo ocorre para

L. De fato, por (hy), existe R > 0 tal que

Wl o |u| > R.

Jul®
De (h3) existe 0 < 0 < 1 tal que

|/ ()|

Jul

<1, Y|ul] <é.

Se 0 < |u| < R entao, como f € C(R,R) temos que

fw)] 1 K
Wl S

Logo de (2.20) - (2.22), temos que

|F(u)| < CuP™ + C'|ul?,Yu € R,
e procedendo da mesma forma para G(u), obtemos as seguintes estimativas familiares

F(u) < Cu? + Cluf™™ e G(v) < &* +C©) o],
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Yu,v € R, com ¢ > 0 arbitrariamente pequeno.
Para estimar £, em uma esfera de raio pequeno em ET, usaremos a desigualdades (2.11),

(2.19) e (2.23) e a imersao de Sobolev (2.18). Com efeito,

Li(ut) = %(LuJr u"),, — H(u")

= sl - [ Fe) = [ Go)
2 4me—c/Wﬁ\—c/www15/W+\_o/|ﬂwl

= Sl = (G + 1) = © (el + ot

1 1
> gl =0 (5 Il + g ol ) -
o (e + i)
1
> gl - A g2 € . - € - €

= Cllufy = O[3 - ¢ a5

para todo u™ € Et. Como p + 1, + 1 > 2, para u' pequeno £;(u") é positivo, j& que a

primeira parcela da direita, domina as demais. Por outro lado,
+ 1 4112 +(|p—1 41191
£a) > (5 =) ' [t = (€ "+ € 2]

Note que s(ut) = C(€) Jut |2 + C(€) [Jut|%." é continua e »(0) = 0, logo existe § = §(&;)

tal que s(ut) < &, se 0 <ut < 4. Desta forma, ficamos com

£ > (5-¢) Il 0 - o)

se 0 <u' < 4. Tomando p=6ea=(3—¢)p*(1—&) e (i) fica provado.
Afim de provarmos (i7), notamos que Q) de ) tomada no espago E , consiste de trés partes,

a saber :

QN{r=0}, QN{r=r} e  Q=1[0,rme"]®(0B,NE").

O nosso objetivo ¢ determinar r; e ry para que £;(u) seja ndo positivo em 0@, ou seja ,
faremos a prova considerando w = 0. Como em E~—, A(u) < 0 e por (hy) o funcional H(u)
¢ nao negativo, segue que £1(u) < 0 em E~. Portanto, uma vez que @ N {r =0} C E~,
Li(u) <0em QN{r=0}.
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Para provarmos as duas partes restantes, observamos que, para u = u~ +ret € F,

Ly (u +ret) % (L(u”+ret), (u” +re")),, —H(u +ret) (2.24)
(D) g (Lret) )+ (Lumret)
(L") re®) . — H(u +7e")
5 MO e,
uma vez que B+ e £~ sdo invariantes por L, E* L E~ e L(e*,e*) = ||e*| .. Por (h4) temso,

F(u) > Blu|" — By e F(v) > Blv|" — By, logo

Hmw::Ame+/G@M

Q
B/|u|7dx+B/|v|7dx—BQ|Q|
Q Q

B, / [[u] + [o]]" dz — Bs |2
Q

\Y

v

= 31/|(u,v)\7dx—82]§2],
Q

onde B; e By sao constantes. De modo que

H(u +ret) > Bl/ lu™ +ret|dz — B, | . (2.25)
Q

Podemos escrever u~ = u, +te~, onde ¢ é um nimero real, e u, € £~ é perpendicular a e”

em E*(Q), como também a e* em Lo(Q) x Ly(Q2). De fato, supondo

u = Z:;l Srpopev = Z:;l N Pp, Uy = (u_,v_) ’

temos

(ug,e™),.

1 -3 1 s_1

o= + (v, E—=A]
L5 s L 5157 y2s )
(E)‘l Zkzl)‘kfk)i<ﬁ)‘l Zkzl)‘k Uk)—Q

o que implica &, = 0 e 1, = 0, pois Ay > 0.
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Dai (2.25) resulta em

v

Y

v

H(u +ret) (2.26)
By / luy +te” +ret|" do — By |9
Q

/2
/ luy +te” + re*f) — By
Q

) ) v/2
B3</}u2| —{—/|te~|—7‘e+}) — By
Q Q

) v/2

Bg ( }té’i + ’l“€+‘ ) — B4

Q

v/2
(/ (te” +ret te” + T6+)L2><L2) — By
Q

v/2
/tQHe_Hing —i—2tr( ) +)L2><L2+T2He+||2Lg><L2> — By

v/2
B ([ 2 Ny 207 e N gy cosx 2, ) = B

Agora usando que u~ € @) , que é um conjunto compacto na topologia fraca e que a funcao

||.]| é fracamente continua, sucede que ¢ é limitado, e entdao podemos concluir que

v

v

4 ret (2.27)
v/2
e ||M+2true-umHewmcoswz||e+||im2) -
+ 2 || +]|2 "
Cr e gy o+ 07 e )

v/2
> — 1% cos” x [|e ]| et 17 -
—C* —r“cos” x |le szL2+T € || LyxLa B,

(
s (/]
(
o
o
lhcsmx/k+) B,

) v/2
—C? +H6+HL2><L2 7‘2(—0082x+1)) — By

:>\:>\:>\

) v/2
—C?% +r?%sin X||€+HL2><L2> — By

De (2.24) e (2.27) obtemos

Ly(u +ret) < 2 = B+ Ba— o u [

Escolheremos r; e rs, tais que

1
n(r) = 5r® = Ber? + Ba <0 Vr 2,5 > 2maxa(r).
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Observe que esta escolha é possivel pois v > 2 e Bg > 0. Desta forma £; é nao negativo em
QN{r=ri}eem Q =1[0,m¢e"| ® (0B,, N E7), respectivamente.

Para a prova de (ii7) e detalhes sobre a nogao de entrelagamento' nos referiremos a Ra-
binowitz [21]. Convém lebrar porém a nogao de entrelacamento. Dados dois conjuntos @ e
Scom QNS # TedNS =, diz-se que 9Q e S se entrelagcam segundo uma classe de
deformagoes U se para toda deformagao h € ¥ tal que ¥(t,0Q) NS = &, para todo t € [0, 1],
entdao U(t,Q) NS # &, para todo t € [0, 1]. [ |

Lema 2.8 £ satisfaz a condi¢ao de Palais Smale.
Demonstracao: Seja {u,,} uma sequéncia em FE*(f), tal que

[Lo(ua)| <M, Ly (un, v0) (35, 9)] < € ]| (52, 90)]

s com €, — 0. (2.28)

Queremos provar que {u, } possui uma subsequéncia convergente. Para isto, mostraremos que

tal sequéncia ¢ limitada em E*(2) pois neste caso, como
£, (u,)(®) = (Luy, @) 5, — H(w,)(®),

converge para zero, e devido a compacidade de H, se {u,,} for limitada, tomando subsequéncia
, temos que H(u,,)(®) converge, e portanto (Lu,, ®) ., converge, para todo ® € E*(2), e como
L ¢ invertivel , ocorre sucessivamente que u,, converge em £*(£2).

Para provarmos que u,, é limitada procedemos como segue. De (2.28) e (h4), para M > 0

e €, > 0 arbitrariamente pequeno, temos
1,
Z *Cl (un) -5 <£ un) un>

= A(u,) — /F(un dx—/Gvn x—§B(un,un)—

< / Flun)un + / ('Un)vn) i
= (5-2){ [liswiae+ [ ulloiasf - c,

onde C' é uma constante referente aos valores de u,, e v, entre —n e +n. Entao para novas

constantes C' e € > 0, obtemos

lémaVWJMm+Lhmmestc+dmwm. (2.29)

IEsta terminologia “entrelacamento” ¢ uma traducao do inglés “linking” usada na literatura americana.
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Escrevendo ul = (uf,vF

n’)-n

), e notando que

(L (uy

(Lu,,uy) . +u,),

uvjzc)Es - (

ll:t ui)

+
) e = [l

segue de (2.28), da desigualdade de Holder e pelas imersées de Sobolev, que

ol = el < [ (B i) . = (L),

TL

IN

+C

C{ </ ’ﬂum%});ﬁ

IA

C

_|_

Por outro lado, da hipétese (hsy), temos

[ (un)|7 < Clun| + Celg(on)|?

Desta tltima estimativa, (2.30) resulta em

v ([ 170w ||un|)

sl = el < ©

/fun idx+/ oo o da
(L) e+ ([0 )™ 1
c|([ rf<un>|%>T] ], +

( / |g<vn>|%)#] o e

.
(/!funl\fun "
( st \g@n)\%)%] o] .

)| = [(H(un)(

u;))|

(2.30)

(f |g<vn>|%1)#] } Juz]) .

i

< Clu,| + C.

# ([ latie) ™ ] sl

Ressaltamos que C' representa constantes distintas. Dividindo ambo os membros por |[u|| .,

obtemos

[l —e<©

v ([ 170w ||un|)

([ lotet o)™ ]

Do fato de u,, = u} + u,;, juntamente com (2.29), concluimos que,

e < € [+ (C+ e fuallp) 7+ (C + e flugll )]

seguindo a conclusao esperada.
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Proposicao 2.1 Suponha que as fungées f e g satisfazem as hipdteses (h1—hy) e seja 0 < s < 2
tal que (2.19) vale. Entao, um ponto criticou =(u,v) de L1 é uma solugio das equagoes Euler-

Lagrange
—Av = f(u) em 07°(Q),
—Au = f(v) em 6°%(Q).

Demonstragao: Seja u um ponto critico de £;. Para todo ® = (3,¢) € E*(Q0), temos

£,(u) =0, ou seja

(Lu, @), = H(u)(®) = /Qf(u)%dan/Qg(v)zbdm.
Por outro lado,
B(“? (I)) = (Lu7 (I))ES = (((_A)l_sva (_A)S_lu) ) (%7 ¢) )ES
= ((=2)""v, %) 0 — ((=A) u, 1) oo -

Portanto, substituindo ¢ = 0, para todo » € 6°(€2), temos
/ fu)sedz = ((—A)' "0, 5) o = ((=A) 2 (=A) v, (=A)*%x) ,, . (2.31)

Escrevendo u = Z Epp € 2 = Z NLGy, Segue que

(—A)"*(=A U—ZAl Py e (—A)72e ZAS/Qnm

k=1
Entao (2.31) ¢ igual a
D Ay = (—Av, ).
k=

Concluimos desta forma que, —Av = f(u) em 67°(2). Do mesmo modo, concluimos que,

—Au = g(v) em 6°7%(Q). [ |

Teorema 2.4 Suponha que as fungoes f e g satisfazem as hipdteses (hy — hy) e seja 0 < s < 2
tal que (2.19) vale com inequagdes estritas, e suponha ainda, que f e g sGo ndo negativas em
[0,00). Entao Ly tem um ponto critico nao trivial em E*(Q2), com ambas componentes ndao

neqgativas.

Demonstracao: Redefiniremos f e g por zero em (—oo,0]. Para obtermos o resultado

almejado, utilizaremos novamente o Teorema do Passo da Montanha para Funcional Indefinido,
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como no teorema (2.3). Note que, com a hipétese adicional de f e g serem nao negativas em
[0,00), 0 Lema(2.8) nao sofreu modificagoes, porém o Lema (2.7) terd que ser adaptado, em
particular & construgao do conjunto Q).

Vejamos, fazendo m = 5 em (2.24), temos que, nas laterais de Q) = @

2 1 2
B T 57

Aw) =~ |+ 5

1 1
S 57"% - 57“% :Ov

ou seja a parte quadréatica de £1(u) é ndo positiva, ndo apenas em Q N {r = 0}, mas também
nas laterais de @ = Q;. O mesmo segue para £;(u) desde que H(u) é nao negativo.

Resta-nos estabelecer a nao positividade de £; no lado de @),, o qual é o disco D, =

{(re™,u7) « [lu|

s <r}. Como na prova do teorema (2.3), encontraremos uma estimativa
inferior para H(u) em D,.

De fato, por (hy) temos que
F(u) > C(ul —1) e Gv) > C(v] —1).

Onde o subscrito refere-se a parte positiva.

Fixado r = 1 segue que, u € D; é da forma
u=c" +te +uy,

onde t real e u; € E~ perpendicular a e~ em E*® e em Ly(Q2) x Lo(€2). Observe que e~ =
(¢, —d1), ¢; > 0, isto é, e~ tem uma componente positiva e outra negativa. Todavia as
componentes de u, = (z, —z) mudam de sinal, j4 que sdo perpendiculares em Ly a ¢;. Como
A1 € um autovalor principal, as autofungoes associadas a A; tem sinal definido e é o tinico com

esta propriedade. Isto implica que
/(ul +v])dx > 0, Yu =(u,v) € D;.
Q
Caso contrério, terfamos que ter u}. =0 e v] = 0. Mas como u € D; ¢ da forma

u= (¢, +to, +z,¢, —te; — 2),

teremos ¢, +tp; +2 =0 e ¢ —tp; — z = 0, o que implicard que ¢; = 0, o que é um absurdo.

Temos ainda que,
T : Dy — R

u = fo(ul +ol)da,
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é fracamente continua em E* e como E* é reflexivo segue-se, do Teorema de Kakutani (ver [4]),
que D, é fracamente compacto, existindo desta forma, uy € D; tal que T (ug) = infyep, T(u).

Seja § > 0 o inf T(u), segue que
/(u]r +vl)dx > 4§, Yu =(u,v) € Dj.
Q
Obteremos portanto, que em D,

Hu) — /ﬂ F(u) + G(0)] dz > C /Q (. +v1)de — C
> C5-C

Como

temos que

H(u) > Cor" —C,, Yu € D,. (2.32)
Agora substituindo (2.32) em (2.24) ressulta que

2

Li(u +reh) = %TQ —Cor’' 4+ C — % u™| . -

e desta forma, tomando em conta que v > 2, £, é negativo em D,, para r grande, o que prova
(i7) do Lema (2.7).
Concluimos que £; tem um ponto critico. Além disso, pelo Principio do Méximo v > 0

em §2, visto que
—Av = f(u) > 0 em

v = 0 mna 900 e v#0.

Analogamente, concluimos que u > 0. |
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Capitulo 3

Regularidade

Neste capitulo veremos que as solucoes fracas, sao de fato solugoes clédssicas do problema

(P1).

Teorema 3.1 Suponha que as fungées f e g satisfazem a hipdtese (hy — hy), e seja 0 <1 < 2
tal que (2.17) vale. Entao todo ponto critico de Ly tem as coordenadas u e v € L*(Q2) para

todo 1 < a < 0.

Demonstragao: Assumiremos que N > 3. Reescreveremos a conclusao da proposicao (2.1)

como

—Av = a(z)u em 67"(Q),

(3.1)
—Au = blx)v em 03Q),

onde a(x) = fELu((xI))) e b(x) = g(vv(%)). Isto é possivel por (hs), j4 que itt) — 0 quando ¢ — 0.
Ademais, temos que a(z) € Lt (Q) e b(x) € L%(Q) Verifiquemos que, de fato, isto ocorre.
Decompondo 2 como a unido de Qy = {z € Q:u(z) =0}, Q = {z€Q:0<|ul <} e
Oy ={z € Q:|u] >} e analizemos cada caso separadamente:

(1° caso). Em q temos

lu(x)| = 0 e daf f(u(z)) =0 e a(xr) =0, logo [, |a(m)\§_ﬂ dx = 0.

(2° caso). Em 4, temos por (h3) que, |f(u)| < e |u| se 0 < |u| < §, portanto

&1
/ flux))|» dr < / e Tdy < ]Q]sz_i < 00.
0| u(z) o
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(3° caso). Em €y, temos por (hs) que, |f(u)| < C(Jul’+1), e além disso, |u| > 6 = = < 3

[ul
e u € LPT(Q) devido a imersao 6"(Q2) — LPT(Q), desta forma

LI e = e GR)™ (@)7]e

u(z)
1\ F
< C [|u|p+1+(—) ]dx
o 0

< C(ulft +1) < oo.

Para b(x) o processo é o mesmo. Ressaltamos que, quando nao houver dividas sobre qual
dominio estamos trabalhando, o simbolo €2 serd omitido.
Agora, seja € > 0. Em van der Vorst [23] temos a seguinte afirmagao: existem fungoes

1
qe € LT e fe € L, tais que

a(x)u(r) = g(z)u(zr) + [f.(z) para quase todox em £

(3.2)
ol gy < e
O préximo passo, serd substituir (3.2) em (3.1), feito isso, obteremos
-Av = q¢g.(x)u + f.(x) em 677(Q),
w4 L) @) s

—Au = b(x)v em 0"%(Q).
Denotemos os operadores multiplicacao f(u)(z) = b(x)u(x) e Q°(u)(x) = g-(z)u(z). Neste

caso, invertendo o Laplaciano em (3.3), teremos

u = (—=A)B(v),
v o= (=A)7'Q(u) + (=A) 7,
e eliminando v ficamos com

u=(=A)"B(=A) T Qu+ (=A)T'B(=A)

ou melhor ainda

(I — K®)u = h, (3.4)
onde [ é o operador identidade e
K= (=A)7B(-A)7'Q°, he=(=A)TB(=A) e (3.5)

Observamos que, como consequéncia do teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (ver [4]), e

da imersao de Sobolev, o operador
(—A)T L WO AW s L2, (3.6)
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é limitado de L°* em L2, ou seja ||[(—A) " ul| oy < Ol ar, com

1 1 2
—_— = - — 1< < < 00. 3.7
(6D) (651 N’ “ a2 o0 ( )

Quando nao houver dividas sobre qual dominio estamos trabalhando, o simbolo {2 serd omi-

tido.

Notemos também que, devido a inequacao de Holder, o operador multiplicacao

c : L' — L2

(3.8)

onde c(z) € L*, & limitado de L’* em L"?, com

= 1+ 1<8,61,8, < (3.9)

20 Nk = & ) > 00, .

B2 B S v
e

C(u)|| s
e = sup 10tz <y

werst Ul
. - s
Para termos a igualdade, basta tomarmos a funcao constante u = c¢?1, uma vez que

S—B9

1 El 17 5
B1 81 S
s s
Jur) =) =|{ e <o
Q Q Q
e
3 = =
/ s B\ / semp B\ / TNE- A
‘CCBI = c B2 = c B2
Q Q Q
1 1 g
£2 E 6
S
=\ i) =) )
Q Q Q
e consequentemente ||C|| = ||¢|| s -

Salientamos que S e 3, devem ser suficientemente grandes, para que 3, seja maior que 1,
o que & necessario devido que em (3.5) cada operador multiplicagao ¢ sussedida por (—A)~!

Analizemos o caso particular do operador

Q (=A)~ B (=A)~
Ke . Lo — [ — L™ — ™ — IS
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Usando (3.9), com 5, =ae S = g“ para o operador ¢, concluimos que (¢ ¢é limitado de

a ag 1 _ 14 pl
L® em L% com o — o T o Devemos pedir que

11 1
— =P - (3.10)
ay o p+1

para aplicarmos (—A)~!, e consequentemente por (3.7), termos o operador (—A)~! limitado

de L*? em L, se
1 1 2 1 p—1 2

a3 a N a p+1 N’

—_

Novamente usando (3.9) para o operador 3, com — % 4+l 2 66— 2 temos que 5 6

2
B p+1 N
limitado de L®® em L®*, onde

»Q

1 1 p—1 2 q-—1

ap o p+1 N qg+1°
Afim de aplicarmos mais uma vez (—A)~!, pediremos que

1 1 -1 2 -1
_:_+p___+q_<1
ag o p+1 N qg+1

e finalmente termos o operador (A) !limitado de L** em L7, se

L1 2 1,p-1 2 g¢-1 2 1
f as N a p+1 N g+1 N «

N -2 1 1
N p+1 qg+1

Logo K¢ ¢é limitado de L* em L, com

1 1 N-2 1 1
=242 - - . 11
+ ( N ) (3.11)

6« p+1 q+1

Resta-nos vermos que realmente é possivel escolher o, grande o suficiente, de modo que
(3.10) e (3.11) se verifique.

Vejamos. Como p e g sdo (sub)criticos no caso de (2.1) temos que

1+2 N -1 1 1 B N -2 1 1 +1
o N p+1 gq+1) N p+1 ¢g+1 N

< —|—2
[ N'

\)

_I_

Qlm olr

Desta forma (3.11) é satisfeita e ver-se facilmente que (3.10) também o é. Segue que 3 > « se
p e g sao subcriticos e que = a se N > 2 e p e g sao criticos. No 1ltimo caso, os argumentos

acima sao validos para todo p+ 1 < a < 0o, uma vez que

1—|—2< ! —|—2<1—|—2<1
a N p+l1 N 2N
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Além disso,

1K=l = [[(=A)"B(=2)" Q%]
< CB(-0)"'Q%u|) s
< CIBII(=2)"' Q| s
< Clbll g 1Qul| e
< Ol ges Q) el o
< OBl g lgell = llull g
<

Ce (bl gor el

devido a (3.7). Desta forma, temos uma limitagao de ordem ¢ do operador K¢, o que implicard
na invertibilidade do operador I — K¢ : L* — L® para todo a € R grande, como almejamos
(ver [13]).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, veremos que h. estd em L com 1 < a < oo. Com
efeito, temos que

(=A)™ p (=A)™

he @ L™ — Lt — [ — L~

De (3.6) sabemos que (—A)~!: L*® — L1 ¢ limitado com

ou seja

1 -2 g-1
— ===+ —. 3.12
(6%)] N+q+1 ( )

Note que ay > 1, possibilitando-nos aplicar (—A)~!. Desta forma obtemos que (—A)~! :

L* — [* ¢ limitado com

1 1 2
a Tm
e
1 2 2 —1
0<—=-F—~+ (q]? <1
Por fim, concluimos de (3.4) que u € L“ para todo 1 < a < co. Para o argumento v, o
procedimento é similar. [ |
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Coroldrio 3.1 Pontos criticos de L1 sao solugdes classicas do problema (Py), e no teorema

[1 2

(2.4) “nao negativa” pode ser substituido por “ estritamente positiva

Demonstragao: Na proposicao anterior, vimos que u € L%, para todo 1 < a < o0 o que
implica f(u) € L", para todo 1 < r < co. Segue do teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg que
v e Wr(Q)n VVO1 "(Q) para todo 1 < r < oo. Usando o teorema de Rellich-Kondrachov e

tomando r > N, resulta que v € C(Q2) logo g(v) € C(Q2) e portanto de

—Av = g(v) em £
v = 0 mna 09,

e devido as estimativas de Schauder (ver [12]), concluimos que u € C?(f2). Procedendo de

forma andloga, veremos que u € C(Q) e v € C?(Q). [ |

Observagao 3.1 Combinando o Teorema (2.3) e o coroldrio (3.1) completamos a prova do

Teorema (0.2).
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Apéndice A
Método Variacional

A expressao Calculo das Variagoes, inicialmente foi usada por Leonhard Fuler no ano de
1756, ao descrever o novo método que J.L. Lagrange desenvolveu no antecedente ano.

A idéia chave do célculo da variacoes é a obtencao de pontos criticos de um funcional
L:M—R

onde M pode ser um conjunto de numeros, func¢oes, curvas, superficies, munido se alguma
topologia.

O grau da dificuldade para determinizacao dos pontos criticos do £, dependerd de M e do
funcional £ j4 que, em alguns casos, a aplicacao de método da analise cldssica ja é suficiente.
Por exemplo, se M for um intervalo compacto da reta, munido com a topologia induzida por
R, e L continua, basta usarmos o teorema de Weierstrass.

Apessar da expressao “cdlculo das variagoes” ter sido usada apenas no século XVIII, prob-
lemas desta natureza sao antiquissimos. De fato, os Egipcios sabiam que a menor distancia
entre duas linhas é a medida do segmento que os une. Como também estao presentes no nosso
dia a dia, basta citarmos a insensdvel busca da minimizacao do custo e a maximizacao dos
lucros.

Por muito tempo, vdrios matematicos se deteram a estudar este tipo de problema, desen-
volvendo para isto, virios métodos variacionais, para se obter a solugao. Para cada problema,
existia um método especifico. Porém uma teoria geral, que permitia-se solucionar proble-
mas gerais, foi desenvolvida. O nome de Lagrange (1736 — 1813) e Euler (1707 — 1783) sao
fortemente ligados a este fato.

Pouco antes de 1732, Euler comecou um estudo sistemético de problemas de valores ex-
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tremos, desenvolvendo um método diferente dos seus predecessores, os quais tratavam de
problemas particulares. Ele descobriu, para uma classe especial de funcionais, a primeira
condigao necessdria que uma funcao de minimizacao tem que satisfazer. Nos dias de hoje isto
é conhecido como a equacao de Euler-Lagrange e para funcionais, isso corresponde & condigao
L(u) = 0, onde L entende-se como a derivada de Frechet de £. A presenga do nome de
Lagrange dér-se devido a simplificagao que ele efetuou no método de Euler.

Em meados de 1850, Gauss e Thompson deram origem ao chamado “Método Direto do
Calculo das Variagoes”, o marco da introducao das Equagoes Diferenciais Parciais (EDP “s),
no cdlculo das variacoes. Basicamente o método trata da determinizacao de zeros de uma
equacao do tipo Euler-Lagrange

Lu =0, (A.1)

onde £ : X — X é uma aplicacao entre espacos de Banach, £ : X — R um funcional

diferencidvel no sentido de Frechet. A equagao (A.1) é equivalente a
(Llu),v) =0  YveX. (A.2)

Um ponto critico de £ é uma solucdo de (A.2) e o valor de £ em u é um valor critico de L.
Para se obter os valores criticos do funcional é usado a Teoria dos Pontos Criticos, que neste

caso, tem como resultado sintese, o Teorema (A.1) (ver [10]).

Teorema A.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que L : X — R é um

funcional satisfazendo as condigoes:
1. L é fracamente semicontinuo inferiormente;
2. L é coerciva, isto é, L(u) — 400 quando ||u|| — +o0.
Entao L é limitado inferiormente e existe ug € X tal que L(ug) = infyx L.

Este método foi usado no século XIX por grandes matemaéticos, tais como Gaub (1777 —
1853), Dirichlet (1805 — 1859) e Riemann (1826 — 1866), o qual em 1851, na sua dissertacao
de doutorado, estudou o problema de Dirichlet. Este tltimo problema consistia em resolver a

equacao “potencial”

P*u  O%*u
AU—@—’—@—yQ—O em G,
U|6G:f7
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onde G é um 4drea do plano R? e G a fronteira de G.

Esta equacao diferencial parcial é a equacao de Euler-Lagrange da integral de Dirichlet

o (8 (3)]

cujo integrando é nao negativo e assim tem um limite inferior, o qual é maior ou igual a zero.
Isto conduziu Riemann a concluir a existéncia de funcao ug que minimizava o integrando e
como consequéncia, resolver o problema de Dirichlet. Posteriormente Riemann declarou que
tais problemas variacionais sempre tém solucao, porém nao apresentou uma prova com um
maior rigor matematico.

Em 1870, Weirstrass (1815—1897) criticou a afirmacao de Riemann e mostrou que, a priori,
em um problema variacional, a existéncia da funcao de minimizagao nao estava assegurada
por nenhum meio, e no caso geral , poderia até nem existir. David Hilbert (1862 — 1943),
cinquenta anos ap6s, baseando-se nas observagoes de Weirstrass, foi o principal responsédvel
da prova da existéncia da fungao de minimizacao, reavivando desta maneira, o Método Direto
do Célculo das Variagoes. O que Riemann e Dirichlet conjeturaram, Hilbert provou.

Hoje em dia, o mesmo tipo de idéia é usado para outros problemas de valor de fronteira,
para as mais gerais equacoes e sistemas elipticos. No simples caso do problema de Dirichlet,
o ponto critico ¢ o minimo do funcional associado. Entretato, os problemas que tratamos na
atualidade possuem um maior variedade de pontos criticos. Como consequéncia alguns novos
resultados na Teoria dos Pontos Criticos, tiveram de ser desenvolvidas, como por exemplo o
Método Minimax, cuja idéia bésica ¢é a seguinte:

“Dado um funcional £ € C'(E,R) tentar obter valores criticos como valores de minimax

(ou maximin) de £ sobre uma classe “adequada” A de subconjuntos de E :
— 3 f £ ”
“= A

Talvez um dos primeiros exemplos de uso de um esquema de minimax seja devido a F.
Fischer em 1905, através da caracterizacao minimax dos valores de um matriz n X n real,
simétrica M (ver [7]):

A= inf  sup (Me,e)
Er—1 el By 4)el=1

A, =sup inf (Me,e)

Er_1 ELEk,17‘6|:1

(K =1,2,....). Aqui, os autovalores sao numerados tais que A _; < ... <A ;< ... <0<

>
ES
N

. <\ e E; C E=R" denota um ubespago arbitrario de dimensao j.
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Um anélogo topoldgico do esquema de minimax empregado por Fischer foi desenvolvido
por Ljusternik e Schnierelman de 1925 a 1947, constituindo-se no que é hoje conhecida como a
Teoria (Classica) de Ljusternik e Schnierelman, que se adeqiia a funcionais apresentando uma
simetria Zy (ver [17]). Consolidando desta forma, a origem do chamado Método Minimax.

Ambrosetti e Rabinowitz em [1], no ano de 1973, estabeleceram diversos e importantes
resultados do Método Minimax, para funcionais “sem simetria”’. Um dos principais resultado

¢ o Teorema do Passo da Montanha, anunciado a seguir

Teorema A.2 Seja E um espago de Banach real e L € C*(E,R). Suponha que L satisfaz
(PS), £(0) =0,

(L4) existem constantes p e a > 0 tais que L |gp,> «, e
(Ls) existe e € EN\OB, tal que L(e) < 0.
Entao L possui um valor critico ¢ > «, que pode ser caracterizado como
‘= _};g welon) £w)

onde

I'={g€C(0,1],E) | g(0) = 0,9(1) = e}
Um segundo exemplo, é o Teorema do Ponto de Sela [22]:

Teorema A.3 Seja E um espago de Banach real tal que E =V & X, onde V' é de dimensao
finita. Suponha L € C'(E,R), satisfazendo (PS) e

(L) existe um vizinhaga limitada, D de 0 em V' e uma constante « tal que L |9p< «, e

(L7) existe uma constante 5 > « tal que L |x> 5.

Entao L possue um valor critico ¢ > . Além disso ¢ pode ser caracterizado como

¢ = inf max L(u),
Sel’ ues

onde

I'={S=nD)|heCD,E)eh=id nadD}.
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Benci e Rabinowitz, em [2], no ano de 1979, apresentaram o Teorema do Passo da Montanha
para Funcional Indefinido, uma espécie de generalizacao dos Teorema do Passo da Montanha

e Teorema do Ponto de Sela, a seguir

Teorema A.4 Seja H um espaco real de Hilbert com H = H, ® Hy e Hy = Hi-. Suponha
L € CY(H,R), satisfazendo (PS), e

(£1) L(u) = 3 (Lu,u) + H(u), onde L : H — H ¢ limitado e auto-adjunto, e L é invariante
em Hie Hy;

(L2) H é compacto.
(L3) existe um subespago HCHe conjuntos S C H,(Q) C H e constantes a > w tal que
(1) SC Hy el |s>a,
(17) Q é limitado e L < w na fronteira 0Q de Q) em H,
(iii) S e 0Q estdao em linking.
Entao L possue um valor critico ¢ > .

Uma aplicagao deste teorema é em Sistemas Hamiltonianos, do tipo tratado neste trabalho.
O método variacional, contribuiu muito para o desenvolvimento da matemaética, possibili-
tando assim, a solugao de problemas mateméticos em fisica (relativa e quéntica), Engenharia,

Biologia e Economia e consequentemente, desfruta de um “status” especial.

48



Referéncias Bibliograficas

[1] A. Ambrosetti and P.H. Rabinowitz, Dual variational methods in critical point theory e

aplications, J. Fenct. Anal. 14 (1973), 349-381.

[2] V. Bensi and P.H. Rabinowitz, Critical point theorems for indefinite functionals, Invent,

Math, 52 (1979), 241-273.

[3] Ph. Blanchard and E. Bruning, Variational Methods in Mathematical Physics, Springer-
Verlag, Berlim, (1992).

[4] H. Brezis, Analyse Fonctionelle Théorie et Applications, Masson, (1987).

[5] Ph. Clement, D. Figueiredo, and E. Mitidieri, Positive solutions of semilinear elliptic

systems, Comm. Partial Differential Equations 17.Nos. 5 and 6 (1992). 923-940.

6] D. G. Costa, Tdpicos em andlise nao linear e aplicagdes as equagoes diferenciais, VIII

Escola latino-Americana de Matematica-IMPA, (1986).

[7] R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, Interscience Pub-
lishers, Inc., New YorK, (1953).

[8] D. G. de Figueiredo, Nonlinear elliptic Systems, An. Acad. Bras. 72 (2000).

9] D. G. de Figueiredo and P L.Felmer, On Superquadratic Elliptic Systems, American
Mathematical Society, 343, No 1, (1994).

[10] D. G. de Figueiredo, Lectures on The Ekeland Variational Principle with applications and
detours, Springer-Verlag, New York-Berlin, (1989).

[11] D. Fujiwara, Concrete characterization of the domains of fractional powers of some elliptic

differential operators of the second order, Proc. Japan Acad. 43, (1967).

49



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[21]

[22]

[23]

D. Gilbarg and N.S. Trudinger, Elliptic partial differential equations de second order,
Springer-Verlag, Berlin, (1983).

E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley, New York,
(1979).

D. Huet, Décomposition spectrale et opérateurs, Presses Universitaires de France.

J. Hulshof and R. van der Vorst, Differential Systems with Strongly Indefinite Variational
Structure, J Fctl Anal 114, No 1, (1993), 32-58.

J. L. Lions and E. Magenes, Non-homogeneos boundary value problems and applications

, Springer-Verlag (1972).

L. Lusternik and L. Schnirelman, Topological Methods in the Calculus of Variations,
Hermann, Paris (1934).

L. A. Medeiros e M.M. Miranda, Espagos de Sobolev/Introducao aos problemas eliticos
nao Homogéneos, Textos de Métodos Matemdticos, IM-UFRJ, (1999).

L. A. Peletier and R.C.A.M. van der Vorst, Ezistence and nonezistence of positive solu-
tions of nonlinear elliptic systems an the biharmonic equation, 9 to apperar in Diff.& Int.

Equ..

A. Persson, Compact linear mappings between interpolation spaces, Ark. Mat. 5, (1964),
215-219.

P.H.Rabinowitz, Minimax methods in critical point theory with applications to differential

equations, AMS Memoins 65, (1986).

______ , Some theorems and applications to nonlinear partial diferential equations,

Nonlinear Analysis: A collection of papers in honor of Erich Réthe, Academic Press, New

York, (1978), 161-177.

R.C.A.M. van der Vorst, Best constant for the embedding for the space H?* N H} into
L®7, Diff. & Int. Eq. 6, No 2 (1993), 259-276.

50



