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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes radiais positivas
para equacoes elipticas em dominios com simetria. Num primeiro momento trabalharemos
em dominios anulares, onde estudaremos, além da existéncia e multiplicidade de solugoes,
resultados de nao-existéncia de solugoes positivas. Em seguida trabalharemos em bolas.
Neste caso provaremos a existéncia de pelo menos trés solucoes radiais positivas. Final-
mente, em dominios exteriores, estudaremos a existéncia de solugoes radiais positivas para
um problema eliptico sublinear e a existéncia de solucoes nao radiais positivas para o pro-
blema nao radial correspondente. Para isto, usaremos alguns teoremas classicos de ponto
fixo do tipo expansdo/compressdo em cones. Em alguns casos, usaremos argumentos da
Teoria do Grau e o método de sub e super solucao.



Abstract

In this work we will study the existence and multiplicity of positive radial solutions for
elliptic equations in domains with symmetry. In a first moment we will work in annular
domains, where we will study, besides the existence and multiplicity of solutions, results
of non-existence of positive solutions. Next, we will work in balls. In this case we will
prove the existence at least three positive radial solutions. Finally, in an exterior domain,
we will study the existence of positive radial solutions for a sublinear elliptic problem
and the existence of solutions nonradial positive for the corresponding nonradial problem.
For this, we will use some classic fixed point theorems of type expansion/compression in
cones. In some cases we will use arguments of the Theory of the Degree and the sub and
supersolution method.
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Notacoes

Notagoes Gerais

B(z,0) bola aberta de centro x e raio o
Blz, ¢] bola fechada de centro x e raio ¢
ou 0 0

Vu = (8;1’ &Z, e &;jv) gradiente de u

N

82

Au = 8_3:1; Laplaciano de u

i=1
ou . .
— derivada normal exterior
v
Q fecho do conjunto 2
o0 fronteira de €2
sgn J,(z) sinal da jacobiana de ¢ aplicada a x
' (x) = Z—f derivada de ¢ em relagao a x
d(b, ¢(z)) distancia de b a ¢(x)

Espagos de Fungoes

LP(Q) = {u : 2 — Rmensurdvel : / lul? dx < oo}, I1<p<oo
Q

L>(Q2) = {u: Q@ — Rmensuravel : existe C'>0 com |u(x)] <C q.t.p sobre Q}

C* () funcoes k vezes continuamente diferenciaveis sobre €2, k € N
C(Q,R") fungdes continuas de 2 em R"
K(Q, X) operadores compactos de  em X

Co’a(ﬁ):{ueC(ﬁ): sup M<oo} com0<a<l

z,yeN) |l’ - y|a
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WyP(Q) é o completamento de C1(€), na norma de W'?(Q), 1 < p < oo

W2P(Q) = {fu e WH»(Q): f&, .. Jv c Whr(Q)}
1/p
Ul e() = ulP dz norma do espaco de Lebesgue LP(€)
() o
wllwmr@) = ||ullze@) + Z | D%u|| e (o) norma do espago de Sobolev WP ((2)
a=1
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Introducao

Nesta dissertagao abordaremos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes
radiais positivas para equacoes elipticas em dominios com simetria. Mais especificamente,
trabalharemos em dominios anulares, numa bola e por fim, em dominios exteriores. Para
tanto, usaremos alguns teoremas cldssicos de ponto fixo do tipo expansao/compressao
em cones. Em ambos os casos reduziremos o problema eliptico a uma equagao diferencial
ordinaria correspondente, e associaremos a essa, um operador, de forma que encontrarmos
solucao para o problema eliptico inicial seja equivalente a encontrar ponto fixo desse
operador.

No primeiro capitulo enunciaremos alguns resultados que nos serao tuteis para melhor
compreensao do trabalho.

No segundo capitulo, cuja abordagem considerada ¢ dada em [15], usaremos resultados
de ponto fixo do tipo expansao/compressao em cones, argumentos da Teoria do Grau e o
método de sub e super solugao para estudarmos existéncia, multiplicidade e nao existéncia
de solucoes positivas para uma classe de equacoes diferenciais ordinérias de segunda ordem
com multiparametros, da seguinte forma:

—u" = Ag(t,u(t),a,b) em (0,1),
{ U(O)gz u(l) =0, (Papn)

onde a,b e \ sao parametros nao negativos e g € C([0,1] x [0,4+00)?, [0, +00)) é uma
funcao nao-decrescente nas trés tdltimas variaveis.
Associaremos ao Problema (P, ) o seguinte operador compacto:

(Tu)(t) = )\/0 K(t,7)g(r,u(7),a,b)dr, (1)

definido no espago de Banach X = (([0,1],R) munido com a norma usual
[ulloo 1= sup,e(o ) [u(t)], onde, K :[0,1] x [0,1] — R é a funcao de Green dada por,

(11—t se 7<t
K(t’T):{(l—T)t se T >t

Mostraremos que encontrar solucoes para o Problema (F,; ) ¢ equivalente a encontrar
pontos fixos para o operador dado em (1).

Os principais resultados desse capitulo podem ser aplicados a varias classes de pro-
blemas elipticos, tais como, equacoes elipticas semilineares em dominios anulares. Mais
especificamente, o que motivou esse estudo foram equagoes da forma,

—Au=N(|z],u) em 7 <|z|<r,
u(z) =a sobre |z| =1y, (2)
u(z) =b sobre |z| =1y,
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onde a,b e \ sdo parametros nao negativos, r € RY, N >3 e 0 < r; < 7. O primeiro
resultado, ver Teorema 2.1, pode ser aplicado, se considerarmos por exemplo, f (|x|,u) =
c(|x]) f(u), onde ¢ : [r1, 9] — [0, +00) é uma fungao continua, nao negativa, nao trivial e a
nao linearidade f é uma fungao continua superlinear tanto no zero como no infinito. Um
simples modelo ¢ dado por f(u) = u? com p > 1. C. Bandle e L. A. Peletier [2] estudaram
o caso f(u) = uN+t2/IN=2) ¢ =1 e a =0, esse resultado foi estendido por M. G. Lee e S.
S. Lin [22] a ndo linearidades f convexas e superlineares tanto no zero como no infinito,
utilizaram para tanto, o Método de Shooting. D. D. Hai, utilizando argumentos da Teoria
do Grau e o método de sub e super solucao, estendeu e complementou os resultados de
[2] e [22] a nao linearidades continuas e localmente lipschitziana. (Ver [3], Teorema 3.7).
A equagao (P,p) nao necessariamente é autéonoma e nao consideramos aqui, qualquer
hipdtese de continuidade localmente Lipschitz ou convexidade sobre a nao linearidade
f, obtendo dessa forma, um aperfeicoamento para o nosso resultado de multiplicidade.
Um tipo de resultado ainda nao encontrado na literatura é dado pelo Teorema 2.2, onde
obtemos a existéncia de trés solugdes positivas para o Problema (2). Uma aplicagao para
o segundo resultado principal, é dada por exemplo, quando f(u) = u?/(1 4+ u?) com
max{l,q} <p<q+1.

Para obtermos estimativas do tipo expansao/compressao em cones, nos sera essencial
uma propriedade elementar para fungdes concavas, nao negativas no espago das funcoes
C(]0,1],R), segundo a qual, para todo «, 3 € (0, 1), obtemos que,

inf u(t) > a(l — B)]|ullso- (3)
t€fonf]

Organizaremos o terceiro capitulo com base em [16]. Neste, assim como no capitulo
anterior, utilizaremos os mesmos resultados de ponto fixo, a fim de estudarmos a existéncia
e multiplicidade de solugoes radiais positivas para uma classe de problemas elipticos de
segunda ordem, da seguinte forma:

—Au = AK(|z])f(u),u >0 em Q,
u=a sobre 0f,

(4)

onde €2 é a bola de raio Ry centrada na origem, )\, a sdo parametros positivos, x € R,
N >3, f € C([0,+00),[0,+00)) é uma funcao crescente e K € C([0, Ry, [0,+00)) nao
é identicamente nula em qualquer subintervalo de [0, Ry]. Notemos que no caso anterior
consideramos um dominio anular e, nesse caso o dominio considerado é uma bola.

O estudo do Problema (4) foi motivado por vérios resultados para problemas elipticos
em dominio anular com condigoes de fronteira nao-homogénea, que estabeleceram a exis-
téncia e multiplicidade utilizando teoremas de ponto fixo do tipo expansao/compressao em
cones. Dentre esses resultados, podemos citar [2], [3], [17], [22], [35] e ainda [15], através
do qual organizaremos o segundo capitulo. Uma diferenca substancial entre os capitulos
2 e 3, é que nesse ultimo, substituiremos (3) adequadamente, por outra propriedade que
nos fornega estimativas do tipo expansao/compressao em cones, ver Lema 3.2.

Reduziremos o Problema (4) ao seguinte problema de equagoes ordindrias:

_(erlu/)' _ erl)\K(T)f(u +a) em (0,Rp) (5)
u(Ry) = u'(0) = 0.

Assim, para encontrarmos solugdes radiais para o Problema (4), é suficiente encontrarmos
solugoes para o Problema (5).
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Por uma mudanca de varidvel t=a(r), z(t)=u(r(t)), onde a(r) = (>N — RN /(N —2).
obteremos que (5) pode ser reescrito como:

{—zf'<t>:Ar2<N—1<> O a) em (0+00) (6)

onde h(t) = K(a=*(t)) é uma funcao continua que nio é identicamente nula em qualquer
subintervalo de (0, +00).
Finalmente, associaremos ao Problema (6) o operador F': C; — X dado por,

t):= )\/0 / h G(7)h(T)f(2(T) + a)drds, (7)

onde X é o espaco das fungoes continuas e limitadas z : [0,+00) — R munido com a
norma |[2[[ec = SUPsep 1o0) |2(t)] € C1 = {z € X 1 2 > 0,2 é concava e 2(0) = 0} define
um cone em X. Assim, os pontos fixos do operador F' dado em (7) sao solugoes para o
Problema (6) e portanto solugoes radiais para o Problema (4).

Com base em [1], no ultimo capitulo, também utilizaremos técnicas de ponto fixo, agora
em dominio exterior, onde consideraremos, sem perda de generalidade, o exterior da bola
unitaria, a fim de estudarmos a existéncia de pelo menos uma solucao radial positiva
para um problema eliptico sublinear com valor de fronteira. Usaremos ainda, o resultado
de existéncia do caso anterior e o Teorema de existéncia de Noussair [9] para mostrar
a existéncia de pelo menos uma solugao nao radial positiva para o problema nao radial
correspondente. Diante disso, o capitulo sera dividido essencialmente em duas partes,
uma trata do caso radial e a outra do caso nao radial. No caso radial consideraremos o
problema eliptico:

—Au= f(||z]},u)  para |lz| >1,
u=0  para |z| =1, (8)
u— 0 quando |z| — oo,

onde x € RY, N > 3. Esse problema sera reduzido a seguinte equacao diferencial or-

dinaria:
V"(t) + g(t,v(t)) =0 para te (0,1) 9)
v(0) = v(1) =0,

onde g(t, v(t)) = grigpe (1 — HEV-D/CN) (1 = U (1)),

Obteremos a existéncia de pelo menos uma solugao positiva para o Problema (9) e
portanto uma solugao radial positiva para o Problema ), onde a néo linearidade g (ou f)
é sublinear com respeito a segunda variavel tanto no zero como no infinito. Para tanto,
associaremos ao Problema (9) o operador S : C'— E dado por:

= /0 K(t,s)g(s,v(s))ds,

onde C' = {ve E:v(t) >0,te0,1],infep v(t) > min{a, 1 — b}||v||s}, define um cone
em I = C([0, 1]), espaco das fungoes continuas munido com a norma [|v||oc = supyep 17 [v(2)]
e K ¢é a fungao de Green dada acima. P. Habets e F. Zanolin obtém em [25] alguns resul-
tados para o Problema (9), usando o método de sub e super soluc¢ao. Esse problema é uma
generalizacao da equacao de Emden-Fowler considerada em [37]. Problemas relacionados
sao considerados em [19], [24], [28], [33] e ainda [34]. Em [13] encontramos um método
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similar, porém com outro cone. [32] e [29] trabalham com problemas da forma (8), onde
a nao linearidade é superlinear.

Na segunda parte, estabeleceremos a existéncia de pelo menos uma solugao nao-radial
para o seguinte problema nao-radial:

—Au = f(x,u) em €,
sobre 01, (10)

0
u(z) - 0 quando |z| — oo,

onde, € é o exterior da bola fechada B[0,1] C RY, com N > 3. O problema de simetria
para (10) foi estudado no caso autéonomo em [31], enquanto o resultado de multiplicidade
foi obtido em [11] e [27]. Problemas relacionados sao considerados em [8] e [10]. Aqui
trataremos o caso em que hé um decaimento da f quando x tende ao infinito, portanto o
caso autonomo nao pode ser considerado nessa estrutura.

No decorrer dos capitulos faremos aplicacoes dos principais resultados.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Enunciaremos aqui alguns resultados e, quando necesséario, provas que nos serao uteis
para melhor compreensao do trabalho. Comecaremos com algumas defini¢oes e pro-
priedades da Teoria do Grau em Dimensao Finita, que serao necessarias para provar os
principais resultados do grau topoldgico em dimensao infinita que também mencionaremos
mais tarde.

1.1 O Grau Topolégico em Dimensao Finita

Comecaremos este capitulo definindo o grau topoldgico em dimensao finita, para tanto,
consideraremos a abordagem dada em [18]. Donde temos que, a fungdo grau nos dar
informagoes quanto a existéncia, unicidade ou multiplicidade de solugoes de equacoes da
forma p(x) = b, onde ¢ € C(2,R"), Q C R™ aberto e limitado e b é um ponto dado
de R™. Tal fungao é denotada por d e a cada tripla (¢, €2, b) associa um nimero inteiro
d(p,Q,b), o grau de  com respeito a € e a b, o qual nos dar as informagdes comentadas
acima.

Definiremos o grau para valores regulares de ¢ € C'(Q) N C(Q). Em seguida esten-
deremos a definicdo para qualquer valor de ¢ € C?(2) N C(Q) e por fim, generalizaremos

a definigao para aplicagoes ¢ € C(€2).

1.1.1 Definicao do Grau em Dimensao Finita

Iniciemos definindo o grau para valores regulares.

Definigao 1.1 Sejam Q C R™ aberto e limitado, ¢ € C*(Q)NC(Q) eb € R™\p(9QUS,),
onde S, € o conjunto dos pontos criticos de p. Entdao definimos,

d(907 Q, b) = Exaofl(b)sgn‘]tp(x)'

O grau acima esté bem definido, pois sob as hipdteses da Definicao 1.1, usando o Teorema
da Fungao Inversa obtemos que ¢~ !(b) é um conjunto finito.
Modifiquemos a defini¢ao inicial de modo a abranger também valores singulares.

Definigao 1.2 Sejam Q2 C R™ aberto e limitado, o € C*(Q)NC(Q) e b ¢ ©(0Q). Defini-
mos, d(p,Q,b) = d(p,Q,b'), onde b € um valor reqular de ¢ tal que [b* —b| < o(b, p(0))
e d(¢,Q,b') € dado pela Definicao 1.1, onde o(b, p(9)) = inf{|b — a| : a € p(IN)}.

1



Generalizemos agora a defini¢ao do grau para fungoes continuas suficientemente préxi-

mas de funcoes C%(Q) N C(Q).
Definigao 1.3 Sejam ¢ € C(Q) eb € R"\p(9R). Entdo definimos d(p,2,b) = d(p, 2, b),

em que o € C*(Q) NC(Q) € uma funcao tal que || — ¢l < o(b, p(ON)) e d(p,,b) é
dado pela Definicao 1.2.

1.1.2 Principais Propriedades do Grau

Citaremos as principais propriedades do grau em dimensao finita, que usaremos para
provar posteriormente as propriedades do grau em dimensao infinita. Consideraremos o
espaco das funcdes continuas ¢ : Q — R", denotado por C(2, R"), munido com a norma
do supremo, ||¢||s := sup{|p(z)| : z € Q}.

(i) Continuidade em Relagao a Fungao: Sejam ¢ € C(Q,R") e b ¢ p(00). Existe
uma vizinhanga V' de ¢ em C(€2,R") tal que para toda ¢ € V,

b p(0Q) e d,Qb) =d(p,Q,b).

(ii) Invariancia do Grau por Homotopia: Sejam H € C(Q x [0,1],R") e b € R" tal
que b ¢ H(0Q x [0,1]). Entao d(H(.,t),Q,b) é constante para ¢ € [0, 1].

(iii) O Grau é Constante em Componentes Conexas de R™\@(dQ): Se b e b
estao na mesma componente conexa, entao,

d(p,Q,b) = d(p, QD).

(iv) Aditividade: Seja Q = Q;UQ,, onde 5 e Q5 sdo abertos de R™ tais que Q1NQy = 0.
Se b ¢ p(091) U p(0£22) entao,

d(gpa Q? b) = d(907 le b) + d(@? Q27 b)

1.1.3 Consequéncias das Propriedades do grau

(1) Ve g
1 se €
d(I,,b) = { 0 se béeQ,

onde, I é a aplicacao identidade.

(2) Se b ¢ ¢(Q) entdo d(p,Q,b) = 0.

(3) Se d(p,2,b) # 0 entao existe xy € 2 tal que ¢(xy) = b.

(4) Se d(p,$2,b) # 0 entao ¢(£2) é uma vizinhanca de b.

(5) Sejam K C € fechado e b ¢ p(K) entao d(¢,2,b) = d(p, Q2 — K, b).

(6) Seja {€;}ier, uma familia de subconjuntos de €2 abertos, limitados e disjuntos tais
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que ¢ 1(b) C U;erQ;. Entao o d(g, Q;,b) é nulo, exceto para um nimero finito de indices
rele
d(p,0,0) =Y d(p, 2, b).

il

(7) Sejam ¢ e 1 pertencentes a C'(2, R™) tais que () = ¢(z) para todo x € 02. Entao,
para todo b ¢ p(9Q) = 1 (0N2), temos que,

(1, Q,b) = d(,Q,b).

1.2 A Teoria do Grau em Dimensao Infinita

Esta teoria nos dara todo suporte que precisaremos para definirmos e estudarmos
as principais propriedades e aplicacoes do Indice de Ponto Fixo, ferramenta com a qual
trabalharemos posteriormente.

1.2.1 Definigao do Grau de Leray-Schauder

Nesta secao consideraremos a definicao do Grau de Leray-Schauder, suas propriedades
e as principais consequéncias decorrentes dessas propriedades. Comecaremos definindo o
grau para perturbagoes de dimensao finita da identidade, e usando o resultado que préximo
de um operador compacto sempre existe um operador de posto finito, estenderemos a
definicao para perturbagoes compactas da identidade, que é de fato a definicao do grau
de Leray-Schauder.

O lema a seguir sera 1til na definicao do grau para perturbagoes de dimensao finita
da identidade.

Lema 1.1 Sejam m < n, R™ um subespaco vetorial do R™, 2 C R" aberto e limitado,

e € C(Q,R™), ¢(x) =2 — p(x), onde p € C(2, R") e b € R™\¢(0N). Entao:
d(¢,Q,b) = d((b@mRm? QN R™Db). (1.1)

Prova. Devemos observar que o grau do lado direito da equagao (1.1) estd bem definido,
assim, verifiquemos que b & @grrm(Orm (2 N R™)). Primeiramente, afirmamos que
Opm(Q N R™) C 02N R™. Com efeito, seja © € Orm (2 N R™), dai, para todo r > 0
temos que,

B(z,r )N (QNR™) #0 e B(x,r)NR™QNR™ # 0,

onde, B(x,r) C R™ denota a bola do R™ de centro x e raio r. Devemos mostrar que
r € 002 N R™; claramente = € R™, ji que B(z,r) C R™. Agora mostremos que = € 952,
ou seja,

Bz, )NQ#0 e B(x,r)NQ° £

Onde Q° denota o complementar de 2 em R". Notemos que, B(z,r) N (2N R™) # ()
implica que B(x,r) N Q) # (). Resta-nos verificar que B(x,r) N Q¢ # (). Suponhamos, por
contradigao, que B(x,r) N Q° = (). Temos que

B(z,r) N (QNR™)* = B(x,r) N (Q°UR™) # 0.



Donde segue que,

B(z,m)NQ°#0 ou B(zx,r) NR™ #£ 0.
Como por hipétese B(x,7) N Q¢ = (), entdo necessariamente B(z,r) NR™ # (), isto é,
B(x,r) contém pontos de R™ o que é uma contradi¢io, ja que B(z,r) C R™. Logo,
Opm (2N R™) C 02N R™. Portanto,

Poingm (Orm (2N R™)) C (2N R™) C ¢(02) N G(R™) C ¢(90). (1.2)

Usando (1.2) e o fato que b ¢ ¢(99Q) concluimos que b & Pgngrm(Ipm (2 N R™)), caso
contrario, por (1.2) obtemos que b € ¢(0€2), absurdo.

Aplicaremos o caso regular da defini¢ao do grau em dimensao finita. Logo, podemos su-
por sem perda de generalidade que ¢ € CY(,R™) e que b é valor regular de
¢ € C(Q, R™). Mostremos que essa situacao corresponde ao caso regular para gb@ﬁ Rm s
ou seja,

e b ¢é valor regular de ¢jgnpm;

Com efeito, como ¢ € C'(Q, R™) entdao ¢gnpm € CH(Q N R™, R™), donde segue que
Por outro lado, como para todo =z € QN R™,

¢ (z) = Iy = (@jangm)(2) ()

0 In—m
temos que,
J¢(:C) = Jqs‘ﬁmRm (:C>
Além disso, z € ¢ !(b) se, e somente se, ¢p(z) = = — p(xr) = b se, e somente se,
r = ¢(r)+b € R™ se, e somente se, v € QN R" e v € (¢‘%10Rm(b)). Logo, se b é

valor regular de ¢ entdo b é valor regular de ¢jgngm. Como ¢~'(b) = (Fgngm) ' (D) €
Js(x) = - (x), pela defini¢ao do grau temos,

d(¢7Q>b) = Z:L‘Ec;ﬁ—l(b)sgn(‘](ﬁ(x))
x€¢71

E |QNR™ (b) Sgn(J¢|§mRm (:E))
- d<¢|§ﬂRM7 QN R™Db).

1.2.2 Definigao do Grau para Perturbacoes de Dimensao Finita
da Identidade

Definiremos o grau para perturbacgoes de dimensao finita da identidade, em seguida
estenderemos essa definicao para perturbacoes compactas da identidade.
Seja X um espaco de Banach real de dimensao infinita, 2 C X aberto e limitado de X.



Definicao 1.4 Seja T : 2 — X.

(i) Dizemos que T € um operador de posto finito se T'(2) estd contido num subespago de
dimensao finita de X

(ii) chamamos ¢ =1 —T : Q — X perturbagdo de dimensdo finita da identidade quando
T ¢ um operador de posto finito.

Definicao 1.5 Sejam b € X\(09) e F um subespaco de dimensao finita de X contendo
T(Q)U{b}. Definamos,
d(9,82,b) == d(djgrp, 2N FLD).

Para mostrarmos que a fungao grau estd bem definida, mostraremos que a defini¢ao
nao depende da escolha de F'.

Sejam Fy, Fy como F acima . Logo T(Q) U {b} C Fy N F,, que é subespaco de F} e Fy.
Assim podemos aplicar o Lema 1.1, onde obtemos que

(b, QN FLD) = d(bgnpnp, 2N F N F,b)
= (g QN Fo,b).

Logo, o grau nao depende da escolha de F', e portanto, esta bem definido.

1.2.3 Definigcao do Grau para Perturbacoes Compactas da Iden-
tidade

No que segue trabalharemos com perturbagoes compactas da identidade. Seja X um
espaco de Banach real de dimensao infinita, {2 C X aberto e limitado de X.

Definicdo 1.6 Seja T : Q — X.

(i) Dizemos que T € um operador compacto se é continuo sobre Q e se T(Q) ¢ relativa-

mente compacto, ou seja, T(2) é compacto;

(ii) chamamos ¢ = I —T : Q — X uma perturbacio compacta da identidade quando T é
um operador compacto.

O lema a seguir sera utilizado para mostrarmos que préximo de um operador compacto
podemos conseguir um operador de posto finito.

Lema 1.2 Seja K C X compacto. Para todo € > 0, existem um subespago de dimensao
finita F, de X e uma aplicagio g, € C(K, F,) tais que ||x — g.(x)|| < € para todo x € K.

Prova. Como K é compacto, dado € > 0, podemos cobri-lo com uma quantidade finita
de bolas de raio € centradas em elementos de K, mais precisamente, podemos encontrar
Y1, -, Yp € K, tais que K C U B(y;, €).

Seja F. o subespago gerado por {yi, ..., y,}, notemos que, definido dessa forma, F' é
um subespaco de dimensao finita de X.

Definamos b; : K — R por

N e—|lz—wyl se z€ B(ye)
bz(x)—{ 0 se z¢ B(y;,e).

Donde segue que



e b, é continua para todo x € K

o XV bi(x) > 0.

Consideremos ¢, : K — F, dada por,

0 1bi(w)yi

gE<w) = Elebl(];) °
Notemos que g. é continua. Além disso,
Ezz?:lbi(x)yz‘
loco) ol = Sl
_ E€=1bi(x)yi - Ef=1bi(37)33
Zlebz‘@)
_ ZLbi@)l(y — @)
2?:161'(5’7)
= |y —zf <e

Lema 1.3 Sejam T : Q — X wum operador compacto, ¢ = I —T uma perturbacao
compacta da identidade e b € X\p(0N2). Entao,

(i) ¢ € uma aplicagao fechada, isto €, a imagem por ¢ de um fechado é um fechado;

(ii) ¢ € uma aplicagao propria, isto é, a imagem inversa por ¢ de um compacto € um
compacto;

(iii) Seja r = d(b, p(02)) > 0. Eziste T, : Q — X wma aplicacdo de posto finito tal que
T —T,|| <r/2.

Prova. (i) Seja F' C Q fechado, devemos mostrar que ¢(F) é fechado. Considere-
mos (z,) C F tal que ¢(x,) — yo. Notemos que, yo € ¢(F). De fato, temos que
o(xn) = xp — T(xy,), como T é compacto, a menos de subseqiiéncia T'(z,) — 2. Logo,
como z,, = ¢(x,)+7T(z,) entdo (x,) é convergente, isto é, x, — xo € F, pois F' é fechado,
como ¢ é continua ¢(x,) — ¢(xo), logo ¢(z) = yo. Como ¢(zo) € ¢(F) entao yy € ¢(F).
Dai, ¢(F") é fechado. Portanto ¢ é uma aplicagao fechada.

(ii) Devemos mostrar que para todo K C X compacto, ¢~ '(K) é compacto. Seja
(un) C ¢~ H(K). Notemos que (é(u,)) C K, como K é compacto, a menos de subseqiiéncia,
o(un) — yo. Temos que ¢(uy,) = u,—T (uy), como T é compacto, a menos de subseqiiéncia
T(un) — 2o, assim, como u, = ¢(u,) + T(u,) entdo (u,) é convergente, logo ¢! (K) é
compacto para todo K C X compacto. Portanto, ¢ é uma aplicagao propria.

(iii) Vimos que ¢ é uma aplicagdo fechada, dai ¢(92) é fechado e portanto,
r = d(b,¢(09)) > 0. Consideremos K = T(Q). Como T é um operador compacto,
temos que K é compacto. Seja e = r/2 > 0, pelo Lema 1.2, existem um subespaco F;/, de
dimensao finita de X e uma aplicagao g,/» € C(K, F}/2) tal que ||z — g,/2(2)|| < 7/2 para
todo v € K, isto é, ||T — g,/2(T)|| < r/2 para todo T € K, dessa forma, consideremos
T, = gj20T, temos que a imagem de T, estd contida em um subespaco de dimensao finita
de X, donde segue que T, é uma aplicacao de posto finito, além disso, |7 —T,|| < r/2.m
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Definicao 1.7 Seja r = d(b, p(0Q) > 0, tomemos ¢, = I —T,, onde T, : Q@ — X € uma
aplicacao de posto finito tal que ||, —¢|| =T, —T|| <r/2. Notemos que d(b, ¢,.(0S2)) >1/2.
Com efeito, seja x € OS2, temos que

r < d(b, ¢(x))

IN

d(b, ¢) + d(¢r, @)
< d(b,¢r) + g

Donde seque que d(b, ¢.) > /2 > 0. Definimos entdo,
d(¢,Q,b) := d(¢,, 2, b).

A definigao acima nao depende da escolha de ¢,. De fato, suponhamos que temos ¢,.,
i = 1,2, perturbagoes de dimensao finita da identidade tais que T,, U {b} C F}, onde F; é
um subespago de dimensao finita de X e ||¢,, () — ¢(x)|| = || T, — T|| < r/2, para todo
z € Q. Seja F um subespaco de dimensédo finita de X tal que Fy + F, C F. Por definicdo
do grau para perturbacoes de dimensao finita da identidade temos,

d(¢r,,Q,b) = d(gbm‘mF QN ED).
Seja 1 : [0,1] x QN F — X dada por,
Vo = 9¢r1@mF + (1 - 9)¢T2\ﬁﬁF7 0 e [O’ 1}

Como (2N F) C QN F entao d(b,(0r(Q2N F))) > r/2 > 0, para todo 0 € [0, 1].
Desde que o grau em dimensao finita é invariante por homotopia entao,

d(r,, S QNE) =d(ér, QN D)

Isto é,

d(¢T1’ Q, b) = d(¢r27 Q, b)

Portanto, a definicao nao depende da escolha de ¢,.

1.2.4 Propriedades Fundamentais do Grau de Leray-Schauder

As seguintes propriedades do grau de Leray-Schauder, serao necessarias para obtermos
solugoes de alguns problemas que se seguem, além disso, nos permitirao compreender as
propriedades do Indice de Ponto Fixo.

Sejam X um espaco de Banach, 2 C X aberto e limitado, T : 2 — X uma aplicacao
compacta, ¢ = I — T uma pertubacao compacta da identidade e b € X\¢(9€2). Conside-
remos o espaco dos operadores compactos T : Q — X, denotado por K(€, X), munido
com a norma do supremo, ||T||s := sup{|T(z)| : = € Q}.

Considerando as hipdteses acima temos as seguintes propriedades do grau em dimensao
infinita:



(i) Continuidade do Grau por Variagao do Operador T.

Existe uma vizinhan¢a U de T' no espago dos operadores compactos IC(€2, X) tal que
para todo S € U temos que,

bt (I—8)(00) e d(I—S,Q,b)=d(¢,0b).

De fato, sejam r = d(b, p(92)) > 0, U ={S € K(Q, X) : |S T g <r/2},p=1-8
e x € 0F). Temos que:

r<d(b, o)) < d

Donde segue que d(b,1(x)) > r/2 > 0 para todo = € (02), e portanto b & 1)(02).
Mostremos que,
d(v,Q,b) = d(¢,Q,b).

Sejam ¢ = I — Ty e ¢y = I — T perturbacoes de dimensao finita da identidade tais
que,

r

161(z) = o)l < §

Seja F' um subespaco de dimensdo finita de X tal que T1(Q)U S;(Q)U{b} C F. Entao,

e |vi(z) —Y(x)] < %, para todo z € (.

d(¢,Q,b) = d(¢1,,b) = d(¢1@w, QN Fb).
Analogamente

d(,Q,0) = d(r,2,0) = d(tr, Q0 F,b).

Usaremos a propriedade de invariancia do grau por homotopia em dimensao finita.
Seja H : [0,1] x QN F — X dada por:

H(t,x) = t¢1lﬁmF($) +(1 - th@mF(Jf)
t € [0, 1]. Mostremos que b ¢ H(t,0(2N F)). Sejam = € A(QN F) e t € [0, 1], temos que:

b= H(t,2)[ = b= ¢@)] = tlo(z) = pu(2)]
= (I=D)[lv() = u(@)] = (1 =)llo(z) = v(2)]]

r r r
> roth (-t —(a—t)r
> il a0t o)
= Tl
4 274
Logo b ¢ H(t,0(2N F)). Portanto,
A1, QN F,0) = d(1 QN F,b).

Donde segue que,
d(¢,Q,b) = d(,Q,b).



(ii) Invariancia do Grau por Homotopias Compactas.

Seja H € C(Q x [0,1], X) dada por,
H(z,t) =2 — S(z,t),

onde S : Q2x[0,1] — X é compacta. Seb ¢ H(9Qx [0, 1]) entdo d(H(.,t),2,b) é constante
para todo ¢ € [0, 1].

De fato, temos que r = d(b,H(02 x [0,1])) > 0, com efeito, definamos
H:Qx[0,1] = X x R por:

H(z,t) = (x,t) — (S(z,t),t) = (H(x,1),0).

Notemos que ﬁNé uma perturbacao compacta da identidade, logo é uma aplicagao
fechada, portanto H (0 x [0,1]) = H(9Q x [0,1]) x {0} é fechado, donde temos que
r = d(b, H(9Q x [0,1])) > 0.

Consideremos o compacto S( x [0,1]). Pelo Lema 1.2 existe F,/» um subespago de
dimengao finita de X, contendo b, e uma aplicagao g,/2 € C(S(Q x [0,1], F}2) tal que,

|z = grjo(z)|| <7/2, paratodo z € S(Qx[0,1]).

Seja Hy(x,t) == x — g;2 © S(x,t), para todo ¢t € [0,1]. Notemos que a imagem de
gr/2 esta contida em um subespaco de dimensao finita de X, logo g,/ é uma aplicagao
de posto finito, donde segue que H; é uma perturbagao de dimensao finita da identidade.
Como para todo t € [0, 1], r < d(b, H(0f, 1)) temos que,

d(H(7 t)v Q? b) = d(Hl(7 t)a Qa b)
Como H; é uma perturbacao de dimensao finita da identidade entao,

d(H:(.,),9Q,0) = d(H:(., ) g, 0 QN Frya, b).

Temos que H; : QN F./o — F, 5 é continua e b ¢ H, (092 x [0, 1]), logo pela propriedade
de invariancia do grau por homotopia em dimensao finita, d(Hi (., ?)gn Fy 2.0 F, )y b) é cons-
tante, donde segue que d(H(.,t), 2, b) também é constante para todo ¢ € [0, 1].

(iii) O grau é constante nas componentes conexas de X\¢(0f2).

De fato, seja b ¢ ¢(0f), temos que

Verifiquemos em que condigoes existe r € X tal que ¢—r € U, onde U ¢ uma vizinhanca
de ¢ — b no espago K(£2, X). Assim, dado € > 0 devemos ter,

|6 =7 = (¢ = b)llec <&

Donde,
|lr — bl x <e.
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Logo, para r suficientemente proximo de b obtemos que ¢ —r € U. Dali, usando a
propriedade (i) temos que existe uma bola B(b,e) C X\(¢ — b)(992) tal que, para todo
r € B(b,e),
d(p—0,Q,0) =d(¢ —r,Q,0).
Donde a aplicacao,
X\(p—=0)(0Q) — Z
b — d(p—15,0,0)

é localmente constante. Ou equivalentemente por (1.3) a aplicacao,

X\(@)(0) — Z
b o d(6,Q,0)

¢ localmente constante. Logo, é constante nas componentes conexas de X \¢(092).
(iv) Aditividade.

Se 0 = Q1 Uy, onde 21,y sao subconjuntos de €2, abertos, limitados, disjuntos e
b ¢ o(0%), (i =1,2). Entao:

d(¢7 Qv b) - d(¢a Qlu b) + d(¢7 Q?y b)
De fato, temos que b ¢ ¢(9;), logo b ¢ #(0Q) U ¢p(0Q2s) = ¢(0N2), e portanto
r=d(b,¢(002)) > 0. N
Consideremos 1 = I — T uma perturbacao de dimensao finita da identidade tal que

¢ — | < 5. Notemos que d(b,(9€2)) > 0. Pela definicao do grau para perturbacoes
compactas da identidade, temos que,

d(¢,Q,b) = d(v,Q,b)

Seja F' um subespaco de dimensdo finita de X, com T(Q) U {b} C F, pela definicio
do grau para perturbacoes de dimensao finita da identidade, obtemos que

d(1,2,0) = d(¥gp. 2N F.D)

Notemos que QN F = (Q UQ) N EF = (N F)U(Qe N F). Usando a propriedade
aditiva do grau em dimensao finita, temos,

d(@b@mF,QﬂF,b) - d(¢|(m)ﬁF’(Q1mF)U<Q2mF)7b)
= A @om)ne N Fb) + d(y@om,)ne 2N F, D)
= d(wv Ql? b) + d(w, QQa b)
(

== d Qb, Ql,b) + d(gb, Qg,b).

Donde segue que,
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1.2.5 Consequéncias das Propriedades do Grau

Agora vejamos algumas consequéncias das propriedades do grau em dimensao infinita.

Corolario 1.1
1 se be(

d(I’Q’b):{ 0 se b¢Q.

Prova. Para verificarmos que o grau acima esta bem definido, basta tomarmos 7" : Q@ — X
o operador identicamente nulo, temos que 7" ¢ um operador compacto e I =1 — T := ¢.

Seja) =1 — T uma perturbagao de dimensao finita da identidade, onde T:Q— Xéo
operador identicamente nulo. Notemos que T () est4 contido no subespaco de dimensao
finita gerado pelo zero, logo T é um operador de posto finito. Temos que,

d(¢,Q,b) = d(¥, Q,b).

Consideremos F' o subespa(;o de dimensao finita de X gerado por b, ou seja, F' = (b).
Observemos que F > T(Q) U {b}, logo,

d(I,,b) = d(é,Q,0b)
= d(y,,b)
= Ay F,QmFb)
= d(lgp, AN ED).

Usando resultados do grau em dimensao finita, obtemos,

1 se beQnib
AW O FB) = { 0 se beQn <<b>>

Portanto,
1 se be(

d(I’Q’b):{ 0 se b¢ Q.

Corolério 1.2 Se b ¢ ¢(Q) entdo d(¢,Q,b) = 0.

Prova. Sejam a = d(b,¢(2)) > 0 e r = d(b,¢(02)) > 0, temos que a < r. Pelo
Lema 1.2, existe T, :  — X uma aplicacdo de posto finito tal que |7 — T, < &

Sejam ¢, € C(Q, X) com ¢, = I — T, uma perturbacao de dimensao finita da identi-
dade e F' um subespago de dimensdo finita de X tal que T,,(Q) U {b} C F.

Notemos que [|¢(z) — ¢a(z)|| < & para todo z € Q. Assim b ¢ ¢, ().

Por definicao, temos que,

d(¢,Q,0) = d(pa, Q2,b) = d(%@w, QN Fb).

O resultado segue como conseqiiéncia das propriedades do grau em dimensao finita. m
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Corolario 1.3 Se d(¢,Q,b) # 0 entdo existe xo € ) tal que ¢(xg) = b.

Prova. Suponhamos, por contradi¢gdo, que para todo = € €, ¢(x) # b. Temos que
b ¢ $(09), logo nao existe z € 9N talque ¢(x) = b. Portanto nio existe x € (), com
o(z) = b, isto é, b ¢ ¢(2), assim, pelo coroldrio anterior, d(¢, §2,b) = 0, absurdo. (]

Corolério 1.4 Se d(¢,Q,b) # 0 entdo ¢(2) € uma vizinhanca de b.

Prova. De fato, pelo corolario anterior, existe xq € 2 tal que ¢(zg) = b. Seja C, uma
componente conexa de b em X\¢(02), temos que d(¢, (2, z) = d(¢,2,b) # 0 para todo
z € Cy, donde existe 2’ € Q tal que ¢(z') = z, dai C, C ¢(2), como X\¢(0Q) é um
aberto, suas componentes conexas sao abertos de X. Portanto ¢({2) é uma vizinhanga de
b. ]

Corolario 1.5 Sejam K C Q fechado e b ¢ ¢(K) entao d(¢,Q2,b) = d(¢,Q2 — K, b).

Prova. Consideremos b=1- T uma perturbagao de dimensao finita da identidade tal
que [l — 9l| < a/2, onde a = d(b, 6(K)) > 0, logo b ¢ 6(K).

Seja F' um subespago de dimensao finita de X tal que T'(Q2) U {b} C F.
Pela definicao, temos que,

d(¢7 Q) b) = d(qgv Qa b) = d(ﬁg@mF; Q N Fv b)
O resultado segue das propriedades do grau em dimensao finita. ]

Corolario 1.6 Seja {Q;}icr, uma familia de subconjuntos de Q0 abertos, limitados e dis-
Juntos tais que ¢~ 1(b) C UsjerSi. Entdo o d(¢p, 2, b) € nulo, exceto para um nimero finito
de indices i € I e

d(¢,Q,b) = Zd(¢, i, b). (1.4)

Prova. Temos que ¢~ *(b) estd incluso em Q, dai b ¢ ¢(9Q) e portanto d(¢,,b) estd
bem definido.Temos ainda que, b ¢ ¢(9€;), pois ; N IS = O para todo 7,5 € I, logo
d(¢,Q;,b) também estd bem definido, para todo i € I.

Devemos mostrar que o somatoério em (1.4) faz sentido. Sabemos que ¢ é uma aplicagao
prépria, logo ¢~1(b) é um compacto. Além disso, ¢~ (b) C U1, donde podemos extrair
uma subcobertura finita, isto é, ¢~(b) C User, %, Ip C I com um ntimero finito de indices
1, logo o somatoério faz sentido.

Temos que para todo i € I\Iy, b & ¢(0Q;), assim,

d(¢,€;,b) = 0.
Afirmamos que,
d(¢> Q? b) = d(¢7 UiEIOQi> b)
De fato, seja K = Q — U1, fechado contido em Q. Notemos que b ¢ ¢(K), logo,

d(gb’ Q’ b) = d(¢7 Q- Ku b) = d(qb, UiEIoQia b)
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Pela propriedade aditiva do grau, temos que,

d(¢7 UiEIOQi; b) = Z d(gb, QZ‘, b)

iclp

Donde segue que,
d(¢,Q.b) = d(¢,,b).
iely
Portanto,
d(¢,Q.b) = d(¢,,b).
icl
[ ]

Corolario 1.7 Sejam ¢y =1 —S e ¢ =1 —T perturbacoes compactas da identidade tais
que Y(x) = ¢(x) para todo x € 0N2. Entao,

d(1,9,0) = d(6,2,b).

Prova. Definamos H : Q x [0,1] — X por H(z,t) = t¢(z) + (1 — t)i(x) para todo
t €10,1] e z € Q. Notemos que H é continua. Além disso, H(x,t) = 2 — &(x,t), onde
E(z,t) =tT(x) + (1 —t)S(x), logo H(z,t) é¢ uma perturbacao compacta da identidade.
Como ¢(z) = 1(x) para todo z € IQ entao b ¢ H (0N x [0, 1]), assim, pela invariancia
do grau por homotopia compacta, obtemos que, d(H(.,t),{2,b) é constante para todo
t € [0,1], isto é,
d(¢,Q,b) = d(¢,Q,b).

Corolario 1.8 Nao existe ¢ € C(B(0,1),0B(0,1)), ¢ =1—T, onde T : B(0,1) — X ¢

compacta, tal que @|,, 0 =150,

Prova. Temos que I = ¢ =1 — T , onde Téo operador compacto identicamente nulo.

Suponhamos, por contradi¢ao, que @, = Yyp. = Lope.,- Pelo coroldrio anterior,

d(¢, B(0,1),0) = d(s, B(0,1),0) = d(I, B(0,1),0) = 1 % 0.

Logo, existe g € B(0,1) tal que ¢(z9) = 0, contradicao, pois, ¢ : B(0,1) — 9B(0, 1),
assim, ||¢(z)|| = 1, para todo x € B(0,1). [

Coroldrio 1.9 Seja F' um subespaco fechado de X contendo o ponto b e T(Q). Entdo,

d(,2,b) = d($gp. 2N F, D).

Prova. Como F é um subespaco fechado que contém T(Q) entdo K = T(Q) é um
compacto de F. Assim, pelo Lema 1.2, existem F,/, um subespaco de dimensao finita
de F' e uma aplicacdo g, € C(K, F,2) tal que ||z — gr/2(x)|| < r/2 para todo z €
K, onde r = d(b,¢(052)) > 0. Se ¢, = I — grja 0T entdo [[¢ — ¢rlloc < 7/2. Seja
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= d(bv ¢|ﬁmFaF<Q N F)) > r > 0. Como ”gb\ﬁﬂF - ¢T‘§HFHO® < ||¢ - va"”oo < T/Q < 7"I/2'
Entao,

d(¢|§mF79mFab) = d(qb?“lﬁmFanF?b)

= d(ér,Q,b)
= d(6,Q,b).

Portanto,
d(p,Q,b) = d(¢|§mF, QN Fb).

1.3 O Indice de Ponto Fixo

O Indice de um Ponto Fixo, como o préprio nome sugere, é uma ferramenta que tem
como uma de suas principais aplicacoes encontrar pontos fixos de operadores compactos
definidos e assumindo valores em cones. Essa ferramenta nos serda de fundamental im-
portancia, pois recorreremos a técnicas de ponto fixo a fim de encontrarmos solugoes
para os problemas que aqui serao estudados, mais precisamente, os resultados que serao
utilizados sao aplicagoes do Indice de Ponto Fixo.

Seja C' um subconjunto fechado e convexo de um espago de Banach X, e W C C
relativamente aberto em C, isto é, W = O N C para algum subconjunto aberto O de X.
Consideremos ¢ : W — C uma aplicacdo compacta tal que ¢(z) # z para x € W\W.
Associado com cada aplicagdo ¢, definimos um inteiro ic(¢p, W), chamado o indice de
ponto fixo de ¢, como segue. Pelo Teorema de Dugundji [14], a aplicacdo ¢ tem uma
extensdo compacta ¢ : O — C'. Entao definimos:

ic(¢p, W) =d(I —¢,0,0). (1.5)

Vejamos que i¢(¢, W) estd bem definido. Para tanto, basta verificar os trés fatos a
seguir:

(a) ¢(z) # x para todo = € JO;
(b) o grau no lado direito de (1.5), independe da extenséo particular ¢;
(c) também nao depende do conjunto particular aberto O.

Mostremos cada item:

(a) Temos que W = ONC, assim W C C = C, pois C é fechado, dai, afirmamos
que W\W C 90, com efeito, seja x € W\W, logo € W donde = € C e x ¢ W, isto
é,x ¢ Ooux¢C,comozx e C entdox ¢ O, assim, B(x,r), r > 0, contém pelo menos
x ¢ O, donde B(z,r) N O° # (. Por outro lado, se € W entdo, préximos de x, existem
pontos de W que convergem a z, logo B(x,r) contém pontos de W, e portanto, pontos
de O, pois W = O NC, assim, B(z,r) N O # (). Desta forma, x € 9O, e portanto,
WA\W c 90.

Devemos analisar dois casos:
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e Se x € 90 e x € W\W, notemos que Ngg(x) = ¢(z) para todo x € W. Além disso,
¢(x) # x para todo x € W\W, assim ¢(x) # x para todo z € W\W.

e Agora,se x € d0 e x ¢ WA\W, temos que = ¢ C. De fato, como x ¢ W\W entdo
r €W oux ¢ W. Temos que T € 00, como O é aberto entdao x ¢ O, dessa forma,
x ¢ W. Logo, devemos ter x ¢ W donde ¢ W, ou seja, x ¢ C, ja que x ¢ O.

Por outro lado, ¢ : O — C, donde (ZS(:E) € C e, como x ¢ C segue que ¢(x) # .

Portanto ¢(x) # z para todo x € 00;

(b) Sejam ¢ : O — C e ¢y : O — C duas extensoes compactas de ¢ : W — C. Devemos
mostrar que d(I — ¢1,0,0) = d(I — ¢5,0,0).

Consideremos a aplicacio Hy(z) : © — tdy(z) — (1 — t)¢o(x), onde z € O e t € [0, 1].
Observemos que H, : O — C' é uma perturbacio compacta da identidade para t € [0,1] ,
pois S; : O — C, dada por Si(z) =ty () + (1 — t)go(x), é compacta para todo t € [0, 1].
Além disso, S; é também uma extensio de ¢ a O. Logo, pelo item (a), S;(7) # = Vo € 00
et € [0,1]. Portanto, 0 ¢ H¢(0O) Vt € [0, 1]. Assim, pela propriedade de invariancia por
homotopia, segue que d(Hy(.), 0, 0) é constante, para todo t € [0, 1], isto é,

d(I - &17070) = d([ - ¢§27070)'

(c) Sejam Oy, Oy subconjuntos abertos de X tais que O1NC = W = O,NC e b1: 0, — C,
o : Oy — C extensoes de ¢ : W — C' a O7 e Oy, respectivamente.
Devemos mostrar que,

d(I = ¢1,01,0) = d(I — 3, 05,0).

Observemos que O; N Oy é aberto, W = 01N 0, NC e ¢, 952 podem ser vistas como
extensoes de ¢ a O; N Oy. Além disso, 9(O1 N Oy) C 00, UIO0,. Portanto, pelo item (b),
temos que

d(I — ¢1,0, N 05,0) = d(I — ¢y, 01 N Os,0).

Observemos que, se z € O1\ (01 N Oy) entido ¢(z) # .

De fato, temos que z € O e z ¢ O; N Oy. Como x € O, entdo z € Oy ou x € 90, e
neste ultimo caso, notemos que, qg(x) %+ T.

Suponhamos agora que x € Oq, como = ¢ O; N Oy entdao = ¢ O,, donde segue que
x ¢ C. Com efeito, seja x € C, logo, como = € Op entdao x € W = O; N C, mas, por
outro lado, W = Oy N C donde = € O,, 0 que é uma contradigdo. Logo z ¢ C e desde
que <z~5(af) € C entao gg(:c) # x. Assim, pela propriedade de excisao, obtemos:

d(I = §1,01,0) = d(I — ¢1,01 N 03,0).
De maneira anéloga,
d(I = §2,04,0) = d(I — $3,01 N 03,0).

Portanto,

d(-[ - gglJOIJO) = d(] - Q;270270).
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1.3.1 Propriedades do Indice de Ponto Fixo

As propriedades usuais do Grau de Leray-Schauder sao transferidas naturalmente ao
indice de ponto fixo. Portanto, temos as seguintes propriedades do indice ic (¢, W):

(i) Normalizagdo: Seja ¢ : W — W uma aplicacio constante, isto é, ¢(z) = a para
todo x € W e algum a € W fixado. Entéo ic(¢, W) = 1.

De fato, temos que ic(p, W) = d(I — 923,0,0), onde ¢ : O — C é uma extensio
compacta de ¢ e O ¢ um subconjunto aberto de X tal que ONC = W. B
Consideremos a extensao compacta ¢ : O — C dada por ¢(z) = a, para todo z € O. Por
definicao, 3

iC((ba W) = d(I - ¢7 07 O) = d(I —a, Ov 0)
Comoa € W =0NC entao a € O, sendo O aberto, obtemos que a ¢ 00 = 1(90). Logo,
d(I —a,0,0) =d(I,0,a) =1, edalic(p,W) = 1.

(ii) Aditividade: Sejam Wi, W, dois subconjuntos de W, disjuntos e relativamente
abertos. Seja ¢ : W — (C uma aplicagdo compacta tal que ¢(r) # z para todo
T e W\(Wl U WQ) Entao ic(¢, W) = ic(¢, Wl) + ic(¢, Wg)

Com efeito, por definigao ic (¢, W) = d(I — $,0,0),onde W=0NCed:0:—Cé
uma extensao compacta de ¢.
Sejam Wi, = A, NW e Wy = A, NW, onde A;, Ay sdo abertos. Como W, N Wy = 0,
podemos supor A; N Ay = (. Temos que W, = A, NONC e Wy, =A,NONC, donde
Wi e Wy sdo relativamente abertos em C. Além disso, O; = A; N O, Oy = Ay N O sao
abertos, disjuntos e O; U Oy C O.
Temos que, se ¥ € O\(0;UO;) entdo x € 0 ouz ¢ C oux € W\W;UW,, de forma que,
em ambos 0s casos gz;(x) # x. Logo, pela propriedade de aditividade do grau, obtemos:

d(I —¢,0,0) =d(I — ¢,01,0) + d(I — ¢,05,0) = ic(p, W1) + ic(d, Wa).

donde,

ic(d, W) =ic(¢, Wh) +ic(o, Wa).
(iii) Invariancia por Homotopia: Sejam I C R um intervalo compacto e h : I x W —C
uma aplicagdo compacta tal que h(t,z) # x para todo x € W\W e para todo t € I. Entao
ic(h(t,.), W) é constante, para todo t € I.

De fato, Sejam t € I, h(t,.) : W — C e ﬁ(t, ) : O — C uma extensdo compacta de
h(t,.).
Por definicao:

ic(h(t,.), W) = d(I — h(t,.),0,0).

Vimos que B(t, x) # x Yz € 00. Dai, pela propriedade de invariancia por homotopia do
grau, obtemos que d(I — h(t,.), 0,0) é constante para todo t € I. Portanto, ic(h(t,.), W)
é constante para todo t € I.

(iv) Excisdao: Sejam V C W relativamente aberto e ¢ : W — C uma aplicacao compacta
tal que ¢(z) # = para x € W\V. Entdo,

ic(¢, W) = iC(Qb? V)
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Afirmacgado 1 Seja ¢ : W — C uma aplica¢do compacta tal que ¢(z) # = Yo € W\W.
Entdo ic(¢,0) = 0.

De fato, sejam Wi = W e Wy = () em (ii) entao temos que,
7;C'(ng W) = Z.C(¢7 Wl) + iC(Qb, WQ) - iC(qﬁ? W) + 7;C'(ng ®)7

dai, ic(¢,0) = 0. o
Consideremos Wy = V e Wy = ) em (ii). Temos que ¢(x) # = para todo z € W\V,
ou seja, para todo x € W\W; U Ws. Logo,

i0(¢7 W) = iC(gba Wl) + iC’(¢7 WQ) = Z‘C(gba V) + ic(¢7 @) = Z.C(qbv V)

(v) Propriedade da Solugao: Se ic(¢, W) # 0 entdo existe x € W tal que ¢(z) = =.

De fato, por definigao ic (¢, W) = d(I — 6,0, 0), logo, d(I — b, 0, 0) # 0 assim, como
conseqiiéncia das propriedades do grau, existe z € O tal que x—é(m) = 0, donde gzz(x) = x.
Como ¢(x) € Centao z € C,daizx € ONC =W. Mas, ¢ |w= ¢, logo, x = ¢(z) = ¢(z).
Portanto, existe x € W tal que ¢(x) = =.

1.3.2 Aplicacoes do Indice de Ponto Fixo

Aplicaremos os fatos anteriores para o caso em que C' é um cone. Relembremos que
um cone C'; em um espago de Banach X, é um subconjunto fechado de X tal que:

(a) Sex,ye Cea,B >0entdo ar+ py € C.
Como conseqiiéncia, 0 € C', pois basta tomarmos o« = 3 = 0.

(b) Sex e Cex#0entao —x ¢ C.

Um cone induz uma ordem parcial em X, definida como segue: = < y se, e somente
se, y —x € C. De fato, z < x para todo x € C, pois x — x = 0 € C; Suponhamos agora
quexr <yey<zlogoy—zeCex—yeC. Temosquey—z=—(x—y) € C se,
e somente se, r —y = 0 se, e somente se, x = y; Finalmente, se z < y e y < 2z entao
y—xr€Cez—yeC. Dal,z—or=y—x+2z—y € C, e portanto, z < z.

Os lemas que seguem serao utilizados para provar o resultado principal, que garante
a existéncia de pontos fixos dos operadores associados aos problemas que aqui serao es-
tudados.

Lema 1.4 Seja Q um subconjunto aberto e limitado de X tal que 0 € Qe dp: CNQ — C
€ um operador completamente continuo. Suponhamos que

o(x) # px, para todo x € CNOQ e p > 1. (1.6)

Entao, ic(¢,CNQ) = 1.
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Prova. Consideremos a aplicacdo h : [0,1] x C N Q — C dada por h(t,z) = té(z).
Como ¢ é um operador completamente continuo, entao h é uma aplicacao completamente
continua. Afirmamos que h(t,z) # x para todo z € C'N O e para todo t € [0,1]. De
fato, suponhamos, por contradigdo, que h(t,z) = x nas mesmas condigdes acima. Dali,
tp(x) = z, para todo x € C NIN e para todo t € [0,1]. Em particular, ¢(z) = =
para todo z € C'N I, o que é uma contradi¢ao por (1.6). Logo, usando a propriedade
de invariancia por homotopia do Indice de Ponto Fixo, obtemos que ic(h(t,.),C N Q) é
constante para todo t € [0, 1], ou seja, ic(¢, CNQ) =i (0,CNQ). Mas, pela propriedade
de normalizacao de Indice de Ponto Fixo, temos que ic(0,C N §) = 1. Donde segue que

ic(¢,CﬂQ) =1. n

Lema 1.5 Consideremos ¢ : CNQ — C e : CNOIQY — C operadores completamente
continuos. Suponhamos que

(a) infzecnon || (x)] > 0; e
(b) =z — ¢(x) # ty(x) para todo x € CNIN et > 0.
Entao ic(¢,C NQ) = 0.

Prova. Pelo Teorema de Dugundji [14], podemos estender ) para um operador completa-
mente continuo de C'NEL em C' tal que ¢(C'NEL) C coyy(C'NIN), onde coy(C'NIN) denota
o fecho convexo de ¢(C' N 9IN). Seja F' = (C NIN), entdo cop(C N ON) = ocF = M,

onde . .
M= {y: DAty € FA=0) Ni=1n= 1,2,3,...}.

=1 =1

Afirmamos que
inf [y > 0. (1.7)

yeM
Denotemos por Fy o conjunto de todas as combinacoes lineares dos vetores de F'. Notemos
que C NI C IN. Como € é um subconjunto limitado de E, entao 0§2 também é
limitada e, portanto, C'N 92 é um subconjunto limitado. Dai, como 1 é um operador
completamente continuo, F' = ¢(C' N IN) é relativamente compacto, donde segue que Ey
é separavel. Notemos, ainda, que Cy = C'N Ey define um cone em FEy. Com efeito, dados
a,B > 0ey,ys € Cy temos que ay; + By, ainda é uma combinagao linear de vetores
de F' e, portanto, ay, + Pys € Ey. Por outro lado, como C' é um cone em E entao, por
definicao de cone, ay; + fy2 € C. Logo, ay; + By € C N Ey = Cy. Além disso, se
y1 € Cp e yp # 0, entao y; € C, donde segue que —y; ¢ C e dai —y; ¢ C N Ey = Cp.
Portanto Cj define um cone em FE,. Mostremos agora que F' e coF' estao contidos em
Co. Sejay € F =¢(CNIN) C C, dai y € C. Evidentemente, se y € F, y € E,. Logo,
y € CNEy=Cy Donde F C Cy. Consideremos agora, y € coF. Assim, y = > » | \iy;
com y; € F'e \; > 0. Por definicao, notemos que y é uma combinagao linear de vetores
de F, dai y € Ey. Além disso, se y; € F, y; € C, e como \; > 0 para todo i = 1,...,n,
obtemos que y = Y i A\iy; € C, usando o fato que C' define um cone em E. Logo,
y € CN Ey = Cy. Portanto, provamos que F, coF C Cy. Como FEy é separavel, pelo
Teorema 1.4.1 [7], existe fo € E tal que fo(y) > 0, para todo y € Cy com y # 0, onde Ej
denota o conjunto de todos os funcionais lineares e limitados de Fy. Notemos que

inf fo(y) =0 > 0. (1.8)

yer
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De fato, suponhamos, por contradicao, que ¢ = 0. Pela definicao de o, existe uma
seqiiéncia {yx} C F tal que fo(yx) — o = 0. Usando o fato que F' ¢é relativamente
compacto, existe uma subseqiiéncia {yg, } de {yx} tal que yp, — yo € F C Cy, ou seja,
Y, — Yo € Co. Assim, como fo € Ej, fo(yr,) — fo(yo), e como fo(yx) — o = 0,
obtemos que, fo(yo) = 0. Logo, existe yo € Cy tal que fo(yo) = 0, e pelo Teorema 1.4.1
[7], concluimos que yo = 0, daf yx, — 0, donde ||y, || — 0, 0 que é uma contradi¢ao pela
hipétese (a). Portanto, inf,cp fo(y) = o > 0. Donde segue que, para todoy = > | \iy; €
M comy; € F, \; >0e Y ;A\ =1, usando ainda a linearidade de fo,

foly) = fo (Z w-) =D o) = YN int folys) =D No =0
i=1 i=1 i=1 ! i=1

Ou seja, o
fo(y) > o, para todo y € M. (1.9)

Como F é relativamente compacto, coF = M é compacto e, portanto, existe zy € M tal
que

inf [y = [[zol- (1.10)
yeM

Como zy € M, por (1.9), fo(z0) > o. Assim, temos zy € M C Cy, ou seja, zy € Cy tal
que fo(z0) > 0 o que implica que 2, # 0. Segue, portanto, que inf, 7 [ly[| = [|z0]| > 0,

provamos, dessa forma, nossa afirmacao em (1.7). Como %(C' N Q) C coyy(C N IN), por
(1.7) obtemos
inf ||¢(z)|| =a > 0. (1.11)
zeCNQ

Afirmamos, agora, que

ic(p,CNQ)=0.

De fato, suponhamos por contradi¢ao que ic (¢, C' N Q) # 0. Definamos H (t,z) = ¢(x) +
ty(x). Por (b), temos que H(t,z) # x, para todo x € C NI et > 0. Assim, usando a
propriedade de invariancia por homotopia do Indice de Ponto Fixo, obtemos

ic(¢p+t,CNQ) =ic(op,CNQ) #0, para todo t > 0.

Em particular, consideremos ty > (b+c)/a, onde b = sup, g |||l € ¢ = sup,cong | 0(2)||-
Dai, ic(¢p+top, CNEQ) # 0. Dessa forma, pela propriedade de solugao do Indice de Ponto
Fixo, existe o € C'NQ tal que ¢(zg) + toto(xo) = zo. Donde segue que

to = llzo — @(@o)[|/ (o)l < ([Jzoll + [|@(zo) ) /[4(z0)]| < (b+ ¢)/a.
Ou seja, tg < (b+ ¢)/a, o que é uma contradi¢ao. Portanto, ic(¢,C' N Q) = 0. [ ]

Lema 1.6 Seja ¢ : CNQ — C uma aplicacdo completamente continua. Suponhamos,
(i) infrecraq l|l6(z)]] > 0;
(ii) ¢(z) # px para todo x € CNON e 0 < p < 1.

Entao ic(¢,C NQ) = 0.
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Prova. Consideremos ¢ = ¢ no Lema 1.5; dai, obtemos por (i), a condigdo (a) do
Lema 1.5. Afirmamos que a condi¢do (b) também é satisfeita. Com efeito, suponhamos,
por contradi¢ao, que existam xy € C'NIN e ty > 0 tais que xg — ¢(xg) = tod(zp). Se
considerarmos gy = (1 + to)~!, teremos que 0 < o < 1. Além disso, ¢(zg) = oo, 0
que é uma contradigao por (ii). Como as condigoes do Lema 1.5 sdo satisfeitas, segue que
ic(¢, cn Q) = 0. u

A fim de utilizar, nesse trabalho, técnicas de ponto fixo, consideraremos o seguinte
Teorema de Ponto Fixo do Tipo Expansao/Compressao em Cones:

Ieorema 1.1 Sejam €y e €y subcrﬁjuntos abertos e limitados de X tais que 0 € ; e
O C Q. Consideremos ¢ : C N (2\Q1) — C um operador completamente continuo.
Suponhamos que

1. |lo(z)|] < ||z||, para todo x € C NIy e ||o(x)| > ||z||, para todo x € C'NINs; ou
2. |lo(z)]| > ||x||, para todo x € C NI e ||¢p(x)| < ||z]|, para todo x € C' N Q.

Entéo, ¢ tem pelo menos um ponto fivo em C N (Q\Qy).

Prova. Suponhamos que a hipotese I seja satisfeita. Provaremos o teorema apenas
nessas condicoes, ja que, supondo 2, obteremos a prova de maneira analoga. Notemos
que ¢(x) # px para todo z € C' NINy, e p > 1. Pois, caso contrario, se existem
zo € C'N I e po > 1 tais que d(xo) = oo, temos que [|¢(xo)|| = pollzoll > [lzoll, 0
que é uma contradi¢ao por 1. Segue do Lema 1.4 que ic(¢, C N y) = 1. Por outro lado,
afirmamos que ¢(x) # px para todo z € C NIy e 0 < p < 1. Caso contrario, se existem
r1 € CNONY el < py <1 tais que ¢(xy) = pyxy entao ||¢(z1)]] = ||zl < [|z1]], o que
é uma contradi¢ao por 1. Além disso, ainda por 1, temos que ||¢(z)| > ||z||, para todo
z € CNoYy. Donde segue que infeconsn, ||¢(x)|| > infrconan, [|2]] > 0, jd que z € CNO,
e 0 € Qy, que é um subconjunto aberto de X. Dai, pelo Lema 1.6, ic(¢,C' N Q) = 0.
Como ic(p,C N Q) =1¢eic(p,CNQy) =0, pela propriedade de aditividade de Indice
de Ponto Fixo,

ic(, 0N (B\Q)) = ic(é, C N Q) — ic(d, C Q) = —1 4 0.

Portanto, pela propriedade de solugao do Indice de Ponto Fixo, ¢ tem pelo menos um
ponto fixo em C' N\ Q. (]

1.4 Principios do Maximo

Nesta secao introduziremos resultados de principios do maximo para equacoes dife-
renciais parciais elipticas, que nos serao lteis, entre outras coisas, para obtermos a po-
sitividade de solugoes. Consideraremos a abordagem dada em [20], assim, sejam 2 C R"
aberto e limitado e L um operador eliptico dado por:

n n
Lu=— g Uil + E biu,, + cu,
i=1

1,j=1
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onde os coeficientes a;;, b; e ¢ sao continuos, L ¢ um operador unifomemente eliptico, ou
seja, existe uma constante 6 > 0 tal que

n

> ai(@)€g; > 0)¢P,

ij=1

para quase todo x € € e todo { € R". Além disso, a;; é simétrica, isto ¢, a;; = aj;
(1,7 =1,...,n). Consideremos os seguintes teoremas:

Teorema 1.2 ([20], Principio do Méximo Fraco) Suponhamos u € C?(Q)NC(Q) e
c=0 em .

(i) Se Lu <0 em § entdo maxgu = maxgg u.
(ii) Se Lu > 0 em Q entdo ming u = mingg u.

Teorema 1.3 ([20], Principio do Maximo Forte) Suponhamos u € C*(Q) N C(Q) e
c =0 em Q. Suponhamos ainda, €2 conexo, aberto e limitado.

(i) Se Lu < 0 em Q e u atinge o mdzimo sobre o Q em um ponto interior, entdo
u € constante em ).

(i) Similarmente, se Lu > 0 em Q e u atinge o minimo sobre o 2 em um ponto interior,
entao u € constante em €.

Teorema 1.4 ([20], Lema de Hopf Refinado) Sejam Q C R™ aberto, u € C*(Q), e
c € L™(Q). Suponhamos que,

—Au+cu>0 em Q,
u>0 sobre Of).

Suponhamos também u # 0.

(i) Sez" € 9Q, u(2) =0 e Q satisfaz a condigdo de bola interior em z°, entdo

ou

ou, o
aV(35)<0.

(i) Além disso, u > 0 em Q.

1.5 Resultados Preliminares

Nesta secao citaremos resultados importantes que serao utilizados no desenvolvimento
do trabalho.

Teorema 1.5 ([26], Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)
uma seqiéncia de funcoes integraveis que convergem quase sempre para uma funcao men-
surdvel de valor real f. Se existe uma func¢do integravel g tal que |f,| < g para todo n,

entdo f € integravel e,
/fd,u: lim/fnd,u.
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Teorema 1.6 ([12], Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponhamos que Q é de classe C?
com a 0X) limitada. Seja 1 < p < oco. Entdo para todo f € LP(QQ), existe uma unica
u € W2P(Q) N Wy P(Q) solugdo da equagio:

—Au+u=f emQ.
Além disso, se Q € de classe C"™2 e se f € W™P(Q) (m inteiro > 1), entdo
u € WE(Q) e lullwmsar < Cllf lwms.

Teorema 1.7 ([23], Estimativas de Schauder) Seja u € C**(Q)NC(Q) uma solugdo
do problema

—Au=f em
u=0 sobre 01,

entao f € C¥(Q) e ||ullcze < K| f|lcowe-

Teorema 1.8 ([6], Teorema 6.14) Sejam Q um dominio limitado de classe C**, f €
C%(Q) e c>0. Entio o problema

—Au+cu=f em Q,
u=0 sobre 01,

tem uma tnica solugao em C**(Q).

Teorema 1.9 ([20], Critério de Compacidade de Ascoli-Arzeld) Suponhamos que
(fe)72, € uma seqiiéncia de fungoes de valores reais definidas em R", tal que,

[fe(e)l < M (k=1,..,2 €R")

para alguma constante M, e (fx)7>, sdo uniformemente equicontinuas. Entdo existem
uma subseqiiéncia (fi;)32, € (fx)il, € uma fungdo continua f, tais que

Jx; — | uniformemente sobre subconjuntos compactos do R".

1.6 O Método de Sub e Super Solucao

Esse método sera utilizado para obtermos solugoes de problemas que aqui serao estu-
dados. Consideraremos a abordagem dada em [4]. Lembremos primeiramente o que vém
a ser uma sub e uma super solugao.

Consideremos o seguinte problema

—Au=g(z,u)+f em Q,
{ u=0 sobre 0f), (1.12)
onde 2 C R" aberto e limitado, f € C%%(Q) é uma funcio dada e g € C*(Q x R).
Definigao 1.8 Dizemos que u € C%(Q) é uma sub solugio de (1.12) se,
—Au<g(z,u)+f em
{ u<0 sobre Of). (1.13)
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Definigao 1.9 Dizemos que @ € C%(Q) é uma super solucdo de (1.12) se,

{_Aa2g<x,ﬂ)+f em €, (1.14)

uw>0 sobre OS2

O proximo teorema trata de um resultado de existéncia de solucao, que serd utilizado
diversas vezes do decorrer do trabalho.

Teorema 1.10 ([4], Teorema 2.1) Suponhamos que o Problema (1.12) tenha uma sub
solu¢ao u e uma super solugcdo u, com v < u. FEntao o Problema (1.12) tem solugoes
U,V € C?*%(Q) tais que u < U <V < u. Além disso, qualquer solugdo de (1.12) com
u<u<uéta que U <u<V (isto nao afirma que U #V ).

Prova. Definamos k := max{|g,(z,5)| : = € Qu(z) < s < @(x)}, onde, g,(z,s) é
a derivada parcial de g em relagdo a segunda varidvel, isto é, gs(z,s) = (0g/0s)(z, s).
Devemos mostrar que k esta bem definido. Com efeito, consideremos

W ={(z,5) € QxR:u(z) <s <u(z)},

mostremos que W é compacto. Como u,u € C?(Q) entdo existem m, M tais que
m < u(z) < s < alr) < M, logo W C Q x [m, M] e portanto ¢ limitado. Seja (z,, $,)
uma seqiiéncia em W. Como Q é compacto, a menos de subseqiiéncia z,, — . Além
disso, temos que m < u(z,) < s, < u(z,) < M, assim, usando a continuidade das fungoes
u, @, obtemos que, m < u(xg) < so < u(xg) < M, donde s,, — s¢, logo W é fechado. Con-
cluimos portanto, que W é compacto, e como g € C'(€2 x R) entdo, faz sentido falarmos
no maximo de gs(z,s) em W. Logo k estd bem definido.

Pelo Teorema 1.8, temos que para cada u € C*%(Q), existe um tnico w € C*%(Q) tal
que:

{ —Aw+ kw = g(z,u) + ku+ f(z) em £, (1.15)

w =0 sobre 9f.

Isto define uma aplicacio T : C?*(Q) — C?%(Q) dada por Tu; = w;. Afirmamos que T
é uma aplicacao mondtona, no sentido que,

se ui(x) <wug(x) entdo Tui(x) < Tug(z). (1.16)

De fato, sejam uj,uy € C>%(Q) tais que ui(z) < uy(z), reescrevendo a equacio (1.15)
para u = u; € u = up obtemos,

_Awl + kwl = g(.’]), ul) + kul + f(.'])) €1 Q) (1 17)
w; =0 sobre 0. ’
e
_A/LUQ + kw2 = g(.’]), UQ) + ]{/'UQ + f(.'])) €1 Q) (1 18)
wy =0 sobre 0. ’

Subtraindo (1.18) de (1.17) temos que,

(—A+ k) (wy —wy) = g(x,u1) — g(x,uz) + k(ug —uz) em €
w; —we =0 sobre Of).
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Sabemos que g € C'(Q x R), logo, aplicando o Teorema do Valor Médio obtemos que,

g(w,u1 () = g2, us(2)) = gs(, u(x))[ur () — uz()]

onde, uy(z)
gs(z,u(x)) +

{ (—A+ k) (w; —ws) = (gs(z,u(x)) + k) (ug —ug) <0 em €,
w; —wy =0 sobre 0f).

< w(z) < wuy(x). Pela definicao de k temos que, |gs(z,a(z))| < k, logo
k> 0. Além disso, ui(x) — us(x) < 0. Assim,

Entao, pelo Principio do Maximo Fraco (Teorema 1.2),

max w; — we = maxw; — wy = 0,
Q oQ

donde wy; — wy < 0 em Q, ou seja, Tuy () < Tug(x).
Procedendo por iteragao, definamos,

Up = Tun—b Ug = U; Up = Tvn—la vy = U.

Afirmamos que u = ug < u; < Uy < - < vy < v < vy = u em ). Para mostrarmos
a monoticidade das seqiiéncias (u,) e (v,) usaremos o método de indu¢ao. Mostremos
primeiramente que u = ug < u;. Temos que,

(A +K)@u—u) = (-A+k)(u

Il
ek
L
+ +
x~
‘: ~—
| =
Na)
—
v&
=
|
5
o
|
pnd
8

Como u é subsolucao entao,

{ (—A+k)(u—u)=—-Au—[g(z,u)+ f(z)] <0 em Q,
— U 0

sobre 9f).

Assim, pelo Principio do Méaximo Fraco,

maxu—u; = maxu— u; < 0.
Q 0
Ou seja, u < u; em §2. De maneira analoga obtém-se v; < vg = u em ). Suponhamos
agora que,
u=1u Sup < S Uy S U, S0 S Uy S Uy S0 S0 S Y = U

Devemos mostrar que u, < Upy; < 4 e u < Uy < U, Temos que, up,—1 < Uy,
usando a monoticidade do operador T obtemos que, Tu,_1 < Tu,, pela definicao da
seqiiéncia concluimos que u, < u,.1. Além disso, u, < vy donde Tu, < Tvy, ou seja,
Upr1 < v; < vy = u, logo u, < upyy < 4. De maneira analoga obtemos que,
u < v,41 < v,. Mostremos que u, < v, para todo n, com efeito, notemos que ug < vy,
donde Tug < Ty, ou seja, u; < vy, procedendo dessa forma, por iteracao obtemos que,
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u, < v, para todo n. Provamos assim, a afirmacdo e portanto (u,) e (v,) sdo seqiiéncias
mondétonas limitadas de niimeros reais, logo sao convergentes. Dessa forma, existem U, V
tais que,

u, = U e v, —V pontualmente. (1.19)

Como (uy,) e (v,) sdo seqiiéncias de fungdes limitadas por fungoes integraveis e convergem
pontualmente para U, V respectivamente, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (cf. Teorema 1.5), que U,V estao em LP(2) e a convergéncia em (1.19)
ocorre em LP(Q)) para qualquer p > 1. Mostremos que (u,) é uma seqiiéncia de Cauchy
em W2P(Q), para tanto usaremos estimativas a priori para solugoes de equagoes elipticas
lineares em espagos de Sobolev W?%?(Q), mais especificamente usaremos o Teorema 1.6.
Temos que,

(—A 4+ E)(up — um) = g(z,up—1) — 9T, Um—1) + k(Up—1 — Upm—1) em (2,
Uy — Uy, = 0 sobre Of).

Notemos que, o lado direito da equagao esta em LP(£2), logo, pelo Teorema 1.6 existe uma
tinica solugao (u, — u,,) € W*P(Q2) do problema acima, além disso,

[t = tmllw2r < C{llg(x; tn-1) = 9(@, tim-1)|[ Lo + [[tn—1 — U]},

onde C' é uma constante que independe de n e m.
Temos que, (u,) é uma seqiiéncia de Cauchy em LP, logo ||tun—1 — Um—1|/zr — 0 se
n,m — oo. Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio,

/ ‘g<x?unfl> - g(:c7um,1)]pd:c = / ’gs(xaﬁ”p‘unfl - umfl‘p
Q Q
< k:/ |tp—1 — Up—1|P — 0 quando m,n — oc.
Q

Logo, (u,) é uma seqiiéncia de Cauchy em W*P(Q), que é completo, e portanto (u,) é con-
vergente nesse espago. Procedendo de maneira andloga com a seqiiéncia (v,,), concluimos
que a convergéncia em (1.19) ocorre em W?P(Q). Pelo Teorema de Imersao de Sobolev,
se p > N temos que W2P(Q) — C*(Q) continuamente, com o = 1 — Np~!, donde U,V
estdo em C1*(Q) e a convergéncia em (1.19) ocorre em C*(Q). Usando estimativas de
Schauder para solugoes de equacoes elipticas lineares, mais precisamente pelo Teorema
1.7, conclufmos que (u,) e (v,) sdo seqiiéncias de Cauchy em C%%(Q), que é completo,
logo U,V € C**(Q) e a convergéncia em (1.19) ocorre na norma de C**(€2). Temos que,
{ —Au, + ku, = g(x,up_1) + kup—q + f(z)  em € (1.20)
u, =0 sobre 0f2. ’
Tomando o limite em (1.20) concluimos que U ¢é solugao do Problema (1.12). De
maneira andloga temos que V' também é solu¢ao do Problema (1.12). Além disso, como
u<u, <v, <uparatodonentaou < U <V < .
Mostremos agora que qualquer solugao u do Problema (1.12) com u < u < @ é tal que
U <u < V. De fato, se u é solu¢ao do Problema (1.12), temos que u é a tnica solugao
do Problema (1.15) entdo, T'u = u. Assim, usando a monoticidade do operador 7" temos
que, se u < u < uw entao Tu < Tu < Tu, ou seja, Tuy < u < Ty, donde u; < u < vy,
por iteracao obtemos que, u <wu; < - <y, <---<u<---<w, < - <wv; <u, donde
segue que, u, < u < v,, logo, tomando o limite em n, obtemos que, U < u < V. ]
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Capitulo 2

Equacoes Elipticas com
Multiparametros em Dominios
Anulares

2.1 Introducao

Neste capitulo usaremos alguns teoremas cldssicos de ponto fixo do tipo expansao/com-
pressao em cones, mais precisamente, usaremos o Teorema 1.1, argumentos da Teoria do
Grau e o método de sub e super solugao para estudarmos existéncia, multiplicidade e
nao existéncia de solugoes positivas para uma classe de equacoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem com multiparametros, da seguinte forma:

—u" = Ag(t,u(t),a,b) em (0,1), P
u(0) = u(1) =0, (Fase )
onde a,b e A\ sao parametros nao negativos e g € C([0,1] x [0,+00)3, [0, +00)) é uma
funcao nao-decrescente nas trés tdltimas variaveis.

Os principais resultados desse capitulo podem ser aplicados a varias classes de pro-
blemas elipticos, tais como, equacoes elipticas semilineares em dominios anulares. Mais
especificamente, o que motivou esse estudo foram equagoes da forma,

—Au=\f(|z|,u) em r <|z|<r,
u(z) =a sobre |z| =1y, (2.1)
u(z) =b sobre |z| =1y,

onde a, b, \ sdo parametros nao negativos e z € RNV, N > 3.

Trabalharemos com dois resultados; um trata do caso quando g ¢ superlinear no in-
finito e o outro considera g sublinear no infinito. Em ambos os casos, o comportamento
da funcao g no zero pode mudar, de acordo com os parametros a, b considerados.

Consideremos as seguintes hip6teses sobre a nao linearidade g(t, u(t),a,b) :
(90) g € C([0,1] x [0,+00)3, [0, +00)) é uma fungao nao-decrescente nas trés tltimas
variaveis. Assim, se (uq,a1,b1) < (ug,as,be), isto é, se u; < ug, a3 < az e by < by entdo

g(t,uy,a1,by) < g(t,ug, as, by). Além disso, existem constantes 0 < dy < €y < 1 tais que,
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para todo t € [do, €], temos ¢(t,0,a,b) > 0 quando a e b ndo se anulam simultaneamente,
isto é, quando a + b > 0.

(g1) Existem constantes 0 < §; < ¢; < 1 tais que, para todo (a,b) € [0, +00)?\{(0,0)},

t b
lim gt wa,b) +00,
u—0 u
uniformemente em ¢ € [0y, €]
(92)
g(t7 u’ a7 b)

im =0,
l(wab)|—0 |(u,a,b)|

uniformemente em ¢ € [0,1]. Onde, |(zy, 22, 23)| = (22 + 22 + 22)1/2.

(93) Existem constantes 0 < do < €5 < 1 tais que,

t,u,0,0
lim g(7u7 ? ):+m7

u——+00 u

uniformemente em ¢ € [0q, €3].

(94) Existem constantes 0 < d3 < €3 < 1 tais que,

lim  ¢(¢,0,a,b) = +o0,
I(a,b)| =00

uniformemente em t € [d3, €3].

(gs5) Para todo (a,b) € [0, +00)?, temos que,

llm g(t7u) a’7b>

u——+00 U

-0,
uniformemente em ¢ € [0, 1].

(g6) Existem constantes R > 0 e 0 < 04 < ¢4 < 1 tais que,
g(t,u,0,0) >0,

para todo 0 < u < R et € [04,€4).

Vejamos o primeiro resultado que trata da existéncia, multiplicidade e, também, nao
existéncia de solugbes positivas para o Problema (P,,,,\). Provaremos a existéncia de
uma curva continua I', que divide o quadrante positivo do plano (a,b) em dois conjuntos
disjuntos, digamos A e B. Mostraremos que o problema (P,,,,1 ) tem pelo menos duas
solucoes positivas em A; pelo menos uma solucao positiva na fronteira de A e nao tem
solucao positiva em B. Ver figura abaixo:
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Teorema 2.1 Consideremos g(t,u, a,b) satisfazendo as hipdteses (go)-(g4) e suponhamos
A=1. Entao existem a > 0 e uma fun¢do continua nao crescente I':[0,a] — [0, +00) de
forma que, para todo a € [0, al, temos que:

(i) O Problema (P, ,1) tem pelo menos uma solugio positiva se 0 < b < T'(a);
(ii) o Problema (P,,,,1) nao tem solugao se b > I'(a);
(iii) o Problema (P, ,1) tem uma sequnda solugdo positiva se 0 < b < I'(a).

Notemos que, esse resultado considera o caso em que A = 1, a funcao g é localmente
superlinear no infinito e, seu comportamento no zero pode mudar, de acordo com os
parametros a,b considerados. Uma aplicacao para o Teorema 2.1 é dada por exemplo,
se tivermos no Problema (2.1) f(|z|,u) = ¢(|z])f(u), onde ¢ : [ry, 5] — [0,400) é uma
funcao continua, nao negativa, nao trivial e a nao linearidade f é uma func¢ao continua
superlinear tanto no zero como no infinito. Um simples modelo é dado por f(u) = u? com
p > 1.

Consideremos agora, o segundo resultado principal desse capitulo. Mostraremos que o
problema (P, ,)) tem pelo menos uma solucao positiva para todo a, b, A > 0. Além disso,
mostraremos que existe p > 0 tal que (P,,;,») tem pelo menos trés solugoes positivas, para
todo 0 < [(a,b)| < p e A suficientemente grande.

Teorema 2.2 Consideremos a fungdo g(t,u,a,b) satisfazendo as hipdteses (go) até (g2),
e ainda, as hipdteses (gs) € (gg). Entao:

(i) O Problema (P, ,\) tem pelo menos uma solugao positiva para todo a,b,\ > 0;

(ii) existe wma constante positiva p suficientemente pequena tal que, para todo
0 < |(a,b)] < p o Problema (P, ,x) tem pelo menos trés solugoes positivas para
A suficientemente grande.

Observemos que, neste caso, a funcao g tem crescimento sublinear no infinito, e seu
comportamento no zero pode mudar, de acordo com os parametros a,b considerados.
Uma aplicacao para o Teorema 2.2 é dada, por exemplo, quando f(u) = u?/(1 4+ u?) com
max{l,q} <p<qg+1

Mais adiante nas aplicagoes, veremos exemplos de nao linearidades ¢(¢,u, a,b) satis-
fazendo as hipoteses dos Teoremas 2.1 e 2.2.
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2.2 Resultados Preliminares

Nesta secao provaremos alguns resultados que serao importantes nas provas dos Teo-
remas 2.1 e 2.2.

O lema que segue, nos sera 1util na definicao de um operador associado ao Problema
(Pa.b ), cujos pontos fixos sdo solugoes desse problema.

Lema 2.1 A fun¢do u é uma solug¢ao do Problema (P,,,,\) se, e somente se, para todo
t € [0,1], u satisfaz,

u(t) = A1 — t)/o Tg(T,u(T),a,b)dr + )\t/t (1 —=7)g(r,u(r),a,b)dr.

Prova. Seja u uma solugao do Problema (P, ,;,5). Consideremos o problema homogéneo
correspondente a (P, ,)), dado por:

—u"(t)=0 em (0,1) . (2.2)

Notemos que, ui(t) = 1 e uy(t) = ¢ sdo solugdes particulares, linearmente indepen-
dentes da equacao (2.2). Assim,
C1uy (t) + CQU/Q(t),

constitui uma solugao geral para (2.2), onde ¢; e ¢z sao constantes arbitrarias.
Pelo método de variagao de parametros (cf. [7], capitulo 3), temos que,

0= [0 |

Onde,
() we(r) | |1 T
W)= | W0 A0 =] =1

Assim,

¢ t

u(t):/ T)\g(T,u(T),a,b)dT—t/ Ag(T,u(T),a,b)dr.

0 0

Isto é,

u(t) = — /O At = 7)g(r, u(r)a, b)dr,

onde, u(t) é uma solugao particular para o Problema (P, ). Dessa forma, uma solugao
geral para (P, ,y) ¢ dada por:

u(t) = c1 + cot — A/o (t —71)g(7,u(T)a,b)dr. (2.3)

Usando a solugao geral de (2.2), a solugao geral de (P,,;,)) €, o fato que u solugao de
(P ,») implica u(0) = u(1) = 0, obtemos que,

1
=0 e = )\/ (1 —7)g(m,u(r)a,b)dr.
0
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Logo, substituindo ¢; e ¢y em (2.3), obtemos que,

a(t) = X /0 (1= P)g(r,u(r)a, bdr — A /0 (= P)g(r, u(r)a, b
Y /Otu — )g(r ulr)a, bydr + A [(1 — )g(r ulr)a, bydr
- )\/Ot(t—T)g(T,u(T)a, bydr
) /Ot[t(l — 1) = (t = P)g(r ulr)a, bydr + M [(1 — )g(ru(r)a, b)dr

= AN1-— t)/o Tg9(T,u(7),a,b)dr + )\t/t (1 —=7)g(r,u(r),a,b)dr,

como queriamos verificar.
Suponhamos agora, que a funcao u satisfaz,

u(t) = A1 — t)/o Tg(T,u(T),a,b)dr + /\t/t (1 —=7)g(T,u(r),a,b)dr,

para todo t € [0, 1]. E imediato verificar que u é uma solucio do Problema (Payp,a)- Com
efeito, pelo Teorema Fundamental do Calculo obtemos que,

t 1
u'(t) = —)\/ 79(7,u(T),a,b)dr + )\/ (1 —7)g(r,u(r),a,b)dr.
0 t
De maneira analoga, obtemos que,
—u"(t) = Ag(t,u(t),a,b).

Além disso, u(0) = u(1) = 0. Logo, u é uma solugdo do Problema (P, ,»). [
Notemos que, se considerarmos a funcao de Green K : [0,1] x [0,1] — R, dada por,

I =t7 se T<H,
K(t’T){ (1—7)t se 72>t

obtemos que, se u é uma solugdo do Problema (P,,;,)) entao,
1

u(t) = )\/ K(t,7)g(r,u(T),a,b)dr.
0

Pelo Lema 2.1, concluimos que encontrar solugoes para o Problema (P, ,; ,5) é 0 mesmo
que encontrar pontos fixos para o operador,

(Tw)(t) = A /0 K(t,7)g(r,u(r), a, b)dr. (2.4)

definido no espago de Banach X = (([0,1],R) munido com a norma usual

[lloo := suprefo iy lu(t)]-
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Consideremos C' o cone definido por
C ={ue C[0,1] : u é comncava e u(0) = u(1) =0}.
E facil ver que C', de fato, define um cone.

O lema seguinte é importante para obtermos estimativas do tipo expansao/compressao.

Lema 2.2 Seue C ea,f€(0,1) com a < 3. Entao,

inf w(t) > a(l — | oo -
Jnf a(t) = a(1 = B)u|

Prova. Seja u € (', consideraremos os seguintes casos:
Caso 1: a < 8 < t,, onde t,, é ponto de maximo da fun¢ao u no intervalo [0, 1].

Temos que a funcao u é concava, logo, inficp, g u(t) é u(a) ou u(B). Como o < 3 e, no
intervalo (a,t,,) a fungdo u é crescente entdo u(a) < u(f). Portanto, podemos assumir
u(a) = infiefq g u(t). Temos que 0 < o < tp,. Como u é uma fungao concava entao,

ufe) = u(0) _ u(tn) = u(0) _ ula) = ultm)
a—10 - t,, — 0 - a—ty,

)

ou seja,

u(@)  Jlullo o wl@) — [Jullo
a - t, = a—t,

Temos que, 0 < t,, < 1, donde segue que, a/t,, > a. Além disso,

u(a U] oo
0, e
Assim,
u(a) = %IIUHM > aflufls = a(1 = B)ulls-
Logo,

éﬁh%ﬂzuwﬂzaﬂ—ﬁWMh-

Caso 2: t,, < o < 3, onde infycq g u(t) = u(B).
Temos que t,, < # < 1, assim, de maneira analoga ao Caso 1, usando o fato que u ¢é
uma fungao concava obtemos que,

u(B) = llullee o =llull
B—tyn 11—ty

Isso implica que,
u(B) = [[ulloe = tmu(B) + tm[ulloc = —=Blltlloc + tml|ul-

Logo,
(1 = tm)u(B) = llulloo + llullec = =Bllulloc + l[ullse-
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Donde segue que,

u(3) > 1 -0

1—t,

[ullo = (1 = B)l[uflc = a(l = B)[ulls-

Portanto,
inf u(t) =u(f) = ol — B)l|ul|oo-
tela, )
Caso 3: a < t,, <f.
Se o infyep g u(t) = u(a) procedemos como no Caso 1.
Se o inf;c(o g u(t) = u(B) procedemos como no Caso 2.
Portanto, para cada u € C e a,, # € (0,1) com a < 3, temos que,

inf u(t) > a(l — U] oo -
nfu(®) > a(1 = 6)ul

Lema 2.3 O operador T : X — X definido em (2.4) é completamente continuo e T(C)C C.

Prova. Lembremos que um operador 7" : X — X, onde X é um espaco de Banach, é
dito completamente continuo, se é continuo e a imagem de qualquer conjunto limitado é
relativamente compacta, ou seja, se M C X tal que M é limitado entao T'(M) é compacto.

Mostraremos que T'(M) é equilimitado e equicontinuo e, usaremos o Teorema de Ascoli-
Arzeld para concluir que T'(M) é relativamente compacto. Por fim, mostraremos que T é
continuo, concluindo dessa forma, a prova do lema.

Seja M C X tal que M é limitado, isto é, para todo u € M temos que |jullo < c.
Mostremos que T(M) C X é equilimitado. Para tanto, devemos mostrar que, existe
N > 0 tal que [(Tu)(t)| < N, para todo t € [0,1] e para todo u € M. Temos que,

|(Tu)(t)|:|)\/0 K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr| < )\/O |K(t,7)|g(T,u(r),a,b)dr.

Lembremos que ||u]|l < ¢ para todo u € M. Além disso, as fungoes g(t,u(t),a,b) e
K (t,7) sado continuas. Logo, se considerarmos ¢ restrita a A := [0, 1] x [—¢, ¢] x {a} x {b},
obtemos que,
1 1
|(Tu)(t)| < /\/ max K (t,7)max g(7,u(r),a,b)dr = )\HKHOOcl/ dr := N,
o (t7)€l0,1]? A 0
onde, ¢; = maxy g(7,u(7),a,b). Donde segue que, |(Tu)(t)] < N para todo ¢t € [0,1] e
todo u € M. Portanto, T'(M) é equilimitado.
Mostremos agora que T (M) é equicontinuo, nesse caso, devemos mostrar que, para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que quaisquer que sejam t1,ty € [0, 1] onde [t; — to| < & entdo
|(Tu)(t1) — (Tu)(t2)| < € para todo v € M. Temos que,

(Tu)(t) — (Tu)(t)] = |\ / (K(t1,7) — K(ts,7))g(r, u(r), a,b)dr]
< / K (t1,7) — K (t2, 7)|g(r, u(7), a, b)dr

< )\Cl/ |K(t1, (t27 )‘dT
0



Como K (t,7) é uniformemente continua e [t; — t5] < § entdo |K(t1,7) — K(t2,7)| < €.
Logo,

|(Tu)(t1) — (Tu)(ta)] < /\01/0 e1dr == €.

Obtemos assim que T (M) é equicontinuo.

Como T'(M) C X é equilimitado e equicontinuo, concluimos pelo Teorema de Ascoli-
Arzeld que T'(M) é relativamente compacto. Resta-nos mostrar que 7" é continuo, isto é,
dado € > 0, existe § > 0 tal que se |uy(t) —uq(t)| < d entdo [(T'uy)(t) — (Tuz)(t)| < € para
todo t € [0,1]. Suponhamos que,

[ug (t) — us(t)| < 0.

Temos que,
() = ()] = W [ KDl = o(rwalr).a Dl
< [ IRl ()00~ o7 a(r). )i
< A [ latr ) o.6) = o, va(r), Dl

Como g é continua e |(uy(t) — ua(t)] < § entao |g(t,ui(t),a,b) — g(t,us(t),a,b)| < €,
donde segue que,

|(Tuy)(t) — (Tug)(t)| < )\||K||oo/0 e1dr = €.

Logo, T' é continuo, e pelas consideracoes anteriores concluimos que 7' é completamente
continuo.

Por fim, mostremos que T(C) € C. Seja u € C. E claro que, (Tw) € C([0,1]). Além
disso, (Tu)(0) = (T'u)(1) = 0. Resta-nos verificar que (T'u) é concava. Pelo Lema 2.1
sabemos que u(t) = (Tw)(t) é de classe C? e —u” = Ag(t,u(t),a,b) > 0, logo (Tu) é
concava, e portanto T'(C) C C.

|

2.3 Prova do Teorema 2.1

Nesta secao combinaremos os resultados de ponto fixo, o método de sub e super solucao
e argumentos do grau para provar o Teorema 2.1.

2.3.1 A Primeira Solugao Positiva para o Problema (P,,;,;)

O seguinte lema trata de um resultado de existéncia de solugao positiva.

Lema 2.4 Se g(t,u,a,b) satisfaz (go), (g1) € (92), entdo existem pardmetros positivos ag
e by tais que o Problema (P, ,1) tem pelo menos uma solugao positiva.
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Prova. Consideremos u € C, com ||u]|c = R > 0. Pela hipdtese (go) temos que g é uma
fungao ndo decrescente nas trés ultimas variaveis . Assim, como |Ju|l.. = R, para todo
t € [0, 1] temos que,

g(t,u(t), ap,by) < g(t, R, ag, by).

Além disso, considerando a continuidade das funcoes g e K obtemos que,

(Tu)(t / K(t,7)g(T,u(7),a0,bp)dr < max K(t,7) max g(7, R, ao, by),
(t,7)€[0,1]2 T€[0,1]
para todo t € [0,1].
Por (g2) temos que,
t b
lim g( » U,y Ao, 0)
|(w,a0.b0)| =0 |(u, ag, bo)|
Logo, dado € > 0, existe § > 0 tal que, se |(u, ag, by)| < 0 entdo g(t, u, ag, by) < €|(u, ag, bo)|
onde, |(u,ap,bo)] = |u| + |ao] + |bo] = w + ao + by, j& que w,ap,by > 0. Consideremos
ag,bp < R entao u + ag + bg < 3R. Assim,

g(t, R, ap, bo) < €<R + ag + b()) < 3eR.

=0.

Donde segue que,

(Tu)(t) < max K(t, 7)3eR.

(t,7)€]0,1]2

Tomando € > 0 suficientemente pequeno tal que 3 max; (0,112 K (¢, 7)e < 1, obtemos que,
(Tu)(t) < R = ||u]|o, para todo t € [0,1]. E portanto,

[Tulloe <luflo, se [lullc = R. (2.5)
Pela hipdtese (g;) temos que,

t b
lim 9( , U, Qo, o) — 400,
u—0 u

uniformemente em t € [0, €;]. Logo, dado
M>0 30<mr <R tal que g(1,u,a9,bp) > Mu ¥Y(7,u) € [01,€1] X [0,71].  (2.6)
Além disso, considerando o Lema 2.2, para todo u € C' temos que,
u(t) > (1 —e)di||ullee VE € [1, €] (2.7)

Logo, usando (2.6) e (2.7), para M suficientemente grande, obtemos que,

6)
/ K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr > E1K(t,T)g(T,u(T),oLo,bo)dT

01
> 6€1K(t,T)MU(T)dT
> ;1 Kt )M — )5 |[u]|odr
1
— M= )6 ull : K(t,7)dr
> Nl 1
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para todo t € [0, 1]. Donde segue que,
[Tulloe > [Jullos  se [ulloc = 71. (2.8)

Considerando as estimativas (2.5) e (2.8), podemos aplicar o Teorema 1.1, onde obte-
mos que 7' tem um ponto fixo u € C' com 1 < ||ul| < R.

Devemos mostrar agora que u € positiva, para tanto, usaremos o principio do maximo.
Temos que, u” < 0, assim, pelo Principio do Maximo Fraco (Teorema 1.2), obtemos que
ming_ ;)% = Mingou = 0, logo v > 0. Usando agora, o Principio do Maximo Forte
(Teorema 1.3), temos que, a fungdo w nao atinge o minimo no interior de €2, e portanto,
u € estritamente positiva. [

O préximo lema nos mostra que o conjunto das solucoes positivas de (Py,p,1 ) é limi-
tado.

Lema 2.5 Se g(t, u, a,b) satisfaz (g3) € (ga), entdo existe ¢y > 0 tal que para todo (a,b) €
[0, +00)? com |(a,b)| > co, 0 Problema (P,,,,1) ndo tem solugoes positivas.

Prova. Suponhamos, por contradicdo, que existe uma seqiiéncia (a,b,) com
|(an,by)| — +o0 tal que, para cada n, o Problema (P,, ,p, ,1 ) possui uma solugao positiva
(u,) € C.

Pela hipdtese (g4) temos que existem constantes 0 < d3 < €3 < 1 tais que,

lim  ¢(¢,0,a,b) = +00
|(a,b)|—+o0
uniformemente em t € [d3,€e3]. Logo, dado M > 0, existe Cy > 0 tal que para todo
(a,b) € [0,400)? com |(a,b)| > Cp, temos que, ¢(t,0,a,b) > M para todo t € [d3, €3].
Logo, como g ¢ uma fungao nao-decrescente nas trés ultimas variaveis, se u > 0 entao

g(t,u,a,b) > M para todo t € [d3, €3]. (2.9)

Por hipétese, temos que, para cada n, (u,) € C é uma solugao positiva do Problema
(P, b, 1 )- Logo, u, é ponto fixo do operador T. Donde segue que,

€3

un(t):/o K(t,7)g(T, un(7), an, by)dr > i K(t,7)g(1, un(7), an, b,)dr.

Para n suficientemente grande, podemos usar (2.9), obtendo, dessa forma, que,
g(t,uy(t), an,b,) > M para todo t € [d3, €3]. Logo,

€3
un(t) > M K(t,7)dr.
03

Assim,
€3

|tn]|co = M max K(t,T)dr.
te[O,l} 83

Como em (2.9), M é uma constante arbitréria, entao, podemos escolhé-la suficientemente
grande, de tal forma que, ||u,|lcc — +00. Donde obtemos que, (u,) é uma seqiiéncia
ilimitada em X.
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Considerando a hipétese (g3), temos que dado M > 0 existe R > 0 tal que
g(t,u,0,0) > Mu para todo t € [0y, €] e para todo u > R.
Donde concluimos, pela monoticidade da funcao g, que se a,b > 0 entao,
g(t,u,a,b) > Mu para todo u > R. (2.10)
Considerando o Lema 2.2, temos que,
un(t) = 02(1 — €2)]|tn |-

Temos ainda que (u,,) é uma seqiiéncia ilimitada em X, assim, para n suficientemente
grande u,, > R. Logo, por (2.10) temos que,

9(t,un(t), an, by) > Muy,.

Assim, usando as consideragoes acima obtemos que,

€2 €2

un(t) > K(t,7)g(1,un(7),an,by)dr > M K(t, 7)u,(7)dr

5 02
€2
> M52(1 — GQ)HUnHoo K(t77_)d7—’
P!
Logo,
Un (t) “
> M(1 — €3)6 K(t,7)dr
[t oo 2
Ou seja,

Donde segue que,
€2

1> M(1 — €)d max K(t,7)dr.
tel0.1] J s,
O que é uma contradicao, ja que M é uma constante arbitraria e pode ser escolhida su-
ficientemente grande, de forma que a limitagdo acima nao ocorra. Portanto, para todo
(a,b) € [0,400)?, existe cog > 0 com |(a,b)| > co tal que o Problema (P,,;,,; ) nao tem
solugoes positivas. ]

Como consequiéncia imediata do Lema 2.5, temos que, o conjunto das solucoes do
Problema (FP,,,,1 ) é limitado. Mais precisamente,

Observacao 2.1 Se g(t,u,a,b) satisfaz (g3) e (g4), entdo, pelo Lema 2.5, observamos
que existe ko > 0 independente de (a,b) tal que ||u|l < ko, para cada u € X, solugao
positiva do Problema (Py,p,1 ).

Com efeito, suponhamos por contradigao, que existe (u,), uma seqiiéncia de solugoes
positivas em X tal que |[up|lcc — 400, ou seja, (u,) é uma seqiiéncia ilimitada em X.
Procedendo de maneira andloga a demonstragao do Lema 2.5, encontramos, da mesma
forma, uma contradi¢ao com relagao a constante M. Portanto, se u € X é solucao positiva
do Problema (P,,,,1 ) entao existe ko > 0 independente de (a,b) tal que |[ul|s < ko.
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Lema 2.6 Consideremos g(t,u,a,b) satisfazendo a hipdtese (go). Consideremos ainda,
que o Problema (P, ,1) tem uma solugdo positiva. Entdo para todo (0,0) < (c,d) <(a,b),
o Problema (P.,q,1) tem uma solu¢ao positiva desde que ¢ e d nao se anulem simultanea-
mente, ou seja, ¢+ d > 0.

Prova. Seja u a solugdo positiva do Problema (P, ,1 ), dado por

{ —u” = g(t,u(t),a,b) em (0,1),
) =u(l) =0.

Sabemos pela hipétese (go) que g é uma fungdo nao decrescente nas trés ultimas
variaveis, logo, se (¢,d) < (a,b) entao g(t,u(t),c,d) < g(t,u(t),a,b).
Considerando o Problema (P.,q,1 ), obtemos que,

{ —u" = g(t,u(t),c,d) < g(t,u(t),a,b) em (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Donde segue que, se u := @ é a solugao positiva do Problema (P,,;,,; ) entao @ é super-
solu¢do do Problema (P.,q,1 ). Por outro lado, se u = 0 entdo, por (go), g(t,0,c,d) > 0
desde que c+d > 0, dai, a funcdo nula u := u é uma subsolugao para o Problema (P.,;,1 ).
Além disso, u < u. Portanto, pelo Teorema 1.10, o Problema (P.,;,; ) tem uma solugao
u' tal que u < v’ < a.

Verifica-se que u' é positiva, usando o principio do maximo, da mesma forma como no
Lema 2.4. [

Definamos,
a:=sup{a > 0: (FP,,;,1 ) tem uma solugao positiva para algum b > 0}.

Pelo Lema 2.4 temos que o conjunto acima ¢ diferente de vazio. Além disso, pelo
Lema 2.5 obtemos que, se o Problema (FP,,,,1) tem solugdo positiva entdo (a,b) €
[0, +00)? é tal que |(a,b)| < ¢y, onde ¢y > 0. Logo,

0<a< +oo.

Mostremos que @ pertence ao conjunto, isto é, existe b > 0 tal que o Problema (Py,j,1 )
tem solugao positiva. De fato, como @ é o supremo entao existem seqiiéncias (ay), (b,)
com a, convergindo para a, tais que (P, ,, ,1) tem solucao positiva. Como (b,) é uma
seqiiéncia limitada, a menos de subseqiiéncia, b, — b. Usando o Lema 2.6 podemos
considerar a seqiiéncia (b,) nao decrescente, logo seu limite b > 0.

Temos que,

{ —ull = Ag(t, un(t), an,b,) em (0,1),
un(0) = un(1) =0,

onde u,, é solugdo positiva para o Problema (P, ,1 ). Logo,

un(t) = (Tup)(t) = )\/0 K(t,7)g(1,un(7), an, b,)dr, (2.11)
para todo n.
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Pela Observagao 2.1, sabemos que, ||u,||« < ko para todo n, assim, a menos de sub-
seqiiéncia u,, — ug, logo, Tu,, — ug. Além disso, como T' é um operador completamente
continuo entao, Tu, — Tug, donde segue que, Tuyg = ug. Assim, tomando o limite em
(2.11) obtemos que,

uOU)::(TMOXt):akjg K(t,7)g(7,u0(), @, B)dr,

ou seja, ug € solugdo do Problema (Pj.5,1)

Afirmamos que para todo a € (0,a) existe b > 0 tal que (P,,;,; ) tem uma solugao
positiva. De fato, sabemos que, (P;,;,1) tem uma solugao positiva, além disso, para
0 < a < a temos que (0,0) < (a,b) < (a,b), logo pelo Lema 2.6 (P,,;,1 ) tem uma solucio
positiva, j4 que, a +b > 0. Assim, para todo a € (0,a) existe b > 0 tal que (P, )
tem uma solugao positiva. Analogamente obtemos ainda que, (Fp,;,1 ) também tem uma
solucao positiva. Logo, podemos definir a funcao,

r':[0,a] — [0,+00),

dada por,
['(a) :=sup{b > 0: (P.,, ) tem uma solugao positiva }.

Da mesma forma como no caso anterior, obtemos que o conjunto acima é diferente de
vazio e, que o Problema (P,,r(q) ;1 ) tem solucdo positiva. Logo, pela defini¢ao da funcao I',
temos que o Problema (P, ,1 ) tem pelo menos uma solugao positiva se 0 <b<I'(a). Além
disso, para b = I'(a), (Psr() 1) também tem solugao positiva. Portanto, o Problema
(P, 1) tem pelo menos uma solugao positiva se 0 < b < I'(a).

Notemos que, o Problema (P, ,1 ) ndo tem solucao positiva quando b > I'(a). De fato,
dado b tal que (P, ,1 ) tem solucdo positiva, decorre da definigao de I', que ¥’ < T'(a).

2.3.2 A Segunda Solucao Positiva para o Problema (P, ,; )

Devemos mostrar agora, que o Problema (P,,;,,; ) tem uma segunda solugao positiva
se 0 <b<T(a).

Sejam u, e @ as solugdes positivas dos Problemas (FPy,,1) € (Pair) 1 ) obtidas acima,
respectivamente. Sabemos que, ambas as solugoes, u; e u, sao positivas. Além disso,

{ —u] = g(t,ui(t),a,b) em (0,1),
Ul(O) == Ul(]_) == O,

e
—u" = g(t,u(t),a,I'(a)) em (0,1),
u(0) = u(1) = 0.
Temos que b < I'(a), logo, pela monoticidade da fungao g, obtemos,
g(tv Uy (t)a a, b) < g(tv ﬂ(t), a, F((J,))
Dali,
—f <~
donde,
(u1 - ﬂ)// Z 0.
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Temos ainda que,

Assim,
(up —u)” >0 em (0,1),

{ (ur = u)(0) = (ur — u)(1) = 0.

Logo, pelo Principio do Maximo Fraco,

‘max u; —u =maxu; —u = 0.
Q=[0,1] o0
Donde segue que,
up —u < max up —u=0.
Q=[0,1]
Ou seja,
U1l < qu.

Assim, 0 < u; < a.
Consideremos o seguinte problema:

—(up—w)" <0 em (0,1),
(up —u) <0 em (0,1),

(ur — 1)(0) = 0,

(ug —u)(1) = 0.

Assim, pelo Lema de Hopf (Teorema 1.4), temos que,

8(u1 — ﬂ)
ov

Donde segue que, v} (0) < @/(0). Além disso, (u; — u) < 0, ou seja, uy < 1.
Mostremos agora que, u}(0) > 0. Observemos que,

(0) = —(uy — @)'(0) > 0.

—uf >0 em (0,1),
u;p >0 em (0,1),

Entao, pelo Lema de Hopf,
Oy

v
ou seja,
uy(0) > 0.

Concluimos, pelas consideragoes acima que,

0<u; <u, e 0<uj(0)<a|(0).

De maneira analoga, obtemos que,
(1) < uj(l) <O0.

Dessa forma, podemos supor que,
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0<u <u,0<ui(0) <@ (0)ed (1) <ui(l) <O.

Definamos,
X, = {uec C'0,1] : u(0) = u(1) = 0},

munido com a norma,
lully = [Julloo + v/l oo-

Notemos que (X1, ||.|]1) é um espago de Banach.
Consideremos,

A={ueX;:0<u<a, 0<u(0)<d(0), @(1)<u'(1)<0 e |lulh <R},

onde, Ry é escolhido de tal forma que, [Ju;]j; < R;. Temos que u; € A, logo A # (). Além
disso, A é um subconjunto aberto de X;. De fato, consideremos u € A. Devemos mostrar
que existe € > 0 tal que B(u,¢) C A.

Como u € C'([0,1]) e w/(0) > 0 entdo existe n; tal que se ¢ € [0,7;] entao u'(t) > 0.
De maneira andloga, como u/(1) < 0 entao existe 7, tal que se t € [, 1] entao u/(t) < 0.
Além disso, podemos considerar,

a; = min u(t); ap = min u'(t) e a3 = min —u'(t).
' SR (#); a2 t€[0,m] 0 ’ t€[n2,1] (¥

Por outro lado, como (u — u) € C*([0,1]) e (u — u)’(0) < 0 entao existe p; tal que se
t € [0, p1] entao (u—u)'(t) < 0. De maneira andloga, como (u—u)'(1) > 0 entao existe ps
tal que se t € [po, 1] entdo (u — u)'(t) > 0. Logo, usando o fato que (u — @) € C([0,1]),
podemos definir,

ag= min —(u(t) —u(t)); as = min —(u/'(t) — @' (t)); ag = min (u'(t) — @' (t));
t€[p1,p2] t€[0,p1] te(p2,1]

Definamos ainda,

ar = u/(0), as = —u/(1), a9 = —(«'(0) — @(0)), aro = (u'(1) — u'(1)),

€= mln{ah Q, (3, Oy, A5, O, 7, g, O, 0410}/2.

Agora, estamos prontos para mostrar que se v € B(u,€) entdo v € A.
Temos que,
lv —wul|; <e,
o que implica,
—e < v'(t) —u/(t) < e para todo t € [0, 1],
assim,
—e <v'(0) —u'(0) <,
donde
V'(0) > —e+4/(0) > —u'(0)/2 + /(0) = 4/(0)/2 > 0.

De maneira anéloga,
—e<V'(1) = u'(1) <,
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donde
V(1) <e+d'(1) < —d'(1)/2+4'(1) <u/(1)/2 < 0.

Mostremos agora que v(t) > 0 para todo t € (0, 1). Observemos primeiramente que,
—e < V'(t) — /() < € para todo t.
Logo, se t € [0,7;] entao
V() > —e+u'(t) > —ag/2 4+ ag = /2 > 0.

Assim,
v(t) =v(t) —v(0) = v'(§)t > 0, j& que & € [0,m].
Donde, v(t) > 0 se t € [0,m1].
Agora, seja t € [n1,n2]. Temos que,
v(t) > —e+u(t) > —a1/2+a; = a1 /2 > 0.

Donde, v(t) > 0 se t € [n1,n2).
Por fim, consideremos t € [y, 1]. Dal,

V() <e+u(t) <az/2+d(t) < —d(t)/2+ 4 (t) =4 (t)/2 < 0.

Assim,
v(t) = —[v(1) —v(t)] = =0'(0)(1 —t) > 0, j& que 0 € [n, 1].

Donde, v(t) > 0 se t € [, 1]. Finalmente mostremos que,

v'(0) < @'(0); v'(1) > @'(1) e v(t) < u(t), para todo t € (0,1).

V'(0) =@ (0) = ©'(0) = u'(0) +u'(0) —u'(0)
e+ (u'(0) — u'(0)
a9 /2 + (u'(0) — u'(0
(w/'(0) —@'(0))/2 <

IN A

)
0.

Por outro lado,

V1) —a' (1) = o'(1) —u(1) +/(1) - u'(1)
> —e+ (u/(1) —w(1))
> —anp/2+ (u'(1) —u'(1))
= (W'(1) —u'(1))/2>0.

Assim,

Mostremos que,
V'(t) — 4'(t) < 0 para todo t € [0, p1] e v'(t) — @ (t) > 0 para todo t € [ps, 1].
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Seja t € [0, p1]. Temos que,
V() = (t) = V() =)+ (t) —d(t)
< e+ (W(t) —a(t))
< a5/2+ (W) —d'(t) = @W(t)—d'(t))/2 < 0.
De maneira andloga, seja t € [p, 1]. Temos que,
V(t) —ul(t) = V() —u(t) +ul(t

) -
> et (1) — T (1)
> —ag/2+ ((t) — (1)) = (' () — @(1))/2 > 0.

u'(t)

Mostremos agora que v(t) < u(t) para todo ¢.
Seja t € [p1, p2]. Temos que,

v(t) —a(t) = ov(t) —u(t) + u(t) — a(t)
e+ (u(t) —u(t))
ag/2+ (u(t) —a(t)) = (u(t) —a(t))/2 < 0.

Consideremos agora, t € [0, p1]. Temos que,

<
<

v(t) —a(t) = (v—a)(t) — (v = u)(0) = (v — ) ()t <0, jd que ¢ € [0, pa].

Seja t € [p2, 1]. Entao,

v(t) —u(t) = =[(v —u)(1) = (v —w)(H)] = (v —a)' () (1 =) <0, j& que x € [py, 1].

Logo, v(t) < u(t) para todo t € (0,1).

Assim, v € A. Portanto, tomando € como acima, concluimos que B(u,€¢) C A, donde
A é um conjunto aberto.

Consideremos o operador S, : X1 — X dado por,

t):/o K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr.

Notemos que, se u é ponto fixo de S(4p) entao u é solugao para o Problema (P, ,1).
Como A é um conjunto aberto entao A N JA = (). Assim, se u € JA temos que
u # u; € A, donde concluimos que, se existe um ponto fixo de S, ) sobre JA entao
obtemos uma segunda solugao positiva para o Problema (P,,,,1 ). Caso isso nao ocorra,
podemos obter ainda, a existéncia de outra solucao positiva, através do seguinte resultado:

Lema 2.7 Suponhamos que S ndao possui um ponto fivo sobre OA. Consideremos
0<b<TI(a). Entao,

(i) d(Ig— S(ap, A4,0) =1
(ii) emiste R > Ry tal que d(I; — S(ap). Bx, (0, R),0) = 0.
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Prova. Definamos a seguinte funcao:

Ja(t),a,b)  se a(t) < wu(t),
g(t,u(t),a,b) =< g(t,u(t),a,b) se 0<u(t)<u(t),
0 se  u(t) <O.

Consideremos ainda, g(a,b) : X1 — X4, dado por,

t):/o K(t,7)g(t,u(r),a,b)dr.

Afirmacao 2 O operador S(%b) satisfaz as sequintes propriedades:

(a) S(avb) ¢ um operador completamente continuo;

(b) se u é um ponto fizo de 5’(,171)), entao 0 < u < u, e assim, u € um ponto fixo de S(qp);
(c) seu=ASpu com 0 <X <1 entio ||ull; < cs, onde c3 nio depende de X e u € X;.
Prova.

(a) Ver Lema 2.3.

(b) Mostremos que se u é ponto fixo de S entdao 0 < u < u. De fato, se u é ponto fixo de
S entao,

:/0 K(t,T)g(T,u(T),a,b)dTg/O K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr = u(t).

Além disso, B
u(t) = S(a b)u(t) Z 0.

Logo, se u é ponto fixo de S (a,p) €ntao 0 < u < u, e portanto,

g(t,u(t),a,b) = g(t,u(t),a,b).

Donde segue que, B
u(t) = (Sapu)(t) = (Sapu)(t).

Assim, u ¢ um ponto fixo de S(ap).

(c) Temos que,
u(t) = )\/0 K(t,7)g(r,u(1),a,b)dr < / K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr
< /Ktr (7, a(r), a, b)dr

< sup g(s,u(s ab/KtT T.

s€[0,1]
Logo,
sup |u(t)| < sup g(s,u(s),a,b) sup / K(t, 1)
te€(0,1] s€[0,1] te[O 1]
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Donde segue que,

[uf|se < c1.
De maneira analoga, verifica-se que
[0/l < co.
Logo,
lully = llullos + 1v/[loc < €1+ c2 = c5.

Onde c3 nao depende de X e u € X;.

Usando o item (c¢) da Afirmacao 2, obtemos que existe Ry > R; tal que

d(I = Sty Bx, (0, R2),0) = 1. (2.12)
Com efeito, seja Ry > max{R,c3}. Se ||ul|y = Ry entao |Ju|l; > c3. Logo,
u—ASupnu#0 Vu, tal que |jull; = Ro.

Assim, I; — S(ap) ndo tem solugao na dBx, (0, Ry).

Definamos, H : [0,1] x Bx, [0, Ro] — X; dada por, H(\,u) = u — AS(, »u. Notemos
que, essa aplicacao define uma homotopia entre a Iy e Iy — S, ). Logo, pela propriedade
de invariancia por homotopia do grau, obtemos que,

d(14, Bx, (0, R2),0) = d(1s — S(ap): Bx, (0, Rs),0).

Donde segue que ~
d(Id - S(flvb)u BXI(()? RQ): O) = 1.

Usando o Principio do Méaximo, verificamos que o operador S(aﬁb) nao tem ponto fixo

em B(0, Ry) \A. Além disso, por hipétese, g(a,b) nao tem ponto fixo sobre a A, pois, caso
contrario, terfamos que S, teria ponto fixo na 0A, o que ¢ uma contradigao. Assim o
grau de Leray-Schauder pode ser definido para a equacao I; — g(a,b)(u), u € A. Logo,
usando (2.12) e a propriedade de excisao do grau, temos,

(L — Siap), A,0) = 1.

Afirmamos que, S(ap)(u) = S(ap)(u) para todo u € JA. De fato, se u € OA entdo existe
(uy,), uma seqiiéncia em A tal que u,, — u. Além disso, por hipdtese

0 < u, < 1. (2.13)

Assim, tomando o limite em (2.13) obtemos que 0 < u < @. Isto implica que g(¢, u(t),a,b) =

g(t,u(t),a,b) e portanto, Siap)(u) = S(ap)(u). Logo, como propriedade do grau se S, p)(u) =

S(ap)(u) para todo u € OA entao,
d(Id - S(a,b)> A7 O) = d([d - SV(a,b)a Aa 0) =L

Provemos agora o item (ii).
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Pelo o Lema 2.2 obtemos que,
u(t) > 0a(1 — €2)||ul|o para todo t € [da, €a).

Além disso, pela hipétese (g3) sabemos que, dado M > 0, existe R > R, tal que para
todo t € [0, €3] € a,b >0,

g(t,u,a,b) > g(t,u,0,0) > Mu, para todo u > R.

Logo, usando as consideragoes acima, obtemos que,

(Sapu)(t) = /OK(t,T)g(T,u(T),a,b)dT

> K(t,7)Mudr
b2
€2

> K(t,7)M(1 — €2)0s]|u||ccdT
02

> oo,

para todo u > R e para M suficientemente grande. Logo, se u € X é solucdo da equacao
S(ap)tt, entao u > ||ullo, para todo u > R, o que é um absurdo. Assim, se u é tal
que |jull; > R entao u ndo é solugdo de S(,pu. Donde, Sy, nao tem ponto fixo sobre
OBx, (0, R). Notemos que, R ndo depende dos parametros a, b considerados, ja que,

g(t,u,a,b) > g(t,u,0,0) > Mu, para todo u > R,

quaisquer que sejam os parametros nao negativos a,b. Obtemos, dessa forma, uma esti-
mativa a priori R que pode ser tomado maior que R; para solugoes da equagao,

u— S(a,b)u, u € Xy, (2.14)

que nao depende dos parametros a,b. Donde, S(, ;) nao tem ponto fixo sobre dBx, (0, R).
Pelo Lema 2.5, podemos tomar (@, b) suficientemente grande de tal forma que o Pro-
blema (Pa,b, 1) ndo tenha solugao positiva. Portanto,

d([d - S(EL,E)? BX1 (07 R)? O) = 0.
Definamos H : [0,1] x By, [0, R] — X; dada por,
H\ u) = AIq — S(a,B))U + (1= AN (1g — S(a,b))u-

Notemos que H define uma homotopia entre as fungoes Iy — S(ap) € Ig— S(ap)- Logo, pela
propriedade de invariancia por homotopia do grau, temos que,

d(Iy — Siap), Bx, (0, R),0) = d(I; — Stap): Bx, (0, R),0).

Donde segue que,

d(I4 — S(ap), Bx, (0, R),0) = 0.

Usando o Lema 2.7, e a propriedade de excisao do grau topoldgico, concluimos que,
d(I4— Sap), Bx,(0, R) \A4,0) = —1.
Assim, existe u € Bx,(0,R) \A tal que Siupu = u. Logo, u é uma segunda solugao

positiva para o Problema (P, ,1 ).
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2.4 Prova do Teorema 2.2

Nesta secao aplicaremos o Teorema 1.1 para obtermos trés solugoes positivas de
(Pay,n) quando ¢(t,u,a,b) é sublinear no infinito. Os lemas a seguir nos permitem en-
contrar estimativas do tipo expansdo/compressao que serao essenciais na aplicacao dos
corolarios.

Lema 2.8 Considerando a hipdtese (g1) temos que dado (a,b) € [0, 4+00)*\{(0,0)}, existe
Ry > 0 suficientemente pequeno tal que para todo u € OCE,,

[Tulloo > Jlulloo-

Prova. Pela hipétese (g1) temos que dado (a,b) € [0,+00)?\{(0,0)}, existem constantes

0 < d1 <€ <1 tais que

t b
TG N
u—0 u

uniformemente em t € [0y, €;]. Logo, para cada M > 0, existe Ry > 0 tal que, para todo
te [(51, 61],
g(t7u7a7 b) Z MU,

para cada u € [0, Ry].
Temos que,

(Tu)(t) = A /0 K(t,7)g(r,u(r), a, b)dr.
Logo,
| Tu o> )\/0 K(5,m)g(ru(r),a,b)dr > )\/: K(3,7)Mu(r)dr

Usando o Lema 2.2, obtemos que,
u(t) = 01(1 — €1)||u|o-

Assim, se considerarmos, (aq, 1) C (01, €1), temos que,

51 1 B1 1
| Tuloo > A K(é,T)Mél(l — e1)||u)|codT = AM 1 (1 — €1)||t]| 0 K(i,T)dT.

aq aq
Se tomarmos M > 0 suficientemente grande, de tal forma que,

ﬁl 1
)\M(Sl(l — 61) K(é,T)dT > 1,

aq

obtemos que,
[Tulloe > [Jtt]|so-

Lema 2.9 Consideremos a hipdtese (gs). Dados (a,b) € [0,+00)* e Ry >0 existe Ry > Ry
tal que para todo u € OCg,,
[Tulloo < Jlulloo-
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Prova. Pela hipdtese (gs5) temos que para todo (a,b) € [0, +00)?,

llm g(t7u7 a’7b>

u——+00 U

=0,

uniformemente em t € [0, 1]. Assim, dado € > 0 existe Ry > R; tal que para todo u > Rs,
g(t,u,a,b) < eu.

Temos que,
1 1
(Tu)(t) = /\/ K(t,7)g(r,u(r),a,b)dr < /\/ K(t,7)g(T, ||u|l0, @, b)dT
0 0
1
< )\/ K(t, 7)e||ul|sodr
0

1
_ /\e||u||oo/ K(t,7)dr
0
Se tomarmos € > 0 suficientemente pequeno, de tal forma que,
1
)\6/ K(t,7)dr < 1,
0
entao,

(Tu)(t) < [lulloo,

para todo t € [0, 1]. Logo,
[Tul[oo < [[ullco-

Com base nos Lemas 2.8 e 2.9 temos que existem 0 < R; < R, tais que,

ITu|loo > [|u]loo s€ u € OC,,
e7
|Tu||oo < [|t]|oo s€ u € OCR,.

Assim, como conseqiiéncia do Teorema 1.1, obtemos que T tem um ponto fixo u € C

com 0 < Ry < ||ul|oc < Rs. Portanto o Problema (P,,,, ) tem pelo menos uma solugao

positiva para todo a,b, A > 0. Provamos, dessa forma, o item (i) do Teorema 2.2.
Devemos agora, provar (ii). Pela hip6tese (g2) temos que,

g(t7 u? CI/, b)

Lim = 0.
(wab)—0 |(u,a,b)

uniformemente em ¢ € [0, 1]. Logo, existem constantes positivas suficientemente pequenas
p e R tais que, para todo 0 < |(a,b)| < p,

g(ru(1),a,b) < p(|(u; a,b)|) = p(jul + |af + [b]).
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Temos que, :
(Tu)(t) = )\/0 K(t,7)g(r,u(7),a,b)dr.

Considerando || u ||oo= R3 e a+b < p < 2R3, obtemos que,
1 1
Tu®) < [ K9l abidr < A [ K@Dl +at s
0 0
1
< )\/ K(t,7)p3Rsdr.
0
Logo,

1
sup (T'u)(t) < sup )\/ K(t,7)p3RsdTr = 3\pllul|s sup / K(t,7)dr

te[0,1) te[0,1] tefo,1] Jo

Se considerarmos p suficientemente pequeno, de tal forma que,

3Apsup/Kt7d7'<1

te(0,1

entao,
[Tulloe < [lulloo,

para u € OCp,.
Considerando as hipdteses (go) e (gs), e ainda, o Lema 2.2, temos que para todo
u € 0CR,

(Tu)(t) = )\/0 K(t,m)g(r,u(r),a,b)dr > A 564 K(t,7)g(7, ||u||oo(1 — €4)d4, a, b)dT

K(t,7)g(r, R(1 — €4)d4,0,0)dr

v

04
> AKp.

Notemos que Kpr é uma constante positiva que depende somente de R. Assim, existe
A1 > 0 suficientemente grande tal que para todo A > A\, obtemos que AKr > R. Logo,
se tomarmos ||ul|s = R, entdao T'(u)(t) > R = ||u/co-
Donde segue que,

[Tulloe > [Jtt]]o

para todo u € 9CR, e a,b > 0.

Dessa forma, podemos escolher as constantes Ry, Ry e Rz tais que
Ry < R3 < R < R,, donde, aplicando o Teorema 1.1, obtemos trés pontos fixos de
T em C, satisfazendo,

R1 < ||u1Hoo < R3 < ||u2Hoo < R< HU3||OO < RQ.

Provamos, dessa forma, o item (ii) do Teorema 2.2.
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2.5 Aplicagoes
Nesta secao faremos algumas aplicagoes dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Consideremos os seguintes exemplos em dominios anulares, com N > 3.
Exemplo 1:

—Au = aci(|z|) + co(|z]) (B + uP) exp(Cul) se 1 < |x]| < 7o,
u(z) = 0 se x| =y, (2.15)
u(z) = 0 se x| = 1o,

onde ¢, ¢y sao fungoes continuas nao negativas, 0 < ry < 19, a, 6 > 0; p > 1; ¢ > 0,
r€RY, N >3e(>0. Além disso, suponhamos que existe ty € (r1,79) tal que c1(ty) e
c2(tp) sdo nimeros reais positivos. Realizando uma mudanga de varidvel ¢ = a(r) com,

Cl(?“) = _TN_2 + B7

onde,
N-2 N-2
(r172) and B = "2

~ N2 N—2 N—2 N—2°
Ty ~—1N Ty ~—1N

obtemos o seguinte problema equivalente,

—u" = g(t,u(t),a,b) em (0,1),

w(0) = w(l) =0, (2.16)

onde g(t,u,a,b) = aPd;(t) + da(t) (P + uP) exp(Cu?), o« =aP, B =b" e

A2/(N72) A )1/(N—2))

di(t) = (1 - NY’ (B —t)2(N-D/(N-2) (5

, parat=1,2.

Nao é dificil verificar que (2.16) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1. Donde, podemos
concluir que existem @ > 0 e a fungao I' : [0,@] — [0, 400) satisfazendo:

(i) Se B =0o0u g =TI(«), o Problema (2.16) tem pelo menos uma solugao positiva;

(ii) se 0 < 8 < I'(a), o Problema (2.16) tem pelo menos duas solugdes positivas;

(iii) se 8 > I'(«), o Problema (2.16) nao tem solugao positiva.

Para verificarmos que o problema (2.16) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1, devemos
verificar que g(t,u(t), a,b) satisfaz as hipéteses (go) até (g4).

Mostremos que g(t, u(t), a, b) é nao decrescente nas trés tltimas varidveis. Suponhamos
(t,u1,a1,b1) < (t,ug,a9,be), para que g(t,ui(t),ar,b1) < g(t,us(t),as,by) devemos ter
d;(t) > 0 para todo i = 1,2. Com efeito, sabemos que,

d;i(t) = (1 — N)?

A2/(V-2) A v
)l/(N 2)), para i =1,2.

(B — t)2(N-1)/(N=2) Ci((B ¢
Observemos que,

e Como N > 3 entdo (1 — N)? > 0;
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2
A2/ (N=2) _ AL/(N=2) . .
L (B—1)ZN-D/(N-23) — ((B_t)(Nfl)/(N72)> > 0, ja que A > 0;

o ci((%)l/( - )) > 0 para todo i = 1, 2.

Logo d;(t) > 0, para todo ¢ = 1,2, donde concluimos que g é ndo decrescente nas trés
ultimas varidveis.
Suponhamos agora que a, b nao se anulam simultaneamente. Mostremos que,

g(t,0,a,b) = dy(t)a? + da ()b > 0.

Para tanto, basta verificar que d;(t) > 0 para todo i = 1,2. Notemos que, d;(t) > 0

%)UW_Q)) > (0 para todo ¢ = 1,2. Por hipotese, sabemos que existe
(i)l/(N—Q)

B—t

Ci((%)l/(f\/—?)) > (0 para todo 7 = 1, 2. Resta-nos verificar que,

desde que cl((

ty € (r1,72) tal que ¢(tg) > 0. Assim, se tomarmos ty = , teremos que

A _
r <tyg= (—)1/(N 2)

< T9.
Bt 2

Mostremos que r; < tg. Temos que,

_1
to = () VR R A (r(NQ))Nl_Q _
=5 V-3 1 3

Ty

Donde segue que, 1 < tg. De maneira andloga obtém-se ty < 9. Portanto, g(¢,0,a,b) > 0
se a+b> 0.
Para que ¢ satisfaga a hipdtese (g;) devemos ter que existem constantes
0 < &1 < ¢ < 1 tais que para todo (a,b) € [0, +00)*\{(0,0)}
(t7 u? a’? b)

u—0 u

uniformemente em ¢ € [d;, €]. Temos que,

g(t,u,a,b) = aPdy(t) + da(t) (V¥ + uP) exp(Cu?).

Logo,
t b Pdy(t bPeS™ dy(t do (t)uPes™
u—0 u u—0 u u—0 u u—0 u
Verifiquemos a hipdtese (go). Devemos ter,
t b Pdq(t bPeSu? do (¢ do (D) uP el
lim g( , U, a, ) _ lim a 1( ) + lim € 2( )+ lim 2( )u € _ 0’
l(wab)—0 |(u,a,b)|  |wab)—0 |(u,a,b)| |wab)—-0 |(u,a,b)| |(wab)l-0 |(u,a,bd)

uniformemente em ¢ € [0, 1]. Notemos que,

<—p <—p—p1—>0 d — 0, ja >1
a uando a a que .
= p = el vJa q p
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Procedendo de maneira analoga com as demais parcelas, obtemos que,

g(t7 u’ a? b)

11m —_— = O
(wab)—0 |(u,a,b)|

Por (g3) devemos ter que existem constantes 0 < do < €5 < 1 tais que,

t,u,0,0
lim —g( ,4,0,0) = 400,
Uu——+00 u

uniformemente em ¢ € [0s, €5]. Observemos que,

t,u,0,0 do(t)uPet™
lim —g(,u, ’ ): lim —2( Jue = +00,

u——+00 u U—00 U

ja que do(t)es™" > 0.
Resta-nos verificar a hip6tese (g4), onde tem-se que existem 0 < J3 < €3 < 1 tais que,

lim  ¢(¢0,a,b) = +o0,
I(a,b)| =00

uniformemente em ¢ € [03, €3]. Temos que,

lim  ¢(¢,0,a,b) = lim di(t)a? + dao(t)0P = +00 jd que p > 1 e d;(t) > 0.
|(a,b)|—-+o0 |(a,b)[—+o0

Assim, concluimos que o Problema (2.16) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1.
Exemplo 2: Consideremos o problema

—Au = Ace(Jz|)f(u) se r < |z| <re
u(z) = a se |z =, (2.17)
u(z) = b se x| =7,

onde a, b sao parametros nao negativos, z € RYN, N > 3, 0<r; <7y, c:[0,+00)— [0, +00)
é uma funcao continua e a nao linearidade f é uma funcao continua nao decrescente
satisfazendo
fw) _ .

= O’

u

(i) lim, oo 2% = o0

entao as conclusoes do Teorema 2.1 sao validas. Com efeito, de maneira similar ao exemplo
anterior, é possivel verificar que o Problema (2.17) é equivalente ao seguinte:

—u" = g(t,u,a,b) in (0,1)
uw(0) = wu(l) =0,

onde g(t,u,a,b) =d(t) f(u+ (1 — t)a + tb) verifica as hipéteses do Teorema 2.1 com

(2.18)

AQ/(N—Q) A 1/(N—2)
) ).

d(t) =(1-N)? (B — )21/ (v2) ¢ (5=
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Para verificar que g é ndo decrescente, basta observar que d(t) > 0 e que f é nao decres-
cente, de forma que se (t,u1,a1,by) < (t,ug,as,by) entdo g(t,uy,a1,by) < g(t, us, as, be).
Por (i), temos que,

flu+ (1 —t)a+tb) < fu+ (1 —t)a+td)

0< < — 0 quando u — 0.
u+a+b U
Logo,
1—1t tb
(w,ab)| =0 |(u,a,b)]| |(u,a,b)|—0 |(u,a,b)|

Além disso, temos que g(t,u,0,0) = d(t) f(u), donde segue que,

g(t,u,0,0) d(t) f (u)

r _ _ y
LT S AT =t por ()
Notemos ainda que,

lim ¢(¢,0,a,b) = lim d(t)f((1 —t)a+tb) = 400, ja que f é nao decrescente.

|(a,b)| =00 |(a,b)|—+o00

Observemos que o Teorema 2.2 pode ser aplicado ao Problema (2.17) assumindo a
hipdtese (i) acima e além disso assumindo a seguinte hipdtese de sublinearidade no infinito:

(iii) lim, 100 12 =0,

Devemos verificar que ¢ satisfaz as hipdteses (gs) e (gg). Por (gs) devemos ter que
para todo (a,b) € [0, +00)?,

t b
hm g( , Uy @, )
u——+00 U

= ()7
uniformemente em ¢ € [0, 1]. Observemos que,

b gtwab) L d@)f(ut (1-ta + th)

u—-+00 u Uu——+00 u

= 0 por ().

Finalmente, notemos que o Teorema 2.1 pode ser aplicado para estabelecer a existéncia
e multiplicidade de solugoes para os seguintes problemas abaixo.

Exemplo 3: Consideremos o problema

—Au = A (Jz)uPr + D)P(ea(|x))uP?) se m < |z| <719,
u(z) = a se |z =, (2.19)
u(z) = b se |z| = 7o,

onde z € RN, N >3, p <1< pa, ¢ : [r1,m] — [0,4+00) para i = 1,2 sao fungoes
continuas e nao negativas. Além disso, suponhamos que @ : [0, +00) — [0, +00) é uma
fungao continua nao decrescente satisfazendo,
D(u
limL:@ZO e lim ®(u)=¢ >0,

u—0 U U——+00
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Exemplo 4: Consideremos o problema

_ c1 (Jz)urs
—Au = )\W se ?"1<‘£C’<7”2,
u(r) = a se |x| = ry, (2.20)
u(r) = b se |z| = 7o,

onde x € RV, N >3, 1 < p3 <1+ p4e a fungao ¢;(|x]) estd como no exemplo acima,
verificando em adi¢ao que a interce¢cao dos suportes é nao vazia.

Observagao 2.2 Notemos que o Problema (2.17) pertence a uma estrutura de equagoes
elipticas autéonomas perturbadas por um peso c(|x|). Este tipo de problema tem sido con-
siderado por wvdrios autores, quando o peso € ndo negativo e mao trivial em qualquer
subintervalo compacto de (0,1), dentre eles, podemos citar [21] e [36]. Aqui o peso pode
ser nulo em partes do dominio. Os Problemas (2.15), (2.19) e (2.20) correspondem a
equagoes elipticas fortemente nao autonomas. Uma outra novidade, € o resultado de mul-
tiplicidade de trés solugoes positivas para equacoes elipticas semilineares em dominios
anulares limitados com condicoes de fronteira nao homogéneas.
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Capitulo 3

Trés Solucoes Radiais Positivas para
Equacoes Elipticas na Bola

3.1 Introducao

Assim como no capitulo anterior, utilizaremos o Teorema 1.1 a fim de estudarmos a
existéncia e multiplicidade de solugoes radiais positivas para uma classe de problemas
elipticos de segunda ordem, da seguinte forma:

{—Au:mmmu), u>0 em Q. (3.1)

u=a sobre 0,

onde €2 é a bola de raio R, centrada na origem, )\, a sdo parametros positivos, x € R,
N >3, f € C(]0,+00),[0,400)) é uma fungao crescente e K € C([0, Ry], [0, +00)) nao é
identicamente nula em qualquer subintervalo de [0, Ry].

Observemos que no Capitulo 2 trabalhamos em dominio anular, e nesse caso, o dominio
considerado é a bola. Consideremos as seguintes hipdteses:
(fo) f(u) > 0, para todo u > 0;
(/1) 1 — o
(f2) limsoe £ = 0;
(f3) existem uma fungao ¢ = ¢, € C([0, +00), [0, +00)), verificando,

+oo N
/ o(T)T" N2dT < +00,
1

e constantes positivas @(a), 7(a) e M(a) tais que para todo 7 > 7 temos,

flat +a)
fla+a)

A fungao f(u) = v /(1 +u?)com 1 < p;e0 < p —¢ < min{l,2/(N —2)} é um
exemplo de uma nao linearidade que satistaz (fy) — (f3).
Vejamos os principais resultados que tratam da existéncia de solucao para o Problema

(3.1).

< Mp(7) para todo a > a. (3.2)

Teorema 3.1 Consideremos a funcdo f(u) satisfazendo as hipdteses (fo) — (f3). Entdo
o Problema (3.1) tem pelo menos uma solugdo radial positiva para todo a, \ > 0.
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Teorema 3.2 Assumamos a funcdo f(u) satisfazendo as hipdteses (fo) — (f3). Entdo,
existe 0 > 0 tal que para todo a € (0,0) existe um A(a) > 0 tal que para todo X > A(a), o
Problema (3.1) tem pelo menos trés solugoes radiais positivas.

As hipoteses dos pricipais resultados sao satisfeitas por funcoes nao lineares da forma:
fu) = (u2+1)p(uP?) com 1 < py, 0 < go < min{1,2/(N—2)} e p € C([0,+00), [0, +00))
é tal que, lim, o @(u)/u >0 e lim,_ 4 @(u) > 0.

3.2 Resultados Preliminares

Nesta secao estabeleceremos a existéncia de solugoes radiais positivas para o Pro-
blema (3.1). Para tanto, obteremos solugoes positivas u = u(r) para um problema de
equacoes ordinarias que obteremos da seguinte forma:

Afirmamos que u(z) = u(r) é solugdo do Problema (3.1) se, e somente se,

—u"(r) = (r)(N = 1)/r = AK(r) f(u(r)), (cf. [20], cap. 2).
que é equivalente a,
SN () () (N — 1)/ = VAR () f ),
ou seja,
— (VWY = N TINK () f (u(r)).
Além disso, u(Ry) = a.

Dessa forma, se fizermos @ = u—a e ainda renomearmos % = u, obtemos que encontrar
solugoes para o Problema (3.1) é equivalente a encontrarmos solugbes para o seguinte
problema de equacoes ordinarias:

(3.3)

{ —(rN Y = rNINK(r) f(u+a) em (0, Ro)
u(Ry) = v (0) = 0.

Consideremos a : (0, Ry] — [0, +00) dada por a(r) = (r*¥ — R2™™)/(N — 2). Por
uma mudanga de variavel ¢t = a(r), z(t) = u(r(t)) afirmamos que (3.3) pode ser reescrito
como:

{ —2"(t) = M2V h#) f(2(t) +a) em (0,+00) (3.4)

2(0) = 2/(4+00) =0,

onde h(t) = K(a™1(t)) é uma fungao continua que nao ¢ identicamente nula em qualquer
subintervalo de (0,+00). De fato, temos que,

t=a(r) = (PN = BZV)/(N - 2).
Derivando ambos os lados em relacao a t, obtemos que,
1=(2—-N)/(N -2V (1),
donde,
r(t) = - (3.5)
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Temos ainda que,
Logo,
Usando (3.5) obtemos que,

Dai,

) = YD) - )

)
- <N > rav- 1>u<r<t>>+r<N*>u"<r<t>

Por (3.3) temos que,
(TN_lu’)/ = —rNINK(r) f(u +a).

Logo,
—2"(t) = PV UAK (r) f(u + a) = M2 YD nt) f(2(t) + a).

Vejamos agora as condigoes de fronteira: se r = Ry entao a(r) = 0, donde ¢ = 0 e portanto
2(0) = u(Ry) = 0. De maneira andloga, se t — +o0 entdo a(r) — +oo, donde r — 0,
assim, como 2'(t) = u/(r(t))r'(t), entdo z’'(+00) = u/'(0)7’(t) = 0. Portanto, obtemos (3.4).

Integrando a equagao (3.4) duas vezes e usando as condigdes de fronteira, obtemos
uma equacao integral da forma abaixo:

t +o00
2(t) = A / / G(r)h(7) f(2(7) + a)drds, (3.6)
0 Js
onde G() = (R§™V + (N — 2)7)2(1_N)/(N_2) . De fato, temos que,

-/ T ()dr = A / TN () h(r) £ (2(r) + a)d.

Logo,
—Z/(+00) + 2(s) = )\/ 7“2(N_1)(7')h(7')f(z(7') + a)dr.

Usando a condicao de fronteira segue que,

2 (s) = A/ N r*ND (O B(T) f(2(7) 4 a)dT,

Integrando mais uma vez obtemos,

/Ot Zls) =2 / / D () (a() + a)drds,

z(t) — 2(0) = )\/0 / 007‘2(N_1)<T>h(7')f(2(7') + a)drds.
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Usando novamente a condigao de fronteira obtemos,

A(t) = A /0 / 2N () () f(2(7) + a)drds. (3.7)

Temos que
. r2-N _ RS—N
a(r) =
(N=2)
ou seja,
r* N = qa(r)(N —2) + RZN,
donde,

ou equivalentemente,

se, e somente se,

2(1—N)

Definamos G(7) := [R{™" + (N — 2)7] @ = p?V=1(7). Dessa forma, substituindo
G(7) em (3.7) obtemos que,

() = A /O / T GO F(2(7) + a)drds.

Assim, podemos resolver o Problema (3.7) usando técnicas de ponto fixo. Com esse
objetivo, utilizaremos o Teorema 1.1.
Denotemos X o espago das fungoes continuas e limitadas z : [0, +00) — R munido
com a norma ||z{|ee = SUp;eo 100y [2(1)]-
Definamos,
Ci={z€X:2>0,z 6 concava e z(0) = 0}.

E facil ver que '} define um cone em X. Notemos que os elementos de C) sao funcoes
crescentes.
Consideremos o operador F' : C| — X dado por,

t +oo
F(2)(t) = )\/ / G(T)h(7)f(2(T) 4+ a)drds. (3.8)
0 s
O lema a seguir nos mostra, entre outras coisas, que F estd bem definido.

Lema 3.1 O operador F dado em (3.8) estd bem definido. Além disso, F(Cy) C C e
F' € um operador completamente continuo.

Prova. Mostremos que F' estda bem definido, para tanto devemos mostrar que,
t “+o0
F(z)(t) = )\/ / G(T)h(7)f(2(T) + a)dTds < +o0. (3.9)
0 s
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Temos que z é uma fungao limitada, logo existe Cy > 0 tal que ||z||0 < Cp. Como f
¢ continua, podemos considerar maxgeo, -] f(s +a) = M(f, z), para z fixada. Assim,

+oo
) < M)\/ / G(7)h(r)drds.

Além disso, h(t) = K(a='(7)), onde K é uma fungio continua definida em [0, Ry], sendo
portanto limitada, logo podemos substituir h(7) por ||h||«. Dai,

—+00

F(2)(t) < M][A|A /O G(r)drds.

Segue que, para mostrarmos (3.9) é suficiente mostrarmos que,

+oo +oo
/ / T)drds < +00.

Notemos que, para todo s > 0
400 1
/ G(r)dr = —NG(S)N/2(N_1).

Com efeito,
2(1—N)

+o0 +oo
/ G(r)dr = / (RSfN + (N — 2)7’)m dr.

Sejan = R3™™ + (N — 2)7, donde dn = (N — 2)dr. Logo,

+oo 2(1-N) 1 oo (=N
[ e - LT ey

N =2 REN 4 (N-2)s
= SR 2)5) V2
1
N
Dessa forma,
+oo  p+oo too 1
/ / G(r)drds = —G(s)N*N-1gs
0 s 0 N
L ey
= i e s
2(N —1 2
= A N((SN - ;) G0 — 6(0)5 ]

Observemos que lim; ., ., G(t) = 0, donde segue que,

+00 +oo B ( - 1) 9_ N\ 2(1—-N)/N—2 SN
/ / T)drds = — (3N—2) [(RO ) } < +o00.

Portanto, o operador F' estd bem definido.
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Mostremos agora que F(C}) C Cy. Seja z € Cy, devemos verificar que F(z) € Cy. E
facil ver que F(z)(t) > 0 para todo t € [0,4+00) e F(z)(0) = 0. Resta-nos mostrar que
F(z)(t) é uma funcao crescente e concava. Observemos que a fungao F'(z)(t) é de classe
C?. Assim,

FFEO = 2 [ [ Gonesee) + adrds

= A G(T)h(T)f(2(7) + a)dT > 0.

t

Donde segue que F'(2)(t) é crescente. Além disso,

82 o 400
GO = 53 [ GO+ air

= —AG(Hh(t)F(2(t) +a) < 0.

Donde concluimos que F(z)(t) é concava. Logo, F(z) € C} e portanto F(Cy) C C.

Para provarmos que F' é um operador completamente continuo utilizaremos o critério
de compacidade de Arzeld-Ascoli para convergéncia uniforme (Teorema 1.9). Assim, de-
vemos verificar que (F'(z,)) é uma seqiéncia de fungoes equilimitadas e equicontinuas.
Sejam (z,) € C tal que ||2,]|00 < co € My = maxyepoq f(t + a). Assim,

Fle)(0)] = ‘A /0 t / T G f () + a)drds
< ARy /Ot/:OOG(T)des

+oo +oo
< )\HhHOOMl/ G(r)drds < +o0,
0 s

para todo t € [0,c], logo, (F(z,)) é uma seqiiéncia de fungoes equilimitadas. Para
mostrarmos a equicontinuidade de (F(z,)) basta observarmos que a derivada de (F(z,))
em relagao a t é limitada para todo t € [0, ¢o, donde concluimos, pelo Teorema do Valor
Médio, que (F'(z,)) é equicontinua. De fato,
o 400
‘aF(zn)(t)‘ - ‘A | e@mmree) +air

_l’_
< M |[h]|u / G(r)dr
t

“+00

< AMi||h|so G(r)dr
0

= MM ||hllel/NGO)N?WND < 4o,

para todo t € [0, ¢y], donde (F(z,)) é uma seqiiéncia de fungoes equicontinuas.

Portanto, podemos concluir pelo critério de compacidade de Arzeld-Ascoli para con-
vergéncia uniforme que a menos de subseqiiéncia (F'(z,)) é uniformemente convergente
sobre subconjuntos compactos de [0, +00). Precisamos verificar a existéncia de uma sub-
seqiiéncia de (F'(z,)) uniformemente convergente sobre [0, +00). Sabemos que,

+oo +oo
/ G(r)drds < +o0.
0 s
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Logo, dado € > 0 existe T" = T'(¢) tal que

+oo +oo
/ / T)dTds < €.

|F'(2,)(t) — w(t)| < € para todo n > ng e para todo t € [0, T7.

Dali,

Onde w(t) é o limite de F(z,)(t). Mostremos agora que isso ocorre para todo t € (7', +00).
Como X é um espago de Banach é suficiente mostrarmos que (F(z,)) é uma seqiiéncia de
Cauchy. Observemos que, para cada t € (T, +00) fixado,

+oo
F(2)(8) — F(z)(8)] < / / D (enlT) + @) = F(zm(r) + a)| drds
< / / °°G ) (1F (n(7) + @) + |f(zn(7) + ) ) dirds

—+00
< Auh\ywzm// G(r)drds
0 s
+ +o0

< )\||h||oo2M1/ G(r)drds < +oo.
0 s

Logo, (F(z,)) é uma seqiiéncia de Cauchy em X, donde existe uma subseqiiéncia uni-
formemente convergente de (F(z,)) para todo t € [0, +00).

Para concluirmos de fato que F é um operador completamente continuo, resta-nos
verificar que F' é continuo. Seja (z,) uma seqiiéncia em C; tal que ||z, — 2]l — O
quando n — oo. Assim,

F()(t) — Fzo)(t)] < Allblo / 60(s) — Go(s)[ds
< Alhla / 6a(s) — Eols)|ds,
onde,
()= [ GO n(r) +a)dr e &ols) = [ G f(olr) + a)dr.
Temos que,
|Zn(7—) - ZO<T)| < Hzn - ZO”OO — 0.
Logo,

&n(5) = &ols).

Além disso,
+0o0
&) = [ GO0 +adr
s .
< Ml/ G(r)dr
= M1%G(3)N/2(N1) para todo s € [0, +00).
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Donde segue que,

t
1
Fz)O] < Mo / My G5
0
+oco 1
< Mhllso [ Mi5G(s)¥ Vs < too.
0

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5), obtemos
que,
1F(zn) = F(20)]|loc — 0.

Logo, F' é continuo. E portanto, ' é um operador completamente continuo. [
Dado z € C1\{0}, usando o fato que z é crescente temos que existe um unico 7, = 7(2)

tal que,
22(71) = ||/ o-

Definamos,
7 = sup{m(F(2)) : z € C1},

e o cone,
C:={z€C:22(t) > ||z]|c, Vt > T"}.

O lema a seguir nos mostra que 7% esta bem definido.

Lema 3.2 7 € um numero real positivo e C € um cone invariante por F.

Prova. Mostremos que 7° é um numero real positivo. Com efeito, suponhamos por
contradigao que 7" = +00. como 7* é o0 supremo entao existe uma seqiiéncia z, C C1\{0}
tal que 7, = 7 (F(z,)) é um seqiiéncia de nimeros reais positivos convergindo para
7" = 400, tal seqiiéncia pode ser considerada estritamente crescente, ja que o limite é
+o00. Por definicao de 7,, obtemos que,

+oo +o0o +oo
/ / H,(7)drds = / H,(1)drds, (3.10)

onde H, (1) = G(1)h(7) f(2,(7) + a). De fato, temos que 7, = 71 (F(z,)) é tal que,

|1 F 2] 0o

F(2,) (1) = 9

Além disso,

+o0 +oo
| F 2|00 = A/ H,(r)drds.
0 s

Logo,

Tn 00 +oo  pHo0
2)\/ / H,(r)drds = / H,(1)drds
0 s
+oo +o00 400
= / / H,( des—I—)\/ H, (1)drds.
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Donde segue que,

Tn “+o0 —+oco —+oc0o
/ / H,(1)drds = / H, (1)drds.
0 s Tn s

Integrando por partes cada membro da equagao (3.10), obtemos que,

00 n +oo
27, H,(m)dT + / sHy(s)ds = / sH,(s)ds. (3.11)
Tn 0 Tn
Com efeito, integremos primeiramente o lado esquerdo de (3.10). Denotemos
+oo
g(s) := H,(7)dr.
Donde,
g'(s)ds = —H,(s)ds

Assim,

Tn “+o0o +o00 Tn
/ / H,(r)drds = H, (1)dr.s|i" —|—/ sH,(s)ds
0 s 0

—+00

= 7, Hn<7'>d7'—|—/ sH,(s)ds.
0

Procedendo de maneira andloga com o lado direito de (3.10) obtemos que,

“+oo

+oo +o0 +o00
/ Hy(r)drds = -7, H,(7)dr + / sH,(s)ds.

Tn
Basta observar que nesse caso, usamos o fato que,
+oo
lim 7 H,(r)dr = 0.

n—too ' f,

Assim, pelas consideracoes anteriores obtemos que,

—+00

Tn H,(r)dr —|—/ sH,(s)ds = —,
0

Tn

—+00

+o0
H,(1)dr + / sH,(s)ds.

n
Donde segue que,

+oo Tn +oo
27, Hn(7'>d7'—|—/ sH,(s)ds :/ sH,(s)ds.
0 Tn

Tn

Como z, é concava, segue de (3.11) que,

Tn +oo
/ TUL(T)dT < / TU,(7)dT, (3.12)
0 Tn

onde U, (1) = G(7)h(T) f(anT 4+ a) com «,, = 2,(7,) /7. Com efeito, de (3.11) obtemos
que,

Tn +oo
/ TH,(r)dr < / TH, (T)dr.
0 Tn
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Notemos que, B B
/ U, (T)dT = / TG(T)h(T) f(anT + ).
0 0
Afirmamos que,
flan +a) < f(z.(1) + a). (3.13)

De fato, f(a,7+a) = f ((z,(7)/70)T + @) . Como f é crescente e a > 0, para mostrarmos
(3.13) basta verificarmos que

Z"(Tn)T < z,(7) para todo 0 < 7 < 7,,.
Tn
Ou seja,
Zn(T) > Zn(Tn)
T T

Temos que, 0 < 7 < 7, como z, é concava entao,

Zn<7'> - Zn(o) Zn(Tn) - Zn(o)'

>
T—0 - T, — 0
Donde segue que,
2n(T) > Zn(Tn)'
T Tn
Logo,
/ FG(P)I(T) FlanT + a)dr < / TGV (2 (7) + a)dr
0 0
Ou seja,

/nTUn<T>dT§/nTHn(T)dT.
0 0

De maneira analoga, usando o fato que 0 < 7,, < 7, obtemos que,

+oo +oo
/ TH,(1T)dT < / TU,(T)dT.

Portanto,

Tn Tn —+o0 “+o0
/ TU,(T)dT < / TH,(T)dT < / TH, (T)dT < / TU,(T)dT.
0 0 Tn Tn

Isto é,
Tn —+o00
/ TU,(T)dT §/ TUL(T)dT.
0 Tn

Considerando a expressao (3.12), temos que,

n Tn +oo
/ TUn(T)dTS/ TUn(T)dTS/ U, (7)dT. (3.14)
1 0 Tn

Usando (3.14) e o fato que f(a,7 +a) > f(a, +a) para todo 7 > 1, temos que,
Tn —+oo
/ FG()h(T)f (an + a)dr < / PG h(T)f (anT + a)dr.
1 Tn
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Donde segue que,

fla,T +a)

Flon T a) dr. (3.15)

/1 G < / :OO Th(r)G(7)

Devemos considerar agora, dois casos:
Caso 1: Existe uma subseqiiéncia (o, ) de (o) tal que (o) < @ para todo k. Pela
hipdtese f3 temos que,

];((O_;T—w < Mo(T) para todo & > (ay, ).

Usando (3.15) e a hipdtese (f3) obtemos,

/lm’“ Th(1)G(T)dr < /OOTh<T)G(T)%dT

toeo flar +a)
< HhHoo/Tnk TG(T)de

- oo flar+a) f(a+a)
= Hh”oo/m TG(T) 7@+ a) f(ankJra)dT

< ¢ /T:OOTG(T)gO(T)dT.

k

k

Caso 2: Consideremos agora, o, > @ para todo n. Assim, pela hipdtese (f3) obtemos
que,

flanT +a) .
f(a, +a) < Me(r).

Logo, usando (3.15) e a hipétese (f3) temos que,

fla,T +a)
fla, + a)

< o /T:OOTG<T>QO(T)CZT.

/IT"Th(T)G(T)dT < /T:mm(T)G(T) dr

Notemos que 7G(7) < 77¥/¥=2 Com efeito,

TG(r) = 7(RFY+ (N - 2)7)2(17N)/N72

Fr20=N)/N=2( 7 9)201-N)/N-2

2(1-N)/N-2 _ _~N/N-2

IAIA

TT

Assim, em ambos os casos,

Tn —+o00
/ Th(T)G(T)dT < 03/ T_N/N_2g0(7')d7',
1 Tn

onde, c3 = max{cy, c2}.
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Por (f3) temos que,
+oo N
/ o(T)T ¥2d7 < +00.
1

Logo,
+oo
03/ 7 NIN=20(7)dr — 0 quando n — +oo,

o que é impossivel, ja que, fﬁoo Th(T)G(T)dT > 0, pois 7 > 1, h(7) > 0 e nao ¢é iden-
ticamente zero em qualquer subintervalo de (0,400), e ainda, G(7) > 0 quando 7 > 1.
Portanto, 7* é um numero real positivo.

Devemos mostrar agora, que C' é um cone invariante por F'. Mostremos primeiramente
que C é um cone. Sejam 21,25 € C' e a, 3 > 0. Temos que, az; + Bz € C1, ja que C] é
um cone em X. Além disso,

2(az + B22) () 201 (t) + 2B2(t)
> aflz1flo + Bl 22llo
= ezl + 1822l

> ez + Bzo|c.

\%

Temos ainda que, se z; € C' entao z; € C1, que é um cone, logo, se z; # 0 temos que
—z1 & (', donde —z; & C'. Logo, C' define um cone. Finalmente, mostremos que C' é um
cone invariante por F. Seja z € C, devemos verificar que F(z) € C. Como z € C entao
z € (1, donde F(z) € C;. Além disso, se F'(z) € C1\{0}, sabemos que existe um unico
7 = 1 (F(2)) tal que 2F(2)(11) = [|[F'z]|oo. Como 7* := sup{mi(F(z)) : z € C}} entdo
2F(2)(m1) < 2F(2)(7*). Sabemos ainda que, para todo t > 77,

2F(2)(t) 2 2F(2)(r7) 2 2F(2) (1) = ||z co-
Logo, se z € C entdao F(z) € C. Donde C' é um cone invariante por F. [ |

Os lemas que seguem sao resultados de estimativas que nos permitem usar o Teorema
1.1.

Lema 3.3 Consideremos a hipdtese (f2). Dados a > 0 e X > 0, existe Ry = Ry(a, \)
suficientemente grande tal que,

| Fz]|lo < ||2]|lcc para cada z € OCk, .

Prova. Pela hipétese (fy) temos que,

lim —= =0.
s—-+00 S

Logo, dado € > 0 existe Ry > a tal que,
f(s) <es, para cada s > Ry.
Assim, para cada z € 0Cg,, temos que,

fz(t) +a) < fllzlle + @) = f(R1+a) < f(R1+ Ry) = f(2Ry) < 2eR;.
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Dali,

IFzlle = sup /0 / TAGOR() [(2(7) + a)drds

>0

t +o0
< sup/ / AG(7)||h||o2€ Ry dTds
0 Js

t>0

+oo +o0
el [ [ AG(Erds < 2]

para € = €(\) > 0 suficientemente pequeno. Donde,
| Fz]|l < ||2]|lco Para cada z € OCE,.

Lema 3.4 Consideremos a hipdtese (fo). Dados Ry,a,\ > 0, existe Ry = Ro(a, \) com
0 < Ry < Ry suficientemente pequeno tal que,

| Fz]|l > ||2]|l0 para cada z € OC,.

Prova. Por (fy) temos que f(t) > 0 para todo t > 0. Assim, como a > 0 entao f(a) > 0,
logo, dado M > 0 existe Ry € (0, R;) suficientemente pequeno tal que,

f(s+a) > f(a) > Ms, para todo s € [0, Ry].

Donde, para cada z € 0Cp,,

P2l = sup /0 / TAGOR() f(2(7) + a)drds

t>0

v

/OT* / h AG(T)M(T) f(2(T) + a)drds

v

*

/OT* /j " AGR() Ma(r)drds
B /+ " AG(H()Ma(r)dr /O " s

o 2o ;.
> AG(T)h(T)M 5 drr

*

=zl

* +o0
T 2M / MG (F)h(r)dr.

Escolhamos M = M(A) > 0 suficientemente grande de tal forma que,
+oo
T*M/ AG(T)h(T)dT > 2.

Assim,
| F2||o > ||2]|c0 para cada z € OCR,.
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Lema 3.5 Assumamos a hipotese (fy). Entdo dado Rs > 0 eziste uma constante

A = Aa) > 0 tal que para todo \ > X\ temos,
| F2||oo > ||2]|lce para cada z € OCR,.

Prova. Para cada z € 0Cp,, temos que,

|1Fz||l0 = (F2)(T%) = )\/OT / OoG(T)h(T)f(Z(T)+&)deS

+o0 T*
A G(7)h d d
> A [ GO +ayr [ s
+oo
> )\T*/ G(T)h(7)f(2(T") + a)dT
T* .
> )\T*f(z(T*))/ G(T)h(r)dr
N
= x5 [T aner
ja que, z(1*) = HZQHOO = % para z € OCg,. Assim, tomando A > 0 tal que,
- Ry [T
)\T*f(T) G(7)h(T)dT = Rs.

7-*
Entdo, para todo A > )\,
+oo

|1F2||co > /\T*f(%)/ G(7)h(r)dr

T*

> )\T*f<%)/ OOG(T)h(T)dT = R3 = ||2||co-

T*

Donde,
| F2||o > ||2]|c0 para cada z € OCR,.

3.3 Prova dos Resultados Principais

Nesta secao provaremos os principais resultados deste capitulo.

3.3.1 Prova do Teorema 3.1

Considerando os Lemas 3.3 e 3.4 e aplicando o Teorema 1.1, concluimos que o operador
F tem um ponto fixo z € C tal que,

R2 < ||Z||C>O < Rl.
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3.3.2 Prova do Teorema 3.2

Consideremos Rs e A como no Lema 3.5. Dado A > ) tome 1 = n(A) > 0 tal que,

/ m / a )< 1/2. (3.16)

Pela hipétese (f1) temos que,

lim M =0.
u—0 U
Assim, escolhamos R € (0, R3) tal que,
f(t) < nt, para todo t € (0, R). (3.17)

Tomemos Ry = R/2, assim, usando (3.17), para todo a € (0, R/2) e z € OCR,, temos
que,

fGz(t)+a) < f(Ry+a) = f(R/2+a) <n(R/2+ a) <n(R/2+ R/2) = nR.

Portanto, usando (3.16) e as consideragoes acima, obtemos,

|1Fz||l0 = sup//OO)\G(T)h(T)f(z(T)+a)des

>0
+o0 +oo

< nR/ / T)dTds

< R/2=Rs=|2|c-

Donde,
|Fz||o < ||2|loo para todo z € OCR,.

Logo, usando uma combinacao dos Lemas 3.3 e 3.4 e escolhendo R, Ry tais que,
0 < Ry < Ry < R3 < R; obtemos pelo Teorema 1.1 que existem trés pontos fixos
21,22 € z3 do operador F' em C' tais que,

Ry < ||Z1||oo < Ry < ||22||oo < Rg < ||Z3||OO < Rjy.
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Capitulo 4

Solucoes Positivas para Equacoes
Elipticas em Dominio Exterior

4.1 Introducao

Nos Capitulos 2 e 3 utilizamos técnicas de ponto fixo a fim de mostrar a existéncia
de solugoes positivas para problemas elipticos em dominios anulares e bolas, respectiva-
mente. Neste capitulo utilizaremos novamente os resultados de ponto fixo para estudar-
mos a existéncia de pelo menos uma solucao radial positiva para um problema eliptico
sublinear com valor de fronteira, nesse caso, trabalharemos em dominio exterior, onde
consideraremos, sem perda de generalidade, o exterior da bola unitaria. Usaremos ainda,
o método de sub e super solucao para mostrar a existéncia de pelo menos uma solucao
nao radial positiva para o problema nao radial correspondente. Diante disso, o capitulo
sera dividido essencialmente em duas partes, uma trata do caso radial e a outra do caso
nao radial.

4.2 Caso Radial

Consideremos o seguinte problema

—Au= f(||z]},u)  para |lz| >1,
u=0  para |z| =1, (4.1)
u— 0 quando |z| — oo,

onde z € RV, N > 3.

Seja z : [l,00) — R, se considerarmos a solucao radial u(x) = z(||z||) podemos
substituir v(t) = z((1 — ¢)"/?=N)) reduzindo dessa forma o Problema Eliptico (4.1) &
seguinte equagao diferencial ordinaria:

V"(t) + g(t,v(t)) =0 para te (0,1)
(4.2)
v(0) =v(1) = 0.
onde g(t,v(t)) = ﬁ(l — 1) @N=2)/C=N) £((1 — )Y =N (1)),
Para reduzirmos o Problema (4.1) a equacao (4.2), é suficiente prosseguirmos de
maneira andloga ao Capitulo 3, quando reduzimos o Problema (3.1) ao Problema de
Equagao Ordindria (3.3), neste caso, basta observarmos que |z| =7 = (1 —¢)¥/Z=N),
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Novamente, usaremos os resultados de ponto fixo em cones para obtermos a existéncia
de pelo menos uma solugao positiva para o Problema (4.2) e portanto uma solugao radial
positiva para o Problema (4.1).

Primeiramente estabeleceremos um resultado de existéncia de solugao positiva para o
seguinte problema

Vv"(t) + g(t,v(t)) =0 para te€ (0,1),
o )
onde ¢ : (0,1) x [0, 00) —]> [0, 00).

Seja L = ([0,1]) o espago das fungdes continuas munido com a norma
[v]|co = supyejo 1) [v(2)]. Definamos:

H = {h € Cl(0,1)) : h > 0. /Olt(l DRt < oo} |

Observemos que H contém fungdes singulares nos extremos do intervalo (0, 1), por exem-
lo as fungdes Ay (t) = ~ e ha(t)
o as fungoes =—e = —\

p G 1 7 2 11— 1)

O préximo teorema trata de um resultado de existéncia de solucao positiva para o

Problema (4.3).

Teorema 4.1 Consideremos g : (0,1) x [0,00) — R uma fun¢do continua e suponhamos
que:

(A1) Para todo M > 0 eziste uma fungao hyy € H tal que para todo0 < v < M et € (0,1)
temos,

fol s(1 — s)hy(s)ds

0<g(t,v) <hpy(t) e limsup < 1
M—o0 M
(Az) eziste um conjunto A C (0,1) de medida positiva tal que,
. Lg(tu) .
liminf ———= =00, uniformemente para quase todo t € A.

v—07F ()
Entao o Problema (4.3) tem pelo menos uma solugao positiva.

Prova. Seja K : [0,1] x [0,1] — R a fungao de Green correspondente ao problema linear
homogéneo dada por:

[ s(I—=t) se 0<s<t
K(t’s)_{t(l—s) se t<s<I1.

Notemos que se 0 < s < t entao,

(4.4)

K(t,s)=s(1—1t) <s(1—s).
Por outro lado, se t < s <1 entao,
K(t,s) =t(1 —s) <s(l—s).
Diante das consideragdes acima concluimos que K (¢, s) satisfaz a seguinte estimativa:

|K(t,s)] <s(1—s), paratodo t,s¢l0,1]. (4.5)
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Consideremos B C AN (d,1 — J) para algum § > 0 um conjunto de medida positiva,
onde A é o conjunto dado pela hipétese (As), assim podemos definir um cone C' em F
por:

C= {v € E:v(t)>0,tel0, 1],2nffgv(t) > min{a, 1 — b}HvHOO} : (4.6)
€
onde a = inf B e b = sup B. Observemos que B é limitado e portanto a e b estao bem

definidos. Além disso, é facil verificar que C' define um cone.
Seja S : C' — E o operador definido por:

= /0 K(t,s)g(s,v(s))ds. (4.7)

Pelo Lema 2.1 obtemos que v é solugao do Problema (4.3) se, e somente se, v = Sv em
(4.7), ou seja, se v é ponto fixo do operador S. Com isso, a fim de encontrarmos solugoes
para o Problema (4.3) utilizaremos os resultados de ponto fixo dados pelo Teorema 1.1.

Mostremos que S estd bem definido. Seja [|v|lc = M, donde 0 < v(t) < M, assim
usando a hipdtese (A;) e a estimativa dada em (4.5), obtemos que,

|Sv(t)] < /0 |K(t,s)]|g(s,v(s))|ds < /0 s(1 — s)hp(s)ds < oo.

Logo, S esta bem definido.
Verifiquemos que S(C') C C. Por (A4;) se v(t) > 0 entao g(t,v(t)) > 0, além disso,
K(t,s) >0, logo Sv(t) > 0. Mostremos agora que,

inf Sv(t) > min{a, 1 — b}||SV]| -

teB

Usando as definigoes de a e b, temos que,

teB teB

> ggg(/ot(l—b)sgsv ds+/ a(1— s)g (s))ds)

> min{t =g ([ sots.o(os + [ (0= s)gls.ots)ds)

0 t

inf Su(f) — inf (/Ot(l—t)sgsv ds—l—/ltl—s (s))ds)

Usando agora o fato que 1 > s implica 1 > 1 — s > 0, obtemos que,

teB

inf Su(t) > min{l —b,a) inf (/Otsg(s,v(s))ds+/tl(1—s)g(s,v(s))ds>

v

min{1 — b,a} inf (/Ot s(1 — 8)g(s, v(s))ds + /t1 s(1 — 8)g(s, v(s))ds)
~ min{1—b,a} /01 5(1 — 8)g(s, v(s))ds
= min{l —b,a} Sup] </Ot s(1—s)g(s,v(s))ds + /tl s(1— S)Q(Sav(s)ws) :

te(0,1
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Finalmente, na primeira integral temos s < ¢t donde (1 —s) > (1 —t). Por outro lado,
na segunda integral s > t. Logo,

inf Sv(t) > min{l—ba} sy </0ts(1—s) / (1—s)g (s))ds)
> min{l—b,a} sup (/t (1— t)g( / {1 = 8)g (s))ds>

te[0,1]

= min{l — b, a} sup/Kts (s,v(s))ds

t€[0,1]

= min{l — b, a}|| S| -

Usando a hipdtese (A1), (4.5) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
mostremos que Sv é uma aplicagdo continua. Seja (t,) uma seqiiéncia em [0, 1] tal que
t, — to, vejamos que,

lim (Sv)(t,) = (Sv)(to).

n—oo

Temos que,

[ K (tn, 5)llg(s, v(s))| < s(1 = s)ha(s).

Lembremos que s(1 — s)hy(s) é integravel. Além disso, para s fixado, usando o fato que
G(t, s) é uniformemente continua, obtemos que,

Kt $)9(s,0(s)) = K (t0, $)g(s,0(s)), para todo s € (0,1).
Segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que,

lim (Sv)(t,) = (Sv)(to).

n—oo

Donde Sv é uma aplicagao continua.

Para usarmos o Teorema 1.1 devemos mostrar que S é um operador compacto. Diante
disso, mostremos primeiramente que S é continuo. Seja (v,) uma seqiiéncia de fungoes
em F tal que v,, — vy em E. Verifiquemos que Sv,, — Svy em E. Com efeito, de maneira
analoga ao que fizemos anteriormente usaremos o Teorema da Convergécia Dominada de
Lebesgue. Sabemos que,

[ K (£, 5)g(s, vn(s))] < (1 = s)hn(s),
onde fo (1 = s)hp(s)ds < oo. Além disso, como g é continua,
s(1 = 5)g(s,v,(s)) — s(1 —s)g(s,ve(s)) para todo, s € (0,1).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
1

lim s(1 —s)g(s,vn(s))ds = /0 s(1 —s)g(s,vo(s))ds. (4.8)

n—oo 0
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Usando (4.8) obtemos que,

[Sva(t) = Swo(8)] = /OK(tS) [9(s,vn(5)) = g(s,v0(s))] ds

1
< [ 1= 9) oo, (6)) = gl ol s
0
< € para n > ng.
Donde segue que Sv,, — Svy em E.

Denotemos por B[0, M] a bola fechada de centro zero e raio M em E. Mostremos
que as fungoes do conjunto S (B[0, M]) = {Sv:v € C e ||v]|oc < M} sdo equicontinuas e
equilimitadas. Observemos que K (¢, s) é lipschitziana. Com efeito, sejam ¢,¢' € (0, 1) tais
que |t' —t| < §. Suponhamos sem perda de generalidade que ¢ < ¢. Temos que,

Se 0 <s<t<t <1 entao,

[K(t',s) = K(t,s)] = [s(1—t)—s(l—1)
= sl —t| <[t —t.

Se 0 <t <t <s<1 entao,

|K(t',s)— K(t,s)] = [t'(1—3s)—t(1—3s)
= |(1=s)(t' = 1)

= (1) —t <]t 1.

Se 0 <t<s<t <1 entao,

[K(t',s) = K(t,s)| = [|s(1—t)) —t(1—s)|
= |s—t+st—1t)
|s —t| + s|t’ — ¢

<
< s —tl+ [ —t] <2t —t.
Assim, em qualquer dos casos,
|K(t',s) — K(t,s)] <2|t' —t] <26 <,

para 0 = €/2 e t,t' € (0,1). Donde K(t,s) é lipschitziana. Notemos que a funcao g
apresenta singularidades nos extremos do intervalo [0, 1], mas para t,t’ € (6,1—09) C (0,1)
g ¢ continua. Diante disso, analisemos os casos quando t,t" estdao préximos do zero ou
do um, onde hé singularidade da funcao g. Seja (t,,) uma seqiiéncia em (0,1) tal que
t,, — 0. Temos que,

/ K(tm,s)g(s,v(s))ds.
Notemos que, |K (t,, s)g(s,v(s))] < s(1 — s)ha(s) que é integravel. Além disso,

lim K(t,,s)g(s,v(s)) =0, para todo s € [0,1], jd que t,, — 0 e K é continua.

m—00

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Sv(t,,) — 0 quando t,, — 0.
Portanto, para ¢, t’ proximos do zero e de maneira andloga para t, t’ proximos do um, temos
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que, [Sv(t') — Sv(t)| < e se |t —t| < 0. Assim, para quaisquer ¢,t' € [0,1], ¢t <t tal que
|t' —t| < ¢, temos que,

|Sv(t") — Sv(t)] = /o [K(t,s) — K(t,s)]g(s,v(s))ds

< [ K@) - K 9)lals. o(s)ds
s 1-
= /0 \k(t',s) — K(t, s)|g(s,v(s))ds —{—/5 (K (t',s) — K(t,s)|g(s,v(s))ds
+ /1(5 |K(t',s) — K(t,s)|g(s,v(s))ds
5 1-6
< /0 K (', s) — K(t, 5)|g(s, v(s))ds + 2| — t|/§ o5, v(s))ds

n /1 R = K (18 la(s. o)
5
< /0 |K(t',s) — K(t,s)|g(s,v(s))ds + M;

+ /1—5 |K(t',s) — K(t,s)|g(s,v(s))ds — 0.

Donde concluimos que as funges do conjunto S(B[0, M]), sdo equicontinuas.
Devemos mostrar agora que Sv sao equilimitadas. Temos que,

Su(t)] < / K (¢, 5)] |95, v(s))|ds

< / 5(1 = 8)hag(s)ds < oo,
0
Donde, |Sv(t)] < ng para todo t € (0,1), ou seja, ||Sv| < np para toda fungao
v € B[0, M]. Logo, Sv sdo equilimitadas.

Portanto, as func¢oes do conjunto S (B[0, M]) = {Sv:v € C e ||v|| < M} satisfazem
as hipoteses do Teorema de Arzela-Ascoli, donde concluimos que esse conjunto é necessa-
riamente compacto em E e como M > 0 é arbitrario obtemos a compacidade do operador
S:C— FE.

Pela hipétese (A;) temos que,

< 1.

1

t(1 — t)hy(t)dt
lim sup fo ( ) M<)
M—o0 M

Logo, podemos escolher M > 0 suficientemente grande de forma que,

1
/ t(l — t)hM(t)dt < M.
0
Além disso, para todo 0 <v < M et e (0,1),

0 < g(t,v) < hp(t).
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Entao, para todo v € C tal que ||v]|o = M, por (4.5) obtemos que,

Su(t)] < / K (8, ) lg(s, o(s))|ds

IN

/ s(1 — 8)har(s)ds

0
< M = ||v||«, para todo t € [0,1].

Consideremos Qg := {v € E : ||[v||oc < M}. Assim,
|5V]| 00 < ||V]|oo, para todo v € 02 NC ={v e C:||v||eo =M} (4.9)

Finalmente escolhamos i > 0 tal que,

b
pmin{a, 1 — b}/ K <a—2|— ,s) ds > 1, (4.10)
B

onde B é dado como na definicao do cone C'.
Por (As), existe A C (0,1) de medida positiva tal que,

lim inf g(t,v)

v—0F v

= 00, uniformemente para quase todo t € A.

Dai, dado pu > 0 existe R < M tal que para todo 0 < v < R,

. -
inf g(t,v) > p

Seja ;== {v € E: ||v]c < R}. Sev e CNIY ={veC:|v|e= R} entdo
0 <v < R para todo t € (0,1) e portanto,

g(t,u(t)) > tinjgg(t,v(t)) > uo(t), para todo t € B. (4.11)
€

Entao, usando (4.10), (4.11) e o fato que v € C temos que,

S (“‘2”)> _ /OlK (a;b,s) g(s, v(s))ds
[ (S5 ot ot

> /B K (“T“’s> Jo(s)ds

v

b
> ||v||ooumin{a,1—b}/ K (a+ ,s> ds
B 2
2 V]l
Portanto,
|15v||oo = ||V]|0o, para todo v € C'NOQy. (4.12)

Usando as estimativas (4.9) e (4.12), podemos aplicar o Teorema 1.1 para 5, obtendo
assim um ponto fixo vy € C'N (Q2\Qy).
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Afirmamos que vy é positiva em (0,1). Com efeito, como vy € C entdo vy(t) > 0
para todo t € (0,1), além disso, vy € C N (2\Qy) implica que ||vo]| > R > 0, logo
vo(tp) > 0 em algum ponto t5. Suponhamos por absurdo que existe t' € (0,1) tal que
vo(t") = 0. Observemos que v((t) = —g(t,vo(t)) < 0 donde vy é concava. Logo, usando a
definigao de funcao concava, para A € (0,t1), onde t; > ¢/, temos que, vo((1 —A)0+ Nty) >
(1 — XN)vo(0) + Avg(t1), ou seja, vo(Aty) > Avg(t1) > 0, podemos escolher A = t'/t; > 0
donde 0 = vo(t') > t'/t1ve(t1) > 0, isto é, vo(t1) = 0 para todo t; > t'. De maneira
andloga, obtemos que vy(t) = 0 para todo 0 < t < t'. Logo, se existe t’ tal que vg(t') =0
entao vy = 0 o que é um absurdo, concluimos portanto que vy € estritamente positiva em
(0,1). Completando, dessa forma, a prova do Teorema 4.1. (]

Observacgao 4.1 Pela prova do Teorema 4.1, notemos que a hipdtese (As) pode ser subs-
tituida por:
(AL) Ezistem um conjunto B C (0,1) de medida positiva e € > 0 tais que, se 0 < v < €
entao,

g(t,v) > ppv, para todot € B,

onde,

¢cB te(0,1) Jo

pp = inf (min{inf C,1—supC} sup / K(t, s)ds)

Com efeito, lembremos que, (As) foi usada para encontrarmos uma estimativa do tipo
expansao/compressao, agora devemos usar (A}) para obtermos a mesma estimativa. Seja
Q:={veE: ||y <e}seveCni ={velC:|v|=ec}entdao0<wv <epara todo
€ (0,1), e portanto,
g(t,v) > upv para todo t € B.

Assim, de maneira andloga ao que fizemos na demonstragao do Teorema 4.1, obtemos

que,
b ! b
Sv (CH— ) = /K(CH_ ,s) g(s,v(s))ds
2 ; 2
b
> [ r (M) atsotonas
B 2
b
> /K(a+ ,s) pupv(s)ds
. 2
b
> ||v||coptp min{a, 1—b}/ (a—l— >ds
= |[|[v||lse inf | min{inf C', 1 — sup C'} su /Kts
o] CCB( { pC) s )
X min{a, 1—b}/ (a+b )ds
2 vllee-
Logo,

|1Sv]| 00 > ||V]|0o, Para todo v € C'NIN;.
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E portanto, a hip6tese (As) pode ser substituida pela hipdtese (Aj).

Se considerarmos por exemplo, B = (0,1) e C' = (1/(2+/3),1 —1/(24/3)) obtemos que
pup = 244/3. Com efeito, observemos que

q(t) = / K(t,s)ds = (—12t* + 12t — 1) /24,
C
donde,
limg(t) = lim ¢(t) = —1/24.

Notemos agora que, ¢(t) é uma fungao concava, que tem como tinico ponto critico t = 1/2,
além disso, q(1/2) = 1/12, donde concluimos que sup;¢ 1) ¢(t) = 1/12 e portanto,

1 1]
= inf |—— —| =24y/3.
HB = 02s {2\/3 12} V3

Definamos,

K :={peC((1l,0)): /100 s(1 —s*™)p(s)ds < oo}.

Como conseqiiéncia imediata do Teorema 4.1 segue o principal resultado para o caso
radial, o qual nos garante a existéncia de pelo menos uma solucao radial positiva para o
Problema (4.1):

Teorema 4.2 Seja f: (1,00) x [0,00) — [0,00) uma funcao continua satisfazendo:
(B1) Para todo M > 0 existe uma funcao py € K tal que para todo 0 <u < M es > 1
temos,

[ s(1 = s*)par(s)ds

0< f(s,u) <pum(s) e limsup <1
M—o0 M
(By) existe um conjunto B de medida de Lebesque positiva tal que,
S, U
lim+ f(s,v) =00, uniformemente para quase todo s € B.
u—0 u

Entao o problema (4.1) tem pelo menos uma solugdo positiva.

Prova. Temos que,

__ 1 g pevaem g pre-m
alt.0(0) = gt 1) A= )Y, o),

A partir das hipoteses da funcao f devemos verificar que g satisfaz as hipéteses do Teo-
rema 4.1, donde concluimos que o Problema (4.2) tem pelo menos uma solucao positiva,
que é portanto uma solucao radial positiva para o Problema (4.1).

Consideremos s = 7(t) = (1 — )2~ notemos que 7 define uma bijecdo de (0, 1)
em (1,00). Temos que t = 1 — 52" donde dt = (N —2)sNds. Logo, por (B;) para todo
t € (0,1) e para todo 0 < u < M obtemos que,

0.< F((1— YN (b)) < pag ((1— )Y,
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donde )

< ———— (1= t)CN=2/CN (1 = )Y N (1)) < hpy(t
onde hy(t) = ﬁ(l_t)(2N72)/(27N)pM ((1 = ¢)/=M)). Mostremos agora que hy, € H,
ou seja, fol t(1 — t)hp(t)dt < co. Como py € C((1,00)) entdo hy € C((0,1)). Além

disso,

/0 t(1 —t)h(t)dt = /100 (1—s*1) sz_NﬁszN_2pM(s)(N —2)s'Nds

1

= N2 /1 s(1 — s> Mpas(s)ds < oo.

Logo, hyr € H e 0 < g(t,u) < hy(t) para todo t € (0,1) e para todo 0 < u < M. Além
disso,

i s fol s(1 — 8)hy(s)ds _ 1 lim su floo s(1 — s> Mp(s)ds
1 < 1.
RO

Verificamos, dessa forma, a hipdtese (A;). Para mostrarmos (Ay) devemos verificar que
existe A C (0,1) de medida positiva tal que,

t,u
lim ir+1f M = 400, uniformemente para quase todo t € A.
u—0 u

Por (B;) temos que existe B com medida positiva tal que,

lim —f(s, u)

= +00, uniformemente para quase todo s € B.
u—0t u

Pela bijegao entre (0,1) e (1, 00) obtemos, A C (0,1) de medida potisiva tal que para
cada t € A existe s € B e,

FA =Y )

lim+ = 400, uniformemente para quase todo t € A.
u—0 u
Como ﬁ e (1 —t)@N=2/C=N) 550 positivos entdo,
1/(2=N
lim 1 (1- t>(2N72)/(27N)f((1 —1) / )7U) — 100
u—0t (N — 2)2 U ’

uniformemente para quase todo t € A, ou seja,

t

L = +o00, uniformemente para quase todo t € A.
u—0 u

Donde concluimos que,

t,u
lim il_}f M = 400, uniformemente para quase todo t € A.
u—0 u
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Assim, verificamos que ¢ satisfaz as hipdteses do Teorema 4.1, donde concluimos que o
Problema (4.2) tem pelo menos uma solugao positiva, a qual é solugao radial positiva do
Problema (4.1). Isto finaliza a prova do Teorema 4.2. |

Um modelo de uma nao linearidade f satisfazendo as hipéteses do Teorema 4.2, é dado

por,

ezl

f(HxH?U) = ||ZL’||’6 , para Hx” > 1,

onde, B >2e a:[l,00) — R satisfaz sup,cp; o) a(s) < 1.

Observagao 4.2 Notemos que, (By) pode ser substituida pela sequinte hipdtese:
(BY) Existem um conjunto B C (1,00) de medida positiva e uma constante Lg suficien-
temente grande tal que,

a+b 1
L 1 — (2N-2)/(2—N) _: 1 — > 1
B /1‘4 G( 2 7t) (N _ 2)2( t) mln{a7 b} — ?

f(s,u) > Lpu para s € B e u > R. (4.13)
Com efeito, de acordo com a equacao (4.13), existe A C (0, 1) de medida positiva tal que,

f(A=t)YEN ) > Lguparat € Aeu> R,

donde,
—1 1
g DML 0 (1) 2 s (- )N L
ou seja,
g(t,u) > mu — 1)@N=D/@-N)], (4.14)

parat € Aeu> R.

Sabemos que (By) foi usada para verificarmos a hipdtese (Ay) do Teorema 4.1, agora
se trocarmos (Az) pela equagao (4.14) na demonstracao desse teorema, obtemos a mesma
estimativa do tipo expansao/compressao para Lp suficientemente grande, e portanto (Bz)
pode ser substituida por (Bj).

Observagao 4.3 Por (By) temos que, 0< f(s,u) <pum(s), para todo0 <u < M es>1,
logo ocorre um decaimento da nao-linearidade f quando s — oo.

Com efeito, se considerarmos py(s) = s% com a < —2 temos que, py(s) € K e
0 < f(s,u) < pu(s) = s* — 0 quando s — oo. Assim, por (Bp) temos que f nao
depende somente de u, mas também de s.

Corolario 4.1 Consideremos f(s,u) = p(s)h(u), onde p : (1,00) — (0,00) e
h : [0,00) — [0,00) sao fungdes continuas, temos que as hipdteses do Teorema 4.2
reduzem-se a:

(C1) po = [ s(L = s*")p(s)ds < oo;

(Cy) limsup,,_, @ < pio,
(Cs) liminf, o+ @ = 00.
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Prova. Devemos mostrar que a partir das hipdteses (Cy), (Cy) e (C3) podemos obter
(B1) e (By). Pela hipdtese (Cy) temos que, dado € > 0, existe R > 0 talque

h(u) <

pt para todo u > R.
Po TE€

Temos ainda que, h é uma funcao continua e portanto, existe,

My := max h(u).

1<u<R

Logo, podemos considerar,

Donde,

M
Po + €

/100 s(1 = s*")par(s)ds < max {MO’ } /100 (el < oo

Além disso, para todo M > 0 existe py; como acima, tal que para todo 0 <u < M, s > 1
temos que,

Verifiquemos agora que,

) foo s(1 —s2)p(s)ds
1 1
lﬂl?jllop M

Com efeito, se 1 < u < R entao,

lim sup floo s(1 = S2_n)pM(S)dS = limsup My floo s - SQ_n)p(S)dS
M,
= limsup obo _, 0<1.
M—co
Agora, se R < u < M entao,
. [ s(1 = s> )par(s)ds , uw [ s(1—s*)p(s)ds
lim sup = = limsu 1
M—mp M M_mp po + € M
*s(1 — s> ™ d
< limsup M [ s(1—s"")p(s)ds
M—oco Dot € M
= limsup Po < 1.

M—oo Po T €

Verificamos portanto a hipétese (By). Mostremos agora que podemos obter (Bs) a partir
de (C5). Com efeito, por (C3) temos que,
h(u) h(u)

= lim —2 = liminf —2% =
Jim == = =p(s) lim == = p(s) liminf == = oo,




donde obtemos (Bs).

Assim, para f definida como acima, as hipdteses do Teorema 4.2 podem ser subs-
tituidas por (C1), (Cs) e (C3). [

Exemplo: O problema

—Au = ﬁ para ||z|| > 1,
u=0  para |z| =1, (4.15)
u— 0 quando |z| — oo,
onde, « < 1 e 3 > 2, tem uma solugao positiva. De fato, verifiquemos que o Problema
(4.15) satisfaz (C1), (Cs) e (C3). Se f(s,u) = p(s)h(u) entdo p(s) = 1/s” e h(u) = u®.
Assim,

Do = / s(1 —s*™)p(s)ds = / s(1 —s>™™)1/s%ds < oo,
1 1

desde que 8 > 1, como em nosso caso (§ > 2, concluimos o resultado. Além disso, como
a < 1epy> 0 obtemos,
h(u) 1 1

limsup —= =limsup — — 0 < —.
U—00 u u—oo U “ Po

liminf 2 = lim inf -
u—0t U u—0+ U«
Logo, f(s,u) = p(s)h(u) = u®/s?, s > 1, satisfaz (C}), (Cy) e (C3) e portanto pelo
Corolario 4.1 satisfaz as hipdteses do Teorema 4.2, donde concluimos que o Problema
(4.15) tem uma solugao positiva.

= OQ.

4.3 Caso Nao-radial

Nesta se¢ao usaremos o resultado de existéncia para o caso radial e o método de sub e
super solugao para mostrarmos a existéncia de pelo menos uma solugao nao-radial positiva
para o problema nao-radial. Assim, seja Q o exterior da bola fechada B[0,1] C RY,
com N > 3. Consideremos o seguinte problema em €2, onde a nao-linearidade f nao é
necessariamente radial:

—Au = f(x,u) em €,
sobre 012, (4.16)

0
u(z) - 0 quando |z| — oo.

Antes de enunciarmos nosso principal resultado para o coso nao radial relembremos o
Teorema de existéncia para um problema eliptico nao-radial com valor de fronteira em um
dominio exterior devido a Noussair [9]. Inicialmente, consideremos o seguinte problema
com valor de fronteira no dominio exterior Q@ C RV, N > 3:

{ —Au = f(x,u,Vu) para x €,

u(z) =0 para x € 0. (4.17)

Consideremos solugdes cldssicas u € C2(Q) N C(Q). Lembremos que u € C2(Q) N C(Q) é
uma subsolugao para (4.17) se satisfaz,
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—Au < f(z,u,Vu) para z € Q,
u(z) <0 para x € 0.

De maneira andloga, definimos 4 € C*(Q2) N C(Q) uma super solucio para (4.17) se
satisfaz,

—Au > f(x,u,Vu) para z €,
u(z) >0 para x € 0.

Teorema 4.3 (Noussair [9]) Sejam Q um dominio exterior e f: Q@ x RxR" — R uma
funcao satisfazendo as sequintes condigoes:

(D1) para cada dominio limitado M C §) eziste uma fungao continua oy : R — R tal que
para todo x € M, u e R epe R,

|f (@, u, p)| < onr(u)(1 +[pl?),

(Dy) f é uma fungdo Holder continua (C%") com respeito a (z,u,p) e C' com respeito a
u’ p;

(D3) o Problema (4.17) possui uma sub solu¢io u e uma super solu¢do u, tal que
u(z) < a(zx) para todo x € €.

Entao, existe pelo menos uma solu¢ao uw do Problema (4.17), tal que u(z) < u(z) < u(z)
para todo x € €.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o nosso principal resultado de existéncia
para o Problema (4.16).

Teorema 4.4 Consideremos uma funcao f : 2x[0,00) — [0, 00) satisfazendo as sequintes
hipoteses:

(Ey) f € Holder continua (C®") com respeito a (z,u), continuamente diferencidvel e nao-
crescente com respeito a sequnda varidvel;

(Es) para todo M > 0 existe uma fungao pyr : (1,00) — (0,00) tal que,

/ 5(1 — s> ™)pas(s)ds < oo,
1

0 < f(z,u) < pp(||z]]), para todo 0 <u < M e|z| > 1;

(E3) existe um conjunto B C (1,00) de medida positiva tal que,

lim ir+1f fa,uw) = 400, uniformemente para quase todo ||z| € B.
u—0 u

Entao, existe pelo menos uma solug¢ao positiva para o Problema (4.16).

Prova. Definamos as fungoes fi, fo : (1,00) x [0, 00) — [0, 00) por:

fi(ryu) = inf f(x,u) e fo(r,u) = sup f(x,u).

llzll=r l|z||l=r
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Notemos que f; e fo estao bem definidas, pois f é Holder continua com respeito a x,
e estamos considerando-a restrita a dB(0,r) C R", que é compacta.

Afirmamos que f; e fy satisfazem as hipoteses do Teorema 4.2. Com efeito, notemos
primeiramente que, se

0 < f(z,u) < pu(fz]l), paratodo 0 <u < Me |zf| > 1,

entao,
0 < fi(r,u) = inf f(z,u) < f(z,u) < pu(|z|),

llzll=r

para todo 0 < u < M e r = ||z|| > 1. Além disso, como,

/ s(1 — s> ™)pas(s)ds < oo,
1

podemos considerar R suficientemente grande de tal forma que,

/100 s(1 — s> ™)pu(s)ds < R.

Dessa forma, mostramos que f; satisfaz a hipdtese (B;) do Teorema 4.2. Verifiquemos
agora, a hipdtese (By). Temos que, dado ¢ > 0, para cada |z|| € B e u suficiente-
mente pequeno, inf f(x,u) > eu, donde fi(r,u) > eu, e portanto f; satisfaz (By). De
maneira analoga, obtemos que f, também satisfaz as hipdéteses do Teorema 4.2. Logo,
o Problema (4.1), tem duas solugoes radiais positivas u; e uy com f = f1 e f = fo,
respectivamente. Assim, temos,

—Auy = f1(||:L‘H,U1) < f(x’ul) em {2,

— Ay = fo(llall, u2) > F(,us) em Q,

e portanto, u; e ug sdo sub e super solu¢oes do Problema (4.16), respectivamente.
Devemos mostrar que uj(x) < ug(x) para todo x € €. De fato, suponhamos por
absurdo, que existe xy em € tal que ui(zg) > us(xg). Consideremos U a componente
conexa do conjunto A := {z € Q : uy(x) > us(z)} tal que o € U. Notemos que A # 0,
pois xg € A.
Consideremos a fungao h : Q@ — R dada por, h(x) = uz(x) — uy(z). Assim, obtemos
que,

—Ah(z) = —Auz(z) —ui(z))
= —Auy(z) + Auy(2)
= falllzll,u2) = fr(l|z[], w1)
= filllzll,u2) = flllzl, ).

Observemos que na tltima desigualdade usamos o fato que,

fallzll,uz) = sup f(z,uz) = inf fz,uz) = fille]l, ue).

(||| =r |ll=r
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Por (E;) temos que, f é nao-crescente com respeito a segunda varidvel, logo, se
ug(z) < ui(x) entao fi(||zll,uz) > fi(llz, u1), e portanto,

—Ah(z) = fAlllzll, ue) = flllzll w)
> fulllell ur) = fulllz]], va)
= 0.

Assim,
—Ah(xz) >0 para z € U,
h(z) =0 para x € U, (4.18)
h(z) — 0 quando |z|| — oo, x € U.

v

Da ultima condi¢ao temos h(xz) — 0 quando ||z|| — oo, logo se h é negativa em
algum ponto, deve atingir um minimo negativo em algum xzy. Consideremos ry > 0
tal que ||zo|| < 7o e h(z) > 1/2h(xy) para ||z|| > ro. Consideremos ainda o conjunto,
U :={xe€U:1<]|z|] <ro}, notemos que zy € U; e portanto U; # (). Aplicando
o Principio do Maximo Fraco no conjunto U, obtemos que h atinge o minimo sobre a
oU;. Como zy € U; entao infyy, h(z) < h(zg), por outro lado, se x € 9U; ou |z|| = 1
e nesse caso, ui(x) = ug(z) = 0, donde h(z) = 0 ¢ 0 = infyy, h(xz) > 1/2h(zy), j4 que
h(xy) < 0, ou ||z|| = 1o, donde infyy, h(z) > 1/2h(xg). Assim, pelas consideragoes acima,
h(zo) > infay, h(x) > 1/2h(x0), ou seja, h(xg) > 0, donde zy ¢ U, contradi¢do. Logo,
uy(z) < ug(x) para todo z € Q, e pelo Teorema 4.3, obtemos uma solu¢do ug para o
Problema (4.16) tal que u; < uy < us.

Notemos que, ug é nao radial com respeito a z, desde que f nao o seja. [

Exemplo: Consideremos o seguinte problema

—Au = g(x)u® em €
u(z) =0 sobre 09, (4.19)
u(z) — 0 quando ||z| — oo,

onde o < 1leg:Q — (0,00) é uma fungao continua, ndo-negativa e estritamente positiva
no anel ; = {x € Q:a < |z < b} C Q, onde a,b sdo constantes positivas tais que
1 < a < b, satisfazendo,

/ r(1—r?2"N) sup g(z)dr < .
1

[[]|=r

Afirmamos que o Problema (4.19) tem uma solugao positiva, a qual é nao-radial se g é
nao-radial.

Com efeito, devemos verificar que o Problema (4.19) satisfaz as hip6teses do Teo-
rema 4.4. Sejam M > 0, tal que 0 < u < M e ||z]| > 1. Entao,

0 < g(z)u®* < sup g(x)M.

llz[l=r

Assim, se definirmos pas(||z||) := supy, =, g(z) M, temos que,

/1007’(1 — 7 MYpas(||z]))dr = ]\/[/10O r(1—r*) sup g(z)dr < cc.

llll=r

84



Além disso,

lim inf S u) = lim inf glw)u = g(x) liminf
u—0+ U u—07+ u u—0t U T

= +OO,

uniformemente para quase todo ||z|| € B. Logo, pelo Teorema 4.4, o Problema (4.19) tem
uma solucao positiva, a qual é nao radial se g é nao radial.
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