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Área de Concentração: Análise.

Aprovada por:

Prof. Dr. João Marcos Bezerra do Ó - UFPB (Orientador)

Prof. Dra. Liliane de Almeida Maia - UnB

Prof. Dr. Everaldo Souto de Medeiros - UFPB

Universidade Federal da Paráıba
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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções radiais positivas
para equações eĺıpticas em domı́nios com simetria. Num primeiro momento trabalharemos
em domı́nios anulares, onde estudaremos, além da existência e multiplicidade de soluções,
resultados de não-existência de soluções positivas. Em seguida trabalharemos em bolas.
Neste caso provaremos a existência de pelo menos três soluções radiais positivas. Final-
mente, em domı́nios exteriores, estudaremos a existência de soluções radiais positivas para
um problema eĺıptico sublinear e a existência de soluções não radiais positivas para o pro-
blema não radial correspondente. Para isto, usaremos alguns teoremas clássicos de ponto
fixo do tipo expansão/compressão em cones. Em alguns casos, usaremos argumentos da
Teoria do Grau e o método de sub e super solução.
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Abstract

In this work we will study the existence and multiplicity of positive radial solutions for
elliptic equations in domains with symmetry. In a first moment we will work in annular
domains, where we will study, besides the existence and multiplicity of solutions, results
of non-existence of positive solutions. Next, we will work in balls. In this case we will
prove the existence at least three positive radial solutions. Finally, in an exterior domain,
we will study the existence of positive radial solutions for a sublinear elliptic problem
and the existence of solutions nonradial positive for the corresponding nonradial problem.
For this, we will use some classic fixed point theorems of type expansion/compression in
cones. In some cases we will use arguments of the Theory of the Degree and the sub and
supersolution method.
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Notações

Notações Gerais

B(x, δ) bola aberta de centro x e raio δ

B[x, δ] bola fechada de centro x e raio δ

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente de u

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

Laplaciano de u

∂u

∂ν
derivada normal exterior

Ω fecho do conjunto Ω

∂Ω fronteira de Ω

sgn Jϕ(x) sinal da jacobiana de ϕ aplicada a x

ϕ′(x) = dϕ
dx

derivada de ϕ em relação a x

d(b, φ(x)) distância de b a φ(x)

Espaços de Funções

Lp(Ω) =

{
u : Ω → Rmensurável :

∫

Ω

|u|p dx < ∞
}

, 1 ≤ p < ∞

L∞(Ω) = {u : Ω → Rmensurável : existe C > 0 com |u(x)| ≤ C q.t.p sobre Ω}

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N

C(Ω,Rn) funções cont́ınuas de Ω em Rn

K(Ω, X) operadores compactos de Ω em X

C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α < ∞

}
com 0 < α < 1
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W 1,p
0 (Ω) é o completamento de C1

c (Ω), na norma de W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞

W 2,p(Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : ∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xn

∈ W 1,p(Ω)}

‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u|p dx

)1/p

norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω)

‖u‖W m,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
m∑

α=1

‖Dαu‖Lp(Ω) norma do espaço de Sobolev Wm,p(Ω)
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Introdução

Nesta dissertação abordaremos resultados de existência e multiplicidade de soluções
radiais positivas para equações eĺıpticas em domı́nios com simetria. Mais especificamente,
trabalharemos em domı́nios anulares, numa bola e por fim, em domı́nios exteriores. Para
tanto, usaremos alguns teoremas clássicos de ponto fixo do tipo expansão/compressão
em cones. Em ambos os casos reduziremos o problema eĺıptico a uma equação diferencial
ordinária correspondente, e associaremos a essa, um operador, de forma que encontrarmos
solução para o problema eĺıptico inicial seja equivalente a encontrar ponto fixo desse
operador.

No primeiro caṕıtulo enunciaremos alguns resultados que nos serão úteis para melhor
compreensão do trabalho.

No segundo caṕıtulo, cuja abordagem considerada é dada em [15], usaremos resultados
de ponto fixo do tipo expansão/compressão em cones, argumentos da Teoria do Grau e o
método de sub e super solução para estudarmos existência, multiplicidade e não existência
de soluções positivas para uma classe de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem
com multiparâmetros, da seguinte forma:

{ −u′′ = λg(t, u(t), a, b) em (0, 1),
u(0) = u(1) = 0,

(Pa,b,λ)

onde a, b e λ são parâmetros não negativos e g ∈ C([0, 1] × [0, +∞)3, [0, +∞)) é uma
função não-decrescente nas três últimas variáveis.

Associaremos ao Problema (Pa,b,λ) o seguinte operador compacto:

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ, (1)

definido no espaço de Banach X = C([0, 1],R) munido com a norma usual
‖u‖∞ := supt∈[0,1] |u(t)|, onde, K : [0, 1]× [0, 1] → R é a função de Green dada por,

K(t, τ) =

{
(1− t)τ se τ < t
(1− τ)t se τ ≥ t.

Mostraremos que encontrar soluções para o Problema (Pa,b,λ) é equivalente a encontrar
pontos fixos para o operador dado em (1).

Os principais resultados desse caṕıtulo podem ser aplicados a várias classes de pro-
blemas eĺıpticos, tais como, equações eĺıpticas semilineares em domı́nios anulares. Mais
especificamente, o que motivou esse estudo foram equações da forma,




−∆u = λf̂(|x|, u) em r1 < |x| < r2,

u(x) = a sobre |x| = r1,
u(x) = b sobre |x| = r2,

(2)
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onde a, b e λ são parâmetros não negativos, x ∈ RN , N ≥ 3 e 0 < r1 < r2. O primeiro
resultado, ver Teorema 2.1, pode ser aplicado, se considerarmos por exemplo, f̂(|x|, u) =
c(|x|)f(u), onde c : [r1, r2] → [0, +∞) é uma função cont́ınua, não negativa, não trivial e a
não linearidade f é uma função cont́ınua superlinear tanto no zero como no infinito. Um
simples modelo é dado por f(u) = up com p > 1. C. Bandle e L. A. Peletier [2] estudaram
o caso f(u) = u(N+2)/(N−2), c ≡ 1 e a = 0, esse resultado foi estendido por M. G. Lee e S.
S. Lin [22] a não linearidades f convexas e superlineares tanto no zero como no infinito,
utilizaram para tanto, o Método de Shooting. D. D. Hai, utilizando argumentos da Teoria
do Grau e o método de sub e super solução, estendeu e complementou os resultados de
[2] e [22] a não linearidades cont́ınuas e localmente lipschitziana. (Ver [3], Teorema 3.7).
A equação (Pa,b,λ) não necessariamente é autônoma e não consideramos aqui, qualquer
hipótese de continuidade localmente Lipschitz ou convexidade sobre a não linearidade
f , obtendo dessa forma, um aperfeiçoamento para o nosso resultado de multiplicidade.
Um tipo de resultado ainda não encontrado na literatura é dado pelo Teorema 2.2, onde
obtemos a existência de três soluções positivas para o Problema (2). Uma aplicação para
o segundo resultado principal, é dada por exemplo, quando f(u) = up/(1 + uq) com
max{1, q} < p < q + 1.

Para obtermos estimativas do tipo expansão/compressão em cones, nos será essencial
uma propriedade elementar para funções côncavas, não negativas no espaço das funções
C([0, 1],R), segundo a qual, para todo α, β ∈ (0, 1), obtemos que,

inf
t∈[α,β]

u(t) ≥ α(1− β)‖u‖∞. (3)

Organizaremos o terceiro caṕıtulo com base em [16]. Neste, assim como no caṕıtulo
anterior, utilizaremos os mesmos resultados de ponto fixo, a fim de estudarmos a existência
e multiplicidade de soluções radiais positivas para uma classe de problemas eĺıpticos de
segunda ordem, da seguinte forma:

{ −∆u = λK(|x|)f(u), u > 0 em Ω,
u = a sobre ∂Ω,

(4)

onde Ω é a bola de raio R0 centrada na origem, λ, a são parâmetros positivos, x ∈ RN ,
N ≥ 3, f ∈ C([0, +∞), [0, +∞)) é uma função crescente e K ∈ C([0, R0], [0, +∞)) não
é identicamente nula em qualquer subintervalo de [0, R0]. Notemos que no caso anterior
consideramos um domı́nio anular e, nesse caso o domı́nio considerado é uma bola.

O estudo do Problema (4) foi motivado por vários resultados para problemas eĺıpticos
em domı́nio anular com condições de fronteira não-homogênea, que estabeleceram a exis-
tência e multiplicidade utilizando teoremas de ponto fixo do tipo expansão/compressão em
cones. Dentre esses resultados, podemos citar [2], [3], [17], [22], [35] e ainda [15], através
do qual organizaremos o segundo caṕıtulo. Uma diferença substancial entre os caṕıtulos
2 e 3, é que nesse último, substituiremos (3) adequadamente, por outra propriedade que
nos forneça estimativas do tipo expansão/compressão em cones, ver Lema 3.2.

Reduziremos o Problema (4) ao seguinte problema de equações ordinárias:
{ −(rN−1u′)′ = rN−1λK(r)f(u + a) em (0, R0)

u(R0) = u′(0) = 0.
(5)

Assim, para encontrarmos soluções radiais para o Problema (4), é suficiente encontrarmos
soluções para o Problema (5).
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Por uma mudança de variável t=a(r), z(t)=u(r(t)), onde a(r)=(r2−N−R2−N
0 )/(N−2).

obteremos que (5) pode ser reescrito como:

{ −z′′(t) = λr2(N−1)(t)h(t)f(z(t) + a) em (0, +∞)
z(0) = z′(+∞) = 0,

(6)

onde h(t) = K(a−1(t)) é uma função cont́ınua que não é identicamente nula em qualquer
subintervalo de (0, +∞).

Finalmente, associaremos ao Problema (6) o operador F : C1 → X dado por,

F (z)(t) := λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds, (7)

onde X é o espaço das funções cont́ınuas e limitadas z : [0, +∞) → R munido com a
norma ‖z‖∞ = supt∈[0,+∞) |z(t)| e C1 = {z ∈ X : z ≥ 0, z é côncava e z(0) = 0} define
um cone em X. Assim, os pontos fixos do operador F dado em (7) são soluções para o
Problema (6) e portanto soluções radiais para o Problema (4).

Com base em [1], no último caṕıtulo, também utilizaremos técnicas de ponto fixo, agora
em domı́nio exterior, onde consideraremos, sem perda de generalidade, o exterior da bola
unitária, a fim de estudarmos a existência de pelo menos uma solução radial positiva
para um problema eĺıptico sublinear com valor de fronteira. Usaremos ainda, o resultado
de existência do caso anterior e o Teorema de existência de Noussair [9] para mostrar
a existência de pelo menos uma solução não radial positiva para o problema não radial
correspondente. Diante disso, o caṕıtulo será dividido essencialmente em duas partes,
uma trata do caso radial e a outra do caso não radial. No caso radial consideraremos o
problema eĺıptico: 



−∆u = f(‖x‖, u) para ‖x‖ > 1,

u = 0 para ‖x‖ = 1,
u → 0 quando ‖x‖ → ∞,

(8)

onde x ∈ RN , N ≥ 3. Esse problema será reduzido à seguinte equação diferencial or-
dinária: {

v′′(t) + g(t, v(t)) = 0 para t ∈ (0, 1)
v(0) = v(1) = 0,

(9)

onde g(t, v(t)) = 1
(N−2)2

(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), v(t)).

Obteremos a existência de pelo menos uma solução positiva para o Problema (9) e
portanto uma solução radial positiva para o Problema (8), onde a não linearidade g (ou f)
é sublinear com respeito a segunda variável tanto no zero como no infinito. Para tanto,
associaremos ao Problema (9) o operador S : C → E dado por:

Sv(t) :=

∫ 1

0

K(t, s)g(s, v(s))ds,

onde C = {v ∈ E : v(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1], inft∈B v(t) ≥ min{a, 1− b}‖v‖∞}, define um cone
em E = C([0, 1]), espaço das funções cont́ınuas munido com a norma ‖v‖∞ = supt∈[0,1] |v(t)|
e K é a função de Green dada acima. P. Habets e F. Zanolin obtêm em [25] alguns resul-
tados para o Problema (9), usando o método de sub e super solução. Esse problema é uma
generalização da equação de Emden-Fowler considerada em [37]. Problemas relacionados
são considerados em [19], [24], [28], [33] e ainda [34]. Em [13] encontramos um método
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similar, porém com outro cone. [32] e [29] trabalham com problemas da forma (8), onde
a não linearidade é superlinear.

Na segunda parte, estabeleceremos a existência de pelo menos uma solução não-radial
para o seguinte problema não-radial:




−∆u = f(x, u) em Ω,

u(x) = 0 sobre ∂Ω,
u(x) → 0 quando ‖x‖ → ∞,

(10)

onde, Ω é o exterior da bola fechada B[0, 1] ⊂ RN , com N ≥ 3. O problema de simetria
para (10) foi estudado no caso autônomo em [31], enquanto o resultado de multiplicidade
foi obtido em [11] e [27]. Problemas relacionados são considerados em [8] e [10]. Aqui
trataremos o caso em que há um decaimento da f quando x tende ao infinito, portanto o
caso autônomo não pode ser considerado nessa estrutura.

No decorrer dos caṕıtulos faremos aplicações dos principais resultados.

xiv



Caṕıtulo 1

Resultados Básicos

Enunciaremos aqui alguns resultados e, quando necessário, provas que nos serão úteis
para melhor compreensão do trabalho. Começaremos com algumas definições e pro-
priedades da Teoria do Grau em Dimensão Finita, que serão necessárias para provar os
principais resultados do grau topológico em dimensão infinita que também mencionaremos
mais tarde.

1.1 O Grau Topológico em Dimensão Finita

Começaremos este caṕıtulo definindo o grau topológico em dimensão finita, para tanto,
consideraremos a abordagem dada em [18]. Donde temos que, a função grau nos dar
informações quanto à existência, unicidade ou multiplicidade de soluções de equações da
forma ϕ(x) = b, onde ϕ ∈ C(Ω,Rn), Ω ⊂ Rn aberto e limitado e b é um ponto dado
de Rn. Tal função é denotada por d e a cada tripla (ϕ, Ω, b) associa um número inteiro
d(ϕ, Ω, b), o grau de ϕ com respeito a Ω e a b, o qual nos dar as informações comentadas
acima.

Definiremos o grau para valores regulares de ϕ ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω). Em seguida esten-
deremos a definição para qualquer valor de ϕ ∈ C2(Ω)∩C(Ω) e por fim, generalizaremos
a definição para aplicações ϕ ∈ C(Ω).

1.1.1 Definição do Grau em Dimensão Finita

Iniciemos definindo o grau para valores regulares.

Definição 1.1 Sejam Ω ⊂ Rn aberto e limitado, ϕ ∈ C1(Ω)∩C(Ω) e b ∈ Rn\ϕ(∂Ω∪Sϕ),
onde Sϕ é o conjunto dos pontos cŕıticos de ϕ. Então definimos,

d(ϕ, Ω, b) = Σx∈ϕ−1(b)sgnJϕ(x).

O grau acima está bem definido, pois sob as hipóteses da Definição 1.1, usando o Teorema
da Função Inversa obtemos que ϕ−1(b) é um conjunto finito.

Modifiquemos a definição inicial de modo a abranger também valores singulares.

Definição 1.2 Sejam Ω ⊂ Rn aberto e limitado, ϕ ∈ C2(Ω)∩C(Ω) e b /∈ ϕ(∂Ω). Defini-
mos, d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b1), onde b1 é um valor regular de ϕ tal que |b1−b| < %(b, ϕ(∂Ω))
e d(ϕ, Ω, b1) é dado pela Definição 1.1, onde %(b, ϕ(∂Ω)) = inf{|b− a| : a ∈ ϕ(∂Ω)}.
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Generalizemos agora a definição do grau para funções cont́ınuas suficientemente próxi-
mas de funções C2(Ω) ∩ C(Ω).

Definição 1.3 Sejam φ ∈ C(Ω) e b ∈ Rn\φ(∂Ω). Então definimos d(φ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b),
em que ϕ ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é uma função tal que ‖ϕ − φ‖∞ < %(b, φ(∂Ω)) e d(ϕ, Ω, b) é
dado pela Definição 1.2.

1.1.2 Principais Propriedades do Grau

Citaremos as principais propriedades do grau em dimensão finita, que usaremos para
provar posteriormente as propriedades do grau em dimensão infinita. Consideraremos o
espaço das funções cont́ınuas ϕ : Ω → Rn, denotado por C(Ω,Rn), munido com a norma
do supremo, ‖ϕ‖∞ := sup{|ϕ(x)| : x ∈ Ω}.

(i) Continuidade em Relação a Função: Sejam ϕ ∈ C(Ω,Rn) e b /∈ ϕ(∂Ω). Existe
uma vizinhança V de ϕ em C(Ω,Rn) tal que para toda ψ ∈ V ,

b /∈ ψ(∂Ω) e d(ψ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b).

(ii) Invariância do Grau por Homotopia: Sejam H ∈ C(Ω× [0, 1],Rn) e b ∈ Rn tal
que b /∈ H(∂Ω× [0, 1]). Então d(H(., t), Ω, b) é constante para t ∈ [0, 1].

(iii) O Grau é Constante em Componentes Conexas de Rn\ϕ(∂Ω): Se b e b̂
estão na mesma componente conexa, então,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b̂).

(iv) Aditividade: Seja Ω = Ω1∪Ω2, onde Ω1 e Ω2 são abertos de Rn tais que Ω1∩Ω2 = ∅.
Se b /∈ ϕ(∂Ω1) ∪ ϕ(∂Ω2) então,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω1, b) + d(ϕ, Ω2, b).

1.1.3 Consequências das Propriedades do grau

(1)

d(I, Ω, b) =

{
1 se b ∈ Ω
0 se b /∈ Ω,

onde, I é a aplicação identidade.

(2) Se b /∈ ϕ(Ω) então d(ϕ, Ω, b) = 0.

(3) Se d(ϕ, Ω, b) 6= 0 então existe x0 ∈ Ω tal que ϕ(x0) = b.

(4) Se d(ϕ, Ω, b) 6= 0 então ϕ(Ω) é uma vizinhança de b.

(5) Sejam K ⊂ Ω fechado e b /∈ ϕ(K) então d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω−K, b).

(6) Seja {Ωi}i∈I , uma famı́lia de subconjuntos de Ω abertos, limitados e disjuntos tais
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que ϕ−1(b) ⊂ ∪i∈IΩi. Então o d(ϕ, Ωi, b) é nulo, exceto para um número finito de ı́ndices
i ∈ I e

d(ϕ, Ω, b) =
∑
i∈I

d(ϕ, Ωi, b).

(7) Sejam ϕ e ψ pertencentes a C(Ω,Rn) tais que ψ(x) = ϕ(x) para todo x ∈ ∂Ω. Então,
para todo b /∈ ϕ(∂Ω) = ψ(∂Ω), temos que,

d(ψ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b).

1.2 A Teoria do Grau em Dimensão Infinita

Esta teoria nos dará todo suporte que precisaremos para definirmos e estudarmos
as principais propriedades e aplicações do Índice de Ponto Fixo, ferramenta com a qual
trabalharemos posteriormente.

1.2.1 Definição do Grau de Leray-Schauder

Nesta seção consideraremos a definição do Grau de Leray-Schauder, suas propriedades
e as principais consequências decorrentes dessas propriedades. Começaremos definindo o
grau para perturbações de dimensão finita da identidade, e usando o resultado que próximo
de um operador compacto sempre existe um operador de posto finito, estenderemos a
definição para perturbações compactas da identidade, que é de fato a definição do grau
de Leray-Schauder.

O lema a seguir será útil na definição do grau para perturbações de dimensão finita
da identidade.

Lema 1.1 Sejam m < n, Rm um subespaço vetorial do Rn, Ω ⊂ Rn aberto e limitado,
ϕ ∈ C(Ω, Rm), φ(x) = x− ϕ(x), onde φ ∈ C(Ω, Rn) e b ∈ Rm\φ(∂Ω). Então:

d(φ, Ω, b) = d(φ|Ω∩Rm , Ω ∩Rm, b). (1.1)

Prova. Devemos observar que o grau do lado direito da equação (1.1) está bem definido,
assim, verifiquemos que b /∈ φ|Ω∩Rm(∂Rm(Ω ∩ Rm)). Primeiramente, afirmamos que
∂Rm(Ω ∩ Rm) ⊂ ∂Ω ∩ Rm. Com efeito, seja x ∈ ∂Rm(Ω ∩ Rm), dáı, para todo r > 0
temos que,

B(x, r) ∩ (Ω ∩Rm) 6= ∅ e B(x, r) ∩ Rm\Ω ∩Rm 6= ∅,
onde, B(x, r) ⊂ Rm denota a bola do Rm de centro x e raio r. Devemos mostrar que
x ∈ ∂Ω ∩ Rm; claramente x ∈ Rm, já que B(x, r) ⊂ Rm. Agora mostremos que x ∈ ∂Ω,
ou seja,

B(x, r) ∩ Ω 6= ∅ e B(x, r) ∩ Ωc 6= ∅.
Onde Ωc denota o complementar de Ω em Rn. Notemos que, B(x, r) ∩ (Ω ∩ Rm) 6= ∅
implica que B(x, r) ∩ Ω 6= ∅. Resta-nos verificar que B(x, r) ∩ Ωc 6= ∅. Suponhamos, por
contradição, que B(x, r) ∩ Ωc = ∅. Temos que

B(x, r) ∩ (Ω ∩ Rm)c = B(x, r) ∩ (Ωc ∪ Rmc

) 6= ∅.
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Donde segue que,
B(x, r) ∩ Ωc 6= ∅ ou B(x, r) ∩ Rmc 6= ∅.

Como por hipótese B(x, r) ∩ Ωc = ∅, então necessariamente B(x, r) ∩ Rmc 6= ∅, isto é,
B(x, r) contém pontos de Rmc

, o que é uma contradição, já que B(x, r) ⊂ Rm. Logo,
∂Rm(Ω ∩Rm) ⊂ ∂Ω ∩Rm. Portanto,

φ|Ω∩Rm(∂Rm(Ω ∩Rm)) ⊂ φ(∂Ω ∩Rm) ⊂ φ(∂Ω) ∩ φ(Rm) ⊂ φ(∂Ω). (1.2)

Usando (1.2) e o fato que b /∈ φ(∂Ω) conclúımos que b /∈ φ|Ω∩Rm(∂Rm(Ω ∩ Rm)), caso
contrário, por (1.2) obtemos que b ∈ φ(∂Ω), absurdo.

Aplicaremos o caso regular da definição do grau em dimensão finita. Logo, podemos su-
por sem perda de generalidade que ϕ ∈ C1(Ω, Rm) e que b é valor regular de
φ ∈ C(Ω, Rm). Mostremos que essa situação corresponde ao caso regular para φ|Ω∩Rm ,
ou seja,

• b é valor regular de φ|Ω∩Rm ;

• φ|Ω∩Rm ∈ C1(Ω ∩Rm, Rm).

Com efeito, como ϕ ∈ C1(Ω, Rm) então ϕ|Ω∩Rm ∈ C1(Ω ∩ Rm, Rm), donde segue que

φ|Ω∩Rm ∈ C1(Ω ∩Rm, Rm).
Por outro lado, como para todo x ∈ Ω ∩Rm,

φ′(x) =

[
Im − (ϕ|Ω∩Rm)′(x) (...)

0 In−m

]

temos que,
Jφ(x) = Jφ|Ω∩Rm (x).

Além disso, x ∈ φ−1(b) se, e somente se, φ(x) = x − ϕ(x) = b se, e somente se,
x = ϕ(x) + b ∈ Rm se, e somente se, x ∈ Ω ∩ Rm e x ∈ (φ−1

|Ω∩Rm(b)). Logo, se b é

valor regular de φ então b é valor regular de φ|Ω∩Rm . Como φ−1(b) = (φ|Ω∩Rm)−1(b) e
Jφ(x) = Jφ|Ω∩Rm (x), pela definição do grau temos,

d(φ, Ω, b) = Σx∈φ−1(b)sgn(Jφ(x))

= Σx∈φ−1

|Ω∩Rm (b)sgn(Jφ|Ω∩Rm (x))

= d(φ|Ω∩Rm , Ω ∩Rm, b).

1.2.2 Definição do Grau para Perturbações de Dimensão Finita
da Identidade

Definiremos o grau para perturbações de dimensão finita da identidade, em seguida
estenderemos essa definição para perturbações compactas da identidade.

Seja X um espaço de Banach real de dimensão infinita,Ω⊂X aberto e limitado de X.
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Definição 1.4 Seja T : Ω → X.

(i) Dizemos que T é um operador de posto finito se T (Ω) está contido num subespaço de
dimensão finita de X;

(ii) chamamos φ = I − T : Ω → X perturbação de dimensão finita da identidade quando
T é um operador de posto finito.

Definição 1.5 Sejam b ∈ X\φ(∂Ω) e F um subespaço de dimensão finita de X contendo
T (Ω) ∪ {b}. Definamos,

d(φ, Ω, b) := d(φ|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

Para mostrarmos que a função grau está bem definida, mostraremos que a definição
não depende da escolha de F .

Sejam F1, F2 como F acima . Logo T (Ω)∪{b} ⊂ F1 ∩F2, que é subespaço de F1 e F2.
Assim podemos aplicar o Lema 1.1, onde obtemos que

d(φ|Ω∩F1
, Ω ∩ F1, b) = d(φ|Ω∩F1∩F2

, Ω ∩ F1 ∩ F2, b)

= d(φ|Ω∩F2
, Ω ∩ F2, b).

Logo, o grau não depende da escolha de F , e portanto, está bem definido.

1.2.3 Definição do Grau para Perturbações Compactas da Iden-
tidade

No que segue trabalharemos com perturbações compactas da identidade. Seja X um
espaço de Banach real de dimensão infinita, Ω ⊂ X aberto e limitado de X.

Definição 1.6 Seja T : Ω → X.

(i) Dizemos que T é um operador compacto se é cont́ınuo sobre Ω e se T (Ω) é relativa-

mente compacto, ou seja, T (Ω) é compacto;

(ii) chamamos φ = I − T : Ω → X uma perturbação compacta da identidade quando T é
um operador compacto.

O lema a seguir será utilizado para mostrarmos que próximo de um operador compacto
podemos conseguir um operador de posto finito.

Lema 1.2 Seja K ⊂ X compacto. Para todo ε > 0, existem um subespaço de dimensão
finita Fε de X e uma aplicação gε ∈ C(K, Fε) tais que ‖x− gε(x)‖ ≤ ε para todo x ∈ K.

Prova. Como K é compacto, dado ε > 0, podemos cobŕı-lo com uma quantidade finita
de bolas de raio ε centradas em elementos de K, mais precisamente, podemos encontrar
y1, ..., yp ∈ K, tais que K ⊂ ∪p

i=1B(yi, ε).
Seja Fε o subespaço gerado por {y1, ..., yp}, notemos que, definido dessa forma, F é

um subespaço de dimensão finita de X.
Definamos bi : K → R por

bi(x) =

{
ε− ‖x− yi‖ se x ∈ B(yi, ε)

0 se x /∈ B(yi, ε).

Donde segue que
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• bi é cont́ınua para todo x ∈ K;

• Σp
i=1bi(x) > 0.

Consideremos gε : K → Fε dada por,

gε(x) =
Σp

i=1bi(x)yi

Σp
i=1bi(x)

.

Notemos que gε é cont́ınua. Além disso,

‖gε(x)− x‖ =

∥∥∥∥
Σp

i=1bi(x)yi

Σp
i=1bi(x)

− x

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
Σp

i=1bi(x)yi − Σp
i=1bi(x)x

Σp
i=1bi(x)

∥∥∥∥

=
Σp

i=1bi(x)‖(yi − x)‖
Σp

i=1bi(x)

= ‖yi − x‖ < ε.

Lema 1.3 Sejam T : Ω → X um operador compacto, φ = I − T uma perturbação
compacta da identidade e b ∈ X\φ(∂Ω). Então,

(i) φ é uma aplicação fechada, isto é, a imagem por φ de um fechado é um fechado;

(ii) φ é uma aplicação própria, isto é, a imagem inversa por φ de um compacto é um
compacto;

(iii) Seja r = d(b, φ(∂Ω)) > 0. Existe Tr : Ω → X uma aplicação de posto finito tal que
‖T − Tr‖ ≤ r/2.

Prova. (i) Seja F ⊂ Ω fechado, devemos mostrar que φ(F ) é fechado. Considere-
mos (xn) ⊂ F tal que φ(xn) → y0. Notemos que, y0 ∈ φ(F ). De fato, temos que
φ(xn) = xn − T (xn), como T é compacto, a menos de subseqüência T (xn) → z0. Logo,
como xn = φ(xn)+T (xn) então (xn) é convergente, isto é, xn → x0 ∈ F , pois F é fechado,
como φ é cont́ınua φ(xn) → φ(x0), logo φ(x0) = y0. Como φ(x0) ∈ φ(F ) então y0 ∈ φ(F ).
Dáı, φ(F ) é fechado. Portanto φ é uma aplicação fechada.

(ii) Devemos mostrar que para todo K ⊂ X compacto, φ−1(K) é compacto. Seja
(un) ⊂ φ−1(K). Notemos que (φ(un)) ⊂ K, como K é compacto, a menos de subseqüência,
φ(un) → y0. Temos que φ(un) = un−T (un), como T é compacto, a menos de subseqüência
T (un) → z0, assim, como un = φ(un) + T (un) então (un) é convergente, logo φ−1(K) é
compacto para todo K ⊂ X compacto. Portanto, φ é uma aplicação própria.

(iii) Vimos que φ é uma aplicação fechada, dáı φ(∂Ω) é fechado e portanto,

r = d(b, φ(∂Ω)) > 0. Consideremos K = T (Ω). Como T é um operador compacto,
temos que K é compacto. Seja ε = r/2 > 0, pelo Lema 1.2, existem um subespaço Fr/2 de
dimensão finita de X e uma aplicação gr/2 ∈ C(K, Fr/2) tal que ‖x− gr/2(x)‖ ≤ r/2 para
todo x ∈ K, isto é, ‖T − gr/2(T )‖ ≤ r/2 para todo T ∈ K, dessa forma, consideremos
Tr = gr/2◦T , temos que a imagem de Tr está contida em um subespaço de dimensão finita
de X, donde segue que Tr é uma aplicação de posto finito, além disso, ‖T − Tr‖ ≤ r/2.
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Definição 1.7 Seja r = d(b, φ(∂Ω) > 0, tomemos φr = I − Tr, onde Tr : Ω → X é uma
aplicação de posto finito tal que ‖φr−φ‖=‖Tr−T‖≤r/2. Notemos que d(b, φr(∂Ω))≥r/2.
Com efeito, seja x ∈ ∂Ω, temos que

r ≤ d(b, φ(x)) ≤ d(b, φr) + d(φr, φ)

≤ d(b, φr) +
r

2

Donde segue que d(b, φr) ≥ r/2 > 0. Definimos então,

d(φ, Ω, b) := d(φr, Ω, b).

A definição acima não depende da escolha de φr. De fato, suponhamos que temos φri
,

i = 1, 2, perturbações de dimensão finita da identidade tais que Tri
∪ {b} ⊂ Fi, onde Fi é

um subespaço de dimensão finita de X e ‖φri
(x) − φ(x)‖ = ‖Tri

− T‖ ≤ r/2, para todo
x ∈ Ω. Seja F um subespaço de dimensão finita de X tal que F1 + F2 ⊂ F. Por definição
do grau para perturbações de dimensão finita da identidade temos,

d(φri
, Ω, b) = d(φri|Ω∩F

, Ω ∩ F, b).

Seja ψ : [0, 1]× Ω ∩ F → X dada por,

ψθ = θφr1|Ω∩F
+ (1− θ)φr2|Ω∩F

, θ ∈ [0, 1] .

Como ∂F (Ω ∩ F ) ⊂ ∂Ω ∩ F então d(b, ψθ(∂F (Ω ∩ F ))) ≥ r/2 > 0, para todo θ ∈ [0, 1].
Desde que o grau em dimensão finita é invariante por homotopia então,

d(φr1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(φr2|Ω∩F

, Ω ∩ F, b)

Isto é,

d(φr1 , Ω, b) = d(φr2 , Ω, b).

Portanto, a definição não depende da escolha de φr.

1.2.4 Propriedades Fundamentais do Grau de Leray-Schauder

As seguintes propriedades do grau de Leray-Schauder, serão necessárias para obtermos
soluções de alguns problemas que se seguem, além disso, nos permitirão compreender as
propriedades do Índice de Ponto Fixo.

Sejam X um espaço de Banach, Ω ⊂ X aberto e limitado, T : Ω → X uma aplicação
compacta, φ = I − T uma pertubação compacta da identidade e b ∈ X\φ(∂Ω). Conside-
remos o espaço dos operadores compactos T : Ω → X, denotado por K(Ω, X), munido
com a norma do supremo, ‖T‖∞ := sup{|T (x)| : x ∈ Ω}.

Considerando as hipóteses acima temos as seguintes propriedades do grau em dimensão
infinita:
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(i) Continuidade do Grau por Variação do Operador T.

Existe uma vizinhança U de T no espaço dos operadores compactos K(Ω, X) tal que
para todo S ∈ U temos que,

b /∈ (I − S)(∂Ω) e d(I − S, Ω, b) = d(φ, Ω, b).

De fato, sejam r = d(b, φ(∂Ω)) > 0, U = {S ∈ K(Ω, X) : ‖S − T‖∞,Ω < r/2}, ψ = I − S
e x ∈ ∂Ω. Temos que:

r ≤ d(b, φ(x)) ≤ d(b, ψ(x)) + d(φ(x), ψ(x))

< d(b, ψ(x)) +
r

2
.

Donde segue que d(b, ψ(x)) > r/2 > 0 para todo x ∈ (∂Ω), e portanto b /∈ ψ(∂Ω).
Mostremos que,

d(ψ, Ω, b) = d(φ, Ω, b).

Sejam φ1 = I − T1 e ψ1 = I − T1 perturbações de dimensão finita da identidade tais
que,

‖φ1(x)− φ(x)‖ <
r

4
e ‖ψ1(x)− ψ(x)‖ <

r

4
, para todo x ∈ Ω.

Seja F um subespaço de dimensão finita de X tal que T1(Ω)∪S1(Ω)∪{b} ⊂ F. Então,

d(φ, Ω, b) = d(φ1, Ω, b) = d(φ1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

Analogamente

d(ψ, Ω, b) = d(ψ1, Ω, b) = d(ψ1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

Usaremos a propriedade de invariância do grau por homotopia em dimensão finita.
Seja H : [0, 1]× Ω ∩ F → X dada por:

H(t, x) := tφ1|Ω∩F
(x) + (1− t)ψ1|Ω∩F

(x)

t ∈ [0, 1]. Mostremos que b /∈ H(t, ∂(Ω ∩ F )). Sejam x ∈ ∂(Ω ∩ F ) e t ∈ [0, 1], temos que:

‖b−H(t, x)‖ ≥ ‖b− φ(x)‖ − t‖φ(x)− φ1(x)‖
− (1− t)‖ψ(x)− ψ1(x)‖ − (1− t)‖φ(x)− ψ(x)‖
≥ r − t

r

4
− (1− t)

r

4
− (1− t)

r

2

=
r

4
+ t

r

2
≥ r

4
> 0

Logo b /∈ H(t, ∂(Ω ∩ F )). Portanto,

d(φ1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(ψ1|Ω∩F

, Ω ∩ F, b).

Donde segue que,
d(φ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).
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(ii) Invariância do Grau por Homotopias Compactas.

Seja H ∈ C(Ω× [0, 1], X) dada por,

H(x, t) = x− S(x, t),

onde S : Ω×[0, 1] → X é compacta. Se b /∈ H(∂Ω×[0, 1]) então d(H(., t), Ω, b) é constante
para todo t ∈ [0, 1].

De fato, temos que r = d(b,H(∂Ω × [0, 1])) > 0, com efeito, definamos
H̃ : Ω× [0, 1] → X × R por:

H̃(x, t) = (x, t)− (S(x, t), t) = (H(x, t), 0).

Notemos que H̃ é uma perturbação compacta da identidade, logo é uma aplicação
fechada, portanto H̃(∂Ω × [0, 1]) = H(∂Ω × [0, 1]) × {0} é fechado, donde temos que
r = d(b,H(∂Ω× [0, 1])) > 0.

Consideremos o compacto S(Ω× [0, 1]). Pelo Lema 1.2 existe Fr/2 um subespaço de

dimenção finita de X, contendo b, e uma aplicação gr/2 ∈ C(S(Ω× [0, 1], Fr/2) tal que,

‖x− gr/2(x)‖ ≤ r/2, para todo x ∈ S(Ω× [0, 1]).

Seja H1(x, t) := x − gr/2 ◦ S(x, t), para todo t ∈ [0, 1]. Notemos que a imagem de
gr/2 está contida em um subespaço de dimensão finita de X, logo gr/2 é uma aplicação
de posto finito, donde segue que H1 é uma perturbação de dimensão finita da identidade.
Como para todo t ∈ [0, 1], r ≤ d(b,H(∂Ω, t)) temos que,

d(H(., t), Ω, b) = d(H1(., t), Ω, b).

Como H1 é uma perturbação de dimensão finita da identidade então,

d(H1(., t), Ω, b) = d(H1(., t)|Ω∩Fr/2
, Ω ∩ Fr/2, b).

Temos que H1 : Ω∩Fr/2 → Fr/2 é cont́ınua e b /∈ H1(∂Ω× [0, 1]), logo pela propriedade
de invariância do grau por homotopia em dimensão finita, d(H1(., t)|Ω∩Fr/2,Ω∩Fr/2

, b) é cons-

tante, donde segue que d(H(., t), Ω, b) também é constante para todo t ∈ [0, 1].

(iii) O grau é constante nas componentes conexas de X\φ(∂Ω).

De fato, seja b /∈ φ(∂Ω), temos que

d(φ, Ω, b) = d(φ− b, Ω, 0). (1.3)

Verifiquemos em que condições existe r ∈ X tal que φ−r ∈ U, onde U é uma vizinhança
de φ− b no espaço K(Ω, X). Assim, dado ε > 0 devemos ter,

‖φ− r − (φ− b)‖∞ < ε.

Donde,
‖r − b‖X < ε.
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Logo, para r suficientemente próximo de b obtemos que φ − r ∈ U . Dáı, usando a
propriedade (i) temos que existe uma bola B(b, ε) ⊂ X\(φ − b)(∂Ω) tal que, para todo
r ∈ B(b, ε),

d(φ− b, Ω, 0) = d(φ− r, Ω, 0).

Donde a aplicação,
X\(φ− b)(∂Ω) −→ Z

b 7−→ d(φ− b, Ω, 0)

é localmente constante. Ou equivalentemente por (1.3) a aplicação,

X\(φ)(∂Ω) −→ Z
b 7−→ d(φ, Ω, b)

é localmente constante. Logo, é constante nas componentes conexas de X\φ(∂Ω).

(iv) Aditividade.

Se Ω = Ω1 ∪ Ω2, onde Ω1, Ω2 são subconjuntos de Ω, abertos, limitados, disjuntos e
b /∈ φ(∂Ωi), (i = 1, 2). Então:

d(φ, Ω, b) = d(φ, Ω1, b) + d(φ, Ω2, b).

De fato, temos que b /∈ φ(∂Ωi), logo b /∈ φ(∂Ω1) ∪ φ(∂Ω2) = φ(∂Ω), e portanto
r = d(b, φ(∂Ω)) > 0.

Consideremos ψ = I − T̃ uma perturbação de dimensão finita da identidade tal que
‖φ − ψ‖ ≤ r

2
. Notemos que d(b, ψ(∂Ω)) > 0. Pela definição do grau para perturbações

compactas da identidade, temos que,

d(φ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b)

Seja F um subespaço de dimensão finita de X, com T̃ (Ω) ∪ {b} ⊂ F , pela definição
do grau para perturbações de dimensão finita da identidade, obtemos que

d(ψ, Ω, b) = d(ψ|Ω∩F , Ω ∩ F, b)

Notemos que Ω ∩ F = (Ω1 ∪ Ω2) ∩ F = (Ω1 ∩ F ) ∪ (Ω2 ∩ F ). Usando a propriedade
aditiva do grau em dimensão finita, temos,

d(ψ|Ω∩F , Ω ∩ F, b) = d(ψ|(Ω1∪Ω2)∩F , (Ω1 ∩ F ) ∪ (Ω2 ∩ F ), b)

= d(ψ|(Ω1∪Ω2)∩F , Ω1 ∩ F, b) + d(ψ|(Ω1∪Ω2)∩F , Ω2 ∩ F, b)

= d(ψ, Ω1, b) + d(ψ, Ω2, b)

= d(φ, Ω1, b) + d(φ, Ω2, b).

Donde segue que,
d(φ, Ω, b) = d(φ, Ω1, b) + d(φ, Ω2, b).
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1.2.5 Consequências das Propriedades do Grau

Agora vejamos algumas consequências das propriedades do grau em dimensão infinita.

Corolário 1.1

d(I, Ω, b) =

{
1 se b ∈ Ω
0 se b /∈ Ω.

Prova. Para verificarmos que o grau acima está bem definido, basta tomarmos T : Ω → X
o operador identicamente nulo, temos que T é um operador compacto e I = I − T := φ.

Seja ψ = I−T̃ uma perturbação de dimensão finita da identidade, onde T̃ : Ω → X é o
operador identicamente nulo. Notemos que T̃ (Ω) está contido no subespaço de dimensão

finita gerado pelo zero, logo T̃ é um operador de posto finito. Temos que,

d(φ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).

Consideremos F o subespaço de dimensão finita de X gerado por b, ou seja, F = 〈b〉.
Observemos que F ⊃ T̃ (Ω) ∪ {b}, logo,

d(I, Ω, b) = d(φ, Ω, b)

= d(ψ, Ω, b)

= d(ψ|Ω∩F , Ω ∩ F, b)

= d(I|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

Usando resultados do grau em dimensão finita, obtemos,

d(I|Ω∩F , Ω ∩ F, b) =

{
1 se b ∈ Ω ∩ 〈b〉
0 se b /∈ Ω ∩ 〈b〉.

Portanto,

d(I, Ω, b) =

{
1 se b ∈ Ω
0 se b /∈ Ω.

Corolário 1.2 Se b /∈ φ(Ω) então d(φ, Ω, b) = 0.

Prova. Sejam α = d(b, φ(Ω)) > 0 e r = d(b, φ(∂Ω)) > 0, temos que α ≤ r. Pelo
Lema 1.2, existe Tα : Ω → X uma aplicação de posto finito tal que ‖T − Tα‖ < α

2
.

Sejam φα ∈ C(Ω, X) com φα = I − Tα uma perturbação de dimensão finita da identi-
dade e F um subespaço de dimensão finita de X tal que Tα(Ω) ∪ {b} ⊂ F .

Notemos que ‖φ(x)− φα(x)‖ < α
2

para todo x ∈ Ω. Assim b /∈ φα(Ω).
Por definição, temos que,

d(φ, Ω, b) = d(φα, Ω, b) = d(φα|Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

O resultado segue como conseqüência das propriedades do grau em dimensão finita.
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Corolário 1.3 Se d(φ, Ω, b) 6= 0 então existe x0 ∈ Ω tal que φ(x0) = b.

Prova. Suponhamos, por contradição, que para todo x ∈ Ω, φ(x) 6= b. Temos que
b /∈ φ(∂Ω), logo não existe x ∈ ∂Ω talque φ(x) = b. Portanto não existe x ∈ Ω, com
φ(x) = b, isto é, b /∈ φ(Ω), assim, pelo corolário anterior, d(φ, Ω, b) = 0, absurdo.

Corolário 1.4 Se d(φ, Ω, b) 6= 0 então φ(Ω) é uma vizinhança de b.

Prova. De fato, pelo corolário anterior, existe x0 ∈ Ω tal que φ(x0) = b. Seja Cb uma
componente conexa de b em X\φ(∂Ω), temos que d(φ, Ω, z) = d(φ, Ω, b) 6= 0 para todo
z ∈ Cb, donde existe x′ ∈ Ω tal que φ(x′) = z, dáı Cb ⊂ φ(Ω), como X\φ(∂Ω) é um
aberto, suas componentes conexas são abertos de X. Portanto φ(Ω) é uma vizinhança de
b.

Corolário 1.5 Sejam K ⊂ Ω fechado e b /∈ φ(K) então d(φ, Ω, b) = d(φ, Ω−K, b).

Prova. Consideremos φ̃ = I − T̃ uma perturbação de dimensão finita da identidade tal
que ‖φ− φ̃‖ < α/2, onde α = d(b, φ(K)) > 0, logo b /∈ φ̃(K).

Seja F um subespaço de dimensão finita de X tal que T̃ (Ω) ∪ {b} ⊂ F .
Pela definição, temos que,

d(φ, Ω, b) = d(φ̃, Ω, b) = d(φ̃|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

O resultado segue das propriedades do grau em dimensão finita.

Corolário 1.6 Seja {Ωi}i∈I , uma famı́lia de subconjuntos de Ω abertos, limitados e dis-
juntos tais que φ−1(b) ⊂ ∪i∈IΩi. Então o d(φ, Ωi, b) é nulo, exceto para um número finito
de ı́ndices i ∈ I e

d(φ, Ω, b) =
∑
i∈I

d(φ, Ωi, b). (1.4)

Prova. Temos que φ−1(b) está incluso em Ω, dáı b /∈ φ(∂Ω) e portanto d(φ, Ω, b) está
bem definido.Temos ainda que, b /∈ φ(∂Ωi), pois Ωj ∩ ∂Ωi = ∅ para todo i, j ∈ I, logo
d(φ, Ωi, b) também está bem definido, para todo i ∈ I.

Devemos mostrar que o somatório em (1.4) faz sentido. Sabemos que φ é uma aplicação
própria, logo φ−1(b) é um compacto. Além disso, φ−1(b) ⊂ ∪i∈IΩi, donde podemos extrair
uma subcobertura finita, isto é, φ−1(b) ⊂ ∪i∈I0Ωi, I0 ⊂ I com um número finito de ı́ndices
i, logo o somatório faz sentido.

Temos que para todo i ∈ I\I0, b /∈ φ(∂Ωi), assim,

d(φ, Ωi, b) = 0.

Afirmamos que,

d(φ, Ω, b) = d(φ,∪i∈I0Ωi, b).

De fato, seja K = Ω− ∪i∈I0Ωi fechado contido em Ω. Notemos que b /∈ φ(K), logo,

d(φ, Ω, b) = d(φ, Ω−K, b) = d(φ,∪i∈I0Ωi, b).
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Pela propriedade aditiva do grau, temos que,

d(φ,∪i∈I0Ωi, b) =
∑
i∈I0

d(φ, Ωi, b).

Donde segue que,

d(φ, Ω, b) =
∑
i∈I0

d(φ, Ωi, b).

Portanto,

d(φ, Ω, b) =
∑
i∈I

d(φ, Ωi, b).

Corolário 1.7 Sejam ψ = I − S e φ = I − T perturbações compactas da identidade tais
que ψ(x) = φ(x) para todo x ∈ ∂Ω. Então,

d(ψ, Ω, b) = d(φ, Ω, b).

Prova. Definamos H : Ω × [0, 1] → X por H(x, t) = tφ(x) + (1 − t)ψ(x) para todo
t ∈ [0, 1] e x ∈ Ω. Notemos que H é cont́ınua. Além disso, H(x, t) = x − ξ(x, t), onde
ξ(x, t) = tT (x) + (1− t)S(x), logo H(x, t) é uma perturbação compacta da identidade.

Como φ(x) = ψ(x) para todo x ∈ ∂Ω então b /∈ H(∂Ω× [0, 1]), assim, pela invariância
do grau por homotopia compacta, obtemos que, d(H(., t), Ω, b) é constante para todo
t ∈ [0, 1], isto é,

d(ψ, Ω, b) = d(φ, Ω, b).

Corolário 1.8 Não existe φ ∈ C(B(0, 1), ∂B(0, 1)), φ = I − T , onde T : B(0, 1) → X é
compacta, tal que φ|∂B(0,1)

= I|∂B(0,1)
.

Prova. Temos que I = ψ = I − T̃ , onde T̃ é o operador compacto identicamente nulo.
Suponhamos, por contradição, que φ|∂B(0,1)

= ψ|∂B(0,1)
= I|∂B(0,1)

. Pelo corolário anterior,

d(φ,B(0, 1), 0) = d(ψ,B(0, 1), 0) = d(I, B(0, 1), 0) = 1 6= 0.

Logo, existe x0 ∈ B(0, 1) tal que φ(x0) = 0, contradição, pois, φ : B(0, 1) → ∂B(0, 1),
assim, ‖φ(x)‖ = 1, para todo x ∈ B(0, 1).

Corolário 1.9 Seja F um subespaço fechado de X contendo o ponto b e T (Ω). Então,

d(φ, Ω, b) = d(φ|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

Prova. Como F é um subespaço fechado que contém T (Ω) então K = T (Ω) é um
compacto de F . Assim, pelo Lema 1.2, existem Fr/2 um subespaço de dimensão finita
de F e uma aplicação gr/2 ∈ C(K,Fr/2) tal que ‖x − gr/2(x)‖ ≤ r/2 para todo x ∈
K, onde r = d(b, φ(∂Ω)) > 0. Se φr = I − gr/2 ◦ T então ‖φ − φr‖∞ ≤ r/2. Seja
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r′ = d(b, φ|Ω∩F ∂F (Ω ∩ F )) ≥ r > 0. Como ‖φ|Ω∩F − φr|Ω∩F
‖∞ ≤ ‖φ− φr‖∞ ≤ r/2 ≤ r′/2.

Então,

d(φ|Ω∩F , Ω ∩ F, b) = d(φr|Ω∩F
, Ω ∩ F, b)

= d(φr, Ω, b)

= d(φ, Ω, b).

Portanto,
d(φ, Ω, b) = d(φ|Ω∩F , Ω ∩ F, b).

1.3 O Índice de Ponto Fixo

O Índice de um Ponto Fixo, como o próprio nome sugere, é uma ferramenta que tem
como uma de suas principais aplicações encontrar pontos fixos de operadores compactos
definidos e assumindo valores em cones. Essa ferramenta nos será de fundamental im-
portância, pois recorreremos a técnicas de ponto fixo a fim de encontrarmos soluções
para os problemas que aqui serão estudados, mais precisamente, os resultados que serão
utilizados são aplicações do Índice de Ponto Fixo.

Seja C um subconjunto fechado e convexo de um espaço de Banach X, e W ⊂ C
relativamente aberto em C, isto é, W = O ∩ C para algum subconjunto aberto O de X.
Consideremos φ : W → C uma aplicação compacta tal que φ(x) 6= x para x ∈ W\W .
Associado com cada aplicação φ, definimos um inteiro iC(φ,W ), chamado o ı́ndice de
ponto fixo de φ, como segue. Pelo Teorema de Dugundji [14], a aplicação φ tem uma
extensão compacta φ̃ : O → C. Então definimos:

iC(φ,W ) = d(I − φ̃, O, 0). (1.5)

Vejamos que iC(φ,W ) está bem definido. Para tanto, basta verificar os três fatos a
seguir:

(a) φ̃(x) 6= x para todo x ∈ ∂O;

(b) o grau no lado direito de (1.5), independe da extensão particular φ̃;

(c) também não depende do conjunto particular aberto O.

Mostremos cada item:

(a) Temos que W = O ∩ C, assim W ⊂ C = C, pois C é fechado, dáı, afirmamos
que W\W ⊂ ∂O, com efeito, seja x ∈ W\W , logo x ∈ W donde x ∈ C e x /∈ W , isto
é, x /∈ O ou x /∈ C, como x ∈ C então x /∈ O, assim, B(x, r), r > 0, contém pelo menos
x /∈ O, donde B(x, r) ∩ Oc 6= ∅. Por outro lado, se x ∈ W então, próximos de x, existem
pontos de W que convergem a x, logo B(x, r) contém pontos de W , e portanto, pontos
de O, pois W = O ∩ C, assim, B(x, r) ∩ O 6= ∅. Desta forma, x ∈ ∂O, e portanto,
W\W ⊂ ∂O.

Devemos analisar dois casos:

14



• Se x ∈ ∂O e x ∈ W\W , notemos que φ̃(x) = φ(x) para todo x ∈ W . Além disso,
φ(x) 6= x para todo x ∈ W\W , assim φ̃(x) 6= x para todo x ∈ W\W .

• Agora, se x ∈ ∂O e x /∈ W\W , temos que x /∈ C. De fato, como x /∈ W\W então
x ∈ W ou x /∈ W . Temos que x ∈ ∂O, como O é aberto então x /∈ O, dessa forma,
x /∈ W . Logo, devemos ter x /∈ W donde x /∈ W , ou seja, x /∈ C, já que x /∈ O.

Por outro lado, φ̃ : O → C, donde φ̃(x) ∈ C e, como x /∈ C segue que φ̃(x) 6= x.

Portanto φ̃(x) 6= x para todo x ∈ ∂O;

(b) Sejam φ̃1 : O → C e φ̃2 : O → C duas extensões compactas de φ : W → C. Devemos
mostrar que d(I − φ̃1, O, 0) = d(I − φ̃2, O, 0).

Consideremos a aplicação Ht(x) : x − tφ̃1(x) − (1 − t)φ̃2(x), onde x ∈ O e t ∈ [0, 1].
Observemos que Ht : O → C é uma perturbação compacta da identidade para t ∈ [0, 1] ,
pois St : O → C, dada por St(x) = tφ̃1(x) + (1− t)φ̃2(x), é compacta para todo t ∈ [0, 1].
Além disso, St é também uma extensão de φ a O. Logo, pelo item (a), St(x) 6= x ∀x ∈ ∂O
e t ∈ [0, 1]. Portanto, 0 /∈ Ht(∂O) ∀t ∈ [0, 1]. Assim, pela propriedade de invariância por
homotopia, segue que d(Ht(.), O, 0) é constante, para todo t ∈ [0, 1], isto é,

d(I − φ̃1, O, 0) = d(I − φ̃2, O, 0).

(c) Sejam O1, O2 subconjuntos abertos de X tais que O1∩C = W = O2∩C e φ̃1 : O1 → C,
φ̃2 : O2 → C extensões de φ : W → C a O1 e O2, respectivamente.

Devemos mostrar que,

d(I − φ̃1, O1, 0) = d(I − φ̃2, O2, 0).

Observemos que O1 ∩O2 é aberto, W = O1 ∩O2 ∩ C e φ̃1, φ̃2 podem ser vistas como
extensões de φ a O1 ∩O2. Além disso, ∂(O1 ∩O2) ⊂ ∂O1 ∪ ∂O2. Portanto, pelo item (b),
temos que

d(I − φ̃1, O1 ∩O2, 0) = d(I − φ̃2, O1 ∩O2, 0).

Observemos que, se x ∈ O1\(O1 ∩O2) então φ̃(x) 6= x.
De fato, temos que x ∈ O1 e x /∈ O1 ∩ O2. Como x ∈ O1 então x ∈ O1 ou x ∈ ∂O1 e

neste último caso, notemos que, φ̃(x) 6= x.
Suponhamos agora que x ∈ O1, como x /∈ O1 ∩ O2 então x /∈ O2, donde segue que

x /∈ C. Com efeito, seja x ∈ C, logo, como x ∈ O1 então x ∈ W = O1 ∩ C, mas, por
outro lado, W = O2 ∩ C donde x ∈ O2, o que é uma contradição. Logo x /∈ C e desde
que φ̃(x) ∈ C então φ̃(x) 6= x. Assim, pela propriedade de excisão, obtemos:

d(I − φ̃1, O1, 0) = d(I − φ̃1, O1 ∩O2, 0).

De maneira análoga,

d(I − φ̃2, O2, 0) = d(I − φ̃2, O1 ∩O2, 0).

Portanto,
d(I − φ̃1, O1, 0) = d(I − φ̃2, O2, 0).
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1.3.1 Propriedades do Índice de Ponto Fixo

As propriedades usuais do Grau de Leray-Schauder são transferidas naturalmente ao
ı́ndice de ponto fixo. Portanto, temos as seguintes propriedades do ı́ndice iC(φ,W ):

(i) Normalização: Seja φ : W → W uma aplicação constante, isto é, φ(x) = a para
todo x ∈ W e algum a ∈ W fixado. Então iC(φ,W ) = 1.

De fato, temos que iC(φ,W ) = d(I − φ̃, O, 0), onde φ̃ : O → C é uma extensão
compacta de φ e O é um subconjunto aberto de X tal que O ∩ C = W .
Consideremos a extensão compacta φ̃ : O → C dada por φ̃(x) = a, para todo x ∈ O. Por
definição,

iC(φ,W ) = d(I − φ̃, O, 0) = d(I − a,O, 0).

Como a ∈ W = O∩C então a ∈ O, sendo O aberto, obtemos que a /∈ ∂O = I(∂O). Logo,

d(I − a, O, 0) = d(I, O, a) = 1, e dáı iC(φ,W ) = 1.

(ii) Aditividade: Sejam W1, W2 dois subconjuntos de W , disjuntos e relativamente
abertos. Seja φ : W → C uma aplicação compacta tal que φ(x) 6= x para todo
x ∈ W\(W1 ∪W2). Então iC(φ,W ) = iC(φ,W1) + iC(φ, W2).

Com efeito, por definição iC(φ,W ) = d(I − φ̃, O, 0), onde W = O ∩ C e φ̃ : O :→ C é
uma extensão compacta de φ.
Sejam W1 = A1 ∩ W e W2 = A2 ∩ W , onde A1, A2 são abertos. Como W1 ∩ W2 = ∅,
podemos supor A1 ∩ A2 = ∅. Temos que W1 = A1 ∩ O ∩ C e W2 = A2 ∩ O ∩ C, donde
W1 e W2 são relativamente abertos em C. Além disso, O1 = A1 ∩ O, O2 = A2 ∩ O são
abertos, disjuntos e O1 ∪O2 ⊂ O.
Temos que, se x ∈ O\(O1∪O2) então x ∈ ∂O ou x /∈ C ou x ∈ W\W1∪W2, de forma que,
em ambos os casos φ̃(x) 6= x. Logo, pela propriedade de aditividade do grau, obtemos:

d(I − φ̃, O, 0) = d(I − φ̃, O1, 0) + d(I − φ̃, O2, 0) = iC(φ,W1) + iC(φ,W2).

donde,
iC(φ,W ) = iC(φ,W1) + iC(φ,W2).

(iii) Invariância por Homotopia: Sejam I ⊂ R um intervalo compacto e h :I×W →C
uma aplicação compacta tal que h(t, x) 6= x para todo x ∈ W\W e para todo t ∈ I. Então
iC(h(t, .),W ) é constante, para todo t ∈ I.

De fato, Sejam t ∈ I, h(t, .) : W → C e h̃(t, .) : O → C uma extensão compacta de
h(t, .).
Por definição:

iC(h(t, .),W ) = d(I − h̃(t, .), O, 0).

Vimos que h̃(t, x) 6= x ∀x ∈ ∂O. Dáı, pela propriedade de invariância por homotopia do
grau, obtemos que d(I− h̃(t, .), O, 0) é constante para todo t ∈ I. Portanto, iC(h(t, .),W )
é constante para todo t ∈ I.
(iv) Excisão: Sejam V ⊂ W relativamente aberto e φ : W → C uma aplicação compacta
tal que φ(x) 6= x para x ∈ W\V . Então,

iC(φ,W ) = iC(φ, V ).
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Afirmação 1 Seja φ : W → C uma aplicação compacta tal que φ(x) 6= x ∀x ∈ W\W .
Então iC(φ, ∅) = 0.

De fato, sejam W1 = W e W2 = ∅ em (ii) então temos que,

iC(φ,W ) = iC(φ,W1) + iC(φ,W2) = iC(φ,W ) + iC(φ, ∅),

dáı, iC(φ, ∅) = 0.
Consideremos W1 = V e W2 = ∅ em (ii). Temos que φ(x) 6= x para todo x ∈ W\V ,

ou seja, para todo x ∈ W\W1 ∪W2. Logo,

iC(φ,W ) = iC(φ,W1) + iC(φ, W2) = iC(φ, V ) + iC(φ, ∅) = iC(φ, V ).

(v) Propriedade da Solução: Se iC(φ,W ) 6= 0 então existe x ∈ W tal que φ(x) = x.

De fato, por definição iC(φ,W ) = d(I − φ̃, O, 0), logo, d(I − φ̃, O, 0) 6= 0 assim, como
conseqüência das propriedades do grau, existe x ∈ O tal que x−φ̃(x) = 0, donde φ̃(x) = x.
Como φ̃(x) ∈ C então x ∈ C, dáı x ∈ O ∩C = W . Mas, φ̃ |W = φ, logo, x = φ̃(x) = φ(x).
Portanto, existe x ∈ W tal que φ(x) = x.

1.3.2 Aplicações do Índice de Ponto Fixo

Aplicaremos os fatos anteriores para o caso em que C é um cone. Relembremos que
um cone C, em um espaço de Banach X, é um subconjunto fechado de X tal que:

(a) Se x, y ∈ C e α, β ≥ 0 então αx + βy ∈ C.
Como conseqüência, 0 ∈ C, pois basta tomarmos α = β = 0.

(b) Se x ∈ C e x 6= 0 então −x /∈ C.

Um cone induz uma ordem parcial em X, definida como segue: x ≤ y se, e somente
se, y − x ∈ C. De fato, x ≤ x para todo x ∈ C, pois x− x = 0 ∈ C; Suponhamos agora
que x ≤ y e y ≤ x, logo y − x ∈ C e x − y ∈ C. Temos que y − x = −(x − y) ∈ C se,
e somente se, x − y = 0 se, e somente se, x = y; Finalmente, se x ≤ y e y ≤ z então
y − x ∈ C e z − y ∈ C. Dáı, z − x = y − x + z − y ∈ C, e portanto, x ≤ z.

Os lemas que seguem serão utilizados para provar o resultado principal, que garante
a existência de pontos fixos dos operadores associados aos problemas que aqui serão es-
tudados.

Lema 1.4 Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de X tal que 0 ∈ Ω e φ : C ∩Ω → C
é um operador completamente cont́ınuo. Suponhamos que

φ(x) 6= µx, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e µ ≥ 1. (1.6)

Então, iC(φ,C ∩ Ω) = 1.
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Prova. Consideremos a aplicação h : [0, 1] × C ∩ Ω → C dada por h(t, x) = tφ(x).
Como φ é um operador completamente cont́ınuo, então h é uma aplicação completamente
cont́ınua. Afirmamos que h(t, x) 6= x para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e para todo t ∈ [0, 1]. De
fato, suponhamos, por contradição, que h(t, x) = x nas mesmas condições acima. Dáı,
tφ(x) = x, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e para todo t ∈ [0, 1]. Em particular, φ(x) = x
para todo x ∈ C ∩ ∂Ω, o que é uma contradição por (1.6). Logo, usando a propriedade
de invariância por homotopia do Índice de Ponto Fixo, obtemos que iC(h(t, .), C ∩ Ω) é
constante para todo t ∈ [0, 1], ou seja, iC(φ,C ∩Ω) = iC(0, C ∩Ω). Mas, pela propriedade
de normalização de Índice de Ponto Fixo, temos que iC(0, C ∩ Ω) = 1. Donde segue que
iC(φ, C ∩ Ω) = 1.

Lema 1.5 Consideremos φ : C ∩ Ω → C e ψ : C ∩ ∂Ω → C operadores completamente
cont́ınuos. Suponhamos que

(a) infx∈C∩∂Ω ‖ψ(x)‖ > 0; e

(b) x− φ(x) 6= tψ(x) para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e t ≥ 0.

Então iC(φ,C ∩ Ω) = 0.

Prova. Pelo Teorema de Dugundji [14], podemos estender ψ para um operador completa-
mente cont́ınuo de C∩Ω em C tal que ψ(C∩Ω) ⊂ coψ(C∩∂Ω), onde coψ(C∩∂Ω) denota
o fecho convexo de ψ(C ∩ ∂Ω). Seja F = ψ(C ∩ ∂Ω), então coψ(C ∩ ∂Ω) = ocF = M ,
onde

M =

{
y =

n∑
i=1

λiyi : yi ∈ F, λi ≥ 0,
n∑

i=1

λi = 1; n = 1, 2, 3, ...

}
.

Afirmamos que
inf
y∈M

‖y‖ > 0. (1.7)

Denotemos por E0 o conjunto de todas as combinações lineares dos vetores de F . Notemos
que C ∩ ∂Ω ⊂ ∂Ω. Como Ω é um subconjunto limitado de E, então ∂Ω também é
limitada e, portanto, C ∩ ∂Ω é um subconjunto limitado. Dáı, como ψ é um operador
completamente cont́ınuo, F = ψ(C ∩ ∂Ω) é relativamente compacto, donde segue que E0

é separável. Notemos, ainda, que C0 = C ∩E0 define um cone em E0. Com efeito, dados
α, β ≥ 0 e y1, y2 ∈ C0 temos que αy1 + βy2 ainda é uma combinação linear de vetores
de F e, portanto, αy1 + βy2 ∈ E0. Por outro lado, como C é um cone em E então, por
definição de cone, αy1 + βy2 ∈ C. Logo, αy1 + βy2 ∈ C ∩ E0 = C0. Além disso, se
y1 ∈ C0 e y1 6= 0, então y1 ∈ C, donde segue que −y1 /∈ C e dáı −y1 /∈ C ∩ E0 = C0.
Portanto C0 define um cone em E0. Mostremos agora que F e coF estão contidos em
C0. Seja y ∈ F = ψ(C ∩ ∂Ω) ⊂ C, dáı y ∈ C. Evidentemente, se y ∈ F , y ∈ E0. Logo,
y ∈ C ∩ E0 = C0. Donde F ⊂ C0. Consideremos agora, y ∈ coF . Assim, y =

∑n
i=1 λiyi

com yi ∈ F e λi ≥ 0. Por definição, notemos que y é uma combinação linear de vetores
de F , dáı y ∈ E0. Além disso, se yi ∈ F, yi ∈ C, e como λi ≥ 0 para todo i = 1, ..., n,
obtemos que y =

∑n
i=1 λiyi ∈ C, usando o fato que C define um cone em E. Logo,

y ∈ C ∩ E0 = C0. Portanto, provamos que F, coF ⊂ C0. Como E0 é separável, pelo
Teorema 1.4.1 [7], existe f0 ∈ E∗

0 tal que f0(y) > 0, para todo y ∈ C0 com y 6= 0, onde E∗
0

denota o conjunto de todos os funcionais lineares e limitados de E0. Notemos que

inf
y∈F

f0(y) = σ > 0. (1.8)
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De fato, suponhamos, por contradição, que σ = 0. Pela definição de σ, existe uma
seqüência {yk} ⊂ F tal que f0(yk) → σ = 0. Usando o fato que F é relativamente
compacto, existe uma subseqüência {yki

} de {yk} tal que yki
→ y0 ∈ F ⊂ C0, ou seja,

yki
→ y0 ∈ C0. Assim, como f0 ∈ E∗

0 , f0(yki
) → f0(y0), e como f0(yk) → σ = 0,

obtemos que, f0(y0) = 0. Logo, existe y0 ∈ C0 tal que f0(y0) = 0, e pelo Teorema 1.4.1
[7], conclúımos que y0 = 0, dáı yki

→ 0, donde ‖yki
‖ → 0, o que é uma contradição pela

hipótese (a). Portanto, infy∈F f0(y) = σ > 0. Donde segue que, para todo y =
∑n

i=1 λiyi ∈
M com yi ∈ F , λi ≥ 0 e

∑n
i=1 λi = 1, usando ainda a linearidade de f0,

f0(y) = f0

(
n∑

i=1

λiyi

)
=

n∑
i=1

λif0(yi) ≥
n∑

i=1

λi inf
yi∈F

f0(yi) =
n∑

i=1

λiσ = σ.

Ou seja,
f0(y) ≥ σ, para todo y ∈ M. (1.9)

Como F é relativamente compacto, coF = M é compacto e, portanto, existe z0 ∈ M tal
que

inf
y∈M

‖y‖ = ‖z0‖. (1.10)

Como z0 ∈ M , por (1.9), f0(z0) ≥ σ. Assim, temos z0 ∈ M ⊂ C0, ou seja, z0 ∈ C0 tal
que f0(z0) > 0 o que implica que z0 6= 0. Segue, portanto, que infy∈M ‖y‖ = ‖z0‖ > 0,

provamos, dessa forma, nossa afirmação em (1.7). Como ψ(C ∩ Ω) ⊂ coψ(C ∩ ∂Ω), por
(1.7) obtemos

inf
x∈C∩Ω

‖ψ(x)‖ = a > 0. (1.11)

Afirmamos, agora, que
iC(φ,C ∩ Ω) = 0.

De fato, suponhamos por contradição que iC(φ,C ∩ Ω) 6= 0. Definamos H(t, x) = φ(x) +
tψ(x). Por (b), temos que H(t, x) 6= x, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e t ≥ 0. Assim, usando a
propriedade de invariância por homotopia do Índice de Ponto Fixo, obtemos

iC(φ + tψ, C ∩ Ω) = iC(φ,C ∩ Ω) 6= 0, para todo t > 0.

Em particular, consideremos t0 > (b+c)/a, onde b = supx∈C∩Ω ‖x‖ e c = supx∈C∩Ω ‖φ(x)‖.
Dáı, iC(φ+ t0ψ, C ∩Ω) 6= 0. Dessa forma, pela propriedade de solução do Índice de Ponto
Fixo, existe x0 ∈ C ∩ Ω tal que φ(x0) + t0ψ(x0) = x0. Donde segue que

t0 = ‖x0 − φ(x0)‖/‖ψ(x0)‖ ≤ (‖x0‖+ ‖φ(x0)‖)/‖ψ(x0)‖ ≤ (b + c)/a.

Ou seja, t0 ≤ (b + c)/a, o que é uma contradição. Portanto, iC(φ,C ∩ Ω) = 0.

Lema 1.6 Seja φ : C ∩ Ω → C uma aplicação completamente cont́ınua. Suponhamos,

(i) infx∈C∩∂Ω ‖φ(x)‖ > 0;

(ii) φ(x) 6= µx para todo x ∈ C ∩ ∂Ω e 0 < µ ≤ 1.

Então iC(φ,C ∩ Ω) = 0.
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Prova. Consideremos ψ = φ no Lema 1.5; dáı, obtemos por (i), a condição (a) do
Lema 1.5. Afirmamos que a condição (b) também é satisfeita. Com efeito, suponhamos,
por contradição, que existam x0 ∈ C ∩ ∂Ω e t0 ≥ 0 tais que x0 − φ(x0) = t0φ(x0). Se
considerarmos µ0 = (1 + t0)

−1, teremos que 0 < µ0 ≤ 1. Além disso, φ(x0) = µ0x0, o
que é uma contradição por (ii). Como as condições do Lema 1.5 são satisfeitas, segue que
iC(φ, C ∩ Ω) = 0.

A fim de utilizar, nesse trabalho, técnicas de ponto fixo, consideraremos o seguinte
Teorema de Ponto Fixo do Tipo Expansão/Compressão em Cones:

Teorema 1.1 Sejam Ω1 e Ω2 subconjuntos abertos e limitados de X tais que 0 ∈ Ω1 e
Ω1 ⊂ Ω2. Consideremos φ : C ∩ (Ω2\Ω1) → C um operador completamente cont́ınuo.
Suponhamos que

1. ‖φ(x)‖ < ‖x‖, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω1 e ‖φ(x)‖ > ‖x‖, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω2; ou

2. ‖φ(x)‖ > ‖x‖, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω1 e ‖φ(x)‖ < ‖x‖, para todo x ∈ C ∩ ∂Ω2.

Então, φ tem pelo menos um ponto fixo em C ∩ (Ω2\Ω1).

Prova. Suponhamos que a hipótese 1 seja satisfeita. Provaremos o teorema apenas
nessas condições, já que, supondo 2 , obteremos a prova de maneira análoga. Notemos
que φ(x) 6= µx para todo x ∈ C ∩ ∂Ω1, e µ ≥ 1. Pois, caso contrário, se existem
x0 ∈ C ∩ ∂Ω1 e µ0 > 1 tais que φ(x0) = µ0x0, temos que ‖φ(x0)‖ = µ0‖x0‖ > ‖x0‖, o
que é uma contradição por 1 . Segue do Lema 1.4 que iC(φ,C ∩Ω1) = 1. Por outro lado,
afirmamos que φ(x) 6= µx para todo x ∈ C ∩ ∂Ω2 e 0 < µ ≤ 1. Caso contrário, se existem
x1 ∈ C ∩ ∂Ω2 e 0 < µ1 < 1 tais que φ(x1) = µ1x1 então ‖φ(x1)‖ = µ1‖x1‖ < ‖x1‖, o que
é uma contradição por 1 . Além disso, ainda por 1 , temos que ‖φ(x)‖ > ‖x‖, para todo
x ∈ C∩∂Ω2. Donde segue que infx∈C∩∂Ω2 ‖φ(x)‖ > infx∈C∩∂Ω2 ‖x‖ > 0, já que x ∈ C∩∂Ω2

e 0 ∈ Ω2, que é um subconjunto aberto de X. Dáı, pelo Lema 1.6, iC(φ,C ∩ Ω2) = 0.
Como iC(φ,C ∩ Ω1) = 1 e iC(φ, C ∩ Ω2) = 0, pela propriedade de aditividade de Índice
de Ponto Fixo,

iC(φ,C ∩ (Ω2\Ω1)) = iC(φ,C ∩ Ω2)− iC(φ,C ∩ Ω1) = −1 6= 0.

Portanto, pela propriedade de solução do Índice de Ponto Fixo, φ tem pelo menos um
ponto fixo em C ∩ Ω2\Ω1.

1.4 Prinćıpios do Máximo

Nesta seção introduziremos resultados de prinćıpios do máximo para equações dife-
renciais parciais eĺıpticas, que nos serão úteis, entre outras coisas, para obtermos a po-
sitividade de soluções. Consideraremos a abordagem dada em [20], assim, sejam Ω ⊂ Rn

aberto e limitado e L um operador eĺıptico dado por:

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj
+

n∑
i=1

biuxi
+ cu,

20



onde os coeficientes aij, bi e c são cont́ınuos, L é um operador unifomemente eĺıptico, ou
seja, existe uma constante θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2,

para quase todo x ∈ Ω e todo ξ ∈ Rn. Além disso, aij é simétrica, isto é, aij = aji

(i, j = 1, ..., n). Consideremos os seguintes teoremas:

Teorema 1.2 ([20], Prinćıpio do Máximo Fraco) Suponhamos u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e
c ≡ 0 em Ω.

(i) Se Lu ≤ 0 em Ω então maxΩ u = max∂Ω u.

(ii) Se Lu ≥ 0 em Ω então minΩ u = min∂Ω u.

Teorema 1.3 ([20], Prinćıpio do Máximo Forte) Suponhamos u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e
c ≡ 0 em Ω. Suponhamos ainda, Ω conexo, aberto e limitado.

(i) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge o máximo sobre o Ω em um ponto interior, então
u é constante em Ω.

(ii) Similarmente, se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge o mı́nimo sobre o Ω em um ponto interior,
então u é constante em Ω.

Teorema 1.4 ([20], Lema de Hopf Refinado) Sejam Ω ⊂ Rn aberto, u ∈ C2(Ω), e
c ∈ L∞(Ω). Suponhamos que,

{ −∆u + cu ≥ 0 em Ω,
u ≥ 0 sobre ∂Ω.

Suponhamos também u 6= 0.

(i) Se x0 ∈ ∂Ω, u(x0) = 0 e Ω satisfaz a condição de bola interior em x0, então

∂u

∂ν
(x0) < 0.

(ii) Além disso, u > 0 em Ω.

1.5 Resultados Preliminares

Nesta seção citaremos resultados importantes que serão utilizados no desenvolvimento
do trabalho.

Teorema 1.5 ([26], Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)
uma seqüência de funções integráveis que convergem quase sempre para uma função men-
surável de valor real f . Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n,
então f é integrável e, ∫

fdµ = lim

∫
fndµ.
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Teorema 1.6 ([12], Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponhamos que Ω é de classe C2

com a ∂Ω limitada. Seja 1 < p < ∞. Então para todo f ∈ Lp(Ω), existe uma única
u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) solução da equação:

−∆u + u = f em Ω.

Além disso, se Ω é de classe Cm+2 e se f ∈ Wm,p(Ω) (m inteiro ≥ 1), então

u ∈ Wm+2,p(Ω) e ‖u‖W m+2,p ≤ C‖f‖W m,p .

Teorema 1.7 ([23], Estimativas de Schauder) Seja u ∈ C2,α(Ω)∩C(Ω) uma solução
do problema { −∆u = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

então f ∈ C0,α(Ω) e ‖u‖C2,α ≤ k‖f‖C0,α.

Teorema 1.8 ([6], Teorema 6.14) Sejam Ω um domı́nio limitado de classe C2,α, f ∈
C0,α(Ω) e c ≥ 0. Então o problema

{ −∆u + cu = f em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

tem uma única solução em C2,α(Ω).

Teorema 1.9 ([20], Critério de Compacidade de Ascoli-Arzelá) Suponhamos que
(fk)

∞
k=1 é uma seqüência de funções de valores reais definidas em Rn, tal que,

‖fk(x)‖ ≤ M (k = 1, ..., x ∈ Rn)

para alguma constante M , e (fk)
∞
k=1 são uniformemente equicont́ınuas. Então existem

uma subseqüência (fkj
)∞j=1 ⊆ (fk)

∞
k=1 e uma função cont́ınua f , tais que

fkj
→ f uniformemente sobre subconjuntos compactos do Rn.

1.6 O Método de Sub e Super Solução

Esse método será utilizado para obtermos soluções de problemas que aqui serão estu-
dados. Consideraremos a abordagem dada em [4]. Lembremos primeiramente o que vêm
a ser uma sub e uma super solução.

Consideremos o seguinte problema
{ −∆u = g(x, u) + f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.12)

onde Ω ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C0,α(Ω) é uma função dada e g ∈ C1(Ω× R).

Definição 1.8 Dizemos que u
¯
∈ C2(Ω) é uma sub solução de (1.12) se,

{ −∆u
¯
≤ g(x, u

¯
) + f em Ω,
u
¯
≤ 0 sobre ∂Ω.

(1.13)
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Definição 1.9 Dizemos que ū ∈ C2(Ω) é uma super solução de (1.12) se,

{ −∆ū ≥ g(x, ū) + f em Ω,
ū ≥ 0 sobre ∂Ω.

(1.14)

O próximo teorema trata de um resultado de existência de solução, que será utilizado
diversas vezes do decorrer do trabalho.

Teorema 1.10 ([4], Teorema 2.1) Suponhamos que o Problema (1.12) tenha uma sub
solução u

¯
e uma super solução ū, com u

¯
≤ ū. Então o Problema (1.12) tem soluções

U, V ∈ C2,α(Ω) tais que u
¯
≤ U ≤ V ≤ ū. Além disso, qualquer solução de (1.12) com

u
¯
≤ u ≤ ū é tal que U ≤ u ≤ V (isto não afirma que U 6= V ).

Prova. Definamos k := max{|gs(x, s)| : x ∈ Ω, u
¯
(x) ≤ s ≤ ū(x)}, onde, gs(x, s) é

a derivada parcial de g em relação a segunda variável, isto é, gs(x, s) = (∂g/∂s)(x, s).
Devemos mostrar que k está bem definido. Com efeito, consideremos

W = {(x, s) ∈ Ω× R : u
¯
(x) ≤ s ≤ ū(x)},

mostremos que W é compacto. Como u
¯
, ū ∈ C2(Ω) então existem m,M tais que

m ≤ u
¯
(x) ≤ s ≤ ū(x) ≤ M , logo W ⊂ Ω × [m,M ] e portanto é limitado. Seja (xn, sn)

uma seqüência em W . Como Ω é compacto, a menos de subseqüência xn → x0. Além
disso, temos que m ≤ u

¯
(xn) ≤ sn ≤ ū(xn) ≤ M , assim, usando a continuidade das funções

u
¯
, ū, obtemos que, m ≤ u

¯
(x0) ≤ s0 ≤ ū(x0) ≤ M , donde sn → s0, logo W é fechado. Con-

clúımos portanto, que W é compacto, e como g ∈ C1(Ω× R) então, faz sentido falarmos
no máximo de gs(x, s) em W . Logo k está bem definido.

Pelo Teorema 1.8, temos que para cada u ∈ C2,α(Ω), existe um único w ∈ C2,α(Ω) tal
que: { −∆w + kw = g(x, u) + ku + f(x) em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.
(1.15)

Isto define uma aplicação T : C2,α(Ω) → C2,α(Ω) dada por Tu1 = w1. Afirmamos que T
é uma aplicação monótona, no sentido que,

se u1(x) ≤ u2(x) então Tu1(x) ≤ Tu2(x). (1.16)

De fato, sejam u1, u2 ∈ C2,α(Ω) tais que u1(x) ≤ u2(x), reescrevendo a equação (1.15)
para u = u1 e u = u2 obtemos,

{ −∆w1 + kw1 = g(x, u1) + ku1 + f(x) em Ω,
w1 = 0 sobre ∂Ω.

(1.17)

e { −∆w2 + kw2 = g(x, u2) + ku2 + f(x) em Ω,
w2 = 0 sobre ∂Ω.

(1.18)

Subtraindo (1.18) de (1.17) temos que,

{
(−∆ + k)(w1 − w2) = g(x, u1)− g(x, u2) + k(u1 − u2) em Ω,

w1 − w2 = 0 sobre ∂Ω.
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Sabemos que g ∈ C1(Ω×R), logo, aplicando o Teorema do Valor Médio obtemos que,

g(x, u1(x))− g(x, u2(x)) = gs(x, ũ(x))[u1(x)− u2(x)]

onde, u1(x) ≤ ũ(x) ≤ u2(x). Pela definição de k temos que, |gs(x, ũ(x))| ≤ k, logo
gs(x, ũ(x)) + k ≥ 0. Além disso, u1(x)− u2(x) ≤ 0. Assim,

{
(−∆ + k)(w1 − w2) = (gs(x, ũ(x)) + k) (u1 − u2) ≤ 0 em Ω,

w1 − w2 = 0 sobre ∂Ω.

Então, pelo Prinćıpio do Máximo Fraco (Teorema 1.2),

max
Ω

w1 − w2 = max
∂Ω

w1 − w2 = 0,

donde w1 − w2 ≤ 0 em Ω, ou seja, Tu1(x) ≤ Tu2(x).
Procedendo por iteração, definamos,

un = Tun−1, u0 = u
¯
; vn = Tvn−1, v0 = ū.

Afirmamos que u
¯

= u0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ v2 ≤ v1 ≤ v0 = ū em Ω. Para mostrarmos
a monoticidade das seqüências (un) e (vn) usaremos o método de indução. Mostremos
primeiramente que u

¯
= u0 ≤ u1. Temos que,

(−∆ + k)(u
¯
− u1) = (−∆ + k)(u

¯
)− (−∆ + k)(Tu0)

= (−∆ + k)(u
¯
)− [g(x, u0) + ku0 + f(x)]

= (−∆ + k)(u
¯
)− [g(x, u

¯
) + ku

¯
+ f(x)]

= −∆u
¯

+ ku
¯
− g(x, u

¯
)− ku

¯
− f(x)

= −∆u
¯
− [g(x, u

¯
) + f(x)] .

Como u
¯

é subsolução então,

{
(−∆ + k)(u

¯
− u1) = −∆u

¯
− [g(x, u

¯
) + f(x)] ≤ 0 em Ω,

u
¯
− u1 = u

¯
≤ 0 sobre ∂Ω.

Assim, pelo Prinćıpio do Máximo Fraco,

max
Ω

u
¯
− u1 = max

∂Ω
u
¯
− u1 ≤ 0.

Ou seja, u
¯
≤ u1 em Ω. De maneira análoga obtém-se v1 ≤ v0 = ū em Ω. Suponhamos

agora que,

u
¯

= u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un−1 ≤ un ≤ · · · ≤ vn ≤ vn−1 ≤ · · · ≤ v1 ≤ v0 = ū.

Devemos mostrar que un ≤ un+1 ≤ ū e u
¯
≤ vn+1 ≤ vn. Temos que, un−1 ≤ un,

usando a monoticidade do operador T obtemos que, Tun−1 ≤ Tun, pela definição da
seqüência conclúımos que un ≤ un+1. Além disso, un ≤ v0 donde Tun ≤ Tv0, ou seja,
un+1 ≤ v1 ≤ v0 = ū, logo un ≤ un+1 ≤ ū. De maneira análoga obtemos que,
u
¯
≤ vn+1 ≤ vn. Mostremos que un ≤ vn para todo n, com efeito, notemos que u0 ≤ v0,

donde Tu0 ≤ Tv0, ou seja, u1 ≤ v1, procedendo dessa forma, por iteração obtemos que,
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un ≤ vn para todo n. Provamos assim, a afirmação e portanto (un) e (vn) são seqüências
monótonas limitadas de números reais, logo são convergentes. Dessa forma, existem U, V
tais que,

un → U e vn → V pontualmente. (1.19)

Como (un) e (vn) são seqüências de funções limitadas por funções integráveis e convergem
pontualmente para U, V respectivamente, segue pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue (cf. Teorema 1.5), que U, V estão em Lp(Ω) e a convergência em (1.19)
ocorre em Lp(Ω) para qualquer p ≥ 1. Mostremos que (un) é uma seqüência de Cauchy
em W 2,p(Ω), para tanto usaremos estimativas a priori para soluções de equações eĺıpticas
lineares em espaços de Sobolev W 2,p(Ω), mais especificamente usaremos o Teorema 1.6.
Temos que,

{
(−∆ + k)(un − um) = g(x, un−1)− g(x, um−1) + k(un−1 − um−1) em Ω,

un − um = 0 sobre ∂Ω.

Notemos que, o lado direito da equação está em Lp(Ω), logo, pelo Teorema 1.6 existe uma
única solução (un − um) ∈ W 2,p(Ω) do problema acima, além disso,

‖un − um‖W 2,p ≤ C {‖g(x, un−1)− g(x, um−1)‖Lp + ‖un−1 − um−1‖Lp} ,

onde C é uma constante que independe de n e m.
Temos que, (un) é uma seqüência de Cauchy em Lp, logo ‖un−1 − um−1‖Lp → 0 se

n,m →∞. Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio,
∫

Ω

|g(x, un−1)− g(x, um−1)|pdx =

∫

Ω

|gs(x, ũ)|p|un−1 − um−1|p

≤ k

∫

Ω

|un−1 − um−1|p → 0 quando m,n →∞.

Logo, (un) é uma seqüência de Cauchy em W 2,p(Ω), que é completo, e portanto (un) é con-
vergente nesse espaço. Procedendo de maneira análoga com a seqüência (vn), conclúımos
que a convergência em (1.19) ocorre em W 2,p(Ω). Pelo Teorema de Imersão de Sobolev,
se p > N temos que W 2,p(Ω) ↪→ C1,α(Ω) continuamente, com α = 1−Np−1, donde U, V
estão em C1,α(Ω) e a convergência em (1.19) ocorre em C1,α(Ω). Usando estimativas de
Schauder para soluções de equações eĺıpticas lineares, mais precisamente pelo Teorema
1.7, conclúımos que (un) e (vn) são seqüências de Cauchy em C2,α(Ω), que é completo,
logo U, V ∈ C2,α(Ω) e a convergência em (1.19) ocorre na norma de C2,α(Ω̄). Temos que,

{ −∆un + kun = g(x, un−1) + kun−1 + f(x) em Ω,
un = 0 sobre ∂Ω.

(1.20)

Tomando o limite em (1.20) conclúımos que U é solução do Problema (1.12). De
maneira análoga temos que V também é solução do Problema (1.12). Além disso, como
u
¯
≤ un ≤ vn ≤ ū para todo n então u

¯
≤ U ≤ V ≤ ū.

Mostremos agora que qualquer solução u do Problema (1.12) com u
¯
≤ u ≤ ū é tal que

U ≤ u ≤ V . De fato, se u é solução do Problema (1.12), temos que u é a única solução
do Problema (1.15) então, Tu = u. Assim, usando a monoticidade do operador T temos
que, se u

¯
≤ u ≤ ū então Tu

¯
≤ Tu ≤ T ū, ou seja, Tu0 ≤ u ≤ Tv0, donde u1 ≤ u ≤ v1,

por iteração obtemos que, u
¯
≤ u1 ≤ · · · ≤ un ≤ · · · ≤ u ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · ≤ v1 ≤ ū, donde

segue que, un ≤ u ≤ vn, logo, tomando o limite em n, obtemos que, U ≤ u ≤ V .
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Caṕıtulo 2

Equações Eĺıpticas com
Multiparâmetros em Domı́nios
Anulares

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo usaremos alguns teoremas clássicos de ponto fixo do tipo expansão/com-
pressão em cones, mais precisamente, usaremos o Teorema 1.1, argumentos da Teoria do
Grau e o método de sub e super solução para estudarmos existência, multiplicidade e
não existência de soluções positivas para uma classe de equações diferenciais ordinárias
de segunda ordem com multiparâmetros, da seguinte forma:

{ −u′′ = λg(t, u(t), a, b) em (0, 1),
u(0) = u(1) = 0,

(Pa,b ,λ)

onde a, b e λ são parâmetros não negativos e g ∈ C([0, 1] × [0, +∞)3, [0, +∞)) é uma
função não-decrescente nas três últimas variáveis.

Os principais resultados desse caṕıtulo podem ser aplicados a várias classes de pro-
blemas eĺıpticos, tais como, equações eĺıpticas semilineares em domı́nios anulares. Mais
especificamente, o que motivou esse estudo foram equações da forma,




−∆u = λf̂(|x|, u) em r1 < |x| < r2,

u(x) = a sobre |x| = r1,
u(x) = b sobre |x| = r2,

(2.1)

onde a, b, λ são parâmetros não negativos e x ∈ RN , N ≥ 3.
Trabalharemos com dois resultados; um trata do caso quando g é superlinear no in-

finito e o outro considera g sublinear no infinito. Em ambos os casos, o comportamento
da função g no zero pode mudar, de acordo com os parâmetros a, b considerados.

Consideremos as seguintes hipóteses sobre a não linearidade g(t, u(t), a, b) :

(g0) g ∈ C([0, 1] × [0, +∞)3, [0, +∞)) é uma função não-decrescente nas três últimas
variáveis. Assim, se (u1, a1, b1) ≤ (u2, a2, b2), isto é, se u1 ≤ u2, a1 ≤ a2 e b1 ≤ b2 então
g(t, u1, a1, b1) ≤ g(t, u2, a2, b2). Além disso, existem constantes 0 < δ0 < ε0 < 1 tais que,
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para todo t ∈ [δ0, ε0], temos g(t, 0, a, b) > 0 quando a e b não se anulam simultaneamente,
isto é, quando a + b > 0.

(g1) Existem constantes 0 < δ1 < ε1 < 1 tais que, para todo (a, b) ∈ [0, +∞)2\{(0, 0)},

lim
u→0

g(t, u, a, b)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ1, ε1].

(g2)

lim
|(u,a,b)|→0

g(t, u, a, b)

|(u, a, b)| = 0,

uniformemente em t ∈ [0, 1]. Onde, |(x1, x2, x3)| = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

1/2.

(g3) Existem constantes 0 < δ2 < ε2 < 1 tais que,

lim
u→+∞

g(t, u, 0, 0)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ2, ε2].

(g4) Existem constantes 0 < δ3 < ε3 < 1 tais que,

lim
|(a,b)|→+∞

g(t, 0, a, b) = +∞,

uniformemente em t ∈ [δ3, ε3].

(g5) Para todo (a, b) ∈ [0, +∞)2, temos que,

lim
u→+∞

g(t, u, a, b)

u
= 0,

uniformemente em t ∈ [0, 1].

(g6) Existem constantes R > 0 e 0 < δ4 < ε4 < 1 tais que,

g(t, u, 0, 0) > 0,

para todo 0 < u < R e t ∈ [δ4, ε4].

Vejamos o primeiro resultado que trata da existência, multiplicidade e, também, não
existência de soluções positivas para o Problema (Pa,b ,λ). Provaremos a existência de
uma curva cont́ınua Γ, que divide o quadrante positivo do plano (a, b) em dois conjuntos
disjuntos, digamos A e B. Mostraremos que o problema (Pa,b ,1 ) tem pelo menos duas
soluções positivas em A; pelo menos uma solução positiva na fronteira de A e não tem
solução positiva em B. Ver figura abaixo:
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A

B

b

aa

Teorema 2.1 Consideremos g(t, u, a, b) satisfazendo as hipóteses (g0)-(g4) e suponhamos
λ = 1. Então existem ā > 0 e uma função cont́ınua não crescente Γ : [0, ā]→ [0, +∞) de
forma que, para todo a ∈ [0, ā], temos que:

(i) O Problema (Pa,b ,1 ) tem pelo menos uma solução positiva se 0 ≤ b ≤ Γ(a);

(ii) o Problema (Pa,b ,1 ) não tem solução se b > Γ(a);

(iii) o Problema (Pa,b ,1 ) tem uma segunda solução positiva se 0 < b < Γ(a).

Notemos que, esse resultado considera o caso em que λ = 1, a função g é localmente
superlinear no infinito e, seu comportamento no zero pode mudar, de acordo com os
parâmetros a, b considerados. Uma aplicação para o Teorema 2.1 é dada por exemplo,
se tivermos no Problema (2.1) f̂(|x|, u) = c(|x|)f(u), onde c : [r1, r2] → [0, +∞) é uma
função cont́ınua, não negativa, não trivial e a não linearidade f é uma função cont́ınua
superlinear tanto no zero como no infinito. Um simples modelo é dado por f(u) = up com
p > 1.

Consideremos agora, o segundo resultado principal desse caṕıtulo. Mostraremos que o
problema (Pa,b ,λ) tem pelo menos uma solução positiva para todo a, b, λ > 0. Além disso,
mostraremos que existe ρ > 0 tal que (Pa,b ,λ) tem pelo menos três soluções positivas, para
todo 0 < |(a, b)| < ρ e λ suficientemente grande.

Teorema 2.2 Consideremos a função g(t, u, a, b) satisfazendo as hipóteses (g0) até (g2),
e ainda, as hipóteses (g5) e (g6). Então:

(i) O Problema (Pa,b ,λ) tem pelo menos uma solução positiva para todo a, b, λ > 0;

(ii) existe uma constante positiva ρ suficientemente pequena tal que, para todo
0 < |(a, b)| < ρ o Problema (Pa,b ,λ) tem pelo menos três soluções positivas para
λ suficientemente grande.

Observemos que, neste caso, a função g tem crescimento sublinear no infinito, e seu
comportamento no zero pode mudar, de acordo com os parâmetros a, b considerados.
Uma aplicação para o Teorema 2.2 é dada, por exemplo, quando f(u) = up/(1 + uq) com
max{1, q} < p < q + 1.

Mais adiante nas aplicações, veremos exemplos de não linearidades g(t, u, a, b) satis-
fazendo as hipóteses dos Teoremas 2.1 e 2.2.
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2.2 Resultados Preliminares

Nesta seção provaremos alguns resultados que serão importantes nas provas dos Teo-
remas 2.1 e 2.2.

O lema que segue, nos será útil na definição de um operador associado ao Problema
(Pa,b ,λ), cujos pontos fixos são soluções desse problema.

Lema 2.1 A função u é uma solução do Problema (Pa,b ,λ) se, e somente se, para todo
t ∈ [0, 1], u satisfaz,

u(t) = λ(1− t)

∫ t

0

τg(τ, u(τ), a, b)dτ + λt

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Prova. Seja u uma solução do Problema (Pa,b ,λ). Consideremos o problema homogêneo
correspondente a (Pa,b ,λ), dado por:

−u′′(t) = 0 em (0, 1) . (2.2)

Notemos que, u1(t) = 1 e u2(t) = t são soluções particulares, linearmente indepen-
dentes da equação (2.2). Assim,

c1u1(t) + c2u2(t),

constitui uma solução geral para (2.2), onde c1 e c2 são constantes arbitrárias.
Pelo método de variação de parâmetros (cf. [7], caṕıtulo 3), temos que,

u(t) = u1(t)

∫ t

0

u2(τ)λg(τ, u(τ)a, b)

W (u1, u2)(τ)
dτ − u2(t)

∫ t

0

u1(τ)λg(τ, u(τ)a, b)

W (u1, u2)(τ)
dτ.

Onde,

W (u1, u2)(τ) =

∣∣∣∣
u1(τ) u2(τ)
u′1(τ) u′2(τ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 τ
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Assim,

u(t) =

∫ t

0

τλg(τ, u(τ), a, b)dτ − t

∫ t

0

λg(τ, u(τ), a, b)dτ.

Isto é,

u(t) = −
∫ t

0

λ(t− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ,

onde, u(t) é uma solução particular para o Problema (Pa,b ,λ). Dessa forma, uma solução
geral para (Pa,b ,λ) é dada por:

u(t) = c1 + c2t− λ

∫ t

0

(t− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ. (2.3)

Usando a solução geral de (2.2), a solução geral de (Pa,b ,λ) e, o fato que u solução de
(Pa,b ,λ) implica u(0) = u(1) = 0, obtemos que,

c1 = 0 e c2 = λ

∫ 1

0

(1− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ.
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Logo, substituindo c1 e c2 em (2.3), obtemos que,

u(t) = λt

∫ 1

0

(1− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ − λ

∫ t

0

(t− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ

= λt

∫ t

0

(1− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ + λt

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ

− λ

∫ t

0

(t− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ

= λ

∫ t

0

[t(1− τ)− (t− τ)]g(τ, u(τ)a, b)dτ + λt

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ)a, b)dτ

= λ(1− t)

∫ t

0

τg(τ, u(τ), a, b)dτ + λt

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ,

como queŕıamos verificar.
Suponhamos agora, que a função u satisfaz,

u(t) = λ(1− t)

∫ t

0

τg(τ, u(τ), a, b)dτ + λt

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ,

para todo t ∈ [0, 1]. É imediato verificar que u é uma solução do Problema (Pa,b ,λ). Com
efeito, pelo Teorema Fundamental do Cálculo obtemos que,

u′(t) = −λ

∫ t

0

τg(τ, u(τ), a, b)dτ + λ

∫ 1

t

(1− τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

De maneira análoga, obtemos que,

−u′′(t) = λg(t, u(t), a, b).

Além disso, u(0) = u(1) = 0. Logo, u é uma solução do Problema (Pa,b ,λ).
Notemos que, se considerarmos a função de Green K : [0, 1]× [0, 1] → R, dada por,

K(t, τ) =

{
(1− t)τ se τ < t,
(1− τ)t se τ ≥ t,

obtemos que, se u é uma solução do Problema (Pa,b ,λ) então,

u(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Pelo Lema 2.1, conclúımos que encontrar soluções para o Problema (Pa,b ,λ) é o mesmo
que encontrar pontos fixos para o operador,

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ. (2.4)

definido no espaço de Banach X = C([0, 1],R) munido com a norma usual
‖u‖∞ := supt∈[0,1] |u(t)|.
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Consideremos C o cone definido por

C = {u ∈ C[0, 1] : u é côncava e u(0) = u(1) = 0}.

É fácil ver que C, de fato, define um cone.

O lema seguinte é importante para obtermos estimativas do tipo expansão/compressão.

Lema 2.2 Se u ∈ C e α, β ∈ (0, 1) com α < β. Então,

inf
t∈[α,β]

u(t) ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Prova. Seja u ∈ C, consideraremos os seguintes casos:

Caso 1: α < β ≤ tm, onde tm é ponto de máximo da função u no intervalo [0, 1].
Temos que a função u é côncava, logo, inft∈[α,β] u(t) é u(α) ou u(β). Como α < β e, no

intervalo (α, tm) a função u é crescente então u(α) < u(β). Portanto, podemos assumir
u(α) = inft∈[α,β] u(t). Temos que 0 < α < tm. Como u é uma função côncava então,

u(α)− u(0)

α− 0
≥ u(tm)− u(0)

tm − 0
≥ u(α)− u(tm)

α− tm
,

ou seja,
u(α)

α
≥ ‖u‖∞

tm
≥ u(α)− ‖u‖∞

α− tm
.

Temos que, 0 < tm < 1, donde segue que, α/tm > α. Além disso,

u(α)

α
≥ ‖u‖∞

tm
.

Assim,

u(α) ≥ α

tm
‖u‖∞ ≥ α‖u‖∞ ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Logo,

inf
t∈[α,β]

u(t) = u(α) ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Caso 2: tm ≤ α < β, onde inft∈[α,β] u(t) = u(β).
Temos que tm < β < 1, assim, de maneira análoga ao Caso 1, usando o fato que u é

uma função côncava obtemos que,

u(β)− ‖u‖∞
β − tm

≥ −‖u‖∞
1− tm

.

Isso implica que,

u(β)− ‖u‖∞ − tmu(β) + tm‖u‖∞ ≥ −β‖u‖∞ + tm‖u‖∞.

Logo,
(1− tm)u(β)− ‖u‖∞ + ‖u‖∞ ≥ −β‖u‖∞ + ‖u‖∞.

31



Donde segue que,

u(β) ≥ 1− β

1− tm
‖u‖∞ ≥ (1− β)‖u‖∞ ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Portanto,

inf
t∈[α,β]

u(t) = u(β) ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Caso 3: α < tm < β.
Se o inft∈[α,β] u(t) = u(α) procedemos como no Caso 1.
Se o inft∈[α,β] u(t) = u(β) procedemos como no Caso 2.
Portanto, para cada u ∈ C e α, β ∈ (0, 1) com α < β, temos que,

inf
t∈[α,β]

u(t) ≥ α(1− β)‖u‖∞.

Lema 2.3 O operador T :X→X definido em (2.4) é completamente cont́ınuo e T (C)⊂C.

Prova. Lembremos que um operador T : X → X, onde X é um espaço de Banach, é
dito completamente cont́ınuo, se é cont́ınuo e a imagem de qualquer conjunto limitado é
relativamente compacta, ou seja, se M ⊆ X tal que M é limitado então T (M) é compacto.

Mostraremos que T (M) é equilimitado e equicont́ınuo e, usaremos o Teorema de Ascoli-
Arzelá para concluir que T (M) é relativamente compacto. Por fim, mostraremos que T é
cont́ınuo, concluindo dessa forma, a prova do lema.

Seja M ⊂ X tal que M é limitado, isto é, para todo u ∈ M temos que ‖u‖∞ ≤ c.
Mostremos que T (M) ⊆ X é equilimitado. Para tanto, devemos mostrar que, existe
N > 0 tal que |(Tu)(t)| ≤ N , para todo t ∈ [0, 1] e para todo u ∈ M . Temos que,

|(Tu)(t)| = |λ
∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ | ≤ λ

∫ 1

0

|K(t, τ)|g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Lembremos que ‖u‖∞ ≤ c para todo u ∈ M . Além disso, as funções g(t, u(t), a, b) e
K(t, τ) são cont́ınuas. Logo, se considerarmos g restrita a A := [0, 1]× [−c, c]×{a}×{b},
obtemos que,

|(Tu)(t)| ≤ λ

∫ 1

0

max
(t,τ)∈[0,1]2

K(t, τ) max
A

g(τ, u(τ), a, b)dτ = λ‖K‖∞c1

∫ 1

0

dτ := N,

onde, c1 = maxA g(τ, u(τ), a, b). Donde segue que, |(Tu)(t)| ≤ N para todo t ∈ [0, 1] e
todo u ∈ M . Portanto, T (M) é equilimitado.

Mostremos agora que T (M) é equicont́ınuo, nesse caso, devemos mostrar que, para
todo ε > 0, existe δ > 0 tal que quaisquer que sejam t1, t2 ∈ [0, 1] onde |t1− t2| < δ então
|(Tu)(t1)− (Tu)(t2)| < ε para todo u ∈ M . Temos que,

|(Tu)(t1)− (Tu)(t2)| = |λ
∫ 1

0

(K(t1, τ)−K(t2, τ))g(τ, u(τ), a, b)dτ |

≤ λ

∫ 1

0

|K(t1, τ)−K(t2, τ)|g(τ, u(τ), a, b)dτ

≤ λc1

∫ 1

0

|K(t1, τ)−K(t2, τ)|dτ.
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Como K(t, τ) é uniformemente cont́ınua e |t1 − t2| < δ então |K(t1, τ) −K(t2, τ)| < ε1.
Logo,

|(Tu)(t1)− (Tu)(t2)| < λc1

∫ 1

0

ε1dτ := ε.

Obtemos assim que T (M) é equicont́ınuo.
Como T (M) ⊆ X é equilimitado e equicont́ınuo, conclúımos pelo Teorema de Ascoli-

Arzelá que T (M) é relativamente compacto. Resta-nos mostrar que T é cont́ınuo, isto é,
dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se |u1(t)−u2(t)| < δ então |(Tu1)(t)− (Tu2)(t)| < ε para
todo t ∈ [0, 1]. Suponhamos que,

|u1(t)− u2(t)| < δ.

Temos que,

|(Tu1)(t)− (Tu2)(t)| = |λ
∫ 1

0

K(t, τ)[g(τ, u1(τ), a, b)− g(τ, u2(τ), a, b)]dτ |

≤ λ

∫ 1

0

|K(t, τ)||g(τ, u1(τ), a, b)− g(τ, u2(τ), a, b)|dτ

≤ λ‖K‖∞
∫ 1

0

|g(τ, u1(τ), a, b)− g(τ, u2(τ), a, b)|dτ.

Como g é cont́ınua e |(u1(t) − u2(t)| < δ então |g(t, u1(t), a, b) − g(t, u2(t), a, b)| < ε1,
donde segue que,

|(Tu1)(t)− (Tu2)(t)| < λ‖K‖∞
∫ 1

0

ε1dτ := ε.

Logo, T é cont́ınuo, e pelas considerações anteriores conclúımos que T é completamente
cont́ınuo.

Por fim, mostremos que T (C) ⊂ C. Seja u ∈ C. É claro que, (Tu) ∈ C([0, 1]). Além
disso, (Tu)(0) = (Tu)(1) = 0. Resta-nos verificar que (Tu) é côncava. Pelo Lema 2.1
sabemos que u(t) = (Tu)(t) é de classe C2 e −u′′ = λg(t, u(t), a, b) ≥ 0, logo (Tu) é
côncava, e portanto T (C) ⊂ C.

2.3 Prova do Teorema 2.1

Nesta seção combinaremos os resultados de ponto fixo, o método de sub e super solução
e argumentos do grau para provar o Teorema 2.1.

2.3.1 A Primeira Solução Positiva para o Problema (Pa,b ,1 )

O seguinte lema trata de um resultado de existência de solução positiva.

Lema 2.4 Se g(t, u, a, b) satisfaz (g0), (g1) e (g2), então existem parâmetros positivos a0

e b0 tais que o Problema (Pa0 ,b0 ,1 ) tem pelo menos uma solução positiva.
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Prova. Consideremos u ∈ C, com ‖u‖∞ = R > 0. Pela hipótese (g0) temos que g é uma
função não decrescente nas três últimas variáveis . Assim, como ‖u‖∞ = R, para todo
t ∈ [0, 1] temos que,

g(t, u(t), a0, b0) ≤ g(t, R, a0, b0).

Além disso, considerando a continuidade das funções g e K obtemos que,

(Tu)(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a0, b0)dτ ≤ max
(t,τ)∈[0,1]2

K(t, τ) max
τ∈[0,1]

g(τ, R, a0, b0),

para todo t ∈ [0, 1].
Por (g2) temos que,

lim
|(u,a0,b0)|→0

g(t, u, a0, b0)

|(u, a0, b0)| = 0.

Logo, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, se |(u, a0, b0)| < δ então g(t, u, a0, b0) ≤ ε|(u, a0, b0)|
onde, |(u, a0, b0)| = |u| + |a0| + |b0| = u + a0 + b0, já que u, a0, b0 ≥ 0. Consideremos
a0, b0 ≤ R então u + a0 + b0 ≤ 3R. Assim,

g(t, R, a0, b0) ≤ ε(R + a0 + b0) ≤ 3εR.

Donde segue que,

(Tu)(t) ≤ max
(t,τ)∈[0,1]2

K(t, τ)3εR.

Tomando ε > 0 suficientemente pequeno tal que 3 max(t,τ)∈[0,1]2 K(t, τ)ε < 1, obtemos que,
(Tu)(t) < R = ‖u‖∞, para todo t ∈ [0, 1]. E portanto,

‖Tu‖∞ < ‖u‖∞, se ‖u‖∞ = R. (2.5)

Pela hipótese (g1) temos que,

lim
u→0

g(t, u, a0, b0)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ1, ε1]. Logo, dado

M > 0 ∃ 0 < r1 < R tal que g(τ, u, a0, b0) ≥ Mu ∀(τ, u) ∈ [δ1, ε1]× [0, r1]. (2.6)

Além disso, considerando o Lema 2.2, para todo u ∈ C temos que,

u(t) ≥ (1− ε1)δ1‖u‖∞ ∀t ∈ [δ1, ε1] (2.7)

Logo, usando (2.6) e (2.7), para M suficientemente grande, obtemos que,

(Tu)(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ ≥
∫ ε1

δ1

K(t, τ)g(τ, u(τ), a0, b0)dτ

≥
∫ ε1

δ1

K(t, τ)Mu(τ)dτ

≥
∫ ε1

δ1

K(t, τ)M(1− ε1)δ1‖u‖∞dτ

= M(1− ε1)δ1‖u‖∞
∫ ε1

δ1

K(t, τ)dτ

> ‖u‖∞,
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para todo t ∈ [0, 1]. Donde segue que,

‖Tu‖∞ > ‖u‖∞ se ‖u‖∞ = r1. (2.8)

Considerando as estimativas (2.5) e (2.8), podemos aplicar o Teorema 1.1, onde obte-
mos que T tem um ponto fixo u ∈ C com r1 < ‖u‖∞ < R.

Devemos mostrar agora que u é positiva, para tanto, usaremos o prinćıpio do máximo.
Temos que, u′′ ≤ 0, assim, pelo Prinćıpio do Máximo Fraco (Teorema 1.2), obtemos que
minΩ=[0,1] u = min∂Ω u = 0, logo u ≥ 0. Usando agora, o Prinćıpio do Máximo Forte
(Teorema 1.3), temos que, a função u não atinge o mı́nimo no interior de Ω, e portanto,
u é estritamente positiva.

O próximo lema nos mostra que o conjunto das soluções positivas de (Pa,b ,1 ) é limi-
tado.

Lema 2.5 Se g(t, u, a, b) satisfaz (g3) e (g4), então existe c0 > 0 tal que para todo (a, b) ∈
[0, +∞)2 com |(a, b)| > c0, o Problema (Pa,b ,1 ) não tem soluções positivas.

Prova. Suponhamos, por contradição, que existe uma seqüência (an, bn) com
|(an, bn)| → +∞ tal que, para cada n, o Problema (Pan ,bn ,1 ) possui uma solução positiva
(un) ∈ C.

Pela hipótese (g4) temos que existem constantes 0 < δ3 < ε3 < 1 tais que,

lim
|(a,b)|→+∞

g(t, 0, a, b) = +∞

uniformemente em t ∈ [δ3, ε3]. Logo, dado M > 0, existe C0 > 0 tal que para todo
(a, b) ∈ [0, +∞)2 com |(a, b)| ≥ C0, temos que, g(t, 0, a, b) ≥ M para todo t ∈ [δ3, ε3].
Logo, como g é uma função não-decrescente nas três últimas variáveis, se u ≥ 0 então

g(t, u, a, b) ≥ M para todo t ∈ [δ3, ε3]. (2.9)

Por hipótese, temos que, para cada n, (un) ∈ C é uma solução positiva do Problema
(Pan ,bn ,1 ). Logo, un é ponto fixo do operador T . Donde segue que,

un(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, un(τ), an, bn)dτ ≥
∫ ε3

δ3

K(t, τ)g(τ, un(τ), an, bn)dτ.

Para n suficientemente grande, podemos usar (2.9), obtendo, dessa forma, que,
g(t, un(t), an, bn) ≥ M para todo t ∈ [δ3, ε3]. Logo,

un(t) ≥ M

∫ ε3

δ3

K(t, τ)dτ.

Assim,

‖un‖∞ ≥ M max
t∈[0,1]

∫ ε3

δ3

K(t, τ)dτ.

Como em (2.9), M é uma constante arbitrária, então, podemos escolhê-la suficientemente
grande, de tal forma que, ‖un‖∞ → +∞. Donde obtemos que, (un) é uma seqüência
ilimitada em X.
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Considerando a hipótese (g3), temos que dado M > 0 existe R > 0 tal que

g(t, u, 0, 0) ≥ Mu para todo t ∈ [δ2, ε2] e para todo u ≥ R.

Donde conclúımos, pela monoticidade da função g, que se a, b ≥ 0 então,

g(t, u, a, b) ≥ Mu para todo u ≥ R. (2.10)

Considerando o Lema 2.2, temos que,

un(t) ≥ δ2(1− ε2)‖un‖∞.

Temos ainda que (un) é uma seqüência ilimitada em X, assim, para n suficientemente
grande un ≥ R. Logo, por (2.10) temos que,

g(t, un(t), an, bn) ≥ Mun.

Assim, usando as considerações acima obtemos que,

un(t) ≥
∫ ε2

δ2

K(t, τ)g(τ, un(τ), an, bn)dτ ≥ M

∫ ε2

δ2

K(t, τ)un(τ)dτ

≥ Mδ2(1− ε2)‖un‖∞
∫ ε2

δ2

K(t, τ)dτ.

Logo,
un(t)

‖un‖∞ ≥ M(1− ε2)δ2

∫ ε2

δ2

K(t, τ)dτ.

Ou seja,

1 ≥ M(1− ε2)δ2

∫ ε2

δ2

K(t, τ)dτ.

Donde segue que,

1 ≥ M(1− ε2)δ2 max
t∈[0,1]

∫ ε2

δ2

K(t, τ)dτ.

O que é uma contradição, já que M é uma constante arbitrária e pode ser escolhida su-
ficientemente grande, de forma que a limitação acima não ocorra. Portanto, para todo
(a, b) ∈ [0, +∞)2, existe c0 > 0 com |(a, b)| > c0 tal que o Problema (Pa,b ,1 ) não tem
soluções positivas.

Como conseqüência imediata do Lema 2.5, temos que, o conjunto das soluções do
Problema (Pa,b ,1 ) é limitado. Mais precisamente,

Observação 2.1 Se g(t, u, a, b) satisfaz (g3) e (g4), então, pelo Lema 2.5, observamos
que existe k0 > 0 independente de (a, b) tal que ‖u‖∞ < k0, para cada u ∈ X, solução
positiva do Problema (Pa,b ,1 ).

Com efeito, suponhamos por contradição, que existe (un), uma seqüência de soluções
positivas em X tal que ‖un‖∞ → +∞, ou seja, (un) é uma seqüência ilimitada em X.
Procedendo de maneira análoga à demonstração do Lema 2.5, encontramos, da mesma
forma, uma contradição com relação a constante M . Portanto, se u ∈ X é solução positiva
do Problema (Pa,b ,1 ) então existe k0 > 0 independente de (a, b) tal que ‖u‖∞ < k0.
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Lema 2.6 Consideremos g(t, u, a, b) satisfazendo a hipótese (g0). Consideremos ainda,
que o Problema (Pa,b ,1) tem uma solução positiva. Então para todo (0, 0)≤ (c, d)≤ (a, b),
o Problema (Pc,d ,1 ) tem uma solução positiva desde que c e d não se anulem simultanea-
mente, ou seja, c + d > 0.

Prova. Seja u a solução positiva do Problema (Pa,b ,1 ), dado por

{ −u′′ = g(t, u(t), a, b) em (0, 1),
u(0) = u(1) = 0.

Sabemos pela hipótese (g0) que g é uma função não decrescente nas três últimas
variáveis, logo, se (c, d) ≤ (a, b) então g(t, u(t), c, d) ≤ g(t, u(t), a, b).

Considerando o Problema (Pc,d ,1 ), obtemos que,

{ −u′′ = g(t, u(t), c, d) ≤ g(t, u(t), a, b) em (0, 1),
u(0) = u(1) = 0.

Donde segue que, se u := ū é a solução positiva do Problema (Pa,b ,1 ) então ū é super-
solução do Problema (Pc,d ,1 ). Por outro lado, se u ≡ 0 então, por (g0), g(t, 0, c, d) > 0
desde que c+d > 0, dáı, a função nula u := u é uma subsolução para o Problema (Pc,d ,1 ).
Além disso, u < ū. Portanto, pelo Teorema 1.10, o Problema (Pc,d ,1 ) tem uma solução
u′ tal que u ≤ u′ ≤ ū.

Verifica-se que u′ é positiva, usando o prinćıpio do máximo, da mesma forma como no
Lema 2.4.

Definamos,

ā := sup{a > 0 : (Pa,b ,1 ) tem uma solução positiva para algum b > 0}.

Pelo Lema 2.4 temos que o conjunto acima é diferente de vazio. Além disso, pelo
Lema 2.5 obtemos que, se o Problema (Pa,b ,1 ) tem solução positiva então (a, b) ∈
[0, +∞)2 é tal que |(a, b)| ≤ c0, onde c0 > 0. Logo,

0 < ā < +∞.

Mostremos que ā pertence ao conjunto, isto é, existe b̄ > 0 tal que o Problema (Pā,b̄ ,1 )
tem solução positiva. De fato, como ā é o supremo então existem seqüências (an), (bn)
com an convergindo para ā, tais que (Pan ,bn ,1 ) tem solução positiva. Como (bn) é uma
seqüência limitada, a menos de subseqüência, bn → b̄. Usando o Lema 2.6 podemos
considerar a seqüência (bn) não decrescente, logo seu limite b̄ > 0.

Temos que, { −u′′n = λg(t, un(t), an, bn) em (0, 1),
un(0) = un(1) = 0,

onde un é solução positiva para o Problema (Pan ,bn ,1 ). Logo,

un(t) = (Tun)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, un(τ), an, bn)dτ, (2.11)

para todo n.
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Pela Observação 2.1, sabemos que, ‖un‖∞ < k0 para todo n, assim, a menos de sub-
seqüência un → u0, logo, Tun → u0. Além disso, como T é um operador completamente
cont́ınuo então, Tun → Tu0, donde segue que, Tu0 = u0. Assim, tomando o limite em
(2.11) obtemos que,

u0(t) = (Tu0)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u0(τ), ā, b̄)dτ,

ou seja, u0 é solução do Problema (Pā,b̄ ,1 )
Afirmamos que para todo a ∈ (0, ā) existe b > 0 tal que (Pa,b ,1 ) tem uma solução

positiva. De fato, sabemos que, (Pā,b̄ ,1 ) tem uma solução positiva, além disso, para
0 < a < ā temos que (0, 0) ≤ (a, b̄) ≤ (ā, b̄), logo pelo Lema 2.6 (Pa,b̄ ,1 ) tem uma solução
positiva, já que, a + b̄ > 0. Assim, para todo a ∈ (0, ā) existe b > 0 tal que (Pa,b ,1 )
tem uma solução positiva. Analogamente obtemos ainda que, (P0,b̄ ,1 ) também tem uma
solução positiva. Logo, podemos definir a função,

Γ : [0, ā] → [0, +∞),

dada por,
Γ(a) := sup{b > 0 : (Pa,b ,1 ) tem uma solução positiva }.

Da mesma forma como no caso anterior, obtemos que o conjunto acima é diferente de
vazio e, que o Problema (Pa,Γ(a) ,1 ) tem solução positiva. Logo, pela definição da função Γ,
temos que o Problema (Pa,b ,1 ) tem pelo menos uma solução positiva se 0 ≤b<Γ(a). Além
disso, para b = Γ(a), (Pa,Γ(a) ,1 ) também tem solução positiva. Portanto, o Problema
(Pa,b ,1 ) tem pelo menos uma solução positiva se 0 ≤ b ≤ Γ(a).

Notemos que, o Problema (Pa,b ,1 ) não tem solução positiva quando b > Γ(a). De fato,
dado b′ tal que (Pa,b′ ,1 ) tem solução positiva, decorre da definição de Γ, que b′ ≤ Γ(a).

2.3.2 A Segunda Solução Positiva para o Problema (Pa,b ,1 )

Devemos mostrar agora, que o Problema (Pa,b ,1 ) tem uma segunda solução positiva
se 0 < b < Γ(a).

Sejam u1 e ū as soluções positivas dos Problemas (Pa,b ,1 ) e (Pa,Γ(a) ,1 ) obtidas acima,
respectivamente. Sabemos que, ambas as soluções, u1 e ū, são positivas. Além disso,

{ −u′′1 = g(t, u1(t), a, b) em (0, 1),
u1(0) = u1(1) = 0,

e { −ū′′ = g(t, ū(t), a, Γ(a)) em (0, 1),
ū(0) = ū(1) = 0.

Temos que b < Γ(a), logo, pela monoticidade da função g, obtemos,

g(t, u1(t), a, b) ≤ g(t, ū(t), a, Γ(a)).

Dáı,
−u′′1 ≤ −ū′′,

donde,
(u1 − ū)′′ ≥ 0.
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Temos ainda que, {
u1(0)− ū(0) = (u1 − ū)(0) = 0,
u1(1)− ū(1) = (u1 − ū)(1) = 0.

Assim, {
(u1 − ū)′′ ≥ 0 em (0, 1),

(u1 − ū)(0) = (u1 − ū)(1) = 0.

Logo, pelo Prinćıpio do Máximo Fraco,

max
Ω=[0,1]

u1 − ū = max
∂Ω

u1 − ū = 0.

Donde segue que,
u1 − ū ≤ max

Ω=[0,1]
u1 − ū = 0.

Ou seja,
u1 ≤ ū.

Assim, 0 < u1 ≤ ū.
Consideremos o seguinte problema:





−(u1 − ū)′′ ≤ 0 em (0, 1),
(u1 − ū) ≤ 0 em (0, 1),

(u1 − ū)(0) = 0,
(u1 − ū)(1) = 0.

Assim, pelo Lema de Hopf (Teorema 1.4), temos que,

∂(u1 − ū)

∂ν
(0) = −(u1 − ū)′(0) > 0.

Donde segue que, u′1(0) < ū′(0). Além disso, (u1 − ū) < 0, ou seja, u1 < ū.
Mostremos agora que, u′1(0) > 0. Observemos que,





−u′′1 ≥ 0 em (0, 1),
u1 > 0 em (0, 1),

u1(0) = 0.

Então, pelo Lema de Hopf,
∂u1

∂ν
(0) = −u′1(0) < 0,

ou seja,
u′1(0) > 0.

Conclúımos, pelas considerações acima que,

0 < u1 < ū, e 0 < u′1(0) < ū′(0).

De maneira análoga, obtemos que,

ū′(1) < u′1(1) < 0.

Dessa forma, podemos supor que,
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0 < u1 < ū, 0 < u′1(0) < ū′(0) e ū′(1) < u′1(1) < 0.

Definamos,
X1 := {u ∈ C1[0, 1] : u(0) = u(1) = 0},

munido com a norma,
‖u‖1 := ‖u‖∞ + ‖u′‖∞.

Notemos que (X1, ‖.‖1) é um espaço de Banach.
Consideremos,

A := {u ∈ X1 : 0 < u < ū, 0 < u′(0) < ū′(0), ū′(1) < u′(1) < 0 e ‖u‖1 < R1},

onde, R1 é escolhido de tal forma que, ‖u1‖1 < R1. Temos que u1 ∈ A, logo A 6= ∅. Além
disso, A é um subconjunto aberto de X1. De fato, consideremos u ∈ A. Devemos mostrar
que existe ε > 0 tal que B(u, ε) ⊂ A.

Como u ∈ C1([0, 1]) e u′(0) > 0 então existe η1 tal que se t ∈ [0, η1] então u′(t) > 0.
De maneira análoga, como u′(1) < 0 então existe η2 tal que se t ∈ [η2, 1] então u′(t) < 0.
Além disso, podemos considerar,

α1 = min
t∈[η1,η2]

u(t); α2 = min
t∈[0,η1]

u′(t) e α3 = min
t∈[η2,1]

−u′(t).

Por outro lado, como (u − ū) ∈ C1([0, 1]) e (u − ū)′(0) < 0 então existe ρ1 tal que se
t ∈ [0, ρ1] então (u− ū)′(t) < 0. De maneira análoga, como (u− ū)′(1) > 0 então existe ρ2

tal que se t ∈ [ρ2, 1] então (u − ū)′(t) > 0. Logo, usando o fato que (u − ū) ∈ C1([0, 1]),
podemos definir,

α4 = min
t∈[ρ1,ρ2]

−(u(t)− ū(t)); α5 = min
t∈[0,ρ1]

−(u′(t)− ū′(t)); α6 = min
t∈[ρ2,1]

(u′(t)− ū′(t));

Definamos ainda,

α7 = u′(0), α8 = −u′(1), α9 = −(u′(0)− ū′(0)), α10 = (u′(1)− ū′(1)),

e
ε = min{α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8, α9, α10}/2.

Agora, estamos prontos para mostrar que se v ∈ B(u, ε) então v ∈ A.
Temos que,

‖v − u‖1 < ε,

o que implica,
−ε < v′(t)− u′(t) < ε para todo t ∈ [0, 1],

assim,
−ε < v′(0)− u′(0) < ε,

donde
v′(0) > −ε + u′(0) ≥ −u′(0)/2 + u′(0) = u′(0)/2 > 0.

De maneira análoga,
−ε < v′(1)− u′(1) < ε,
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donde
v′(1) < ε + u′(1) ≤ −u′(1)/2 + u′(1) < u′(1)/2 < 0.

Mostremos agora que v(t) > 0 para todo t ∈ (0, 1). Observemos primeiramente que,

−ε < v′(t)− u′(t) < ε para todo t.

Logo, se t ∈ [0, η1] então

v′(t) > −ε + u′(t) ≥ −α2/2 + α2 = α2/2 > 0.

Assim,
v(t) = v(t)− v(0) = v′(ξ)t > 0, já que ξ ∈ [0, η1].

Donde, v(t) > 0 se t ∈ [0, η1].
Agora, seja t ∈ [η1, η2]. Temos que,

v(t) > −ε + u(t) ≥ −α1/2 + α1 = α1/2 > 0.

Donde, v(t) > 0 se t ∈ [η1, η2].
Por fim, consideremos t ∈ [η2, 1]. Dáı,

v′(t) < ε + u′(t) ≤ α3/2 + u′(t) ≤ −u′(t)/2 + u′(t) = u′(t)/2 < 0.

Assim,
v(t) = −[v(1)− v(t)] = −v′(θ)(1− t) > 0, já que θ ∈ [η2, 1].

Donde, v(t) > 0 se t ∈ [η2, 1]. Finalmente mostremos que,

v′(0) < ū′(0); v′(1) > ū′(1) e v(t) < ū(t), para todo t ∈ (0, 1).

Temos que,

v′(0)− ū′(0) = v′(0)− u′(0) + u′(0)− ū′(0)

< ε + (u′(0)− ū′(0))

≤ α9/2 + (u′(0)− ū′(0))

= (u′(0)− ū′(0))/2 < 0.

Por outro lado,

v′(1)− ū′(1) = v′(1)− u′(1) + u′(1)− ū′(1)

> −ε + (u′(1)− ū′(1))

≥ −α10/2 + (u′(1)− ū′(1))

= (u′(1)− ū′(1))/2 > 0.

Assim,
v′(0) < ū′(0) e v′(1) > ū′(1).

Mostremos que,

v′(t)− ū′(t) < 0 para todo t ∈ [0, ρ1] e v′(t)− ū′(t) > 0 para todo t ∈ [ρ2, 1].
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Seja t ∈ [0, ρ1]. Temos que,

v′(t)− ū′(t) = v′(t)− u′(t) + u′(t)− ū′(t)

< ε + (u′(t)− ū′(t))

< α5/2 + (u′(t)− ū′(t)) = (u′(t)− ū′(t))/2 < 0.

De maneira análoga, seja t ∈ [ρ2, 1]. Temos que,

v′(t)− ū′(t) = v′(t)− u′(t) + u′(t)− ū′(t)

> −ε + (u′(t)− ū′(t))

≥ −α6/2 + (u′(t)− ū′(t)) = (u′(t)− ū′(t))/2 > 0.

Mostremos agora que v(t) < ū(t) para todo t.
Seja t ∈ [ρ1, ρ2]. Temos que,

v(t)− ū(t) = v(t)− u(t) + u(t)− ū(t)

< ε + (u(t)− ū(t))

< α4/2 + (u(t)− ū(t)) = (u(t)− ū(t))/2 < 0.

Consideremos agora, t ∈ [0, ρ1]. Temos que,

v(t)− ū(t) = (v − ū)(t)− (v − ū)(0) = (v − ū)′(ζ)t < 0, já que ζ ∈ [0, ρ1].

Seja t ∈ [ρ2, 1]. Então,

v(t)− ū(t) = −[(v − ū)(1)− (v − ū)(t)] = −(v − ū)′(χ)(1− t) < 0, já que χ ∈ [ρ2, 1].

Logo, v(t) < ū(t) para todo t ∈ (0, 1).
Assim, v ∈ A. Portanto, tomando ε como acima, conclúımos que B(u, ε) ⊂ A, donde

A é um conjunto aberto.
Consideremos o operador S(a,b) : X1 → X1 dado por,

(S(a,b)u)(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Notemos que, se u é ponto fixo de S(a,b) então u é solução para o Problema (Pa,b ,1 ).
Como A é um conjunto aberto então A ∩ ∂A = ∅. Assim, se u

¯
∈ ∂A temos que

u
¯
6= u1 ∈ A, donde conclúımos que, se existe um ponto fixo de S(a,b) sobre ∂A então

obtemos uma segunda solução positiva para o Problema (Pa,b ,1 ). Caso isso não ocorra,
podemos obter ainda, a existência de outra solução positiva, através do seguinte resultado:

Lema 2.7 Suponhamos que S(a,b) não possui um ponto fixo sobre ∂A. Consideremos
0 < b < Γ(a). Então,

(i) d(Id − S(a,b), A, 0) = 1;

(ii) existe R̄ > R1 tal que d(Id − S(a,b), BX1(0, R̄), 0) = 0.
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Prova. Definamos a seguinte função:

ḡ(t, u(t), a, b) =





g(t, ū(t), a, b) se ū(t) < u(t),
g(t, u(t), a, b) se 0 ≤ u(t) ≤ ū(t),

0 se u(t) < 0.

Consideremos ainda, S̄(a,b) : X1 → X1, dado por,

(S̄(a,b)u)(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)ḡ(τ, u(τ), a, b)dτ.

Afirmação 2 O operador S̄(a,b) satisfaz as seguintes propriedades:

(a) S̄(a,b) é um operador completamente cont́ınuo;

(b) se u é um ponto fixo de S̄(a,b), então 0 ≤ u ≤ ū, e assim, u é um ponto fixo de S(a,b);

(c) se u = λS̄(a,b)u com 0 ≤ λ ≤ 1 então ‖u‖1 ≤ c3, onde c3 não depende de λ e u ∈ X1.

Prova.

(a) Ver Lema 2.3.

(b) Mostremos que se u é ponto fixo de S̄ então 0 ≤ u ≤ ū. De fato, se u é ponto fixo de
S̄ então,

u(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)ḡ(τ, u(τ), a, b)dτ ≤
∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, ū(τ), a, b)dτ = ū(t).

Além disso,
u(t) = S̄(a,b)u(t) ≥ 0.

Logo, se u é ponto fixo de S̄(a,b) então 0 ≤ u ≤ ū, e portanto,

ḡ(t, u(t), a, b) = g(t, u(t), a, b).

Donde segue que,
u(t) = (S̄(a,b)u)(t) = (S(a,b)u)(t).

Assim, u é um ponto fixo de S(a,b).

(c) Temos que,

u(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)ḡ(τ, u(τ), a, b)dτ ≤ λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, ū(τ), a, b)dτ

≤
∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, ū(τ), a, b)dτ

≤ sup
s∈[0,1]

g(s, ū(s), a, b)

∫ 1

0

K(t, τ)dτ.

Logo,

sup
t∈[0,1]

|u(t)| ≤ sup
s∈[0,1]

g(s, ū(s), a, b) sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

K(t, τ)dτ.
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Donde segue que,
‖u‖∞ ≤ c1.

De maneira análoga, verifica-se que

‖u′‖∞ ≤ c2.

Logo,
‖u‖1 = ‖u‖∞ + ‖u′‖∞ ≤ c1 + c2 = c3.

Onde c3 não depende de λ e u ∈ X1.

Usando o item (c) da Afirmação 2, obtemos que existe R2 > R1 tal que

d(Id − S̄(a,b), BX1(0, R2), 0) = 1. (2.12)

Com efeito, seja R2 > max{R1, c3}. Se ‖u‖1 = R2 então ‖u‖1 > c3. Logo,

u− λS̄(a,b)u 6= 0 ∀u, tal que ‖u‖1 = R2.

Assim, Id − S̄(a,b) não tem solução na ∂BX1(0, R2).
Definamos, H : [0, 1] × BX1 [0, R2] → X1 dada por, H(λ, u) = u − λS̄(a,b)u. Notemos

que, essa aplicação define uma homotopia entre a Id e Id − S̄(a,b). Logo, pela propriedade
de invariância por homotopia do grau, obtemos que,

d(Id, BX1(0, R2), 0) = d(Id − S̄(a,b), BX1(0, R2), 0).

Donde segue que
d(Id − S̄(a,b), BX1(0, R2), 0) = 1.

Usando o Prinćıpio do Máximo, verificamos que o operador S̄(a,b) não tem ponto fixo

em B(0, R2) \A. Além disso, por hipótese, S̄(a,b) não tem ponto fixo sobre a ∂A, pois, caso
contrário, teŕıamos que S(a,b) teria ponto fixo na ∂A, o que é uma contradição. Assim o
grau de Leray-Schauder pode ser definido para a equação Id − S̄(a,b)(u), u ∈ A. Logo,
usando (2.12) e a propriedade de excisão do grau, temos,

d(Id − S̄(a,b), A, 0) = 1.

Afirmamos que, S(a,b)(u) = S̄(a,b)(u) para todo u ∈ ∂A. De fato, se u ∈ ∂A então existe
(un), uma seqüência em A tal que un → u. Além disso, por hipótese

0 < un < ū. (2.13)

Assim, tomando o limite em (2.13) obtemos que 0 ≤ u ≤ ū. Isto implica que ḡ(t, u(t), a, b) =
g(t, u(t), a, b) e portanto, S(a,b)(u) = S̄(a,b)(u). Logo, como propriedade do grau se S(a,b)(u) =
S̄(a,b)(u) para todo u ∈ ∂A então,

d(Id − S(a,b), A, 0) = d(Id − S̄(a,b), A, 0) = 1.

Provemos agora o item (ii).
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Pelo o Lema 2.2 obtemos que,

u(t) ≥ δ2(1− ε2)‖u‖∞ para todo t ∈ [δ2, ε2].

Além disso, pela hipótese (g3) sabemos que, dado M > 0, existe R̄ > R1 tal que para
todo t ∈ [δ2, ε2] e a, b ≥ 0,

g(t, u, a, b) ≥ g(t, u, 0, 0) ≥ Mu, para todo u ≥ R̄.

Logo, usando as considerações acima, obtemos que,

(S(a,b)u)(t) =

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ

≥
∫ ε2

δ2

K(t, τ)Mudτ

≥
∫ ε2

δ2

K(t, τ)M(1− ε2)δ2‖u‖∞dτ

> ‖u‖∞,

para todo u ≥ R̄ e para M suficientemente grande. Logo, se u ∈ X1 é solução da equação
S(a,b)u, então u > ‖u‖∞, para todo u ≥ R̄, o que é um absurdo. Assim, se u é tal
que ‖u‖1 ≥ R̄ então u não é solução de S(a,b)u. Donde, S(a,b) não tem ponto fixo sobre
∂BX1(0, R̄). Notemos que, R̄ não depende dos parâmetros a, b considerados, já que,

g(t, u, a, b) ≥ g(t, u, 0, 0) ≥ Mu, para todo u ≥ R̄,

quaisquer que sejam os parâmetros não negativos a, b. Obtemos, dessa forma, uma esti-
mativa a priori R̄ que pode ser tomado maior que R1 para soluções da equação,

u− S(a,b)u, u ∈ X1, (2.14)

que não depende dos parâmetros a, b. Donde, S(a,b) não tem ponto fixo sobre ∂BX1(0, R̄).
Pelo Lema 2.5, podemos tomar (ā, b̄) suficientemente grande de tal forma que o Pro-

blema (P ā, b̄, 1) não tenha solução positiva. Portanto,

d(Id − S(ā,b̄), BX1(0, R̄), 0) = 0.

Definamos H : [0, 1]×BX1 [0, R̄] → X1 dada por,

H(λ, u) = λ(Id − S(ā,b̄))u + (1− λ)(Id − S(a,b))u.

Notemos que H define uma homotopia entre as funções Id−S(a,b) e Id−S(ā,b̄). Logo, pela
propriedade de invariância por homotopia do grau, temos que,

d(Id − S(a,b), BX1(0, R̄), 0) = d(Id − S(ā,b̄), BX1(0, R̄), 0).

Donde segue que,
d(Id − S(a,b), BX1(0, R̄), 0) = 0.

Usando o Lema 2.7, e a propriedade de excisão do grau topológico, conclúımos que,

d(Id − S(a,b), BX1(0, R̄) \Ā, 0) = −1.

Assim, existe u ∈ BX1(0, R̄) \Ā tal que S(a,b)u = u. Logo, u é uma segunda solução
positiva para o Problema (Pa,b ,1 ).
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2.4 Prova do Teorema 2.2

Nesta seção aplicaremos o Teorema 1.1 para obtermos três soluções positivas de
(Pa,b ,λ) quando g(t, u, a, b) é sublinear no infinito. Os lemas a seguir nos permitem en-
contrar estimativas do tipo expansão/compressão que serão essenciais na aplicação dos
corolários.

Lema 2.8 Considerando a hipótese (g1) temos que dado (a, b) ∈ [0, +∞)2\{(0, 0)}, existe
R1 > 0 suficientemente pequeno tal que para todo u ∈ ∂CR1,

‖Tu‖∞ > ‖u‖∞.

Prova. Pela hipótese (g1) temos que dado (a, b) ∈ [0, +∞)2\{(0, 0)}, existem constantes
0 < δ1 < ε1 < 1 tais que

lim
u→0

g(t, u, a, b)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ1, ε1]. Logo, para cada M > 0, existe R1 > 0 tal que, para todo
t ∈ [δ1, ε1],

g(t, u, a, b) ≥ Mu,

para cada u ∈ [0, R1].
Temos que,

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Logo,

‖ Tu ‖∞≥ λ

∫ 1

0

K(
1

2
, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ ≥ λ

∫ ε1

δ1

K(
1

2
, τ)Mu(τ)dτ.

Usando o Lema 2.2, obtemos que,

u(t) ≥ δ1(1− ε1)‖u‖∞.

Assim, se considerarmos, (α1, β1) ⊂ (δ1, ε1), temos que,

‖Tu‖∞ ≥ λ

∫ β1

α1

K(
1

2
, τ)Mδ1(1− ε1)‖u‖∞dτ = λMδ1(1− ε1)‖u‖∞

∫ β1

α1

K(
1

2
, τ)dτ.

Se tomarmos M > 0 suficientemente grande, de tal forma que,

λMδ1(1− ε1)

∫ β1

α1

K(
1

2
, τ)dτ > 1,

obtemos que,
‖Tu‖∞ > ‖u‖∞.

Lema 2.9 Consideremos a hipótese (g5). Dados (a, b) ∈ [0, +∞)2 e R1 >0 existe R2 >R1

tal que para todo u ∈ ∂CR2,
‖Tu‖∞ < ‖u‖∞.
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Prova. Pela hipótese (g5) temos que para todo (a, b) ∈ [0, +∞)2,

lim
u→+∞

g(t, u, a, b)

u
= 0,

uniformemente em t ∈ [0, 1]. Assim, dado ε > 0 existe R2 > R1 tal que para todo u ≥ R2,

g(t, u, a, b) ≤ εu.

Temos que,

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ ≤ λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, ‖u‖∞, a, b)dτ

≤ λ

∫ 1

0

K(t, τ)ε‖u‖∞dτ

= λε‖u‖∞
∫ 1

0

K(t, τ)dτ.

Se tomarmos ε > 0 suficientemente pequeno, de tal forma que,

λε

∫ 1

0

K(t, τ)dτ < 1,

então,
(Tu)(t) < ‖u‖∞,

para todo t ∈ [0, 1]. Logo,
‖Tu‖∞ < ‖u‖∞.

Com base nos Lemas 2.8 e 2.9 temos que existem 0 < R1 < R2 tais que,

‖Tu‖∞ > ‖u‖∞ se u ∈ ∂CR1 ,

e,
‖Tu‖∞ < ‖u‖∞ se u ∈ ∂CR2 .

Assim, como conseqüência do Teorema 1.1, obtemos que T tem um ponto fixo u ∈ C
com 0 < R1 < ‖u‖∞ < R2. Portanto o Problema (Pa,b ,λ ) tem pelo menos uma solução
positiva para todo a, b, λ > 0. Provamos, dessa forma, o item (i) do Teorema 2.2.

Devemos agora, provar (ii). Pela hipótese (g2) temos que,

lim
|(u,a,b)|→0

g(t, u, a, b)

|(u, a, b)| = 0.

uniformemente em t ∈ [0, 1]. Logo, existem constantes positivas suficientemente pequenas
ρ e R3 tais que, para todo 0 < |(a, b)| < ρ,

g(τ, u(τ), a, b) ≤ ρ(|(u, a, b)|) = ρ(|u|+ |a|+ |b|).
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Temos que,

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ.

Considerando ‖ u ‖∞= R3 e a + b < ρ ≤ 2R3, obtemos que,

(Tu)(t) ≤ λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, ‖u‖∞, a, b)dτ ≤ λ

∫ 1

0

K(t, τ)ρ(‖ u ‖∞ +a + b)dτ

< λ

∫ 1

0

K(t, τ)ρ3R3dτ.

Logo,

sup
t∈[0,1]

(Tu)(t) < sup
t∈[0,1]

λ

∫ 1

0

K(t, τ)ρ3R3dτ = 3λρ‖u‖∞ sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

K(t, τ)dτ.

Se considerarmos ρ suficientemente pequeno, de tal forma que,

3λρ sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

K(t, τ)dτ < 1,

então,
‖Tu‖∞ < ‖u‖∞,

para u ∈ ∂CR3 .
Considerando as hipóteses (g0) e (g6), e ainda, o Lema 2.2, temos que para todo

u ∈ ∂CR,

(Tu)(t) = λ

∫ 1

0

K(t, τ)g(τ, u(τ), a, b)dτ ≥ λ

∫ ε4

δ4

K(t, τ)g(τ, ‖u‖∞(1− ε4)δ4, a, b)dτ

≥
∫ ε4

δ4

K(t, τ)g(τ, R(1− ε4)δ4, 0, 0)dτ

≥ λKR.

Notemos que KR é uma constante positiva que depende somente de R. Assim, existe
λ1 > 0 suficientemente grande tal que para todo λ > λ1, obtemos que λKR > R. Logo,
se tomarmos ‖u‖∞ = R, então T (u)(t) > R = ‖u‖∞.
Donde segue que,

‖Tu‖∞ > ‖u‖∞,

para todo u ∈ ∂CR, e a, b ≥ 0.
Dessa forma, podemos escolher as constantes R1, R2 e R3 tais que

R1 < R3 < R < R2, donde, aplicando o Teorema 1.1, obtemos três pontos fixos de
T em C, satisfazendo,

R1 < ‖u1‖∞ < R3 < ‖u2‖∞ < R < ‖u3‖∞ < R2.

Provamos, dessa forma, o item (ii) do Teorema 2.2.
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2.5 Aplicações

Nesta seção faremos algumas aplicações dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Consideremos os seguintes exemplos em domı́nios anulares, com N ≥ 3.
Exemplo 1:

−∆u = αc1(|x|) + c2(|x|)(β + up) exp(ζuq) se r1 < |x| < r2,
u(x) = 0 se |x| = r1,
u(x) = 0 se |x| = r2,

(2.15)

onde c1, c2 são funções cont́ınuas não negativas, 0 < r1 < r2, α, β ≥ 0; p > 1; q ≥ 0,
x ∈ RN , N ≥ 3 e ζ > 0. Além disso, suponhamos que existe t0 ∈ (r1, r2) tal que c1(t0) e
c2(t0) são números reais positivos. Realizando uma mudança de variável t = a(r) com,

a(r) = − A

rN−2
+ B,

onde,

A =
(r1r2)

N−2

rN−2
2 − rN−2

1

and B =
r2

N−2

rN−2
2 − rN−2

1

,

obtemos o seguinte problema equivalente,

−u′′ = g(t, u(t), a, b) em (0, 1),
u(0) = u(1) = 0,

(2.16)

onde g(t, u, a, b) = apd1(t) + d2(t)(b
p + up) exp(ζuq), α = ap, β = bp e

di(t) = (1−N)2 A2/(N−2)

(B − t)2(N−1)/(N−2)
ci

(( A

B − t

)1/(N−2))
, para i = 1, 2.

Não é dif́ıcil verificar que (2.16) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1. Donde, podemos
concluir que existem α > 0 e a função Γ : [0, α] → [0, +∞) satisfazendo:

(i) Se β = 0 ou β = Γ(α), o Problema (2.16) tem pelo menos uma solução positiva;

(ii) se 0 < β < Γ(α), o Problema (2.16) tem pelo menos duas soluções positivas;

(iii) se β > Γ(α), o Problema (2.16) não tem solução positiva.

Para verificarmos que o problema (2.16) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1, devemos
verificar que g(t, u(t), a, b) satisfaz as hipóteses (g0) até (g4).

Mostremos que g(t, u(t), a, b) é não decrescente nas três últimas variáveis. Suponhamos
(t, u1, a1, b1) ≤ (t, u2, a2, b2), para que g(t, u1(t), a1, b1) ≤ g(t, u2(t), a2, b2) devemos ter
di(t) ≥ 0 para todo i = 1, 2. Com efeito, sabemos que,

di(t) = (1−N)2 A2/(N−2)

(B − t)2(N−1)/(N−2)
ci

(( A

B − t

)1/(N−2))
, para i = 1, 2.

Observemos que,

• Como N ≥ 3 então (1−N)2 > 0;
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• A2/(N−2)

(B−t)2(N−1)/(N−2) =
(

A1/(N−2)

(B−t)(N−1)/(N−2)

)2

> 0, já que A > 0;

• ci

((
A

B−t

)1/(N−2)) ≥ 0 para todo i = 1, 2.

Logo di(t) ≥ 0, para todo i = 1, 2, donde conclúımos que g é não decrescente nas três
últimas variáveis.

Suponhamos agora que a, b não se anulam simultaneamente. Mostremos que,

g(t, 0, a, b) = d1(t)a
p + d2(t)b

p > 0.

Para tanto, basta verificar que di(t) > 0 para todo i = 1, 2. Notemos que, di(t) > 0

desde que ci

((
A

B−t

)1/(N−2))
> 0 para todo i = 1, 2. Por hipótese, sabemos que existe

t0 ∈ (r1, r2) tal que ci(t0) > 0. Assim, se tomarmos t0 =
(

A
B−t

)1/(N−2)
, teremos que

ci

((
A

B−t

)1/(N−2))
> 0 para todo i = 1, 2. Resta-nos verificar que,

r1 < t0 =
( A

B − t

)1/(N−2)
< r2.

Mostremos que r1 < t0. Temos que,

t0 =
( A

B − t

)1/(N−2)
>

(
r
(N−2)
1 r

(N−2)
2

r
(N−2)
2

) 1
N−2

=
(
r
(N−2)
1

) 1
N−2

= r1.

Donde segue que, r1 < t0. De maneira análoga obtêm-se t0 < r2. Portanto, g(t, 0, a, b) > 0
se a + b > 0.

Para que g satisfaça a hipótese (g1) devemos ter que existem constantes
0 < δ1 < ε1 < 1 tais que para todo (a, b) ∈ [0, +∞)2\{(0, 0)}

lim
u→0

g(t, u, a, b)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ1, ε1]. Temos que,

g(t, u, a, b) = apd1(t) + d2(t)(b
p + up) exp(ζuq).

Logo,

lim
u→0

g(t, u, a, b)

u
= lim

u→0

apd1(t)

u
+ lim

u→0

bpeζuq
d2(t)

u
+ lim

u→0

d2(t)u
peζuq

u
= +∞.

Verifiquemos a hipótese (g2). Devemos ter,

lim
|(u,a,b)|→0

g(t, u, a, b)

|(u, a, b)| = lim
|(u,a,b)|→0

apd1(t)

|(u, a, b)|+ lim
|(u,a,b)|→0

bpeζuq
d2(t)

|(u, a, b)| + lim
|(u,a,b)|→0

d2(t)u
peζuq

|(u, a, b)| = 0,

uniformemente em t ∈ [0, 1]. Notemos que,

0 ≤ ap

u + a + b
≤ ap

a
= ap−1 → 0, quando a → 0, já que p > 1.
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Procedendo de maneira análoga com as demais parcelas, obtemos que,

lim
|(u,a,b)|→0

g(t, u, a, b)

|(u, a, b)| = 0.

Por (g3) devemos ter que existem constantes 0 < δ2 < ε2 < 1 tais que,

lim
u→+∞

g(t, u, 0, 0)

u
= +∞,

uniformemente em t ∈ [δ2, ε2]. Observemos que,

lim
u→+∞

g(t, u, 0, 0)

u
= lim

u→∞
d2(t)u

peζuq

u
= +∞,

já que d2(t)e
ζuq ≥ 0.

Resta-nos verificar a hipótese (g4), onde tem-se que existem 0 < δ3 < ε3 < 1 tais que,

lim
|(a,b)|→+∞

g(t, 0, a, b) = +∞,

uniformemente em t ∈ [δ3, ε3]. Temos que,

lim
|(a,b)|→+∞

g(t, 0, a, b) = lim
|(a,b)|→+∞

d1(t)a
p + d2(t)b

p = +∞ já que p > 1 e di(t) ≥ 0.

Assim, conclúımos que o Problema (2.16) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1.
Exemplo 2: Consideremos o problema

−∆u = λ c(|x|)f(u) se r1 < |x| < r2,
u(x) = a se |x| = r1,
u(x) = b se |x| = r2,

(2.17)

onde a, b são parâmetros não negativos, x ∈ RN , N ≥ 3, 0<r1 <r2, c : [0, +∞)→ [0, +∞)
é uma função cont́ınua e a não linearidade f é uma função cont́ınua não decrescente
satisfazendo

(i) limu→0
f(u)

u
= 0;

(ii) limu→+∞
f(u)

u
= +∞.

então as conclusões do Teorema 2.1 são válidas. Com efeito, de maneira similar ao exemplo
anterior, é posśıvel verificar que o Problema (2.17) é equivalente ao seguinte:

−u′′ = g(t, u, a, b) in (0, 1)
u(0) = u(1) = 0,

(2.18)

onde g(t, u, a, b) = d(t) f(u + (1− t)a + tb) verifica as hipóteses do Teorema 2.1 com

d(t) = (1−N)2 A2/(N−2)

(B − t)2(N−1)/(N−2)
c
(( A

B − t

)1/(N−2))
.
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Para verificar que g é não decrescente, basta observar que d(t) ≥ 0 e que f é não decres-
cente, de forma que se (t, u1, a1, b1) ≤ (t, u2, a2, b2) então g(t, u1, a1, b1) ≤ g(t, u2, a2, b2).
Por (i), temos que,

0 ≤ f(u + (1− t)a + tb)

u + a + b
≤ f(u + (1− t)a + tb)

u
→ 0 quando u → 0.

Logo,

lim
|(u,a,b)|→0

g(t, u, a, b)

|(u, a, b)| = lim
|(u,a,b)|→0

d(t) f(u + (1− t)a + tb)

|(u, a, b)| = 0.

Além disso, temos que g(t, u, 0, 0) = d(t)f(u), donde segue que,

lim
u→+∞

g(t, u, 0, 0)

u
= lim

u→+∞
d(t)f(u)

u
= +∞, por (ii)

Notemos ainda que,

lim
|(a,b)|→+∞

g(t, 0, a, b) = lim
|(a,b)|→+∞

d(t)f((1− t)a + tb) = +∞, já que f é não decrescente.

Observemos que o Teorema 2.2 pode ser aplicado ao Problema (2.17) assumindo a
hipótese (i) acima e além disso assumindo a seguinte hipótese de sublinearidade no infinito:

(iii) limu→+∞
f(u)

u
= 0 .

Devemos verificar que g satisfaz as hipóteses (g5) e (g6). Por (g5) devemos ter que
para todo (a, b) ∈ [0, +∞)2,

lim
u→+∞

g(t, u, a, b)

u
= 0,

uniformemente em t ∈ [0, 1]. Observemos que,

lim
u→+∞

g(t, u, a, b)

u
= lim

u→+∞
d(t)f(u + (1− t)a + tb)

u
= 0 por (iii).

Finalmente, notemos que o Teorema 2.1 pode ser aplicado para estabelecer a existência
e multiplicidade de soluções para os seguintes problemas abaixo.

Exemplo 3: Consideremos o problema

−∆u = λ (c1(|x|)up1 + 1)Φ(c2(|x|)up2) se r1 < |x| < r2,
u(x) = a se |x| = r1,
u(x) = b se |x| = r2,

(2.19)

onde x ∈ RN , N ≥ 3, p1 < 1 < p2, ci : [r1, r2] → [0, +∞) para i = 1, 2 são funções
cont́ınuas e não negativas. Além disso, suponhamos que Φ : [0, +∞) → [0, +∞) é uma
função cont́ınua não decrescente satisfazendo,

lim
u→0

Φ(u)

u
= ĉ1 ≥ 0 e lim

u→+∞
Φ(u) = ĉ2 > 0.
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Exemplo 4: Consideremos o problema

−∆u = λ c1(|x|)up3

1+c2(|x|)up4
se r1 < |x| < r2,

u(x) = a se |x| = r1,
u(x) = b se |x| = r2,

(2.20)

onde x ∈ RN , N ≥ 3, 1 < p3 < 1 + p4 e a função ci(|x|) está como no exemplo acima,
verificando em adição que a interceção dos suportes é não vazia.

Observação 2.2 Notemos que o Problema (2.17) pertence a uma estrutura de equações
eĺıpticas autônomas perturbadas por um peso c(|x|). Este tipo de problema tem sido con-
siderado por vários autores, quando o peso é não negativo e não trivial em qualquer
subintervalo compacto de (0, 1), dentre eles, podemos citar [21] e [36]. Aqui o peso pode
ser nulo em partes do domı́nio. Os Problemas (2.15), (2.19) e (2.20) correspondem a
equações eĺıpticas fortemente não autônomas. Uma outra novidade, é o resultado de mul-
tiplicidade de três soluções positivas para equações eĺıpticas semilineares em domı́nios
anulares limitados com condições de fronteira não homogêneas.

53



Caṕıtulo 3

Três Soluções Radiais Positivas para
Equações Eĺıpticas na Bola

3.1 Introdução

Assim como no caṕıtulo anterior, utilizaremos o Teorema 1.1 a fim de estudarmos a
existência e multiplicidade de soluções radiais positivas para uma classe de problemas
eĺıpticos de segunda ordem, da seguinte forma:

{ −∆u = λK(|x|)f(u), u > 0 em Ω,
u = a sobre ∂Ω,

(3.1)

onde Ω é a bola de raio R0 centrada na origem, λ, a são parâmetros positivos, x ∈ RN ,
N ≥ 3, f ∈ C([0, +∞), [0, +∞)) é uma função crescente e K ∈ C([0, R0], [0, +∞)) não é
identicamente nula em qualquer subintervalo de [0, R0].

Observemos que no Caṕıtulo 2 trabalhamos em domı́nio anular, e nesse caso, o domı́nio
considerado é a bola. Consideremos as seguintes hipóteses:
(f0) f(u) > 0, para todo u > 0;

(f1) limu→0
f(u)

u
= 0;

(f2) limu→+∞
f(u)

u
= 0;

(f3) existem uma função ϕ = ϕa ∈ C([0, +∞), [0, +∞)), verificando,

∫ +∞

1

ϕ(τ)τ−
N

N−2 dτ < +∞,

e constantes positivas ᾱ(a), τ̄(a) e M(a) tais que para todo τ > τ̄ temos,

f(ατ + a)

f(α + a)
≤ Mϕ(τ) para todo α ≥ ᾱ. (3.2)

A função f(u) = up1/(1 + uq1) com 1 < p1 e 0 < p1 − q1 < min{1, 2/(N − 2)} é um
exemplo de uma não linearidade que satisfaz (f0)− (f3).

Vejamos os principais resultados que tratam da existência de solução para o Problema
(3.1).

Teorema 3.1 Consideremos a função f(u) satisfazendo as hipóteses (f0) − (f3). Então
o Problema (3.1) tem pelo menos uma solução radial positiva para todo a, λ > 0.
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Teorema 3.2 Assumamos a função f(u) satisfazendo as hipóteses (f0) − (f3). Então,
existe δ̃ > 0 tal que para todo a ∈ (0, δ̃) existe um λ̃(a) > 0 tal que para todo λ > λ̃(a), o
Problema (3.1) tem pelo menos três soluções radiais positivas.

As hipóteses dos pricipais resultados são satisfeitas por funções não lineares da forma:
f(u) = (uq2 +1)ϕ(up2) com 1 < p2, 0 < q2 < min{1, 2/(N−2)} e ϕ ∈ C([0, +∞), [0, +∞))
é tal que, limu→0 ϕ(u)/u ≥ 0 e limu→+∞ ϕ(u) > 0.

3.2 Resultados Preliminares

Nesta seção estabeleceremos a existência de soluções radiais positivas para o Pro-
blema (3.1). Para tanto, obteremos soluções positivas u = u(r) para um problema de
equações ordinárias que obteremos da seguinte forma:

Afirmamos que u(x) = u(r) é solução do Problema (3.1) se, e somente se,

−u′′(r)− u′(r)(N − 1)/r = λK(r)f(u(r)), (cf. [20], cap. 2).

que é equivalente a,

−rN−1u′′(r)− rN−1u′(r)(N − 1)/r = rN−1λK(r)f(u(r)),

ou seja,
−(rN−1u′)′ = rN−1λK(r)f(u(r)).

Além disso, u(R0) = a.
Dessa forma, se fizermos ũ = u−a e ainda renomearmos ũ = u, obtemos que encontrar

soluções para o Problema (3.1) é equivalente a encontrarmos soluções para o seguinte
problema de equações ordinárias:

{ −(rN−1u′)′ = rN−1λK(r)f(u + a) em (0, R0)
u(R0) = u′(0) = 0.

(3.3)

Consideremos a : (0, R0] → [0, +∞) dada por a(r) = (r2−N − R2−N
0 )/(N − 2). Por

uma mudança de variável t = a(r), z(t) = u(r(t)) afirmamos que (3.3) pode ser reescrito
como: { −z′′(t) = λr2(N−1)(t)h(t)f(z(t) + a) em (0, +∞)

z(0) = z′(+∞) = 0,
(3.4)

onde h(t) = K(a−1(t)) é uma função cont́ınua que não é identicamente nula em qualquer
subintervalo de (0, +∞). De fato, temos que,

t = a(r) = (r2−N −R2−N
0 )/(N − 2).

Derivando ambos os lados em relação a t, obtemos que,

1 = (2−N)/(N − 2)r1−Nr′(t),

donde,
r′(t) = −rN−1. (3.5)
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Temos ainda que,
z(t) = u(r(t)).

Logo,
z′(t) = u′(r(t))r′(t).

Usando (3.5) obtemos que,
z′(t) = −rN−1u′(r(t)).

Dáı,

z′′(t) = −(N − 1)rN−2r′(t)u′(r(t))− rN−1u′′(r(t))r′(t)

= −(N − 1)rN−2(−rN−1)u′(r(t)) + r2(N−1)u′′(r(t))

= (N − 1)r−1r2(N−1)u′(r(t)) + r2(N−1)u′′(r(t))

= rN−1
(
rN−1u′

)′
.

Por (3.3) temos que, (
rN−1u′

)′
= −rN−1λK(r)f(u + a).

Logo,
−z′′(t) = r2(N−1)λK(r)f(u + a) = λr2(N−1)(t)h(t)f(z(t) + a).

Vejamos agora as condições de fronteira: se r = R0 então a(r) = 0, donde t = 0 e portanto
z(0) = u(R0) = 0. De maneira análoga, se t → +∞ então a(r) → +∞, donde r → 0,
assim, como z′(t) = u′(r(t))r′(t), então z′(+∞) = u′(0)r′(t) = 0. Portanto, obtemos (3.4).

Integrando a equação (3.4) duas vezes e usando as condições de fronteira, obtemos
uma equação integral da forma abaixo:

z(t) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds, (3.6)

onde G(τ) =
(
R2−N

0 + (N − 2)τ
)2(1−N)/(N−2)

. De fato, temos que,

−
∫ +∞

s

z′′(τ)dτ = λ

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ.

Logo,

−z′(+∞) + z′(s) = λ

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ.

Usando a condição de fronteira segue que,

z′(s) = λ

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ.

Integrando mais uma vez obtemos,

∫ t

0

z′(s) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds.

Donde,

z(t)− z(0) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds.
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Usando novamente a condição de fronteira obtemos,

z(t) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

r2(N−1)(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds. (3.7)

Temos que

a(r) =
r2−N −R2−N

0

(N − 2)
,

ou seja,
r2−N = a(r)(N − 2) + R2−N

0 ,

donde,
r2−N = τ(N − 2) + R2−N

0 ,

ou equivalentemente,

(r2−N)
2(1−N)
(N−2) =

[
τ(N − 2) + R2−N

0

] 2(1−N)
(N−2) ,

se, e somente se,

r2(N−1)(τ) =
[
R2−N

0 + (N − 2)τ
] 2(1−N)

(N−2) .

Definamos G(τ) :=
[
R2−N

0 + (N − 2)τ
] 2(1−N)

(N−2) = r2(N−1)(τ). Dessa forma, substituindo
G(τ) em (3.7) obtemos que,

z(t) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds.

Assim, podemos resolver o Problema (3.7) usando técnicas de ponto fixo. Com esse
objetivo, utilizaremos o Teorema 1.1.

Denotemos X o espaço das funções cont́ınuas e limitadas z : [0, +∞) → R munido
com a norma ‖z‖∞ = supt∈[0,+∞) |z(t)|.

Definamos,
C1 = {z ∈ X : z ≥ 0, z é côncava e z(0) = 0}.

É fácil ver que C1 define um cone em X. Notemos que os elementos de C1 são funções
crescentes.

Consideremos o operador F : C1 → X dado por,

F (z)(t) := λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds. (3.8)

O lema a seguir nos mostra, entre outras coisas, que F está bem definido.

Lema 3.1 O operador F dado em (3.8) está bem definido. Além disso, F (C1) ⊂ C1 e
F é um operador completamente cont́ınuo.

Prova. Mostremos que F está bem definido, para tanto devemos mostrar que,

F (z)(t) = λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds < +∞. (3.9)
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Temos que z é uma função limitada, logo existe C0 > 0 tal que ‖z‖∞ ≤ C0. Como f
é cont́ınua, podemos considerar maxs∈[0,‖z‖∞] f(s + a) = M(f, z), para z fixada. Assim,

F (z)(t) ≤ Mλ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)dτds.

Além disso, h(t) = K(a−1(τ)), onde K é uma função cont́ınua definida em [0, R0], sendo
portanto limitada, logo podemos substituir h(τ) por ‖h‖∞. Dáı,

F (z)(t) ≤ M‖h‖∞λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds.

Segue que, para mostrarmos (3.9) é suficiente mostrarmos que,

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds < +∞.

Notemos que, para todo s ≥ 0

∫ +∞

s

G(τ)dτ =
1

N
G(s)N/2(N−1).

Com efeito, ∫ +∞

s

G(τ)dτ =

∫ +∞

s

(
R2−N

0 + (N − 2)τ
) 2(1−N)

(N−2) dτ.

Seja η = R2−N
0 + (N − 2)τ , donde dη = (N − 2)dτ. Logo,

∫ +∞

s

(
R2−N

0 + (N − 2)τ
) 2(1−N)

(N−2) dτ =
1

N − 2

∫ +∞

R2−N
0 +(N−2)s

η
2(1−N)
(N−2) dη

=
1

N

(
R2−N

0 + (N − 2)s
)−N/(N−2)

=
1

N
G(s)N/2(N−1).

Dessa forma,

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds =

∫ +∞

0

1

N
G(s)N/2(N−1)ds

= lim
t→+∞

∫ t

0

1

N
G(s)N/2(N−1)ds

= lim
t→+∞

2(N − 1)

N(3N − 2)

[
G(t)

3N−2
2(N−1) −G(0)

3N−2
2(N−1)

]
.

Observemos que limt→+∞ G(t) = 0, donde segue que,

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds = − 2(N − 1)

N(3N − 2)

[(
R2−N

0

)2(1−N)/N−2
] 3N−2

2(N−1)
< +∞.

Portanto, o operador F está bem definido.
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Mostremos agora que F (C1) ⊂ C1. Seja z ∈ C1, devemos verificar que F (z) ∈ C1. É
fácil ver que F (z)(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, +∞) e F (z)(0) = 0. Resta-nos mostrar que
F (z)(t) é uma função crescente e côncava. Observemos que a função F (z)(t) é de classe
C2. Assim,

∂

∂t
F (z)(t) =

∂

∂t
λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

= λ

∫ +∞

t

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ ≥ 0.

Donde segue que F (z)(t) é crescente. Além disso,

∂2

∂t2
F (z)(t) =

∂

∂t
λ

∫ +∞

t

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ

= −λG(t)h(t)F (z(t) + a) ≤ 0.

Donde conclúımos que F (z)(t) é côncava. Logo, F (z) ∈ C1 e portanto F (C1) ⊂ C1.
Para provarmos que F é um operador completamente cont́ınuo utilizaremos o critério

de compacidade de Arzelá-Ascoli para convergência uniforme (Teorema 1.9). Assim, de-
vemos verificar que (F (zn)) é uma seqüência de funções equilimitadas e equicont́ınuas.
Sejam (zn) ∈ C1 tal que ‖zn‖∞ ≤ c0 e M1 = maxt∈[0,c0] f(t + a). Assim,

|F (zn)(t)| =

∣∣∣∣λ
∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(zn(τ) + a)dτds

∣∣∣∣

≤ λ‖h‖∞M1

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds

≤ λ‖h‖∞M1

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds < +∞,

para todo t ∈ [0, c0], logo, (F (zn)) é uma seqüência de funções equilimitadas. Para
mostrarmos a equicontinuidade de (F (zn)) basta observarmos que a derivada de (F (zn))
em relação a t é limitada para todo t ∈ [0, c0], donde conclúımos, pelo Teorema do Valor
Médio, que (F (zn)) é equicont́ınua. De fato,

∣∣∣∣
∂

∂t
F (zn)(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣λ
∫ +∞

t

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ

∣∣∣∣

≤ λM1‖h‖∞
∫ +∞

t

G(τ)dτ

≤ λM1‖h‖∞
∫ +∞

0

G(τ)dτ

= λM1‖h‖∞1/NG(0)N/2(N−1) < +∞,

para todo t ∈ [0, c0], donde (F (zn)) é uma seqüência de funções equicont́ınuas.
Portanto, podemos concluir pelo critério de compacidade de Arzelá-Ascoli para con-

vergência uniforme que a menos de subseqüência (F (zn)) é uniformemente convergente
sobre subconjuntos compactos de [0, +∞). Precisamos verificar a existência de uma sub-
seqüência de (F (zn)) uniformemente convergente sobre [0, +∞). Sabemos que,

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds < +∞.
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Logo, dado ε > 0 existe T = T (ε) tal que

∫ +∞

T

∫ +∞

s

G(τ)dτds < ε.

Dáı,
|F (zn)(t)− w(t)| < ε para todo n ≥ n0 e para todo t ∈ [0, T ].

Onde w(t) é o limite de F (zn)(t). Mostremos agora que isso ocorre para todo t ∈ (T, +∞).
Como X é um espaço de Banach é suficiente mostrarmos que (F (zn)) é uma seqüência de
Cauchy. Observemos que, para cada t ∈ (T, +∞) fixado,

|F (zn)(t)− F (zm)(t)| ≤ λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ) |f(zn(τ) + a)− f(zm(τ) + a)| dτds

≤ λ

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ) (|f(zn(τ) + a)|+ |f(zm(τ) + a)|) dτds

≤ λ‖h‖∞2M1

∫ t

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds

≤ λ‖h‖∞2M1

∫ +∞

0

∫ +∞

s

G(τ)dτds < +∞.

Logo, (F (zn)) é uma seqüência de Cauchy em X, donde existe uma subseqüência uni-
formemente convergente de (F (zn)) para todo t ∈ [0, +∞).

Para concluirmos de fato que F é um operador completamente cont́ınuo, resta-nos
verificar que F é cont́ınuo. Seja (zn) uma seqüência em C1 tal que ‖zn − z0‖∞ → 0
quando n →∞. Assim,

|F (zn)(t)− F (z0)(t)| ≤ λ‖h‖∞
∫ t

0

|ξn(s)− ξ0(s)|ds

≤ λ‖h‖∞
∫ +∞

0

|ξn(s)− ξ0(s)|ds,

onde,

ξn(s) =

∫ +∞

s

G(τ)f(zn(τ) + a)dτ e ξ0(s) =

∫ +∞

s

G(τ)f(z0(τ) + a)dτ.

Temos que,
|zn(τ)− z0(τ)| ≤ ‖zn − z0‖∞ → 0.

Logo,
ξn(s) → ξ0(s).

Além disso,

ξn(s) =

∫ +∞

s

G(τ)f(zn(τ) + a)dτ

≤ M1

∫ +∞

s

G(τ)dτ

= M1
1

N
G(s)N/2(N−1) para todo s ∈ [0, +∞).
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Donde segue que,

|F (zn)(t)| ≤ λ‖h‖∞
∫ t

0

M1
1

N
G(s)N/2(N−1)ds

≤ λ‖h‖∞
∫ +∞

0

M1
1

N
G(s)N/2(N−1)ds < +∞.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5), obtemos
que,

‖F (zn)− F (z0)‖∞ → 0.

Logo, F é cont́ınuo. E portanto, F é um operador completamente cont́ınuo.

Dado z ∈ C1\{0}, usando o fato que z é crescente temos que existe um único τ1 = τ1(z)
tal que,

2z(τ1) = ‖z‖∞.

Definamos,
τ ∗ := sup{τ1(F (z)) : z ∈ C1},

e o cone,
C := {z ∈ C1 : 2z(t) ≥ ‖z‖∞,∀ t ≥ τ ∗} .

O lema a seguir nos mostra que τ ∗ está bem definido.

Lema 3.2 τ ∗ é um número real positivo e C é um cone invariante por F .

Prova. Mostremos que τ ∗ é um número real positivo. Com efeito, suponhamos por
contradição que τ ∗ = +∞. como τ ∗ é o supremo então existe uma seqüência zn ⊂ C1\{0}
tal que τn = τ1(F (zn)) é um seqüência de números reais positivos convergindo para
τ ∗ = +∞, tal seqüência pode ser considerada estritamente crescente, já que o limite é
+∞. Por definição de τn obtemos que,

∫ τn

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds =

∫ +∞

τn

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds, (3.10)

onde Hn(τ) = G(τ)h(τ)f(zn(τ) + a). De fato, temos que τn = τ1(F (zn)) é tal que,

F (zn)(τn) =
‖Fzn‖∞

2
.

Além disso,

‖Fzn‖∞ = λ

∫ +∞

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds.

Logo,

2λ

∫ τn

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds = λ

∫ +∞

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds

= λ

∫ τn

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds + λ

∫ +∞

τn

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds.
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Donde segue que,
∫ τn

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds =

∫ +∞

τn

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds.

Integrando por partes cada membro da equação (3.10), obtemos que,

2τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ τn

0

sHn(s)ds =

∫ +∞

τn

sHn(s)ds. (3.11)

Com efeito, integremos primeiramente o lado esquerdo de (3.10). Denotemos

g(s) :=

∫ +∞

s

Hn(τ)dτ.

Donde,
g′(s)ds = −Hn(s)ds.

Assim,
∫ τn

0

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds =

∫ +∞

s

Hn(τ)dτ.s|τn
0 +

∫ τn

0

sHn(s)ds

= τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ τn

0

sHn(s)ds.

Procedendo de maneira análoga com o lado direito de (3.10) obtemos que,

∫ +∞

τn

∫ +∞

s

Hn(τ)dτds = −τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ +∞

τn

sHn(s)ds.

Basta observar que nesse caso, usamos o fato que,

lim
η→+∞

η

∫ +∞

η

Hn(τ)dτ = 0.

Assim, pelas considerações anteriores obtemos que,

τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ τn

0

sHn(s)ds = −τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ +∞

τn

sHn(s)ds.

Donde segue que,

2τn

∫ +∞

τn

Hn(τ)dτ +

∫ τn

0

sHn(s)ds =

∫ +∞

τn

sHn(s)ds.

Como zn é côncava, segue de (3.11) que,

∫ τn

0

τUn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τUn(τ)dτ, (3.12)

onde Un(τ) = G(τ)h(τ)f(αnτ + a) com αn = zn(τn)/τn. Com efeito, de (3.11) obtemos
que, ∫ τn

0

τHn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τHn(τ)dτ.
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Notemos que, ∫ τn

0

τUn(τ)dτ =

∫ τn

0

τG(τ)h(τ)f(αnτ + a).

Afirmamos que,
f(αnτ + a) ≤ f(zn(τ) + a). (3.13)

De fato, f(αnτ +a) = f ((zn(τn)/τn)τ + a) . Como f é crescente e a > 0, para mostrarmos
(3.13) basta verificarmos que

zn(τn)

τn

τ ≤ zn(τ) para todo 0 ≤ τ ≤ τn.

Ou seja,
zn(τ)

τ
≥ zn(τn)

τn

.

Temos que, 0 ≤ τ ≤ τn, como zn é côncava então,

zn(τ)− zn(0)

τ − 0
≥ zn(τn)− zn(0)

τn − 0
.

Donde segue que,
zn(τ)

τ
≥ zn(τn)

τn

.

Logo, ∫ τn

0

τG(τ)h(τ)f(αnτ + a)dτ ≤
∫ τn

0

τG(τ)h(τ)f(zn(τ) + a)dτ

Ou seja, ∫ τn

0

τUn(τ)dτ ≤
∫ τn

0

τHn(τ)dτ.

De maneira análoga, usando o fato que 0 ≤ τn ≤ τ , obtemos que,
∫ +∞

τn

τHn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τUn(τ)dτ.

Portanto,
∫ τn

0

τUn(τ)dτ ≤
∫ τn

0

τHn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τHn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τUn(τ)dτ.

Isto é, ∫ τn

0

τUn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τUn(τ)dτ.

Considerando a expressão (3.12), temos que,

∫ τn

1

τUn(τ)dτ ≤
∫ τn

0

τUn(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τUn(τ)dτ. (3.14)

Usando (3.14) e o fato que f(αnτ + a) ≥ f(αn + a) para todo τ ≥ 1, temos que,

∫ τn

1

τG(τ)h(τ)f(αn + a)dτ ≤
∫ +∞

τn

τG(τ)h(τ)f(αnτ + a)dτ.
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Donde segue que,

∫ τn

1

τh(τ)G(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τh(τ)G(τ)
f(αnτ + a)

f(αn + a)
dτ. (3.15)

Devemos considerar agora, dois casos:
Caso 1: Existe uma subseqüência (αnk

) de (αn) tal que (αnk
) < ᾱ para todo k. Pela

hipótese f3 temos que,

f(ᾱτ + a)

f(ᾱ + a)
≤ Mϕ(τ) para todo ᾱ ≥ (αnk

).

Usando (3.15) e a hipótese (f3) obtemos,

∫ τnk

1

τh(τ)G(τ)dτ ≤
∫ +∞

τnk

τh(τ)G(τ)
f(αnk

τ + a)

f(αnk
+ a)

dτ

≤ ‖h‖∞
∫ +∞

τnk

τG(τ)
f(ᾱτ + a)

f(αnk
+ a)

dτ

= ‖h‖∞
∫ +∞

τnk

τG(τ)
f(ᾱτ + a)

f(ᾱ + a)

f(ᾱ + a)

f(αnk
+ a)

dτ

≤ c1

∫ +∞

τnk

τG(τ)ϕ(τ)dτ.

Caso 2: Consideremos agora, αn ≥ ᾱ para todo n. Assim, pela hipótese (f3) obtemos
que,

f(αnτ + a)

f(αn + a)
≤ Mϕ(τ).

Logo, usando (3.15) e a hipótese (f3) temos que,

∫ τn

1

τh(τ)G(τ)dτ ≤
∫ +∞

τn

τh(τ)G(τ)
f(αnτ + a)

f(αn + a)
dτ

≤ c2

∫ +∞

τn

τG(τ)ϕ(τ)dτ.

Notemos que τG(τ) ≤ τ−N/N−2. Com efeito,

τG(τ) = τ
(
R2−N

0 + (N − 2)τ
)2(1−N)/N−2

≤ ττ 2(1−N)/N−2(N − 2)2(1−N)/N−2

≤ ττ 2(1−N)/N−2 = τ−N/N−2.

Assim, em ambos os casos,

∫ τn

1

τh(τ)G(τ)dτ ≤ c3

∫ +∞

τn

τ−N/N−2ϕ(τ)dτ,

onde, c3 = max{c1, c2}.
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Por (f3) temos que, ∫ +∞

1

ϕ(τ)τ−
N

N−2 dτ < +∞.

Logo,

c3

∫ +∞

τn

τ−N/N−2ϕ(τ)dτ → 0 quando n → +∞,

o que é imposśıvel, já que,
∫ +∞
1

τh(τ)G(τ)dτ > 0, pois τ ≥ 1, h(τ) ≥ 0 e não é iden-
ticamente zero em qualquer subintervalo de (0, +∞), e ainda, G(τ) > 0 quando τ ≥ 1.
Portanto, τ ∗ é um número real positivo.

Devemos mostrar agora, que C é um cone invariante por F . Mostremos primeiramente
que C é um cone. Sejam z1, z2 ∈ C e α, β ≥ 0. Temos que, αz1 + βz2 ∈ C1, já que C1 é
um cone em X. Além disso,

2(αz1 + βz2)(t) = 2αz1(t) + 2βz2(t)

≥ α‖z1‖∞ + β‖z2‖∞
= ‖αz1‖∞ + ‖βz2‖∞
≥ ‖αz1 + βz2‖∞.

Temos ainda que, se z1 ∈ C então z1 ∈ C1, que é um cone, logo, se z1 6= 0 temos que
−z1 6∈ C1, donde −z1 6∈ C. Logo, C define um cone. Finalmente, mostremos que C é um
cone invariante por F . Seja z ∈ C, devemos verificar que F (z) ∈ C. Como z ∈ C então
z ∈ C1, donde F (z) ∈ C1. Além disso, se F (z) ∈ C1\{0}, sabemos que existe um único
τ1 = τ1(F (z)) tal que 2F (z)(τ1) = ‖Fz‖∞. Como τ ∗ := sup{τ1(F (z)) : z ∈ C1} então
2F (z)(τ1) ≤ 2F (z)(τ ∗). Sabemos ainda que, para todo t ≥ τ ∗,

2F (z)(t) ≥ 2F (z)(τ ∗) ≥ 2F (z)(τ1) = ‖Fz‖∞.

Logo, se z ∈ C então F (z) ∈ C. Donde C é um cone invariante por F .

Os lemas que seguem são resultados de estimativas que nos permitem usar o Teorema
1.1.

Lema 3.3 Consideremos a hipótese (f2). Dados a > 0 e λ > 0, existe R1 = R1(a, λ)
suficientemente grande tal que,

‖Fz‖∞ < ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR1 .

Prova. Pela hipótese (f2) temos que,

lim
s→+∞

f(s)

s
= 0.

Logo, dado ε > 0 existe R1 > a tal que,

f(s) ≤ εs, para cada s ≥ R1.

Assim, para cada z ∈ ∂CR1 , temos que,

f(z(t) + a) ≤ f(‖z‖∞ + a) = f(R1 + a) < f(R1 + R1) = f(2R1) ≤ 2εR1.
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Dáı,

‖Fz‖∞ = sup
t≥0

∫ t

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

≤ sup
t≥0

∫ t

0

∫ +∞

s

λG(τ)‖h‖∞2εR1dτds

= 2ε‖z‖∞‖h‖∞
∫ +∞

0

∫ +∞

s

λG(τ)dτds < ‖z‖∞,

para ε = ε(λ) > 0 suficientemente pequeno. Donde,

‖Fz‖∞ < ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR1 .

Lema 3.4 Consideremos a hipótese (f0). Dados R1, a, λ > 0, existe R2 = R2(a, λ) com
0 < R2 < R1 suficientemente pequeno tal que,

‖Fz‖∞ > ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR2 .

Prova. Por (f0) temos que f(t) > 0 para todo t > 0. Assim, como a > 0 então f(a) > 0,
logo, dado M > 0 existe R2 ∈ (0, R1) suficientemente pequeno tal que,

f(s + a) ≥ f(a) ≥ Ms, para todo s ∈ [0, R2].

Donde, para cada z ∈ ∂CR2 ,

‖Fz‖∞ = sup
t≥0

∫ t

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

≥
∫ τ∗

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

≥
∫ τ∗

0

∫ +∞

τ∗
λG(τ)h(τ)Mz(τ)dτds

=

∫ +∞

τ∗
λG(τ)h(τ)Mz(τ)dτ

∫ τ∗

0

ds

≥
∫ +∞

τ∗
λG(τ)h(τ)M

‖z‖∞
2

dττ ∗

= ‖z‖∞ τ ∗M
2

∫ +∞

τ∗
λG(τ)h(τ)dτ.

Escolhamos M = M(λ) > 0 suficientemente grande de tal forma que,

τ ∗M
∫ +∞

τ∗
λG(τ)h(τ)dτ > 2.

Assim,
‖Fz‖∞ > ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR2 .
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Lema 3.5 Assumamos a hipótese (f0). Então dado R3 > 0 existe uma constante
λ̄ = λ̄(a) > 0 tal que para todo λ > λ̄ temos,

‖Fz‖∞ > ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR3 .

Prova. Para cada z ∈ ∂CR3 , temos que,

‖Fz‖∞ ≥ (Fz)(τ ∗) = λ

∫ τ∗

0

∫ +∞

s

G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

≥ λ

∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτ

∫ τ∗

0

ds

≥ λτ ∗
∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)f(z(τ ∗) + a)dτ

> λτ ∗f(z(τ ∗))
∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)dτ

= λτ ∗f(
R3

2
)

∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)dτ,

já que, z(τ ∗) =
‖z‖∞

2
=

R3

2
para z ∈ ∂CR3 . Assim, tomando λ̄ > 0 tal que,

λ̄τ ∗f(
R3

2
)

∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)dτ = R3.

Então, para todo λ > λ̄,

‖Fz‖∞ > λτ ∗f(
R3

2
)

∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)dτ

> λ̄τ ∗f(
R3

2
)

∫ +∞

τ∗
G(τ)h(τ)dτ = R3 = ‖z‖∞.

Donde,
‖Fz‖∞ > ‖z‖∞ para cada z ∈ ∂CR3 .

3.3 Prova dos Resultados Principais

Nesta seção provaremos os principais resultados deste caṕıtulo.

3.3.1 Prova do Teorema 3.1

Considerando os Lemas 3.3 e 3.4 e aplicando o Teorema 1.1, conclúımos que o operador
F tem um ponto fixo z ∈ C tal que,

R2 < ‖z‖∞ < R1.
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3.3.2 Prova do Teorema 3.2

Consideremos R3 e λ̄ como no Lema 3.5. Dado λ > λ̄ tome η = η(λ) > 0 tal que,

η

∫ +∞

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ) < 1/2. (3.16)

Pela hipótese (f1) temos que,

lim
u→0

f(u)

u
= 0.

Assim, escolhamos R̄ ∈ (0, R3) tal que,

f(t) ≤ ηt, para todo t ∈ (0, R̄). (3.17)

Tomemos R4 = R̄/2, assim, usando (3.17), para todo a ∈ (0, R̄/2) e z ∈ ∂CR4 , temos
que,

f(z(t) + a) ≤ f(R4 + a) = f(R̄/2 + a) ≤ η(R̄/2 + a) < η(R̄/2 + R̄/2) = ηR̄.

Portanto, usando (3.16) e as considerações acima, obtemos,

‖Fz‖∞ = sup
t≥0

∫ t

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ)f(z(τ) + a)dτds

≤ ηR̄

∫ +∞

0

∫ +∞

s

λG(τ)h(τ)dτds

< R̄/2 = R4 = ‖z‖∞.

Donde,
‖Fz‖∞ < ‖z‖∞ para todo z ∈ ∂CR4 .

Logo, usando uma combinação dos Lemas 3.3 e 3.4 e escolhendo R1, R2 tais que,
0 < R2 < R4 < R3 < R1 obtemos pelo Teorema 1.1 que existem três pontos fixos
z1, z2 e z3 do operador F em C tais que,

R2 < ‖z1‖∞ < R4 < ‖z2‖∞ < R3 < ‖z3‖∞ < R1.
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Caṕıtulo 4

Soluções Positivas para Equações
Eĺıpticas em Domı́nio Exterior

4.1 Introdução

Nos Caṕıtulos 2 e 3 utilizamos técnicas de ponto fixo a fim de mostrar a existência
de soluções positivas para problemas eĺıpticos em domı́nios anulares e bolas, respectiva-
mente. Neste caṕıtulo utilizaremos novamente os resultados de ponto fixo para estudar-
mos a existência de pelo menos uma solução radial positiva para um problema eĺıptico
sublinear com valor de fronteira, nesse caso, trabalharemos em domı́nio exterior, onde
consideraremos, sem perda de generalidade, o exterior da bola unitária. Usaremos ainda,
o método de sub e super solução para mostrar a existência de pelo menos uma solução
não radial positiva para o problema não radial correspondente. Diante disso, o caṕıtulo
será dividido essencialmente em duas partes, uma trata do caso radial e a outra do caso
não radial.

4.2 Caso Radial

Consideremos o seguinte problema



−∆u = f(‖x‖, u) para ‖x‖ > 1,

u = 0 para ‖x‖ = 1,
u → 0 quando ‖x‖ → ∞,

(4.1)

onde x ∈ RN , N ≥ 3.
Seja z : [1,∞) → R, se considerarmos a solução radial u(x) = z(‖x‖) podemos

substituir v(t) = z((1 − t)1/(2−N)), reduzindo dessa forma o Problema Eĺıptico (4.1) à
seguinte equação diferencial ordinária:

{
v′′(t) + g(t, v(t)) = 0 para t ∈ (0, 1)

v(0) = v(1) = 0.
(4.2)

onde g(t, v(t)) = 1
(N−2)2

(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), v(t)).

Para reduzirmos o Problema (4.1) à equação (4.2), é suficiente prosseguirmos de
maneira análoga ao Caṕıtulo 3, quando reduzimos o Problema (3.1) ao Problema de
Equação Ordinária (3.3), neste caso, basta observarmos que ‖x‖ = r = (1− t)1/(2−N).
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Novamente, usaremos os resultados de ponto fixo em cones para obtermos a existência
de pelo menos uma solução positiva para o Problema (4.2) e portanto uma solução radial
positiva para o Problema (4.1).

Primeiramente estabeleceremos um resultado de existência de solução positiva para o
seguinte problema {

v′′(t) + g(t, v(t)) = 0 para t ∈ (0, 1),
v(0) = v(1) = 0,

(4.3)

onde g : (0, 1)× [0,∞) → [0,∞).
Seja E = C([0, 1]) o espaço das funções cont́ınuas munido com a norma

‖v‖∞ = supt∈[0,1] |v(t)|. Definamos:

H =

{
h ∈ C((0, 1)) : h > 0,

∫ 1

0

t(1− t)h(t)dt < ∞
}

,

Observemos que H contém funções singulares nos extremos do intervalo (0, 1), por exem-

plo as funções h1(t) =
1

t
e h2(t) =

1

t(1− t)
.

O próximo teorema trata de um resultado de existência de solução positiva para o
Problema (4.3).

Teorema 4.1 Consideremos g : (0, 1)× [0,∞) → R uma função cont́ınua e suponhamos
que:
(A1) Para todo M > 0 existe uma função hM ∈ H tal que para todo 0 ≤ v ≤ M e t ∈ (0, 1)
temos,

0 ≤ g(t, v) ≤ hM(t) e lim sup
M→∞

∫ 1

0
s(1− s)hM(s)ds

M
< 1;

(A2) existe um conjunto A ⊂ (0, 1) de medida positiva tal que,

lim inf
v→0+

g(t, v)

v
= ∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.

Então o Problema (4.3) tem pelo menos uma solução positiva.

Prova. Seja K : [0, 1]× [0, 1] → R a função de Green correspondente ao problema linear
homogêneo dada por:

K(t, s) =

{
s(1− t) se 0 ≤ s ≤ t
t(1− s) se t ≤ s ≤ 1.

(4.4)

Notemos que se 0 ≤ s ≤ t então,

K(t, s) = s(1− t) ≤ s(1− s).

Por outro lado, se t ≤ s ≤ 1 então,

K(t, s) = t(1− s) ≤ s(1− s).

Diante das considerações acima conclúımos que K(t, s) satisfaz a seguinte estimativa:

|K(t, s)| ≤ s(1− s), para todo t, s ∈ [0, 1]. (4.5)
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Consideremos B ⊂ A ∩ (δ, 1 − δ) para algum δ > 0 um conjunto de medida positiva,
onde A é o conjunto dado pela hipótese (A2), assim podemos definir um cone C em E
por:

C =

{
v ∈ E : v(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1], inf

t∈B
v(t) ≥ min{a, 1− b}‖v‖∞

}
, (4.6)

onde a = inf B e b = sup B. Observemos que B é limitado e portanto a e b estão bem
definidos. Além disso, é fácil verificar que C define um cone.

Seja S : C → E o operador definido por:

Sv(t) :=

∫ 1

0

K(t, s)g(s, v(s))ds. (4.7)

Pelo Lema 2.1 obtemos que v é solução do Problema (4.3) se, e somente se, v = Sv em
(4.7), ou seja, se v é ponto fixo do operador S. Com isso, a fim de encontrarmos soluções
para o Problema (4.3) utilizaremos os resultados de ponto fixo dados pelo Teorema 1.1.

Mostremos que S está bem definido. Seja ‖v‖∞ = M , donde 0 ≤ v(t) ≤ M , assim
usando a hipótese (A1) e a estimativa dada em (4.5), obtemos que,

|Sv(t)| ≤
∫ 1

0

|K(t, s)||g(s, v(s))|ds ≤
∫ 1

0

s(1− s)hM(s)ds < ∞.

Logo, S está bem definido.
Verifiquemos que S(C) ⊂ C. Por (A1) se v(t) ≥ 0 então g(t, v(t)) ≥ 0, além disso,

K(t, s) ≥ 0, logo Sv(t) ≥ 0. Mostremos agora que,

inf
t∈B

Sv(t) ≥ min{a, 1− b}‖Sv‖∞.

Usando as definições de a e b, temos que,

inf
t∈B

Sv(t) = inf
t∈B

(∫ t

0

(1− t)sg(s, v(s))ds +

∫ 1

t

t(1− s)g(s, v(s))ds

)

≥ inf
t∈B

(∫ t

0

(1− b)sg(s, v(s))ds +

∫ 1

t

a(1− s)g(s, v(s))ds

)

≥ min{1− b, a} inf
t∈B

(∫ t

0

sg(s, v(s))ds +

∫ 1

t

(1− s)g(s, v(s))ds

)
.

Usando agora o fato que 1 ≥ s implica 1 ≥ 1− s ≥ 0, obtemos que,

inf
t∈B

Sv(t) ≥ min{1− b, a} inf
t∈B

(∫ t

0

sg(s, v(s))ds +

∫ 1

t

(1− s)g(s, v(s))ds

)

≥ min{1− b, a} inf
t∈B

(∫ t

0

s(1− s)g(s, v(s))ds +

∫ 1

t

s(1− s)g(s, v(s))ds

)

= min{1− b, a}
∫ 1

0

s(1− s)g(s, v(s))ds

= min{1− b, a} sup
t∈[0,1]

(∫ t

0

s(1− s)g(s, v(s))ds +

∫ 1

t

s(1− s)g(s, v(s))ds

)
.
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Finalmente, na primeira integral temos s ≤ t donde (1− s) ≥ (1− t). Por outro lado,
na segunda integral s ≥ t. Logo,

inf
t∈B

Sv(t) ≥ min{1− b, a} sup
t∈[0,1]

(∫ t

0

s(1− s)g(s, v(s))ds +

∫ 1

t

s(1− s)g(s, v(s))ds

)

≥ min{1− b, a} sup
t∈[0,1]

(∫ t

0

s(1− t)g(s, v(s))ds +

∫ 1

t

t(1− s)g(s, v(s))ds

)

= min{1− b, a} sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

K(t, s)g(s, v(s))ds

= min{1− b, a}‖Sv‖∞.

Usando a hipótese (A1), (4.5) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
mostremos que Sv é uma aplicação cont́ınua. Seja (tn) uma seqüência em [0, 1] tal que
tn → t0, vejamos que,

lim
n→∞

(Sv)(tn) = (Sv)(t0).

Temos que,

|K(tn, s)||g(s, v(s))| ≤ s(1− s)hM(s).

Lembremos que s(1− s)hM(s) é integrável. Além disso, para s fixado, usando o fato que
G(t, s) é uniformemente cont́ınua, obtemos que,

K(tn, s)g(s, v(s)) → K(t0, s)g(s, v(s)), para todo s ∈ (0, 1).

Segue, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que,

lim
n→∞

(Sv)(tn) = (Sv)(t0).

Donde Sv é uma aplicação cont́ınua.
Para usarmos o Teorema 1.1 devemos mostrar que S é um operador compacto. Diante

disso, mostremos primeiramente que S é cont́ınuo. Seja (vn) uma seqüência de funções
em E tal que vn → v0 em E. Verifiquemos que Svn → Sv0 em E. Com efeito, de maneira
análoga ao que fizemos anteriormente usaremos o Teorema da Convergêcia Dominada de
Lebesgue. Sabemos que,

|K(t, s)g(s, vn(s))| ≤ s(1− s)hM(s),

onde
∫ 1

0
s(1− s)hM(s)ds < ∞. Além disso, como g é cont́ınua,

s(1− s)g(s, vn(s)) → s(1− s)g(s, v0(s)) para todo, s ∈ (0, 1).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫ 1

0

s(1− s)g(s, vn(s))ds =

∫ 1

0

s(1− s)g(s, v0(s))ds. (4.8)
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Usando (4.8) obtemos que,

|Svn(t)− Sv0(t)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

K(t, s) [g(s, vn(s))− g(s, v0(s))] ds

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

s(1− s) [g(s, vn(s))− g(s, v0(s))] ds

< ε, para n ≥ n0.

Donde segue que Svn → Sv0 em E.
Denotemos por B[0,M ] a bola fechada de centro zero e raio M em E. Mostremos

que as funções do conjunto S (B[0,M ]) = {Sv : v ∈ C e ‖v‖∞ ≤ M} são equicont́ınuas e
equilimitadas. Observemos que K(t, s) é lipschitziana. Com efeito, sejam t, t′ ∈ (0, 1) tais
que |t′ − t| < δ. Suponhamos sem perda de generalidade que t ≤ t′. Temos que,

Se 0 ≤ s ≤ t ≤ t′ ≤ 1 então,

|K(t′, s)−K(t, s)| = |s(1− t′)− s(1− t)|
= s|t′ − t| ≤ |t′ − t|.

Se 0 ≤ t ≤ t′ ≤ s ≤ 1 então,

|K(t′, s)−K(t, s)| = |t′(1− s)− t(1− s)|
= |(1− s)(t′ − t)|
= (1− s)|t′ − t| ≤ |t′ − t|.

Se 0 ≤ t ≤ s ≤ t′ ≤ 1 então,

|K(t′, s)−K(t, s)| = |s(1− t′)− t(1− s)|
= |s− t + s(t− t′)|
≤ |s− t|+ s|t′ − t|
≤ |s− t|+ |t′ − t| ≤ 2|t′ − t|.

Assim, em qualquer dos casos,

|K(t′, s)−K(t, s)| ≤ 2|t′ − t| < 2δ < ε,

para δ = ε/2 e t, t′ ∈ (0, 1). Donde K(t, s) é lipschitziana. Notemos que a função g
apresenta singularidades nos extremos do intervalo [0, 1], mas para t, t′ ∈ (δ, 1−δ) ⊂ (0, 1)
g é cont́ınua. Diante disso, analisemos os casos quando t, t′ estão próximos do zero ou
do um, onde há singularidade da função g. Seja (tm) uma seqüência em (0, 1) tal que
tm → 0. Temos que,

Sv(tm) =

∫ 1

0

K(tm, s)g(s, v(s))ds.

Notemos que, |K(tm, s)g(s, v(s))| ≤ s(1− s)hM(s) que é integrável. Além disso,

lim
m→∞

K(tm, s)g(s, v(s)) = 0, para todo s ∈ [0, 1], já que tm → 0 e K é cont́ınua.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Sv(tm) → 0 quando tm → 0.
Portanto, para t, t′ próximos do zero e de maneira análoga para t, t′ próximos do um, temos
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que, |Sv(t′)− Sv(t)| < ε se |t′ − t| < δ. Assim, para quaisquer t, t′ ∈ [0, 1], t ≤ t′ tal que
|t′ − t| < δ, temos que,

|Sv(t′)− Sv(t)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

[K(t′, s)−K(t, s)]g(s, v(s))ds

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds

=

∫ δ

0

|k(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds +

∫ 1−δ

δ

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds

+

∫ 1

1−δ

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds

≤
∫ δ

0

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds + 2|t′ − t|
∫ 1−δ

δ

g(s, v(s))ds

+

∫ 1

1−δ

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds

≤
∫ δ

0

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds + Mδ

+

∫ 1

1−δ

|K(t′, s)−K(t, s)|g(s, v(s))ds → 0.

Donde conclúımos que as funções do conjunto S(B[0,M ]), são equicont́ınuas.
Devemos mostrar agora que Sv são equilimitadas. Temos que,

|Sv(t)| ≤
∫ 1

0

|K(t, s)||g(s, v(s))|ds

≤
∫ 1

0

s(1− s)hM(s)ds < ∞.

Donde, |Sv(t)| ≤ n0 para todo t ∈ (0, 1), ou seja, ‖Sv‖∞ ≤ n0 para toda função
v ∈ B[0,M ]. Logo, Sv são equilimitadas.

Portanto, as funções do conjunto S (B[0,M ]) = {Sv : v ∈ C e ‖v‖∞ ≤ M} satisfazem
as hipóteses do Teorema de Arzelá-Ascoli, donde conclúımos que esse conjunto é necessa-
riamente compacto em E e como M > 0 é arbitrário obtemos a compacidade do operador
S : C → E.

Pela hipótese (A1) temos que,

lim sup
M→∞

∫ 1

0
t(1− t)hM(t)dt

M
< 1.

Logo, podemos escolher M > 0 suficientemente grande de forma que,

∫ 1

0

t(1− t)hM(t)dt ≤ M.

Além disso, para todo 0 ≤ v ≤ M e t ∈ (0, 1),

0 ≤ g(t, v) ≤ hM(t).
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Então, para todo v ∈ C tal que ‖v‖∞ = M , por (4.5) obtemos que,

|Sv(t)| ≤
∫ 1

0

|K(t, s)||g(s, v(s))|ds

≤
∫ 1

0

s(1− s)hM(s)ds

≤ M = ‖v‖∞, para todo t ∈ [0, 1].

Consideremos Ω2 := {v ∈ E : ‖v‖∞ < M}. Assim,

‖Sv‖∞ ≤ ‖v‖∞, para todo v ∈ ∂Ω2 ∩ C = {v ∈ C : ‖v‖∞ = M}. (4.9)

Finalmente escolhamos µ > 0 tal que,

µ min{a, 1− b}
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
ds ≥ 1, (4.10)

onde B é dado como na definição do cone C.
Por (A2), existe A ⊂ (0, 1) de medida positiva tal que,

lim inf
v→0+

g(t, v)

v
= ∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.

Dáı, dado µ > 0 existe R < M tal que para todo 0 ≤ v ≤ R,

inf
t∈B

g(t, v) ≥ µv.

Seja Ω1 := {v ∈ E : ‖v‖∞ < R}. Se v ∈ C ∩ ∂Ω1 = {v ∈ C : ‖v‖∞ = R} então
0 ≤ v ≤ R para todo t ∈ (0, 1) e portanto,

g(t, v(t)) ≥ inf
t∈B

g(t, v(t)) ≥ µv(t), para todo t ∈ B. (4.11)

Então, usando (4.10), (4.11) e o fato que v ∈ C temos que,

Sv

(
a + b

2

)
=

∫ 1

0

K

(
a + b

2
, s

)
g(s, v(s))ds

≥
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
g(s, v(s))ds

≥
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
µv(s)ds

≥ ‖v‖∞µ min{a, 1− b}
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
ds

≥ ‖v‖∞.

Portanto,
‖Sv‖∞ ≥ ‖v‖∞, para todo v ∈ C ∩ ∂Ω1. (4.12)

Usando as estimativas (4.9) e (4.12), podemos aplicar o Teorema 1.1 para S, obtendo
assim um ponto fixo v0 ∈ C ∩ (Ω2\Ω1).

75



Afirmamos que v0 é positiva em (0, 1). Com efeito, como v0 ∈ C então v0(t) ≥ 0
para todo t ∈ (0, 1), além disso, v0 ∈ C ∩ (Ω2\Ω1) implica que ‖v0‖ ≥ R > 0, logo
v0(t0) > 0 em algum ponto t0. Suponhamos por absurdo que existe t′ ∈ (0, 1) tal que
v0(t

′) = 0. Observemos que v′′0(t) = −g(t, v0(t)) ≤ 0 donde v0 é côncava. Logo, usando a
definição de função côncava, para λ ∈ (0, t1), onde t1 > t′, temos que, v0((1−λ)0+λt1) ≥
(1 − λ)v0(0) + λv0(t1), ou seja, v0(λt1) ≥ λv0(t1) ≥ 0, podemos escolher λ = t′/t1 > 0
donde 0 = v0(t

′) ≥ t′/t1v0(t1) ≥ 0, isto é, v0(t1) = 0 para todo t1 > t′. De maneira
análoga, obtemos que v0(t) = 0 para todo 0 < t < t′. Logo, se existe t′ tal que v0(t

′) = 0
então v0 ≡ 0 o que é um absurdo, conclúımos portanto que v0 é estritamente positiva em
(0, 1). Completando, dessa forma, a prova do Teorema 4.1.

Observação 4.1 Pela prova do Teorema 4.1, notemos que a hipótese (A2) pode ser subs-
titúıda por:
(A′

2) Existem um conjunto B ⊂ (0, 1) de medida positiva e ε > 0 tais que, se 0 < v < ε
então,

g(t, v) ≥ µBv, para todo t ∈ B,

onde,

µB := inf
C⊂B

(
min{inf C, 1− sup C} sup

t∈(0,1)

∫

C

K(t, s)ds

)−1

.

Com efeito, lembremos que, (A2) foi usada para encontrarmos uma estimativa do tipo
expansão/compressão, agora devemos usar (A′

2) para obtermos a mesma estimativa. Seja
Ω1 := {v ∈ E : ‖v‖ < ε}, se v ∈ C ∩ ∂Ω1 = {v ∈ C : ‖v‖ = ε} então 0 ≤ v ≤ ε para todo
t ∈ (0, 1), e portanto,

g(t, v) ≥ µBv para todo t ∈ B.

Assim, de maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Teorema 4.1, obtemos
que,

Sv

(
a + b

2

)
=

∫ 1

0

K

(
a + b

2
, s

)
g(s, v(s))ds

≥
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
g(s, v(s))ds

≥
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
µBv(s)ds

≥ ‖v‖∞µB min{a, 1− b}
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
ds

= ‖v‖∞ inf
C⊂B

(
min{inf C, 1− sup C} sup

t∈(0,1)

∫

C

K(t, s)ds

)−1

×min{a, 1− b}
∫

B

K

(
a + b

2
, s

)
ds

≥ ‖v‖∞.

Logo,
‖Sv‖∞ ≥ ‖v‖∞, para todo v ∈ C ∩ ∂Ω1.
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E portanto, a hipótese (A2) pode ser substitúıda pela hipótese (A′
2).

Se considerarmos por exemplo, B = (0, 1) e C = (1/(2
√

3), 1− 1/(2
√

3)) obtemos que
µB = 24

√
3. Com efeito, observemos que

q(t) :=

∫

C

K(t, s)ds = (−12t2 + 12t− 1)/24,

donde,
lim
t→0

q(t) = lim
t→1

q(t) = −1/24.

Notemos agora que, q(t) é uma função côncava, que tem como único ponto cŕıtico t = 1/2,
além disso, q(1/2) = 1/12, donde conclúımos que supt∈(0,1) q(t) = 1/12 e portanto,

µB := inf
C⊂B

[
1

2
√

3
· 1

12

]−1

= 24
√

3.

Definamos,

K := {p ∈ C((1,∞)) :

∫ ∞

1

s(1− s2−n)p(s)ds < ∞}.

Como conseqüência imediata do Teorema 4.1 segue o principal resultado para o caso
radial, o qual nos garante a existência de pelo menos uma solução radial positiva para o
Problema (4.1):

Teorema 4.2 Seja f : (1,∞)× [0,∞) → [0,∞) uma função cont́ınua satisfazendo:
(B1) Para todo M > 0 existe uma função pM ∈ K tal que para todo 0 ≤ u ≤ M e s > 1
temos,

0 ≤ f(s, u) ≤ pM(s) e lim sup
M→∞

∫∞
1

s(1− s2−n)pM(s)ds

M
< 1;

(B2) existe um conjunto B de medida de Lebesgue positiva tal que,

lim
u→0+

f(s, u)

u
= ∞, uniformemente para quase todo s ∈ B.

Então o problema (4.1) tem pelo menos uma solução positiva.

Prova. Temos que,

g(t, v(t)) =
1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), v(t)).

A partir das hipóteses da função f devemos verificar que g satisfaz as hipóteses do Teo-
rema 4.1, donde conclúımos que o Problema (4.2) tem pelo menos uma solução positiva,
que é portanto uma solução radial positiva para o Problema (4.1).

Consideremos s = η(t) = (1 − t)1/(2−N), notemos que η define uma bijeção de (0, 1)
em (1,∞). Temos que t = 1− s2−N donde dt = (N −2)s1−Nds. Logo, por (B1) para todo
t ∈ (0, 1) e para todo 0 ≤ u ≤ M obtemos que,

0 ≤ f((1− t)1/(2−N), v(t)) ≤ pM

(
(1− t)1/(2−N)

)
,
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donde

0 ≤ 1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), v(t)) ≤ hM(t),

onde hM(t) = 1
(N−2)2

(1−t)(2N−2)/(2−N)pM

(
(1− t)1/(2−N)

)
. Mostremos agora que hM ∈ H,

ou seja,
∫ 1

0
t(1 − t)hM(t)dt < ∞. Como pM ∈ C((1,∞)) então hM ∈ C((0, 1)). Além

disso,

∫ 1

0

t(1− t)h(t)dt =

∫ ∞

1

(
1− s2−N

)
s2−N 1

(N − 2)2
s2N−2pM(s)(N − 2)s1−Nds

=
1

(N − 2)

∫ ∞

1

s(1− s2−N)pM(s)ds < ∞.

Logo, hM ∈ H e 0 ≤ g(t, u) ≤ hM(t) para todo t ∈ (0, 1) e para todo 0 ≤ u ≤ M . Além
disso,

lim sup
M→∞

∫ 1

0
s(1− s)hM(s)ds

M
=

1

(N − 2)
lim sup
M→∞

∫∞
1

s(1− s2−N)pM(s)ds

M

< 1
1

(N − 2)
≤ 1.

Verificamos, dessa forma, a hipótese (A1). Para mostrarmos (A2) devemos verificar que
existe A ⊂ (0, 1) de medida positiva tal que,

lim inf
u→0+

g(t, u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.

Por (B2) temos que existe B com medida positiva tal que,

lim
u→0+

f(s, u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo s ∈ B.

Pela bijeção entre (0, 1) e (1,∞) obtemos, A ⊂ (0, 1) de medida potisiva tal que para
cada t ∈ A existe s ∈ B e,

lim
u→0+

f((1− t)1/(2−N), u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.

Como 1
(N−2)2

e (1− t)(2N−2)/(2−N) são positivos então,

lim
u→0+

1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), u)

u
= +∞,

uniformemente para quase todo t ∈ A, ou seja,

lim
u→0+

g(t, u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.

Donde conclúımos que,

lim inf
u→0+

g(t, u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo t ∈ A.
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Assim, verificamos que g satisfaz as hipóteses do Teorema 4.1, donde conclúımos que o
Problema (4.2) tem pelo menos uma solução positiva, a qual é solução radial positiva do
Problema (4.1). Isto finaliza a prova do Teorema 4.2.

Um modelo de uma não linearidade f satisfazendo as hipóteses do Teorema 4.2, é dado
por,

f(‖x‖, u) =
uα(‖x‖)

‖x‖β
, para ‖x‖ ≥ 1,

onde, β > 2 e α : [1,∞) → R satisfaz sups∈[1,∞) α(s) < 1.

Observação 4.2 Notemos que, (B2) pode ser substitúıda pela seguinte hipótese:
(B′

2) Existem um conjunto B ⊂ (1,∞) de medida positiva e uma constante LB suficien-
temente grande tal que,

LB

∫

A

G(
a + b

2
, t)

1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N) min{a, 1− b} ≥ 1,

e
f(s, u) ≥ LBu para s ∈ B e u ≥ R. (4.13)

Com efeito, de acordo com a equação (4.13), existe A ⊂ (0, 1) de medida positiva tal que,

f((1− t)1/(2−N), u) ≥ LBu para t ∈ A e u ≥ R,

donde,

1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)f((1− t)1/(2−N), u(t)) ≥ 1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)LBu,

ou seja,

g(t, u) ≥ 1

(N − 2)2
(1− t)(2N−2)/(2−N)LBu, (4.14)

para t ∈ A e u ≥ R.
Sabemos que (B2) foi usada para verificarmos a hipótese (A2) do Teorema 4.1, agora

se trocarmos (A2) pela equação (4.14) na demonstração desse teorema, obtemos a mesma
estimativa do tipo expansão/compressão para LB suficientemente grande, e portanto (B2)
pode ser substitúıda por (B′

2).

Observação 4.3 Por (B1) temos que, 0≤f(s, u)≤pM(s), para todo 0 ≤ u ≤ M e s > 1,
logo ocorre um decaimento da não-linearidade f quando s →∞.

Com efeito, se considerarmos pM(s) = sα, com α < −2 temos que, pM(s) ∈ K e
0 ≤ f(s, u) ≤ pM(s) = sα → 0 quando s → ∞. Assim, por (B1) temos que f não
depende somente de u, mas também de s.

Corolário 4.1 Consideremos f(s, u) = p(s)h(u), onde p : (1,∞) → (0,∞) e
h : [0,∞) → [0,∞) são funções cont́ınuas, temos que as hipóteses do Teorema 4.2
reduzem-se a:
(C1) p0 :=

∫∞
1

s(1− s2−n)p(s)ds < ∞;

(C2) lim supu→∞
h(u)

u
< 1

p0
;

(C3) lim infu→0+
h(u)

u
= ∞.
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Prova. Devemos mostrar que a partir das hipóteses (C1), (C2) e (C3) podemos obter
(B1) e (B2). Pela hipótese (C2) temos que, dado ε > 0, existe R > 0 talque

h(u) <
u

p0 + ε
, para todo u ≥ R.

Temos ainda que, h é uma função cont́ınua e portanto, existe,

M0 := max
1≤u≤R

h(u).

Logo, podemos considerar,

pM(s) := p(s)

{
M0 se 1 ≤ u ≤ R
u

p0+ε
se R ≤ u ≤ M.

Donde,

∫ ∞

1

s(1− s2−n)pM(s)ds ≤ max

{
M0,

M

p0 + ε

} ∫ ∞

1

s(1− s2−n)p(s)ds < ∞.

Além disso, para todo M > 0 existe pM como acima, tal que para todo 0 ≤ u ≤ M , s > 1
temos que,

0 ≤ p(s)h(u) ≤ p(s) max

{
M0,

M

p0 + ε

}
.

Verifiquemos agora que,

lim sup
M→∞

∫∞
1

s(1− s2−n)p(s)ds

M
< 1.

Com efeito, se 1 ≤ u ≤ R então,

lim sup
M→∞

∫∞
1

s(1− s2−n)pM(s)ds

M
= lim sup

M→∞

M0

∫∞
1

s(1− s2−n)p(s)ds

M

= lim sup
M→∞

M0p0

M
→ 0 < 1.

Agora, se R ≤ u ≤ M então,

lim sup
M→∞

∫∞
1

s(1− s2−n)pM(s)ds

M
= lim sup

M→∞

u

p0 + ε

∫∞
1

s(1− s2−n)p(s)ds

M

≤ lim sup
M→∞

M

p0 + ε

∫∞
1

s(1− s2−n)p(s)ds

M

= lim sup
M→∞

p0

p0 + ε
< 1.

Verificamos portanto a hipótese (B1). Mostremos agora que podemos obter (B2) a partir
de (C3). Com efeito, por (C3) temos que,

lim
u→0+

f(s, u)

u
= p(s) lim

u→0+

h(u)

u
= p(s) lim inf

u→0+

h(u)

u
= ∞,
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donde obtemos (B2).
Assim, para f definida como acima, as hipóteses do Teorema 4.2 podem ser subs-

titúıdas por (C1), (C2) e (C3).

Exemplo: O problema




−∆u = uα

‖x‖β para ‖x‖ ≥ 1,

u = 0 para ‖x‖ = 1,
u → 0 quando ‖x‖ → ∞,

(4.15)

onde, α < 1 e β > 2, tem uma solução positiva. De fato, verifiquemos que o Problema
(4.15) satisfaz (C1), (C2) e (C3). Se f(s, u) = p(s)h(u) então p(s) = 1/sβ e h(u) = uα.
Assim,

p0 :=

∫ ∞

1

s(1− s2−n)p(s)ds =

∫ ∞

1

s(1− s2−n)1/sβds < ∞,

desde que β > 1, como em nosso caso β > 2, conclúımos o resultado. Além disso, como
α < 1 e p0 > 0 obtemos,

lim sup
u→∞

h(u)

u
= lim sup

u→∞

1

u1−α
→ 0 <

1

p0

.

e

lim inf
u→0+

h(u)

u
= lim inf

u→0+

1

u1−α
= ∞.

Logo, f(s, u) = p(s)h(u) = uα/sβ, s ≥ 1, satisfaz (C1), (C2) e (C3) e portanto pelo
Corolário 4.1 satisfaz as hipóteses do Teorema 4.2, donde conclúımos que o Problema
(4.15) tem uma solução positiva.

4.3 Caso Não-radial

Nesta seção usaremos o resultado de existência para o caso radial e o método de sub e
super solução para mostrarmos a existência de pelo menos uma solução não-radial positiva
para o problema não-radial. Assim, seja Ω o exterior da bola fechada B[0, 1] ⊂ RN ,
com N ≥ 3. Consideremos o seguinte problema em Ω, onde a não-linearidade f não é
necessariamente radial:




−∆u = f(x, u) em Ω,

u(x) = 0 sobre ∂Ω,
u(x) → 0 quando ‖x‖ → ∞.

(4.16)

Antes de enunciarmos nosso principal resultado para o coso não radial relembremos o
Teorema de existência para um problema eĺıptico não-radial com valor de fronteira em um
domı́nio exterior devido a Noussair [9]. Inicialmente, consideremos o seguinte problema
com valor de fronteira no domı́nio exterior Ω ⊂ RN , N ≥ 3:

{ −∆u = f(x, u,∇u) para x ∈ Ω,
u(x) = 0 para x ∈ ∂Ω.

(4.17)

Consideremos soluções clássicas u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). Lembremos que u
¯
∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é

uma subsolução para (4.17) se satisfaz,
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{ −∆u ≤ f(x, u,∇u) para x ∈ Ω,
u(x) ≤ 0 para x ∈ ∂Ω.

De maneira análoga, definimos ū ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) uma super solução para (4.17) se
satisfaz,

{ −∆u ≥ f(x, u,∇u) para x ∈ Ω,
u(x) ≥ 0 para x ∈ ∂Ω.

Teorema 4.3 (Noussair [9]) Sejam Ω um domı́nio exterior e f : Ω×R×Rn → R uma
função satisfazendo as seguintes condições:
(D1) para cada domı́nio limitado M ⊂ Ω existe uma função cont́ınua %M : R→ R tal que
para todo x ∈ M , u ∈ R e p ∈ Rn,

|f(x, u, p)| ≤ %M(u)(1 + |p|2),

(D2) f é uma função Hölder cont́ınua (C0,r) com respeito a (x, u, p) e C1 com respeito a
u, p;
(D3) o Problema (4.17) possui uma sub solução u

¯
e uma super solução ū, tal que

u
¯

(x) ≤ ū(x) para todo x ∈ Ω.
Então, existe pelo menos uma solução u do Problema (4.17), tal que u

¯
(x) ≤ u(x) ≤ ū(x)

para todo x ∈ Ω.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o nosso principal resultado de existência
para o Problema (4.16).

Teorema 4.4 Consideremos uma função f : Ω×[0,∞) → [0,∞) satisfazendo as seguintes
hipóteses:
(E1) f é Hölder cont́ınua (C0,r) com respeito a (x, u), continuamente diferenciável e não-
crescente com respeito a segunda variável;
(E2) para todo M > 0 existe uma função pM : (1,∞) → (0,∞) tal que,

∫ ∞

1

s(1− s2−n)pM(s)ds < ∞,

e
0 ≤ f(x, u) ≤ pM(‖x‖), para todo 0 ≤ u ≤ M e ‖x‖ > 1;

(E3) existe um conjunto B ⊂ (1,∞) de medida positiva tal que,

lim inf
u→0+

f(x, u)

u
= +∞, uniformemente para quase todo ‖x‖ ∈ B.

Então, existe pelo menos uma solução positiva para o Problema (4.16).

Prova. Definamos as funções f1, f2 : (1,∞)× [0,∞) → [0,∞) por:

f1(r, u) = inf
‖x‖=r

f(x, u) e f2(r, u) = sup
‖x‖=r

f(x, u).
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Notemos que f1 e f2 estão bem definidas, pois f é Hölder cont́ınua com respeito a x,
e estamos considerando-a restrita a ∂B(0, r) ⊂ Rn, que é compacta.

Afirmamos que f1 e f2 satisfazem as hipóteses do Teorema 4.2. Com efeito, notemos
primeiramente que, se

0 ≤ f(x, u) ≤ pM(‖x‖), para todo 0 ≤ u ≤ M e ‖x‖ > 1,

então,
0 ≤ f1(r, u) = inf

‖x‖=r
f(x, u) ≤ f(x, u) ≤ pM(‖x‖),

para todo 0 ≤ u ≤ M e r = ‖x‖ > 1. Além disso, como,

∫ ∞

1

s(1− s2−n)pM(s)ds < ∞,

podemos considerar R suficientemente grande de tal forma que,

∫ ∞

1

s(1− s2−n)pM(s)ds < R.

Dessa forma, mostramos que f1 satisfaz a hipótese (B1) do Teorema 4.2. Verifiquemos
agora, a hipótese (B2). Temos que, dado ε > 0, para cada ‖x‖ ∈ B e u suficiente-
mente pequeno, inf f(x, u) ≥ εu, donde f1(r, u) ≥ εu, e portanto f1 satisfaz (B2). De
maneira análoga, obtemos que f2 também satisfaz as hipóteses do Teorema 4.2. Logo,
o Problema (4.1), tem duas soluções radiais positivas u1 e u2 com f = f1 e f = f2,
respectivamente. Assim, temos,

−∆u1 = f1(‖x‖, u1) ≤ f(x, u1) em Ω,

e
−∆u2 = f2(‖x‖, u2) ≥ f(x, u2) em Ω,

e portanto, u1 e u2 são sub e super soluções do Problema (4.16), respectivamente.
Devemos mostrar que u1(x) ≤ u2(x) para todo x ∈ Ω. De fato, suponhamos por

absurdo, que existe x0 em Ω tal que u1(x0) > u2(x0). Consideremos U a componente
conexa do conjunto A := {x ∈ Ω : u1(x) > u2(x)} tal que x0 ∈ U . Notemos que A 6= ∅,
pois x0 ∈ A.

Consideremos a função h : Ω → R dada por, h(x) = u2(x) − u1(x). Assim, obtemos
que,

−∆h(x) = −∆(u2(x)− u1(x))

= −∆u2(x) + ∆u1(x)

= f2(‖x‖, u2)− f1(‖x‖, u1)

≥ f1(‖x‖, u2)− f1(‖x‖, u1).

Observemos que na última desigualdade usamos o fato que,

f2(‖x‖, u2) = sup
‖x‖=r

f(x, u2) ≥ inf
‖x‖=r

f(x, u2) = f1(‖x‖, u2).
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Por (E1) temos que, f é não-crescente com respeito a segunda variável, logo, se
u2(x) < u1(x) então f1(‖x‖, u2) ≥ f1(‖x‖, u1), e portanto,

−∆h(x) ≥ f1(‖x‖, u2)− f1(‖x‖, u1)

≥ f1(‖x‖, u1)− f1(‖x‖, u1)

= 0.

Assim, 


−∆h(x) ≥ 0 para x ∈ U,

h(x) = 0 para x ∈ ∂U,
h(x) → 0 quando ‖x‖ → ∞, x ∈ U.

(4.18)

Da última condição temos h(x) → 0 quando ‖x‖ → ∞, logo se h é negativa em
algum ponto, deve atingir um mı́nimo negativo em algum x0. Consideremos r0 > 0
tal que ‖x0‖ < r0 e h(x) ≥ 1/2h(x0) para ‖x‖ ≥ r0. Consideremos ainda o conjunto,
U1 := {x ∈ U : 1 < ‖x‖ < r0}, notemos que x0 ∈ U1 e portanto U1 6= ∅. Aplicando
o Prinćıpio do Máximo Fraco no conjunto U1, obtemos que h atinge o mı́nimo sobre a
∂U1. Como x0 ∈ U1 então inf∂U1 h(x) ≤ h(x0), por outro lado, se x ∈ ∂U1 ou ‖x‖ = 1
e nesse caso, u1(x) = u2(x) = 0, donde h(x) = 0 e 0 = inf∂U1 h(x) ≥ 1/2h(x0), já que
h(x0) < 0, ou ‖x‖ = r0, donde inf∂U1 h(x) ≥ 1/2h(x0). Assim, pelas considerações acima,
h(x0) ≥ inf∂U1 h(x) ≥ 1/2h(x0), ou seja, h(x0) ≥ 0, donde x0 /∈ U , contradição. Logo,
u1(x) ≤ u2(x) para todo x ∈ Ω, e pelo Teorema 4.3, obtemos uma solução u0 para o
Problema (4.16) tal que u1 ≤ u0 ≤ u2.

Notemos que, u0 é não radial com respeito a x, desde que f não o seja.

Exemplo: Consideremos o seguinte problema



−∆u = g(x)uα em Ω,

u(x) = 0 sobre ∂Ω,
u(x) → 0 quando ‖x‖ → ∞,

(4.19)

onde α < 1 e g : Ω → (0,∞) é uma função cont́ınua, não-negativa e estritamente positiva
no anel Ω1 = {x ∈ Ω : a ≤ ‖x‖ ≤ b} ⊂ Ω, onde a, b são constantes positivas tais que
1 < a < b, satisfazendo,

∫ ∞

1

r(1− r2−N) sup
‖x‖=r

g(x)dr < ∞.

Afirmamos que o Problema (4.19) tem uma solução positiva, a qual é não-radial se g é
não-radial.

Com efeito, devemos verificar que o Problema (4.19) satisfaz as hipóteses do Teo-
rema 4.4. Sejam M > 0, tal que 0 ≤ u ≤ M e ‖x‖ > 1. Então,

0 ≤ g(x)uα ≤ sup
‖x‖=r

g(x)M.

Assim, se definirmos pM(‖x‖) := sup‖x‖=r g(x)M , temos que,

∫ ∞

1

r(1− r2−N)pM(‖x‖)dr = M

∫ ∞

1

r(1− r2−N) sup
‖x‖=r

g(x)dr < ∞.
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Além disso,

lim inf
u→0+

f(x, u)

u
= lim inf

u→0+

g(x)uα

u
= g(x) lim inf

u→0+

1

u1−α
= +∞,

uniformemente para quase todo ‖x‖ ∈ B. Logo, pelo Teorema 4.4, o Problema (4.19) tem
uma solução positiva, a qual é não radial se g é não radial.
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