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Resumo

Neste trabalho usamos métodos variacionais e topologicos para provarmos resultados
de existéncia de solugoes para problemas quasilineares com condig¢oes de fronteira ho-
mogeénea de Dirichlet ou Neumann. Mais especificamente, usamos o método direto do
calculo das variagoes, o Teorema do Passo da Montanha e a teoria do grau de Leray-
Schauder.

Apresentamos, também, resultados de existéncia para problemas quasilineares nao
variacionais. Assim, utilizamos técnicas nao variacionais - método de estimativas a priori;
mais precisamente, empregamos a teoria das bifurcacoes e o argumento de blow-up.



Abstract

In this work we use variational and topological methods to prove existence results
of solutions for quasilinear problems with homogeneous Dirichlet or Neumann boundary
conditions. More specifically, we use the direct method of the calculation of the variations,
the Mountain Pass Theorem and degree theory of Leray-Schauder.

We present also existence results for nonvariational quasilinear problems. Thus we use
nonvariational techniques - a priori estimates method; in fact, we use bifurcation theory
and blow-up argument.
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Introducao

Neste trabalho estudamos alguns problemas quasilineares envolvendo o operador
p-laplaciano. Este operador, denotado por A,, é definido por

A, i WeP(Q) — W (Q)

U — Ayu

onde

(~Au0) = [ VUV, e W)

Q) ¢ um dominio limitado em RY e 1 < p < oo. Uma outra caracterizacao para este
operador é: Ayu = div(|Vul[P~?Vu). Logo, para o caso onde p = 2, ele torna-se o laplaciano
usual Au = SV 0%u/dx2.

Pelo menos dois argumentos explicam a importancia desse tema. O p-laplaciano é um
operador tipico aparecendo em alguns problemas fisicos e mecanicos, tais como: em glace-
ologia; em mecanica dos fluidos; no estudo dos fluidos nao newtonianos; em elasticidade
nao linear; em algumas reacoes de difusao, e na extracao de petréleo. Por exemplo, um
problema que aparece em glaceologia (o derretimento lento das geleiras, sem transferéncia
de calor) conduz ao seguinte problema de Neumann:

—Ayu=1 em
(Ps) \Vu|p22—u =g sobre 9Q=TyUT,,
n

onde © é um dominio limitado em R2,

| 0 sobre I
| f sobre T,

e f é uma funcao dada. Para a descri¢ao detalhada do modelo mecanico que conduz a P,
ver, por exemplo, Pelissier-[26].

O segundo argumento ¢ de natureza puramente matematica: o operador p-laplaciano
é um notavel exemplo de uma aplicacao dualidade. Este fato foi tratado, em 1969, por J.
L. Lions-[22].

Organizamos o trabalho da seguinte forma:

Resultados Basicos: Com objetivo de tornarmos a leitura do texto mais agradavel
apresentamos, nesta secao particular, alguns fatos imprescindiveis a este trabalho.

Capitulo 1: Nesta parte do trabalho estudamos, mais especificamente, a aplicagao
dualidade J, definida a partir de um espaco de Banach real X para as partes do seu
dual topoldgico P(X*). Particularmente, estudamos alguns fatos tais como a sua sobre-
jetividade e algumas propriedades do seu inverso. Em seguida, tomando X = VVO1 P(Q),

x1i



mostramos que o operador p-laplaciano é, na verdade, uma aplicacao dualidade. Essa
relagao entre uma aplicacao dualidade e o operador A, servir-nos-4 de alicerce para os
capitulos subseqiientes. Tanto neste capitulo como no proximo, a referéncia principal foi
o artigo elaborado por Dinca, Jebelean e Mawhin-[13].

Capitulo 2: Aqui, dedicamos a resolver o seguinte problema com condicao de fronteira
de Dirichlet homogénea

—Ayu = f(z,u) em €
u = 0 sobre 0Of).

Mais precisamente, apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade. Para este
propdsito, empregamos a teoria dos pontos fixos e a teoria dos pontos criticos. Para ser
mais preciso, utilizamos métodos topoldgicos - teoria do grau de Leray-Schauder sob a
forma de estimativa a priori - e métodos variacionais. Neste ultimo caso, abordamos o
problema por um método variacional direto (utilizamos para isso, a caracterizagao varia-
cional do primeiro autovalor de —A, em W, ?(Q), como tratado em Anane-[2]) e, também,
usamos o Teorema do Passo da Montanha sob duas formas, que nos fornecem a nao tri-
vialidade da solugao para o problema em consideragao e, também, a sua multiplicidade,
sob uma hipdtese adicional sobre a funcao f.

No Capitulo 3 aplicamos o operador p-laplaciano a um problema com condicao de
fronteira de Neumann homogénea

—Aju+ [uf?u = f(z,u) em Q,

ou
on
onde Q,p e f sdo definidos como no capitulo anterior e du/On = (Vu,n). Atacamos
este problema com as mesmas ferramentas usadas no problema de Dirichlet, a fim de
obtermos resultados de existéncia. Devemos notar que o espaco das fungoes u trabalhado
nesse capitulo é o espago W'P(Q) munido da norma [lull1, = ([[ullf, + [[[Vulll§,)"?,

|VulP"2—— =0 sobre 052,

enquanto que nos capitulos que o antecedem, u € VVO1 ?(Q), cuja norma ¢ dada por ||ul|;, =
11 Vul|lo,p- Em vista disso, as aplicagoes dualidades sao diferentes. Por isso, estabelecemos
alguns resultados que sao analogos aos do primeiro capitulo. Aqui, desenvolvemos um
estudo feito por Cringanu-[11].

No Capitulo 4 analisamos um problema do tipo

—Ayu+b-Vu= f(u)
P b —
) { u€ CH(Q),
onde © € RY ¢ limitado e de classe C** para algum a € (0,1), b € C1(€) com div(b) < 0
e f: R —[0,400) é uma fungao continua satisfazendo a condigao de crescimento

3 Cy,C1 >0 tais que Colul|? < f(u) < Cylul?, VueR"

para algum ¢ > max{p — 1,1/(p — 1)} se l;yé 0Oeqg>p—1seb=0. Como nio é claro
que este problema pode ser tratado por algum método variacional se b # 0, mostramos
ser possivel estuda-lo por métodos nao variacionais, e mais precisamente, obtemos algu-
mas estimativas a priori e resultados de existéncia para o mesmo. Antes de mais nada,
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estudamos algumas propriedades do operador —A,(-) + I;V(-); em seguida, damos alguns
principios de comparagao fraco e forte, e estudamos a solubilidade do problema

—Apu+l;~Vu:f em
u=>0 sobre 0f),

onde f € L*(Q) é dada. Entao, generalizamos o principio de maximo forte de Vasquez
para o operador p-laplaciano.

Com o fim de usarmos um método de continuagao, introduzimos um parametro real
t > 0 na equagao e consideramos o problema

(1) { —Apu—i—g-Vu:f(u—I—t),
u€ CLQ), t>0.

Provamos a existéncia de um continuo C de solugoes positivas de (1) partindo de (0,0),
tal que se C N ({0} x CL(Q) = {(0,0)}, entdo C ¢é ilimitado em RT x CL(Q). Portanto,
a existéncia de uma solugao nao trivial para (P,) serd garantida se este continuo for, a
priori, limitado. Para obtermos esta estimativa a priori estudamos algum resultado de
blow-up, que é aplicavel se pudermos localizar, em algum sentido, o maximo global de
solugoes. Infelizmente, no caso b # 0 esta localizacao nao é mais possivel pelo método de
hiperplanos moveis, ja que a equagao nao é mais invariante por reflexoes com respeito a
um hiperplano. Este ponto ainda permanece uma questao aberta para o problema geral
(Py), e a existéncia e estimativas a priori seriam provadas ao resolvé-lo. Mas, resolvemos
este tltimo ponto para solugoes radiais no caso em que €2 é uma bola e b é tal que o
problema pode ter solugoes radialmente simétricas, isto é, com b radialmente simétrico.
Como conseqiiéncia, obtemos estimativas a priori e a existéncia de solu¢ao, no caso radial.
Para o estudo deste capitulo, baseamo-nos no artigo de Celine-[4].

Finalmente, no Apéndice, apresentamos alguns resultados classicos, bem como suas

demonstracoes. Resultados estes que completam os argumentos usados na parte principal
do trabalho.
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Resultados Basicos

Fazemos aqui um apanhado de resultados importantes da andlise que, embora ja bem
conhecidos, se fazem necessarios para termos uma leitura mais prazerosa e compreensiva;
isto porque, enunciados numa parte em especial, evitam interrupgoes nas demonstragoes
dos teoremas (ou algo parecido) situados nos capitulos especificos. Logo, sempre que for
preciso, remeter-nos-emos a eles por meio de referéncias cruzadas.

0.1 Resultados de Analise Funcional

Em vérias partes deste trabalho recorreremos aos seguintes resultados:

Teorema 0.1 ([9], Teorema I.3., Observacao 1.5.) Seja X um espago de Banach,
reflexivo e suponhamos que ¢ : X — R satisfaca:

i) ¢ € fracamente semicontinuo inferiormente;
ii) ¢ € coercivo, isto €, ¢p(u) — oo quando ||u| — oo.

Entao ¢ € limitado inferiormente e existe ug € X tal que ¢(ug) = inf ¢(u) para todo
u € X. Além disso, se ¢ ¢ diferencidavel, entao todo ponto de minimo uy € X € ponto
critico, isto €, ¢'(ug) = 0.

Lema 0.1 ([9], Exemplo B, p.6) Se ¢ : X — R ¢ um funcional convexo e semi-
continuo inferiormente no espaco de Banach e reflexivo X, entdo ¢ € fracamente semi-
continuo inferiormente.

Teorema 0.2 ([20],Convergéncia Fraca) Sejam X eY espacos normados eT: X —Y
um operador linear compacto. Suponhamos que (x,) em X seja fracamente convergente,
digamos, x, — x. Entao (Tx,) é fortemente convergente em Y e tem o limite y = Tx.

Enunciaremos agora o importante teorema da convergéncia dominada devido a Le-
besgue. Este teorema nos diz, sob algumas hipdteses, que a operacao de integragao é
continua.

Teorema 0.3 ([5], Teorema 5.6) Seja (f,) uma seqiiéncia de fungoes de L' (S2). Supo-
nhamos que

(1) fulz) = f(x) q.t.p em Q,
(it) existe uma funcio g € L*(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fu(z)] < g(x) q.t.pem Q.



Entao f € L}(Q) e
7}1320 Ifo = fllLr@) — 0,
1sto €,

/Qf(x)dx = lim [ f,(x)dx.

n—oo Q
O préximo teorema nos da condigoes para aplicar este resultado. Temos o seguinte

Teorema 0.4 ([7], Teorema IV.9) Sejam (f,) uma seqiéncia de LP(Q2) e f € LP(Q),
tais que

[fn = flle) — 0.
Entao podemos extrair uma subseqiiéncia (f,,) tal que

(0) fo, — f(x) ¢.t.p em Qe
(1) | fu, ()| < h(z), Yk € g.t.p em Q, com h € LP(Q).

Teorema 0.5 ([7], Proposicao IIL.5) Sejam X um espago de Banach e (z,) uma se-
qliéncia em X. Se x,, — = na topologia fraca de X, entdo ||x,| € limitada e

||| < liminf ||z,||.
n—oo
O teorema seguinte mostra ser relevante porque transforma uma propriedade de na-

tureza geométrica (convexidade uniforme) em outra, de natureza topolégica (reflexivi-
dade), tao importante quando se deseja compacidade para a topologia fraca.

Teorema 0.6 ([7], Teorema II1.29) Se x € uniformemente convezo, entao X € refle-
T100.

Lema 0.2 ([23], Corolario.2, p.126) Sejam M, N espacos métricos. Para que f :
M — N seja continua no ponto a, € suficiente que x, — a implique que (f(x,)) pos-
sui uma subseqiiéncia convergindo para f(a).

Teorema 0.7 ([7], Teorema III1.27) Sejam X um espaco de Banach reflexivo e (x,)
uma seqiiéncia limitada em X. Entdo existe uma subseqiéncia (x,,) que converge na
topologia fraca de X.

Teorema 0.8 ([18], Teorema 3.7 (Browder)) Se X ¢é um espaco de Banach, real,
reflexivo, e T : X — X* é um operador mondtono, hemicontinuo e coercivo, entao

T(X) = X*.
Lema 0.3 ([1], Lema 2.26) Sel<p<2¢e¢0<t<1,ep =p/(p—1), entao

14 1 1 1/(p—1)
< || =4+ =tP .
<(3+3”)

Lema 0.4 ([1], Teorema 2.7) Seja 0 <p < 1. Se u,v € LP(QQ), entdo

2

141
2

v '1—15

Il +1vlllop = [[ullop + 1vllop-

Teorema 0.9 Sejam T € H Y (Q) N LL.(Q) e uw € HY(Q). Suponhamos que exista uma

loc

funcio f € L}, tal que T(u) > f q.t.p. sobre Q. Entdo T(u) € L*(Q) e temos

(T, u)y = /Q(T(u))(x)da:



0.2 Regularidade

Principalmente no quarto capitulo deste trabalho, utilizamos os resultados que se
seguem.

Teorema 0.10 ([7], Proposicao IV.18) Sejam f € L*(RY) e g € LP(RN). Entdo

supp(f * g) C supp [ + supp g.

Teorema 0.11 ([14], Teorema 1 (Aproximacao local por fungoes suaves)) Seja
u € WEP(Q) para algum 1 < p < oo, e ponhamos u® = n. xu em Q. = {x € Q :
dist(z,0Q) > €}. Entdo

o ut € C™(Q), Ve>0,e

o ut — u em WrP(Q), quando e — 0.

loc

Teorema 0.12 ([7], Proposigao IV.20) Sejam f € C*(RY) (k inteiro) e g € L, (RY).

Entio fxg € C*RY). Em particular, se f € C®(RN) e g € L} (RY), entio f*g €
C>=(RY).

Teorema 0.13 ([7], Teorema IV.22) Seja f € LP(RY) com 1 < p < oo. Entdo,
pn* [ — f em LP(RY).

Teorema 0.14 ([1], Teorema 1.31 ) Sejam m um inteiro ndo negativo, @ C RN limi-
tado e 0 < X < 1. Entdo, a imersao C™*(Q)) — C™(Q) é compacta.

O lema seguinte foi provado por Liebermann-[21] e Tolksdorf-[31].

Lema 0.5 (Estimativa ', Liebermann e Tolksdorf) Seja Q2 um dominio limitado
com fronteira de classe CP, para algum (8 € (0,1), e seja u € WyP(2) N L=(Q) tal que
Ayu € L®(Q). Entdo, u € C12(Q) e lullcre@y < Ki para algum o € (0,1) e Ky > 0, onde
a e K sao constantes dependendo apenas de N,p e de um limite sobre ||ul|se [|Apt]so-

Em [2], Anane provou:

Lema 0.6 (Estimativa L, Anane) Seja u € Wy (Q) satisfazendo Ayu € Ll ().
Suponhamos que existam a > 0, o € [1,p*), q € [1,p*/p) e uma fungdo b € LY () (b > 0)
tais que

—ulAyu < alul|” + b(z)|ul q.t.p. em .
Entao, u € L>(9) e ||u|lo < C, onde C' € uma constante dependendo apenas de a,o,q, N,

p, Hqu/ € Hquoa onde

_ P, se p* < 00,
Po= 2max{pq,c}, sep* = oc.



0.3 Espacos de Sobolev

Teorema 0.15 ([7], Corolario IX.14) Seja Q C RY um aberto limitado de classe C*,
com fronteira limitada, e 1 < p < oco. FEntao,

se 1<p<N, entao WP(Q) C LP" (Q),
se p= N, entio W'P(Q) C LYQ), VqE€ [p,00),
se p> N, entio WP(Q) C L>(Q),

com injecoes continuas.
Teorema 0.16 ([7], Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov)) Seja Q C RY um aberto
limitado de classe C*. Temos:

se 1<p<N, entaio W'?(Q) C L1
se p= N, entio W'P(Q) C LY(Q),
se p> N, entio WhP(Q) C C(Q),

(Q), Vqell,p),
Vq e[l 00),

com injecoes compactas.
Lema 0.7 ([27], Teorema A.0.6) Seja Q2 um dominio limitado. Entao
1. Ay Wol’p(Q) — W= (Q) ¢ uniformente continuo em conjuntos limitados;

2. O operador composi¢io (—A,)~" : W=7 (Q) — WP(Q) — LI(Q) é compacto se
1 <g<pN/(N—p).

Em seguida, particularizamos para o operador laplaciano um resultado de principio
do maximo para equagoes diferenciais parciais elipticas

Teorema 0.17 ([16], Teorema 8.1) Seja Q um dominio limitado em RN ¢ b € C*(Q).
Se u € WH2(Q) satisfaz Au—b-Vu > 0, entdo supg u < supgg u'.

0.4 Grau de Leray-Schauder

Apresentamos, aqui, a funcao grau, que nos informa sobre a existéncia, unicidade ou
multiplicidade de solugdo para equagoes da forma ¢(z) = b, onde X é um espago de
Banach real, p € C(Q, X), © C X é um aberto e limitado, e b é um ponto dado de X.
Denotamos esta fungao por deg. Ela associa a cada tripla (¢, €2,b), um nimero inteiro,
deg(p, €2, b), que é o grau de ¢ com respeito a €2 e a b. Definimos o grau em duas situagoes.
A primeira contemplando as perturbacoes de dimensao finita da identidade, e a segunda,
abrangendo as perturbacoes compactas da identidade, que é, de fato, a definicao do grau
de Leray-Schauder.

Definigao 0.1 Seja T : Q) — X.

(i) Dizemos que T € um operador de posto finito se T'(S2) estd contido num subespago de
dimensao finita de X;

(i) chamamos ¢ =1 —T : Q — X perturbagio de dimensao finita da identidade quando
T ¢é um operador de posto finito.



Definigao 0.2 Sejam b € X\¢(0Q) e F um subespago de dimensao finita de X contendo
T(Q2) U {b}. Definimos,

deg(9,€2,b) := deg(djgnp, 2N F, D).
Definicao 0.3 Seja T :Q — X.

(i) Dizemos que T € um operador compacto se é continuo sobre Q e se T(Q) € relativa-

mente compacto, ou seja, T(X)) é compacto;

ii) chamamos ¢ =1 —T : Q — X uma perturbacio compacta da identidade quando T €
ii) ch I1-T: Q00— X turb ta da identidad doT
um operador compacto.

Lema 0.8 Sejam T : Q — X um operador compacto, ¢ = I — T uma perturbagio
compacta da identidade e b € X\¢(0R2). Entdo,

(i) ¢ € uma aplicagao fechada, isto €, a imagem por ¢ de um fechado é um fechado;

(ii) ¢ € uma aplicagao propria, isto é, a imagem inversa por ¢ de um compacto € um
compacto;

(iii) Seja r = dist(b,p(982)) > 0. Eziste T, : Q — X uma aplicacio de posto finito tal
que |T —T,|| <r/2.

Definicao 0.4 Sejar = deg(b, p(Q) > 0, tomemos ¢, = [ —T,, onde T, : Q@ — X ¢é uma
aplicagao de posto finito tal que ||, —@|| = ||T,,—T|| < r/2. Notemos que dist(b, ¢, (082)) >
r/2 > 0. Definimos entdao,

deg(6,9,0) := deg(¢r,9,0).

Propriedades Fundamentais do Grau

Exibimos, agora, algumas propriedades gerais do grau, que sao muito utilizadas. Sejam
X um espago de Banach, 2 C X aberto e limitado, T : 2 — X uma aplicacao compacta,
¢ = I — T uma pertubac¢ao compacta da identidade e b € X\¢p(0f2). Consideremos o
espaco dos operadores compactos 7' : Q@ — X, denotado por K(Q,X), munido com a
norma do supremo, |||« := sup{|T'(z)| : z € O}
(d1) Continuidade do Grau por Variagao do Operador 7. Existe uma vizinhanga
U de T no espago dos operadores compactos K (2, X) tal que para todo S € U temos
que,

be (I —S)002)e deg(l—S,0,b)=deg(o,Q,b).

(dy) Invariancia do Grau por Homotopias Compactas. Seja H € C(Q x [0, 1], X)
dada por,

H(z,t) =2 — S(z,t),
onde S : Q x [0,1] — X é compacta. Se b ¢ H(9 x [0,1]) entdao deg(H(.,t),Q,b) é
constante para todo ¢ € [0, 1].



(d3) O grau é constante nas componentes conexas de X\¢(9Q). Se b e b estdo na
mesma componente conexa de X\¢(0f2), entao

deg(ip,Q,b) = deg(p, . b).

(dy4) Aditividade. Se Q = Q;UQ,, onde 4, 25 sdo subconjuntos de €2 abertos, limitados,
disjuntos e b ¢ ¢(0%;), (i = 1,2). Entao,

d69(¢, Qa b) = deg(¢7 Qla b) + deg(¢: 927 b)

Como conseqiiéncia do grau de Leray-Schauder, temos um teorema de ponto fixo,
devido a Schaefer.

Teorema 0.18 ([14], Teorema do Ponto Fixo de Schaefer) Suponhamos A: X — X
uma aplicacdo continua e compacta. Suponhamos, também, que o conjunto

{u € X :u=MNA(u) para algum 0< <1}

seja limitado. Entao A tem um ponto fizo.

0.5 Bifurcacao

Introduzimos, nesta secao, algumas nogoes e resultados da teoria de bifurcagao.

Defini¢ao 0.5 Sejam X e Y espacos de Banach, J = (Ag— 39,0+ 0) CR e Q C X uma
vizinhanga de x = 0, F : J x Q — Y tal que F()\,0) = 0 sobre J. Entao, (Mo, 0) € dito
um ponto de bifurcacdo para F(\,x) =0 se, e somente se, (A, z) € C, onde

C={(N,0) € xQ:F(\z)=0ex#0}.

Assim, (X, 0) é um ponto de bifurcacdo se, e somente se, (Ag,0) = lim, oo (A, x,) com
F(A\n,z,) =0 e x, # 0 para todo n. Neste caso €, também, conveniente dizermos que
zeros ndo triviais bifurcam em Ay da reta, {(\,0) : X € J}, de zeros triviais.

Lema 0.9 ([29], Lema 1.1) Seja K um espago métrico compacto e A e B subconjuntos
de K, fechados e disjuntos. Entao, ou existe um subcontinuo de K encontrando-se com
ambos, A e B, ou K = K, U Kpg, onde K4, Kg sao subconjuntos de K compactos e
disjuntos contendo A e B, respectivamente.

Lema 0.10 ([3], Lema A.1) Seja O C [A1, Ag] X X um conjunto aberto e limitado com
a topologia induzida de (A, Xo] x X e G : O — X compacto. Se 0 & (I — G(\,-))(00),,
entao

deg(l - G(/\a ')7 O)\a 0) =C

para todo X € [A\1, A2] e C' alguma constante, com

Oy:={ue X:(\u) € O}, (00)) :={ue X : (\u) € 00}.



Capitulo 1

O p-laplaciano como Aplicacao
Dualidade

Este capitulo é voltado ao estudo do operador —A,, 1 < p < oo como uma aplicacao
dualidade J, : W, *(2) — W1 (), 1/p+1/p' = 1 correspondendo & funcéo de norma-
lizagao (t) = tP~1. Esta apresentacdo tem a vantagem de permitir aplicar os resultados
gerais conhecidos para a aplicacao dualidade ao caso particular do p — laplaciano. Por
exemplo, a sobrejetividade da aplicacao dualidade determina a existéncia de solucao, em
WyP(Q), para a equacio —Ayu = f,com f €W (Q). Notemos que se f € W17 (Q)
é dada, entdo um elemento u € W, () é dito solucdo do problema de Dirichlet

Ay = f em ),
u = 0 sobre 0Of2

se a igualdade —A,u = f é satisfeita no sentido de W=1'(().

1.1 Resultados Fundamentais Concernentes a Apli-
cacao Dualidade

Abaixo, X sempre é um espaco de Banach real, X* representa o seu dual topoldgico
e (-,-) a aplicacao dualidade entre X* e X. A norma em X e em X* é denotada por || -||.

Dado um operador A : X — P(X*), cujos valores s@o conjuntos, a imagem de A é
definida pelo conjunto R(A) = U,cpa) A(z), onde D(A) = {z € X : A(z) # 0} é o
dominio de A.

O operador A é dito mondtono se (z3 — x3, 1 — x2) > 0 sempre que x1, 25 € D(A) e
xy € A(zy), b € A(xo).

Uma fungao ¢ : Rt — R* é chamada uma funcao de normalizacao se:

e  é continua e estritamente crescente;

e p(0)=0;
e ©(r) — 400 quando r — +o0.

O exemplo mais importante de funcao de normalizacao para o nosso trabalho é
¢ : RT — R* dada por
p(t) ="
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Dada uma funcao de normalizacao ¢, associamos, a ela, uma aplicacao dualidade

Jy: X — P(X*) definida por

Jo(x) ={a" € X*: (a7, z) = o([[z]))||lz]|, l="[| = @ (]lz]])}
para cada x € X.

Afirmacao 1.1 O dominio D(J,) de J, € igual a X. Isto é, para cada x € X, J,(x) €
nao vazio.

Demonstracao: Se z = 0, entao J,(0) = {0*}, pois para todo z* € X*, |z*] =
¢(||z|]) = ¢(0) = 0; donde 2* = 0 é o tinico elemento de J,(z). Agora, tomemos z € X\{0}
e consideremos o seguinte subespaco de X, gerado por z, isto é:

Rr={ye X :y=<&, R}

e fr : Rr — R definida por f.(éx) = Ep(||z|])||z]|. Mostremos que f, é linear, continua e
1fall = e(ll]))-

Dados «a, 8 € R, temos

fela(§z) + 6(Ex)) = fal(a€ + BE)x) = (o€ + 5E)e([| ]|l
= agp(lleDll=]l + BEe(lzDllzll = afalér) + Bfa(E).

Assim, f, é linear. Dal, |f.({x)| = [Se(llz|)llz]l| = ¢(l|z|)||€x||, donde f, é continua.
Além disso, se § = 1, fo(x) = ¢(|lz])l|z]. Logo fe(x/llz]) = ¢([|z]]) e, portanto, || fa]| =
p(ll)-

Pelo Teorema de Hahn-Banach (cf. Brezis-[7], Corolario 1.2), existe 2* € X* tal que
2*|re = fo € ||2*]] = ||f2]|- Por conseguinte,

(@, x) = fo(lz) = (llzlDllll,  [le"] = [[f=] = @),

dai, 2* € J,(z). E, portanto, J,(z) é ndo vazio. =

Algumas das principais propriedades da aplicacao dualidade estao descritas no seguinte
resultado:

Teorema 1.1 Se ¢ é uma funcgao de normalizagao, entao:
(i) para cada x € X, Jy(x) € um subconjunto de X*, limitado, fechado e convexo;
(ii) J, € mondtono:
(@1 — 23,01 = m2) = (@([l21l]) = @(llz2l)) (2] = [[2[]) = 0
para cada x1,75 € X ez} € Jy(21), x5 € Jy(2);

(iii) para cada v € X, J (x) = 0Y(x), onde () = OH‘T” p(t)dt e O : X — P(X*) € a
subdiferencial de ¢ no sentido da andlise conveza, isto €,

OY(x) = {z" : P(y) —Y(x) > (2", y —z), Vy€ X}



Prova. (i) J& vimos que para todo z € X, J,(r) é um subconjunto nao vazio de X*.
Vejamos agora que J,(z) é convexo. Sejam z7, 235 € J,(x) e o € [0, 1], logo

(ot + (1 = a)ey, z) = afay, z) + (1 = a){z3, 1)
= ap(llzDllzll + (1 = a)e((lz])]l=|
= @(llzlDlll- (1.1)

Dali,

lel) = (aat+ 1=y, )

< sup [{az] + (1 = a)zs,9)]
lyll<1

= laxy + (1 = a)asll

Por outro lado,

oz} + (1 — a)za|| < eflzif| + (L —a)llz3)l = ap(lzl]) + (1 = a)e((l])
= (=)
Entao,
oz} + (1 — )|l = e(|lz]). (1.2)

Logo, de (1.1) e (1.2) temos que ax} + (1 — a)z} € J,(z) e, portanto, J,(z) é convexo.
Mostremos que J,(x) é fechado. Seja (z7) C J,(x) tal que z} — xj em X*. Como

|z ]| = ¢(||z||), usando a continuidade da norma, temos que ||zj|| = (||z||). Desde que
(23, 2) = o(llx)ll=]l e =5, — a5 segue que (25, 2) = p([lx]))]|z[|. Portanto, x5 € J,(x).
Finalmente, notemos que J,(z) é limitado, pois se z* € J,(z), temos ||z*|| = ¢(||z]]).

(ii) Para provarmos a monotonicidade de J,, tomemos z1,22 € X e 27 € Jy(z1),
zh € Jy(2).
(x] — 33,01 —x2) = (2], 01) + (23, %2) — (2, 72) — (23, 71)
> (), 1) + (w3, 22) — [(27, 22)| = [(23, 1))
> pllziDlizdl + eUlzalll[z2ll = @z DIzl = ezl |2

= (@lzll) = ez Uzl = [l2])-

Dai, se ||z1|| = ||z2]|, entdo (z} — 3,21 — 22) > 0. Logo, sem perda de generalidade,
podemos supor que |[z1]] > ||z2]|. Usando o fato que ¢ ¢ crescente, também temos
(xf —ab,xy —x9) > 0.

(iii) Primeiramente vejamos que J,(z) C 0yY(x). Seja F : [0,00) — [0,00) definida
por F(t fo 7)dr. Dal,

(]
wle) = [ ettt = Flal). Vo e X.
0
Seja z* € J,(x); desde que ¢ é crescente, pelo teorema do valor médio

Ellyl) = Edlll) = F @)Uyl = ll=1) = eyl = lz])-
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onde ¢ é um ntmero real entre ||z| e |ly||. Agora, usando a defini¢do de J,(x), temos

el Uyl = Nzl = llz"[[llyll = (=", 2) = (", y) — (", 2) = (2", y — ),
donde
U(y) —o(x) = (2%, y —x).
Portanto, z* € 0y(x).
Mostremos, agora, que 0y (z) C J,(x). Seja x* € 0y (x). Primeiramente, provamos

que
(2%, ) = [lz" ||l (1.3)

Como (x*,z) < ||z*||||x|, basta mostrarmos a desigualdade contraria. Para todo y € X,
com |[y[| = [z[], temos

0= F(lyl) = F(lzl) = v(y) —d(z) = &%y — ) = (2%, y) — (@7, x);

dai,
(x*,y) < (z*,x).
Resulta, entao, que [(z*,y)| < (z*, ), para todo y € X com ||y|| = ||z||. Assim, temos:
[z lll[z"]| = [|=|| sup [{z",2)| = sup [(z7, [|z2)| < (2", x).
[lzll=1 llz)l=1
Vejamos, agora, que ||z*|| = o(]|z]]).

Sex=0,sejat>0eye X com ||y]| = 1. Ora,
(27, ty) = (2", ty — 0) < (ty) — ¥(0) = F(t) — F(0) = F(¢);
donde (z*,ty) < F(t). Por outro lado,
— (2", ty) = (2%, t(—y)) < P(t(=y)) —¥(0) = F(t) — F(0) = F(t);

ou seja,
—(z*, ty) < F(t).
Portanto,
) F(t)
[(z*,y)| < — para todo y € X com ||y]|=1et > 0.
E assim,
F(t
|z*[] = sup [(z",y)| < £i) quando ¢ > 0.
llyll=1 t
Tomando o limite com t \, 0 obtemos
. F@) . Fl)-F(0) _
< lz*] < lim — = lim —~ — =\ _ _o
0 < [l < lim = =l 0 — 2 = F(0) = (0) = 0

Donde, 0 = [[z*|| = ¢(0) = ¢([|0]]).
Dado = € X\{0}, escrevendo = = ||z||z/||z| e y = tx/||z|| para t > 0, vem

X

F(t) - F(lall) = wy)—w(as)z<x*,<t—umu>—>

E
= -l {15 )-



Agora, usando (1.3), temos

x x
t— e Gy A = (¢ — “II.
(= llal) (", 5y = = el |25 | = (¢ = Bl
Portanto,
F(t) = F(llzll) = (& = l=[Dll2"]-
Para t > ||z||, resulta
F(t) — F(l=l) .
> [|"]l
t = [l
e tomando o limite com ¢\ ||z, vem
e(llzl)) = F'(l=l) = ll="]-
Analogamente, quando ¢t < ||z||, temos
F(t) = F(ll]) '
)=
]l
e dai, resulta que p(||z||) < [|z*|]. Portanto, ¢(||z||) = ||=*|. [

Lembremos que um funcional f : X — R ¢é dito Gateaux diferencidvel em z € X se
existe f'(z) € X* tal que

i 4@+ Ay) = f(@)

A0 A = (f'(x),y), VyeX

Observagao 1.1 Se uma fung¢ao convezra f: X — R é Gateaur diferencidvel em x € X,
entio Of (x) consiste de um unico elemento, a saber x* = f'(x). Com efeito, pela defini¢do
da deriwada de Gateaur,

i 4@+ Ay) = f(@)
A—0 A

= ('(2),v), quando y € X.
Da convexidade de f resulta, para todo \ € (0,1], que

fle+ My —2) = fhy + (1= Nx) < Af(y) + fz) = Af(2),

logo
fl@+ Ay —2)) — fz)
A

< fly) — fl).
Fazendo X\, 0, obtemos
f(y)—f(l’)2<f/($),y—$>, VyEX,

donde f'(x) € Of(x).
Por outro lado, seja x* € Of(x). Entdo, para todo y € X e A > 0,

f(a:+)\y)—f(a:)2(:1:*,93+)\y—:1:>,
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donde
[+ Xy) — fz)
A
Agora, fazendo X\, 0, resulta que (f'(x) — z*,y) > 0. Entdo

(f'(z) —a"y) =0, VyeX,

e dag,
() =z,

Esta simples observagao mostrar-se-a relevante, posteriormente.
A geometria do espago X (ou X*) fornece-nos mais propriedades da aplicagao duali-
dade. Assim, lembremos as seguintes defini¢oes basicas:

Definicao 1.1 O espaco X ¢€ dito:

(a) uniformemente convero se para cada ¢ € (0,2], existe 5(¢) > 0 tal que se ||z|| =
lyll =1 e lle —yll = & entao |lz +yl| < 2(1 - 6(e));

(b) localmente uniformemente convezo se para cada x € X com ||x|| =1 e cada e € (0, 2],
existe 0(x,e) > 0 tal que se |ly|| =1 e ||z —y|| > €, entao ||z +y| < 2(1 —d(x,¢));

C estritamente COnvexro Sse pCLTCL caaa .Z',y c com (|T = y = , T y em-se
trit t d X 1 t
|z +y|l < 2.

Temos a seguinte cadeia de implicagoes:
Teorema 1.2 As sequintes implicagoes sao validas:
(i) Se X ¢é uniformemente convexo, entio X € localmente uniformemente convezo,
(ii) Se X € localmente uniformemente convexo, entao X ¢é estritamente convezo.

Prova. (i) Evidente.
(ii) Sejam z,y € X com ||z|| = |ly]| = 1 e x # y. Dado ¢ > 0 tal que ¢ < ||z — y||,
existe d(z,€) > 0 tal que ||z +y|| < 2(1 —d(z,¢)) < 2. [

Usamos, indistintamente, as equivaléncias dadas pela proposicao seguinte.

Proposicao 1.1 (i) O espago X € uniformemente convexo se, e somente se, todas se-
qiéncias (), (yn) C X tais que ||z,]| = lynll =1 e ||zn + ynl| — 2 implicam que
[0 = yull — 0.

(ii) O espago X € localmente uniformemente convezxo se, e somente se, ||z, || = ||z|| =1
e ||zn + x| = 2 implicam que ||z, — z|| — 0.

Prova. (i) Seja X uniformemente convexo. Suponhamos, por absurdo, que existam
seqiiéncias (), (yn) C X com ||z, = |lynll = 1 € ||on + yul| — 2, mas ||z, — yu||
nao convirja para zero. Entao, existe ¢ € (0,2] e subseqiiéncias (x,,), (yn,) tais que
|, — Yn,|| > € para todo k € N. Da convexidade uniforme de X, existe §(¢) > 0 tal que
se |lz]| = [lyll =1 e ||z — y|| > ¢, entdo ||z + y|| < 2(1 — d(¢)). Por conseguinte, temos

[0, + ynill <2(1=0(c)),  VEeN
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Fazendo k — oo, chegamos na contradi¢ao 2 < 2(1 — d(¢)).

Inversamente, suponhamos que X nao seja uniformemente convexo. Entao, pela
Definigao 1.1(a), dado £ € (0,2] tal que para cada 6 = 1/n, existem z,,y, € X com
|lznll = lynll = 1 € ||xn — yul| > €, temos ||z, + yu|| > 2 (1 — 1/n) para todo n € N. Dali,
|0 + ynll — 2, € ||z — yn|| ndo converge para zero, o que prova a negacao da hipGtese.

(ii) Esta etapa é andloga ao item (i), e deixamos ao cargo do leitor. ]

Em espacos de Banach uniformemente convexo, convergéncia em norma e convergéncia
fraca implicam em convergeéncia forte. Na verdade, vale mais:

Proposicao 1.2 Seja X um espaco localmente uniformemente convexo. Se uma seqiién-
cia (x,) C X satisfaz |z,|| — ||z|| ez, — z, entdo x, — .

Prova. De fato, seja z, C X satisfazendo ||x,| — ||z| e z, — x. Mostremos que z,, — x.
Se = 0 nao ha o que fazermos. Podemos, entao, supor = # 0. Denotemos y,, = x,,/||x,||
ey =z/||z|]. Entao ||y.|| = |ly]| =1 e y, — y. Mostremos que y,, — y.

Suponhamos que (y,) nao convirja para y, ou seja, ||y, — y|| ndo convirja para zero.
Assim, pela Proposigao 1.1(ii) ||y, +v|| ndo converge para 2. Logo, existe € € (0,2) e uma
subseqiiéncia (yn,) C (yn) tais que ||yn, + y|| < € para todo k € N, uma vez que, pela
Defini¢ao 1.1(b), ||yn, + y|| < 2. Como conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach (cf.
Brezis-[7], Corolario 1.3), existe 2* € X* tal que ||z*|| = 1, e (z*,y) = 1. Entao

(@, ) +1 = (2% g, +4) < 2"y, +yll <&,
de onde se obtém a contradicao

2= lim (x%,y,,) +1<e<2,

k—oo

que completa a demonstracgao. [

No que se segue, ¢ serd uma funcao de normalizacao. A proposi¢ao seguinte ser-nos-a
util, em particular, na obtencao da inversa da aplicacao dualidade.

Proposicao 1.3 (i) Se X € estritamente convexo, entao J, € estritamente mondtono;
1sto é:
(x] — x5, xy —x9) >0

para cada 11,29 € X, x1 # 9 e} € Jy(21), x5 € Jy(x2). Em particular,

Jo(x1) N Jp(xg) =0 se xq # xs.

(ii) Se X* € estritamente convexo, entdo (J,) € um conjunto unitdrio para todo x € X.

Prova. Notemos que se X é estritamente convexo, entao para cada * € X*\ {0} existe no

maximo um elemento x € X com ||z|| = 1, tal que (z*,z) = ||z*||. De fato, suponhamos,
por absurdo, que existam x1, 29 € X com ||x1| = ||z2] = 1, tais que
[} = (2%, 1) = (27, 23).
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Obtemos a contradicao

Hx H = 5(@ al’1>+<33 ,352)) = §<$ ,IE1+332>
1, . .
< Slletllllzy + 2ol < 2],

devido a Definicao 1.1(c).

Agora, provemos (i). Ja sabemos, pelo Teorema 1.1(ii), que (x] — x5, 21 — :L’2> > 0.
Suponhamos, por contradigdo, que existam x;,zo € X com x; # 23 e 2] € Jy(1),
xy € Jy(x2), satisfazendo (x] — x5, 21 — x2) = 0. Logo,

0= (27 — 23,21 = 23) = (¢(l|lz1]l) = @ lllz2|)) (2] = llz2]]) = 0,

e assim obtemos ||z1|| = ||x2||, j& que ¢ ¢é estritamente crescente.
Observamos que x1 # 3 e ||z1]] = ||2|| implicam que x; # 0 e x5 # 0. Dai obtemos

0= @?”&ﬁﬁ‘ﬁ%>
= etllay = (ot 720 )| + [l - (a3 220

(o) < il | g = il e thal) = s

resulta que o primeiro couchete é nao-negativo. Analogamente, o segundo também o é.
Logo, cada um deles deve ser nulo. Dali,

mm:wwm:<%uu>

que juntamente com ||x}|| = (27, 21/||z1]]) , produzem
L2
< v ||902||> ' v || ||
Assim, pelo paragrafo inicial, temos x1/|x1| = z2/||z2]|, isto é, 1 = z2, 0 que é uma
contradicao.

(ii) Suponhamos, por absurdo, que exista x € X tal que J,(z) possua dois elementos,
digamos z7, x5 € J,(x), com z7 # x3. Temos [|z7|| = ¢(||z]|) = ||23| e denotemos y; =
/175l w3 = a3/llws]l. E claro que ||yill = [lyz]l = 1 e 4 # y3. Como Jy(z) é convexo
(Teorema 1.1(i)) e

eUlzlDyr, ellzlys € Jo(w),

concluimos que (1/2)¢(|[z[)(y7 +y3) € Jp(2), logo,

= (=),

1 * *
| tielnot + 55
que implica ||y} + vy3|| = 2, contradizendo o fato de X* ser estritamente convexo. [ |

Uma propriedade interessante que serd transferida ao operador p-laplaciano (ver Teo-
rema 1.10) aparece na
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Proposicao 1.4 Se X ¢€ localmente uniformemente convexo e J,(x) € monovalente
(J,: X — X¥), entdo J, satisfaz a condi¢io (Sy), isto é: se

z, =z e limsup(J,(x,),z, — ) <0, entdo x, — .

n—oo

Prova. E imediato que de z, — z e lim SUP,, oo (o (Tn), &, — x) < 0 resulta que
lim sup,, oo (Jo(zr) — Jp(2), 2, — ) <0, pois z,, = x implica (J,(x), z,) — (J,(x),x), e
dal, (J,(z),z, —x) — 0. De

0 < (@Ullznl) = @ lizl) Qznll = llzll) < (Jolan) = Jo(2), 20 — )

segue
(ellzall) = ellzl)) Uzl = [lz]) — 0

e, portanto, ||x,| — ||z, j& que ¢ é continua e mondtona.
A conclusao segue da Proposicao 1.2. ]

E bom lembrarmos, aqui, mais uma defini¢ao.

Definicao 1.2 (i) O operador T : X — X* ¢é dito hemicontinuo se

;in%<T(x +Ay), z) =(Tx,z), Vx,y,z€ X,

(ii) O operador T' : X — X* € dito demicontinuo se ele aplica seqiiéncias fortemente
convergentes de X em sequéncias fracamente convergentes de X*; ou seja, se para
a seqiéncia (x,) C X temos x, — x € X, entio Tx, — Tx.

Agora, vejamos que a aplicagao dualidade J, ¢ demicontinua.

Proposicao 1.5 Se X ¢ reflexivo e J, : X — X* entao J, é demicontinua, isto é, se
z, — v em X entdo J,(x,) — J(x) em X*.

Prova. Seja (z,) C X ez € X com z, — z, quando n — oo. Como (z,,) é limitada
e ||Jo(xn)] = ¢(||zn]|), resulta que J,(z,) é limitada. Como X* é, também, reflexivo,
existe uma subseqiiéncia (z,, ) de (z,) e * € X*, tais que J,(x,,) — z*, quando k — oo
(Teorema 0.7). Assim, para provarmos que J,(x,) — J,(z) é suficiente mostrarmos que
todas as subseqiiéncias de J,(z,) que sdo fracamente convergente tém o mesmo limite, a
saber J,(z).

Seja z* € X* o limite fraco de uma subseqiiéncia J,(z,,) de J,(x,). Pela semicon-
tinuidade inferior fraca da norma, temos:

] < B inf [T, e, )| = i nf ([, [) = Jim @(fea, ) = (). (14)
Por outro lado,

[{Jo(@ng)s wni) = (@5 2) < [(Jp(@ny), g = @)+ (S (@) — 27, 7))

1o @n ) |20, = 2l + [(Jp(@n,) — 27, 7)1,

IA A

que, em conjunto com
*
T, =T e Jy(x,,) — 2,
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implicam
(Jo(xn,), Tn,) — (2", 2), quando k — oo.

Mas, (Jo(wn,)s Tny) = @|Zn)lzn |l — @(lzD]z]l. Dai, (27, 2) = @([[z)]z]l; e assim,
pllzDlle] = &*, z) < fla*[[[lz]l, que implica

e(llll) < =1l (1.5)

De (1.4) e (1.5), resulta ¢(||z||) = ||=*||. Finalmente, de

(@ x) = p(lzDllzll e Nzl = (=],

obtemos z* = J,(x). [

A seguir, provamos que J, é sobrejetora.
Teorema 1.3 Seja X reflexivo e J, : X — X*. Entao R(J,) = X*.

Prova. Basta verificarmos que J, satisfaz as condi¢oes do operador 7', do Teorema 0.8.
Ja sabemos que J, é monétono pelo Teorema 1.1(ii).
O fato que J, ¢ hemicontinuo significa:
].tir%(Jcp(u +tv),w) = (J,(u),w) para u,v,z€ X,
e resulta da demicontinuidade de J,, (Proposigao 1.5), pois (u + tv) — u quando ¢t — 0,

donde J,(u + tv) = J,(u).
Finalmente, para verificarmos a coercividade de J,,, basta notarmos que

Jo(u),u
et — plul) = o0 quando ] = o.
Assim, o Teorema 0.8 conclui a demonstragao. ]

Agora podemos enunciar e provar as principais propriedades da aplicacao dualidade.

Teorema 1.4 Seja X reflexivo, localmente uniformemente convexo e J, : X — X*.
Entao J, € bijetiva com seu inverso J;l limitado, continuo e mondtono. Além disso,
vale J;l = X_lJ;;_l, onde x : X — X™ € o isomorfismo canonico entre X e X**, e
J;_l : X' — X** € a aplicacao dualidade em X* correspondente a funcao de normalizagao

el

Prova. Pelo Teorema 1.3, J, ¢ sobrejetivo. O espaco X sendo localmente uniformemente
convexo, € estritamente convexo (Teorema 1.2), e pela Proposicao 1.3(i), J,, é estritamente
monotono, e dai, injetivo. Logo, J, € bijetivo.

Seja agora x o isomorfismo (isométrico) canénico entre X e X** ((x(z),z*) = (z*,z)) e
seja Jo ot X — X" a aplicacao dualidade correspondente & funciao de normalizacao ¢~ .
Como X é reflexivo e localmente uniformemente convexo, X** também o é; em particular,
X** ¢é estritamente convexo (Teorema 1.2) e, conseqlientemente, J;_l X — X tem
um unico valor (Proposicao 1.3(ii)).

E f4cil ver que

Jo =X (1.6)
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Realmente, seja 2* € X* e z = J ' (2*). Entao J,(x) = z*, que implica (z*, z) = ||2*||||z]]
e [lz*]| = @(]lz]]), ou, equivalentemente, (x(z),z*) = [lz*[|[[[x(x)[| e [lz*[| = @ (l[x(@)I)-
Donde (x(z),2") = IIx(@)llll=*]| e [Ix()l = ¢~ ([2*[) quer dizer x(z) = J7_.(z"), ou
melhor, z = x~'J7 . (z%). Assim, x = J_'(2%) se, e somente se, v = x '} (z*).

Como J7_, é um operador limitado (Teorema 1.1(i)) e x~! é um isomorfismo isométrico,
de (1.6) resulta que J'(= x~'J 1) é limitado.

Vejamos que J;l é continua. Seja 27 — x € X*. De (1.6) e pela Proposigao 1.5,
aplicada a J;_l, temos

Jo (@) = X paan) = x T pa(at) = Jg (). (1.7)

Tomemos x, = J; ' (x},), x = J ' (z*). Dai, x}, = J (z,) e * = J,(z), e pela definicao de
oy obtemos x|l = @7 (23 ]) — ¢~ (l2*[]) = [|z[], e dai

15 @)l = 11 ()] (1.8)

Como X ¢ localmente uniformemente convexo, de (1.7), (1.8) e da Proposicao 1.2,
temos J_ ' (z}) — J,'(2*). Logo, J;* é continua.
Provemos agora a monotonicidade de J; 1O espaco X ¢ identificado com X** pelo
isomorfismo canonico . Entao, para =3, 25 € X*, temos:
—1 % —1 % * * * * * * * *
<X(‘]cp ) — X(J¢ T5), T — T5) = <J<p_1x1 - J¢—1I2’$1 —3),

e aplicando o Teorema 1.1(ii) com ¢! ao invés de ¢ e X* ao invés de X, concluimos a

demonstracao. ]

1.2 A Estrutura Funcional

No que se segue, €2 serd um dominio limitado do R, N > 2 com fronteira lipschitziana
e p € (1,00). Comegamos introduzindo o espago de Sobolev

ou

WHn(Q) = {u € L(Q) : 5~

cLP(Q), i=1,...,N}

das fungoes u € LP(Q), cujas derivadas fracas, Ou/0z;, também pertencem a LP(Q2). Este
espaco sera munido da norma:

N
ou ||?

[ullfyrpi0) = llullo, + >
i=1 I 0,p

onde || |lo,, ¢ a norma usual de LP(£2).

E bom lembrarmos que (W'P(Q), || [lwir)) ¢ separdvel, reflexivo e uniformemente
convexo.
Consideremos o seguinte subespaco de WH?(Q) :

WyP(Q) = o fecho de C°(Q) no espaco WP(Q).
Uma outra caracterizacao deste subespaco é dada por

Wy (Q) = {u € WH(Q) : u|pq = 0}
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onde o valor de u em 0f2 sendo entendido no sentido do trago. Lembramos que para €2
limitado e com fronteira de classe C!, existe um operador linear limitado

T : WP (Q) — LP(0R)
tal que
(i) T(u) = u|ga se u € WHP(Q)NC(Q), e

(i) [17(w)]lLro0) < Cllullwie@),

para cada u € WP(Q), com a constante C' dependendo apenas de p e €.
O espaco dual (W, (Q))* serd denotado por W=7 (Q), onde 1/p+1/p/ = 1.
Para cada u € W'?(Q), colocamos

) ) o)
U Uu u
Vo= (G ) ‘V““@(ami))

e notamos que

0 /
V| € LP(Q), |Vu\p_28—ueLp (Q), para i=1,...,N.
T
Vamos provar a ultima. Com efeito, de [|VulP~20u/dz;| < |[Vul[P~2?|Vu| = |VulP~! vem

IV ulP=20u /0" = ||VulP=20u/0x, """ < (|Vul[p~1)P/P~1 = |VulP. Assim, pela forma
dos elementos de W~ (Q) (cf. Brezis-[7], Proposigio IX.20), o operador —A,, pode ser
visto agindo de W, () para W~ (Q) por

(—Apu,v) :/ IVul[P2VuVo para u,v € WP (Q).
Q

Consideremos, ainda, a funcdo || - |1, : Wy (Q) — R dada por [[ull1, = ||[Vul]o,-
Sabemos que || - |1, ¢ uma norma em W, (), e em virtude da desigualdade de Poincaré:

lullo, < C(QN)[Vulllog, Yu e Wo™(Q),

esta norma é equivalente a || - |[w1r(q)-
Mudando-se a norma de um espaco de Banach para uma outra norma equivalente,
as propriedades geométricas podem ser alteradas. Por isso, provamos, em seguida, que
1,p ’ . , .
Wy |l - [l1p) €é uniformemente convexo. Antes, porém, provamos uma desigualdade
elementar conhecida como desigualdade de Clarkson, a qual sera fundamental na prova
. . 1
da convexidade uniforme de (W, || - ||1)-

Proposigao 1.6 (i) Se p € [2,+00), entdo, para cada z,w € RV vale:

p p

zZ—w
2

zZ 4w
2

< 5 (=P + wl?). (19

(ii) Sep € (1,2), entao para cada z,w € RN, vale:

/ / 1
Z— W

2

Tl (1.10)

z+wp

2
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Prova. (i) Primeiro caso: p € [2,+00).
Afirmagao 1.2 Sel <p<oocea>0,b>0, entio (a+ b)? > a? + b".

Demonstracao: Para p = 1 é imediato. No caso p > 1, consideremos a fungao
f :[0,00) — R dada por f(z) = (x +b)' —z' —b" com t € (1,00) e b € [0,00). Ela
satisfaz f(0) = 0 e f'(x) > 0 para todo = € [0,00), pois, supondo f'(x) < 0 obtemos
b < 0, que é uma a contradicao. =

Usando esta afirmacao e a identidade do paralelogramo, temos

D D
z+wl’  |z—wl” 4wl 2+ z—wl?\’
2 2 N 2 2
2 2 £ P
— 1 1 2
< 2+ w Z—w _ _|Z|2+ |w|2
2 2 2 2
1 p
— Y (|z|2 + |w[2)2 i
Agora, pelo Lema A.3,
1 14 251 p P 1
of (1212 + Jw]?)® < 57 [(121%)2 + (Jw[*)>] = 5 (=" + ).
Portanto,
z4+wl? |z—wll 1
] < S0P+ wP),
que é (1.9).

(ii) Segundo caso: p € (1,2). Claramente, (1.10) vale se z = 0 ou w = 0. Pela simetria
de (1.10) em z e w, podemos supor que |z| > |w| > 0; agora, se z e w sdo colineares

(w=tz, t<1),(1.10) torna-se
4 - 1 N 1tp 1/(p-1)
—\2 2

que é o Lema 0.3. Se z e w nao sao colineares, entao eles determinam um plano, e podemos
vé-los como estando em C (conjunto dos nimeros complexos). Desse modo, (1.10) pode

ser reescrito na forma
’ < L + 125” v (1.11)
—\2 2 ' '

-1
2

1+t
2

P’ ‘1
+

’ 1+ te®

pl+ 1 — tet?
2

2

w .
onde — =te?, 0 <t <1, 0<6 <2 Sef =0, zew sao colineares. Vejamos agora o

caso geral. Para isto, fixado 0 <t < 1, basta mostrarmos que a funcgao
F(0) = L+t + |1 — 1|
tem um valor maximo para 0 < # < 27 em # = 0. Como

/
b
2

f(0) = (1+t2+2t0089)%/ + (1 +t* —2tcosh) =,
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segue que f(2r —0) = f(mr —60) = f(0); dai, é suficiente considerarmos f apenas no
intervalo 0 < 0 < w/2. Desde que p’ > 2, temos

F1(0) = —p'tsinO[(1 + 12+ 2t cos0)7~F — (1 + 12 — 2t cos )77} <0

sobre o intervalo [0,7/2]. Assim, o maximo valor de f ocorre em 6 = 0 e (1.11) estd
provado. Portanto, provamos (1.10). |

Teorema 1.5 O espaco (W7, | - |l1,) € uniformemente convezo.

Prova. Primeiramente, provamos o caso p € [2,+00). Seja u,v € W, () satisfazendo
lullip = [lv]lip=1¢ |lu—2|1p, >¢, € €(0,2]. Usando (1.9), obtemos

r /('Vu+va p)
1,p Q 2

1
< 3 | (9uP+190P) = 5 (al, + e

u+vllf
2

uU—v
2

Vu— Vv
2

1Lp

1) =1

DO | —

que implica

u+ vl - (e)p
2 |, 2/
Dali,
o=@ - 0-6))
2 | 2 2
P Na _
56)
que produz

lu+vll1p < 2(1 = 0(e)).

Vejamos, agora, o caso p € (1,2). Inicialmente, observamos que um célculo direto
17p S
mostra que se v € W,P(§2), entao

Vol € ZP7H(Q) e [IIVUl llop-1 = IIv]I7,- (1.12)

De fato, as igualdades | V[P = (]Vv]p/(p 1 = HVU]” ‘ implicam em |Vul? € LP~1(Q)

e7
i1 p p—1\ p
= wellgy = ([ 19o) ™ = ([ [t ])
Q
, 1
— (/‘|Vv|p !
Q

— p—l
) — 1V oy

-

1

/
lvlly, =

Sejam vy, v, € Wy P(Q). Entao [V, |7, |[Voi [P € LP~1(Q), com 0 < p—1 < 1 e, segundo
o Lema 0.4,

Vel + 1902 gt 2 I1V01 logms + 11722/ 0. (1.13)
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De (1.12) e (1.13), obtemos

vy + v |[P vy — vy ||” ‘Vvl—l—vQ v N ‘vvl—w v
2 Lp 2 Lp 2 0,p—1 2 0,p—1
V1 + U / V1 — U2 v
< ‘v v
- 2 2
0,p—1
B ’ N\ p—1 ﬁ
- / ‘V01+V’Ug P ‘Vvl—va P
Q 2 2 ’
Dai, usando (1.10), temos
/ / 1
vy + 9 ||¥ vy — vy ||F 1 p—1
1 2 + 1 2 < {_/ (’VUl‘p-i- |vv2lp)}
2 1,p 2 1,p 2 Q

1
1 1 p=1
o [ T

Para u,v € Wy () com |lull1, = |v]lip =1 € |Ju — v, > € € (0,2], obtemos

P’ ’
U+ v <1- (f )P 7
1,p 2
que implica ||u +v|[1, < 2(1 —6(¢g)).
Portanto, o espago (Wy™”, || - ||1,) é uniformente convexo. [
No que se segue, o espaco Wy (Q) serd sempre considerado munido da norma || - |1,

O préximo teorema conduzir-nos-a para um dos pilares deste capitulo, que é o teorema
que o segue.

Teorema 1.6 O funcional ¢ : WyP(Q) — R dado por 1)(u) = (1/p)|[ull}, € Gateaux
diferencidvel e ' (u)v = (—Apu, v).

: L 1
Prova. Consideremos, primeiramente, o caso u = 0 em W, ”(£2). Neste caso, temos

1
—hP VoulP
plut+hw) —P(u) P04+ hv) —(0) . p /Q| |
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim 1hp—l/ |VulP = 0.

Ou seja,
(¥'(0),v) =0, YveWH(Q).

Portanto, 1 é diferenciavel na origem.
Agora, tomemos u € W,?(2)\{0}. Consideremos as aplicacoes

Q:LP(N) — R
1 e

v g,

P:WyP(Q) — LP(Q)
v —  |Vol.
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Notemos que ¥ = P o (). Vejamos que P e @) sao aplicagoes Gateaux diferenciaveis,
de onde segue que 1 também o é.
O funcional @) é Gateaux diferenciavel e

(Q'(v),h) = (|v[P~tsgnv,h), Yov,h € LP(Q). (1.14)

De fato, sejam v, h € LP(Q) e t € [0,1]. Pelo teorema do valor médio existe £ > 0
com t& € [0, 1] tal que, tomando ¢(t) = |v(z) + th(z)|P, temos

g(t) —g(0) = |v(z)+th(z)[’ — [v(z)[”
= plo(x) + teh(@)[P sgn(v(z) + teh(x))h(z)(t — 0)
= ptlv(z) + t&h(x)|P  sgn(v(z) + tEh(z))h(x) (1.15)

de onde temos

pitlg(t)—g(oﬂ [lo(z) + teh(x) [P~ sgn(v(x) + tEh(x))h(z)|
= |v(@) + t&h(@)["" (z)|

< @)+ [h(@)| "~ ()]

Pela desigualdade de Holder e do fato que v, h € LP(€2), segue que

L@l + @i < ([ o)+ peipe) 1(/ |%m)
< 2”1(/Q(|v( )P+ [h(z)P) d:c) ( |pdx>

< Q.

Agora, por (1.15) e pelo teorema da convergéncia dominada

li QU+ ) — Q) _nmi/ﬂww+m@v—mwmm

t—0 t t—0 pt Jq

- 12%/ lv(x) + tEh(x) [P sgn(v(x) + tEh(x))h(z)dx
Q
= /Q lv(2)|P sgnv(z)h(z)dz,

e dai
(Q'(v),h) = (|v|P" signv,h), Vov,he LP(Q).

O operador P também ¢é Gateaux diferencidvel em u e

(P'(u),0) = LYYy e (). (1.16)
[Vul
De fato,
P?(u) = |Vul* = VuVu
implica

[P?(u)]'v = (VuVu)v
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que produz

2P(u)P'(u)v = 2VuVo.

Dai, temos a expressao (1.16).
Combinando (1.14) e (1.16), obtemos que ¢ ¢é diferencidvel em u e

(@' (u),v) = (Q'(P(u), P(wv) = (|[Vul”

= / |VulP2VuVu = (=A,u,v), Vo e WyP(Q).
Q

O proéximo resultado ser-nos-a essencial no proximo capitulo.
. , . , . -z 1
Teorema 1.7 O funcional v € continuamente Fréchet diferencidvel em Wy"* ().

Prova. Consideremos o espaco produto X = sz\; L” () munido da norma

N 1/p
hloy = (Z Hhiﬂg’p,) para h = (hi,...,hy) € X.
i=1

Definamos a aplicagao

g: W) — X
u —  |[Vu[P~2Vu.

Notemos que g(u) = (g1(u),...,gn(u)) e g;(u) = |VulP720u/dz;, i = 1,2,...,N. Esta
funcao estd bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de T/VO1 P(Q) em
conjuntos limitados de X'. De fato, para¢=1,..., N, temos:

ol = [ \wp 0u )" L1907 = [ 9up = i,
Q Q

Provemos que g é continua. Pela equivaléncia das normas em RY, podemos encontrar
uma constante C; > 0 tal que

hop,gcl/gymp’, VheX.

Vejamos, primeiramente, o caso p € (2,00). Sejam u, v € W, ?(Q). Pelo Lema A.1(i),
temos:

A\

o) = 90ty < o [ lotw) = g =Cs [ IVupVu— [vup2vel”

< Olﬁp/IW—VvV’ (|Vul + Vo) 2.
Q
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Como |Vu — Vol € L7 (Q) e (|Vu| + |[Vo|)P P2 e Lp/F'#=2(Q), pela desigualdade
de Holder, temos:

! ' (p—2)

lg(w) — g, < C (/Qwu—wp’é")i(/(|vu|+|vv|) H) ’

= CallVu = Vol [1Vul + 90l
— Callu— ol 11Vl + [Tl 0

e, com a desigualdade de Minkowski, vem
l9(w) = g@)liy < Collu— oY, (1Vulllog + 1170 lo,)”*~
implicando

1/p/ -2
g(w) — g, < O llu—vlliy (ullip + [[v]l1,)?
-2
= Cllu—vllp (Jullip +llvllip)" (1.17)

com C = 021/ ” > 0 constante independente de u e v.
Agora, provamos o caso em que p € (1,2]. Se u,v € Wol’p(Q), entao pelo Lema A.1(ii),
segue-se

/

otw) = g0}y < Cr [ lot) =9I =i [ [Vl 2V~ [Top Vol
Q Q

< C’1Bp// |Vu — Vol P~ = C’é/ |Vu — VolP
0 Q
= Cyllu—vllf,
Donde N
[9(u) = g(v)]op < & lu - ity = Cllu =t (1.18)

1
com (' = C;p/ > ( constante independente de u e v.
De (1.17) e (1.18) segue a continuidade de g.
Por outro lado, vale

[ (w) = &' ()] < Klg(u) = g(v)]op (1.19)

com K > 0 constante independente de u,v € T/VO1 P(Q)). De fato, pela desigualdade de
Hélder, para u,v,w € W,?(Q), temos

(Y (u) = ¥'(v),w)] = [(=Au,w) — (=Av,w)|
/Q|VU|p_2Vqu—/Q|Vv|p_2Vva'

< [10vul29u=19up=290)| |Vul = [ lo(w) - g(0)] |V

< ([ |g<u>—g<v>|p’)”1' (f lep)é
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Agora, usando a equivaléncia das normas em RY, temos

(@' (u) = ¢/ (v), w)| < <Z||gz v)llg ) Vel

= Klg(u) = g()lg, lwlliy

provando, assim, (1.19). Ou seja, ¢’ : Wy (Q) — W~17(Q) é continua.
Provemos agora que v é Fréchet diferenciavel em u € I/VO1 (), e além disso,

(W' (u),v) = / |VulP*VuVo. (1.20)
Q
Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

Y(u+v) —(u) — /Q |VulP*VuVv =

1
= [ (19w Vol = [Vl = pIVupVuve) da
Q

1 1
= 1/ (/ d —|Vu+tVoulPdt — / p\Vu\p2Vqudt) dx
o \Jo 0

= / / ( |\Vu+ tVol|P dt — p\Vu\pQVqu) dt dx
= ’ / / (p|Vu + tVo [P (Vu + tVv)Vo — p|VulP*VuVv) do dt
o Ja

_ /01 /Q(g(u Ftv) — g(u)) Vo da dt.

Pela desigualdade de Hélder, temos

</ ot 1) gl v e

= /ol</g g+ tv) = 9(“)|pldl“> pl/”UHLp dt
(/01 9w+ tv) — g(u)||lop dt) 0]|1.p.

Agora, pela equivaléncia das normas em RY, vem

1

< & ([ totu ) = gty dt) ol
0

com K > 0 constante independente de u e v. Logo,

[(u+v) = ¥(u) — fo [Vuf?VuVy| < K/l[g(u +tv)
[v][1p

Agora, fazendo v — 0 em VVO1 P(Q) na ultima desigualdade, e aplicando o Teorema da

B+ v) — b(u) — /Q Va2 Vuvo

Y(u+v) —P(u) — /Q |VulP~2VuVu

— g(u)]opdt.

Convergéncia de Lebesgue (pois g é continua e limitada) provamos a igualdade (1.20), e

assim, o teorema esta demonstrado.
Antes de enunciarmos o préximo resultado, a definicao seguinte é imprescindivel.
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Definigao 1.3 Uma aplicacao A : X — X* € dita um operador potencial com um poten-
cial a - X — R, se a € Gateauz diferencidvel e

lim¢ a(u + tv) — a(u)) = (A(u),v), Yu,ve X.

t—

Sempre assumimos a(0) = 0.

O teorema logo abaixo, além de assegurar que —A, é um operador potencial, afirma,
também, que a derivada de Gateaux de seu potencial é a aplicacao dualidade. Com isso,
obtemos que o operador —A,, é uma aplicagao dualidade.

Teorema 1.8 O operador —A, : W, P(Q) — W=1(Q) é um potencial. Mais precisa-
mente, seu potencial é o funcional ¥ : WyP(Q) — R, dado por (u) = (1/p)[[ull}, e
W = =N, = J, onde J, : WyP(Q) — W= (Q) € a aplicacio dualidade correspondente

a fungdo de mnormalizacio p(t) = tP~L.

Prova. Pelo Teorema 1.6, 1 é Gateaux diferenciavel.
Tendo em vista a Observacao 1.1, mostremos que v é convexa. Consideremos

F :]0,00) — [0,00) definida por F'(t) :/o o(T)dT.

E claro que 1(u) = F(||ull1,) para todo u € WyP(€); logo, para provarmos a convexidade
de 1 é suficiente mostrarmos que F' é convexa. Para isto, seja z = as + (1 — a)t, onde
0<s<teael01]. Como ¢ é crescente, temos, pelo teorema do valor médio, que

F(t) — F(z) =2 (t — 2)¢(2),

F() — F(s) < (= - s)p(2).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1 — a/), a segunda por (—«) e somando, obte-
mos
aF(s)+ (1 —a)F(t)— F(z) > 0.

Ou seja,
F(z) <aF(s)+ (1 —a)F(t).

Assim, F é convexa. Logo, com X = W,"(), pela Observacao 1.1, dy(u) = ' (u), e
pelo Teorema 1.1(iii), J,(u) = ¢'(u). Pelo Teorema 1.7, —A,u = 9'(u). Portanto,

V== =,
e ¢ é o potencial de —A,,. [ ]
Observagao 1.2 Seja || ||« a norma dual de || ||1,. Entdo temos || — Ayulls = || J,(u)|| =
ollullip) = Nl

O teorema abaixo ¢ um dos principais resultados desta secao, pois nele se estabelece
as principais propriedades para o operador p-laplaciano.

Teorema 1.9 O operador —A, define uma correspondéncia bijetiva entre Wy (Q) e
W= (Q), com inverso (—A,)~" mondtono, limitado e continuo.
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Prova. Do Teorema 1.8, temos —A, = J, : Wy *() — W17 (Q). Pelo Teorema 1.5,

1 P O .
(W (), | - [[1p) é uniformemente convexo; assim ¢ reflexivo, pelo Teorema 0.6, e local-
mente uniformemente convexo devido ao Teorema 1.2. Dali, pelo Teorema 1.4, temos as
afirmagoes sobre (—A,)7!. ]

Observacao 1.3 Do Teorema 1.9 podemos concluir os sequintes fatos:
(i) para cada f € W= (Q) a equagio —Ayu = f tem uma tinica solucio em Wy™(Q).

(ii) As propriedades de (—A,)™' mostram como a solugao u = (—A,)~*f depende da f
dada. FEstas propriedades serao usadas em sequida.

(iii) Como os elementos de WyP(Q) se anulam na fronteira, O, no sentido do traco, é
natural que a unica solugao em Wol’p(Q) da equacio —Apu = f seja chamada uma
solugao do problema de Dirichlet

Ay = f em €,
u = 0 sobre 0.

Concluimos esta se¢ao com um resultado que nos sera ttil adiante, para mostrarmos
que um certo funcional (F) satisfaz a condigao de compacidade de Palais-Smale.

Teorema 1.10 O operador —A, satisfaz a condicao (S+) : se u, — u e
lim sup(—A,un, u, —u) <0, entdo u, — u.

Prova. Pelo Teorema 1.8, —A, = J, : WyP(Q) — W~1(Q). Agora, pelo Teorema 1.5,
(Wo?, ||-l1,p) é uniformemente convexo. Daf, pelo Teorema 1.2, (Wy, ||-||1,) é localmente
uniformemente convexo. Portanto, pela Proposicao 1.4, o teorema fica demonstrado. m
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Capitulo 2
O Problema de Dirichlet

Neste capitulo estamos interessados em condicoes suficientes sobre o segundo membro
f para assegurar a existéncia de alguma u € Wol’p(Q) para que a equagao —Ayu = f(x, u)
valha no sentido de W~1#'(Q2). Uma tal u é dita uma soluciao do problema de Dirichlet

{—Apu = f(z,u) em Q, (2.1)

u|39 = 0.

Antes de tudo, condigdes apropriadas sobre f para assegurar que Ny(u) € W=7 (Q)
devem ser formuladas, Ny sendo o bem conhecido operador de Nemytskii definido por f,
isto é, (Ny(u))(x) = f(z,u(x)) para z € Q. Portanto, somos levados a considerar alguns
resultados bésicos sobre o operador de Nemytskii.

2.1 Operador de Nemytskii

Seja  um dominio limitado em RY, N > 2 com fronteira lipschitziana e seja
f:Q xR — R uma funcao de Carathéodory, isto é:

(i) para cada s € R, a funcdo x — f(x, s) é Lebesgue mensuravel em (2;
(ii) para quase todo z € €, a fungao s — f(z,s) ¢ continua em R.

Fazemos a convencao que no caso de uma funcao de Carathéodory, a afirmacao “x € Q"
sera entendida no sentido “quase todo x € Q7.
Seja M o conjunto das fungoes mensuraveis v : {2 — R.

Proposicao 2.1 Se f: QxR — R € de Carathéodory, entao, para cada v € M, a fun¢ao
N¢(u) : Q — R definida por (N¢(u))(x) = f(z,u(z)) para x € Q é mensurdvel em Q.

Prova. Devemos mostrar que se v € M, entdao Ny(u) € M. Notemos que se z é uma
fungao simples, entao f(-,2(-)) é mensurdvel. De fato, podemos escrever z da forma:
z = Z;”Zl arxa, com ar € R e xu, sendo a fungdo caracteristica de Ay (a familia
{Ax; k=1,...,m} formando uma parti¢ao mensurdvel de 2); dai,

fl,2(2) = fla. ) axa (@) = D xa (@) f(z, ).
k=1 k=1
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Ja que f é de Carathéodory, f(z,ax) é mensuravel e dai, f(-,z(-)) € M.

Consideremos agora uma seqiiéncia (u,) de fungdes simples em €2, com u,, — u q.t.p.
em (). Ficou claro que f(-,u,(-)) € M para todo n € N. Como Ny(u,) = f(-, un(+)) “tr
f(,u(-)) = N¢(u), temos que Ny(u) € M, pois é limite q.t.p. de funcoes mensurdveis. m

Em vista dessa proposi¢ao, uma funcao de Carathéodory f : 2 x R — R define um
operador Ny : M — M, que é chamado operador de Nemytskii.

A proposicao abaixo estabelece condigoes suficientes para que um operador de Nemy-
tskii aplique um espaco LP' em um outro LP?.

Proposicao 2.2 Suponhamos f : Q2 xR — R de Carathéodory e que a sequinte condi¢cao
de crescimento seja satisfeita:

|f(z,s)| < Cls|" +b(x) para x€Q, seR,

onde C' >0 € constante, r >0 eb e L7(Q), 1 < ¢ < 0.
Entao Ny(L®"()) C L®(Q). Além disso, Ny € continua de L9 (2) em L% () e aplica

conguntos limitados em conjuntos limitados.

Prova. Mostremos que Ny(L#"(2)) C L9(Q2) e que Ny é limitada, ou seja, aplica
conjuntos limitados em conjuntos limitados. Basta usarmos a desigualdade de Minkowski,
para obtermos

INs(W)llog = (/Q|f(x,u(;c))|‘“)l/ql < </Q (C|u(x)v+b<x))m>1/ql

1/lh
Nl o + 1ollo =c( / Hurrﬂ) b

1/ q1
Q

+ [1llo.g = Cllullorg, + lIbllo.g:-

Vejamos agora que Ny é continua. Para isto é suficiente mostrarmos que toda se-
qiéncia (u,) C L™ (), com u, — u em L™ (Q) tem uma subseqiiéncia (uy, )ren tal que
N¢(up,) — Ny(u) em L?(S2), quando k — oo (cf. Elon-[23] Corolario 2, p. 126). Pelo
Teorema 0.4, dada uma seqiiéncia (u,) C L™ (), com u, — u em L™ (2), existe uma
subseqiiéncia (up, Jken C (uy), € existe h € L™ (§2) tais que:

IA

0,q1

= C

(i) un, —u q.t.p. quando k — o0, e

(ii) |un,| <h qtp.em Q, VkeNlN.

Além disso, Ny(un,) — Ny(u) q.t.p. quando k — oo. E dai,
INf(tn, (z)) — Np(u(z))|"™ — 0 gtp. em Q.

Por outro lado,

| Ny (tn, (2)] = |f(x,un, (2))| < Clh(z)]" +b(z) q.t.p.em Q etodo keN. (2.2)
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Ponhamos ¢(x) := (C|h(z)|” + b(x))" . E imediato que ¢ € LY(Q), pois |h|",b € L ().
Tomando o limite quando k£ — oo em (2.2), obtemos

[Np(u(@))|" < g(z)  qtp.em Q. (2:3)
De (2.2) e (2.3) resulta
| Np(tn, (2)) = Np(u(@))|* < (INf(un, (2))] + [N (u(@)) )" < 2%g(x) qtp. em Q.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos:
I (un) = Ny @, = [ 1Nyl 2) = Nule)l” =0 quando & — o
Portanto, Ny : L9 (Q) — L9 (2) é continua. ]

No que diz respeito ao fato de um operador de Nemytskii ser um operador potencial,
temos:

Proposicao 2.3 Suponhamos que f : Q x R — R seja de Carathéodory e satisfaca a
condi¢cao de crescimento:

|f(z,s)] < C|s|? " +b(x) para z€Q, sER,

onde C' >0 € constante, ¢ > 1, b€ Lq/(Q), 1/q+ /¢ =1.
Seja F: Q2 x R — R definida por F(x fo x,T)dr. Entdo:

(i) a fungio F € de Carathéodory e existe Cy > 0 constante e ¢ € L*(Q) tais que

|F(z,s)| < Cils|? +c(x) para x € Q,s€R;

(ii) o funcional ® : LY(Q) — R definido por ®(u) := [, Np(u) = [, F(x,u) € continua-
mente Fréchet diferencidvel e ®'(u) = Ny(u), Vu e LYQ).

Prova. (i) Que F' é de Carathéodory segue de que f o é. Mostremos agora a outra parte.

|F(z,s)] = f:z:TdT

_/ (CT97 1 + b(x))dT

Is q
= / Crldr +/ b(z)dr = C’ﬂ + |s]b(z) + a(z),
0 0 q

onde a é uma funcao arbitraria em um espaco conveniente para que o operador de Ne-
mytskii esteja definido em espacos LP adequados. Usando a desigualdade de Young para
|s|b(x), temos:

q—1

C 1 a_
|F(z, )l < lsl* + sl + b(x)=T + alz).

Como b € L7(Q), entdao bV ¢ LY(Q). Assim, escolhendo a € L'(Q), facamos
(g —1)/q)b? @Y +q = c € L'(Q). Dai,

|F(x,s)] < Cils|]?+c(x) para z€Q, seER,
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onde C; = (C+1)/qg>0ece L'(Q).

(ii) Tudo que temos a fazer é provar que

w@zlﬁ@w+@—AF@m—LﬂLWmmM quando  [[v]]o, — 0.

De fato, seja
a(v) = F(x,u+v) — F(x,u) — f(z,u)v.

Visto que

F(r,u+v) — F(z,u) = /01 %F(az,u—l—tv) dt = /Ol[f(a:,u+tv)v] dt,

temos

a(v)—/o [f(x,u—l—tv)v—f(x,u)v]dt—/o [f(z,u+tv) — f(z,u)|vdt;

donde )
w(v) = /Q/o [f(z,u+tv) — f(z,u)|vdtdx.

Usando o teorema de Fubini e a desigualdade de Holder, temos
1
wl < [ [t - ] ded
0o Jo

1
< /||Nf(u+tv)_Nf(U)HO,q’dtHUHO,q'
0

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e pela Proposigao 2.2 (onde N foi
provado ser limitado e continuo), a integral acima vai a zero, quando ||v|lo, — 0. Assim
||v||5’éw(v) — 0 quando ||v||,, — O. [

Observacao 2.1 Deve ser notado que, sob as condi¢oes da Proposicao 2.3 acima,
Np(LU(Q) C L7(Q),  Np(LYQ)) € L'(%),

onde cada um dos operadores Ny e Np é continuo e limitado (isto € uma simples con-
seqliéncia da Proposigao 2.2). De fato, tomando r = q — 1, temos pela Proposigao 2.2
que Ny (L9~ (Q)) C L (Q). Fazendo q = q,(q — 1) obtemos q; = ¢; dai, N;(L4(Q)) C
L7 (). Tomando agorar = q, vem Np(L19(Q)) C L% (Q). Fazendo q = q1q temos q; = 1,
isto €, Np(L1(Q2)) C LY(Q).

Deve, também, ser notado que para cada u € L(SY), vale N¢(u) = ®'(u) € L7 (Q).
Isto é 6bvio jd que N¢(L9(Q)) C L7 ().

Agora, voltemos ao Problema (2.1).
A fungao f : QxR — R, abaixo, sera assumida sempre de Carathéodory e satisfazendo
a condicao de crescimento

If(z,8)] < C|s|" ' +b(z) para z€Q, s€ER, (2.4)
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onde C' > 0 é constante, ¢ € (1,p*), be LY (Q), 1/q+1/¢ = 1.
A restrigao g € (1,p*) assegura que a imersao Wol’p(Q) — L9(2) seja compacta (cf.
Brezis-[7], Teorema IX.16). Portanto, o diagrama

Iy

/ I* /
Wwar(Q) L4 pae) M Le () <L wv (@)

mostra que Ny é um operador compacto (continuo, e transforma conjuntos limitados em
conjuntos relativamente compactos) de W, ?(Q) em W~17(Q).
Um elemento u € W,?(Q) é dito solucdo do Problema (2.1) se

—Apu = Ny(u) (2.5)
no sentido de W= (Q), ou seja,
(=Apu,v) = (Ng(u),0),  VveWyP(Q).

Isto é

/ |VuP?VuVu = / f(z,u)v, Vo e W,P(Q). (2.6)
0 0

Neste estdgio, numa abordagem do Problema (2.1), duas estratégias parecem naturais.

A primeira, reduz o Problema (2.1) a um problema de ponto fixo com operador com-
pacto. Realmente, pelo Teorema 1.9, o operador (—A,)~! : W= (Q) — WyP(Q) é
limitado e continuo. Conseqiientemente, (2.5) pode ser equivalentemente escrito como

w= (~A,) Ny (u), (2.7)

com (—A,) "INy : WyP(Q) — Wy P(Q) sendo um operador compacto.

A segunda, é uma estratégia variacional: as solugoes do Problema (2.1) aparecem
como pontos criticos de um funcional de classe C' em W, ”(Q). Para ver isto, primeira-
mente temos que —A, = ¢', onde o funcional ¢(u) = (1/p)||ul]} , é continuamente Fréchet
diferencidvel em W, (). Por outro lado, sob a condigio (2.4) e levando em considera-

cdo que a imersao W, (Q) — Lq(Q) é contl’nua (na verdade compacta) o funcional
® : WyP(Q) — R definido por ®(u = [, F( com F(x,s) =[] f(x,7)dr, é continua-

mente Fréchet diferencidvel em WO P(Q) e @ ( ) Ny(u). Conseqiientemente, o funcional
F : WyP(Q) — R definido por

Flu) = (u) — D) = }juun’f,p - / Flz,u)

é de classe C' em W, (), e
F(u) = (=Ap)u = Ny(u).

A busca de solugoes para o Problema (2.1) estd, agora, reduzida a busca de pontos
criticos para F, isto é, daquelas funcées u € Wy (Q) tais que F'(u) = 0.
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2.2 Existéncia de Solucao Usando um Teorema de
Ponto Fixo

Nesta segao, o “método de estimativa a priori” sera usado no intuito de estabelecer
a existéncia de pontos fixos para o operador compacto T = (—=A,) " 'N; : Wol’p(Q) —
Wy (Q). Este é o objeto do seguinte resultado.

Teorema 2.1 Se a fun¢do de Carathéodory f:Q x R—R satisfaz (2.4) com q € (1,p),
entdo o operador (—A,)" Ny tem pontos firos em Wy P(Q) ou, equivalentemente, o Pro-
blema (2.1) tem solu¢ao. Além disso, o conjunto de todas as solugdes do Problema (2.1)
é limitado no espagco Wy'(Q).

Prova. Tendo em vista o Teorema 0.18, é suficiente provarmos que o conjunto
S={ueW,”(Q):u=al(u) paraalgum a € [0,1]}

é limitado em W, (Q). De (2.4), para u € W, () arbitrario, temos
nmmzfm WP = [ V@) vE)?
= / V(T () P*V(T () V(T (1) = {(=A,)T(w), T'(u)

_ /Mu /VMW|

gﬂmwm»w|

Além disso, para u € S, isto é, u = aT'(u), com « € [0,1], e aplicando a desigualdade de
Holder, temos

nmms/wwmw/mwn

s/wwwqgwﬂwgmmw

= Ca® T (u)[§, + 1bllog 1T () o

Agora, pela imersao continua W, (Q) — L9(€), existe uma constante positiva C; tal que
HT(U)HO,q < ClHT(u)Hl,p‘ ASSiIn,

IT@IF, < Ca™ ' CHIT@T, + [bllog CrllT (w1
< COUT@IT, + 10llo.qg CLllT (w)]]1p-

Conseqiientemente, para cada u € S, vale
1T ()Y, — Kl T ()Y, — Kol T (u)]l1p <0, (2.8)

com K7, K5 constantes nao negativas. Desde que ¢ € (1, p), a limitagao de S é assegurada.
Com efeito, basta notarmos que g — 1 >0 e p — ¢ > 0. Agora, vem

IT (W) (17T, = KT (@), - K2) <0,
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que implica
~1 -1
IT()lly, — Kl T(u)li,” — K2 <0;

dai,
-1 —
1T ()l (T (w7, — K1) < K.

De onde segue a limitagao de ||T(u)||1,. Isto é, existe uma constante a > 0 tal que
|7 (u)|l1,, < a. Conseqiientemente, se v € S, temos ||ull1, = o||T(u)|1, < a; donde, S é
limitado. ]

Observagao 2.2 Veremos que se (2.4) vale com b € L>(R2), entao a abordagem varia-
cional permite-nos concluir a tese do Teorema 2.1 sob hipéteses extras, e o Problema (2.1)

ainda tem solugao, mas a limitacao do conjunto de todas as solugoes nao serd assequrada
(¢f. Teorema 2.9).

Observacao 2.3 A condicio q € (1,p) aparece como uma condi¢ao técnica, necessdria
para obtermos a limitagdo de S.

E natural imdagarmos se o conjunto S ainda permanece limitado no caso em que q = p,
e € uma questao simples ver que se q =p e 1 —K; > 0, entao o raciocinio acima funciona.
De fato,

1T ()l — Kl T(u)f ), — Kol T ()], <O
implica
(1= EK)IT )T, — Kol T(u)]l1p <O,

que por sua vez, resulta em
IT()l1p((1 = KDIT ()]}, — K2) < 0.

Donde
(1— KT}, < K,

dat, ||T'(u)||1, ser limitado. Isto significa que estamos interessados em trabalhar com as
melhores constantes C' e C, tais que 1—CCY (= 1—K}) seja estritamente positivo. Existem
situagoes em que 1 — C'CY < 0; neste caso, nada podemos declarar sobre a limitagdo de
S. O exemplo abaizo mostra que, sob esta condi¢cao, S pode ser ilimitado. Seja N\ um
autovalor de —A, em Wol’p(Q) e seja u um autovetor correspondente; ou melhor:

—Ayu = AulP~u.

Das igualdades

lal?, = (~Apu) = AP~ u) = / Al

Y / ul? = Al
Q

Il

g,

resulta

(2.9)
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Como |[v]o, < Cillv|l, para todo v € WyP(), de (2.9) resulta que 1 — ACY < 0.
Realmente, |lullf,, = A||ullg, < ACT||ull}, implica 1 — ACT < 0. Consideremos a fungdo
de Carathéodory

f(z,8) = A|s|P2s.
Claramente, a condi¢ao de crescimento (2.4) € satisfeita com ¢q = p eb =10, e C = A\
Conseqiientemente, (2.8) torna-se

(L =2E)T(W)7, <0

para todou € §, e nenhuma conclusao sobre a limitagcao de S pode ser feita. Na verdade, S
¢ ilimitado. De fato, temos —A,(tu) = NtulP~*tu = Ny (tu), isto €, tu = (—A,) "Ny (tu)
para todo t € R, que significa {tu :t € R} C S (tomando a = 1), e assim, S € ilimitado.

Observagao 2.4 No caso f(x,s) = g(s) + h(x) com g : R — R continua e h € L*>®(Q),
a invariancia homotdpica do grauw de Leray-Schauder € usada por Hachimi e Gossez-[17]
no intuito de provar o sequinte resultado:

Se
- 9(s) . pG(s)
1 A 1 A
W e Jsp2s = e () LT s
onde G(s) = [ g(T)dT e Ay € o primeiro autovalor de —A, em Wy (Q) (ver Anane-[2]),

entao o pmblema
—Apu=g(u)+h(z) em Q u=0 sobre OS2

tem uma solugio em Wy (Q) N L>(9).

2.3 Existéncia de Solucao via Minimizacao

Como ja enfatizamos na Secao 2.1, numa abordagem variacional sob a condi¢ao de
crescimento (2.4) sobre f, as solugbes do Problema (2.1) sdo precisamente os pontos
criticos do funcional F : W, ?(Q) — R de classe C' definido por

Flu) = (u) — B(u) = %Hunff,p - / F(a.u)

onde F(z,u) = [ f(z,7)dr.

Notemos que F é fracamente semicontinuo inferiormente em W,?(Q). De fato, ja
sabemos que F(x,-) = Np(LY(Q)) C L'(2), com Ng continuo e limitado. Se u, — u
em WP (Q), pela imersdo compacta W,?(Q) — L4(Q), temos que u, — u em LI(f).
Pela continuidade, F'(-,u,) — F(-,u) em L'(Q). Isto é, [, F(z,u,) — [, F(x,u) sempre
que u, — u em W,?(Q). Como n : R — R dada por n(t) = (1/p)t? é continua, e
¢ : WyP(Q) — R definida por ¢(u) = |jul|1, é fracamente semicontinua inferiormente, a
composta, 1 = no (, é, pois, fracamente semicontinua inferiormente. Conseqiientemente,
F oé.

Assim, por um resultado ja conhecido (Teorema 0.1), no intuito de obtermos condigoes
suficientes para (2.1) ter solu¢ao, um primeiro modo é assegurarmos a coercividade de F.
O resultado abaixo nos oferece condicoes para isto.
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Teorema 2.2 Seja f: Q2 xR — R uma fungao de Carathéodory satisfazendo a condi¢ao
de crescimento (2.4). Suponhamos que exista a € L®(§) com a(x) < Ay sobre um con-
Junto de medida positiva tal que

< a(x) <A\ uniformemente em Q. (2.10)

Entao F é coercivo. Conseqiientemente o Problema (2.1) tem solugdo.

Prova. Provamos, primeiramente, que existe ¢g > 0 tal que

N(@)>ep, YoveW,?(Q) com |v

=1 (2.11)

onde o funcional N : Wy ”(Q) — R é dado por
N (@) =0l = [ atoloP

Para isto, lembremos que

V17

10116,

A\ = inf{ v € W(}’p(Q)\{O}} : (2.12)

o infimo sendo atingido quando v é multiplo de alguma fungdo u; > 0 (cf. Anane-[2]).
De (2.10) e (2.12) segue que N'(v) > 0, Vo € WyP(Q). De fato, o caso em que v = 0, a
prova ¢ imediata. Agora, se v € WyP(Q)\{0}, temos

O o [
a@)|v]F < | MfufP < oo off == [ vl = [l]lf,
Q Q Q HUHO,p ”UHo,p Q

Dai, N'(v) = ||v||§’7p—/ a(x)|v|P > 0. Supondo, por contradi¢ao, que exista uma seqiiéncia
0

(vn) em WyP(9) com ||vpllip, = 1 ¢ N(v,) — 0, podemos encontrar uma subseqiiéncia
de (v,), ainda denotada por (vy,), e algum vy € WP (Q) tais que v, — vy em W,*(Q)
(Teorema 0.7) e v, — vy em LP(Q) (Teorema 0.2). O funcional I : W, 7(Q) — R dado
por

10)= [ a@)op
Q
é continuo em LP(Q) e fracamente continuo em W, ”(Q). De fato, seja a seqiiéncia (v,,)

tal que v, — v em Wy P(Q), entdo v, — v em LP(Q). Dai, |v, —v| — 0. Mas, |v,| — |v] <
v, — v|, donde |v,| — |v], ou seja, |v,|? — |v|P. Logo, se v, — v em W, (), entdo

mm—umzéwmmm—wmﬁo

e as afirmacoes sobre I sao verdadeiras. Pela semicontinuidade inferior fraca de N em
1 . .
W, P(€2), inferimos

0 < looll?, - / a(2)[voP < Tim inf A(u,) = 0
Q n—oo
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e assim, [[voll} , = [, a(x)[vol?. Mas, N'(v,) — 1 — [, a(x)]vol?; logo

nmmzlguwsz

que implica vy # 0. Entao, por (2.12) e (2.10) temos

Allvollo, < llwoll¥, = /Qa(x)lvol” < ArllvollG (2.13)

Dai, como |[[vg|lf, = 1, temos Ay|lvollf, < 1 < Aqflwollg,, o que implica Ay [|vollf, = 1 =
||Uo||1p , donde Ay = [[vol[{,,/llvollf,,- Daf resulta que vy ¢ um miltiplo nao-nulo de w;.
Conseqiientemente, |vg(x)| > 0 q.t.p. em €. Denotemos ; = {x € Q : a(r) < A}
Desde que || > 0 (por hipdtese), obtemos

/M@MPz/a@WW+/ a(@)vol” < MlwollZ,.
Q o O\

que contradiz (2.13). Assim, (2.11) estd provado.

Seja v € W,"(Q) qualquer. Naturalmente, a norma de v, := v/||v|1, ¢ unité-
ria. B assim, usando (2.11), temos [lv||}, — fQ |v1|p > eg. Dal, ||v/||v|]17p||1p —
Joa(z)|v/[[vllipl” = €0, que implica 1 — 1/||v|| ) Joa(z)|v]P > &g, resultando em
o]}, — [ a@)vfP > eollv]]f,. Como o v € W ’p(Q) foi tomado arbitrariamente, con-

Cluimos que
lvll7, — /QOé(x)|v|p > eollollf,, Ve WyP(Q). (2.14)

Seja ¢ > 0 tal que € < Agg. Por (2.10) existe R. > 0 tal que se |s| > R. temos
pF(x,s)/|s|P < a(x)+e, que implica F(x, s) < ((a(x)+e)/p)|s|P. Ese |s| < R., entao, pela
Proposigao 2.3(i), existe uma constante K = K, tal que F'(z,s) < C1RI+c(x) = K+c(x).
Portanto,

F(z,s) < M!s]” + K +¢(z) para x €€, se€R. (2.15)
p

Por (2.15), vem

Fw) = Sl — [ o) = 2o, - A%%i%w—AW+wm

= (ot~ [ atamr) -5 [ = (xior+ [ o)
= 2 (ol - [ atwler—¢ [ o) - .

Por (2.14), temos

1
F(v) > » (€0||U’|€,p - <€Hng,p) — K.

Agora, por (2.12) estimamos F como segue

1 €
F) 2 & (albllt, — Sl ) - i =

A
ﬁ0|w — Ky — +00

quando ||v||, — +oo. [
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Observagao 2.5 (i) Se em (2.4) a funcao b estda em L*>(Q), podemos verificar que se
q € (1,p), entao (2.10) vale com o = 0; e assim, o Problema (2.1) tem solugao.
Mas, como jd temos observado (veja Observacao 2.2), se b € L*(2) e apenas (2.10)
¢ exigido, entdo a limitagdo do conjunto de solugdes (como no Teorema 2.5) nao é
estabelecida.

(ii) A idéia da prova do Teorema 2.7 € adequada para provar a existéncia para variantes
multivalentes do Problema (2.1).

2.4 Existéncia de Solucao Usando o Teorema do Passo
da Montanha

Nesta secao, ainda supomos que a funcao de Carathéodory f : 2 x R — R satisfaz a
condi¢do de crescimento (2.4).

Aqui, formulamos condigoes suplementares sobre f que asseguram a existéncia de
pontos criticos nao triviais para o funcional de classe C! definido por F : VVO1 P S R

Notemos que a existéncia de pontos criticos nao triviais de F significa que o problema
de Dirichlet (2.1) tem solugoes fracas nao triviais.

A principal ferramenta nesta direcao é o bem conhecido Teorema do Passo da Mon-
tanha de Ambrosetti e Rabinowitz-[28], o qual apresentamos aqui para tornar o trabalho
mais completo.

Teorema 2.3 ([28], Teorema 2.2) Seja X um espa¢o de Banach real e I € C'(X,R)
satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale (PS). Suponhamos I(0) =0 e

I) existem constantes p, o > 0 tais que I||z)=p > o

Iy) existe um elemento e € X, |le|| > p tal que I(e) < 0.
Entao I possui um wvalor critico ¢ > «. Além disso, ¢ pode ser caracterizado como

c=1inf max I(u 2.16
gefueg([(i(l]) () ( )

onde

I'={g€C([0,1], X) : 9(0) = 0,9(1) = e}.

Notemos que cada ponto critico u no nivel ¢ definido em (2.16) (I'(u) =0, I(u) = c)
é nao trivial. Conseqiientemente, se as hipoteses do Teorema 2.3 sao satisfeitas com
X = WyP(Q) e I = F, entilo a existéncia de solucdes nao triviais para o Problema (2.1)
¢ assegurada.

Primeiramente, lidamos com a condigao de compacidade (PS) para F. Lembremos
que F satisfaz a condicio (PS) se qualquer seqiiéncia (u,) C Wy (Q) para a qual F(u,,)
é limitada e F'(u,) — 0 quando n — oo, possui uma subseqiiéncia convergente.

Lema 2.1 Se (u,) C W*(Q) ¢ limitada e F'(u,) — 0 quando n — oo, entdo (u,) tem
uma subseqiiéncia convergente.

Prova. Pelo Teorema 0.7 podemos extrair uma subseqiiéncia (u,, ) de (u,), fracamente
convergente para algum u € W, ?(Q). Como F'(uy,) — 0, inferimos

<‘F,(unk)7unk —u) = <_Apunk - Nf(unk)7unk —u) — 0. (2.17)
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Desde que u,, — u em W,"(Q), pela imersiao compacta W,”(Q) — L9(Q), obtemos
Uy, — uem LI(Q). Entdao, como (N (u,,)) élimitado em L7 (), temos que (N¢(up, ), tn, —
w) = 0, pois |(Np(tn),ti, — @] < [Ng(ttm)lolltm, — ullog: De (217) obtemos
(—Aptn, , un, —u) — 0 que, juntamente com o Teorema 1.10 mostra que u,, — u em

WoP(€). ]

Agora, estabelecemos a condicao (PS).

Teorema 2.4 Se existem 6 > p e so > 0 tais que
OF (z,s) < sf(x,s) para €, |s| > s, (2.18)
entio F satisfaz a condigdo (PS).

Prova. Pelo Lema 2.1, é suficiente mostrarmos que toda seqiiéncia (u,) C Wy (Q) para
a qual (F(uy)) ¢ limitada e F'(u,) — 0, é limitada.
Seja d € R tal que F(u,) < d para todo n € N. Para cada n € N, denotemos

Q= {2 €Q; [un(e)] > 50}, D=\

1
L, — ( | Fean+ [
p Qn Q

Prosseguimos obtendo estimativas para a integral em (2.19), independentes de n. Seja
n € N escolhido arbitrariamente. Se x € €, entao |u,(x)| < so e pela Proposigao 2.3(i),
segue-se

Temos, entao

F(:E,un)) <d. (2.19)

!
n

F(z,u,) < Chlup(2)|? + c(x) < Cysf + c(x).

Dai,
/ F(z,uy,) S/ Clsg+/ c(x) SC’158|Q|+/C($).
Q) 3 3 0
Portanto,
/ F(x,u,) < C1sg|Q| + / c(r) = K;. (2.20)
Q) Q

Se x € Q,, entao |u,(x)| > so e por (2.18) vale
1
F(z,un) < 5 f (@, un(2))un(2),

que nos da

/Qn F(z,u,) < /Qn %f(x,un)un = % </Q [z, un)uy, — o f(x,un)un) : (2.21)

Pela condicao de crescimento (2.4), deduzimos

<),

[, up)uy

(Clun|® + b(x)|u,|) < Csd|Q| + so/ b(x) = K,

Q, Q

/
n
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que implica

(2.22)

Finalmente, de (2.19), (2.20), (2.21), (2.22), e somando e subtraindo / F(z,uy)
Q

/
n

depois da primeira desigualdade, obtemos

1 1 1 1
- np - 5 n ) Un < - np - F yUn) ™ 5 Un )Un
Sy =g [ s < Sty = [ Py < g [ pw

n

K.
gd+m+§=m

isto é,
1 1

Por outro lado, como F'(u,,) — 0 quando n — oo, existe ng € N tal que [{(F'(uy), un)| <
|lunll1,p para n > ny. Conseqiientemente, para todo n > ng, temos

|<_Apumun> - <Nf(un>’un>| < HunHl,p ou |||un||11),p - <Nf(u7L>’“n>| < HunHl,p
ave implica [ — (N7 (1), ) > [l Dt

1 1 1
— ol = llenllip < =5 (Ny(un), ). (224

Agora, de (2.23) e (2.24) resulta

1 1 1 1 1
(5= 5) Mty = Gllnlon < Sl = (N5t o) < &

e levando em conta que € > p, concluimos que (u,) é limitada. ]

Observagao 2.6 Vale a pena notarmos que (2.18) estende a bem conhecida condigdo:
existem 6 > 2 e so > 0 tais que

0<0F(z,s) <sf(x,s) para €, |s| > s,

que foi primeiramente formulada por Ambrosetti e Rabinowitz como uma condi¢ao sufi-
ciente para garantir que F satisfaga (PS) no caso particular p = 2.

Agora, vendo (I3) no Teorema 2.3, o préximo passo é obtermos condigdes suficientes
para F ser ilimitada por baixo em W,™”(Q).

Lema 2.2 O funcional F tem as propriedades:
(i) F(0)=0

(ii) F aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.
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Prova. (i) Pela definigao da F.
(ii) Como F'(u) = —Apu — Ng(u) é claro que
IF (Wl < 11 = Apulls + [| Ny ()]l

para todo u € I/VOl P(Q). Agora, pela ultima imersdo do diagrama

! I* /
Wwir Q) % L) M Lo () <L wlr (),

temos
-1
| = Apulle + [[Np(w)|l < Nulli,” + KN (w)lloq

Além disso, pela imersio (compacta) Wy (Q) < LI(Q) e em virtude do fato que N aplica
conjuntos limitados de L?(2) em conjuntos limitados de L9 (), concluimos que F’ aplica
conjuntos limitados de W, (Q) em conjuntos limitados de W1 (Q). Seja v € W, *(Q)
escolhido arbitrariamente. Aplicando o teorema do valor médio, temos

[F) = F(v) = FO)] = (F(&v), v)] < [IF(€v)lllvllp
com & € (0,1). Entéao (ii) segue da conclusao acima sobre F'. [

Observagao 2.7 Na realidade, (ii) no Lema 2.2 € uma conseqiiéncia da condigdo de
crescimento (2.4) e do fato que | — Ayul|. = ||u] Zf;l.

Observagao 2.8 Suponhamos F ilimitado por baixo. Entao, para todo p > 0 existe um
elemento e € Wy*() com |le|l, > p, tal que F(e) < 0. Realmente, suponhamos, por
contradicdo, que exista algum p > 0 tal que para u € WyP() com ||ull1, > p, valha
F > 0. Entao pelo Lema 2.2(ii), o conjunto {F(u) : ||ull1, < p} € limitado. Resulta que
F € limitado por baizo, que € uma contradicdo.

Para que o funcional F seja ilimitado por baixo, sao suficientes as condi¢oes dadas no
Teorema 2.5 Suponhamos que ocorra uma das alternativas:

(i) ezistem nimeros 6 > p e s; > 0 tais que
0<0F(z,s) <sf(x,s) para x €€, s> s, (2.25)
ou

(ii) existem nimeros 8 > p e sy <0 tais que

0<0F(z,s) <sf(x,s) para x € Q, s < sy, (2.26)

entao F € ilimitado por baizo.
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Prova. Vamos provar a suficiéncia da condigao (i) (um argumento similar mostra que (ii)
vale). Mais precisamente, mostraremos que se u € Wy ?(Q), u > 0 é tal que | My (u)| > 0,
com Mi(u) ={x € Q:u(x) > s}, entdo F(Au) — —oo quando A — oo.

Primeiramente, para A > 1, denotemos M, (u) = {x € Q : Au(z) > s1} e observemos
que M;(u) C My(u), e dai [My(u)| > 0. Por outro lado, existe uma funcao v € L'(Q2), v >
0 tal que

F(x,s) > ~y(z)s’ para x € Q, s> s. (2.27)
Realmente, para z € Q2 e 7 > s, por (2.25) temos
0<O0F(x,7) <7f(x,7);

isto é,

RERS

Integrando de s; a s obtemos

0
6 1n (i) <InF(z,s) —InF(x,s),

S1

que implica

Ou seja,
F
F(x,s) > (37;51)89;
51
dai,
F
F(x,5) > ~(z)s’, com 7(z)= ($;81) -0
51

Agora, seja A > 1. Claramente,

AP
F(Au) = —|lullf, — (/ F(z, \u) +/ F(z, )\u)) : (2.28)

Se x € M, (u) entao Au(x) > sy, e por (2.27) temos F(x, \u(z)) > v(x)\u’. Portanto,
/ F(z, \u) > )\9/ y(z)u? > /\9/ V() N K (u), (2.29)
M (u) M () M1 (u)

com Kj(u) > 0. Se x € Q\M,(u) entdo Au(x) < s1, e em virtude da Proposi¢ao 2.3(i),
obtemos |F(z, \u(z))| < C1 %! < Cys{ + ¢(x). Portanto,

/ F(z, \u)
Q\M} (u)

De (2.28), (2.29) e (2.30), respectivamente, resulta

AP
Fow = Sl - [ Pew- [ P
p M (u) QA\M (uw)

< Cys1|9Q + / c(x) = K. (2.30)
0

\P
é-—mmm—van—/‘ Pz, )
p QA\M (u)
AP
< ?HUHpr - /\GKI(U> + K9y — —00 quando X\ — o0
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ja que 6 > p, e a prova estd completa. ]
Com respeito a condi¢ao (/1) no Teorema 2.3, temos o seguinte
Teorema 2.6 Suponhamos que a fungao de Carathéodory f: 2 x R — R satisfaca:
(i) eziste ¢ € (1,p*) tal que
|f(z,s)] < C(]s]7 +1) para v €€, s€R,

onde C' € uma constante ndao negativa;

(ii)
: f(@, s)
hr?_%lp |s|P=2s

<\ uniformemente com x € )

onde A\, € o primeiro autovalor de —A, em Wy (Q).

Entdo existem constantes p,a > 0 tais que F |y, ,—p > -

Prova. Consideremos a funcao h : 2 — R dada por

h(z) = limsup f(x,s)/(|s[P2s).

s—0

Por (ii) podemos encontrar p € (0,A;) tal que h(x) < p uniformemente com z € €.
Portanto, existe algum ¢, > 0 tal que

flz,s
]5(]1”235 <p para x €, 0<|s] <,
ou
f(z,8) < psP™' para z€Q, s€(0,d,), (2.31)
—u|s[P~! < f(x,s) para z€Q, s€(—4,,0) (2.32)

Observemos que a funcao de Carathéodory f satisfaz f(z,0) = 0 para x € Q. De
fato, de f ser continua no segundo argumento, vem lim, .o f(z,s) = f(z,0). Por outro
lado, lim, . f(z,s) = lims o f(x,s)/(]s|P~2s) lim,_q |s|P~2s = 0. Donde f(x,0) = 0.

De (2.31), (2.32) e pela definigao da F, vem

F(z,s) = / f(z,7)dr < / prP~tdr = ﬁ|s|p, s €(0,6,),
0 p

0

s 0 0
F(z,s) = /0 flz,7)dr = —/ flz,m)dr < / plrPtdr = '%|S|p, s € (—0,,0).

Portanto,
F(z,s) < H|s|p, para = € Q, [s| <J,. (2.33)
p

Levando em conta (i), é facil ver que F satisfaz

|F(z,s)] < Cy(|s|]+1) para x€9Q, seR, (2.34)
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com (] constante nao negativa. De fato,

Av@ﬂm

Pela desigualdade de Young, temos

s
|F(x,s)] = g/ C’(Sql—l—l)%|s|q+0|s\+Kl.
0

C+1

C C | 14
?w+awuggﬁw+jw+%ra&+m: 5|7+ K.

Portanto, |F(z,s)] < Ci(|s|?+ 1), onde C; > max{(C + 1)/q, K»}. Escolhamos
¢ € (max{p,q},p*). Por (2.34) existe uma constante Cy > 0 tal que

|F(x,s)] < Cyls|" para z €, |s| >4, (2.35)
Com efeito, se 6, > 1, ou seja, |s| > 1, temos
|F(z,8)] < Ci(|s|T+ 1) < C1(]s|™ + 1) < Cols|™.
Se 0 <, <|s| <1, resulta
|F(z,s)| < Cyls|?+ Cy < 2C, < Cy|s|™.
De (2.33) e (2.35), temos

F(z,s) < E|S|p + Cy|s|” para x €, seR. (2.36)
p
Pela estimativa (2.36), resulta

1 1 W )
Flu) = Sfulf?, - / Flau) 2 lulf, ~ 4 / e / ]

Cp
Da imersio Wy* < L9 (1), vem

F(u)

v

1 7
];HUH?,;, - EHUHZG,p — Cs|[ullf,

(0l i
=ty |2 (12 - Gty
7p

Agora, pela caracterizagao variacional do primeiro autovalor \; (ver (2.12)), temos

1
Fa) > |, [— (1 - ﬂ) — Gyl %;p] > a0,
p >\1

quando ||ul|1, = p é suficientemente pequeno. [

O lema seguinte serd necessario para obtermos alguma caracteristica da solucao nao
trivial do Problema 2.1.

Lema 2.3 (i) Se u € W,*(Q) € uma solugio do Problema (2.1) com f(z,s) > 0 para
r€Qes <0, entaou > 0.
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(ii) Seu € W,P(Q) é uma solucido do Problema (2.1) com f(z,s) < 0 para z € Q e
s >0, entao u < 0.

Prova. Vamos provar (i) (um argumento andlogo prova (ii)). Seja u € W, () uma
solugdo do Problema (2.1) e denotemos Q- = {z € Q : u(x) < 0}. Definamos u_ =
max{—u,0}. Pela Proposicio A.1, u_ € Wy*(Q), e

Vi — —Vu em Q_,
U= 0 em Q\Q_.

/Q VP2 VuVu_ = /Q F(a, u)u_

—/ |[VulP = — f(z,w)u > 0.
o o

obtemos

Assim, Vu = 0 q.t.p. em Q_; conseqiientemente Vu_ = 0 q.t.p. em 2. Portanto,
|lu_||1, =0, donde u_ = 0 q.t.p. em 2. Concluimos que [2_| =0, isto é, © > 0 q.t.p. em
Q. |

A esta altura, estamos em posicao de provar o principal resultado desta secao.
Teorema 2.7 Suponhamos que a funcao de Carathéodory f : 2 x R — R satisfaca:
(i) existe q € (1,p*) tal que

\f(z,s)| < C(s|" ' +1) para v €9, s€R,
onde C' € uma constante nao negativa,

(ii)

x,S
lim sup f( ’2> < A1 uniformente com x € 2

s—0 ’S|p7 S
s . . 1
onde \y € o primeiro autovalor de —A, em W' (Q);

(iii) existem constantes 0 > p e so > 0 tais que

0<OF(z,s) <sf(x,s) para x€Q, |s|> so.

Entao o Problema (2.1) tem solugdes nao triviais u_ <0 < u,.

Prova. Provaremos que o Problema (2.1) tem uma solugdo nao trivial uy > 0 (com
argumentos semelhantes prova-se a existéncia de u_). Definamos f; : @ x R — R por

fe(w,s) = f(x, (s +s])/2) , isto &,

0, se s<0,

J+(z,9) = { f(z,s), se s>0,

e seja F, : Q x R — R definida por F.(x,s) = [ f+(x,7)dr. Vejamos, inicialmente, que:
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1. a funcao f, é de Carathéodory e satisfaz

Fola,s)| S C(sl™" +1) para z€Q, s €R;

: f+(l’,$)
2. hr?jélp [s[r2s

< A1 uniformemente com xz € (;

3. OF, (x,s) < sfy(x,s) para x €, |s| > so;
4. 0 < OF (x,s) < sfi(z,s) para x €€, s> 5.

Prova de 1. Como fi(x,s) = f(z,(s+]s])/2), temos f, de Carathéodory, ja que f
o é. Além disso,

fi(z, )| = 0 < C(s|"'+1) se s<0,
PP U f(xs)] < C(ls|Th+1) se s>0, por (i)
Prova de 2. Temos
lim SUPM = max < limsup fo(@s) ,lim upM
s0 |s[P3s soo0 S|P T a0 [sP%s

= max{O,limsup J+(@,s)

— }< A1 uniformemente com x € (.
o |s[P?s

Prova de 3. Ora,

0, se <0,

(7, 5) :/o f+(fCaT)dT={ 2 f(x,m)dr = F(z,5), se s>0

Dai,
B 0<sfi(x,s)=0, se s<0,
OF.(x,5) = { OF (x,s) < sf(x,s) =sfi(x,s), se s>0.

Provade 4. De (3) temos 0F, (z,s) < sf.(x,s) se s > 0; em particular, se |s| > s¢>0.
Como F,(z,s) = F(z,s) se s> 0, temos que (iii) prova (4).

De 1 - 4, inferimos que o funcional F, : W,*(Q) — R de classe C' dado por F, (u) =
(1/p)ullf, — Jo Fi(z,u) tem um ponto critico nao trivial uy € Wy (Q). Para ver isto,
aplicamos o Teorema 2.3 com [ = F.. Para este fim, antes de tudo, deve ser observado
que, tendo em vista 1, os resultados concernentes a F permanecem validos para F, com
f+ no lugar de f.

Claramente F(0) = 0.

Por 1, 2 e pelo Teorema 2.6, existem constantes a, p > 0 tais que Fy ||y, ,—p > @.

Além disso, por 4, pelo Teorema 2.5(i) e pelo Lema 2.2(ii) (veja também a Observagao
2.8), existe um elemento e € W, () com |[e]|1, > p tal que Fy(e) < 0.

Finalmente, por 3 e pelo Teorema 2.4, F, satisfaz a condigao (PS). O ponto critico
nao trivial u, € VVO1 (), cuja existéncia é assegurada pelo Teorema 2.3, satisfaz

/|Vu+]p2Vu+Vv = / folz,up)v, Yo e W,P(Q). (2.37)
Q Q
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Como fi(z,s) =0 para x € 2, s <0, o Lema 2.3(i) mostra que u, > 0. Agora, pela
definigao de f4, (2.37) torna-se

/|VU+|p2VU+VU:/f(x,u+)U, You e W, (Q),
Q Q

que completa a prova. ]

Observagao 2.9 O Teorema 2.7 foi originalmente estabelecido por Ambrosetti e Rabi-
nowitz, no caso p = 2. Depois, seus resultados tornaram-se freqientemente citados como
um resultado tipico de existéncia para problemas de Dirichlet nao triviais com o membro
do lado direito tendo um crescimento superlinear (ver, por exemplo, o Coroléario 2.23 em
Rabinowitz-[28], o Teorema 6.9 em Djairo-[15], o Teorema 6.2 em Struwe-[30]).

Neste contexto, o Teorema 2.7 pode ser visto como um modelo de resultado de existén-
cia para problemas de Dirichlet com o p-laplaciano tendo o sequndo membro uma fungao
com crescimento mais rdpido do que a poténcia “p — 17, a condi¢ao (iii) implicando

f(z,s)

|s|—o0 ’S|p728

= +00. (2.38)

Além disso, (2.38) mostra que a generalidade do Teorema 2.7 ndo € perdida se em (i) g
estd em (p,p*) ao invés de (1,p*).

Por outro lado, um raciocinio semelhante aquele da prova do Teorema 2.5 mostra que
as condigoes (iil) e (i) no Teorema 2.7 implicam a existéncia de algum v € L>(2), v > 0,
tal que F(z,s) > v(x)|s|? para x € Q, e |s| > s¢ (ver também a prova da Proposicio 2.4
abaizo). Isto mostra que o potencial F' cresce mais rdpido que |s|P com |s| — oo. Um
resultado de existéncia permitindo F crescer mais rapido que |s|P ou mais lento que |s|?
pode ser encontrado em Costa-Magalhaes-[10]

2.5 Multiplicidade de Solucoes

Levando em conta os métodos minimax em teoria dos pontos criticos, invocando o
Teorema do Passo da Montanha para provar a existéncia de solugdes nao triviais para o
Problema (2.1), é natural indagarmos sobre a multiplicidade de solugdes.

Mais precisamente, seguindo o caso particular p = 2, deveria ser esperado que sob as
hipéteses do Teorema 2.7, o fato de f ser impar fosse suficiente para garantir a existéncia
de uma seqiiéncia ilimitada de solugdes para o Problema (2.1).

Tal resultado concluird esta segao. Antes, porém, precisamos de dois resultados:

Proposicao 2.4 Suponhamos que a funcao de Carathéodory f : € x R — R satisfaca:
(i) eziste ¢ € (1,p*) tal que
1f(z,8)| < C(s|7' +1) para v€Q, s€R,
com C' > 0 constante;
(ii) existem nimeros 0 > p e so > 0 tais que

0<OF(z,s) <sf(x,s) para x € Q, |s| > so.
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Entao, se X, é um subespago de dimensao finita de Wol’p(Q), o conjunto S = {v € X; :
F(v) > 0} € limitado em Wy ().

Prova. Por (i), F satisfaz
|F(z,s)| < Ci(|s]"4+ 1) para z€§, seR, (2.39)

com C; > 0 constante.
Podemos concluir, de (ii), que existe v € L>(£2), v >0 em €, tal que

F(x,s) > y(x)]s|” para x€Q, [s|> s (2.40)
De fato, como na prova do Teorema 2.5, temos
F(x,s) > yi(x)s’ para z€Q, s> s, (2.41)

onde v, (z) = F(z,0)/s5. Em virtude de (2.39), é ébvio que v, € L>®(Q) e (ii) implica
v1 > 0 em €.
Um raciocinio semelhante mostra que

F(x,8) > 7(x)|s|’ para x€Q, s< —s, (2.42)

onde vy(z) = F(x,—s0)/s). Ainda, 15 € L®(2) e 75 > 0 em Q. Com efeito, para x € Q e
7 < —S80, por (ii) temos 0 < OF (z,7) < 7f(x, 7). Além disso,

F(z,7)>0, e izl se s < —sp.

— S0
Assim, ;

;Z§837
ou seja,

/SQ 0 /So F/

que implica

Conforme a prova de (2.27)

f1n (i) <L)

—50 F(z,—50)
Dai,
s’ F(z,s)
2] S Y
(—=s50)" = F(x,—s0)
e, por fim,

F(z,—s0)s’  F(z,—s0) 0 0
F(x,s) > (—s50)7 = J |s|” = va(x)|s]".
De (2.39), 72 € L>®(2) e (i7) implica que 75 > 0 em Q. Portanto, (2.40) vale com
() = min{y(z),v2(z)} para z € 2, como afirmamos.
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Provemos, agora, que F satisfaz
1
Flv) < QHUH% - / Y@’ = K, Yo e WyT(Q) (2.43)
Q

com K >0 constante. Seja v, arbitrario, em Wy () e denotemos Qo= {x € Q: |v(z)| <so}.
Por (2.39) temos

/ Fz,0) > —01/ (o7 + 1) > —01/<sg+1) — O (14 1) |0 = Ko,
Qo Qo Q

e por (2.40) vale [, F'(2,v) = [o\q, y(x)|v]?, pois |v| > sp em Q\Qp. Entao

Fv) =%M&—<Ame+AMme)

1
s—wm—/ V(@)ol? — K,
p 2\Qo

1
= ol = [l + [ @l - K
p Q Qo

1
wwn—/&wmﬁ+ﬁ
p Q

IA

onde K = ||7]l0.0050|Q| — K1, e (2.43) esta provado.
A funcdo || ||, : W, *(Q) — R definida por |v||, = (fﬂy(x)\vla)l/e é uma norma em
Wy P(9). De fato,
fut ol = [s@lut ol < [ @l o+ [ @t ol
Q Q Q

= [4F @l o @l + [ 2T @k ol @)l
Q Q
Dai, pela desigualdade de Holder, temos

_0
ool < ([ o @]
Q

N———

<
N\
KJ\

Agora, aplicando a definicao || ||,, obtemos

lu+olly < llw+ ol ully + [l + ol 37 o]l
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Donde
v+l < llull, + (o]l

Os demais axiomas da norma sao imediatos.
No subespago X; de dimensao finita, as normas || ||1, e || ||, sendo equivalentes, existe

uma constante K = K(X;) > 0 tal que lvlli, < K (f 7(x)|v|9)1/9 para todo v € Xj.
Conseqiientemente, por (2.43), em X; vale:

1~ & 1~
#0) < 28 ([ 2@hl?) = [ 2@l - K = SRl - ol - &
p Q Q p

Portanto (1/p)[?pHvH£ —[Jv]|f = K > 0 para v € S; e levando em consideragao que 6 > p,
concluimos que S é limitado. [ ]

O segundo resultado de que necessitamos ¢ a versao simétrica Z, do Teorema do Passo
da Montanha.

Teorema 2.8 ([28], Teorema 9.12) Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita
e seja I € CY(X,R) par, satisfazendo (PS), e 1(0) = 0. Se:

I,) existem constantes p, o > 0 tais que Iz=p >

1) para cada subespago de dimensao finita Xy, de X o conjunto {x € Xy : I(x) > 0} é
limitado,

entao I possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

Agora podemos estabelecer o

Teorema 2.9 Suponhamos que a funcao de Carathéodory f : Q) x R — R seja impar no
sequndo argumento: f(x,s) = —f(x,—s). Se as condi¢oes (i), (ii), (iii) do Teorema 2.7
sao satisfeitas, isto €,

(i) eziste ¢ € (1,p*) tal que
|f(z,s)| < C(Js]7 1+ 1) para x €€, s €R,
com C' > 0 constante;

(ii)

lim sup f(@,5)

- <A\ uniformente com x € )
s—0  |s|P32s

onde \; € o primeiro autovalor de —A, em W, P (Q);

(iii) ezistem constantes 0 > p e sy > 0 tais que

0 <OF(z,s) < sf(x,s) para  x € Q,|s| > s,

entao o Problema (2.1) tem uma seqiiéncia ilimitada de solugies.
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Prova. A funcao f sendo impar, o funcional F é par. E 6bvio que F(0) = 0.

De (iii), pelo Teorema 2.4, F satisfaz a condigao (PS).

Por (i), (ii) e pelo Teorema 2.6, existem constantes a, p > 0 tais que F ||y, ,—p > @

A Proposigao 2.4, (i) e (iii) mostram que o conjunto {v € X; : F(u) > 0} é limitado
em Wy (), sempre que X; for um subespaco de dimensio finita de W, ?(Q). Aplicando
o Teorema 2.8 com X = VVO1 P(Q) e I = F vemos que F possui uma seqiiéncia ilimitada de
valores criticos. Pelo Lema 2.2(ii), F possui uma seqiiéncia ilimitada de pontos criticos.
Ou seja, o Problema (2.1) tem uma seqiiéncia ilimitada de solugoes. [ |

Observagao 2.10 Na Proposigao 2.4, pela condi¢ao (ii), o expoente q na condigao de
crescimento (1) deve estar no intervalo (p,p*) (veja a Observagao 2.9). Portanto, como
no caso do Teorema 2.7, a generalidade do Teorema 2.9 nao € perdida se q em (i) for
requerido estd no intervalo (p,p*) ao invés de (1,p*).

Observacao 2.11 No caso particular p = 2 a hipotese de simetria de [ permite remover

a condi¢ao (ii) no Teorema 2.9 (veja, por exemplo, o Teorema 9.38 em Rabinowitz-[28],
o Teorema 6.6 em Struwe-[30]).
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Capitulo 3

O Problema de Neumann

Nosso objetivo neste capitulo é obtermos a existéncia de resultados para o problema

de Neumann
—Apu+ |uP2u = f(r,u) em Q (3.1)

\Vu\p_2%20 sobre  09. (3.2)

Aqui © é um domifnio limitado, com fronteira suave, em RY, N > 2,1 < p < oo,
f: QxR — R éuma funcao de Carathéodory que satisfaz algumas condigoes especiais
de crescimento e du/dn = Vu - n.

Justifiquemos, primeiro, o uso da condi¢ao de froteira (3.2), principalmente no caso
em que p # 2. Notemos que para p = 2, esta condi¢ao torna-se

ou

=l =0
on |y

Por um lado, a usamos porque ela aparece em vérios fenomenos fisicos (por exemplo,
(Py), - ver Introducéo ). Por outro lado, podemos introduzir o operador —A, sobre
WP(Q)) com uma defini¢do naturalmente ligada ao Problema (3.1), (3.2). Consideremos
D c W?(Q) definido por

1

/ 1
D ={ueW"(Q):div(|VuP~>Vu) € L"}, onde -+ — =1
p D

Entao, para cada u € D podemos falar (ver, por exemplo, Pelissier-[26], Lema 1.2,
Capitulo I) em |Vu[P=20u/dn|,,; e |Vu[P=20u/on|,, € WPV (9Q) = (WI=1/rr(9Q))"
é definido por

ou
p—2-7
<|Vu| 5

,v]ag> = / |Vu|p_2VuVU+/div (|VulP~>Vu) v, (3.3)
o0 Q Q
para todo v € W1P(Q). Se, além disso, a condicao (3.2) é satisfeita, entao
/ —div (|[VulP*Vu) v = / VulP"2VuVo para v € WHP(Q). (3.4)
Q Q
Portanto, se u € W'?(Q), |Vu|p’28u/8n‘m =0 e div (|Vu[P~2Vu) € L¥ (), entdo

/ ~div (|Vul2Vu) v = / VaP?VuVe  para ve W(Q).
Q Q
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Definimos sobre W1?() uma norma equivalente & norma usual deste espaco, pondo

lall?, = [19ull, + [lull?, = / IVl + / WP para e WH(Q)

e provamos que o espago (W'2(Q), || - ||l1,,) é separavel, reflexivo e uniformemente convexo.
Inspirado em (3.4), definimos o operador

=8y s (W) hp) = (W), 1 )"

por
(—Ayu,v) = / |Vul[P~2VuVu para u,v € W"P(Q). (3.5)
0

Provamos que para cada u € W1P(Q)
—Apu e (WH(Q), - )"

Mostramos, também, que a aplicacao dualidade, correspondente a funcao de normalizacao

o(t) =P, no espago (WH(Q), | - |l1,) é monovalente e
Jo(u) = —=Apu+ [ufP">u  para ue W"P(Q). (3.6)
Assim, o lado esquerdo da equagio (3.1) é a aplicagao dualidade sobre (W'?(Q), | - |l1,),

correspondendo a o(t) = tP~1. Isto é importante, pois nos possibilita usé-la (a aplicagao
dualidade) para o problema de Neumann.

3.1 Alguns Resultados de Analise Nao Linear

Para provarmos a existéncia de solucao para este problema, utilizamos os mesmos
métodos empregados no problema com condi¢ao de Dirichlet. Para tanto, necessitamos,
inicialmente, de alguns resultados de Analise Nao-Linear.

Teorema 3.1 Seja Q um dominio arbitrdrio em RN, N > 2. Entio o funcional
u > Jlulli, € uma norma em WHP(Q), equivalente a norma usual || - ||lyip.

Prova. Vamos provar, inicialmente, que a fungao u — ||u|;, ¢ uma norma em W'r(Q).
Para cada u € W'P(Q), temos |Juf1, > 0e

lulli, = 0 se, e somente se, ||lullg,, + [[|[Vull[g, = 0 se, e somente se, u = 0.

Seu € WhP(Q) e A € C, entao

Pl = ( / VOw)P + / |Au|p) — Al

Sejam u,v € W1P(Q). Pela desigualdade de Minkowski, temos:

lw+lly,,

lu+lf5,, + [V + Volllg,
(lullop + 1vllo.p)” + (I Veulllop + [I[V0]

IN

0)p)p'

93



Consideremos a = (||ullop, [[|Vulllop) o = (vllop I VVlllop), @, b € R? munido da norma p,

isto é, se p = (x,y), entdo ||o||, = (|z|" + |y|p)% . Aplicando a desigualdade de Minkowski,
temos ||la + b, < |lal|, + ||b]|,- Dai, temos
]p

que implica JJu + |1, < Jlullip + vy, € assim, || - || ¢ uma norma em W'?(Q).
Mostremos, agora, a equivaléncia das normas. Seja u € WHP(2). Pela desigualdade

de Holder, temos
2p % N
) <K, (z

=1

RSA

= (lullp + vl p)”

1
lu+olly, < [(IIUIIﬁ,p+IIIWII|’5,p)P+(||v||o,p+|||Vv|||’8,p)

N7 ou\? 1 N ou
Z(axz) = (2 Ox;

X

/ .
onde K; = N'?'; ou, equivalentemente,

(S(2)) =g

=1

p

ou
8xi

Y

onde Ky = Kf/ 2, Integrando esta desigualdade sobre €2, obtemos

P
N 2\ 2 N
6u> ou |?
< Ky /
L)) =es ]
Isto é N
ou ||”
Ivulll, < 53 ' ,
que produz
N A ou ||P
Ity = Wl + N7l < bl + 23 22
’L:l ¢ 1p

ou
8.’13'1'

IN

N
K (IIUII’S,p+Z
=1

onde K3 = max{1, K,}. Conseqiientemente,

P
= Ksllul[{,
0,p

lullp < Kallullwrs, (3.7)

1
onde Ky = KJ > 0 é uma constante independente de u.

Pela desigualdade de Cauchy, temos
N p 2 N 2p N au 2 p
<N <N
() <2l (2 ()

=1

ou
ﬁxi

o
8[Ei
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que implica

ou P N/ ou? :
izlaxi §K5<Z.Zl(axi)> ,

com K5 = N2 Integrando esta desigualdade sobre €, temos

p
N N 2\ 2
ou |* 0
>l <m [ () )
i1 QO @xl Q i1 a.fEZ
isto é,
N
ou ||
Slla=ll < Esllvallf, .
i=1 tH0,p
Portanto,
N ou|P
lullpr, = lullf, + o < lJullg, + Ksl[[Vulll6,
i=1 0,p
< Kellullf,,
com K¢ = max{l, K5}. Conseqlientemente,
[ullwir < Kzfluflyp (3.8)

onde K7 = KGI/ P ¢ uma constante independente de u.
De (3.7) e (3.8) resulta a equivaléncia das normas. ]

Observagao 3.1 A equivaléncia destas normas também resulta da Observacao 16 do
Brezis-[7](p.170), no caso particular onde Q é um dominio limitado do RN, com fronteira
suave, usando os teoremas de imersao de Sobolev.

Observagao 3.2 Como estas normas sao equivalentes, seque que (W'P(Q), || - 1) € um
espago de Banach separdvel, e no caso particular onde Q € um dominio limitado em RY,
com fronteira suave, a inclusao C1(Q) C (WIP(Q), ]| - [l1p) € densa.

Também, a imersio (WHP(Q), || - [l1p) € (L9, ] - log), 1 < g < p* € compacta,
onde p* € o expoente conjugado de Sobolev.

Observacao 3.3 Em todas as demonstracoes dos resultados sequintes, os detalhes omi-
tidos encontram-se nos resultados andlogos para o problema de Dirichlet, ja provados.

Como as propriedades geométricas do espaco nao sao imutaveis, quando mudamos a
norma para uma outra equivalente, damos uma prova direta do seguinte

Teorema 3.2 Seja Q wum dominio arbitrdrio no RY, N > 2. Entdo o espaco
(WEP(Q), || - ll1p) € uniformemente convexo.
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Prova. Primeiro, provamos o caso em que p € [2,00). Sejam w,v € W(Q) com
lullip = lIvllp =1 e flu=vll1, = € € (0,2].
Usando (1.9) temos

u+vllf u—ol|? u+ovl? utovl? u—ol? u—vl?
= +|v + +|v
2, 2 |, ol 2 2 ol 2 2
B / u+vl? u—vp_l_ Vu—l—va+ Vu—Vol?
Jol 2 2 2 2

1 1
< / L+ 10P) + 2 (1l + (Vo)
2 2

1
= 5 (Iullt, + ollt,) = 1,

que implica

u+vll?

<1- (g) . (3.9)

1p

)

Agora, vejamos o caso onde p € (1,2). Um célculo direto mostra que se v € WhP(Q),
entdo |[v|”, |[VuP' € LP~1(Q). De fato, se v € WP(Q), entdo

/|U|p:/|v|p’(p—l) :/
Q Q Q

donde |[v[P" € LP~Y(Q). A prova de que |Vu|P" € LP71(Q) encontra-se no Teorema 1.5.

/

P
Blid < 00,

_ P’ _ P
Sejam v,vy € W'P(Q). Entao 1)1+?J27'Ul 5 2 e WP (Q) e 01202 : U 5 2 :
P’ T
‘Vvl —; b2 , vaA— Rl o LP1(Q), com 0 <p—1<1; e pelo Lema 0.4, temos
oY P’ T 4
V1 + Vg V1 — Vg > V1 + VU2 V1 — Uz ’ (3'10)
2 2 2 2
0,p—1 0,p—1 0,p—1
v + vy [P vy — vy |P vy + vy [P vy — vy [P
v4—2 +|v122 > |[|[vV1— +|||[v2—=2 . (3.11)
2 2 2 2
0,p—1 0,p—1 0,p—1
Ora,
U1 + U9 P V] — Vg 4 B
2 1Ly 2 1Ly
vy + g [P v + v |¥ 5 v — vy |P v; — s |P 5
= / + |V + / + 1|V
0l 2 2 0l 2 2
1 1
/ ’Ul‘f‘ng VU1+V'U2p p—1 / ’Ul—?Jgp Vvl—Vv2p p—1
= + + 4+ |— )
ol 2 2 ol 2 2
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Pela desigualdade de Minkowski, temos

/

p/
+
1,p

r o\ =L N p—1
< (/ v1 + V2 )p1+(/ U1 — VU2 >”1
ol 2 ol 2
_ 1 1 —1 _1
(/ Vo, + Vo, p)w (/ Vo, — Vo, p)wr }
+ —_— + —_—

V1 — U2 P
2

U1 + U9
2

Lp

+

p—1
p/ pl
V1 + VU2 V1 — Vo
= + +
2 2
0,p—1 0,p—1
, , polo 1
Vv1 + VUQ P V’Ul — VUQ P ?
+ 1 IIl— — :
2 2
Ovp_l 0,p—1

Notemos que a desigualdade acima ¢ justificada no Teorema 3.1 (Demonstragao). De
(3.10) e (3.11), obtemos

p/ p/ r p/ p/ p_l
V1 + U2 V] — U2 < U1 + U9 U] — U2 n
2 2 - 2 2
17p 17p L O}pil
’ ’ p-l %
V’Ul + V’UQ P V’Ul — VUQ P ?
- 4| —=
2 2
0,p—1
_ —1
p/ p/ p
B / V1 + Vo V] — Uy .
o 2 2

1

AN g
[ )
- —_— .

Q 2

v 1 1 =
< | [ 30ur+tapy+ [ Savop+ivan)
Q Q

1p

4 i ’Vl)l ; VUQ

Agora, por (1.10), temos

/
P V1 — V2

2

U1 + V2
2

1,p

1 1
= (gholt, + ghealt, )

Para u,v € W'P(Q) com |[v]|i, = v]li, =1 € |lu—v|1p > €, com € € (0,2] obtemos

P’ ’
Uty 31—(5Y. (3.12)
1,p 2
De (3.9) e (3.12), concluimos que (WH?(Q), || - |l1,) é uniformemente convexo. [
Observagao 3.4 Como (W'?(Q),|| - [l1,) € uiformemente convezo, do Teorema 0.6 re-

sulta que ele é reflexivo.
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3.2 O Operador p-laplaciano e a Aplicacao Dualidade

Agora, introduzimos o operador p-laplaciano no espago W1?(Q) enfatizando sua cone-
xao com uma aplicagao dualidade. No que diz respeito a aplicagao dualidade e as proprie-
dades necessarias para resolvermos o problema em apreco, podemos consultar o Capitulo
1. Como foi mostrado no inicio deste capitulo, se u € W'(Q), div (|Vul[P~2Vu) € L¥'(Q)
e [VulP~20u/on|,, = 0, entdo

/ —div (|VulP=2Vu) v = / [VulP?VuVo,  para ve W (Q).
Q Q

Como a integral / |VulP"*VuVv existe para cada u,v € W1P(2), podemos definir o

Q
operador —A, : (WH(Q), || - [lp) — (WHP(Q), I - l1,)" por

—Aju,v) = VulP2VuVo, para u,v € WP(Q).
14
Q

Observamos que se u € WP (Q), entdo —Ayu € (WP (Q), || - [l1,)"- De fato, se u € Whr(Q),
a aplicacao
S:wtr(Q) — R

v —  (—Apu,v)

é linear e, como para cada v € WP(Q), usando a desigualdade de Holder, temos

g/|vU|plyvU\ < </ |vu|p>’“ (/|vv|p>‘°
Q Q Q

Logo, —A,u € (WP(Q), |- |l.,)" - Seja, agora,
Jo: (WP, i) = P (WH(Q), - )

[(=Apu,0)| =

/ |VulP2VuVo
0

<l ol -

a aplicacio dualidade correspondente a fungio de normalizagao ¢(t) = tP~1. Pelo Teorema
1.1(iil) temos J,(u) = dn(u), para u € WP(Q), onde n : (WH(Q), || - |l1p) — R, é dado

por

el 1 1
n(u) = / POt = el = Sl +

Objetivando a monovaléncia de J,,, tendo em vista a Observacao 1.1, enunciamos e
provamos o

1
Z—?HVUHS’@

Teorema 3.3 O funcional n é Gateauz diferencidvel em (W'P(Q), |- lip) € 7' (u) =
—Ayu+ |ulPu, para u € WHP(Q).

Prova. A prova deste resultado segue as mesmas linhas do Teorema 1.6. Mesmo assim,
fazemo-la devido as diferencas decorrentes da nova norma. Entretanto, alguns detalhes
foram omitidos, pois eles aparecem naquele teorema.

Consideremos os funcionais

R IPQ) - R, (u) = u allp, =2 / ur,
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1
e WHR) =R, ) [ Vulf, = / Vul, o

m:W(Q) =R, m = hlwiee

O funcional 1; é Gateaux diferencidvel em LP(Q) e
(m(u),v) = (|uP~tsgnu,v), para u,v € LP(Q).

Usando a imersao (W'?(Q), || - [lip) — (LP(Q), || - llop) resulta que 7, é Gateaux diferen-
cidvel em (W'2(2), |- 11,).

Seja P : WP(Q) — LP(Q) o operador definido por P(u) = |Vu|. Se u =0 € W'?(Q),
entao (n5(0),v) =0, Vv e Whr(Q).
Se u # 0, temos

(P'(u),v) = ——, VYve&W?(Q).

Por outro lado, o funcional

v —  (P'(u),v)
é linear e
VuVov ’
Pl =| [ T < v <ior ([ 19or)” < kil
o [Vul 0
para todo v € W'P(Q) e K = |Q|'/?, donde P é Gateaux diferencidvel em u. Como

1y = 11 o P, o funcional 7, é Gateaux diferenciavel em u e

(my(w), ) = <ﬁa<P<u>>>P’<“>“>:<'V“'p_1’v|$|v>

= / |VulP2VuVo = (—=A,u,v), Vo e Wh(Q).
0
Conseqiientemente, n = 1, + 15 é Gateaux diferencidvel em (W'?(Q), || - [l1,) €
(' (w),v) = (=Apu+ [ulPu,v), Vu,ve W(Q),

e assim

n(u) = —Apu+ [ulP2u, Yue WhH(Q).

Observagao 3.5 Usando a convexidade de 1, pelo Teorema 1.1(iii) e pela Observacao
1.1, resulta que J, € monovalente e

Jo(u) =1n'(u) = =Apu + |[ulP?u, para ue€ W"P(Q).

Realmente, a fungao n é conveza, pois ny, ne : WHP(Q) — R sdo fungoes convezas.
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Observagao 3.6 Seja || - ||« a norma dual de || - ||1,, . Entao, temos

1ol = (lullip) = ull?,'.

Observagao 3.7 Como (WHP(Q), | - |l1p) € uniformemente convexo, entio € localmente
uniformemente convezo, e pela Proposicao 1.4, a aplicacao J, satisfaz a condigao (S).

J& vimos que o funcional n é Gateaux diferencidvel em TWP(2). Além disso, temos:

Teorema 3.4 O funcional n, sobre (W'P(Q), | - |l1p), € continuamente Fréchet diferen-
cidvel.

Prova. Definindo uma aplicagdo g idéntica a do Teorema 1.7 e utilizando a norma || - |1 ,,
vemos, de maneira andloga, que g é continua.

Como o funcional ) do Teorem 1.7 é de classe C*, e a lei que define 7, é a mesma,
vemos que 1y € C* (WH(Q), || - 1), R) -

Agora, vamos provar que 17, € C' (W'2(Q), || - i), R) -
Sejam u,v,w € WHP(Q) e p € (2,00). Pelo Lema A.1(i) e pela desigualdade de Holder,
temos:

—~
=
—_~
—~
S
~—
|
=
—_~
—~
<
~
S
-~
I

(2= 20 \ [l = pl-2o] o

(/Hmp2 o) ([ o)

1
7

< c(@m—vawﬂwWW”)|wmm

Ainda aplicando Holder, temos

|mmo—mwxw|sc(ém—wﬂwﬁ”;%]um+wn 5§”fmwmp
- c(/hwwwvi(/um+ww)%Wmmp

< Cllu—=vlluplllal + ollI5, ol 1. (3.13)

IN

Agora, se p € (1,2], usando o Lema A.1(ii), temos

[, () — i (0), w)| < Auwwu_mp%ww

a(/hwwWWﬂ)|wmp—amtvp*
Q

0. Il
< Cullu = olly wly, (3.14)

=

IN

com C,C; > 0 constantes independentes de u,v e w. De (3.13) e (3.14) segue que

m € CH{WHP(Q), - ), R) -
Conseqiientemente, = 1+ € C (WHP(Q), || - lli,), R) e assim, 7 é continuamente

Fréchet diferencidvel em (W'P(Q), ] - [l1,)- ]
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3.3 Existéncia de Resultados para o Problema (3.1),
(3.2)

A partir de agora, consideramos o Problema (3.1), (3.2) onde f: Q2 x R — R é uma
funcao de Carathéodory que satisfaz a condigao de crescimento (2.4).
No que segue, o espago WP(Q) serd considerado munido da norma || - |1 -

Definigao 3.1 (i) Um elemento u € C?(Q) € dito uma solugdo cldssica para o Problema
(3.1), (3.2) se
—Apu+ |uP2u = f(r,u) em

|VulP~ 20U =0 sobre 0N
on

(i) Um elemento u € WP(Q) é dito uma solugao fraca para o Problema (3.1), (3.2) se
/]Vu\p 2Vqu+/ |ulP™ 2uv—/f T, u)v para v € WHP(Q).  (3.15)

Notamos que para u,v € W'?(Q), a condigdao de crescimento (2.4) e a imersdo
Whr(Q) — Lq(_Q), implicam que a integral [, f(z,u)v existe. Observamos, também,
que se u € C?(Q) é uma solugao cldssica, entao ¢ uma solugao fraca e se u € WHP(Q) é
uma solugao fraca e u € C*() entdo u é uma solugao cléssica.

Provemos o seguinte resultado de regularidade:

Proposigao 3.1 Seu € W'P(Q) ¢ uma solugdo fraca e, além disso, Ayu € LP (), entdo
u satisfaz
—Apu + [uP2u = f(x,u) para  x € ;
ou 1y
Vulf?— =0 Wy P (09).
V22 em WEY (50)

Prova. Provemos a primeira destas igualdades. Como u é uma solugao fraca, temos

/|Vu|p_2Vqu+/|u|p_2uv:/f(x,u)v para v € W'?(Q).
Q 0 0

Usando a relagao (3.3), obemos

5, OU
<|V |P~2 o ,U|aQ> :—/Q|u|p_2uv+/Qf(x,u)v+/ﬂ(Apu)v
o0

para v € WP(Q), e dal,

[ a2 se) o= - (19ur-23t
Q on

,U|ag>. (316)
o0
Para v € C}(9), por (3.16) obtemos

/Q (=Apu+ [uffu— f(z,u))v=0  para v e Cy(Q),
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que implica
—Apu+ |ulP?u = f(x,u) para x € Q. (3.17)

Vamos provar, agora, a outra igualdade. Usando a relag¢do (3.17) em (3.16), resulta

ou
p—2-7
<|Vu| 5

,U|ag> =0 para v € WHP(Q).
o0

Como a aplicacao trago

T : Wl’p(Q) — Wl_%’p(@Q)

v | ’UlaQ

é sobrejetiva, segue-se

(Va3 ) =0 veew i),
P
ou seja
_,0u -1 * 1y
VulP?—| =0 em (W »P00)) =W 77 (9Q).
on |4 < )

Daqui em diante, uma solugdo do Problema (3.1), (3.2) é uma solucao fraca. Usando
operadores, o Problema (3.1), (3.2) tem a forma

Jo(u) = Ny(u), (3.18)

onde J, é a aplicagdao dualidade sobre W'P(Q) correspondente & fungéo de normalizagao
o(t) = t*71, dada por J,(u) = —A,u + |u|P~u, para u € W'P(Q) e Ny é o operador de
Nemytskii de f, ou seja, (Ny(u))(z) = f(z,u(zx)), para x € 2. A igualdade (3.18) deve
ser vista no sentido de (W'?(Q))*, isto é,

(Jo(u),v) = (Ny(u),v)  para v e W(Q),

que é
(—Apu+ |[uf"*u,v) = (Ny(u),v)  para v € WP(Q)

ou, equivalentemente,

/[Vu]p2Vqu+/\u|p2uv:/f(:U,u)v para v € WHP(Q).
0 Q Q

Os métodos e as hipdteses que serao usados, em seguida, sao inspirados no problema
de Dirichlet com o p-laplaciano, tendo em vista a analogia apresentada na introducao a
este capitulo.
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3.4 Existéncia de Solucao Usando um Teorema de
Ponto Fixo

A restrigdo 1 < ¢ < p* assegura que a imersao W'P(Q)) — L%(Q)) seja compacta.
Portanto, o diagrama

WhP(Q) S L) = L7 (@) S (W (@)’

mostra que Ny (significando ¢* o Ny 0 4) é compacto.
Pelo Teorema 1.4, o operador J, : WIP(Q) — (WP(Q))" é bijetivo, com seu inverso

J, ! limitado, continuo e monétono. Conseqiientemente, (3.18) pode ser, equivalente-

mente, escrito

u= (J;l) Ny (u)

com J "Ny : WHP(Q) — WP(€) um operador compacto.
De maneira perfeitamente analoga ao Teorema 2.1, temos

Teorema 3.5 Se a fun¢ao de Carathéodory f: QxR — R satisfaz (2.4) com q € (1,p),
entao o operador (J;l) Ny tem uma ponto fito em WP(Q) ou, equivalentemente, o proble-
ma (3.1), (3.2) tem solucdo. Além disso, o conjunto das solugoes € limitado em W'P(Q).

Prova. Definimos o operador 7' = J;; !N; e provamos que ele tem, pelo menos, um ponto
fixo, usando um método de estimativa a priori. Para isto é suficiente mostrarmos que o
conjunto

S={uecW"(Q):u=al(u) paraalgum o€ [0,1]}

é limitado em WP(Q). De (2.4), para u € WHP(Q), temos
17T, = (Jo(T(w), T(u)) = (N¢(u), T(u)) = /Qf(fﬁau)T(u)
< [+ Tl

Se u € S, isto é, u = aT'(u) com « € [0, 1], temos

17w, < /Q(CIUI“HbI) IT(U)IZ/Q(COéqIIT(U)\“HbI) |T(w)|

< Ca™ T ()§, + [bllog IT(@loq < CIT @G, + [bllo.g 1T ()]0
< COUTWL, + Cullbllog 1T (w)llp

sendo que a constante C; veio da imersao continua W'?(Q) — L%(Q). Conseqiientemente,
para cada u € S vale

1T, = ColT W)Y, = Csl T ()1 < 0,

com (s, C3 constantes positivas. Observamos que se ¢ € (1,p) entdo, pela desigual-
dade acima, existe uma constante a > 0 tal que ||[T(u)|l:, < a para u € S e entdo
lulli, = a|T(w)|i, < aa < a parau € S, isto ¢, S é limitado. [
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3.5 Existéncia de Solucao via Minimizacao

Na presente secao, como também, na proxima, usamos métodos variacionais para
encontrarmos resultados de existéncia para o Problema (3.1), (3.2). Aqui, provamos um
resultado semelhante ao Teorema 0.1.

Teorema 3.6 Suponhamos que a funcao de Carathéodory f : Q2 x R — R satisfaca a
condi¢ao de crescimento (2.4) com 1 < q < p. Entao o Problema (3.1), (3.2) tem pelo
menos uma solug¢do u € W1P(Q).

Prova. Para u € WP(Q), usando a Proposicao 2.3, temos

1 1
Fu) = =lull?, - / F(z,u) > =|ult, — Cillullg, — / c(z).
p Q p 0

Pela imersao W'P(Q) — L(Q), resulta

1
Flu) = ]—9|||UIII’1’,p — Goflullt, — Cs,

onde Cy, C3 sao constantes positivas. Como p > g > 1, entao F é coercivo e limitado
por baixo em WhP(Q). Seja | = infyra) F e (u,) C WHP(Q) tal que F(u,) — I. Como
F ¢é coercivo, temos que (u,) ¢ limitada em W1P(Q), e pela reflexividade de W1?(Q),
passando a uma subseqiiéncia, se necessdrio, podemos supor que u, — u em W1?(Q). J4
que a imersao W?(Q) — L1(Q) é compacta, segue que u,, — u em L%()). Novamente,

Flu) = n(u) — dlu) = Z%nwnﬁ,p - / Fz,u).

Como n é C; em W'P(Q) e é convexo, entao é fracamente semicontinuo inferiormente
(Lema 0.1). Entao, liminf, . n(u,) > n(u). Pela continuidade de ¢ em L4(€2), temos
d(un) — ¢(u) e entao
[ =liminf F(u,) > liminf n(u,) — ¢(u) > n(u) — ¢(u) = F(u) > 1
que implica F(u) = [.
Conseqiientemente, u ¢ um ponto minimo de F e como F ¢ diferenciavel, segue que u
¢ um ponto critico. Logo, u é uma solugao do Problema (3.1), (3.2). [

Observacao 3.8 Uma outra prova do Teorema 3.6 pode ser dada usando o resultado do
tipo-Fredholm lembrado no Teorema A.1.

De fato, escolhamos X = W'P(Q), Y = (Wh(Q))", T = J,(Q), S = N; (ou seja,
i*oNyoi: WHP(Q) — (WHP(Q))"). Como a imersao WHP(Q) — L(Q) é compacta, entdo
Ny é compacta. Pelo Teorema 1.4, T' € bijetivo e T~ € continuo. Parau € W'(Q) temos

INo(uw) = Np)lle = INolle = 1IN )]l > (At = Cllulld,' — C
> (Aullt,! = Collullf,' — C1 — o,

quando ||u1, — oo, pois p > q > 1.
Para verificarmos a hipdtese (iv) usamos a Observacao A.1, com A = 1, sequida dos
calculos usados na Secao 3.4.
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3.6 Existéncia de Solucao Usando o Teorema do Passo
da Montanha

Na presente secao, ainda supomos que a fungao de Carathéodory f satisfaz a condigao
de crescimento (2.4).

Seja ¢ : L9(Q2) — R o funcional definido por ¢(u) = [, F(x,u), onde F(zx,s) =
fos f(z,t)dt. Analogamente ao que foi feito para o problema de Dirichlet (ver Observacao
3.3), o funcional F : W'?(Q)) — R definido por

|
Flw) = ) = 9() = ull, = [ Pla.s)
é de classe C! em WP(Q) e
F'(u) = n'(u) — ¢ (u) = =Apu+ [u]"u — Ng(u).

A busca de solugao para o Problema (3.1), (3.2) estd, agora, reduzida a busca de
pontos criticos de F, isto é, daquelas fungoes u € WHP() tais que F'(u) = 0. Para isto,
usamos o Teorema do Passo da Montanha. Primeiro estabelecemos alguns resultados
preliminares, cujas demonstragoes - as analogas - vimos no tratamento do problema com
condicao de fronteira de Dirichlet homogénea.

Proposigao 3.2 Se (u,) C WHP(Q) € limitada e F'(u,) — 0 quando n — oo, entdio (u,)
possui uma subseqiiéncia convergente.

Teorema 3.7 Suponhamos que existam 6 > p e so > 0 tais que
OF (z,s) < sf(x,s) para x € Q, |s| > so (3.19)
entdo F satisfaz a condi¢ao (PS).

Teorema 3.8 Suponhamos que ocorra uma das alternativas:

(i) ezistem nimeros 6 > p e s; > 0 tais que
0<0F(z,s) <sf(x,s) para x €€, s> s, (3.20)
ou

(ii) existem nimeros 8 > p e sy <0 tais que
0<0F(z,s) <sf(x,s) para x €€, s < 5. (3.21)
Entao F € ilimitado por baixo.

Observacao 3.9 Pelo Teorema 3.8, como F ¢ ilimitada por baizo, para cada p > 0 existe
e € WH2(Q) com |le]l1, > p tal que F(e) < 0 (ver Observagao 2.8).

Teorema 3.9 Suponhamos que a fun¢ao de Carathéodory f: €2 x R — R satisfaca:
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(i) existe q € (1,p*) tal que
|f(z,s)] < C(]s]7 +1) para v €, s€c€R,

onde C' € uma constante nao negativa,

(i)
. f(z,s)
hr?jél P lspp2s

onde Ay = inf {{Jv]|{,/l|v[l§, : v € W'P(Q),v # 0} .

<M uniformemente com x € €2

Entao existem constantes p,a > 0 tais que .7:|H|um1’p:p > .

Agora, estamos em posicao de provar o principal resultado desta secao.
Teorema 3.10 Suponhamos f : 2 x R — R de Carathéodory e que satisfaca:
(i) existe q € (1,p*) tal que

|f(z,s)] < C(]s]7 1 +1) para v €K, s€R,
onde C' € uma constante nao negativa;

(ii)

. f(z,s)
1
R |s|P=2s

onde Ay = inf {{Jv]|7,,/l|v[l§, : v € W'P(Q),v # 0} ;

<\ uniformente com x € €2

(iii) existem constantes 0 > p e sy > 0 tais que

0<0F(x,s) <sf(x,s) para x € Q, |[s| > sp.

Entdo o Problema (3.1), (3.2) tem pelo menos uma solugdo nao trivial u € WHP(Q).

Prova. E suficiente mostrarmos que F tem pelo menos um ponto critico nao trivial
u € WHP(Q). Para isto usamos o Teorema 2.3.

Claramente, F(0) = 0.

De (i), (iii) e do Teorema 3.7, F satisfaz a condi¢ao (PS). Além disso, por (i), (ii) e
pelo Teorema 3.9, existem constantes p,a > 0 tais que .7-"|muml’p:p > .

Finalmente, de (i), (iii) e do Teorema 3.8 (ver também a Observacao 3.9), existe um
elemento e € W'P(Q), |lefli, > p tal que F(e) < 0 e a prova estd completa. [

Observagao 3.10 A vantagem de usarmos o teorema do Passo da Montanha para provar-
mos a ezisténcia de solugdo para o Problema (3.1), (3.2) € dada pelo fato de que mostramos
sua nao trivialidade.

Observamos, ainda, que no caso particular de ser f(x,0) # 0, resulta que u = 0 ndo
¢ uma solugao; portanto, a existéncia de solugdo nao nula para o Problema (3.1), (3.2) é
provada pelos Teoremas 3.5 e 3.6.
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Observacao 3.11 Se em adi¢cao as hipoteses do Teorema 3.10, f € impar no sequndo
argumento: f(x,—s) = —f(z,s) para x € Q, s € R, entdo o Problema (3.1), (3.2)
tem uma infinidade de solugoes em WP(Q). Este fato seque as mesmas linhas da prova

do Teorema 2.9, sendo que a Proposicao 2.4, ld usada, deve ser adaptada para o novo
funcional (F).

Observacao 3.12 Se a funcdo f nao é mais uma funcao de Carathéodory, mas é men-
surdvel sobre 2 X R, entdao o problema de Neumann com o p-laplaciano tem a sequinte
forma:

—Apu+ [ulP~u € [f(z,u), flz,u)]  em Q,

(Prm) |Vu|p22—u =0 sobre 0SY;
n

e chamamo-lo de problema Neumann multivalente.
Devemos notar que

[lwu) = Jim essinf{f(z,1) 5 |t = 1] < <},

flx,u) = Elir& ess sup{f(z,t) : |t — 1| < e}.

Supomos que as fungoes f, f sdo N-mensurdveis, significando que as aplicagoes
x> flz,u(@)), x— f(z,u(z)) sio mensurdveis, para todo u : Q — R mensurdvel.

Um elemento w € WHP(Q) € uma solugio do problema (P,,) se existe w € L7 (Q) tal
que

w(z) € [f(z,u(x), f(z,u(z)] para z€Q e

/|Vu|p_2Vqu+/ |u|p_2uv:/wv para v € WHP(Q).
Q Q Q

Usando uma variante nao suave do Teorema do Passo da Montanha (ver Chang-[8])
foi mostrado em Cringanu-[11] que o problema (P,,) tem pelo menos uma solu¢ao nao

trivial uw € W(Q).

67



Capitulo 4

Problemas Elipticos Nao
Variacionais

Neste capitulo, consideramos um problema do tipo:

—Apu + b-Vu=f(u),
7 { L etm,

onde 2 C R é limitado de classe C'* para algum « € (0,1), A, é o operador p-laplaciano

com 1 < p < +o0, be CHQ) com div(b) <0 e f: R — [0,+00) ¢ uma funcio continua
satisfazendo a condicao de crescimento

3Cy, C1 > 0 tais que Colu|? < f(u) < Cy|ul?, Vue R :=[0,+00), (4.1)

para algum ¢ > max{p—1,1/(p— 1} seb£0 (e ¢ >p—1se b=0).

Devido as caracteristicas do operador Lu = —Aju + b- Vu, utilizamos técnicas nao
variacionais; comegamos, entao, introduzindo um parametro real ¢ > 0 para podermos
falar em um continuo de solugoes, e consideramos o problema

{ —Apu+b-Vu=flu+t),

ue CLR), t>0. (4.2)

Dai, usamos o método de estimativa a priori para provarmos a existéncia de solugoes
positivas para o problema (Pj)

4.1 Propriedades do Operador L

Na presente segao, estudamos algumas propriedades do operador Lu = —A,u+ b- Vu;
em particular, sua inversibilidade e algumas propriedades do seu inverso. Isto esta contido
no Teorema 4.1. Antes de enuncid-lo, porém, necessitamos de alguns resultados. Sao as
duas proposigoes seguintes.

Destaquemos, antes de tudo, a seguinte

Definigao 4.1 Entendemos como solugoes de (4.2) as fungoes u satisfazendo

/ |Vu|p2VuV<p—|—/g~Vug0 = / flu+t)p, Ve Cr(Q),
0 _ 0 0 (4.3)
ue CH), t>0.
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Proposigao 4.1 (Estimativa L™). Seja Q um dominio limitado em RN e u satisfazendo

/|vu|p 2VuV<p+/b Vup = /f v, Ve Cr(Q), (4.4)
ueWolp(Q),

-

onde b € CY(Q) com div(b) < 0, e f é wma fungio continua para a qual ezistem duas
constantes a e b tais que

|fw)| <alul*+b,  VYueR (4.5)

com 0 < q< Np/(N—p)—1sep< N, g<oosep>N. Entiou € L*(Q) e existe
uma constante C > 0 dependendo de p, N,Q,a,b,q e de ||ull1, (mas nio depende de b),
tal que ||u|l < C.

Para provarmos esta proposicao, necessitamos, inicialmente, de dois lemas.

Lema 4.1 Sob as hipdteses da Proposigao 4.1, u, € LP(Q)) para todo n € N, onde p,, é
definido por

Np
—_, se p<N,
po = N_»p b (4.6)
2max{p,q+1}, se p>N,
e por recorréncia,
Po
Pn+1 = Po + E(pn —q—1). (4.7)

Prova. Vamos provar este resultado por indugao sobre n. Pelo Teorema 0.15, u € LP(€).
Suponhamos que u € LP»(Q2) para n € N fixado e mostremos que u € LP+1(Q2). Conside-
remos a seqiiéncia (v, ) definida por

k, se ( ) k,
vp(x) =< u(z), se u(z) <k,
—k, se ( ) —k.

Definamos « := p(pns1 — po)/po. Como vy, € Wy (Q) N L®(2), a Proposicio A.1 assegura
que |vg| € WyP(Q) N L®(Q). Dai, multiplicando |v;| vérias vezes, obtemos que |v;|* €
WyP(Q) N L=(Q), onde A > a (cf. Brezis-[7], Proposicio IX.4). Desde que A > a e
Q ¢ limitado, temos |vg|® € W, P(Q) N L>2(Q). Logo, |vk|“vx € WyP(Q) N L=(Q). Pela
definicao de W, ?(Q), existe uma seqiiéncia (@,) C C°(Q) tal que @, — u em Wy ().
Tomando as fungoes lipschitzianas g, : R — R dadas por

k, se x>k,

gk’(x) = z, se —k S x S ka

—k, se =< —k,
temos, para todo k fixado e n — o0, que Y,k = |gk(©n)| gk (¥n) — |vk|*v em L5(Q),
para todo s € (1,00), pois g ¢ limitada, e  sendo limitado implica que L*® C L*(2)
para todo s € (1,00). Além disso, a convergéncia ocorre, também, em W, 7(Q). De fato,
de gy, ser lipschitziana e @, — u em Wy(9Q),

/ 196(n(2)) — gu(u(@) P < / CPln(x) — u(z)? — 0;
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ou seja,
9i(Pn) = gr(u) = vy em LP(€).

Assim, |gx(¢n)|*9r(Yn) = |vk|*v, em LP(Q2). Mostremos que || Vb, . — V (|vg|*vk) |0, — O.
Do célculo, segue-se

Vg,

||

V(|ug|®vr) = alvg|* ' —= Vg + [k *Vop = (o + 1)|og]|* Vg,

e da mesma forma;
Vb = (o + 1)|gk(0n)|*V gr(en).

Notemos que se vy # u, entao Vo = 0. E,

Vianon) = o Vo = { o S0 )
Logo,
IV (19 (0n) | g1(0n)) — [vr]“villg, = (a+ 1)?/Q 1198 (20) |V g1 (0n) — [08]* Vg ]?
= (a+ 1)P/ 10n]“Von — 0|2 Vi |?
lon (z)|<k

-Ha+né/ 10— Jop*Voy .
[n (x)|>k

Como ¢, — u em WyP(Q), pn(z) — u(z) ¢.t.p. em Q. Logo, se |pn(z)| > k, entdo
lu(z)| > k. Dal, vy = k, que nos dd Vv, = 0. Analogamente, |¢,(z)] < k implica
|u(z)| < k; donde u = vy,. Assim, temos

IV (19(£n)[* gk (en)) = o] *vxll5,, = (a + 1)”/ ok [0n]*Vipn = [u[*Vul”.
PnlT)|>

De ¢, — u em W,P(Q) resulta, também, que Vg, (z) — Vu(z) ¢.t.p. em Q. Dai,
lon(x)]*V,(z) — |u(z)|*Vu(x) ¢.t.p. em Q. Além disso, de ¢,, Ve, € C segue que
Ony Vo, € LYQ) N L®(Q); dai, |¢,]|*Ve, € L' () N L*(Q). Como k majora ¢, para
todo n, existe um M > 0 tal que

[lpn(2)[*Veon(2)] < M. (4.8)

Tomando o limite em (4.8), obtemos |u(x)|*Vu(z) < M; e como 2 é limitado, h = M? €
LY(Q). Logo,

[l (2)|*Von(x) = Ju(@)|*Vu(@)|” < ([en(2)*Vipn ()] + [lu(@)[*Vu(z)])” < 2°h(z).

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

IV = V(o vi) [[6, = (o + 1)”/ [lon (2)[*Vion(2) = |u(@)[*Vu(z)[” — 0

ln(2)|<k

. N 1
conclui a convergéncia em Wy " ().
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Como as funcoes 1, tém suporte compacto e pertencem a VVO1 (1), entao pelos
Teoremas 0.10 e 0.12, suas regularizagoes estao em C°(2) e convergem a elas em I/VO1 Q)
(Teorema 0.11) e, pelo Teorema 0.13, convergem em L*(£2) para todo s € (1, 00). Passando
ao limite em (4.4) com ¢ igual a estas regularizagoes, para n e k fixos, obtemos (4.4) com
© = 1 . Mantendo k£ fixo e fazendo n — oo, obtemos

/|Vu|p_2VuV(|vk|avk)+/5-Vu|vk|avk:/f(u)|vk|avk, VkeN. (4.9)
0 Q Q

Afirmagdo 4.1 Se u € WyP(Q), e po € Wy (Q) N L=(Q) € tal que Vo = 0 sobre
{r € Q:|u(x) >k}, entdo

/g Vugpy = —/ b Vou —/ div(ﬁ)gpou.
Q Q Q

Demonstragao: Tomemos S € W~ (Q) definido por

S:W&’p(Q)HR:wH/E-V#}%, Vip € WyP(9).
Q

Entao, para todo ¢ € C°(f2), temos (S,¢) = —/ b- Vot — / div(b)potp. De fato,
Q Q

tomemos uma seqiiéncia (,) C C>°(2) convergindo em W, ”(Q) para @, (por densidade).
Integrando por partes, vem

/Q b Vi, — i / <bi¢n>wxi:—é / (Vo) st
N ' N ‘
-3 [ 3 [

— - [-90w- [dnen

Agsim, S como um elemento do espaco dag distribuicoes P’ é representado pela funcao
—b- Vg — div(b)py € L},.(Q). Desde que b - Vou + div(b)pou € L'(Q), o Teorema 0.9
implica

/ b Vugo = (S,u) = — / b Voo — / div(B)pou,
(9] QO 0

como afirmamos. =
Em particular, obtemos:

/5 Vu|vg|* v, = —/ bV (|| *vk)u — / div(b)|vg| “vpu (4.10)
Q Q Q
Agora,
/ b- V(Jog|“vg)ve = / g<a|vk|°‘_lﬂVvkvk + |vk|O‘Vvk> U
Q Q |vk|

_ /5(a|vk|aVvk+]vk|“Vvk) vk:/(aﬂ)%kmwwk
Q Q

a+1- Vg 1 /a+1~ 9
= bla + 2)——|vp|* ' Vo = b V(Jug]*t?).
| St Ao i = [ S V()
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Por outro lado, onde v, é constante, temos Vv, = 0; dali,

/I;-V(lvk|%k)u—/5-V(|fuklavk)vk
Q Q

e, assim, por (4.10), obtemos

— 1 — —
/ b Vu|vg| vy = _ar / b-V(|jve|*T?) — / div(b)|vg|“vgu. (4.11)
0 a+2 /o Q

Tomando uma seqiiéncia (¢, ) C C®(Q) convergindo para |vg|**2 em Wy (R) quando
n — oo [desde que |vg|*vg, v, € Wy P(Q)NL®(Q), a Proposicao IX.4 do Brezis-[7] implica
que |vg|*T2 = |ug| vy, - v € Wy P(Q)], obtemos

N N
— [ 5 9enst™ = =3 [ Wlonals = 3 [ Wlenst = [ div@lensl
@ i=1 YO i=1 7 Q

E dai,
—/B-V(yvm”) :/dw(ﬁ)\vm”.
Q Q

Portanto, usando (4.11), temos

- - (a+1
b Vulvg|®v, = div el T2 = |vg|%vru
5 vuturn = [ i@ (Sl - ol
- 1
— /de'v( ) <212|Uk|a+2 _ |Uk|a|yku|)

= [ div(B) vt (£ -
[ oot (2wl < 1l
0 (4.12)

Vv

-

ja que vpu > 0, div(b) <0 e |vg| < |u| g.t.p. em . Com um célculo direto, temos

P P
p a p
<a+p) /Q|V(|vk|pvk)|p B (a+p> /Q
D « o D a
— — vl Vo, + v|? Vo
/Q(aﬂo)p”’ b g Ve

== / |Vvk|p|vk|°‘.
Q

@+ 1) [ VPl = [ [Fup 2o+ Do
Q Q

p

(0% a_ a
— k|7 T = Vupug + |vk] 7 Vg
p |Vl

Vg
k

p

Igualmente simples, temos

= /\Vu\pQVuV(Wk]avk).
0
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Assim, devido a (4.12), usando (4.9) e (4.5), obtemos

(a+1)/|vvk|p|vk|a = /f ) v vg, < /(a|“|q+b)|vk|%k
Q

< /(@|uyq+b)\uya\u|—/ayu\q+a+l+b|u1a+l (4.13)

Q Q

a+1 pn—a—1
— [ alup st ( JAl >) ( / 1) g
0
< a||u||opn+b||u||o,pn|9|””-
Se ||lullop, > 1, temos
allullgy, + bllull§s QP < allu Oy B[P n ullgr, < A([Jullgs, +1).

Se ||lullop, < 1, temos

allullgy,, +bllull§h 207 < allullf, +b1QU < A(lullg;, + 1),

»Pn

onde A = max{a, [Q2#/P»}. Assim,
@+ 1) [ 190l < Allulf, + .

Por outro lado, [[v[jop, < Klv[l1, implica [, |[Vulf > K77 ([, |v|p0)p/p°. Dafi, tomando

v = |vk|*/Puy, obtemos

p
p [6% — a—+
1 \V/ /Py \IP > P P
() @ [ = 500 () ol o,

Logo, temos

a a+p
s < 7 (“E2) Al

) = APl + 1),
com A" = A(K/py)P. Ou seja,
gl /P < A'ph L (Jlullfn, + 1).

Entao, como (vy) converge para u ¢.t.p. em €, pelo lema de Fatou, temos

lallgfy, 27 < T inf (o) < AR, (lllf, +1). (4.14)
Assim, u € LP»+(Q)), como querfamos demonstrar. [ ]

Lema 4.2 Com as hipdteses da Proposicao 4.1, u € L% () para todo n € N, onde g, é
definido por
Po
Q=P €  Qui1= (qn+p—1)p
Além disso, existe uma constante positiva, B, dependendo apenas dos parametros citados

na Proposicao 4.1 tal que
Pdn+41

[llo e,y < Bty llull6, - (4.15)
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Prova. Para todo n > 1, vale

55" — 1)

b=t Y6 =gt 0L

=1

onde ¢ := po/p e ro := py — q — 1. De fato, de ppy1 = po + (pn — ¢ — 1)po/p, temos por
recorréncia

bo
p1= po+p(p0—q—1) Po + 700,
P2 = p0+ (P0+T05—q—1) p0+5(7”0+7’05):P0+7’05+T0527

p3 = po+];(p0+7“o5+7’05 —q—1) =po+ 8(ro + 100 + 106%) = po + 106 + 106> + 106>,

logo

Pn=po+10(6 + 0%+ ..., +0") p0+r0252

Como 19 > 0 e § > 1, temos lim,, 1o p, = +00. Desde que u € LP»(Q)), temos que
u € L"(Q2) para todo r € [1,00) (pelas imersoes, ja que €2 é limitado). Resulta, em par-
ticular, que v € L(Q); donde |u|?' € LY (Q). Dai, para algum n € N, existe um p, 4 tal
que pny1 > ¢'; logo, por (4.14), temos |||u]? o,y < Co, onde Cy é uma constante positiva
dependendo apenas dos parametros citados na Proposicao 4.1. Entao, substituindo « por
gn — 1, em (4.13) e procedendo de modo andlogo ao que foi feito no Lema 4.1, obtemos a
desigualdade (4.15). n

Prova da Proposicao 4.1. Vamos obter o resultado a partir de uma estimativa uni-
Padn41

forme de ||ulloq,. Vamos, entao reescrever (4.15): [ully,°,, < Bqy 4[lullg’,, - Aplicando o
logaritmo natural, In, temos

p
oy At n(fullo.g,..) < n(Bgy.1) + gnIn(llullog,),

que implica

Po
Gn1 In(flullog,,,) < ;(qn In(|lullog,) +In(Bgpiq))-

Consideremos E, := ¢, In(||ulog,) € o == In(Bg’ ). Entao, (4.15) fica escrito como
Eni <0(E,+1).
Logo, por recorréncia, temos
Ey < 6(Eo +19) = 6Ey + 070,

E2 S (5((5EO + 57“0 + 7“1) = 52E0 + (527“0 + 57”1,
E3 S (5(52E0 + 527“0 + 57"1 + 7‘2) = 53E0 + (537"0 + 527"1 + (57“2,
e, assim, temos

E,<8"Ey+ Y 6rpm,  Yn>1

i=1
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Usando a definicao de ¢,,, também temos, por recorréncia,
¢ = (po+p—1)0 =dpo+ (p—1)9,
¢ = (0po+(p—1)54+p—1)8 = 6%y + (p — 1)(6* + 9),
gs = (8*po+ (p = 1)(6* +0) +p — 1)d = &8°po + (p — 1)(6° + 6% +9).
Repetindo esse processo, obtemos

"L 56" —1
b=t -1 5 =5+ - )20

i=1

Assim, 6"pg < ¢, < 0"po+0(p —1)0"/(d — 1) = 0™CY, ou seja, §"py < ¢, < 0"CY, com
Cy =po+0(p—1)/(6 —1). Entdo, desde que r, = In(Bg,. ), temos

rn < In(B("TC)P) = In(BCY) + (n+ 1)plné = dy + (n + 1)dy,
onde d; = In(BCY) e dy = plnd. Conseqiientemente,

d ' <Y 0ldi 4 (n— i+ 1)dy]
=1

i=1

_ 0" —1 da 2 3 n n+1
= d165_1+5_1(5 +0+...+0"+0 no)
< "
< d165—1+6—1(6+ +0"7)
o , 0" —1
B T R PR

J J
< M
< 55_1<d1+d25_1)7

ou seja,

> 8, < DO,

i=1
com D = (dy + d20/(6 — 1))5/(6 — 1). Dai, E, < 0"Ey + D" = 0"(Ey + D). Logo,
E, /6" < Ey+ D. Além disso, como E, = ¢, In(||ullo,,) € 0"po < ¢, temos

||U||0’qn = eEn/Qn S eEn/5"p0 — 6(E0+D)/p0.

Finalmente,

]| < limsup ||ullo., < ePHPVP < oo,
n—oo

Proposigao 4.2 (Principio de Comparagao Fraco). Seja 0 um dominio limitado em RY.
Se u,v € Wh>(Q) sdo tais que

/|Vu|p_2VuV<p+/l;-Vucp§/|Vv|p_2VvVg0+/g-vap (4.16)
0 0 0 Q

-

para todo € WiP(Q), ¢ >0, onde b € CY(Q) com div(b) < 0, se p # 2. Se, além disso,
u < v sobre 0L, entao u < v em ).
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Prova. Se p =2, (4.16) torna-se

/V(u—v)Vg0+/l;~V(u—v)g0§O.

0 Q

Isto é, .
Alu—v)—b-V(u—wv)>0.

Assim, pelo Teorema 0.17, supg(u — v) < supgyg(u — v)™ = 0, que significa u < v em €.

Vejamos o caso p # 2. Tomemos ¢ = (u — v)t € Wy ?(Q). Notemos que (u — v)* >0
e, além disso, ¢ € WOI”’(Q), pois, como u,v € WH*(Q) e u < v sobre 99, ou seja,
(u—v)t = 0 sobre Q. Entéo ¢ = (u—v)" pertence a W, ?(Q). Usando esta ¢ em (4.16),
obtemos

/Q(\VuV’QVu — [Vo]P?Vo)V(u —v)t + / b-V(u—v)(u—v)*<O0.

Q
Mas, se u < v, entdo (u—v)" = 0. Dai, pela Proposigao A.1, temos V(u—v)* = 0. Além
disso, como u > v, resulta u—v = (u—v)™; por outro lado, a relagdo V(u—v)" # V(u—0)
significa que (u — v)* = 0; logo, temos

/ (|VulP=2Vu — |[Vo|P2Vo)V (u — v) + / b-V(u—v)t(u—v)* <.
QN[u>v] Q

Desde que (u —v)* € L>®(Q), temos V((u — v)")? = 2(u — v)"V(u —v)" € L>®(Q) e,
portanto, ((u —v)*)2 € Wy (). Como, além disso, div(b) < 0, segue

/QZ;V(u—v)Jr(u—v)+ > 0.

De fato, reordenando os termos na integral, temos

N

/5 V(u—v)T(u—v)" = Z/ Vi(u—v)f (u—v)t = Z/ bi(u—v)T(u—wv)t.
L i=1 /9 Z i=1 /9 Z
Integrando por partes, segue que
N
J5- V=0 == [ G- 0w o,
Q = Ja
Agora, usando a regra de Leibniz, temos
N N
/b Vu—-v)Tu-—v)t = — Z/b;l(u — ) (u—v)t - Z/bz(u —v)f (u—v)*
Q i=17/ € i=17 &

Isto é,



Assim,

/ (|VulP2Vu — |[Vo[P*Vu)V (u — v) < 0.
QN[u>v]

Agora, usando o Lema A.2, obtemos V(u—v) = 0 em QN [u > v]. Isto é, u—v é constante
em QN [u > v]. Como na fronteira de Q N [u > v], temos u — v = 0, segue que u — v = 0
em N [u > v]. Donde u < v em €. [

Teorema 4.1 Seja Q@ C RY um dominio limitado de classe CY', f € L®(Q) eb e C1(Q)

=,

com div(b) <0 se p # 2. Entao o problema

/|Vuyp—2vuw+/6-vw=/fso Vo € WyP(Q),
LV ; o (4.17)
ue CHQ)

tem uma tnica solucdo. Além disso, o operador K : L®(Q) — C}(Q) definido por
K(f) =u, onde u é a inica solugdo de (4.17), é continuo, compacto e preserva ordem.

Prova. Suponhamos que existam duas solucdes u;,uy € C3(Q) de (4.17). Ora, u|aq,
us|an = 0. Dai, (w1 — u2)|an = 0; logo 0 < (u; — ug)|an < 0. Assim, a Proposigao 4.2, nos
dd 0 < up —up <0 em Q. Donde u; = uy. Portanto, temos a unicidade para (4.17).

Além disso, se fi e fy sao funcoes associadas a u; e usg, respectivamente, tais que
fi < fa, entao

/fl(t+U)<p§/f2(t+u)<p Ve >0, p e CF(Q).
Q Q

Novamente, a Proposicao 4.2 implica que u; < ugy em 2. Dai, K preserva a ordem.
Vamos provar, agora, a existéncia de solucao para (4.17). Consideremos o operador

H:[0,1] x CLQ) = CLQ) : (s,u) — (=A,) " (=sb- Vu+ f).

O operador (—A,)~! estd bem definido de W~ () para W, (), conforme o primeiro
capitulo deste trabalho. Como € é limitado, L> C LP(Q) para 1 < p < oo. Por outro
lado, W, ?(Q) C LP(Q) implica L” (Q) € W~1(Q). Assim, L®(Q) C W~17(Q), e, além
disso, C3(Q) C L=(Q). Logo, pelas estimativas L> de Anane e as estimativas C1* de
Liebermann e Tolksdorf, H estd bem definido; e ainda, pelo Lema 0.7, (—A,) ™" é continuo
e compacto de L=(2) em CL(Q2). Portanto, H é continuo e compacto. Consideremos,
agora, a equagao
u= H(s,u)

que é equivalente a

{—Apu—l—sl;-Vu—f (4.18)

u € CL(Q).

Seja u, € C}(Q) uma solucio de (4.18), multiplicando (4.18) por us, temos

/|Vu5|p_2VuSVus+/sg-VususZ/fus-
Q Q Q
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Mas,

N
/sl;-Vusus = Zs/ bius(us)xi = —ZS/(biUs)mus
Q - -

i=1 Q =1 Q
N N
) )
= - E s/bziusus— E s | b'(us)zus
=1 Q =1 Q

E assim,
2/ sb - Vg, = —/ sdiv(b)|ug]? > 0,
Q Q

pois div(b) <0 e s € [0, 1]. Dali,

iy = [ 190 < [ oo <17l [
Q Q Q

Aplicando a desigualdade de Holder, temos

1/p 1/p'
oty < Wl ([ 1el) ([ 17) 7 = Ufllalialopiore

Usando a desigualdade de Poincaré, resulta

sl < Cllfllocllusllipl APV = Cull flloo sl 1,

com C; > 0 dependendo de €2, p, N. Logo, existe uma constante positiva Cy = Co(]| f]| oo,
Q,p, N) tal que ||usl[1, < Cs. Pela Proposigao 4.1, existe uma constante Cs = C5(|| f||oo, €2,
p, N) tal que ||us]|o < C3 para todo s € [0, 1]. Usando as estimativas C1* de Liebermann,
existe uma constante positiva Cy = Cy(||f|lco, 2 p, N, b) tal que [|us|lcr < Cy para todo

€ [0,1]. Para s = 0, sabemos, do capitulo um, que (4.18) teria uma tnica solucao se
(=A,)~! fosse definido de W1 (Q) para W, P(Q2). Mas, pelas estimativas em considera-
¢ao, (4.18) tem, de fato, solugdo tinica. Assim, se B(0, C;) denota uma bola em C¢(Q) cen-
trada na origem e de raio (4, entao o grau de Leray-Schauder
deg(I — H(s,-), B(0,C,),0) estd bem definido e é igual a deg(I — H(0,-), B(0,C4),0) = 1.
Isto prova a existéncia de solugao para (4.17).

Provemos, agora, a continuidade e compacidade de K. Seja (h,) C L*(2) uma
seqiiéncia convergindo a h em L*°(2). Entao, como antes, a Proposigao 4.1 e as esti-
mativas C1* de Liebermann implicam a existéncia de algum a € (0,1) e alguma cons-
tante C' > 0 tais que K(h,) € C*(Q) e ||K(h n)llcre@ < C. Pela imersao compacta
Ch(Q) — CHQ)[cf. Teorema 0.14], existe uma subseqiiéncia (h,,) e u € C}(Q) tal que
K(h,,) — u em C*(Q). Passando ao limite nas equacdes

|9 E )2V K )Vt [ 9K o= [ o Vo e Wi

temos
/ V(K () P2V (K () Ve + / BV (K () = / he, Ve W,
[9] Q
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/Q|Vu|p_2VuV<p+/Qg-Vu<p:/ﬂu<p, Ve W,?”,

e pela unicidade de (4.17), obtemos u = K(h). Finalmente, o Lema 0.2 assegura a con-
tinuidade de K. Seja (hy,) C L>(£2) uma seqiiéncia limitada em L*°(€2). Analogamente ao
que foi feito para provar a continuidade de K, K(h,) € C**(Q) ¢ [| K (hn)||lcra@ < C- A

imersio compacta C1*(Q2) — C'(QQ) garante a compacidade de K. ]

Entre outras aplicacoes, o préximo resultado sera 1til na Proposicao 4.3, abaixo.

Lema 4.3 (Principio do Mdzimo Forte e Lema de Hopf). Seja Q@ C RY um dominio
limitado, 1 < p < 0o e b € CHQ) com div(b) < 0. Seja u € CY(Q) tal que u > 0 ¢.t.p.
em ), —Ayu + b-Vu >0 q.t.p. em . Entdo, se u #Z 0 sobre 0, u > 0 em Q. Além
disso, para algum xo € 0S) que satisfaz uma condigdo de esfera interior e u(xg) = 0, se B
denota tal esfera e v a correspondente normal interior em xo, entdo Ou/dv(xy) > 0.

Prova. Provaremos o caso em que b # 0 (o caso onde b =0 se procede de maneira
andloga, e pode ser encontrado em Vazquez-[32]).

Suponhamos, por contradicao, que u se anula em algum lugar de €2, mas nao é iden-
ticamente nula. Seja U = {x € Q : u(x) = 0}. Temos que U # (), U é fechado
e U C €, com inclusao prépria. Entao, podemos escolher um zy € OU C 2, um
xt € Q\U e R > 0 tais que o fecho da bola B := B(z', R) C Q\U esteja contido em
Q, |#' — 29| = R, u(zg) =0e0<u<aem B, para algum a > 0, ji que u € C*(B).

Consideremos o anel G := {z € RN : R/2 < |z — 2'| < R} C Q. Sabemos que u > 0
em G. Vamos construir uma solugdo adequada u para —A,u + b- Vi < 0 sobre G. Para
alguns ntimeros ky,,r1,v; > 0, seja v(r; ky,, 71, v1) uma solucao de classe C? em [0,7] de

v =k, 0<r <oy,
v(0) =0, wv(r)=mn

e v,v,v” > 0. Esta equacao linear homogénea pode ser facilmente resolvida. Tomemos
mt

y = ™ onde m é um parametro a ser determinado. Segue-se que y' = me™ e y” =
m?2e™. Substituindo estes valores em v” = kjv’, obtemos m = 0 ou m = k1. A solucao
geral da equacao v” = kv’ é dada por y = ae®? + b. Observando as condicoes iniciais,

obtemos a = vy /(e — 1) = —b. Logo, é suficiente tomarmos v(r) = e*v, /(eM™ —
1) — v /(eM™ — 1). Definamos @(x) := v(R — |x — z'|; k1, R/2,v1) no anel G; ou seja,
a(x) — ekl(R—\x_wl\)U1/<ek1R/2 _ 1) _ U1/<€k1R/2 _ 1>.

Afirmacgao 4.2 Vale a igualdade:

N -1
| — !

—A,i+b-Vi= ( (p— 1)]{:1) [V [P720" + b(x)0, (4.19)

onde b(z) == —b(z)(z — z1)/|z — z'| € L®(G).

Demonstragao: Sejam x = (x!,2y,...,2,), o' = (z],2},...,2)) e RV e

rn

N 1/2
a(z) =k(R— |t —2') = kR —k (Z(m - x3)2> .
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Entao,

do T, — T
Ox;, |-l
Assim,
ou ke leme (g, — gl
Ox; (e —1)|z — 2|
Dali,
kvl (Bla—t)) — kv et (B=lz=at]) (o _ 41
Vu = 1:16 (x1 —2l,... 2y — o)) = 1711€R (z=o)
<ek15—1> |z — x| <ek15 —1) |z — x|
Logo, temos
Va2 = keyv ef (F-lo='l) e
! B ey 1

Portanto,

N

ou
VP2

= g (var5)

N 1(R-la—a') P72 R

Z ]{711)16 ( kl)vle (':E'L xl)

P ey — 1 (k15 —1)|z — 2]

kg P77 (= klvlz L(Rfe—a (1) Ti ~ T
My 1| emm 1 £~ 0y v —at )

2

e
Denotando M = |kyv; /(eF5/2 — 1)‘17_2 (—k1)vy /(72 — 1) e usando a regra de Leibniz,
temos

T — T} T —x)

N
AT = M [ Fa(R—fa—a" D=1 (_f ) (p — 1
M )= D e =]

N —|z—a! -
ek (R—| D(p—1) (’x — |- (i — a)) (2 —%1))]

- |z — 212 |z — x|

M(—k)p — 1)ek1(B=la—=z'Dp—-1) N
=1
M Nk E-la—c -1 ) feht(R—lo—a')(p-1)

|z — xt|?

|z — 21 B |z — !
Mk (Rle—aH ) (p-1) <N__11 —(p— 1)k1> .
|z — 2!
Por outro lado,
k k1(R—|z—z'|)
) Fne? = , vV>0
ek1§ -1



Em particular, v'(0) = viki /(e"F/2 — 1) > 0 e

p—2
W/ [P2 = (ﬂ) k1 (p=2)(R—|e—a']).

ey 1

Dai, [v/|P~20 = —Meb (B-le=#'D-1) T og0,
8= (g = 0= Dl ) 1P
Agora, B B
L.V — b(—kl)vli’“(R—uﬁl‘) (z—a') —blz—2a') ,
bz —1 e =2t e -

Denotando b = —b(z — 2')/|z — 2|, obtemos b- V@i = bv/, e portanto, temos a afirmacao.
]

Para k; suficientemente grande, (N —1)/|z — z'| — (p — 1)k1 < 0, e, além disso,

N -1 N — ok R/2, N\ P72
- - _ _ p—2 < k,P 2 1 kpfl e
(|$—[L’1| (p 1) >|U| (|$ | ( ) 1 6k1R/2—1

sobre (G. De fato,
N—-1
(o~ (o= D ) 1 =

—N —1 k1vy 2 k1(p—2)(R—|z—z|)
= (|;L‘—l’1|_(p_1)kl) (@klg_l) €
p—2
= N= ]i]p 2 ( — 1)]{;21771 :—1 €k1(p72)(R7\x7:E1|).
|{L‘ — I1’ 6k’1§ -1

Mas, em G, R/2 < |z — x'| < R. Ou seja, —R < —|z — z'| < —R/2, donde 0 <
— |z — z'| < R/2. Dali,

N —1 N — _ eMR/2y \ P72
(m —(p— 1)k1) WP < (|x |l€p P—(p— DK} 1) (WLH) (4.20)

Como o segundo membro em (4.20) tende a —oo se ky — 400, b € L*(G) e v' > 0, entdo
—A,u+b-Vu <0 sobre G para k; suficientemente grande. Por construgao, v > u sobre
0G se vy for suficientemente pequeno, pois

ek R/ 20 U1

loc =4 (eMBZ—1) (emB/Z_1) -

vy, selr —azt|=R/2,

0, selr—2z'=R

Desde que —Apu+5 -Vu > 0, pelo principio de comparagao fraco (Proposigao 4.2), resulta
u > u em G. Notemos que

}lliir(l) %(u(xo + h(x' — x0)) — u(zg)) > 0. (4.21)
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De fato, para h < 1, e sabendo que R = |r¢ — z!|, temos

kl (R—\:Jco+h(m1—3:0)—xl |)

~ e B U1
u(wg + h(zy —20)) = i E e
- vy ek (B=(1=h)eo—a]) _ o). wpehh gy
B ey — 1 I
Aplicando L’Hospital, temos
lim u(zo + h(zy — x0))  lim (eFrBh — 1)y ~ lim kv, Rek1Rh _ J(0)R
h—0 h h—0 h(eklg —1) k=0 ey 1

Desde que u(xg) = u(xy) =0 e u > u sobre G, temos

;llig(l) %(u(xo + h(z' — 30)) — u(wg)) = }lllir(l) %u(wo + h(z' — x0)) > v'(0)R.
A relagao (4.21) é, portanto, verdadeira, ja que v'(0) > 0. Temos, entao, uma contradigao,
j& que a hipdtese u € C*(€Q) implica Vu(xg) = 0.

A prova do lema de Hopf segue a mesma idéia acima. Agora, tomemos o anel G corres-
pondendo & bola B := B(z', R) da condigao da esfera interior em zy. Como antes, u > U
em G. A dificuldade técnica é que agora G toca 0€2; mas pode ser superada movendo G ao
longo de v : substitufmos ! por (2')¢ = 2! +ev para um ¢ > 0 pequeno e deixando R fixo.
Se ¢ for suficientemente pequeno, o anel G, sera tal que G. C €. Argumentando como
acima, temos u(z) > u(x —ev) = v(R — |z — ' —ev|; k1, R/2,v1) q.t.p. em G, e ki nao
depende de €. Agora, fazendo ¢ — 0 e lembrando que v'(0) > 0, obtemos du/0v(xy) > 0. m

Vamos provar, agora, a positividade de todas as solugoes de (4.3).

Proposigao 4.3 Seja Q C RY um dominio limitado de classe CY* para algum o € (0,1)
ebec CYQ). Seu é uma solugdo do problema (4.3), entdo u > 0 em €. Se, além disso,
u# 0, entao u > 0 em S.

Prova. Se u é solucao de (4.3), entdo u|spg = 0. Como f é definida de R em [0, +00),
para toda ¢ > 0, temos

/ IVulP2VuVep + / b-Vup = / ft+u)p>0= / IVulP2Vave + / bV,
Q Q Q Q Q

onde w = 0. Logo, Pela Proposicao 4.2, u > 0 em €. A outra parte segue imediatamente
do Lema 4.3 acima. ]

4.2 Existéncia de um Continuo de Solugoes Positivas
Nesta segdo vamos reduzir o problema de encontrar uma solu¢ao nao trivial de (4.3)

para t = 0 ao problema de estabelecer estimativas a priori para algumas solugoes de (4.3).
Isto pode ser feito gracas ao seguinte
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Teorema 4.2 (Ezisténcia de um Continuo de Solugﬁes) Seja Q@ C RY um dominio limi-

tado de classe C** para algum o € (0,1), 1 <p <2, be CY(Q) e f uma funcdio continua
de R em R tal que lim, o f(|ul)/[ulP~" = 0. Seja CJr a componente, em RT x C}(Q), das
solucoes de

p—2 [; = (9]
/Q [Vl Vuvy + / Ve / flet Ty, Vo e GE(9), (4.22)
u>0, t>0, ueCyQ)

contendo (0,0). Se

N ({0} x G3(Q) = {(0,0)},
entio C* € ilimitado em RT X C&(Q). Em particular, Ct contém outros pontos, além de
(0,0). Este resultado € vdlido para todo 1 < p < 400 se b= 0.

Para provarmos este resultado, utilizaremos o seguinte

Lema 4.4 Seja (X, || - ||) um espago de Banach, real. Seja G : Rt x X — X continua
e, tal que, aplica subconjuntos limitados em subconjuntos relativamente compactos. Supo-
nhamos, também, que G satisfaca

1. G(0,0) =0,
2. Existe R > 0 tal que

(a) ue X, ||ul| <R eu=G(0, u) implica uw = 0,
(b) deg(I = G(0,-), B(0, R),0) =

Seja J o conjuto das solugoes do problema
(P)  u=G(tu)

em RT x X. Seja C a componente (subconjunto conexo, fechado e mazximal com respeito
a inclusao) de J que contém (0,0). Entao, se

CcN ({0} x X) ={(0,0)},
temos que C € ilimitado em RT x X.

Prova. E conveniente estendermos G a R x X pondo G(t,u) := G(|t|,u), t e R, u € X
(com o fim de utilizarmos um espago metrico). Observamos que G : R x X é compacto,
G(0,0) = 0 e satisfaz (b), isto é, existe R > 0 tal que

1. ue X, |jul| <Reu=G(0,0) = G(0,u) implica u = 0,

2. deg(I — G(0,-), B(0, R),0) = deg(I — G(0,-), B(0, R),0) =
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Seja Jo conjunto das solugoes do problema
u=G(tu) teR, ueX. (4.23)

Claramente, (0,0) € J ¢ J = JU{(—t,u) : (t,u) € J}. Seja C a componente de J em
R x X que contém {(0,0)}. Suponhamos por absurdo, que C seja limitado em Rt x X e
que C N ({0} x X) = {(0,0)}. Entao C ¢ limitado em R x X e C N ({0} x X) = {(0,0)}.

Notemos que C é compacta em R x X. Com efeito, seja (tn,un) uma seqiiéncia de
solugbes de (4.23). Desde que C ¢ limitado e do fato que G aplica conjuntos limita-
dos em conjuntos relativamente compactos, obtemos uma subseqiiéncia (uy,,) conver-
gente de (u,). Por outro lado, a seqiiéncia (t,) de nimeros reais, sendo limitada, possui
uma subseqiiéncia (t,,) convergente. Pelo método da diagonal de Cantor, existe uma
subseqiiéncia, ainda denotada por (t,,,uy,), convergente. Portanto, C é compacta em
R x X. Seja U uma vizinhanca-6; de C em R x X onde 0 < & < R/2 (e &; suficien-
temente pequeno para que U N ({0} x X) C B(0, R)). Seja K := U N J. Entdo, K ¢
um espaco métrico que, pelos argumentos acima para C é compacto. Por construcao,
oU NC = 0. Logo, C e OU N J sao dois subconjuntos compactos de K que sao disjuntos.
Pelo Lema 0.9, existem dois subconjuntos compactos A e B de K satisfazendo C C A,
oUnNnJ cC B,ANB =0e AU B = K. Claramente, o := dist(A, B) > 0. Notemos que
ANAU = (ANJ)NdU = AN(JNAU) € ANB = ). Como A é compacto e U é fechada,
também temos p = dist(A,oU) > 0.

Se O denota uma vizinhanga-d de A com 0 < § < p, entao O C U (se x € A,y €
B(z,0) e z € OU, entao dist(z,y) > dist(z,x) — dist(y,x) > p— 6 > 0). Se, além disso,
0 < < o, temos B

20N J =0.

De fato, 00 NJ = 00N K = (00 N A) U (00 N B). Como O é uma vizinhanca-d de
A, 00N A = . Além disso, como ¢ < o, temos dist(00,B) > o —§ > 0 e assim,
O N B = 0. Por outro lado, C € O e 0 N ({0} x X) c ({0} x B(0, R)).

Seja O, := {u € X : (t,u) € O}. Do Lema 0.10 e da maximalidade de C, existe um
niimero real ¢ tal que deg(I — G(t,-), O;,0) = ¢ para todo t € R. Como O, = () para |¢|
grande, ¢ = 0. Por outro lado, deg(I — G(0,-),0,0) = deg(I — G(0,-), 0y,0) = 1 por
hipdtese. Logo, temos uma contradicao. [ |

Na prova do Teorema 4.2 aplicamos o Lema acima com G definida por

G:[0,+00) x CI(Q) — CL(Q)

(tu) s K(f(t+u)), (4.24)

onde o operador K : L>®(Q) — C}(Q) é definido como no Teorema 4.1. A razdo do lema
seguinte é garantir que G satisfaga a hipotese (2) do Lema 4.4, acima.

Lema 4.5 Sob as hipoteses do Teorema 4.2, existe um numero real R > 0 tal que, se
(u,\) € C} x [0,1] € uma solugao de

u=K(Af([u])),
{ "o (4.25)
entdo |[ullcr @ > R
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Prova. Suponhamos, por contradigao, que exista uma subseqiiéncia de solugoes (uy, Ay,)
de (4.25) com |lul[ci — 0 sen — oo, u, # 0 para todo n € N. Definamos
Un = Up/|[ull 1) Entao (vn, Ay) satisfaz a equagdo

—Ayv, = —b - an||un||g_1?ﬁ) + An 1 em W=7 (Q). (4.26)
il

De fato, como (u,, A,) é uma solucdo de (4.25),

—Apun + g vun = )‘nf(’unD e Winl(Q)’

isto é,
/|Vun|pQVunV<p+/5~Vun<p://\nf(|un|), Vo eCr Q).
0 Q
Dividindo por [[u, |7, o, fica
|Vu, ‘p—2 Vu, 1
et L el = e [ Aaf ()
o [lullig lunllor@) Unlicr@ ~ [

para todo ¢ € C2(9). Isto é
. 1
L1900 290,50 = ~laliity, [ 5 Vong + e [t
Q Hun|cl(§) Q

para todo ¢ € C°(€2), que é equivalente a (4.26). Pela defini¢cio da norma || - lcr@)y Vo
¢ lipschitziana para todo n. Dai, v, ser equicontinua. Além disso, v, é, por defini¢ao, equi-
limitada. Pelo teorema de Ascoli-Arzela, existe uma subseqiiéncia, ainda denotada por
(vn) e v # 0 em C(Q) tal que v, — v uniformente em Q. Sep<2oub=0e 1 < p < o0,
entao pela hipétese sobre f, o segundo membro de (4.26) tende a 0 em L>°(£2). Entao,
pelas propriedades do inverso do operador p-laplaciano (ver Teorema 4.1), v, — 0 em
CY(). Se p = 2, (4.26) converge a —A,v, = —b - Vu,. Pelas propriedades do operador
—Ay()+ bV (-) do Teorema 4.1, também obtemos v, — 0 em C*(Q). Em ambos os casos,
isto contradiz v # 0. ]

Prova do Teorema 4.2. Vamos aplicar o Lema 4.4 com X = C}(Q) e G definida
por (4.24). pelo Teorema 4.1, G(0,0) = K(f(0)) = u(0) = 0, a hipdtese (1) ¢ satisfeita.
Tomemos R > 0 como no Lema 4.5, A = 1, et = 0. Se u(u > 0) é tal que u =
K(f(lu]) = K(f(u) = G(0,u) e # 0, entdo |lul[c1 > R; ou equivalentemente, se
[ullcr@y < R eu=G(0,u), entdo u = 0. Assim, a hipdtese 2.(a) fica satisfeita.
Definamos h : [0, 1] x B(0, R) — C}(Q), onde B(0, R) denota uma bola em C}(Q), por

h(\u) := K(Af(|lu])), VAXe0,1], Yu € B(0, R).
pelo Teorema 4.1, h é compacta e continua, h(1,-) = K(f(]-])) = G(0,-); h(0,-) =
K(0) =0, ja que 0 é a tunica solucao de (4.17) se f = 0. Agora, pelo Lema 4.5 acima,

u—nh(A, u) # 0 para todo u € 9B(0, R) e A € [0, 1]. Portanto, deg(I—G(0, ), B(0, R),0) =
deg(I —0,B(0,R),0) =1 e a hipdtese 2.(b) ¢é satisfeita.
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Notemos que (4.22) é equivalente a u = G(t,u), pela defini¢ao da fungao G. Portanto,
o teorema estd provado. [

Portanto, pelo Teorema 4.2, provar a existéncia de uma solugao nao trivial de (Py), esta
reduzido a estabelecer estimativas a priori para solugoes de (4.3) pertencentes ao continuo
CT. Mais precisamente, a existéncia de uma solu¢ao nao trivial para (Py,) é provada tao
logo tenhamos estabelecido algum limite a priori em R* x C(Q) para o continuo C*.

4.3 Blow-up

Nesta secao, usamos o método de blow-up para reduzir o problema de encontrar esti-
mativas a priori para toda solucao de (4.22) a prova de algum teorema do tipo Liouvilli.

Antes de exibir os resultados, queremos lembrar a idéia do método de blow-up. Supo-
mos, por contradi¢ao, que nao exista limite a priori, e assim, existe uma seqiiéncia (u,, t,,)
de solugoes de (4.3) com ||up||oo + t, — 00. Fazemos, entdo, uma mudanga de varidvel
(uma rescalada) nas fungoes w,, para obtermos uma nova seqiiéncia (wy,t,) de solugdes
para um novo problema definido em um dominio 2,,, que vai crescendo (com o n) e tende,
em algum sentido, para todo o RY. Entao, tentamos mostrar que w, — w para alguma
funcdo w # 0, onde w é solucio de um certo problema em RY que, por outro lado, é
sabido que nao possui solugao nao trivial, uma contradicao.

Inicialmente, tratamos, por simplicidade, o caso onde f(u) = |u|?. Nesta tentativa,
temos o

Lema 4.6 Seja Q C RY um dominio limitado, 1 < p < oo, b € CYQ), € (un,t,) uma
sequiéncia de solugoes de

{ — Ayt + bV = (t, + up), (4.27)

u€ CQ), u, >0, t, >0

comq>max{p—1,1/(p—1)} sebZ 0 eq>p—1seb=0, e tal que ||ul|o +tn, — +00.
Suponhamos que dist(x,,dQ) > 0 para todo n € Ny e algum 6 > 0, onde z,, € Q satisfaz
Up (20) = ||tn||oo- Entdo existe uma fungao w € CHRY) que € solugdo de

/ |Vw[P*VwVi de = / wip dr, Vi € CZ(RY),
RN RN

w(z) >0, VzeRY,
[w]loe = 1.

(4.28)

Prova. Primeiramente, vamos provar que existe uma subseqiiéncia, ainda denotada por

(un, t,), satisfazendo
tn
Tulm — 0 com |luyllcc >0  para todo n. (4.29)
| oo

Observamos que se ||u, ||« = 0, entdo t, = 0. Se (¢,) ¢ limitada, entdo (4.29) é 6bvio, pois
||tn]|co + tn — +00, por hipdtese. Podemos supor, sem perda de generalidade, que t,, > 0
para todo n € Ny e t,, — +00. Fagamos a mudanca de variavel

Up

. . 41q—p+1
L W
th
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Entao, para todo n € Ny, (v, A,) é solugao de

/ Vo, [PV, Vo de + \Z~P)/(ap+D) / b-Vo,uds = \, / (14 v,)%vdr, Yove WP (Q).
Q Q Q

De fato, (up,t,) satistaz —A,u, + bV, = (t, + u,)9; ou seja,

/ |Vu,|P2Vu, Vo dr + / b Vu,vde = /(tn +u,)vdr, Vv e WyP(Q).
Q Q Q

Logo,
tﬁ_l/ Vo, |P~2Vv, Vo dx + tn/ b- Vv de = t?l/(l +u,)wdz, YveWP(Q).
Q 0 Q
Dividindo tudo por !, obtemos

/ IV, P2V, Vv dz + tfl_”/ b-Vo,vdr = ta—ptl /(1 +v,)vdr, Yuve Wol’p(Q).
Q Q Q

Substituindo ¢,, por )\711/ (a=p H), chegamos a expressao desejada. Como
)\n/(l + o) v dx > /\n/vda:, Yo e W,P(Q), v >0,
Q Q

pelo principio de comparacdo fraco (Proposicio 4.2), temos que v, > ¥, onde ,, € C(Q)
é a solugao de

/ VT, [P~2VT, Vuds + AP/ (a-p+D) / bV dr = A, / vdr, Yve WyP(Q). (4.30)
Q Q Q

Tais fungoes v,, existem pelo Teorema 4.1 (basta tomarmos f, = A,). Suponhamos, por
contradicao, que

sup [|[Tn|leo = C1 < +00.
n€Np

Tomando, entao, v = v,, em fQ bVu,v, temos

N N
/ VT, Ty de = Y / b0 (0n)a, dr = — Y / (6T 2, U da
Q i=1 Y& i=1 Y&
N N
_ _Z/bgmm dx—Z/bi(En)miUndx
= Ja i=1 YO

= — / div(b)0? dx — / bV, T, da.
Q Q

/ bV, T, dx > 0,
Q

Donde

-

pois div(b) < 0. Logo, tomando v = 7,, em (2.18), obtemos:
1Tl = / |VU,|P dx = / |V, [P~2VY, VT, dz < \, / Uy, dx
0 0 0

< /\n/ Bl dz < CMIQL, V€ Ny, (4.31)
Q
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Dividindo (4.30) por A, e fixando v € C§°(2), v > 0, v # 0, obtemos

1 2y [ L
O</vdx§)\— VU, [P~ Vol de + AP l/leVEnh)dx, VneNy. (4.32)
Q n Jo Q
Usando a desigualdade de Holder e (4.31), vem
1 - 1 N N
L ivapvear < ([ 1vadr) T ol = 19,
n JQ n Q n
1 ot
< A" (GHQD) o],

que tende a 0 para v fixo e n — o0, pois A, — 00 ja que t,, — oo (¢ > p — 1). Usando

ainda (4.31), resulta
2—p 1 5 2—p -1
AT /|b||VUn||v|dx < AT
Q

1 - =
< (GUQDPCallbllsollvlloc A,

[blloo[[V]loo [[Tn][1,5C2

g(1—p)+1

onde Cy é a constante da injegao LP(2) em L'(€). Como ¢ > max{p — 1,1/(p — 1)}
se b # 0, este termo também tende a 0, contradizendo (4.32). Notemos que se b = 0,
precisamos apenas de ¢ > p — 1. Assim, provamos que
sup |[unlleo/tn = sup |[vnloc > sup ||V, = +o0.
n€Ng neNg neNp

De agora em diante, assumimos que ||u,||« > 0 para todo n e t,/||u,||cc — 0. Consi-

deremos, agora, as fungoes

Up, a;ky—i—xn
wy(y) = ( - ) Yy € Q,

= af(Q—z,), ek := (¢—p+1)/p. Pela hipStese de superlinearidade

onde o, 1= ||tn oo, 2
(g >p—1), k> 0. Entao, para cada n € N, w, satisfaz as equagoes

al=p)+1 . t q
IVw, [P 2Vw, Vi dy +an * bVw, dy = L trw, | Ydy,
Q Qn Qn \%n (4.33)

wnné CH(,), w, > 0 sobre Q,, [[walle = 1.
para toda ¢ € C°(€,). De fato, consideremos o difeomorfismo J : Q,, — Q definido
por J(y) = a; %y + x,, com determinante jacobiano denotado por det.J, e notemos que

Vw,(y) = o, " ' Vu, (o, *y + x,,). De (4.27), temos

/Q \V, (2) P2V, (2) Ve do + /Q b Vu,(z)pds = /Q(tn + up(2))?pdr, Vo € CF(Q).
Dali,
/Q IV, (a,*y + 2,) [P 2V, (), y + 2,)Vo(a, *y + 2,) do+
+/Q b- Vu,(a, y + z,) (o y + x,) da :/Q(tn + un (0 Fy + x0)) (o Py + ) da,
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para todo ¢ € C§°(2). Aplicando o Teorema da Mudanga de Variaveis, temos

/ (@F IV () P20 Vo ()b Vo (y) det T dy+

n

n / B 1w () ()| det J| dy = / (b + tntwn () %0(y)] det 7| dy,
Qp

n

onde denotamos 9 (y) := (o, *y + ), que implica Vo (o, *y + z,) = af V) (y). Dali,

QD E-1) +k/ [Vw, (y) P> Vw, (y) Vo (y) dy +
Qn

vt [ ey =a [ (2 wn<y>>q¢<y> dy

Qp

Dividindo esta equacao por o e substituindo o valor de k, obtemos a expressao desejada.
Notemos que ||u,|l.c — 00; se assim nao fosse, terfamos ¢, — 0o, (por hipdtese) o

que contradiria ¢, /||ty — 0. Assim, como ¢ > 1/(p — 1), temos a(Q(l Pl o,

e al — +00. Logo, dada qualquer bola fechada B centrada na origem, existe ng € Ny
tal que B C 2, para todo n > ny. Fixando uma tal bola, podemos usar o resultado de
regularidade local C1* de Tolksdorf. Assim, obtemos a existéncia de algumas constantes

K >0eae€(0,1) dependendo apenas de N, p, B, b tais que
€ Cl’a( ) ||wn||cla (B) < K (434)

Como a imersao C**(B) — C'(B) é compacta, entdo, pelo teorema de Ascoli-Arzel4,
existe uma uma funcdo w € C'(B) e uma subseqiiéncia convergente w! — w em C'(B).
Como t,/a, — 0, tomando fungoes testes em C2°(B) na equagao (4.33), passando ao
limite (em (4.33)), e usando o fato que ¢ > 1/(p — 1), obtemos

/ |Vw[P2VwV do :/ lw|% dx, Vi € CP(B),
B _ B
w e CY(B), w> 0sobre B, |wl|p~x) = 1.

Além disso, como w # 0, segue w(z) > 0 para todo z € B, pelo Lema 4.3. Tomando
bolas cada vez maiores, e repetindo o argumento para a subseqiiéncia (w!,) obtida acima,
podemos obter (pelo método da diagonal de Cantor) uma subseqiiéncia (w;, ) que converge
em C! para uma funcio w € C1(RY), sobre todo compacto do R¥ satisfazendo

|Vw|p 2vwwdx_/ lw|% de, Vi€ CZ(RY),
||w||oo—1 w(zx) > 0, VxE]RN
|

Podemos aplicar o mesmo raciocinio da prova acima, se (uy,t,) sdo solugoes de (4.3),
onde f satisfaz (4.1) com ¢ > max{p —1,1/(p — 1)} se b£0eq>p—1seb=0. Neste
caso, a conclusao do Lema 4.6 permanece verdadeira se (4.28) for substituida por

/ |Vw[P2VwVi do > CO/ lw|% de, Vi€ C(RY),
RN RN

w(z) >0, VzeRY,
[w][oo = 1.

(4.35)

[sto nos conduz ao seguinte resultado:
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Lema 4.7 Sob as mesmas hipéteses do Lema 4.6, se (u,,t,) € uma seqiiéncia de solugdes
de (4.3), entdo existe uma funcio w € CHRY), solucio de (4.35).

Prova. Como na prova do Lema 4.6, provamos a existéncia de uma sequéncia, ainda
denotada por (un,t,), satisfazendo (4.29). Consideremos a mudanca de variavel v, :=
Up/tn, An = t37PT1 Desde que f satisfaz (4.28), e (uy,, t,) satisfaz (4.3), vemos, analoga-
mente ao que foi feito no Lema 4.6 acima, que (v,, A,) é solugao de

/ Vo, |2V, Vv dz + )\512p)/(qp+1)/
Q

b Vo,vdr > CO)\n/ (1+v,)vdz.
Q Q

para todo v € W, ?(Q). Definindo 7, € C4(Q) como solucio de

/ IVT,|P~2V5, Vo de + \&P)/(a=p+1) / bV, dr = Co, / vdr, Yve W),
Q Q Q

temos, semelhantemente ao Lema 4.6, que v, > Uy, € sup,,cy, ||Un|| = +00. Assim, podemos
assumir ||u,||o > 0 para todo n e t,/||unllcc — 0 quando n — +oo. Tomando a seqiiéncia
(wy,) definida no Lema 4.6, resulta que, para cada n € Ny, w,, satisfaz

q(1—p)+1 .
(Vw,|P2Vw, Vi dy + o * / WVw,h dy = oL PEFD [ £t + apw, )0 dy
Qn B " Qn
wy, € CHQ), wp >0, [[wallee =1,

onde ¢ € C°(Q,). Pelas hipdteses sobre f e pela definigao de £,

q
< oz}l_p(kﬂ)f(tn + apwy,) < CF

q

5 \V/nENo.

t
_n+wn
an

t
_n+wn

n

Co

Desde que t,/a, — 0 e (w,) é limitada em L*>(€2,), podemos usar a estimativa local
Cche de Tolksdorf-[31] sobre uma bola fixa B para obtermos, como antes, a existéncia de
w € C*(B) com w, — w em C*(B) e

/ Vw2 VwVy dr > 00/ lw|% dz, Vi € C2(B), ¥ > 0.
B B

Tomando bolas cada vez maiores e usando o Lema 4.3, obtemos a existéncia de uma
fungao w € C*(RY) satisfazendo

IVl 2VuVide 2 Co [ futuds, Ve CEERY), w20,
RN RN
|w]|oo =1, w(x) >0, VreRN.

]
Para obtermos estimativas a priori para (4.3) (e assim, existéncia para (7)) deste
resultado de blow-up, precisamos, primeiramente, de um resultado de nao-existéncia para

solugdes de (4.35). Este é o contetido do sequinte lema, provado por Mitidieri-Pohozaev-
[24].
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Lema 4.8 Sep—1<q¢< N(p—-1)/(N—p), N>peC >0 ¢éuma constante, entao o
problema

/ Vw|P2VwVi dov > C’/ wipdr, Vi € CPRY), ¢ >0,
RN

RN
w(z) >0, VreRN,
w € CHRY)

nao tem solucao.

4.4 Existéncia de Solucao no Caso Radial

Para aplicarmos o Lema 4.7, também precisamos de informagoes sobre a localizacao
de algum méaximo global das solugbes de (4.3). Em geral, obter tal informacao, nao é
possivel (ainda é uma questao aberta). Nao obstante, podemos considerar o caso em que
2 é uma bola e o problema é radialmente simétrico; para isto, b nio pode ser uma funcao

geral.
Nesta secao, mostramos que é possivel usar os resultados de blow-up da secao anterior,
no caso particular onde §2 é uma bola centrada na origem. Vamos supor que b = —g(|z|)z

para alguma funcao g. Consideremos, inicialmente, o problema (4.3):

—Ayu—g(|z))ZVu = [t +u|? em Q
u € CL(Q),

onde Q = B(0,R) ¢ a bola do RY centrada na origem e de raio R > 0, e com ¢ > 0
fixo. Estamos interessados em solugoes radiais, isto ¢, solugoes fracas u(r) sobre [0, R] do
problema:

—(rN Y P2 — g(r)rNu = |t 4wV em (0, R), (4.36)
uw(R) =0, v (0) =0, ue C0,R]. :
Com efeito, seja x = (r1,%2, ..., %4, ..., xN), T = |z| e u(r) = u(x). Entao,
(‘39:- = 5(:5% o4 ad) V22, = x? e 85- = u’(r)x?.

Logo,

xVu = Z 8x = Z ?u’ir) = ru'(r).
b=l

Escrevendo —A,u — g(|z])ZVu = |t + u]? na forma de integrais, temos:

/|Vu\p_2Vqu0—/g(\x])xVug0:/ It +ullp, Ve Q).
Q Q Q

Entao, pelo Teorema de Mudanga de Variaveis,

[y = [ g = [ e
Q Q

Usando integragao por partes na primeira integral, obtemos

- [ meye - [ Pgnde = [ e
Q Q Q
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ou seja,
/[—(er|u’]p2u’)’ —rNg(r)u — |t +u|V e = 0.
Q
Aplicando o Lema IV.2 do Brezis-[7], resulta que
—(rN Y PR = N g — [t 4 )N =0,
isto é,
N Y — gl = [l
que é a primeira parte em (4.36).
Temos o seguinte resultado:

Lema 4.9 Suponhamos que b = —g(|z|)z € C1([0,0)) e div(g(|x|)x) > 0. Entao, qual-
quer solugdo u do problema (4.36) satisfaz u'(r) < 0, u(r) > 0 para todo r € (0, R). Além
disso, u'(R) < 0. Em particular, qualquer solugcdo radial atinge seu mdaximo global em 0.

Prova. Suponhamos, inicialmente, que exista um pequeno intervalo (0,r] sobre o qual
u’ # 0. Entao, neste intervalo, pelos resultados de regularidade para equagoes elipticas
quasilineares de segunda ordem, u é de classe C? e a equacao é satisfeita pontualmente.
Assim, integrando (4.36)

(rN M P2 = —(g(r)rNul + [t 4wV,
sobre [0, 7], obtemos
PV PR = —/ (g(s)s™Nu' + |t +u|%s™ 1) ds
0
= —/ sV (g(s)su' + [t +ul?) ds. (4.37)
0

Sabemos que u > 0 (Proposicio 4.3), v e b sdo continuas sobre [0, R] e v/(0) = 0. Entao,
para r suficientemente pequeno, o primeiro termo na integral é menor que o segundo, logo
a integral é positiva. Assim, sobre um pequeno intervalo (0, d], temos v’ < 0 (6 depende de
u e t). Observamos que precisamos pedir u'(0) = 0 se quizermos u € C*(Q). Mostremos
que u/(r) < 0 para todo r € (0, R). Suponhamos que u’ se anula em algum lugar de (4, R].
Seja rg € (8, R] definido por 7 := inf{r € (§,R] : u/(r) = 0}. Entao u € C?*(d,ry) e
satisfaz, fortemente, a equacao

—(rV T PR = g ()N ] N Vr e (0,19), (4.38)
ou, equivalentemente,
g(r)rNu' = — (PN PR — | A | Vr e (d,r0), (4.39)

Pela defini¢do de ry, existe uma seqiiéncia crescente 7, — 79, (Tn)nen, C (9,70), para
a qual u'(r,) < 0 para todo n € Nj. Conseqiientemente, para todo n € Ny temos
N (7,) P20/ (7,) < 0. Tomando uma seqiiéncia (1) em {r € (§,R] : u'(r) = 0}
convergindo para g, temos limy_o, u/(rx) = u/(rg) = 0. Definamos f(r) := rN 1o/ |P~2u’.
Entao, pelo teorema do valor médio, existe r,, € (7, 79) tal que f(ro)— f(7n) = f'(rn)(ro—
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Tn). Desde que f(rg) =0, f(r,) <0erg>r,, temos que f'(r,) > 0. Ou seja, existe uma
seqiiéncia (r,) — 19, ™, < 7o para todo n tal que

(rN P2, > 0. (4.40)

Como b € C! () e r,, é limitada, existe uma constante D > 0, independente de n, tal que
g(rn)rY < D. Desde que v/(r,) < 0, usando (4.40) e (4.39), temos, para todo n € Ny, que

D' (rp) < g(rp)rY o/ (r) < —(t 4 |u(r,) )Yt < N1

e assim, u'(r,) < —t%Y~'/D para todo n € Ny, donde lim /(r,) < 0. Por outro lado,

n—oo

como u'(rg) = 0, temos que v’ nao é continua e, portanto, u nao ¢ de classe C'. Uma
contradigao. Assim, v’ < 0 sobre (0, R|. Desde que u > 0 e v/ < 0, temos u > 0 sobre
0, R).

Supomos, no inicio, que ' # 0 em um pequeno intervalo (0,r]. Se isto nao for o
caso (e u # 0), existem duas seqiiéncias decrescentes 0 < a, — 0 e a, < b, — 0
tais que u'(a,) = 0, mas u/(r) # 0 para todo a, < r < b, De fato, o conjunto
{r € (0,R) : v/(r) = 0} é um conjunto fechado - imagem inversa de {0} por uma funcao
continua - nao contendo nenhum subconjunto aberto de medida positiva, pois se con-
tivesse tal conjunto, cotradiria (4.38), j4 que ¢ > 0. Seu complementar pode ser escrito
como a uniao (talvez nao enumerdvel) de subintervalos abertos. Para n suficientemente
grande, desde que a equagao é satisfeita pontualmente (mesma justificativa acima) sobre
cada (ay,, b,), podemos escrever o equivalente de (4.37) para tal intervalo e fazer o mesmo
raciocinio acima para concluir, finalmente, que u’ < 0 sobre (a,,, R] para todo n suficien-
temente grande, provando o resultado. [ |

Consideramos, aqui, o caso particular onde f(u) = |u|?. Assim, podemos, aplicar o
Lema 4.6, como também, o seguinte teorema do tipo Liouville, provado por Ni-Serrin-[25].

Lema 4.10 O problema (4.28) ndo possui solu¢ao radial nao trivial se p — 1 < q <
Np/(N —p)—1, ep<N.

Isto implica o seguinte resultado de existéncia e estimativa a priori.

Proposicio 4.4 Suponhamos que b = —g(|z|)z € C([0,00)) e div(g(|z|)z) > 0. Supo-
nhamos, também, que 1 <p <2 emax{p—1,1/(p—1)} < ¢ < Np/(N — p) — 1. Entao,
todas as solugoes (u,t) de (4.36) sao, a priori, limitadas. Além disso, (4.36) tem uma
solugao nao trivial da forma (u,0) com u > 0 sobre [0, R) e u' < 0 sobre (0, R].

Prova. O Teorema 4.2 permanece vélido no caso onde Q é uma bola, b = —g(|z|)z e
o espago C(Q) é substituido por Cj,.(Q) = {u € Cj(Q) : u é radialmente simétrica}.
Precisamos, apenas, substituir na aplicacao do Lema 4.4 o operador GG por

G :[0,00) x C§,.(Q) — Cp,.(Q) : (t,u) — K(f(t+u)),

onde K : L*(Q) — C§,(Q) é o operador definido como no Teorema 4.1, com Cj(9Q)
trocado por C’&’T (Q). Para vermos que G e K estdo bem definidas, basta considerarmos,
no Teorema 4.1, o operador H com o espago C’&T(ﬁ).
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Suponhamos que nem toda solucao de (4.36) seja limitada. Entao, pelo Lema 4.6 (suas
hipéteses sao satisfeitas com a ajuda do Lema 4.9), existe uma fungao radial (nao nula)
que satisfaz (4.28). Isto contradiz o Lema 4.10.

Agora, pelo Teorema 4.2, (4.36) tem uma soluc¢ao nao trivial da forma (u,0) com u > 0
sobre [0, R) e u' < 0 sobre (0, R], pelo Lema 4.9. [

Vamos, agora, tratar o caso mais geral, onde f(u) nao é necessariamente uma poténcia.
Neste caso, a prova do Lema 4.9 permanece vélida se substituirmos (4.36) pelo problema

(4.41)

(PN pRY — gyl = (i [u)r T em (0, R),
w(R) =0, «/(0) =0, ue C'0,R],

onde f é uma fungao continua e positiva satisfazendo (4.1). Trocando |t +wu|? por f(t+u)
nessa prova, obtemos o

Lema 4.11 Suponhamos que f é uma fungdo continua e positiva satisfazendo (4.1).
Suponhamos, também, que b = —g(|z))z € C([0,00)) e div(g(|z|)x) > 0. Entio qual-
quer solugao do problema (4.41) satisfaz u'(r) <0, u(r) > 0 para todo r € (0, R). Além
disso, v'(R) < 0. Em particular, toda solugdo radial atinge seuw mdzimo global em 0.

Usando o método de continuacao e os resultados de blow-up, como na prova da
Proposicao 4.4, obtemos finalmente o seguinte resultado de existéncia:

Proposicio 4.5 Suponhamos que b = —g(|z|)z € C1([0,00)) e div(g(|z|)z) > 0, e que f
¢ uma fungdo continua e positiva satisfazendo (4.1). Suponhamos, também, que 1 < p < 2
emax{p—1,1/(p—1)} <q < N(p—1)/(N —p). Entao todas as solugées (u,t) de (4.41)
sGo, a priori, limitadas. Além disso, (4.41) tem uma solugdo ndo trivial da forma (u,0)
comu>0eml[0,R) eu <0 em (0,R].
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Apeéendice A
Resultados Complementares

Este apéndice destina-se a apresentar demonstragoes de algumas resultados utilizados
no corpo do trabalho.

Lema A.1 (i) Sep € [2,+00) entdo vale:
12722 — [Pyl < Blz —wl(lzl + )" Vy,z€RY e BER
(i7) Se p € (1,2], entdo vale:
[Pz =yl "yl < Blz — gyl Vy,z€RY e BER.
Prova. (i) Consideremos f : [0,1] — RY tal que f( =ly+tlz—y)P 2y +tz —y)).

Entao, f(1) — / 1/ (t)dt implica |f(1) / (t)|dt. Além disso, como
para t € [0, 1] temos

ly+t(z—y)| <yl +tlz —yl < |yl + |z =yl <[yl + 2] + |y < 2(]z] + [yl),

Segue—se
1
222 — g2y < |2yl / Y+ t(z — y) P2 dt +
0
1
+ (p—2)|z—y\/ ly+t(z =)y +t(z—y)(y+t(z—y))|dt
= -l [+ et

< (p-1)z—yl / 2(]2] + )P dt
= 2 p— 1)]z — yl(J2] + [yl
Assim,
12722 — [y=2y] < 22(p — 1]z — yl(12] + 9P 2 = Blz — pl(12] + o),

com 3 =2P"2(p —1).
(77) O caso p = 2 é imediato.
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Notemos, inicialmente, que

= (I + (") = 2022yl (2, )

= [P = P A 202y PR e ] - 202y )
1217~ = [y~ + 2022yl (2l ly] = (2, 9)),

21722 — |y P2y

para todo z,y € RV\{0}.
Seja r € (0,00). Tomemos C, =1ser € (0,1] e C, = 27" se r > 1. Assim, temos:

a"+b">C.la+b)", Ya,be|0,00). (A1)

Com efeito, para r > 1, fica (a +b)" < 277! (a” + b"). Isto é o Lema A.3.
Para r = 1, é imediato.
Para r € (0,1), fica a" +b" > (a + b)". Com efeito, a fun¢ao f : [0,00) — R dada por
fx) =(z+b)!—a'—b" comt € (0,1) e b € [0,00) satisfaz f(0) =0 e f'(z) < 0 para
todo = € [0, 00), pois, supondo f'(z) > 0 obtemos a contradi¢ao b < 0.
Neste caso, temos

lla]” = [o|"| < |la—b]" Va,beRY. (A.2)
> (la— b+ [b])" > |a|" implica |a—b|" > |a|"—|b|". Semelhanemente,
al + |al)" > |b|" implica |a—b|" > [b|" —|a|". Portanto, |[a|" — [b|"] <

Se y = 0 ou z = 0, é trivial. Podemos, entdo, supor y, z # 0. Utilizando (A.2) com

r=p-—1,a=z b=y, obtemos

_ _ 2 _ 112 _ _ Z,Y
127722 = o2y = [l = [yl ]+ 20l 1(1_< >)
|21y
<z - y|2(p71) + 2|Z|p71‘y’p71 (1 B <Z7y>>
|21yl
p—1 2—p
= |z =y 20z gt (1 ~ <Z’y>> <1 = <Z’y>>
|2]]y] |2]]y]
< e —yPOY r2(lz|ly| - 2y)t 22
1
_ 4|2(p—1) — o]2(—1)92—p
< Jz—y 25l — T2
= (1+ 22(2—p)) (2 — y|p—1)2
que implica em (ii) com 3 = (1+ 22(2*1”))1/2 _ -
Deve ser notado que na penultima desigualdade utilizamos —1 < (2.9) <1, e na

|2lly]

tltima, usamos (|z| — |y|)* > 0; ou melhor,

2
E > ety - (e
Lema A.2 (i) Sep € (1,2], entdo vale:
(2l + )" (1222 = |yl Py, 2 —y) 2 [z —yl*  Vy,z €RY.
(i1) Se p € [2,400) entdo vale:
(27722 = [yl 2y, 2 —y) > K(p)|2 =yl Vy,z€RY.
onde K(p) = min{27177 5277}
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Prova. O caso p = 2 é imediato. Igualmente simples, quando z = 0 ou y = 0. Podemos
entao supor p # 2 e z,y # 0. Denotemos

rp(y,2) = (|2[P22 = [ylP 2y, 2 — y)

e, por simetria, podemos tomar |z| > |y| > 0. Escrevamos y = 3z 4+ yw, onde w # 0 é um
vetor ortogonal a z e 3,7 € R. Dali,

(y,2) = Blz,2) +v(w, 2) = B2/,

donde
18] < by (A.3)
2]
Por outro lado, temos
(Y, 2) = 2P =[Py, 2) = [yl (s 2) + JylP
|27 + [yl = B (|27~ + [y"~?) |2 (A4)
(7) Dessa tltima igualdade, temos
oy, 2) = 2P = [yl 2z = Bl + BlylP 2z + [ylP 221 = 28[ylP 2] + [yl

= 2P — [ylP?|2* = BlzP + BlyP2 |z + [y 2)2? = 20y, 2) + [yl
= [2[? = |ylP?)2? = Bl + BlyP |z + [y e =y, 2 — y)
= (1=08) (2" = [y?) 121> + lyP 2|z — v (A.5)

Agora, usando (A.3), temos

|z —y|?

rp(y, 2) = [y[P e —yl* > (EEEa

Dai resulta a desigualdade desejada.
(17) Dado 8 < 0, a igualdade (A.4) e a desigualdade (A.1) implicam

rp(y2) > 2P+ [yl = 277 (2] + [y )P > 277l —ylP > K(p)lz — yl”
Para 5 € (0,1/4), usando (A.4) e |y| < |z|, temos
rp(y.2) = e+l = B (172 + 17 2 = |2 + [y P — 28]
> (1-20)|2 > glal = 3(12 +12p) > (1=P +[yP)
> 2 ) 2 27—y 2 Kl — P
Finalmente, para 5 € [1/4, 1] em (A.5) temos, evidentemente,

ro(y, 2) > |y|P 2|z — ).

E por (A.3), vem
12—y < 2] + lyl :M+1§l+1§5;
ly] ly| ly| &
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entao

p—2 2 p—2 2—p p |Z - ?J| 2p p
(Y, 2) = |yl =yl = P =yt e~y = |z —y

|y

> 527P|z —yP > K(p)|z — y?,

como queriamos. n

Lema A3 Sel<p<ooea>0,b>0, entio
(a+b)P <2071 (aP + bP) (A.6)
Prova. Se a = 0, (A.6) é ébvio. Se a > 0, (A.6) pode ser escrito na forma (1 + x)?

2P71(1 + 2?) onde 0 < z = b/a. A fungao f(x) = (1 + z)?/(1 + zP) satisfaz f(0) = 1
lirll f(z) e f(z) > 1se 0 < z < oo. Portanto, f tem um méximo para z > 0 em seu

A

tinico ponto critico, z = 1. Como f(1) = 2P~!, obtemos (1 + x)? < 2P71(1 + 2P), o que
prova o lema. ]

Lema A.4 Sejam Q C RY limitado e F : R — R de classe C*, com derivada F' limitada.
Se uw € WHP(Q) para algum 1 < p < oo, entdo

vi=Fu) e WH(Q) e v, = F'(u)u,, (i=1,...,N).

Prova. Temos que |F'(z)| < M para todo x € R. Entao, pelo Teorema do Valor Médio,
|F(z) — F(0)] = |F'(§)||x — 0], onde & esté entre x e 0. Logo,

|F(x)] < M|z|+ |F(0)] Va € R.
Assim

/Q ol = / Fu)P < / (M| + |F(0)]) < 2° 0P / ul? + 2| F(0)7] < oo,

pois 2 ¢é limitado e u € LP(€2). Além disso,

/uﬂ uP<Aﬁ/hLP<m

pois u,, € LP(Q2). Resta verificar que parai=1,..., N

, 9% O / : %
vzt = [ P2 == [ Fue  veecx@)

Desde que Q é limitado e u € WP(Q), existe uma seqiiéncia (u,) em C*(Q) N WHP(Q)
Oun Ou em LP(Q) i=1,...,N.

—

tal que u,, — u em WH(Q). Daf u,, — u em LP(Q) e
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n ou ou
A menos de subseqiiéncias, u,, — u q.t.p. em §2, N

t.p. Q <
gu" < h; q.t.p. em Q, com h, h; € LP(§2). Além disso,
€
Op Op , ou, , ou
¢ dg dp dp
< < .t.p.
‘F(un)axZ M’axi h + o |F(0)] < (Mh+ F(0)) i q.t.p. em Q,
, ou,
F(un)a ol < Mh|lpl qt.p. em Q)
Ty

Como (Mh+ F(0)) ‘g—;’p

, Mh;p € L}(Q), segue do Teorema da Convergéncia Domi-
nada que
Iy
Z;

Oy , ouy, , ou
/QF(U%—% —>/§2F(un)a— o /QF(un)a—xigp /QF(W

o *
Mas, por integragao por partes e da regra da cadeia usual temos que

dp y ouy,
/Q Flun) 5 = - / F(un) 52

Vn e N.

Passando ao limite quando n — oo, obtemos

/F(u)ﬁga :—/F'(u)uzigo VoeCr() e i
Q Ox; Q

Portanto, v = F(u) € W'P(Q) e v, = F'(u)uy, i

=1,...,N.

Proposigao A.1 Seja 2 limitado e 1 < p < co. Seu € WP(Q), entdo uy = max{u,0}, u_
max{—u, 0} € WH(Q), e

V. — Vu, gq.t.p. sobre {u> 0} Yy — —Vu, q.t.p. sobre {u <0}
T 0, gq.t.p. sobre {u <0}, T 0, q.tp. sobre {u>0}.

Conseqiientemente, Vu =0 q.t.p. sobre o conjunto {u = 0}. Além disso, |u| € WP(Q)
Prova. Para ¢ > 0, definamos

()Y -, se 2>0
fa(Z)—{ 0, se 2 <0.

Por um célculo simples, temos que f. € C'(R) e tem derivada limitada. Além disso,
notemos que

. u, se u >0
llg(l) Je(w) = { 0, se u<O0.
Isto ¢, lin% fe(u) = uy.
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Pelo Lema A4, f.(u) € W'P(Q) e a](‘;EgE w) = fl(u )gx Com isso, se ¢ € C(Q),

06 _ _uw Ou
/Q ol = /{u>0}¢(uz Tt

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

/g;fs( 83’,‘Z —>/U+a quandogﬁo
u ou ou
(u? +2)1/2 Qu; do e — 0.
/{u>0} qb(u? + 52)1/2 8%, - /{u>0} ¢8ZEZ quando € —

)0, / ou
= — Vo e Cr(Q).
/Q wgm == [ g YeeCT@)

ou

+ .

Portanto, — existe, e
i

temos que

Logo,

0
ouy u’ q.t.p. sobre {u > 0}
Oz; O,Z q.t.p. sobre {u < 0}.
com?=1,...,N.
0 0
Desde que |uy| < |u| e U < 4 , segue que
Ouy | ou |”
/|u+|p</|u|p<oo e / i §/ Y , i=1,...,N.
o Oz |0z

Logo, u+, € LP(Q), i=1,...,N; donde u, € WhHP(Q), e

0@

Vi, — Vu, q.t.p. sobre {u >0}
71 0, qt.p. sobre {u <0},

Como u_ = (—u)4, segue que u_ € WHP(Q), pois —u € WH(Q) e

o/ . _ J V(-u), qt.p.sobre {—u >0}
Vu- =V(zu) = { 0, q.t.p. sobre {—u < 0},

donde
V. — —Vu, q.t.p. sobre {u < 0}
U-= 0, q.t.p. sobre {u>0}.

Notemos que {u = 0} = {u > 0} N {u < 0}, donde Vu; = Vu_ = 0 q.t.p. sobre
{u = 0}. Logo, Vu = Vu, —Vu_ =0 g.t.p. sobre {u = 0}.
Além disso, como |u| = u; + u_ e W'P(Q) é um espago vetorial, temos que

lul € WHP(€). n

O resultado sequinte nos fornece um método alternativo para provarmos o Teorema
3.6 (cf. Observagao 3.8).
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Teorema A.1 Sejam X e Y espacos de Banach reais e T,S : X — Y dois operadores
(geralmente nao lineares) tais que:
(i) T € bijetivo e T~ é continuo;
(i1) S é compacto.
Seja A # 0 um numero real tal que:
(i73) [|(A\T — S)z|| — oo quando ||z|| — oo;
(1v) existe uma constante R > 0 tal que:

()1 [[(AT = S)z| > 0 se ||z]| = R;

1

(iv)s deg (1 — 71 (XS) ,B(0, R), 0) £0.

Entao XT — S ¢ sobrejetivo de X sobre Y.

1
Prova. Claramente, (XS> : B(0, R) — X é compacto e, em virtude de (iv);, o grau de

Leray-Schauder em (iv), pode ser definido. Além disso, pelo lema de excisao,

1 1
deg (I — 7! (XS) ,B(O,Rl),0> = deg (I — 7! (XS) ,B(O,R),O) #0, VR;>R.

Seja y um elemento em Y. Provemos que existe x € X tal que

(N — S)x =y. (A7)
Seja Ry > R tal que
AT = )zl > [lyll se |z = Ra. (A.8)
Mostraremos que existe € Bg, satisfazendo (A.7) ou, equivalentemente,

1

dz € B(0,R,) talque z=T"" L\

(Sx + y)} :

Consideremos o operador compacto
_ 1
A:B(O,R) — X, Az=T" {X(S:U—i—y)}

Em virtude de (A.8), z # Ax para qualquer x € 0B(0, R;). Mostraremos que
deg(I — A, B(0, Ry),0) # 0. Para isto, consideremos a homotopia de transformagoes com-
pactas

H:([0,1] x B(0,Ry)) — X, H(t,z)=T" [%(Sm —l—ty)} :

Em virtude de (A.8), © # H(t,z) para todo t € [0,1] e todo x € 9B(0, R;). Con-
seqliientemente, temos

deg(I — H,,B(0, Ry),0) = deg(I — Hy, B(0, Ry),0),

isto é,
1
deg(I — A, B(0, Ry),0) = deg (I — 77t (XS> , B(0, Rl),0> # 0.
Segue-se que A tem um ponto fixo em B(0, Ry) ou, equivalentemente, (A.7) tem uma
solugao em B(0, Ry). [
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Observagao A.1 Uma condicdo suficiente para satisfazer as hipoteses do Teorema A.1
¢, de inicio, existir uma constante r > 0 tal que, de x = tT~ ((1/\)S)x, comz € X e
t €[0,1], seque que ||z|| < r.

De fato, sejary > 0 tal que |[(AT=S)|| > 0 se ||z|| > r1 e seja R = max{r,r,}. Entao,
deg(I =T ((1/X)S), B(0, R),0) # 0. Para provar isto € suficiente usar a invariancia do
grau por homotopia de transformagées compactas, com H : ([0,1] x B(0,R)) — X dada
por H(t,z) =tT~((1/\)S).
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