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Resumo

Apresentamos e estudamos os espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev, que sao, respecti-
vamente, generalizacoes naturais dos espacos de Lebesgue e Sobolev, a fim de aplicé-los
na discussao de existéncia de solucao para uma classe de sistemas hamiltonianos super-
lineares, com condicao de fronteira de Dirichlet, sobre dominios limitados em R™ com
n > 3.
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Abstract

We study Orlicz and Orlicz-Sobolev spaces, which are natural generalizations of
Lebesgue and Sobolev spaces respectively, in order to apply this theory in the discussion
on existence of solutions for a class of superlinear hamiltonian systems, with Dirichlet
boundary conditions, on bounded domains in R", n > 3.
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Introducao

Os espacos de Orlicz sao generalizacoes naturais dos espacos de funcoes de Lebesgue.
Surgiram primeiramente em 1932, num artigo do matematico polonés Wladyslaw Roman
Orlicz (vide [15]), inicialmente definidos utilizando-se uma condigao que hoje denotamos
por condicao A, e posteriormente, em 1936, sob a generalidade hoje estudada. Por
possuirem estruturas topoldgica e geométrica bastante ricas, tais espacos vém sendo
utilizados, nas décadas recentes, em analise, equagoes diferenciais, equagcoes integrais,
probabilidade, estatistica matemaética, etc.

Nosso objetivo, para os trés primeiros capitulos, consiste em apresentar, descrever
e estudar os espacos de Orlicz e espacos de Orlicz-Sobolev, que sao obtidos da mesma
forma em que os espagos de Sobolev sao formados a partir dos espagos de Lebesgue. No
ultimo capitulo, aplicamos a teoria apresentada no estudo de existéncia de solucao fraca
para uma classe de sistemas hamiltonianos superlineares, com condicao de fronteira de
Dirichlet, em dominios limitados de fronteira suave.

Comecamos, no capitulo 1, por estudar uma classe especial de funcgoes convexas
definidas em R a valores em R, chamadas de N-fungoes, que desempenham um papel
de definidoras dos espacos de Orlicz. Isto é, para cada N-funcao podemos associar um
espago de Orlicz, da mesma forma em que as fungoes |s|P, para 1 < p < oo (que sdo
exemplos especiais de N-fungoes), definem os espacos LP. Apresentamos também neste
capitulo a no¢ao de N-funcao conjugada: dada uma N-funcao M introduzimos uma nova
N-fungao N tal que vale uma desigualdade do tipo Young

uww < M(u) + N(v).

Detalhamos ainda algumas caracteristicas adicionais que determinadas N-funcgoes satis-
fazem e que refletem em propriedades topoldgicas adicionais para os espagos de Orlicz por
elas definidos.

Dedicamos entao o capitulo 2 aos espacos de Orlicz propriamente ditos. Dada uma
N-funcao M estudada no capitulo anterior, construimos a classe de Orlicz desta N-funcao,
definida pelo conjunto

Ly(Q) = {u : 2 — R mensurdvel ; / M (u(x))dx < oo} )
Q
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onde dz representa a medida de Lebesgue em R" e 2 C R™ ¢ um dominio limitado e aberto.
Observamos que a escolha da medida é puramente convencional, uma vez que tal conjunto
de funcoes pode ser definido a partir de qualquer medida. Notemos ainda que no caso em
que M(s) = |s|P, para 1 < p < oo esta classe de Orlicz se resume ao espago LP conhecido.
E interessante também salientar que a classe de Orlicz nao é necessariamente um espaco
vetorial e estudaremos quando de fato isto ocorre. Portanto, a fim de uma defini¢ao
mais geral, chamamos de espago de Orlicz L/(€2) de uma N-fun¢do M o menor espago
vetorial gerado pela classe de Orlicz desta mesma N-funcao. Com o auxilio da nocao de
N-fung¢ao complementar, introduzimos entao os espacos de Orlicz conjugados: Dada um
par de N-Fungoes complementares M e N, dizemos que Ly (2) e Ly(£2) sdo espacos de
Orlicz conjugados. Aqui, novamente, cabe uma analogia aos espagos de Lebesgue. Se
Ly (2) = LP(QY) entao teremos Ly (€2) = L4(Q2), onde 1/p+1/q = 1.

Discutimos, posteriormente, todas as “boas” propriedades dos espacos de Orlicz, tais
como completeza, separabilidade e reflexividade. Todas as propriedades das N-funcoes
estudadas no capitulo 1 revelar-se-ao aqui fundamentais para esta discussao. Por exemplo,
se uma determinada N-funcao M satisfaz a condi¢ao de crescimento chamada condicao
Ay, entdo o espago de Orlicz Ly (€2) por ela definido é separavel, e reciprocamente.
Observamos ainda que as condigoes impostas as N-fungoes sao quase sempre assintéticas,
pois, como estamos trabalhando em dominios limitados, determinadas propriedades dos
espagos de Orlicz serao vélidas simplesmente exigindo condigoes de crescimento das N-
funcoes satisfeitas apenas no infinito. Impor condigoes de crescimento globais faz-se
necessario se pretende-se trabalhar em dominios nao limitados.

Na mesma naturalidade em que sdo definidos os espagos de Sobolev W1P(Q) | a
partir dos espagos de Lebesgue LP(€), definimos e estudamos, no capitulo 3, os espagos
de Orlicz-Sobolev W!'L;; obtidos a partir dos espacos de Orlicz Ly;. Mais uma vez,
vemos as propriedades bésicas destes espacos, bem como o importante subespago W L.
Estudamos ainda as generalizagoes de determinadas imersoes de Sobolev, continuas e
compactas. Ao final do capitulo, introduzimos uma importante ferramenta a ser utilizada
no capitulo 4: a funcao ~ que associa, homeomorficamente, dois espacos de Orlicz-Sobolev
dados por N-fungoes conjugadas.

No ultimo capitulo, com o intuito de aplicar a teoria estudada nos capitulos 1, 2
e 3, fazemos uso da mesma na discussao de existéncia de solugao fraca para o sistema
hamiltoniano superlinear

—Au = g(v) em €,
—Av = f(u) em
u = 0, v = 0 sobre 0f),

onde 2 é um subconjunto aberto de R™, com n > 3, tal que 0f) é suave. Aplicamos

um método variacional padrao: a busca por pontos criticos de um funcional associado
ao problema, definido em um espaco de fungoes adequado. Os espacos de Orlicz-Sobolev
surgem, alternativamente, como dominio de tal funcional, ao invés, por exemplo, do
costumeiro espaco de Sobolev Hj () x H} (2). Como ferramenta para busca destes pontos
criticos, utilizamos o famoso teorema do passo da montanha de Ambrosseti-Rabinowitz,



em sua forma generalizada. Esta abordagem por meio dos espagos de Orlicz-Sobolev nos
permite, por exemplo, impor crescimentos assintéticos nao necessariamente polinomiais
as fungoes f e g do sistema. Finalizamos entao o capitulo com um apéndice apresentando
o teorema do passo da montanha mencionando.

Toda esta proposta foi elaborada em [5] e assim, este trabalho, além de estudar
minuciosamente as caracteristicas e propriedades dos espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev,
torna-se, principalmente em seu ultimo capitulo, uma releitura auto explicativa deste
artigo.



Capitulo 1

N-funcoes

1.1 Funcoes convexas

Definicao 1.1 Uma fun¢io M : R — R € dita convexa se

para qualquer t € [0,1] e para quaisquer ui,us € R.

Observagao: Sejam u; < ug < ug, com us # U, assim

Uy — U3 Uz — Uy
Uz = U + ug.
U2 — W Ug — U1

Portanto, se M é uma funcao convexa, temos que
Uy — U3 Uz — Uy

M(Ul) +
Uy — U7 Uy — Uy

M(’LLQ)

Estamos interessados em estudar apenas as fungoes convexas continuas. Da desigual-
dade acima, podemos deduzir uma propriedade importante de tais funcoes: possuir
derivadas laterais bem definidas em cada ponto. E o que mostraremos agora.

Definicao 1.2 Dizemos que M : R — R possui derivada lateral a esquerda quando
existe a funcdo

p-.: R — R

. M(u)— M(u—h)
v = iy O

p_ € dita deriada lateral a esquerda de M.

Similarmente, M possui derivada lateral a direita p,. quando esta bem definida a
funcao
pr: R — R

. Mu+h)—M(u
' =y M)



Lema 1.1 Uma fungao M : R — R continua e convexa possui, em cada ponto, uma
deriwada a direita p, : R — R e uma derivada a esquerda p_ : R — R.

Prova: Fixado u € R, para 0 < hy < hy vemos que

M(u) — M(u — hs) < M(u) — M(u — hy)
hg B hl

<

M(u+ hy) — M(u) M(u+ hy) — M(u)
ho h '
Dessa forma, podemos concluir que a razao
M(u) — M(u — h)
h

<

IN

nao decresce quando h — 07 e, consequentemente, possui um limite p_(u). Analogamente
) ) )
a razao

M(u+ h) — M(u)
h
nao cresce quando h — 01, possuindo assim um limite p, (u). ¢

Um outro fato importante é o seguinte

Lema 1.2 A derivada a direita py de uma funcdo convexa e continua M € ndo-
decrescente e continua a direita.

Prova: Sejam u; < ug. Tomemos h € R suficientemente pequeno tal que u; < us — 2h.
Portanto u; < u; + h < us — h < us, donde concluimos que

M(u1+h) —M(U1) < M(Ug—h) —M(U1+h) < M(UQ) _M(UQ_h)
Logo, fazendo h — 07, temos
pi(u1) < p-(u2).

Mas ¢ facil verificar que p_(u2) < pi(uq) e assim,

py(u1) < py(ug),

provando a monotonicidade da funcao. Provar continuidade a direita é provar que
lim+ p+(u) = py(up). Para tanto, fixemos h > 0. Temos que

’lL—>'LLO

M(u+h') — M(u) < M(u+ h) — M(u)
n - h ’

Vh' € (0, h).

Assim, fazendo h' — 07, concluimos que para cada h > 0, temos

M(u+h)—M(u).

py(u) < h



Tomando u — ug nesta inequacao, temos, pela continuidade de M, que para cada h > 0

vale

lim p.(u) < M (ug + h) — M(uo).

u—»uo+ h

Fazendo agora h — 07, temos

lim p(u) < ps(uo).

u—>u0

Por outro lado, para cada u > wug, a monotonicidade de p; nos garante que py (u) > puo.

Assim, se u — u, temos
lim p(u) > py(uo),

UH’U,(T

donde 1im+ py(u) = py(ug). ¢

u—>u0

Observacgao: Pode-se demonstrar de modo andlogo que p_ é nao-decrescente e continua
a esquerda.

Lema 1.3 Uma funcao convexa continua M ¢é localmente lipchitziana.

Prova: Considere I = [a,b]. Sejam a < u; < uy < b. Pelo que ja foi observado, temos

M(ui) = M(a) _ M(us) = M(u1) _ M(b) — M(us)

U — a - Uy — U - b— us

donde segue que
M (ug) — M(u
pe(a) < M) = Mbm) )

U9 — U

Dessa forma, existe uma constante C' > 0 dependendo de I tal que
| M (u1) = M(uz)| < Clur — us.

O que prova que M é localmente lipchitziana. ¢

Pelo que foi feito podemos agora enunciar e demonstrar o préoximo teorema, que trata
de uma representacao integral para fungoes convexas e continuas.

Teorema 1.1 Cada fun¢ao conveza e continua M : R — R, satisfazendo M (a) = 0, pode
ser representada sob a forma

onde p: R — R é uma funcao nao-decrescente e continua a direita.



Prova: Notemos inicialmente que toda funcao convexa e continua M possui derivada em
quase todo ponto. De fato, pelo que ja foi estudado, temos, para us > uq,

p-(u2) > pi(u1) > p—(ur).

Mas p_ é uma funcdo continua em quase todo ponto, por ser mondtona (uma funcao
mondtona possui no maximo uma quantidade enumeravel de descontinuidades, vide [14]).
Seja, portanto, u; um ponto de continuidade desta funcao. Fazendo us — wu; nas
desigualdades acima, obtemos

p-(u1) > py(ur) > p-(ur) — py(ur) = p_(u1).

Dessa forma, tomemos p = p,. Uma vez que M é localmente lipchitziana, M é a integral
indefinida de sua derivada (definida em quase todo ponto). ¢

1.2 N-funcoes e suas propriedades

Estudamos nesta secao a ferramenta bésica para definicao de um espago de Orlicz,
nosso ambiente de trabalho durante todo o texto.

Definicao 1.3 Uma funcao convexa e continua M : R — R € dita uma N-fungao se
satisfaz as sequintes propriedades:

1. M € par;
M
9. 1m MW _y,.
u—0 u
M
9. tim MW _ .

U—00 u

4. M(u) >0 para u > 0.

As fungoes |s|P para p € (1,00) sdo exemplos de N-fungées. Temos também como
exemplo as funcoes Mj(u) = e** —1 e My(u) = el — |u| — 1.

Segue do item 2 da definigdo acima que se M é N-fungao entao M (0) = 0. Agora, pelo
Teorema 1.1, como M é par, temos que M pode ser escrita sob a forma

]
M(u) = / p(t)dt,

onde p : R — R ¢ a derivada a direita de M. p é nao-decrescente e continua a direita.
E interessante observar que as propriedades que definem a N-fungao M implicam em
algumas propriedades para p.



1. u>0= p(u) >0.
De fato se u > 0 entdao M(u) = f t)dt. Mas p é nao-decrescente e, portanto,
Jo pt)dt < p(u) [ dt = up(u). Assim p(u) > M(u)/u, donde, pelo item 4 da
Deﬁnlgao 1.3, p(u) > 0.

2. lim p(u) = oo.

U— 00

Segue imediatamente do item 3 da Defini¢ao 1.3, pois p(u) > M (u)/u.

3. p(0) = 0.
Com efeito, tomando u > 0, vemos que

M (2u) = /:up(t)dt = /Oup(t)dt + /uzup(t)dt > /:up(t)dt > up(u),

ou seja, 0 < p(u) < M(2u)/u. Mas p é continua a direita, e portanto, pelo item 2
da Definigao 1.3,

0 <p(0)= lim p(u) < lim M(2u)/u=0.

u—0t u—0t

Observe ainda que s6 estamos interessados em estudar a funcao p definida em RT,
donde passamos agora a considerar apenas p : Rt — RT,

Observacao 1.1 FEstas propriedades da funcao p caracterizam a N-funcao M. Isto
¢, podemos provar que se M € uma fung¢io dada por M(u) = O‘ulp(t)dt onde
p : Rt — R* ¢ continua a direita, nao decrescente, positiva para valores positivos,

satisfazendo p(0) = 0 e lim p(u) = oo, entdo M é N-fungdo.

Com efeito, suponha que M : R — R é uma funcao dada por

]
M(u) = / p(t)dt,

onde p : Rt — RT satisfaz as propriedades

1) p(0) =0;
it) p(t) >0 Vt>0;
i11)  limy_ o p(t) = o0 (1.1)

iv) p é nao decrescente e
v) p é continua a direita.

Provemos que M satisfaz a Definicao 1.3:

M ¢é continua, por definicao. Para mostrar que M é convexa, é suficiente que M
satisfaca a Definigdo 1.1 apenas em ¢t = 1/2. A continuidade de M vai garantir a



p(u)

Tl

il

Figura 1.1: Grafico da funcao p

inequacao para todo ¢t € [0,1]. Sendo assim, suponha inicialmente 0 < u; < uy. Em
virtude da monotonicidade de p, temos,

(u1+tuz)/2 U1 (u1+ug)/2
M (Ul‘qu) :/ p(t)dt g/ p(t)dt+/ p(t)dt =
0 0

ul

(u1+tuz)/2 (u1+uz)/2
/ p@Mﬁ+/ p(t)dt| <

ul u1

(u1+twu2)/2 ug
/ p@Mﬁ+/ﬁ p(t)dt| =
ul (“1+u2)/2

= %LAmp@ﬁﬁ+lAMp@M4 = %UW@M)+ANUﬂY

ul 1
:!/ ()t +
0 2

ul 1
g(/ p(t)dt + =
0 2

Agora, generalizando para u; e us arbitrarios, em virtude de M ser, por definicdo, par e

crescente,
M(Ul—;-’lja) :M<|u1-2|r7«b2’> <

uy| + | u 1
< M <“|—2‘2’) <35 [M (u1) + M (uz)] .
Por ii) em (1.1), M claramente satisfaz a condigao 4 da Defini¢ao 1.3.

Resta-nos verificar as condigoes 2 e 3 desta definigao.

Para a condigao 2, observemos que se v > 0 entao
M(u) = / p(t)dt < up(u).
0

9



Assim,
M (u)

0 < lim < lim p(u) = p(0) =0,

u—0t u u—0t

pois p verifica i) e v) em (1.1), por hipétese. Se u < 0 o resultado é andlogo, pela paridade
de M.

Para finalizar, se u > 0 vemos que

M) :E/Oup(ﬁdtzl/u p(t)dt2p<g>l/u dt:p(u2/2> e

U u U Jyo 27 u Sy

Sejam a > 1 e M : R — R dada por

M(u) = @a.

Claramente, M ¢é N-fungao, onde p é dada por p(t) = t*~1.

1.3 N-funcao complementar

Dada uma fungao p : Rt — RT satisfazendo as condigoes em (1.1), podemos associar
a p um funcao que segue as mesmas caracteristicas, definindo ¢ : Rt — R* dada por

q(s) = sup{t : p(t) < s}.

Mostraremos num lema adiante que g satisfaz todas as condigoes em (1.1). Primeiramente
observemos que

L q(p(t)) > t, VteR".

Prova: Claramente, t € {r: p(r) < p(t)}. Portanto
q(p(t)) = sup{r: p(r) <p(t)} =t

2. p(q(s)) = s, VseR",

Prova: Seja (t,) = (q(s) +1/n). Assim p(t,) >sVn e Ne
tn\ SUDy(y<s b = q(s). Uma vez que p é continua a direita, temos

s)) = lim t,) > s.
p(a(s)) tn\q(s)p( )

10



3. q(p(t) —e) <t, Ve>0eVteR".

Prova: Ora, se u € {r : p(r) < p(t) — €}, entdo p(u) < p(t) —e < p(t). Mas
p é crescente, e portanto u < t. Portanto, t é cota superior para o conjunto acima.
Assim,

q(p(t) —e) =sup{r: p(r) <p(t) —e} <t.

4. p(q(s) —e) <s, YVe>0eVseR".

Prova: De fato nao ha o que fazer, pois dado € > 0 entao pela definicao de supremo
existe um to em {t : p(t) < s} tal que g(s) —e <ty < ¢q(s). Mas p é crescente e
portanto

pla(s) — ) < plto) <'s.

Observacao 1.2 FEstas quatro propriedades da funcao q refletem um resultado interes-
sante de que podemos recuperar a funcao p a partir da funcdao g da mesma forma em que
q foi definida. Em outras palavras, mostremos que p € dada por

p(t) =sup{s: q(s) < t}.

Com efeito, mostremos primeiramente que p(t) é cota superior para o conjunto
{s: q(s) < t}. Tomando s neste conjunto, temos ¢(s) < t. p é crescente, e portanto,
p(q(s)) < p(t). Mas a propriedade 2 acima nos diz que p(q(s)) > s. Assim, s < p(t)
e portanto, p(t) é cota superior para o conjunto. Agora para qualquer € > 0, p(t) — ¢
pertence ao mesmo, pois q(p(t) — €) < t, pela propriedade 3 da func¢ao g. Portanto p(t) é
de fato o supremo, concluindo o resultado. ¢

O que faremos agora é mostrar que ¢ satisfaz as mesmas propriedades em (1.1),
caracterizando ¢ como uma espécie de inversa da funcao p e, pela observacao feita acima,
a fungao p torna-se também esta mesma espécie de inversa da funcao q. Chamamos ¢ de
inversa a direita de p e consequentemente, p inversa a direita de ¢q. Esta nomenclatura nao
é por acaso. Observando a Figura 1.1, podemos deduzir o eshoco do gréafico da funcao ¢
simplesmente fazendo do eixo y o dominio da fun¢ao ¢. O traco do grafico desta fungao é
o mesmo traco do grafico de p, apenas observando que, onde p possui saltos, g é constante,
e onde p é constante, ¢ possui um salto.

Lema 1.4 Considere as propriedades dadas em (1.1), para uma certa fun¢ao p : Rt —
RT. Se ¢ : Rt — Rt € dada por q(s) = sup{t : p(t) < s}, entdo q satisfaz as mesmas
propriedades.

Prova:

q satisfaz i): Claramente, como p(0) = 0 e p verifica iz) entao {0} = {¢t : p(t) < 0}.
Assim ¢(0) = sup{t: p(t) <0} = 0.
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q satisfaz ii): Tomemos s > 0 ety > 0 tal que p(ty) < s. Tal ¢, existe pois caso ocorresse
p(t) > s para todo t > 0, entdo dada uma seqiiéncia 0 < t,\,0, pela continuidade
a direita de p, terfamos 0 < s < limyx o p(t,) = p(0) = 0, o que seria um absurdo.
Sendo assim,
q(s) = sup t >ty > 0.
p(t)<s

q satisfaz iv): Tomando s; < sy em RT vemos que {t : p(t) < s} C {t: p(t) < s}
Assim, q(s1) =sup{t: p(t) < si1} <sup{t: p(t) < s2} = q(s2).

q satisfaz iii): Queremos mostrar que para qualquer seqiiéncia s,, — oo, temos ¢(s,) —
0o. Comecemos tomando ¢, — oco. Uma vez que p satisfaz iii) temos p(t,) — oo.
Sendo assim, ¢(p(t,)) > t, — oo. Determinamos portanto a existéncia de uma
seqiiéncia p(t,) = A\, — oo tal que g(A,) — 00. Seja agora s, — oo arbitraria. Uma
vez que g(\,) — oo, dado C' > 0 existe n; tal que g(A\,,) > C. Porém, tomando
este \,,, uma vez que s, — 00, podemos encontrar ny tal que s, > \,, Vn > nyg.
Uma vez que ¢ é crescente temos entao

q(sn) = q(An)) = C, Vn = ny.
Portanto, ¢(s,) — oc.

q satisfaz v): Tomemos s,\,s em RT. Devemos provar que ¢(s,) — ¢(s). Suponha, por
absurdo, que ¢(s,) - ¢(s). Como ¢ é crescente e s, > s para todo n € N, temos
q(sn) > q(s). Assim, podemos encontrar £ > 0 tal que ¢(s,) > ¢(s) + 2¢ para todo
n € N, isto é, q(s,) — € > q(s) +e. p é crescente, logo

sn > p(q(sn) —€) > plq(s) +¢).

Tomando n — oo acima, temos p(q(s) + &) < s, um absurdo. ¢

Temos agora em maos as defini¢oes e resultados necessarios para a seguinte

Definigao 1.4 Seja M : R — R uma N-funcao dada por

Jul
]\4(u):/0 p(t)dt.

Seja q a inversa a direita de p, isto €, q(s) = sup{t : p(t) < s}. A N-fun¢gio N : R — R
dada por

[v]
N(v):/o q(s)ds

¢ dita N-funcao complementar a M.
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PW) |-

M (u)
|

Figura 1.2: N-fungoes complementares

Sendo assim, a Observacao 1.2 nos diz que se N é N-funcao complementar a M entao,
reciprocamente, M é complementar a N, donde iremos nos referir a tal par por N-funcoes
mutuamente complementares ou simplesmente N-fungoes complementares (ver
Figura 1.2).

Ja observamos que M : R — R dada por M(u) = |u|*/a com a > 1 é N-fungao e
p(t) =t 1. Logo, q(s) = s*/®=D e portanto a N-funcdo N complementar a M é dada
por N(v) = |[v|?/B onde 1/a+1/8 = 1. Ora, para quaisquer u,v € R, temos a conhecida
desigualdade de Young:

ul* | Jv|? 11
w —+ —, com —+ —=1.

Q@ 15} a

E natural, portanto, questionarmos a possibilidade de generalizacao desta desigualdade
para um par qualquer de N-fungdes complementares. De fato, o préximo lema mostra que
¢ possivel tal generalizacao.

Antes disso, facamos algumas observacoes. Tomando M e N um par de N-funcoes
complementares, se u,v > 0, entdo M (u) e N(v) s@o, respectivamente as dreas abaixo das
curvas pe g de 0 au e de 0 a v, onde p e ¢ sao as fungoes das representacoes integrais de
M e N, como podemos observar na Figura 1.2. Sendo assim, é geometricamente claro, de
acordo com esta mesma figura, que a area do quadrado up(u) é exatamente igual & soma
M (u) + N(p(u)). Pela paridade das N-fungoes, temos assim a igualdade

[ulp(lul) = M (u) + N(plul). (1.2)
De maneira totalmente analoga temos

[vlg(lv]) = M(q(Jv])) + N(v). (1.3)
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Lema 1.5 (Desigualdade de Young) Dado um par de N-fungdes complementares M
e N, temos, para quaisquer u,v € R,

uww < M(u) + N(v).

Prova: Claramente, precisamos apenas nos preocupar com u,v > 0. Suponha ainda
u,v > 0 tais que p(u) < v. Portanto,

/(v q(s)ds = q(p(uw))(v = p(u)) = u(v = p(u)) = wo — up(w).

u)

Assim, utilizando a desigualdade acima e (1.2), temos

M(u)+ N(v) = M(u)—l—/ovq(s)ds
p(w) v
= M(u s)ds s)ds
W+ [ a +/p(u)q<>
> M(w) + Np(u)) +uw — up(u)
= M(u) + N(p(u)) + uv — (M(u) + N(p(u)))

Por outro lado, se p(u) > v entdo ¢(v) < u e basta portanto utilizar um raciocinio analogo,
trocando os papéis de u, v e p,q acima e utilizar a igualdade (1.3) ao invés de (1.2). ¢

Outro exemplo de par de N-fungdes complementares é M(u) = el — |u| — 1 e
N@) =1+ [v)In(1 + |v]) — |v].

1.4 Mais algumas propriedades das N-funcoes

Esta ultima secao deste capitulo destina-se a apresentar algumas propriedades
relevantes das N-fungoes que serao utilizadas ao longo deste trabalho.

Lema 1.6 Se M ¢é N-fungao e p € tal que M(u) = O‘ul p(t)dt entao
M(u) < up(u), Yu>D0.

Prova: Claramente, se u > 0 entao



pois p é nao-decrescente. Sendo assim, suponha que ugp(ug) = M (ug). Iremos mostrar
que ug = 0. De fato, temos que

| ) = woptuo) = hrtun) = [ pio.
Logo, .
| o) = pteat =

Uma vez que p(t) < p(ug) se 0 <t < ug, entdo ou teremos uy = 0 e portanto nao haverd
mais nada a fazer, ou entao teremos p(t) = p(ug) para todo t € (0,up). Assim, uma vez
que p é continua a direita, temos que

p(ug) = lim p(t) = p(0) =0,

t—0t
donde, novamente, uy = 0. ¢

Lema 1.7 Se M é N-func¢ao, entao M(ku) > kM (u), para todo uw # 0 e k > 1.

Prova: Supomos, sem perda de generalidade, que u > 0. Assim, pelo Lema 1.6, temos

M(ku) = /0 " o(t)dt = /O " ()t + / " ()t
> M(u) + (ku —u)p(u) = M(u) + (k — 1)up(u)

> M(u)+ (k—1)M(u) = kM (u).

Proposicao 1.2 Sejam M e N duas N-funcoes complementares. Entao,
t< M YN t) <2, Vt>0.

Prova: A segunda desigualdade é facilmente obtida a partir da desigualdade de Young.
Com efeito, se t > 0, tome u = M~(t) e v = N~!(¢) no Lema 1.5.

Para a primeira desigualdade, provemos primeiro que N (M (a)/a) < M(a) para todo
a > 0. De fato, tomando v = M(a)/a em (1.3), temos

() S () o (22)

Portanto,




Uma vez que M(a)/a < p(a) (pelo Lema 1.6), tomemos ¢ > 0 tal que M(a)/a = p(a) —¢.

Assim
v (M) Al (M) B 00) - o) < M0 hr(a)

Para concluir, se t > 0, tomemos entao a > 0 tal que M (a) = t. Logo,

)

t< MY HONTH2).

donde

¢

Abaixo definimos duas propriedades adicionais que determinadas N-fungoes satis-
fazem, a condicao A, e a condicao V,. Mais adiante veremos a relacao entre ambas.
Ao final desta secao, uma nova condicao serd estudada. Tais propriedades serao impor-
tantes no estudo e classificacao dos espagos de Orlicz, objetivo do préximo capitulo deste
trabalho.

Definicao 1.5 Dizemos que uma N-funcao M satisfaz a condigcao A se existem
constantes k > 0 e ug > 0 tais que

MQ2u) < kM (u), Yu > uy.
Escrevemos M € Ay se M é uma N-funcao que satisfaz tal condicao.

As fungoes |s|P para 1 < p < oo sao exemplos claros de N-fungdes que satisfazem a
condigdo Ay. Outros exemplos podem ser vistos nas fun¢oes My (u) = |u|®(|in|u|| + 1),
a>1e M(u) = (1+ |u))ln(l + |u|) — Ju|. Como contraexemplos, temos a N-fungao
complementar a M, dada por Ny(v) = el’l — || — 1 e a N-funcio N(v) = e — 1.

Para uma N-funcao M, satisfazer a condigao A, é equivalente a satisfazer a inequagao
M(lu) < ki M(u), Yu > uy, (1.4)

onde ug > 0 e k; > 0 é constante dependendo de [, para qualquer [ > 1.
Com efeito, suponha que M satisfaz a condicao As e seja [ > 1. Tomemos n € N tal
que 2" > 1. Se u > ug entao

M(lu) < M(2"0) < k"M (u),

e, portanto, k; = k™. Reciprocamente, se M satisfaz a inequagdo (1.4) para [ > 1,
tomemos n € N tal que 2 < [". Entao segue que, para u > uy,

M(2u) < M(I"u) < kM (u),
donde k = £}
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Lema 1.8 Seja M uma N-funcgao e p sua derivada a direita. Assim, sao equivalentes as
afirmacoes:

1. M € AQ,’

up(u)

2. Existem a > 1 e ug > 0 tais que < « para todo u > uyg.

Prova: Suponha que a Afirmacao 2 é valida. Logo, se u > uq, temos que
M (2u) 2 p(t) /2“ 1
1 = —dt < —dt = aln2.
“(M<u>> / M=), T

M(Q2u) < 2°M(u), Vu > up.

Portanto,

Logo, M € A,.

Reciprocamente, suponha M € A,. Tomemos entao K > 0 e uy > 0 tal que
M(2u) < KM (u) se u > ug. Assim, se u > ug, temos

KM(u) > M(2u) = /OQU p(t)dt > /QU p(t)dt > up(u).

Portanto ()
up(u
< K, Yu > uy.
Mu) 7 Tr=
Pelo Lema 1.7, temos que K > 2, donde segue o resultado. ¢

Definicao 1.6 Dizemos que uma N-funcao M satisfaz a condigao Vs se existem
constantes | > 1 e vy > 0 tais que

1
M(v) < 2—ZM(ZU), Yo > vp.
Escrevemos M € Vo se M é uma N-func¢ao que satisfaz tal condicao.
Novamente, temos as fungoes |s|? como exemplos triviais de N-fungoes que satisfazem

a condigao Va. Observamos também que a funcao M(u) = (1 + |u|)Iin(1 + |u|) — |u| é
exemplo de N-funcao que satisfaz a condicao A, e nao satisfaz a condicao V.

De maneira completamente analoga ao Lema 1.8, podemos verificar o seguinte

Lema 1.9 Seja M uma N-func¢ao e p sua derivada a direita. Assim, se existem > 1 e
up > 0 tais que up(u)/M(u) >  para todo u > ug, entdo M € V.
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Prova: Suponha que a Afirmacdo 2 é verdadeira. Assim, seja [, tal que (71 > 2.
Portanto, tomando u > ug, temos

M(luw)\ ™ p(t) 1
ID(W)_ } M—(t)dtzﬁ/u St =Bl

Logo, M(lu) > 1P M (u), se u > ug. Como ® > 2I, temos que M € V. ¢
Os proximos dois lemas serao utilizados para determinar uma relacao existente entre
as condicoes As e V.

Lema 1.10 Sejam My e My sdo duas N-fungoes complementares a Ny e Ny, respectiva-
mente, com p1, P2, q1,q2 Suas respectivas deriwadas a direita. Suponha que existe ug tal
que Mi(u) < Ms(u) para todo u > ug. Entdo No(v) < Ni(v) para todo v > vy = pa(ug).

Prova: Tomando v > vy, temos que

@2(v) = g2(vo) = ga(p2(uo)) = uo- (1.5)

Agora, por (1.3), temos g2(v)v = Ms(ga(v)) + No(v). Além disso, pela desigualdade de
Young, g2(v)v < Mi(g2(v)) + Ni(v). Assim,

My(g2(v)) + Na(v) < Mi(g2(v)) + Ni(v). (1.6)
Agora, se v > vy, entdo, por (1.5) e (1.6), temos

No(v) < [Mi(ga(v)) — Ma(q2(v))] + Ni(v)
< N1(U)- ¢

Lema 1.11 Sejam M e N duas N-fungoes complementares, com p e q suas respectivas
derivadas a direita. Considere M (u) = aM (bu), com a,b > 0. Entdo M, é N-func¢dio e a
N-fun¢ao complementar a My € dada por Ni(v) = aN[v/(ab)].

Prova: ,
aM (bu) = a/ p(t)dt.
0

Assim,

b
Logo,
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Proposicao 1.3 Sejam M e N duas N-funcoes complementares. Entao M € A, se e
somente se N € Vs.

Prova: Suponha N € V,. Tomemos [ de acordo com a Defini¢ao 1.6 e definamos Ny (v) =
(1/2l)N(lv). Pelo Lema 1.11, com a = 1/2l e b = 2, temos que M;(u) = (1/21)M (2u). A
condi¢ao V3 pode ser escrita sob a forma N(v) < N;(v), para todo v > vg. Segue do Lema
1.10 que existe ug tal que M;(u) < M(u), para todo u > wuy, isto é, M(2u) < 2IM (u), se
u > ug. Portanto, M € A,.

Agora suponha M € A,. Logo, existem ug > 0 e K > 0 tais que M (2u) < KM (u)
se u > ug. Tomando a = 1/K e b = 2, e definindo M;(u) = aM (bu), temos, pelo Lema
1.11, que Ny(v) = (1/K)N[(K/2)v]. Além disso, pelo Lema 1.10, se vy = p(ug) entao
N() < (1/K)N[(K/2)v], para todo v > vy. Ora, pelo Lema 1.7, K > 2 e portanto,
tomando [ = K /2, temos o resultado requerido. ¢

Definicao 1.7 Dizemos que uma N-funcio M € A-regular se M € Ay N V5.

Obviamente, todas as fungoes [s|P com 1 < p < oo sdao A-regulares e a fungao
2 o~ .
M (u) = e* — 1 serve como contraexemplo para a definigdo acima.

O resultado abaixo é conseqiiéncia imediata da Proposicao 1.3.

Corolario 1.1 Sejam M e N duas N-funcoes complementares. M é N-func¢ao
A-reqular se e somente se M e N satisfazem a condi¢ao A,.

Finalmente, apresentamos uma nova e 1til condicao. Tal propriedade sera utilizada
no Capitulo 4.

Definigao 1.8 Seja M wuma N-fung¢do e p sua derivada a direita. Dizemos que M ¢é
0-regular, se existe um 0y > 1 tal que

lim up(u)
e M(u)

Tal condigao é mais restritiva do que ambas as condi¢oes Ay e Vy. Fato que pode ser
visto na

Proposicao 1.4 Se M ¢é O-regular entao M € A-regular.

Prova: Provemos que M satisfaz a Afirmagao 2 no Lema 1.8 e a hipdtese do Lema 1.9,
donde concluiremos que M € Ay N V,. De fato, tomemos € > 0 tal que 0, —e > 1. Por
hipétese podemos tomar ug > 0 satisfazendo

up(u)
—0p| < Yu > uy.
M(u) M‘ &, U = Ug
Portanto, para todo u > ug, temos
up(u)
Oy —e< ——= <80
M—E€ M(w) Mt €
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Capitulo 2

Classes de Orlicz, espacos de Orlicz

Durante todo o trabalho €2 representarda um dominio limitado de R™, no qual
consideramos a medida de Lebesgue.

2.1 Classes de Orlicz

Definicao 2.1 Seja M wma N-funcdo. Definimos a classe de Orlicz da fungcio M
como sendo o conjunto

Ly () = {u : Q= R mensurdvel : / M (u(z))dx < oo}
Q
Para efeito de simplificagao utilizamos durante o texto a seguinte notagao:

p(u, M= /Q M (u(z))dx.

Nos casos em que nao houver perigo de confusao, poderemos utilizar o simbolo £,; ao
se referir a classe de Orlicz L£,(€2).

Como exemplo motivador desta defini¢ao, vemos que se M(s) = |s|P, 1 < p < oo entao
Ly = LP; o conhecido espago de Lebesgue das funcoes p-integraveis. Outros exemplos de
classes de Orlicz sao dados pelas N-fungoes mencionadas no capitulo 1, M;(u) = v’ — 1,
My(u) = el — |u| — 1, etc.

Um primeiro fato importante com respeito as classes de Orlicz é o seguinte

Teorema 2.1 Seja L'(2) o espago de Lebesgue das funcgoes integrdveis. Entao
LNQ) = Lu(),
M
uniao tomada sobre todas as N-funcoes.
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Prova: Tomemos u € L'(Q). Considere os conjuntos

Q,={2€Q: n—1<]u(z)] <n}.

Assim
/|u \d:c—Z/ )| dz > Zn—1|9|>znm|—|§z|
n=1 n=1
Portanto,
Zn|Qn|§/]u(x)|dx+|Q|<oo.
n=1 Q

Tomemos agora uma seqiiéncia real («,) estritamente crescente tal que a; = 1 e ainda

tenhamos
oo
Z a,n| Q| < co.
n=1

Definimos p : R — R da seguinte forma:

(1) = t se 0<t<1
Pt = a, se n<t<n+1

Logo p é nao-decrescente, continua a direita, p(0) = 0 e lim;_,, p(t) = oco. Tomemos,
portanto, a N-funcao M dada por

Uma vez que

temos
/ M(u(z))dz = Z/ M(u(@))dr <3 M) 0] <3 aun| 9] < oo,
Q n=1 Qn n=1 n=1
Isto implica que u € L ().

Reciprocamente, seja u € L,(€2) onde M é N-fungdo. Provemos que u é integravel
(caso u = 0 nao ha o que fazer. Portanto, consideremos u # 0). Seja p a fungao da
representagao integral de M. Sabemos que p(t) — oo quando ¢ — oo. Assim, tomemos
C € R tal que p(|u(x)|/2) > 1 sempre que |u(x)| > C. Defina

Qo={reQ: |ulx) <C}.
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Q¢ é mensuravel pois u é mensuravel. Sendo assim,

o > Z/QM(U( //' Ddtdv >
> //ul)/l2 t)dtdzr > 2/Q ('“(‘T”) |“(2‘T)|da; -
_ /Qp(|“(;)|)|u(x)|dx > /Q\Qcp(|u(2x)|>]u(x)|d:c.

(]

Agora,
/|u(a:)|d$ = / |u(x)|d:v+/ |u(z)| dx
Q QA\Qe Qc
< / |u(x)| dz + C| Q¢
O\Qc
< / p(M)|u($)|dI+C|ch < 00,
0\ 2
demonstrando o teorema. ¢

E interessante observar também que toda funcao mensuravel essencialmente limitada
pertence a classe de Orlicz £, para qualquer N-funcao M.

O proximo resultado é uma condicao de comparacao entre classes de Orlicz e sera ttil
mais adiante.

Teorema 2.2 Sejam My, My N-funcoes. Assim,
L, C L, (2.1)
se e somente se existem constantes ug € a tais que
Msy(u) < aMi(u), Y u > up. (2.2)
Prova: Suponhamos que (2.2) é satisfeito e seja u € Ly,. Tomemos
K={zeQ: |u(x)| <up}.

Assim,

p(u, My) = My (u(x))dx +/ Ms(u(zx))de < a/ M (u(x))dx + Ma(ug)| K| < oo,
O\K K

donde u € Lyy,.
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Raciocinemos por absurdo para obter a reciproca. Suponhamos que (2.2) nao é
satisfeito. Assim, uma seqiiéncia indefinidamente crescente de nimeros (u,,), com u; > 0
pode ser encontrada tal que

MQ(U,n) > 2”M1(Un)

Dividimos o dominio €2 em subdominios €2,, tais que

M (ur)| Q|

Q,| = )

Definimos agora u : {2 — R a funcao mensuravel dada por

U, se x €,
o

u(w) = 0 se z¢ UQ"
n=1
A fungao u pertence a Ly, uma vez que
pludt) = 3 [ Mifu()ds = 3 M) 2.
n=1 Qn, n=1

— M (u,) M (uy)] Q)
2”M1(un)

i1

=1
= Ml(u1)|§2|22—n < .
n=1
No entanto, u ¢ Ly, pois

plu Mp) = g My (u(z))dz =y Mo(un)| 2|

n=1

> )2 My(u,)| Q] = ZzﬂMléiLﬁf;gmm

n=1 n=1

= Y Mw)|Q = .
n=1

Corolario 2.1 Sejam M; e My N-fungoes. Entao Ly, = Ly, Se e somente se, ezistem
constantes a, b e ugy tais que

aMs(u) < My(u) < bMs(u) YV u > uy.
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Antes de enunciar o préximo resultado, observemos que toda classe de Orlicz £y, é
um conjunto convexo de fun¢oes mensuraveis: se uy, ug € Ly entdo, supondo t € [0, 1], a
fungao wu;, definida por uy(x) = tuy(z) + (1 — t)ue(z), é tal que

o(ug, M) = /Q M (tur(2) + (1 — Dus(z)) da

S tp(u17m)+(1_t)p(u27M) < o0,

donde u; € L. Porém, é importante notar que em geral £,; nao é espaco vetorial, por
exemplo, a classe £y, dada pela N-funcao M;(s) = e’ — 1, situagao descrita pelo

Teorema 2.3 A classe de Orlicz Ly; € um espaco vetorial se, e somente se, a N-func¢ao
M satisfaz a condicao As.

Prova: Suponhamos que M satisfaca a condicao A,. Assim, dado [ > 1 existem
constantes k; e ug tais que M(lu) < kM (u), Vu > ug. Portanto, tomando

K={zxeQ: |ul)| <u},

temos

p(lu, M) = M (lu(x))dx —|—/ M (lu(x))dz < kl/ M (u(z))dx + M(lug)| K| < oc.
O\K K Q

Agora, se 0 <[ <1, entao M (lu(z)) < M(u(z)) pois M é par e crescente, concluindo
também que lu € L. Caso [ < 0 segue o mesmo resultado, pela paridade de M.
Portanto, dado qualquer a € R temos que au € L), sempre que u € L);. Mais ainda, se
uy e ug estao em L), entao

plus + s, M) :/

Q

M (% (2us(2)) + % (2u2(x))> du <

< %/S]M(Qul(x))d:p + %/QM(QUQ(:C))dx < 0.

e, portanto, u; + us € L. Logo Ly, é espago vetorial.

Reciprocamente, suponha que L), é um espaco vetorial. Isto significa, em particular,
que 2u € Ly sempre que u € Ly;. Considere M; : R — R a N-funcao definida por
M,(v) = M(2v). Seja Ly, a clase de Orlicz gerada por esta fun¢do. Desta forma
Ly € Ly, Logo, pelo Teorema 2.2, existem constantes a e ug tais que

M2u) = My (u) < aM(u) Yu > uy,

concluindo que M satisfaz a condicao As. ¢
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2.2 Espacos de Orlicz

Sejam M e N duas N-fungoes complementares. Considere o conjunto
Ly (92) = {u : @ — R mensurével : / u(z)v(zr)dr < oo, Yv € £N(Q)} :
Q

Utilizamos também a notagao Ly ao invés de Ly, (€2) sempre que nao houver perigo
de confusao. Para efeito de simplificacao, fazemos uso da notacgao:

(u,v)= /Q u(z)v(z)dz.

Segue, imediatamente da definigdo, que Lj/(€2) é um espaco vetorial. Mais ainda,
devido a desigualdade de Young para N-func¢oes complementares, temos que, se u € Ly,
entao

(u,v) < p(u, M) + p(v, N) < o0,

donde sempre teremos Ly C Ljy.
O préximo lema se faz 1til para a definicao de uma norma a ser utilizada neste espaco.

Lema 2.1 Suponha u € Ly;. Entao
sup{|(u,v)| : p(v,N) < 1} < 0.
Prova: Vamos supor que a afirmacao deste lema nao é verdadeira. Assim, podemos

encontrar uma funcao ug € Ljy; positiva e uma seqiiéncia de funcoes v, € Ly todas
positivas, com p(v, N) < 1, tais que

/Quo(x)vn(x)dx > 2" (2.3)

Consideremos a seqiiéncia crescente de funcoes

o) = [ N(Zg—ivm) do < [ 30 5Nl da
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Além disso, devido a (2.3),

n

/Q to(%) g () = ; (2% /Q uo(x)vk(x)dx) = 2—1,62k . (2.4)

k=1
A seqiiéncia monétona crescente (g,) converge em quase todo ponto para
o
1
=D
k=1

Uma vez que N é crescente, temos que a seqiiéncia de fungées N (g, ) também cresce
monotonicamente. Como N é continua, temos ainda que N(g,) converge em quase
todo ponto para N(g). Além disso, N(g,) > 0 e N(g) > 0. Assim, pelo Teorema da
Convergéncia Monétona (vide [10]), temos que

/ N(g(z))dx = lim | N(gn(z))dx <1,

n—oo 0

concluindo que g € Ly. Por outro lado, observamos analogamente que a seqiiéncia (uggy,)
também é monotonicamente crescente, nao negativa e converge em quase todo ponto para
upg > 0. Portanto, pelo mesmo teorema e por (2.4),

/ uo(x)g(x)dr = lim | up(z)gn(x)dr = oo,
Q

n—oo Q
contradizendo o fato de que ug € Ly,. ¢

Este lema nos permite agora introduzir uma norma no espacgo vetorial L,,(€2) dada
pela igualdade:

lullag = sup / u(a)o(z)dz|. (2.5)
p(v, N)<1|JQ
De fato, como é facilmente verificado, || - ||as realmente satisfaz os axiomas usuais,
1. ||u|lar = O se, e somente se, u = 0 (em quase todo ponto),
2. laully = |o|l|ullpy VaeReVue Lye
3. Hu1 + UQHM < HU’lHM + HUQHM A Uy, Ug € L.
Definicao 2.2 O espago vetorial normado (Ly(Q2), || - ||a) € denominado espago de

Orlicz com respeito a N-funcdao M.

Faremos uma economia usual de notacao, mnos referindo ao espago vetorial
normado (Lp (), || - ||a) apenas como Ly (€2), ou Ly, quando ndo apresentar perigo
de confusao.

J& observamos no Teorema 2.1 que L£/(2) € L'(©2). O préximo teorema nos dd um
resultado mais forte que o anterior.
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Teorema 2.4 Todo espago de Orlicz Ly () estd imerso continuamente no espago de
Lebesgue das fungoes integrdaveis. Em outras palavras, dado u € Ly(Q) entio u € L'(Q)
e existe uma constante K > 0 tal que

[ully < Klfullar

Prova: Seja N a N-fun¢ao complementar a M. Tomemos C' > 0 tal que N(C) = 1/|9Q|.
Podemos fazer isto pois N é N-fungao. Dessa forma, a funcao v = C é tal que v € Ly e
Jo N(v(x))dx = 1. Tomemos u € Ly;. Assim

[t = & [ st

Mas, como N é fungao par, a funcdo (sgnu)v também pertence a Ly com
p((sgnu)v, N) = p(v, N) = 1. Portanto,

luly = / | u(z)|de
1

/ u(zx)sgnu(x)v(z)dr
Q

C

1
— sup
C pn<i

/Q u(z)o(z)dz

Ll
—||U .
C M

¢

Com este tultimo resultado em maos, estamos aptos a enunciar e demonstrar o ja
esperado

Teorema 2.5 Todo espaco de Orlicz é completo.

Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia de Cauchy em Ly,. Pelo Teorema 2.4, (u,) também é
seqiiéncia de Cauchy em L'(Q). Mas L'(2) é completo e, portanto, existe uy € L' tal
que || u, —ugll; == 0. Além disso, (u,) possui uma subseqiiéncia (uy,, ) que converge em
quase todo ponto para ug e tal que | u,, ()| < h(x), em quase todo ponto, para algum
h € LY(Q) (vide [3], Teorema IV.9).

Fixe ¢ > 0. Como (u,, ) é ainda seqiiéncia de Cauchy, existe k(e) tal que, para todo

k,k+p > k(e), temos

/Q g, (&) — tiny (2] 0(2) i < e,

para cada v € Ly satisfazendo p(v, N) < 1. Fazendo p — oo, obtemos, pelo Teorema de
Fatou-Lebesgue (vide [10]),

/ g (z) — iy (2)] | 0(2) | < e,
Q
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para cada v € Ly satisfazendo p(v, N) < 1. Segue desta tltima inequagao primeiramente
que up — Uy, € Ljp. Consequentemente uy € Lp. Além disso, também verificamos
imediatamente desta inequacao que

| un, — uollir <&, Vk > k(e),

donde (uy, ) converge na norma de Orlicz para uy. Como (u,,) ¢é seqiiéncia de Cauchy e
(un,) ¢ subseqiiéncia de (u,) convergente para ug, temos que (u,) converge para ug na
norma de Orlicz. ¢

2.3 Desigualdade de Holder

Observemos inicialmente que, pela desigualdade de Young, dada uma funcao
u € Ly C Ly, temos

fullsr = sup [o) < swp [ jule) o) do < plud) 1 (26)
p(v,N)<1 p(v,N)<1JQ

Os proximos trés lemas serao necessarios na derivagao de uma desigualdade de Holder,
similar aquela conhecida para espacos de Lebesgue LP.

Lema 2.2 Se u € Ly, entao, para cada v € Ly temos que

_ { Nl se p(v,N) <1,
= | lullmp(v,N) se p(v,N) > 1.

/Qu(x)v(x)dx

Prova: Caso p(v, N) < 1 a desigualdade (2.2) é imediata da definigao da norma de Orlicz.
Agora, caso p(v, N) > 1, pela convexidade de N, temos que

o@) Y, N)
N(p@,m)d = N

|~ (m(x z)v>) wr< oy O =1

Sendo assim, p(v/p(v, N), N) < 1 e, portanto,

[ )£ de] < il

concluindo a demonstracao. ¢

donde
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Lema 2.3 Seja M uma N-funcdo e seja p sua representante integral, isto é, M(u) =

f' 4 t)dt. Suponha u € Ly, com ||ul|pr < 1. Assim, a fungdo vy = p(|u|) pertence a Ly
e p(vo,N) <1.

Prova: Tomemos

u(x) se |u(z)| <n,

iy f0) s Jul)] <

0 se |u(x)| > n.
Dessa forma, u,, é fungao limitada para cada n, donde p(|u,|) também é limitada (p é nao-
decrescente). Sendo assim, p(| u,|) € Ly, para cada n € N. Suponha que a afirmagao
deste lema nao é verdadeira. Entao ou vy ¢ Ly (e portanto p(v, N) = o) ou entdo
1 < p(v,N) < oco. Uma vez que p(|u,|) converge q.t.p. para vy, p(] u,|) é limitada para
cada n e N é continua e crescente, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,
concluimos que podemos encontrar ng € N tal que

/ Np(| tn, ()| )]dx > 1.
Devido a igualdade dada em (1.2), temos que

NIp(| ting (2) )] < M (g () 4+ Np(| ting ()] )] = [ 10ng ()| ([ tng ()] )-

Como v = p(] up,| ) sgnu é funcdo em Ly, com p(p(| un,| ) sgnu, N) = p(p(] tun,| ), N),
integrando a inequacao acima e utilizando o Lema 2.2, temos

/Q N[p(| g () Nz < / g () s0(2) (| g ()]

IA

\/u ) () p(| tny ()] )

< Nt / N[p(| ttng ()]

contradizendo a inequagao || un,||ar < || un|| < 1. ¢

Lema 2.4
[ullar < 1= p(u, M) < || ul|p-

Em particular, a classe de Orlicz Ly contém a bola unitdria do espago de Orlicz Lyy.

Prova: Tomemos vy = p(] u|)sgnu. Em virtude do Lema 2.3,

IO(U07N> = p(p(|u| )7N) <L

Temos ainda, devido a (1.2),
u(z)vg(x) = M(u(zx)) + N(vo(z)).
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Dessa forma,

/QM(u(:c))dxg/Q(M(u(x))—l—N(vo(:c)))dx:/Qu(x)vo(a:)dx < l[uflar.

Podemos agora concluir, a partir do Lema 2.4, uma inequagao bastante 1til neste
estudo:

[)M(”(‘”))dxg, Y u € Las, u#0. (2.7)

[l ull e

Temos agora desenvolvidos os argumentos necessarios para enunciar e demonstrar o

Teorema 2.6 (Desigualdade de Hélder) Sejam M e N duas N-fungoes comple-
mentares. Entao, para cada u € Ly () e cada v € Ly () € valida a desigualdade

< lullmllolln-

/Q w(@)o(x)da

Prova: Devido a (2.7), temos que, dado v € Ly,

p (LN> <1
[ vll~

Portanto, para cada u € Ly, a definicao da norma de Orlicz nos garante que

v(x)
IRCIn s

donde segue o resultado. ¢

< [lullar,

2.4 A norma de Luxemburgo

Veremos nesta se¢ao que o espago vetorial Ly, (£2) também serd espago de Banach com
uma norma diferente da norma de Orlicz. Para tanto, comecamos definindo um conjunto
que a primeira vista parece ser diferente de Lj/(£2), mas veremos adiante que na verdade
tratam-se dos mesmos conjuntos.

Considere L (€2) o conjunto dado por

L(M)(Q):{u:QHRmensurével : 3A > 0 com /M(@) dx<oo}.
Q
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Afirmacao: Os conjuntos Ly (2) e Ly(€2) sao iguais. Mais ainda, ambos sao iguais ao
espago vetorial gerado pelo conjunto £,,(2), denotado por < Ly(Q2)>.

Com efeito, se v = 0 nao ha nada a ser feito. Tomemos portanto u # 0. Suponha
u € Ly;. Pela desigualdade (2.7), || u|[ar > 0 é tal que [, M (u(z)/|ul|ar) dz < 1. Portanto
u € L. Reciprocamente, se u € L) entdo existe A > 0 tal que [, M (u(x)/X) dz < oo.
Sendo assim, pela desigualdade de Young, dado v € Ly (N a N-fun¢ao complementar a
M), temos

/Qu(m)v(x)dx:)\/ﬂu(;)v(x)dx <\ (/M( )d +/N dm)

donde u € Lj,;. Agora, sendo Lj,; espaco vetorial contendo Ly, temos < Ly > C Lyy.
Por outro lado, tomando u € Lj; entao

u

e pela inequacao (2.7), p(u/| wullar, M) < 1. Em particular u/|| ul|py € Ly, donde
u € <Ly >, concluindo a validade da afirmacao.

Esta afirmacgao e o Teorema 2.3 nos levam ao interessante

Corolario 2.2 O espaco de Orlicz Ly (Q2) € igual a classe de Orlicz Ly(€)) se e somente
se M € As.

No espaco vetorial Ly, podemos definir a seguinte norma: Dado u € L (€2),
tomemos

lullary = inf{A > 0: p(u/A, M) < 1}

Verificamos agora que esta funcao realmente define uma norma em L,y).

1. Primeiramente, observemos que || - ||(as) estd bem definida. Dado u € Ly, temos
que existe A > 0 e C,, > 0 tais que p(u/\, M) = C,. Tomemos t = max{l,C,},
como M ¢ convexa,

2. Claramente, se u = 0 q.t.p. entdo || ul|a) = 0.
3. Observemos agora que se ||u||(a) = 0 entdo, para cada A > 0 temos
/ M (u(x)/N)dx < 1.
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De fato, se tivéssemos p(u/A, M) > 1 entdo, para qualquer € € (0,\), como M é
convexa e par,

/M /5dx>/M x)/N)dx > 1,

donde teriamos que
lullary = A > 0.

. Supondo || u|[ary = 0 entdo v = 0 q.t.p.. Caso contrario, se u > § > 0 em A C 2
com | A| > 0, verfamos que

AM(@)dxz/AM<@>dsz(§>|A|ﬂ>m

o que é impossivel, pelo item 3 acima.

. E imediato verificar que | oy = | o || ul|(ar), uma vez que M é par.

. A desigualdade triangular segue da convexidade da funcao M. Com efeito, pela
defini¢ao da norma de Luxemburgo, temos, para cada u, v € L) e cada € > 0,

for G z=) =t e ¥ () =

Tomando ¢y < 1 adequadamente,

[vllan) + €
lullary + [0l + 22

[ullan +¢

to =
I ullary + [ vl + 2¢

— (1 —to)

vemos que

/M< ulz) + vlz) )dx <
Q | ullary + |Vl ar) + 2¢
Q | wll(ary + € | vl + €

§t0+1—t0 == 1
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Consequentemente, para todo € > 0 temos que
[+ vllan < llullan + vllan + 2,

portanto,
| u+vllan < llullan + [l

Observagao: A insisténcia no uso da notacao Ly, ao invés de Ly, uma vez que
ambos os conjuntos sao iguais, é proposital; pois iremos nos referir ao espaco de Orlicz por
Ly (€2), ou simplesmente Ly, toda vez que intencionarmos trabalhar ou se referir ao
espago vetorial munido da norma de Luxemburgo. Quando utilizarmos o simbolo L (£2),
ou Ly, estaremos trabalhando com a norma de Orlicz.

Consideremos 0 # u € L.  Seja (k,) uma seqiiéncia minimizante em
{k : plu/k,M) < 1}. Isto é, tal que k, — inf{k : p(u/k, M) < 1} = |[ul/(a). Sendo
assim, para qualquer x € (2, temos

ulz)  ufz)

% s
kool

quando n — oc.

Portanto, para todo x € () temos

M (“(x)) M ( u(z) ) . quando n — oco.

K lJull (ar)

Conseqlientemente, pelo Teorema de Fatou-Lebesgue,

[ () <o [ (50) <1 vuera@ ey

Lema 2.5 As normas || - || € || - ||m s@o equivalentes. Mais precisamente
lellary < lfullar < 2ffufiar

Prova: Caso u = 0 ndo ha o que fazer. Caso contrério, pela desigualdade (2.7) temos
imediatamente que [Jul|(ar) < ||u||ar. Além disso, por (2.6) e (2.8), temos

‘LH g/M(M)d:png.
Nullany I, — Ja 1wl (ar)

Temos como resultado imediato o
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Corolério 2.3 O espago L)(S2) € um espago de Banach.

Prova: As normas de Luxemburgo e Orlicz sao equivalentes e o espago ¢ Banach com a
norma de Orlicz, pelo Teorema 2.5. ¢

Mostremos agora um fato interessante: Se By denota a bola unitdria em Ly (isto
é, o0 espago de Orlicz com respeito & norma de Luxemburgo), entao

By ={ue Ly : plu, M) <1} (2.9)

Mais precisamente, temos que se |[ul/(any < 1 entdo p(u, M) < ||lulla e se |Jullary > 1
entiio p(u, M) > [[ufar)

Com efeito, supondo 0 # ||ul|a) < 1 entdo, pela convexidade de M e por (2.8) temos

s ula)
plu ) = [ a1 ({02 ) do < oy [ 01 <l
o el o \Tellon

Agora se ||ul[(ar) > 1, €0 > 0 suficientemente pequeno pode ser encontrado tal que para
todo 0 < € < gg, em virtude novamente da convexidade de M e da definicao da norma de
Luxemburgo, temos

il =2 Jy Mt = fLar () >

donde segue o resultado, tomando ¢ — 0.

Consequentemente, por (2.9), temos deduzida uma outra férmula para a norma de
Orlicz no espago Ljy:

Jullpr = sup (2.10)

[oll vy <1

/Q w(@)o()dz|

Finalmente, torna-se agora natural invocar desigualdades de Holder mais refinadas.

Se u, v pertencem aos espacos de Orlicz Ly, e Ly respectivamente, com M, N um par
de N-fungées complementares, entao, por (2.10), valem as seguintes desigualdades:

/wm@msmwwm»
Q
(2.11)

Aw@wmmswmmwm.

Para encerrar esta secao faremos mais uma pequena e til observagao com respeito a
norma de Luxemburgo:

Notemos que se kg > 0 ¢é tal que



entao ||ul|(ar) = ko. Claramente, uma vez que M é estritamente crescente, dado ¢ > 0

emon aue /QM (%) dx > /QM (%U)) =t

Como aplicacao desta ultima afirmacao, calculemos a norma de Luxemburgo da fungao
caracteristica k(-, A) de um subconjunto A mensuravel qualquer de Q. Uma vez que
M(u) =0 < u =0, temos

/QM (/ﬁ(x,A)Ml (ﬁ)) i — /Q/i(x,A)ﬁd:L‘ 1,

1
(s Dllon = ——F7~ (2.12)
()

donde segue que

2.5 Imersoes em espacos de Orlicz

Definicao 2.3 Dizemos que a N-fungcao M, domina a N-funcao M,
( escrevemos My < My ) se existem constantes k e tog positivas tais que

My(t) < My(kt), Yt > t.

Duas N-funcoes My e My sao ditas equivalentes ( escrevemos My, ~ My ) quando
My < My e My < Ms.

Uma noc¢ao mais forte pode ser considerada na seguinte

Definigao 2.4 Sejam M, e My duas N-fungoes. Dizemos que My cresce estritamente
mais lento que M; ( escrevemos My << My ) quando para todo k > 0 temos

lim My ()

= 0.
t=o0 My (t)

Observacgao: Claramente My << M, < My < My e My » M;. Temos também, do fato
de estarmos sempre trabalhando com (2 limitado, que os conjuntos Ly, () e Ly, (€2) sdo
iguais sempre que M; ~ M.

Faremos nesta secao alguns teoremas de imersao nos espacos de Orlicz. Trabalharemos
nos espagos Ly, ou seja, os espagos de Orlicz munidos da norma de Luxemburgo.
Observe que os mesmos resultados de imersao apresentados neste trabalho valem com
respeito a norma de Orlicz, uma vez que sao normas equivalentes, e a escolha da norma
de Luxemburgo para apresentar tais imersoes se deu apenas devido a maior facilidade na
demonstracao.
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Teorema 2.7 Se My < M, entdo L) (2) — L) (), continuamente.

Prova: Uma vez que M, < M, tomemos k e ty positivos tais que
Ms(t) < My(kt), Yt > to.

) _ 1 Ms(to)
S t= Myt = K = 1,———=,. Afi todot >t
tejam 1 9 <2|Q|) e maX{ SYACS rmamos que para todo t > t;
€1mos

My (t) < KM (kt).

De fato, se t; > ty, nao ha o que fazer pois K > 1. Agora se t; < ty entao para t > t,
também nao ha o que fazer. Peguemos entao t; < t < tog. Assim, M;(kt;) < M;(kt) e
MQ(t) S Mg(to) Portanto,

M (o)

My(t) < ACS)

My (kt) < KM, (kt),

verificando a afirmacao.

Agora, tomando u € L,)(£2) e definindo

u(z)| }
Q(u):{a:EQ:—<t ,
2K k|ulony

temos
|u(x)|
[ /MQ( B P ATy LTI Py
/ 2Kk|\u\| M, 2KkHuH M, a\eu\2Kk|ull ()
oo\ 2KE[[ullan)
1 K |u(z )|
2|92 2K 0@\ [l (ar
< ! + L _ 1
-2 2
Portanto u € Lo, () e [[ullan) < 25K ull o, ¢

Em outras palavras, demonstramos que se My < M; entao seqiiéncias convergentes em
L,y sao levadas em seqiiéncias convergentes em L(yz,). O préximo resultado nos mostra
uma imersao mais “forte”.

Teorema 2.8 Suponha que My << M. FEntao, se uma seqiéncia (u,) em L, €
limitada e converge em medida, temos que (u,) € convergente em Lpy,).
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Prova: Fixe ¢ > 0 e defina v;;(z) = (uj(z) — ux(z))/e. Consequentemente (v, ) forma
uma seqiiéncia limitada em Lyz,). Considere K > 0 tal que ||v;xl/(a) < K. Uma vez que
My << My, tomemos ty > 0 tal que

1 1 t
< — < - — > to.
Mo (t) < M, (4Kz€> < M, (K) Vi >t

Seja 6 = ————. Defina ainda

A Ms(to)
L1
Qng =< T e Q- |/Uj7k-(.f17)’ 2 M2 m .

Como (u,) é convergente em medida, tomemos N suficientemente grande tal que, se
J.k > N, entao || < 4. Pondo

= ek Jue()] >t} e Q) = ik \ Q)

temos, para j,k > N,

/QM2<|vj,k<x>|>dm = [ Moo ) + /Qﬂgxrvj,k(xﬂmw My (o ()]

Q\Qj,k Q]/,/k

|Q| 1/ |U]k(l’)| "
< — 4+ - M ’ dx + Msy(t)|2)
< 2|Q’+4 ij,f x + M(to) ||

< ! + ! + Lo
-2 4 4 7
Portanto, [|vx|an) < 1, ou seja, |lu; — url|(an) < €. ¢

Como conseqiiéncia imediata do Teorema 2.8 temos o seguinte corolario, que sera
utilizado mais a frente, para imersoes compactas nos espacos de Orlicz-Sobolev, estudados
no proximo capitulo.

Corolario 2.4 Suponha que My << M;. Se S C Ly € limitado em Ly, e pré-
compacto no espaco de Lebesque das funcdes integrdveis L', entdo S € pré-compacto em
Lay)-

Prova: Seja (u,) uma seqiiéncia em S. Tomemos uma subseqiiéncia (uy, ) de (u,) tal que
Uy, — u, em L'. Pelo Teorema de Vitali, (u,,) é uma seqiiéncia convergente em medida.
Portanto, pelo Teorema 2.8, temos que (u,,) ¢ seqiiéncia convergente em L(az,). ¢
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2.6 O espaco Ey

Desenvolvemos nesta secao ferramentas para discussao de separabilidade e reflexivi-
dade dos espagos de Orlicz. Comecamos por definir uma nocao de convergencia que serd
util, adiante, para a separabilidade destes espacos.

Definigao 2.5 Dizemos que uma seqiiéncia (u,) em Ly € convergente em média para
uma funcao ug € Ly se

lim | M(u,(z) — up(z))dx = 0.

n—oo 0

Pelo Lema 2.4, vemos que convergéncia na norma de Orlicz sempre implica em
convergéncia em média. Porém, em geral, a reciproca nao ocorre. De fato, caso a funcao M
nao satisfaca a condigao Ay entao pode-se construir uma seqiiéncia em L), convergente em
média para 0, porém, ndo convergente na norma de Orlicz (vide [13]). Contudo, quando
a N-funcao M satisfaz a condicao A, entao estas duas nocoes coincidem. Provemos isto
no proximo teorema. Antes, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.6 Suponha que M € Ay. Considere (v,) seqiiéncia em Ly convergente em média
para 0. Entao (tv,) também é convergente em média para 0 para qualquer t > 0.

Prova: Para 0 <t < 1 a demonstracao é evidente, pois, pela convexidade de M, temos
M (tv,) < tM(v,), onde nao precisamos da condigdo Ay. Agora se t > 1, entdo temos,
pela condigao Ay sob a forma (1.4), que existem constantes C' > 0 e vy > 0 tais que

M(tv) < CM(v), Vv > v

Seja portanto A, = {z € Q: |v,(x)| < wvg}. Logo

/QM(tvn(x))dx = M(tvn(x))d$+[4M(tvn(x))dx

O\A,

< C | M(vy(2))dx + | M(tv,(x))dz
O\A, Ay

< C /M(vn(x))dx—i- /A M(t0n o) da-

Q

Ora, a primeira integral do lado direito da equacao acima tende a zero quando n — oo,
por hipdtese.

Resta-nos verificar que s, := / M (tv,(z))dz — 0, quando n — oo. Primeiramente,
Ap

vemos que (s,) é uma seqiiéncia limitada. De fato,

sul < [ MGt (a)do < M(to0) Au] < M(tuo)|Q, Vo€ N
An
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Sendo assim, torna-se suficiente demonstrar que qualquer subseqiiéncia de (s,) possui
uma subseqiiéncia que converge para 0. Tomemos entdo uma subseqiiéncia (s, ):11 de
(sn). Consideremos a subseqiiéncia de mesmos indices de (v,). Sabemos, por hipétese,
que

/gln(x,Ank)M(vnk(x))dx = /Ani\/[(vnk(az))dm < /QM(vnk(x))dx — 0,

onde k(-,A,,) denota a funcdo caracteristica do conjunto A,,. Consequentemente,
podemos extrair uma subseqiiéncia de k(-, A,, )M (v,,) que ainda denotaremos pelos
mesmos indices, tal que

R, Ay )M (0, (2)) = 0,

em quase todo ponto (vide Teorema IV.9 em [3]). Considerando a restrigao de M ao
dominio R" e trocando a seqiiéncia de fungoes v, por |v,| caso necessario (nao hé problema
em fazé-lo, pois M é par), uma vez que M é N-fungao, entdo M admite uma inversa M !
em RT continua tal que M~!(t) = 0 & t = 0. Dessa forma, a convergéncia em quase todo
ponto acima acima nos garante que

K@, An) o, () = MM (K(z, A, Jvn, (2))]

= M7V, Ay )M (v, (2))] — M71(0) = 0.
Portanto,
k(x, An, )t|on, | () — 0,

donde
K2, Apy ) M (ton, () = Mk(z, An, )ton, (x)] — M(0) =0,

convergencias dadas em quase todo ponto. Todo este trabalho nos garantiu entao que a
seqiiéncia de fungoes k(-, A,, )M (tv,, ) converge para 0 em quase todo ponto. Além disso,
essas funcoes sao limitadas:

k(- Ap )M (tv,,) < M(tvp).

E, como estamos trabalhando em (2 limitado, temos que a fungao constante M (tvy) esta
em L'(€2). Podemos, portanto, invocar o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
para finalmente garantir que

Spy, = /A M (tv,, (x))dz = /QIi(I,Ank>M<tvnk (x))dz — 0.
¢

Teorema 2.9 Se a N-fung¢ao M satisfaz a condicao A,, entdo convergéncia em média
no espaco Lys € equivalente a convergéncia em norma.

Prova: J4 observamos que é suficiente provar que convergéncia em média implica em
convergéncia em norma, uma vez que a reciproca ¢ facilmente verificada. Seja, portanto,
(u,) uma seqiiéncia em Ly convergindo em média para ug € L. Ou seja,

lim [ M(u,(z) — uo(x))dz = 0.

n—~o0 QO
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Tomemos ¢ > 0 e k € N suficientemente grande para que 1/287!1 < . Uma vez que
M € Ay, o Lema 2.6 nos diz que

lim [ M[2"(u,(x) — uo(x))]dz = 0.

n—oo 0

Sendo asism, tomemos ng € N tal que para todo n > ny tenhamos

/ M 28 (u () — uo(z))]dr < 1.
Q
Assim, devido a (2.6), para n > ng, temos
125 (wn — o) llar < p(2" (un —wo), M) +1 < 2.
Dali,

1
Hun _UOHM < % <eg,

concluindo que (u,,) converge em norma para . ¢

Lema 2.7 Dada u € Ly(), podemos encontrar uma sequéncia de fungoes
up € L>®(Q) tal que, (u,) converge em média para u.

Prova: Tomemos

Assim, definindo A, = {z € Q : |u(z)| > n}, temos

/QM(un(x) —u(z))dx = M (uy(x) — u(zx))de + /AM(un(x) —u(x))dx

Q\A,

= Q\]X(O)d:ﬁ—l—/An]W(—u(x))dx

_ /A M)

Mas |A,| — 0 pois, caso contrério, existiria uma subseqiiéncia (4,,) tal que |A4,,| > ¢
para algum ¢ > 0, donde teriamos,

/QM(u(x))dx > /A M(u(z))dx > M(ng)|A,, | > M(ng)e, VkeN.

Um absurdo, pois M (ny)—o0, quando k — oo, contrariando a hipdtese de u € L.
Portanto,

lim | M(u,(z) —u(z))de = lim [ M(u(z))dz = 0.

n
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Definigao 2.6 Definimos o fecho em Ly (S2) do espago das fungoes essencialmente
limitadas L*°(Q) na norma de Orlicz por Ey (), ou simplesmente Eyr, caso ndo haja
perigo de confusao.

Mais sucintamente,

Ora, por tudo que foi desenvolvido nesta secao, temos de imediato o seguinte

Teorema 2.10 E,;=L,; se e somente se M € Ay. Em outras palavras, L € denso no
espaco de Orlicz Ly apenas quando M satisfaz a condigdo As.

Prova: Provemos que em geral temos
Ey C Ly (2.13)

Feito isto, teremos demonstrado que Fy; & Ly quando M nao satisfaz Ao, pois Ly & Ly
quando M nao satisfaz tal condicao, de acordo com o Coroldrio 2.2. Seja, portanto,
u € E)j. Por definigao, tomemos uy; € L™ tal que ||u — uy|[ps < 1/2. Logo, pelo Lema
2.4, temos

/QM[Qu(a:) — uy(2)]dz < 2w — wl|ys < 1.

Isto implica que 2u—2uy pertence a L,;. Ja sabemos que qualquer funcao em L* pertence
a L. Sendo assim, escrevendo

1 1
u= 5[214 — 2uy| + 5[2u1]7

vemos que u também pertence a L,;, uma vez que L£,; é um conjunto convexo.

Supondo agora que M satisfaz a condicao As, entao pelo Corolario 2.4, temos
Ly = Ly e pelo Lema 2.7 dado w € Ly = L) podemos encontrar (u,) em L
convergindo em média para u. Mas o Teorema 2.9 garante que essa convergéencia também
se da na norma de Orlicz. Portanto u € E);, como queriamos demonstrar. ¢

O teorema que se segue agora nos da um critério de separabilidade para o espaco de
Orlicz Ly,.

Teorema 2.11 E); € um espaco separdvel.
Prova: Consideremos u € L* com ||ul| = a. Pelo Teorema de Luzin, podemos encontrar

uma seqiiéncia de fungoes continuas (u,) uniformemente limitadas, |u,(z)| < a, tal que,
para cada n, a diferenga u, () — u(z) difere de 0 apenas em um conjunto €2, cuja medida
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¢ menor que 1/n. Sendo assim,

lu = wnllry = inf{k: /QM<U (5”>)dx<1}
- inf{k /QM<5 M)mg}
< inf{k: /QM</<5 %“) dm}

= 2a|x(-, )l

Tomando n — oo, entdo [2,| — 0. Em virtude de (2.12), temos ||x(-, Q) ||y — 0, e
portanto ||u — u,| () — 0, donde segue que

lim ||u — wuy|jar =0,

n—oo

devido a equivaléncia das normas.

Provamos entao que o conjunto das fungoes continuas C(€2) é denso em FEp(2). Ora,
mas sabemos também que dada v em C'(£2) podemos construir um seqiiéncia de polinémios
com coeficientes racionais convergindo uniformemente para v. Caso tal convergéncia
implicar em convergéncia com respeito a norma de Orlicz, entao teremos demonstrado que
o espaco enumeravel dos polinomios com coeficientes racionais é denso em E);, concluindo
a separabilidade do mesmo. Portanto, provemos tal afirmacao: Seja (v,) seqiiéncia de
fungoes continuas tal que v, — v, uniformemente. Entao ||v, — v||py — 0. Com efeito,
dado £ > 0 existe ng tal que |v,(z) —v(z)| < e Vn € Ne Vz € Q. Consequentemente,
por (2.6), se n > ng, temos

v —vllar < sup /|Un —v(z)|dz
p(v,N)<1
< ¢ sup /]v )|dx
p(v,N)<1

IN

e (/Q M(1)dz + 1)

= e(M(1)[Q+1),

donde ||v, — v|[ar — 0. ¢

Corolario 2.5 Se M € A, entdo Ly; € separdvel.

Prova: Segue dos Teoremas 2.10 e 2.11. ¢
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Iremos demonstrar adiante que se M nao satisfaz a condigao Ay entao Ly, nao pode
ser separavel. Porém, antes de chegarmos a este resultado, precisaremos de alguns lemas
que serao expostos e demonstrados primeiramente.

Lema 2.8 Suponha que M ¢ As. Entao existem u,v fungdes tais que
1. au € Ly para todo o < 1 e pu & Ly para todo B > 1.

2. av € Ly para todo o < 1 e fv & Ly para todo 5 > 1.

Prova: Comecamos mostrando que se M nao satisfaz a condicao A, entao é possivel
construir uma seqiiéncia (u,,) estritamente crescente indo para o infinito tal que

M(uy) >1 e MK1+%) Up | > 2" M (uy,).

Vejamos como isto é possivel. Consideremos primeiramente [, = 1+ 1/n. Como cada
l, > 1 entdo M nao satisfaz a condigdo dada em (1.4) para cada [,. Sendo assim, con-
struiremos passo a passo a seqiiéncia, a partir de cada [,,:

Para [; tomemos ug tal que M(ug) > 1 e tomemos u; > g tal que
M (lyuy) > 2M (uy).

Para [y consideremos u; + 1 e uy > uq + 1 tal que
M (lyug) > 22 M (uy).

Para I3 tomemos us + 1 e ug > us + 1 tal que
M (Igus) > 2° M (us).

Seguindo esta légica para cada n, vemos que é possivel construir a seqiiéncia requerida.

Considere agora subconjuntos €2,, disjuntos dois a dois tais que

2]

0, = —L
i 27 M (uy,)

Defina v da seguinte forma:

(z) = u, se x €€,
YTV 00 se ¢,

A funcao u pertence a Ly, pois

/QM(u(x))dx -y /QM(u(x))dx =3 M) < oo.

A convexidade de L£j; nos garante entao que au € L), para qualquer o < 1.
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Tomemos (3 > 1. Dessa forma, consideremos ng a partir do qual todo n > ng ¢ tal que
B> 14 1/n. Assim, para cada n acima de ng temos entao

/i\f(ﬁu(w))dx = M(Bu)|Q] > M K1 + %) un} O] > 2°M ()| = 9.

Sendo assim

/Mﬁu Z/ (Bu(x da:>Z/Mﬁu da:>Z|Q|

n=ng n=ng

Agora defina v por

1
(1—|——)un se z €,
0 se x¢ UQ”
n=1

Para 3 > 1 temos

/QM(ﬂv(x))de/QM( dx—ZM[( ) ]|Q| >

> Zzn (1) || = o0

Mas se a < 1 entao tomando ng tal que (1 + 1/n) < 1 para todo n > ng, se n > ny,
temos

1 Q
M(av(x))de = M {a (1 + —) un] Q| < M (u,)|Q] = u
Qn n AL
Consequentemente,
/M(a( dw—z dZE—l—Z x))dr < 0.
Q n=ng

Se d(u, A) = in£ |u —v||a é a distancia da fungao u ao conjunto A, entao defina
ve

(Ey,r)={u € Ly : d(u, Eyr) < r}.

O préximo resultado entao descreve a disposicao do espaco Ej; no espaco Ly, quando
M nao satisfaz a condigao As.

Lema 2.9 Suponha que M ¢ A,. Entao

(Ewv, 1) & Ly & T(Ey, 1).
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Prova: Provemos a primeira inclusao mostrando que qualquer fungao uy € Ej; pertence
a classe £, e qualquer outra funcao em Lj; contida na bola aberta de centro ug e raio 1
também estd nesta classe. Seja, assim, u € Ly, tal que ||u — u,|[pr < 1. Tomemos « tal
que ||[u — uollar < 1 —a. Ora, Ej é espago vetorial e, portanto, (1/a)ug € Ep. Agora,
por (2.13) temos (1/a)uy € L. Uma vez que [[(u — ug)/(1 — a)|la < 1, pelo Lema 2.4
temos (u —ug)/(1 —a) € Ly. Sendo assim, escrevendo

u:a_a)(?;j;o)m(%),

vemos, pela convexidade do conjunto Ly, que u € L.

Provemos agora a segunda inclusao. Tomando u € L,;, dado £ > 0 pelo Lema 2.7,
podemos tomar u. € F,; limitada tal que

/ M(u(x) — ue(x))de < e.
Q
Sendo assim, por (2.6), ||u — u.|| < 1+ ¢, donde

d(u, Bar) = inf = vl < llu— ]| < 1-+e.

Uma vez que € é arbitrario temos d(u, Fp) < 1, ou seja, u € II(Ey, 1),
Resta-nos provar que as inclusoes sao préprias.

Ora, no Lema 2.8 construimos uma funcao u € L), tal que au € L), para todo a < 1
e fu ¢ Ly se f > 1. Mostremos que tal u nao pode pertencer II(Ey, 1). Claramente
se d(u, Fyy) fosse menor que 1 entdo tomariamos § > 1 tal que fd(u, Ej) < 1. Sendo
assim, uma vez que d(fu, Fy) = Bd(u, Fyy), a primeira inclusao demonstrada implicaria
que PBu € Ly, contrariando a propriedade béasica da u. Analogamente, construimos neste
mesmo lema uma func¢do v ¢ Ly, tal que av ¢ Ly se a« < 1 e fv € Ly se > 1.
Mostremos que v € II(Ey, 1). De fato, d(v, Ep) = 1, caso contrario, poderfamos tomar
a < 1 tal que d(fv, Epr) > 1, donde inplicaria, a partir da segunda inclusdo demonstrada,
neste lema que v ¢ L), contrariando a propriedade de v. ¢

Para finalizar esta secao, temos entao o esperado resultado:
Teorema 2.12 L), € separdvel se e somente se M € A,.

Prova: Se M satisfaz Ay entao Ly, é separavel, de acordo com o Corolario 2.5.

Agora suponha que M nao satisfaz tal condigdo. Seja também {u,} um conjunto
enumeravel de fungoes em Lj;. Vejamos que podemos construir uma u em Lj; distante
de qualquer u; deste conjunto, provando que Lj,; nao pode ser separavel.

Para tanto utilizamos o Teorema de Lusin, para garantir a existéncia de um conjunto
mensuravel ' C Q tal que |[Q\Q'| < € para € pequeno e no qual as fungoes u, (na
verdade, as restrigoes de u,, ao conjunto €2’) sdo continuas e limitadas para cada n. Dessa
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forma, temos u,, € Fy (') (denote a norma de Orlicz do espago Ly () por || - ||ar). Mas,
uma vez que M nao satisfaz a condicao A, vimos no final da demonstracao do Lema 2.9
que é possivel encontrar w € Ly (Q') tal que d(w, Ep (') = 1. Estendendo w para todo
o dominio €2, de forma que se anule fora de Q' e denotando por u tal extensdo, temos que

[ = unllar 2 lw = unllar = d(w, Exr()) = 1.

2.7 Funcionais lineares nos espacos de Orlicz

Como ja vem sendo mencionado, durante toda esta secao M e N representarao duas
N-fungoes complementares.

O espago vetorial de todos os funcionais lineares 7' : Ly (ou Ly ) — R
continuos ¢ chamado de espago dual de Ly, ( respectivamente L)) e denotado por Lj,
( respectivamente L?M)). Obviamente L}, = LZ‘M) e a utilizacao de ambas simbologias
ocorrera apenas para distinguir normas utilizadas no mesmo espaco. Pois mencionamos
L3, ao trabalharmos no dual de Lj;, munindo-o da norma

1T = supd[T(w)] - [lullw <1}

e LE‘M) munindo-o da norma

IT[tary = sup{|T(w)] = Jlullary < 1}

Para cada v € Ly, podemos definir um funcional 7}, : Ly; — R, dado por

T, (u) :/Qu(:c)v(:v)d:v. (2.14)

Assim, a desigualdade de Holder garante que este funcional linear é continuo, pois

1wl = | [ utaotopts

< [lollwlullar-

Portanto, T, € L?M) e

1ol = sup {\ / w(@)o(@)] : Jullan < 1} — Jloll-

Logo, a fungao

Ly — Ly (2.15)

v — T,
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define uma imersao isométrica ( ou seja, uma fungao linear que preserva a norma ) entre
estes dois espacos.

E natural questionar se esta imersao é sobrejetiva. Isto é, se todo funcional linear
em L}, tem a forma (4.2). O fato é que nem sempre isto ocorre. Situagao descrita pelo
proximo resultado.

Proposicao 2.13 Se M ¢ A, entao a imersao (2.15) nao é sobrejetiva.

Prova: Podemos, por hipétese, tomar ug € Ly \ Eys. Defina um funcional linear continuo
T em <FE,up> tal que T'(u) = 0se u € Ej e T(up) = 1. Estendemos 7" a um funcional
linear continuo em Ly, pelo Teorema de Hanh-Banach. Suponha que 7' é dado por (4.2),
para algum v € Ly. Considere a seqiiéncia de truncamentos

Logo, cada v, ¢ limitada e, portanto, pertence a FE);. Porém, a seqiiéncia de fungoes
positivas v,v converge em quase todo ponto para v?. Assim, pelo Teorema de Fatou-

Lebesgue,
0=supT(v,) = sup/ vp(x)v(z)dr > / v?(7)de,
n n Q Q
donde concluimos que v = 0, o que é um absurdo pois T'(ug) = 1. ¢

Este “problema’” pode ser contornado se considerarmos agora, ao invés do espago LZ‘M),
o dual do espaco E(yy) (isto é, o espago £ munido da norma de Luxemburgo), denotado
por EE‘M). Em outras palavras, considere imersao isométrica

Ly — Ejy (2.16)

v — T,.
Temos o seguinte

Teorema 2.14 A imersao (2.16) € sobrejetiva, ou seja, todo funcional T' € E(*M) ¢ dado

por (4.2).

Prova: Seja T' € E();. Considere ¥ = {U C Q: U é mensurdvel }. Defina em ¥ a
funcao

F: ¥ — R
U s F(U)=T(s(-,U)).

Por (2.12), temos que

[EO) < T an 15 Uy —0,
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donde, pelo Teorema de Radon-Nikodyn, podemos encontrar uma funcao v mensuravel
tal que

F(U) = /U v(z)da.

Portanto se w é uma funcao mensuravel simples, isto ¢, assumindo um ntmero finito de
valores, vemos que

(Za K ) Za T (K
- ZO&iF(Ui) ZZai /U.v(x)dx = /Qw(x)v(x)d%

Tomando w € L%, temos também T'(w) = fQ x)dx. Para tanto, é suficiente
observar que se w é essencialmente hmltada podemos tomar uma seqiiéncia (w,) de
funcoes simples convergindo em quase todo ponto e em FE(,; para w. Novamente, por
densidade de L™ em E(,; temos que para qualquer u € Eyy),

Para concluir, falta-nos apenas mostrar que v € Ly(€2). Sendo assim, tome u € L.
Como de costume, considere os truncamentos u, € L™

Logo, |u,v| — |uv| em quase todo ponto, e, pelo Teorema de Fatou-Lebesgue,

[ wtonaias| <supd [ un(aotolar| -

= sup |T(|un|sgno)| < [T sup [lunllar < |73 lfullar < oo
n n

Portanto, v € Ly, como queriamos demonstrar. ¢
Finalmente, a Proposicao 2.13 e o Teorema 2.14, nos dizem que

e analogamente,

Liyy= Ly < N € Ay,

Portanto, temos de imediato o seguinte
Corolario 2.6 L), ¢ um espaco reflexivo se e somente se M é A-reqular.

Prova: Segue imediatamente da Proposicao 2.13, do Teorema 2.14 e do Corolario 1.1.

¢
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Capitulo 3

Espacos de Orlicz-Sobolev, imersoes

de Sobolev

Estudaremos neste capitulo os espacos de Orlicz-Sobolev. Estes sao obtidos a partir
dos espacos de Orlicz, da mesma maneira em que obtemos os espacos de Sobolev a partir
dos espacos de Lebesgue. Comecamos por definir e estudar as propriedades basicas
de tais espacos e posteriormente exibindo imersoes dos espacos de Orlicz-Sobolev em
espagos de Orlicz. Tais imersoes tém o intuito de generalizar as conhecidas imersoes de
Sobolev e o Teorema de Rellich-Kondrachov (para o caso p < n, onde n é a dimensao
do espago R™ no qual Q estd contido. Ver [3], Secao IX.3). Ao final do capitulo
apresentamos um homeomorfismo entre dois espacos de Orlicz-Sobolev gerados por N-
fungoes complementares, que sera utilizado ao longo do capitulo 4.

3.1 Espacos de Orlicz-Sobolev

Definigao 3.1 Dada M uma N-funcao, definimos o espago de Orlicz-Sobolev WLy (Q)
como sendo o espaco vetorial

existem f1, fo, -+, fn € Ly (Q) tais que
1 _ :
WL () = §u € Lur () - / a¢dx = —/ fipdr Yo € CF(Q) Vi=1,---n
Q

u
o 0%

Se u € WLy, entdo tais f; sao tnicas, devido ao Lema IV.2 em [3]. Assim, denotemos

’ e
0xy’ Oxa oz,

ou Ou ou
0x; '

A conhecida notacido nao é por acaso. E imediato verificar que uma funcao u € WLy,
que possua todas as derivadas parciais no sentido usual, verifica também a igualdade
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Ou/0x; = f;. Tais fungdes f; sdo portanto chamadas de derivadas fracas da fungéo u, o
que Justlﬁca tal notacao.

Observamos ainda que podemos identificar o espaco W'Lj,; como um subespaco de
um produto cartesiano de Ly, n + 1 vezes:

WlLM — LMXLMXXLMEHLM (31)
n+1
u — (u,Vu)

Definimos entao duas normas em W1!L,; imediatamente através da definicdo natural de
norma em [[.., Las. Se u € WLy, sejam
M}

ou ‘ }
0| (ar)

Claramente, pelo Lema 2.5, as normas sao equivalentes com

1<i<n or;

ou
[ullwiz,, = max < |lulla,

Jullwz = e {HuH<M>

[ullwrrgy, < llullwisy, < 2lullwizg,,-
Teorema 3.1 WL, é um espaco de Banach.

Prova: Uma vez que (3.1) define uma imersao isométrica, é suficiente mostrar que a
imagem de tal imersao é fechada. Sendo assim, tomemos

(ug, Vug) — (u,u1, -+ ,u,), quando k — oo.
Nosso objetivo é mostrar que u; = Ju/Ox; para cada i = 1,--- ,n. Como (ux, Vuy)
converge em [] ., Ly para (u,uy,- - ,u,), entao up — u e ug/0x; — u; em Ly, para

cada i. Agora, fixado ¢ € C§°, temos que ¢, 0p/0x; € Ly,para cada i, onde N denota a
N-fungao complementar a M. Portanto

x)d
UI—)/ {,Ce/U}—>/ al’z

definem funcionais lineares continuos em Lj;. Consequentemente,

[t ) (e — / (@) 52 )i e QZZ’: @o()s — [ wl)ota)da

Portanto, uma vez que

/Q uk(a:)gfi (@dr =~ | ZZ’: (2)(z)dz

concluimos que

[ ) 52 @de =~ [ @)oo



para cada ¢ = 1,---,n. Portanto, como ¢ ¢é arbitrario, temos, por definicao, que
u; = Ou/0x;, para cada i, como querfamos demonstrar. ¢

Em particular, vemos na demonstracao do Teorema 3.1, que o espaco WL, é
subespago fechado de [],,,; Las. Definimos também o espaco W1E);, de maneira aniloga
a Definigdo 3.1. Assim, muitas das propriedades estudadas nos espagos Ly (FE)) serao
facilmente verificadas para o espaco WLy (W!'E),). Podemos resumi-las no seguinte

Teorema 3.2
1. WYE\; € separdvel;
2. WYLy = WE)y € separdvel se e somente se M € Ay;

3. Para cada T € (WYEy)* existem v; € Ly, i =0,--- ,n tais que

T()/Q Yooz dx+2/axz (2)da:

4. WYLy € reflexivo se e somente se M é A-regular.

Prova: O item 1 Segue do Teorema 2.11. Ja o item 2 é conseqiiéncia do Teorema 2.10 e do

Teorema 2.12. O Teorema 2.14 prova o item 3. Finalmente, o item 4 segue imediatamente
do Corolario 2.6. ¢

3.2 Imersoes de Sobolev

Destinamos esta secao ao estudo de imersoes dos espacos de Orlicz-Sobolev nos espacos
de Orlicz. Com o objetivo de motivar tal estudo, fagamos um breve comentario a respeito
das imersoes de Sobolev. Mais detalhes podem ser vistos em [3], [1].

Considere W1?(Q) o espaco de Sobolev obtido a partir do espaco de Lebesgue LP(€Q).
Se €2 C R™ é limitado, de fronteira suave, com n > 3, entao, para todo p < n temos que

WP (Q) — L7 (9),

continuamente, onde p* = np/(n — p) é chamado de expoente critico de Sobolev. Além
disso, para todo ¢ € [1,p*), temos que a imersao

WP (Q) — LI(Q),

existe e é compacta.
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Nosso intuito é generalizar este resultado para espacos de Orlicz e espacos de Orlicz-
Sobolev. Observe que, para cada p < n (ou cada N-fungao [¢|P) construimos um novo
expoente p* > 1 (ou entdo, uma nova N-funcao [t|P") tal que as imersdes acima sao
validas. Seguindo esta idéia, dada uma N-fungao M satisfazendo alguma propriedade,
iremos construir uma N-funcao M, de forma que a imersao

WILM — LM*

existe e é continua. Além disso, veremos que qualquer N-funcao A crescendo estritamente
mais lento que M, ( tal é o caso da N-fungao [t|9, com 1 < ¢ < p* ), em relagdo a N-fungao
[t|P") é tal que a imersdo

WLy < L4

existe e é compacta.

Lema 3.1 Seja M uma N-fung¢ao satisfazendo

LM )
* M(r)

entdo a funcio M_':RT — R* dada por
——dr (3.4)

¢ bijetiva e sua inversa M* é N-funcao.

Prova: Claramente, M_ ' é estritamente crescente, portanto injetiva. Também ¢é
imediato verificar que M 1(0) = 0. Além disso, observando a hipdtese (3.3), temos que
MY (t)rightarrowoo, quando t — oo. Uma vez que esta fungao é também continua, por
definicao, temos que M_! é sobrejetiva. Sendo assim, fica bem definida a funcio inversa
M,. Provemos que tal func¢ao é N-fungao (na verdade, a extensao par de M, para toda a

reta R é que serd a N-fungao desejada).

e M., é continua, estritamente crescente e M,(0) = 0, imediatamente da definigao.
e M, é convexa. Para tanto, provemos que M_! é concava. Por definicao,

M~I(t)

(M1)'(t) = sy

Agora, dado s > 0e 0 < a < 1, temos,

M(aM™'(s)) < aM (M~ *(s)).
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Portanto
aM™(s) < M (as),

para qualquer s > 0 e para todo 0 < a < 1. Supondo agora 0 < a < b, entao
a/b <1 etomando o = a/be s =b, temos

@) = S o) > (8) T M)

a
b b

Logo,

M~Y(a) _ M~(b) 1y
= Titi/n = plti/n = (M) "(b).

Portanto, (M 1)’ é decrescente, provando que M, ! é concava.

*

e Devemos provar que

M, (t
lim ®) = 00
t—o00 t
Para tanto, é suficiente verificar
M7t
lim *—() =0.
t—o0 t

Portanto, pela regra de L’Hopital, temos

oM7Y . MY . M7 1
tlir?o t _tlggo ti+1/n _t1—>oo t W—O.

e Temos finalmente que

t—0 t

onde a demonstracao de tal fato ocorre de maneira completamente analoga a feita
acima, utilizando a regra de L’Hopital. ¢

Suponha que M(t) = [t|’, entdo a inversa de M em R* é dada por M~1(t) = t'/7.
Se M satisfaz as hipéteses (3.2) e (3.3) entao é facil verificar que p < n. Além disso,
calculando diretamente M, vemos que M,(t) = [t|P", onde p* é o expoente critico de
Sobolev, np/(n — p). Fazendo analogia as imersoes de Sobolev, é natural entdo esperar
que se M é uma N-funcao satisfazendo estas hipdteses, entao ha uma imersao do espaco
WLy em Ly, O préximo teorema enuncia tal imersao.

Teorema 3.3 Seja Q limitado e admissivel'. Suponha que a N-funcio M satisfaz as
hipdteses (3.2) e (3.8). Se M, é dada por (3.4), entao temos a imersdo continua

WlLM — LM*.

'Por admissivel, entendemos os dominios em que ocorrem as imersdes de Sobolev
WE(Q) — L1(Q), com 1 < g <n/(n—1).
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Além disso, se ® é N-fungdo crescendo estritamente mais lento que M, (vide Definigdo
2.4) entdo a imersdao

WlLM — Lq>
existe e € compacta.
Prova: Por definicao,
dM 1 M~1(s)
ds (8) = 51“"—1/71’ Vs > 0.
Logo, se t = M '(s), temos
dM, 1 s (ML ()"

t) = = .
g M (s)/ds — M~'(s) M~ (M.(t))
Portanto, a N-funcao M, satisfaz a equacao diferencial

dM.,

M7H(M.(1)) —=(8) = (M. (£) . (3.5)

Considere N a N-funcao conjugada de M. Conseqlientemente, pela proposicao 1.2,
temos, para todo t, que

ML(1) < M (ML(0))N " (M.(1)).

Logo, por (3.5), temos

dM., n
ML) () = ML) (M)
< MTHML() (M.(2))" N7H(M.(1)),
donde concluimos que
D () < ML) N (ML) Ve e R
Definindo o (t) = (M., (t))'~¥/", vemos que
do n—1 dM
- — LY ) Pl
() = M)
< PN MY (BN (M (1)
n
= PN o)) (3.6)
n
Suponha inicialmente que u € WLy N L>®, u # 0. Se f(A fQ x)/A|dz entao f

estd bem definida para toda a reta, é continua e tal que f( )—0e f( ) — 00, quando
A — 00. conseqilentemente, existe K > 0 tal que f(K) = 1. Portanto K = ||u||(M*) e

/Q M, (%) _1 (3.7)
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Tome f(x) = o(|u(z)|/K). Como estamos supondo u essencialmente limitada, temos, por
(3.6) que o ¢ funcao lipchitziana na imagem de |u|/K. Além disso, u € WH(Q), pois
u € Ly, Ou/Ox; € Ly para todoi = 1,--- ,n e Ly — L', pelo Teorema 2.4. Assim, a
fungao composta f = o o (|u|/K) estd em W' (Q) e, pela regra da cadeia,

of p(lu@)] 1 Ou
axz() o ( e >Esgnu(x)@xi(x).

Agora, pelo Teorema de imersdo de Sobolev, (ver [3]), temos W (Q) — L™= (Q) e

portanto,
Cy ( + ||f||1) (3.8)

(3 Lo () 2 [ (1))

Sendo assim, por (3.7), (3.8) e pela desigualdade de Holder em (2.11), temos

()
(L

£l a1

IA

al’j 1

= | flln/m-1)
201(" ,(\ul) du ) / (\u(m)\)

< — Z o'l = — +C; |o dz. (3.9)
KA NE Sl 119751 ary o \ K

Por (3.6),
] - | n/(n—1)
(D], = )
K (V) n K o

_ n—lmf{A>0 /QN (N‘I[M*(W(w)\/f()]) d < 1}_

Porém, se A > 1, entdo, novamente por (3.7),
[ (SN gy < L (v, (1))
1
A

Portanto,

inf{)\ 00 [ (N”W*““(@'/K”) d < 1} <1,
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donde temos que
n—1
<,

(N) n

)

Sejam ¢g(t) = M.(t)/t e h(t) = o(t)/t. Portanto,

M. (t)

t .
tim 20— i 20y () = s

t—o00 h(t) t—o0 O'(t) t—o0

Assim, tomemos tg > 0 tal que

hit) < 2 (*)

L Yt >t
_201 — b0

Além disso, uma vez que h ¢é limitada em intervalos
Cy = C} sup h(t), temos, para cada t > to,

[O,to}
(£) = h(t)t < ——g(t)t = —— M. (1)
R To 20,
e para cada 0 <t < 1,
Cs
t) = h(t)t < —t.
o(t) =ty < 3
Portanto,
1
CQt, Vit > 0.

< —M, —
o(t) < 5o M) + &

(3.10)

limitados, tomando

Conseqiientemente, utilizando (3.7) e a desigualdade de Holder, temos

u()] 1/ u()| /
< —
1 Cs
< §+?||U||(M),

onde Cs = 2C,|| 1| (.

Combinando agora (3.9), (3.10) e (3.11), vemos que

|u()]
I dx

201n—1 ou 1  Cs
1< 22 a = | M).
="K n ( ‘ 0 (M)> T3+ g luld)
Portanto,
1 < 201n—1 lul ou n Cs lul ou
- < — n max | |lu — max | ||u
27 K n i<i<e 0| 9, () K 1<i<n 0 || 0w,

ou seja,
||u||(M*) S CHUHWlL(]\/[)?

o6

(M)}

(3.11)



onde C' = 4C)(n — 1) + 2C5.

Provamos assim que a imersdo requerida é valida para qualquer v € WLy,
essencialmente limitada. Suponha agora que u € W'L,;. Defina, para cada k € N,

o truncamento () ()] < &
u(x se |u(x)| <k,
() = { k se  |u(x)| > k.

Claramente, uy, € WLy N L™ e

oue | @) s ) <k,
Oz, 0’ se |u(z)| > k.

Além disso, se k1 < ky entao
[Jwk, vy < Nl [l ar)-

Mais ainda, (||ug||(ar,)) forma uma seqiiéncia limitada, pois

HukH(M*) < CHukHWlL(M) < CHuHWIL(M)'

Portanto,
K= k]ljgj ||uk||(M*) < CHUHW1L(M>‘

Finalmente, uma vez que uy(z)/K — |u(z)|/K paratodo x, temos que M, (ux(z)/K) —
M, (Ju(x)|/K), e, pelo Teorema de Fatou-Lebesgue,

/QM* (%) de < s%p/QM* (u’}(f)) de <1,

HUH(M*) <K< C1||U“||I/V1L(M)7

ou seja,

concluindo que
WILM — L(M*)

Suponha agora que ® << M,. Conseqiientemente, Ly;, <— Lg, pelo Teorema 2.7.
Portanto, W'Ly; — Lg. Provemos que tal imersao é compacta. De fato, dado S
limitado em WLy, como a imersao W'Ly; < Ly, é continua, temos que S é limitado
em Ljy,. Além disso, WLy, — WHl continuamente. Mais ainda, pelo Teorema de
Rellich-Kondrachov, W'! < L' compactamente. Assim W'L,; — L', compactamente.
Portanto S é pré-compacto em L!. Ora, pelo Coroldrio 2.4, temos que S é também
pré-compacto em Lg, concluindo a demonstragao do Teorema 3.3. ¢

Observacao 3.1 De acordo com [9] as imersoes estabelecidas no Teorema 3.3 serdo
otimas (no sentido de que o espago Ly, € o menor espag¢o de Orlicz no qual o espago
WLy estd imerso) sempre que a N-fun¢io M é dominada por uma funcio polinomial
|t|P para algum p < n. Em [1], pdag. 277, verifica-se que tal imersao nao é étima, quando,
por exemplo, M(t) = |t|™.
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Definigao 3.2 Sejam ® e VU duas N-fungoes A-requlares. Entdo (®,V) formam um par
critico de Orlicz se existe M uma N-funcao A-reqular tal que, se N denota a N-funcdo
complementar a M, entao as imersoes

WLy — Le ¢ W'Ly — Ly

existem e sao otimas.

Temos, por exemplo, que se ®(t) = |t[", com 1 < r < n entdo p = rn/(n+r) é tal que
p*=resendo qg=p/(p—1), tomemos s = ¢*. Assim, temos que (¥, V) formam um par
critico de Orlicz, onde ¥(t) = |t|*. Um exemplo diferente dos espagos de Lebesgue pode
ser visto em [5] e sdo N-fungoes dadas por

®,(s) = cs”T(Ins)*, comec>0ep+1 > %
n—

e
U, = dqu(lns)_a%,

onde
1 N r 2
p+1 qg+1 n’

O préximo resultado destina-se a dar condigoes para existéncia de pares criticos de
Orlicz.

Teorema 3.4 Seja M uma N-funcao e seja p a sua deriwada a direita. Suponha que M
¢ O-regqular, com
_p(s)s
lim
5 M (s)
Entao (M., N,) forma um par critico de Orlicz, onde N denota a N-fun¢ao complementar
a M. Além disso, temos que M, e N, sao O-requlares e satisfazem

sM/(s) n
1. Oy, = 1i — >
M= B M(s) n—2 ©
1 1 2
9. — 4 —=1-2
HM* + QN* n

Prova: A hipétese (3.12) expressa o fato de que M é f-regular, com 2 < 0y < n.
Primeiramente, temos que provar que a imersao

WILM — LM*

é 6tima. Para tanto, precisamos verificar que M é dominada por alguma funcao |¢|P, com
p < n. De fato, de (3.12), temos que, dado € > 0 existe sy > 0 tal que

(s) < Or + €

> s.
M(s) = s Vs 2 o
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Portanto, integrando ambos os lados, obtemos, para cada s > s,

* p() 1
/30 Figde < u o) [ ca

Logo, provamos que dado € > 0, existem K. e s. constantes positivas tais que, se s > s.,
entao

ou seja,

M(s) < K. s, (3.13)

Portanto, tomemos ¢ suficientemente pequeno afim de 0y, + ¢ < n. Dessa forma M
torna-se uma N-funcdo dominada por [¢|?*¢  concluindo a otimalidade da imersao.

Sejam M=M"'e p a derivada a esquerda de M. Um simples calculo nos leva a
concluir que

tp(t) 1

im — )
t=oo M () Onr

Observe ainda que (M;1)'(s) = M(s)/s'+'/". Dai, utilizando a regra de L'Hopital, temos

*

M- M 1/n
lim —S( *_1) (5) = lim —(S_)f
s—oo M, (3) s—oo M, (3)
o Ble)s T — (1) N )
$—00 M(S)/SlJrl/n
= lim sA]z(s) 1
=)
n — QM
= (3.14)

Portanto, M, é O-regular com 6y, = nby/(n — 60yr) > n/(n — 2), provando a afirmacao
1 deste teorema. Agora, para provarmos que N, é f-regular, é suficiente verificar que N
¢ f-regular e o resultado segue de maneira completamente analoga a feita acima. Seja
entdo ¢ a derivada a direita da N-fungao N. Tomando s = p(t) temos entao que t — oo
se e somente se s — 00 e, portanto,

1 M —
i O oy SN g, M)
Oy t—oo tp(t) t—00 st t—o0 5q($)

Logo,
1 1 O — 1
—zlimSQ(S)Zl——:M .
QN t—o0 N(S) eM QM
Conseqiientemente, da mesma forma que derivamos (3.14), podemos concluir que N, é
também f-regular e

TLQN

On, = .
N TL—QN
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Além disso, uma vez que Oy = 0y /(6 — 1), temos que Oy < n, e, analogamente a (3.13),
concluimos que N é N-funcao dominada por [¢|P, para algum p < n. Assim, a imersao
WLy < Ly, é também Stima.

Para provar a afirmacao 2, observamos que

S R - 4 - _Z_1_=

QM* HN* 719]\/[ 7’L9N HM 9N n n

3.3 O espago W, Ly

Da mesma forma em que definimos os espagos VVO1 (), podemos definir o espago
W L, sendo o fecho na norma || - [lw1z,,, do espaco C5°(2). Na simbologia matemdtica
usual,

Wo Lar(©) = Ge(@) 7 4on,

Analogamente, poderfamos definir o espago W3 Ey;. Porém, é imediato verificar que
dada qualquer M N-fungao, teremos sempre Wy Ey = Wi Ly, Com efeito, suponha que
u € WyLy. Conseqiientemente, existe (uy) em Cg° tal que u, — u em W'Layp. Isto
implica que uxy — w e Juy/0r; — Ou/Ox;, em L), para cada ¢ = 1,--- ,n. Logo,
u, Ou/Oxy,- -+ ,0u/dx, € Eyr, por definigdo do espago F)s. Portanto, u € W Eys, como
queriamos demonstrar.

Continuando as analogias dos espagos de Orlicz-Sobolev com os espacos de Sobolev,
nos perguntamos se ¢ possivel derivar uma desigualdade de Poincaré para os espacos
WLy, obtendo assim uma nova norma neste espaco, que, devido a esta desigualdade,
serd equivalente as normas definidas no inicio deste capitulo, e é dada por

ull1,a0) = VUl (ary- (3.15)

Tal desigualdade de fato ocorre e é apresentada e demonstrada no proximo teorema
(vide [11], Secao 2.4).

Teorema 3.5 FEzxiste uma constante ¢ > 0 tal que

()

para todo u € Wy Ly ().

60



Prova: Suponha que |2] = d. Provemos inicialmente que

/M dx</ (Qd%), Vu € whLy. (3.16)
8:61

Com efeito. Admita inicialmente u € C§°(€2). Entao, pela desigualdade de Jenssen (vide
Teorema 4.3.3.1 em [10]),

M(u(xl,x%...?q;n)) = M( " aaul (5 Loy, n)d£>

“d o
- M(/ daul(gax% K n)d§>
< o (agt ) de

Integrando ambos os lados da equacao acima sobre €2, temos portanto,

/M dx</M(d§—;( )) dz. (3.17)

Claramente, (3.17) torna-se também vélido para toda u € Wy Ly, cujo suporte suppu
é compacto em (. Portanto, tomando agora u € W{ Ly, consideremos o aberto Q!
contendo 2, de diametro 2d, e estendemos v para todo este aberto, impondo u = 0 em
Q'\ Q. Conseqiientemente, u € Wy Ly (') e suppu é compacto em Q!. Portanto, por
(3.17) podemos escrever

ou ou
- < e = RN
/ M (u(z))dr = . M (u(zx))dx < /Ql M (Qd&rl) dx /QM (Qdaxl) dz,

provando a validade de (3.16).

Obviamente, todo o processo na demonstracao de (3.16) pode ser feito analogamente
para todas as outras derivadas parciais de u. Com isso, derivamos facilmente a
desigualdade de Poincaré. De fato, se u € Wi Ly, entao

u/(2d||0u/ x| (ary) = @ € Wy Lag.

Portanto, por (3.16),

_ Ju/0x; ,
M (u;(z de/M(Zd . )dxgl, Vi=1,---,n
fMttente < [ v (2t

M de <1, Vi=1,---\n
/Q <2d|\3U/3IiII<M) -

ou, equivalentemente,

Logo,

ou

()

lullary < 2d L Wi=1,--n,
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demonstrando o teorema. ¢

Podemos definir entao uma nova norma em Wy Ly, dada por (3.15), que, devido ao
Teorema 3.5, é equivalente as normas do espaco W1L,;. Convém observar que a funcao
dada em (3.15) é de fato uma norma apenas em WLy, uma vez que ||Vullay = 0
implica que Vu = 0, ou seja, u = cte. Portanto, em WLy, u = 0. Denotaremos o
espago (W Lag, || - [|1,ar)) por Wy Lar).-

Na mesma forma em que definimos a norma de Orlicz para uma funcao em um espaco
de Orlicz - ver (2.5) - podemos definir uma outra norma no espago W, Ly;. Considere N
a N-funcao complementar a M. Defina assim,

||w||1,0 = sup {/ Vu(z)Vo(z)dz : v e Wy Ly, |[v]lim < 1} : (3.18)
Q

ou equivalentemente,

lull1,0 = sup{ / Vu(z)Vou(z)dz|: v e Wy Ly, ||ollimny < 1}.
)
|- l1,ca) € || - ||1,01, 580 normas equivalentes e, de acordo com o Lema 2.5, temos
1 Moo < - s < 20 -
Denotaremos o espago (W Las, || - |1.a7) simplesmente por Wy L.

Convém observar também que o supremo do lado direito da equacao (3.18) pode ser
tomado na esfera de raio 1 em W L(y), que denotaremos por Si(WjL(y). De fato, se
v € WyLny com 0 < |[v]l1,n) < 1, tomemos v’ = v/[Jv]|1,ny. Assim [[v’|l1, ) = 1 ¢, se
u € Wy Ly,

>

/Q Vu(z) Vo' (z)dz

/Q Vu(z)Vo(z)de

/Q Vu(z)Vo(z)de

B 1
v]|1,v)

Suponha agora que M é uma N-funcao A-regular. Assim, pelo Teorema 3.2, item 4,
temos que W3 Ly e WolL( ~y sao reflexivos. Mais ainda, pelo Teorema 2, pagina 297, em
[17], podemos supor que ambos o0s espagos sao uniformemente convexos (pag 51 em [3]).

Com a ajuda das duas normas vistas acima, podemos definir a seguinte funcao

TiWo Ly \ {0} — S'WyLuv) (3.19)

u U,

onde @ é tal que [Jul|y,n = [, Vu(z)Vi(z)dz. De fato, provemos que tal funcao estd bem

definida.
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Existéncia: Provemos que dado u € Wy Ly, u # 0, existe tal u.
Por definicao,

||w||1,0 = sup {/ Vu(z)Vw(z)dr : w € WolL(N) e [Jwl,n) = 1} )
Q

Assim, tomando (v,,) seqiiéncia maximizante em

{/ Vu(z)Vo(z)de : v € Wy Ly e [[v]lym) = 1}
Q

temos que |[v,|l1,vy = 1 e sendo Wi L(y) um espago de Banach reflexivo, passando a
subseqiiéncia se necessario, podemos assumlr que v, — v em Wy L(y). Assim,

[vll1ovy < liminf {lo, [y, v = 1.

Como v,, — v, temos
/ Vu(z)Vo,(z)de — / Vu(z)Vo(z)de,
Q Q

pois T, (v) := [;, Vu(z)Vv(z)dz é um funcional linear em (WgL(y)) . Mas, pela escolha
de (v )

/Vu(m)an(a:)da: — w10z
Q

Portanto,

= /QVu(x)VU(x)da:.

Temos que provar ainda que |[v||;,n) = 1. Raciocinamos por absurdo, supondo que
|v][1,vy < 1. Tomando v" = v/||v||1, () entao ||v/[j1, vy =1¢€

1
llul|1,0 > / Vu(z)Vo'(x)dr = —/ Vu(z)Vo(z)dr > ||ul|iam,
Q HUHI(N) Q

o que é uma contradicao.

Unicidade: Utilizando o fato de que W} L(ny ¢ uniformemente convexo, mostremos que
@ é tnico. Com efeito, suponha que existem v, w € S*(Wy L)) tais que v # w e

/QVU($)VU(£L‘)d£L’: / Vu(z)Vw(z)dr = ||ul|1nm-

Q

Portanto, temos também que v # —w. Conseqiientemente, uma vez que WolL( ~) € suposto
uniformemente convexo, vemos que

v+ w

< 1.
2

L(N)

63



Sendo assim, defina p = 2/{|v + w||1,(nv) > 1. Logo,

AN N>)<””>d”“"
- /Vu (”“") (2)dz
_ p(§ /Q Vu(x)Vv(:c)dx—i—% /Q Vu(m)Vw(x)dx)

= 9l

o que é impossivel. ¢

A fungdo em (3.19) simplesmente nos diz que para cada u em W{ Ly, existe uma
tinica fungéo @ em S*(WyL(xn)) que atinge a norma (3.18). Observe que a reflexividade
de Wy Ly foi essencial para a existéncia de @ e a convexidade uniforme de WLy foi
fundamental para a unicidade desta mesma funcao.

Introduzimos agora a funcgao til que sera utilizada ao longo do capitulo 4. Defina

~ WyLy — WiLw (3.20)

U >,

onde u é tal que ||ﬂ||1

Vu(z)Vi(z)de = [lullf 5
Lema 3.2 A funcdo til dada em (3.20) é um homeomorfismo homogéneo.

Prova: Utilizaremos os resultados obtidos sobre a fungdo em (3.19). Provemos
primeiramente que u existe. Claramente se u = 0 entao u = 0 e reciprocamente. Tomemos
entdo u # 0. Seja portanto u de acordo com (3.19). Defina entdo u = |Jul|; pu. Logo,
[l = [l e

/Q Vau(2)Vii(z)ds = |[ull /Q V(@) Va(e)dz = [[ul? .

Provemos a unicidade de w. Tomemos v € W Ly tal que |[v]ji,n) = [Jullia e
Jo V(z)uVo(z)dz = ||lul]? . Portanto,
v
Vu (x)dz = ||ul]1 -
lulliar o ||UH LM

Portanto, pela unicidade de @, temos que v/||u||1» = U, ou seja, v = w.

Verifiquemos agora que a funcao til é continua. Claramente, ~ é continua na origem,
pois se uy — 0 em WLy entdo |jugllim — 0 e conseqiientemente, ||ugli,ny — 0.
Logo, uy — 0 em WOIL(N). Agora, se u # 0 tomemos u, — u em WOILM. Dai, temos
que |[ug|li, vy = Jukllie — l|ulliae = |4l v)- Em particular, (||@g||1,v)) forma uma
seqiiéncia limitada e, sendo WolL( ~) reflexivo, podemos tomar uma subseqiiéncia tal que
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up — v € Wy L(y). Porém, para tal subseqiiéncia, temos também ||ug |1, vy — [|@]]1,(n)-
Como W(}L( ~) € uniformemente convexo, concluimos que u; — v em WolL( ~)- Resta-nos
entao mostrar que u = v. Do fato de u; convergir fracamente para v, temos que

/QVuk(a:)Vﬁk(x)dxﬁ/QVu(x)Vv(x)dx.

Porém,

/ Viur () V(@) dz = [Jug]lyae [l vy
Q

Como temos que |[ugl|1,ar||w |1, (v) = [|ll1,ar |21, vy, concluimos, portanto,

/ Va(z)Vo(e)dzr = [ull @l
Q

Além disso, temos ||v||1,n) < liminf ||[@g]|1,v) = [|@]|1,v), donde, supondo, por absurdo,
que ||v]j1, vy < ||l|1,(ny, chegamos a uma contradicao andloga a estabelecida na prova da
existéncia de u, e assim, podemos concluir que ||v{1,(ny = ||u||1,(v). Pela unicidade de u,

temos u = v, provando a continuidade da funcao.

Provemos que ~ ¢ homogénea. Seja p € R e u € W} Ly, Assim,

/Q Y (pu())V (pii(x))dz = / Vu(2)Vii(a)de = o lul2 5 = loull?

lpull vy = lplllllony = lollulluae = Nl

donde concluimos que pu = pu.

Provemos a injetividade. Suponha entdao que w,v € WiLy, u # v. Observe
que se u = Av entao u = Av, donde também teriamos u # v. Agora se tivéssemos
|10 # ||v]|1,00, ent@o também terfamos |||y vy # [|U]|1,v). Portanto, consideremos
apenas u # v tais que ||ull1y = ||v|[1,3. Assim, sabemos entao que |||, (n) = ||V]1,v)-
Suponha, por absurdo, que u = v. Temos entao,

I (ﬁ) v (ng(i)m) e =3
I (2\\1;(171),1%) v <H§H(f<)zv>) =3

Somando estas duas equacoes, como © = v, temos

/Qv (%) v (Hgf()m) =t
|

e, similarmente,

Conseqlientemente,
u—+v

- > 1
2|ull1n

1,M

9
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ou seja, concluimos que
[w+ vl = llulliar + [[olla- (3.21)

Provemos entao que (3.21) é impossivel, levando a uma contradigao. De fato, se tal
igualdade fosse valida, teriamos

ufulliar +o/lolba ) _
2 o
o que é um absurdo, pois em um espago uniformemente convexo, se |[v| = ||Jw| =1 e

v # w, entdo [|(v+w)/2| < 1.

Agora, verifiquemos também que ~ é sobrejetiva.
Seja v € WiLy). Queremos encontrar u € WyLy tal que [, Vu(z)Vo(z)dr =
|v]? vy € llulliar = [[v]l1,(v). Consideremos o conjunto

A, = {/ Vw(z)Vo(z)dr : w € Wy Ly and |Jwl|; = ||v||1,(N)} :
0

Temos que sup A, = ||v]? (v)- Seja (un) uma seqiéncia maximizante para A,, isto ¢,
[unlline = N0l e
lim [ Vu,(z)Vu(z)dr = sup A,.

n—o0o [¢)

Por causa da reflexividade de Wy Ly;, podemos supor que (u,) converge fracamente para
u € W)Ly (para alguma subseqiiéncia). Assim, vemos que

lim Vun(x)Vv(x)dx:/QVu(x)Vv(x)dx.

n—oo QO
logo,
/QVu(x)Vv(:z:)d:U =sup A, = HUHi(N).
Falta-nos provar que ||ul[y,as = [|v]]1,(nv). Mas isto é claro, pois, por um lado, temos
[l 1,00 < Hminf [Jup |10 = [Jvfl1,0v)

e por outro, vemos que

lv(N)'

I vy = /QVU(I)W(I‘)dl’ < [lull.arllv

Finalmente, verificamos facilmente que a fungdo ~ possui inversa continua, pois,
supondo que u, — u e utilizando os mesmos argumentos elaborados na demonstracao
da continuidade de ~, vemos que u, — u. ¢
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Capitulo 4

Sistemas hamiltonianos

4.1 Introducao

Aplicamos agora a teoria estudada nos capitulos anteriores a fim de discutir existéncia
de solugoes fracas para a seguinte classe de sistemas hamiltonianos superlineares:

—Au = g(v) em €,
—Av = f(u) em () (4.1)
u = 0, v = 0 sobre 0f),

onde €2 é um subconjunto aberto de R™, com n > 3, com fronteira 0f) suave.

Denotemos F' e G como as fungdes primitivas de f e g, respectivamente. Em [4],
considera-se o funcional associado ao sistema definido no espago Hg(2) x Hg(£2). Assim,
torna-se necessario impor que as fungoes F' e GG possuam crescimento menor ou equivalente
a |s|*", onde 2* designa o expoente critico de Sobolev 2n/(n — 2).

Tal condigao de crescimento polinomial pode ainda ser melhorada. Em [6, 12] utiliza-
se uma configuragao menos usual, os espacos de Sobolev de ordem fracionaria, obtendo-se
com isto um crescimento mais abrangente, onde pode-se permitir que F' e G possuam
crescimentos criticos dados por |s|P™ e |s|?"! onde 1/(p+1)+1/(¢+1) =1—2/n. Por
exemplo, podemos supor que F tenha crescimento maior que |s|*" desde que compensemos
proporcionalmente no crescimento de G. Esta proporcionalidade é dada pela equacgao da
hipérbole critica, vista acima.

O que fazemos neste capitulo é adequar o funcional associado a um produto de espacos
de Orlicz-Sobolev apropriados. Além de evitarmos trabalhar em espacos de Sobolev
fracionarios, podemos permitir, com esta proposta, crescimentos nao necessariamente
polinomiais para as fungoes F' e G, e, com isso, através de um método variacional,
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obtermos solugdes fracas para o sistema (4.1). Esta abordagem via espagos de Orlicz-
Sobolev foi proposta em [5]. Questoes como regularidade e positividade de tais solugoes
foram ignoradas, pois o que pretendemos aqui é expor técnicas variacionais utilizando a
teoria estudada ao longo deste trabalho. Provamos, portanto, o seguinte teorema devido
a [5]:

Teorema 4.1 Suponha que F' e G satisfacam as condigoes (Hy) — (Hs3) adiante. Entao
o sistema (4.1) possui uma solug¢ao fraca nao trivial.

4.2 O método variacional

Utilizamos uma técnica minimaz, o teorema do passo da montanha generalizado (vide
Apéndice), a fim de discutir existéncia de solugdes (no sentido fraco) ao sistema (4.1).
Isto é feito associando a este sistema um funcional definido num espago de funcoes
adequado, cujos pontos criticos a serem encontrados determinam solugoes do sistema.
O Teorema do passo da montanha entra entao como ferramenta para a busca de tais
pontos criticos. Comecamos por definir o funcional associado, impondo as hipdteses que
julgamos necessarias. Posteriormente, verificamos se tal funcional satisfaz a “geometria”
do passo da montanha. Através de uma reducao por dimensao finita, detectamos uma
sequiencia de pontos criticos para o funcional, quando restrito a espacos de dimensao
finita. Finalmente, um processo de aproximac¢ao nos permite encontrar o ponto critico
procurado.

4.2.1 O funcional associado

Sejam F': R — R e G : R — R as primitivas das fungoes f e g, respectivamente. Isto

F(u) = /Ou ft)ydt e Gv) = /OU g(t)dt

Algumas hipéteses sobre as funcoes F' e GG serao requeridas, com o intuito de obter
solugoes para o sistema (4.1) através do método proposto neste capitulo. Sendo assim,
considere M uma N-fungao f-regular, com 2 < 0, < n (ver Definicdo 1.8) e N sua N-
funcao complementar. Pelo Teorema 3.4, N também é O-regular. Tomemos o par critico
de Orlicz (M., N,), de acordo com a Definigao 3.2 e o Teorema 3.4. Consideremos entao
as seguintes hipdteses:

(Hy) F e G sao N-fungoes que crescem estritamente mais lento que M, e N,, respectiva-
mente (vide Defini¢ao 2.4), tais que

P oW
AL <% ¢ I

< 00
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Associamos ao sistema (4.1) o funcional
I(u,v) = /QVu(x)Vv(x)dx - /Q [F(u(z)) + G(v(z))]de. (4.2)

Nosso objetivo consiste em buscar pontos criticos para o funcional I em um espaco de
Orlicz-Sobolev apropriado. Obviamente, pela hipdtese (H;) o espago E = W) Ly x Wi Ly
torna-se o candidato mais apropriado. Vale salientar que M e N sao escolhidos ainda de
forma que W3 Ly e WOIL( Ny sejam espagos uniformemente convexos. Tal escolha é possivel,
de acordo com o Teorema 2, pdgina 297, em [17]. Observemos que o funcional / : £ — R
é de classe C' e sua derivada em um ponto (u,v) é dada por

I'(u,v)(n, &) = /Vu )VE(z d:zc—l—/Vv )Vn(z)dx —

/ flu@))n(z)de = /Q g(v(@))€(x)dz. (4.3)

Fazemos uso do Teorema do passo da montanha generalizado (vide Apéndice), a fim
de obtermos ponto critico nao trivial para o funcional (4.2). Para tanto, consideramos
ainda as seguintes hipoteses:

(Hy) Existem constantes 6 > 2 e ty, > 0, tais que, para todo t > 0,
0<OF(t) <tf(t) e 0<OG(t) <tg(t);

(H3) existem o > 2 e ¢ > 0 tais que, para todo s € [0, 1],
F(st) <es?F(t) e G(st) <cs’G(t).

Com o auxilio da funcdo til, definida em (3.20), consideremos as seguintes subvar-

iedades de E:
Et={(w,u): ue WgLy} e E-={(u,—0): u€ WyLy}.

Claramente, ambos nao possuem uma estrutura linear, pois ~ nao é uma trans-
formacao linear. Contornamos este “problema” ao definir em E uma nova estrutura
vetorial, com o auxilio da funcao til. Definamos a “soma til” + : F x £ — F dada por

(u, ) F(w,2) = (u+v,0+ 2). (4.4)
Com esta estrutura podemos provar o seguinte
Lema 4.1 Para cada (w,z) em E existem dnicos elementos (u,u) € E* e (v, —v) € E~

tais que

(z,w) = (u,w) + (v,—0),
em outras palavras, N
E=E"¢ E".
Prova: Segue imediatamente das propriedades da funcao til, vistas no Lema (3.2), donde
u=(z+w)/2ev=(2—w)/2 ¢
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4.2.2 A geometria do passo da montanha

Lema 4.2 Exzistem py, 0o > 0, tais que 1(z) > oo para todo z € 0B,, N E™.

Prova: Observemos que

I(u,@) = /Q Vu(z)Vii(z)de — /Q F(u(z))dz — / G(i(x))dx

Q
1 1 ~
= el [ )i+ 3lulf o - [ Gade. (49
Agora, tomemos Cy > 0 tal que || - [|a) < Coll - 1 e || - vy < Coll - |1,y Assim,
se v € WigLy é tal que |Jvlin = Cp' entdo temos que |v|s,) < 1 e portanto

Jo M. (v(z))dz < 1. Conseqiientemente, uma vez que, por hipétese, F' << M,, temos
que [, F(|v(x)])dz < C4, para algum C; > 0. Logo, dado p € [0, 1], temos, por (Hs)

/Q F(plo(a)])dz < cp° / F(lo(@) )dz < cCop?,

donde temos que

1 1 i
§HPUH?,M - / Fpo(x))dz > 5C; 2p* — cChp”.
Q

Além disso, de maneira completamente analoga, deduzimos que

1, - - L. o
SRy = [ Glottade = 5652 — cCapt,
Q

para algum Cy > 0.
Portanto, tomando K = ¢(C; + C), temos que, se ||[v||1.a = Cy !, entdo

I(pv, p0) > Cg2p* — Kp°,

para todo p € [0, 1]. Como, por hipdtese, o > 2, tomemos p; suficientemente pequeno tal
que
o0 = Cy%p2 — Kp? > 0.

Defina finalmente py = p1C;"'. Logo, sendo 2z € 9B,, N ET, entdo z = (pyv, p10), com
|v|li.as = Cyt, donde concluimos que

I(z) = I(p1v, p10) > 0y.

Antes do préximo resultado, observemos que, da hipdtese (Hs), podemos extrair duas
conclusoes:
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1. Para todo t > ty, temos

donde vemos que

/t: gdf < /t: 2:((:)) dr

e, conseqiientemente, existe C' > 0 tal que
t <CF(t), Vt>t,.

Sendo assim, t < F e portanto, Lp(Q) — L(Q2), continuamente. Obviamente, de
maneira andloga, temos também a imersao continua Lg () < L().

2. Existem K > 0 e K; > 0 tais que F(t) > Kt — K; sempre que t > 0. De fato,
se t >ty entdo, pelo que foi visto acima, temos F(t) > Kt’. Agora, se 0 < t < t,

pondo
K, = max |F(r) — K7,

0<7<to

temos entdao F(t) > Kt — K|, e portanto, a afirmacao desejada. Mais ainda, pela
paridade de F', temos que

Fit)> K|t| - K, Vt. (4.6)
Analogamente, temos
Gt)>K|t| - K, Vt. (4.7)
Considere agora uma base de Schauder {e;} em W Ly, de forma que ||(eq,€1)||r = 1.
Defina assim, para cada par de constantes Ry, Ry, o conjunto

Qro.r, = {r(el,’él)q—w cw e B Jw||p < Rye0<r< Ry}

Lema 4.3 Euxistem constantes Ry e Ry positivas, tais que I(z) < 0 para todo z €
0QRy vy, onde OQ g, r, refere-se a fronteira do conjunto Qr, r, com respeito ao subespago
< (61751) > + .

Prova: Estudamos separadamente trés subconjuntos que formam a fronteira de Qr, r, -

(i) Primeiramente, suponha que z € 0Qg, r, N E~, onde Ry e Ry sdo duas quaisquer
constantes positivas. Consequentemente, z = (w, —w), e

I(2) = /Q V(2)V(—(z))dz — ( /Q Flw(z))dz + / G(—@U(m))dm)

_ /Q Vu(2)Vi(e)de — ( /Q Flw(x))dz + /Q QG(@@))@)
=l - ([ P+ [ c@e) <o
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(ii) Sez=r(e;,é1)+(w, —w) = (rel—l—w,re/l-\—/w), com |[(w, —w)||g = Roe 0 <r < Ry.
Provemos que podemos encontrar, caso R; = 1, R’ suficientemente grande tal que, se
z € 0Qg 1, entdo I(z) < 0. De fato,

—_—

Iz) < /Q V(rer + w)(@)V (rer = w)(z)dz

- /QV(Qrel —rep+w)(x)V(re; —w)(z)dx

—_—

= — /Q V(w — rel)(a:)V(w/:r/el)(x)d:U - 27"/ Ve (z)V(w — rey)(x)dx

Q

= —|lw—reliy,+ 27“/ Ve (z)V(re; — w)(x)dx
0

—~—

< —lwliy - IIT‘61I|§,M+2||7“€1||1,M||w||1,M+27“/Vel(ﬂf)V(Tel —w)(z)dx
Q

2 2 —_ N —
—llwll¥ar = llrealliar + 2lrenlluallwlian + 2rlledlimllrer = wlly, o)

—llwl ar = llreall¥ ar + 2llrelliarllwll + 2rlledlimlirer — wllim

< —llwliar = llreallf ar + 4rllealliarllwllar + 2% leallt o

< —llwli e+ Arlwla +

< —||w||iM+4||wH1,M+1. (4.8)
Portanto, tomemos R’ suficientemente grande para que, se ||(w, —w)||z = R’, entdo

—|lwll} zr + 4llwllie +1 < 0. Portanto, I(z) < 0 se z = r(ey, 1) + (w, —w) com
|(w, —w)||g = R’. Tomando agora p > 1 entdo, para 0 < r < p, |[(w,—w)||g = pR’
e z =r(eie1) + (w, —w), temos também, por homogeineidade, I(z) < 0.

(iii) Finalmente, resta-nos encontrar entao R; tal que z = Ry(ey, €;) + Ry (w, —w), com

|(w, —w)||p < R’ satisfaz I(z) < 0, uma vez que, tomando Ry = R R’, temos o resultado
requerido.

Considere entdo z = o(ey, &) Fo(w, —w) = (oe; + aw,aejt;w), com |[(w, —w)|g <
R'. Assim, devido a (4.6) e (4.7), temos

I(z) < o®ler + wllialler — w1, vy —

— Ko’ (/ leq +w|(x)9dw+/ \q/:/zu\e(a:)da:) + K.
0 0

Provemos agora que

oo = inf /6 +w xedm+/e/:/zuexdx}>0.
° ||<w,m>ESR'{ Q|1 @) Q|1 )

Raciocinando por absudo, suponha que existe (w,) em Wy Ly, tal que ||(w,, —w,)||z < R’

lim (/ ‘€1+wn’9<:€)d£€+/ |emn’9(x)dx) =0.
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Logo, existe w € Wi Ly tal que w,, — w para alguma subsequéncia de (w,,).

Por hipdtese, temos que F' << M, e, sendo assim, temos a imersao compacta
WLy — Lp. Além disso, vimos, da hipétese (Hy), que Ly — LY. Portanto a imersao
WLy — L existe e é compacta. Logo, w, — w fortemente em L°. Pela continuidade
da funcao ~, temos que el/:ﬂn — el/:ﬂn também em L, donde concluimos que
ller + wllo + |jer — wllg = 0. Ou seja, e = w e e; = —w, o que é um absurdo. Portanto,
por (4.8), temos

I(z) < pP(1+1")* = Kp'do + K3, Vp >0,

donde é possivel tomar R; suficientemente grande tal que

I(z) S RI(1+ R')* — KRS+ K3 < 0.

4.2.3 A condicao de Palais-Smale

Nesta subse¢ao provamos uma proposicao que nos dara as condigoes necessarias para
que o funcional satisfaca a condi¢do de Palais-Smale (em espagos de dimensao finita),
requeridas na hipétese do Teorema do passo da montanha generalizado.

Proposicao 4.2 Seja (u,, Uy,) uma sequéncia em E tal que

(1) I(wm,Upm) = ¢+ 0 onde 6, — 0 quando m — oo.

(12) |]/(Umafﬁm)(777§)| S 5m”<n7£)||E7 Onde 7775 € {O,Um,Um} €Em — 0 quando m — 0

Entao existe C' > 0 tal que

||um”1,M é Ca Hgm 1,(N) S Ca

/Q F (tn () Yt (2)dz < C. / (T ()T () < C,

/Q Flup(2))dz < C, /Q G (B (2))dz < C.

Prova: De (I;) temos

/SZVum(:E)V'ﬁm(x)dm — /QF(um(x))dx - / G (U (z))dz = ¢ + . (4.9)

Q
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Tomando (1,€) = (U, 0y,), entao

‘2 /Q Vit (2) Vi () — /Q Ftm ()t () d— /Q (@) ()| =

(4.10)

= " (tn, V) (i, V)| < [ (U, O || 5

Assim, por (Hj), (4.9) e (4.10),

(0—2) /Q F () +G (@) ]de =

IN

IA

<

i /Q [F () +G (T +

+ /Q OF (up)de + /Q 0G () dz
i /Q (F () +C (T +

+ /Q F () umda + /Q 9T inde + K
2| Lvavamdx— /F(um)dx— /G(iim)dx‘ 4

Q Q

—|—‘Q/VumVGmdx—/f(um)umdx—/g(ﬂm)'ﬁmdx‘ + K
Q Q

Q

donde, tomando Cy = max{2,2c + K}, temos

(6—2)/()[F(um(m))+G(’ﬁm(x))]dx < Col1+ b0 + Enll (s o) 1 5).

Como # > 2, temos entao,

/QF(um(:c))dZC < Co(1+ b+ €l (trn T | )

/QG(’ﬁm(x))da: < C’o(l + 0,y + 6m||(um,5m)||E)

Por (4.9), (4.11) e (4.12), temos

/Vum(x)V5m(:r)d:x =

Q

(4.11)

(4.12)

¢+ b ~|—/F(um(x))d:ﬁ~l—/G’(1~1m(m))dm

Q Q

Tomando C; = 2C, + max{c, 1}, temos que

Q

/Vum(x)V5m(x)dx < CL 1+ 0 + el (tm, Un) || £)-

(4.13)
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Combinando (4.10) e (4.13), deduzimos que

/f(um)umdx+/g(i7m)i7mdx < enll(Um, o) E +2/Vum(x)V5mdx
Q Q Q

IN

onde Cy = 2C 4+ 1. Conseqiientemente, podemos concluir que

/Qf(um(x))um(:c)d:c < o146+ | (s T 12)

/g(’ﬁm(x))am@)dx < o146+ em | (s T) ).

Precisamos provar, portanto, que a seqiiéncia (||(um, ) || E) ¢ limitada.

Tomemos (n,£) = (0, U,,) em (I2). Assim,

Vit (2)Vy(z) — | g(Un(2))ty,(x)dx
J J

donde temos que

HumniM»—]Qg@zxx»amcwdxfsemnamwuwy

Consideremos « tal que || - [|(x,) < K] - [[1,0v) € tomemos

AL
Wl

Conseqiientemente, ||(7m||17(N) =1/ke ||(~]m||(N*) < 1. Por (4.16), temos entao,
s < 2t 5 [ 9 (0)Tn(z)d
Q

Notemos que, como G << N, temos que existem o > 0 e § > 0, tais que
/ G(Up(z))da < a/ N, (U, (2))dz + 8,
Q Q

donde temos que

l/ge(ﬁm@)m <148

o

Além disso, do fato de GG ser N-fungao, sabemos que

ab < G(a) + g *(b)b.

5

Emll (s U ) || 242C1 (140 +Em | (tn, T | )

< &m0, tm) |5 = eml[tmll1,ov

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Tomando y = g(v,(x)) e b = U, (z), temos

90 (2))Un(2) < G(Upn(2)) + V()9 (0 (). (4.19)
Combinando entao (4.15), (4.17), (4.18) e (4.19), temos
funlhar < [ [GTn(w) + Tn(x)g(n(a))]d + £
0
< ka(l+4 B) + KOy (1+0m~+em||(tm, Om) || E) + em
< [ka(14 B)KCo] (148m+em|| (W, Un)l £) + Em-
Logo, se C3 = /ﬁ[a(l + ﬁ)Cg], temos entao que
|1, < €m 4 Cs (148 +em || (U, V) E)- (4.20)
Agora, de maneira completamente andloga, considerando em (I3) (1,€) = (vm,0),
podemos estimar ||vy,| 1,7, deduzindo que existe Cy > 0 tal que
O l1,v) < Em + 04(1+5m+5m|\(um,5m)HE). (4.21)
Somando (4.20) e (4.21), temos
[, T)ll2 < Cs([tmll1a1 + [l 1)
< 052 + (Cs + Co) (1+0m 4| (i, ) | 2)]
e , tomando, Cg = C5(C3 + Cy), entédo
(1 - CG‘gm)H(uma 5m)||E S 2058771 + C6 + CG(Sm;
donde temos que
H(u o )” 205€m + 06 + 06(5m
my Vm)||E = 1_— 06€m
< C. (4.22)

Combinando (4.11), (4.12), (4.14), (4.15), (4.20) e (4.21) com (4.22), temos demonstrada

esta proposicao.

4.2.4 Reducgao ao caso finito

¢

Considerando as variedades E e E~ e admitindo temporariamente, apenas para efeito
de analogia, o espago vetorial (F, +, -), observamos que, uma vez que temos £ = E+ @ E~
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e os Lemas (4.2), (4.3), podemos comparé-los com as hipéteses (1) e (Iz) no Teorema 2
no Apéndice. Porém, o fato de E* e E~ serem espacos de dimensao infinita nos impede
de usar tal teorema. O que fazemos entao é uma aproximacao por dimensao finita desses
espacos.
Tomemos entdao a base de Schauder {e;} de WLy, considerada no Lema (4.3).
Definamos
E,=<e, - ,e,>

E,={t: veE,)}.

Definamos também ET e E, dados pelas restrigdes das variedades E™ e E~ ao espago
E,,, respectivamente. Isto é,

E; ={(u,u): ue E,} e E; ={(u,~u): u€E,}.
Como no Lema 4.2.1, temos que

A continuidade da funcao til e a soma til definida em (4.4) nos permitem definir as
seguintes “projecoes” continuas:

P, . Ef®E, — Ej P;(u,m:(“_”,—“_v),

n > 2
Pr: Ef & E. — EI P;(u,a):(“;“,“;“)

Consideramos ainda o seguinte conjunto:
Qn = {wir(el,eﬁ): wEE;,HwHESROeOSTgRl},
onde Ry e R; sao obtidos no Lema 4.3, e também a classe de funcgoes:
H,={he€C(QuE & E,): h(z) =z sobre Q. } ,

onde aqui, tomamos d@Q),, como a fronteira de @,, relativa ao espago E, & E;.

Uma vez que estamos considerando as variedades Ef e E. | no lugar de subespagos
vetoriais, como no Teorema do passo da montanha generalizado dado no Apéndice,
recorremos a um lema de “linking”, que segue a mesma linha de raciocinio utilizada
na proposicao 1 deste mesmo apéndice.

Lema 4.4 O conjunto h(Q,) NOB,, N E é nao vazio, para qualquer h € H,, onde py é
obtido no Lema 4.2.
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Prova: Devemos provar que existe (u,v) em @, tal que
(o, )| = po e Py (Tuo, 3)) = 0. (4.23)

Seja (u,7) = w + s(ey,€1) € Qn. Definamos, para cada ¢t € [0,1], a funcdo continua
¢ Qn — E, + <(e1,€1)>, dada por

er(wts(er,e1)) =tP, (h(u,0))+(1 — tyw+[t|| B} (h(u,v)) HE + (1L —t)s — po](e1, €1).
Observamos que para qualquer (u,?7) = w + s(ey, €;) em 9Q,,, temos

P (h(u,0)) = P, (u,0) =w

n

|27 (h(w,0)) || 5 = lIs(er. €)]le = s,
donde temos que
pr(wts(er, 1)) = w + (s — p)(er, &1).
Redefinimos py satisfazendo 0 < py < Ry, de forma que, para qualquer
(u,v) € 0Q,, temos
oi(u,v) # (0,0), Vt € [0,1].

Sendo assim, temos que

wo(wFs(er, 1) = w + (s — po)(er, é1)

¢ homotopico a

@l(w + 8(61,51) = P;(h(u,ﬁ)) —T— (”P;(h(uﬁ))”]; - po)(elvgl)'

Utilizando as propriedades topoldgicas do grau em variedades orientaveis de dimensao
finita (vide [18]), temos que o grau das fungdes ¢; com respeito a @, e (0,0) estd bem
definido e

d(@h QTH (07 O)) = d(@o, QTM (07 0))
Além disso, po(e1,€1) € @, ¢é o tnico elemento que satisfaz ¢g(po(er, 1)) = 0. Portanto,

d(0, @Qn, (0,0)) = 1, donde concluimos que existe (u,v) € Q,, tal que ¢1(u,v) = 0. Isto é
equivalente a afirmar (4.23). ¢

Definindo, portanto,

— inf I
¢n = inf max (h(2)),

uma vez que, em virtude dos Lemas 4.2 e 4.4,

max [ (h(z)) > 09 >0, Vhe H,,

2€Qn

temos
cp, > o9 > 0.
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Observemos também que uma vez que Idp+ z p- € H,, temos, para

z=r(e, &) T (u,—0) = (rey +u,re; — u) € Qn,

I(2)

IN

/ V(rei +u)(z)V(re; — u)(z)dz
Q
< —ullfy +4Arflulliag +r* <K,

onde estas desigualdades foram determinadas na demonstracao do Lema 4.3. Conseqiien-
temente, temos que
¢, <max/(z) < K,

ZEQn

para alguma constante K > 0. Consideremos (u,,v,,) uma seqiiéncia de Palais-Smale
em EY @ E,, isto é,

1. (I(wm,Vm)) é sequéncia limitada e
2. 1" (U, V) — 0.

Sendo assim, existe uma subseqiéncia (U, vy,) satisfazendo as hipdteses (I;) e (I2)
da proposigao 4.2. Por esta mesma proposi¢ao, temos entdao que (U, v,,) é limitada.
Uma vez que EF ® E. tem dimensao finita, uma nova subsequéncia pode ser tomada
convergente e portanto, temos que | g+ & p- satisfaz a condigao de Palais-Smale. Pelos
Lemas 4.2 e 4.3 e pelo que foi visto no Lema 4.4 podemos demonstrar, utilizando os
mesmos argumentos de contradicao na demonstracao do Teorema do passo da montanha
generalizado no Apéndice, que ¢, é valor critico de I|g+ 5 p-, para cada n, com pontos
criticos correspondentes z, € ET ® E~. Observamos também que, de acordo com a
proposigao 4.2, temos que a sequéncia de pontos criticos z, é tal que ||z,||z < C.

4.2.5 Existéncia de solucao fraca

Prova do teorema 4.1: De acordo com a tltima subsecao, sabemos que existe
uma seqiiéncia (z,) tal que, para cada n, z, € E, X E,, I(z,) < ¢, € |00, K] e
(1 EoxEn ) "(2,) = 0. Além disso, temos que ||z,]|z < C. Tomemos entdo uma subseqiiéncia
de (z,) tal que z, = (u,,v,) = z = (u,v), para algum z € E. Novamente pela proposi¢ao
4.2, temos que [, F(uy(2))de < C, [ G(0p(2))de < C, [, flun(2))u,(z)de < C e

Jo 9(Un(2)) 0y (x)dz < C. Utilizando entao o Lema 2.1 em [7], concluimos que
flu,) — f(u) e g(v,) — g(¥) em L'

Tomando (0,7) e (£,0) € E, X E, em (4.3) e uma vez que ([|EHXE;)I(Un>77;L) = 0, temos
portanto,

/V%(m)Vf(m)dw:/f(un(x))f(x)dx, VéEe B, (4.24)
Q Q

/ V(1) Vi) de = / o(G(@))i(x)dz, Vi€ By (4.25)
Q Q
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Fixemos agora § € |, oy En. Assim £ € Ej para algum k € N. Por defini¢ao dos espacos
E,, temos entdo que £ € E; para qualquer j > k. Sendo assim, temos, por (4.24), que

/Q Vi, (2)VE(x)dx — /Q Flun(@))E(@)dz, Yn > k. (4.26)

Tomemos n — oo em ambos os membros da equagao (4.26). Pelo lado direito, uma vez
que v, — v, temos que

lim VUNn($)Vf($)d$:/QVQNJ(ZE)Vf(ZL‘)dZL‘. (4.27)

n—oo Q

Pelo lado esquerdo, observemos primeiramente que se & € E, entao & € WjLy,. Por
definicao, tomemos uma seqiiéncia de fungoes (£;) em C5°(£2) tais que & — & em W) Ly,
Observemos que para cada k fixo, temos que

/fun )&k ( dx—/f z)dx

Agora, uma vez que & — & e WiLy — L', temos que, para alguma subseqiiéncia
&(x) — &(x) em quase todo ponto. Logo, fixado w € E,, temos que

fw(x))&e(x) — f(w(x))E(z)

em quase todo ponto. Uma vez que | f(w(x))& ()| < || |lsolf(w(x))| e f(w) € LY, temos
pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

< NI&kllsol f (un) = f(u)]ls = 0.

x))k(x dm—/f x)dx| — 0, Yw € E,,
quando k — oo. Conseqiientemente, temos que para todo & € |J, ey En:
nlg& f(un x)dr = / f(u (4.28)
Sendo assim, pondo (4.27) e (4.28) em (4.26), temos
/W )WVE(x dx—/f {(r)de, Ve | E. (4.29)
neN

Partindo agora de (4.25), por um processo inteiramente analogo, deduzimos também
que

/Q Vu(z)Vi(z)de = /Q g(0(x))ij(x)dz, Vi€ | ] En. (4.30)

neN

Temos que provar que UneNE; é denso em E = WyLy x WyL(n). De fato, uma

vez que, por defini¢ao, |J, oy En ¢ denso em WLy, entdo |J, .y En ¢ denso em Wy Ly,

neN
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pois ~ é homeomorfismo. Sendo assim, dado, ({,7) € E e tomando uma sequéncia
(60,77) € Upen(Bn % Ey), tal que (€, 7) — (€,77) em B, temos que

/ Vo(x)VE(z)de — / Vo(z)VE(z)dx
Q Q
e, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,
[ @)@~ [ flut)ea)ds
Q Q

Donde, por (4.29), temos

/Q V() VE(r)de — /Q Flu(a)e(@)de, VE e WLy,

Analogamente, por (4.30), também temos

/Vu(x)Vﬁ(x)dx:/g(’ﬁ(m))ﬁ(z)dm, V7 € W, L.
Q Q

Portanto, (u,v) é um ponto critico de I, e, conseqiientemente, solugao fraca do sistema
(4.1).

Resta-nos mostrar que (u,v) é nao trivial. Suponha, por contradicao que
(u,v) = (0,0). Tomemos entdo uma funcdo Fj, A-regular, tal que F(z) < Fi(z),
f(z) < fi(z) Vo € RT, e Fy << M,. Uma vez que u, — u = 0, temos que ||u,l|(m) — 0,
pois a imersao Wi Ly — L(p,) é compacta. Sendo assim, temos que, tomando ng tal que
|tn|(m) < 1, para todo n > ng, vale

[ Plun@)is < [ Fifun(a))ds < fall sy "= .
Q Q

Uma vez que F} é A-regular, temos que zfi(x) < c¢Fi(x), para algum ¢ > 1, e portanto,

0< /Qf(un(x))un(x)dx < /Qfl(un(x))un(a:)da: < c/QFl(un(x))dx — 0.

Portanto, tomando £ = u, em (4.24), temos que [, Vu,(2)VU,(z)dz — 0. Além disso,
uma vez que G << A, e Uy, — U =0 em WjL(yy,temos 0, — U em L. Isto implica
também que [, G(v,(z))dz — 0. Logo, concluimos que ¢, = I(uy, 0,) — 0, 0 que é um
absurdo, pois temos que ¢, > 0g, para qualquer n € N. Logo, (u,v) # 0. ¢
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Apéndice

Apresentamos aqui o teorema do passo da montanha, sob uma forma generalizada. O
capitulo consiste inicialmente num pequeno resumo dos principais resultados da teoria do
grau de Brouwer, necessarios para o desenvolvimento de tal teorema, e, posteriormente,
na apresentacao e demonstragao do mesmo.

Grau topoldgico em dimensao finita (Brouwer)

Definiremos uma funcao que nos dara informagoes quanto a existéncia, unicidade ou
multiplicidade de solucoes para equacoes da forma p(z) = b, onde p € C(,RY), Q Cc RV
aberto e limitado e b é um ponto fixado em RY. Tal funcdo é denotada por d e a cada
terno (¢, €2, b) associa um nimero inteiro d(p, 2, b) o grau de ¢ sobre € com respeito a b.
Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [2] ou [§].

Comecaremos definindo o grau para valores regulares de ¢ € C'(Q) N C(Q), isto &,
para os pontos b € RY tais que ¢'(z) é invertivel para todo x € ¢~ 1(b). Num segundo
momento, estenderemos a definicdo do grau para qualquer valor de ¢ € C2(Q) N C(Q) e
por fim, generalizamos a defini¢do para aplicacdes ¢ € C(€Q).

Denotamos por S, o conjunto dos pontos criticos de ¢, ou seja, o conjunto dos pontos
z € ) tais que ¢'(z) nao ¢ invertivel. Neste caso, b = ¢(z) é dito um valor critico (ou
singular) de ¢.

Definigao 1 Sejam ¢ € CH(Q)NC(Q) e b € RM\p(dQ U S,), onde Q C RN € aberto e
limitado. Entao definimos,

d(p, 0, b) = Xpcp1msgnt, ().
Modifiquemos a defini¢ao inicial de modo a abranger também valores singulares.

Definicao 2 Sejam Q C RY aberto e limitado, ¢ € C*(Q) NC(Q) e b & ¢(09Q).
Entao definimos, d(p,Q,0) = d(p,Q,b'), onde b' é um valor reqular de ¢ tal que
b} — b] < o(b, p(00)) e d(p,Q,b') é dado pela Defini¢io 1, onde

0(b, p(00)) = inf{|b — a| : a € (0N)}.

Generalizemos agora a definicao do grau para fungoes continuas suficientemente
préximas de fungoes C%(Q) N C(Q).

Definicao 3 Sejam Q C RY aberto e limitado, o € C(Q) e b € RN\p(09Q). Entdo

definimos d(p,S0,b) = d(¢,,b), onde ¢ € C*Q) N C(Q) é uma fung¢io tal que
| — ©lloo < 0(b, (02)) € 0 d(¢p,2,b) é dado pela Definigao 2.
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Principais propriedades do grau de Brouwer

d,) Continuidade em relagao a fungao. Sejam ¢ € C(Q,RY) e b ¢ ¢(09). Existe
uma vizinhanga V' de ¢ em C(£2,RY) tal que para toda ¢ € V,

b p(09) e d¥,Q,b)=d(p, QD)
d2) Invariancia homotépica do grau. Sejam H € C(Qx[0,1],R")eb ¢ H(0Q2 %[0, 1]).
Entao d(H(.,t),,b) é constante para t € [0, 1].

ds;) O Grau é constante em componentes conexas do RV\(99). Se b e b estdo na
mesma componente conexa de RY\¢(99), entao,

d(p,Q,b) = d(p, Q. b)

dy) Aditividade. Seja 2 = Uy, onde € e {25 sdo abertos de R tais que ;N = 0.
Se b ¢ p(0Q) U p(0€2) entao,

d(% Qa b) = d(@? Qla b) + d((,@, QQ? b)

Consequéncias das propriedades do grau de Brouwer

ds)
1 se be

ds) Se b & p(Q) entdo d(p,2,b) = 0.
d7) Se d(p, €, b) # 0 entdo existe zy € Q tal que p(zg) = 0.
dg) Sejam K C € fechado e b ¢ ¢(K) entao d(p,2,b) = d(¢, 2 — K, b).

O teorema do passo da montanha generalizado

Seja E um espaco de Banach real. Precisaremos de uma importante propriedade de
compacidade com respeito a funcionais em FE, chamada de condicao de Palais-Smale,
definida abaixo.

Definigao 4 dizemos que um funcional I € C'(E,R) satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale ou simplesmente (PS), quando qualquer seqiiéncia (uy) em E satisfazendo

1. (I(uy)) € seqiiéncia limitada e
2. I'(u,) — 0,
possui uma subseqiiéncia convergente.

Faremos uso do conhecido lema da deformacao, cuja demonstragao pode ser vista em
[16] e estd enunciado a seguir.
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Teorema 1 (lema da deformagao) Sejam E um espago de Banach real e I € C*(E,R)
satisfazendo (PS). Se ¢ € R, € > 0 ¢ O ¢ alguma vizinhan¢a de K. = {x € E;I(x) =
c e I'(x) =0}, entao existem e € (0,€) en € C([0,1] x E, E) tais que

1 7(0,u) =u, Yué€E;

2 n(t,u) =u, Vtel0,1], se I(u) ¢ [c—E,c+E|;

3 n(t,-) € um homeomorfismo de E sobre E para cada t € [0,1];
4 |[n(t,u) —ullp <1, Vte[0,1] eVue E;

5 I(n(t,u)) <I(u), Vtel0,1] eVue E;

Se As ={z € E;I(x) < s} entao temos ainda

6 (1, Ac:\O) C Ace;

7 Se K. =0 entao n(1,Acic) C Ao

8 Se I(u) € par em (u)entao n(t,u) é impar em u.

Podemos agora estabelecer o seguinte teorema do passo da montanha, devido a [16]:

Teorema 2 Seja E um espago de Banach real com E =V @& X onde V' tem dimensao
finita. Suponha que I € C*(E,R) satisfaz (PS) e

(I1) existem constantes p,a > 0 tais que I|pp,nx > o e

(I) existe um e € 0By NX e R > p tais que se Q = (BgNV) @ {re;0 <r < R} entdo
I‘aQ <0.

Entao I possui um valor critico ¢ > « que pode ser caracterizado por

c= }11161£ max I(h(u)),

onde
I ={heC(Q,E);h=1d em 0Q}.

Aqui, 0Q) refere-se a fronteira de ) relativamente a VB <e>.

Prova: Devemos provar que
c> a. (4.31)

Isto serd feito na proxima proposi¢ao. Suponha portanto que (4.31) é vélido. Entao, um
argumento padrao de contradicao mostra que ¢ é de fato um valor critico.

Claramente, supondo K, = (), tome € = /2 e sejam ¢,n € C([0,1] x E, E) de acordo
com o lema da deformagao. Assim, pelo item 7 temos,

I(n(1,h(u))) <c—e Yutal que I(h(u)) < c+e.
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Logo, tome h € T" tal que

< .
max I(h(u)) <c+e

E suficiente provar entdo que 7(1,h(-)) € I. De fato, se u € dQ entdo h(u) = u e
n(1,h(u)) = n(1,u). Uma vez que
I(u) SOSC—%:C—E,

temos que I(u) ¢ [c — &, ¢ + €], portanto

(1, h(u)) =n(l,u) =u Yu € 0Q.
Logo, n(1,h(-)) € I', uma contradi¢ao pois

c < max I(n(1,h(u))) <c—e.

Para verificarmos (4.31), estabeleceremos o seguinte resultado:
Proposicao 1 Se h € I', entao
h(Q)NIB, N X #.

Prova: Seja P : E — V o operador projecao. Assim, para cada h € I" devemos encontrar

u € (Q satisfazendo
P(h(u)) =0
it Pyt = (1.32)

Considerando Q como sendo o fecho do conjunto () com respeito & V@ <e>, temos que
seu € Qentdou =v+reonde v € BNV e0 <r < R, comv e r tnicos. Sendo
assim, podemos identificar @ como um subconjunto de R x V. Defina entdo um operador
¢:RxV —RxV, tal que

o(r,v) = (||(Id — P) (h(v + re)) e, P(h(v + 7"6))).

Uma vez que P é um operador continuo, temos entao que ¢ € C(Q,R x V). Tomando
entdao u € 9Q), como hlspg = Id, temos

¢(u) = ([[(Id = P)(h(w))|[s, P(h(u)))
= ([lu = P(u)||s, P(u))
(]v—l—re— (v+re)||p,v)
(||re||E, ) = (r,v) = u.
Portanto,
blog = 1d. (4.33)

Observemos ainda que (p,0) = pe +0 = pe € @, por (I3). Logo, se (r,v) € 0Q, temos
o(r,v) # (p,0). Agora, como V tem dimensao finita, temos d(gzﬁ, ,(p,0 ) bem definido
e, por (4.33),

(¢>Q ( Ps )) = d(Idan (P, O)) =1L
Portanto, pelas propriedades do grau em dimensao finita, temos que existe u € @) tal que
o(u) = (p,0) = pe. Isto é equivalente a (4.32), como querfamos demonstrar. ¢

85



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

Adams, R. A., Fournier, J. J. F., Sobolev spaces, second edition, Elsevier Science,
Oxford, 2003.

Berestycki, H., Methodes topologiques et problemes aux limites non lineaires, Thése
de Doctorat, Universite de Paris VI, 1975.

Brézis, Haim, Analyse functionelle, Masson, Paris, 1983.

da Costa, S. S. 1., Ezxisténcia de solu¢oes para uma classe de sistemas hamiltonianos
fortemente indefinidos, Dissertagao de Mestrado, UFPB, http://www.mat.ufpb.br/~
jmbo, 2001.

de Figueiredo, D. G., do O, J. M., Ruf, B., An Orlicz-space approach to superlinear
elliptic systems, Journal of Functional Analysis 224, no. 2, 471-496, 2005.

de Figueiredo, D. G., Felmer, P. L.,On superquadratic elliptic systems, Trans. Amer.
Math. Soc., 343, 99-116, 1994.

de Figueiredo, D. G., Miyagaki O., Ruf, B., Elliptic equations in R? with nonlinear-
ities in the critical growth range, Calculus Variations Partial Differential Equations
3, 139-153, 1995.

Deimling, Klaus, Nonlinear Funcional Analysis, Springer Verlag, Berlin, 1985.

Donaldson, T. K., Trudinger, N. S., Orlicz-Sobolev spaces and imbedding theorems,
Journal of Functional Analysis, 8, 52-75, 1971.

Fernadez, Pedro Jesus, Medida e integracao, Associacao Instituto Nacional de
Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 2002.

Gossez, J. P., Orlicz spaces, Orlicz-Sobolev spaces and strongly nonlinear elliptic prob-
lems, Trabalho de Matematica, No. 103, Departamento de Matematica, Universidade
de Brasilia, 1976.

Hulshof, J., van der Vorst, R, Differential systems with strongly indefinite variatonal
structure, J. Funct. Anal., 114, 32-58, 1993.

Krasnosel’skii, M. A., Rutickii, J. B., Convex Functions and Orlicz Spaces, translated
from the first Russian edition by Leo F. Boron, P. Noordhoff, Ltd. Groningen,
Holanda, 1961.

86



[14] Lima, Elon Lages, Curso de andlise vol.1, 11 ed., Associagao Instituto Nacional de
Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 2004.

[15] Orlicz, W. R.., Uber eine gewisse Klasse von Riumen vom Typus B in Bull, Int. Acad.
Polon. Sci. A, 8/9, 207-220, 1932.

[16] Rabinowitz, Paul H., Minimaz Methods in Critical Point Theory with Applications
to Differential Equations, CBMS Regional Conference Series in Mathematics, vol. 65,
AMS, Providence, RI, 1986.

[17] Rao, M. M., Ren, Z. D., Theory of Orlicz spaces, Monographs and textbooks in pure
and applied Mathematics, vol. 146, Marcel Dekker, Inc. New York, 1991.

[18] Niremberg L., Topics in nonlinear functional analysis, Courant Institute, New York
University, 1974.

87



