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Resumo

Neste trabalho definimos superficies discretas minimas e de curvatura média cons-
tante usando uma caracterizacao variacional. Estas superficies sao pontos criticos
do funcional area dentre as variagoes que preservam as condigoes de fronteira, as
estruturas simpliciais, e no caso de curvatura média constante nao nula, o volume.
Encontramos férmulas explicitas para exemplos completos, tais como o catendide e o
helicoide discretos minimos.

Calculamos a primeira e segunda variagoes da area e definimos o operador de
Jacobi discreto que nos permite falar de estabilidade para superficies discretas, tanto

minimas quanto de curvatura média constante H # 0.
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Abstract

In this work we define discrete minimal surfaces and discrete of constant mean
curvature surfaces using a variational caracterization. These surfaces are critical
points for the area functional amongst smooth piecewise variations which preserve
the boundary conditions, the simplicial structures, and (in the nonminimal case)
the volume to on side of the surfaces. We then find explicit formulas for complete
examples, such as discrete minimal catenoids and helicoids.

We calculate first and the second variations of the area and define the discrete
Jacobi operator that in allows them to speak of stability for discrete surfaces, in such

a way minimal how much of constant mean curvature H # 0.
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Introducao

Subvariedades C'* e, em particular superficies, com curvatura média constante
(CMC) tem uma longa histéria de estudo. Trabalhos recentes neste campo mostram
e confirmam toda uma maquindria geométrica e analitica desenvolvida durante cen-
tenas de anos. No entanto, superficies nao suaves sao também objetos matematicos
naturais, embora exista menos ferramentas para o estudo delas. Neste trabalho con-
sideraremos superficies discretas como uma malha triangular com a topologia de um
complexo simplicial que tem uma realizacao geométrica, em R3, de classe, pelo menos,
C°. Estes objetos tém sido levados mais & frente nas pesquisas geométricas pela com-
putagao gréfica. Definimos curvatura média constante (CMC) para superficies discre-
tas em R? de maneira que tais superficies sejam pontos criticos da drea para variacoes
que preservam volume, exatamente como no caso C'*°. Superficies discretas CMC tém
diferentes interesses e similaridades com superficies CMC C*°. Por exemplo, diferem
pelo fato que graficos minimos suaves em R? sobre um dominio limitado sao estéveis,
entretanto graficos minimos discretos podem ser altamente instaveis.

Veremos que um catendide discreto tem uma descricao explicita em termos da
funcao cosseno hiperbodlico, exatamente como o catendide suave tem; e um helicoide
discreto pode ser descrito com a funcao seno hiperbdlico, do mesmo modo que um
helicéide suave. Existem também superficies de Delaunay discretas que tem periodi-
cidade translacional, exatamente como as superficies de Delaunay suave tém.

Superficies discretas tém espago de variacoes admissiveis de dimensao finita, en-
quanto que no caso C'°, tal espaco tem dimensao infinita. Assim, no caso discreto,

o estudo de operadores diferenciais lineares reduz-se a algebra linear de matrizes e,
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claro, é muito mais facil trabalhar com estes operadores num espaco de dimensao
finita o que se torna uma grande vantagem sobre as superficies C'*°. Isto também
sugere um procedimento proveitoso para estudar o espectro do operador de Jacobi de

superficies C'* aproximando estas por superficies discretas.

O presente trabalho é baseado no artigo “Discrete Minimal Surfaces of Constant
Mean Curvature and their Index”da autoria de Rossman, W. & Polthier, K., que
utilizam superficies discretas para calcular ( ou pelo menos fazer uma estimativa) o

indice de superficies suaves.

No capitulo 1 deste trabalho apresentamos alguns exemplos de superficies minimas
e de curvatura média constante, estudamos a primeira e segunda variagoes da area e
definimos o operador de Jacobi, que nos permite estudar os conceitos de estabilidade

e indice de superficies minimas e de curvatura média constante para o caso C*°.

No capitulo 2, iniciamos com uma série de defini¢oes béasicas, revemos, para as
superficies discretas minimas e de curvatura média constante, os conceitos estudados
no capitulo 1 para superficies C'*°. Calculamos a primeira variacao da area e apre-
sentamos como exemplos de superficies discretas minimas o catendide e o helicdide, e

como exemplos de superficies discretas CMC, o cilindro e uma superficie de Delaunay.

No capitulo 3 calculamos a segunda variacao da area e definimos o operador de

Jacobi discreto, o que nos permite estudar estabilidade para as superficies discretas.



Capitulo 1

Superficies Minimas e de

Curvatura Média Constante

1.1 Introducao

Neste capitulo faremos um breve e introdutério estudo das superficies minimas em
R3, assim também como das superficies de curvatura média constante. Veremos que
tais superficies sao solugoes de um problema variacional envolvendo o funcional area.
Para tanto vamos obter férmulas para a primeira e segunda variacoes deste funcional.

No caso de superficies minimas a primeira variagao nos explica o uso da palavra
“minima” e a segunda variacao nos permitira definir os conceitos de estabilidade e
indice.

Para superficies de curvatura média constante precisaremos introduzir o funcional
volume, e veremos que estas superficies sao pontos criticos da area para variagoes
que preservam o volume. Os conceitos de estabilidade e indice, embora levemente

diferentes, sao essencialmente os mesmos que para as superficies minimas.



1.2 Superficies Minimas

Sejam M uma superficie compacta com bordo OM e X : M — R3 uma imersao.

Uma variagao de X é uma aplicacio C®° |, F: M x [ — R3 | [ = (—¢,¢), tal que:
i) F(z,0) = X(x)Vz € M.

ii) F(.,t):=F,: M — R? é uma imersao .

Se além disso F’ verifica,

iii) Fi o = X o

dizemos que a variacao fixa o bordo.

O campo E := F*a |,—0, onde g é o campo canonico ao longo de I, é chamado
campo variacional de F. Note que a priori F é uma seccao do fibrado TM & T M+,
e ¢é claro que se F fixa o bordo, entao E |,,, = 0.

Ao longo deste texto consideraremos variagoes normais, isto é, variagdes em que
E € TM+*. Quando isto acontece, podemos pensar o campo variacional F na forma
E = fN, onde f : M — R é uma fungao diferenciavel e N é um campo unitario
normal a M.

Sejam

At) = / dM; (1.1)
M

V(t) :_%[\A<Ft>Nt>th, (1.2)

onde d M, é o elemento de volume de M na métrica induzida por F}; e N, é um campo
unitdario normal a M;.

A(t) representa a drea de Fy(M) C R3 e V(t) é o volume algébrico de F;(M).
V (t) representa o volume, com sinal, de um cone construido sobre F;(M) com vértice

na origem. Claramente, V(¢) depende da escolha de uma origem de R3.

Definicao 1.1. Dizemos que a variagio F preserva volume se V(t) = V(0) para

todot € 1.



Lema 1.2. Sejam X : M — R3 uma imersdo e f : M — R uma func¢do suave por
partes tal que fM fdM = 0. Entao existe uma varia¢ao normal de X que preserva
volume e cujo campo variacional é fN. Além disso, se f |4, = 0, a varia¢do pode

ser escolhida de modo que fixe o bordo OM.

Demonstracgao: Seja ¢ : M xI — R uma funcao diferencidvel qualquer e considere

a variagao normal de X dada por

F: MxI — R3
(p,t) ~  F(pt)=X(p)+elpt)N

Definamos as fungoes ¢ e g por

{wmw = (p,o(p:t)),
g(p,t) = X(p) +tN,

de modo que o diagrama abaixo comute

Mx]i>/\/l><R

o

RB
Seja G(p,t) := det(dg(p,t)). Calculemos o volume V'(t),
t
V(t) = / / F*(dx Ndy N dz)
mJo
= / (Y o g*)dx Ndy Ndz
Mx[0,1]

0
= / G(p.e(p,t)) a_f dM N dt
Mx[0,¢]

t 3g0
[ ([ ) am

Agora tome ¢ solucao do problema de valor inicial:

o9 _ f(p)
ot G(p,p(p,t))’
¢(p,0) = 0.



Entao, em ¢t = 0 temos

a_f li—o = f(p) e G(p,t) = 1 e como fod/\/l = 0 por

hipétese, obtemos

V(t)=0Vtel

OF
Assim a variacao F' preserva volume e o campo variacional é — |,_, = f(p)N. O

ot
Denotemos por § o conjunto das fungoes reais sobre M que sao suaves , isto é:
F={f[M—R;feCF}. (1.3)

e Formula da Primeira Variacao da Area

Teorema 1.3 (Primeira Variagao da Area). Sejam M C R3® uma superficie,
D C R? um aberto, x : D C R?> — M uma parametrizacio de M e X : Dx I — R?
uma varia¢do normal de x, ou seja, X (p,t) = z(p)+tf(p)N(p), onde p = (u,v) € D
e f: D — R € diferencidvel. Seja A(t) a drea de X;(D). Entdo ,

A'(0) = —2/ fHdAM. (1.4)
D
Demonstracao: Ver apéndice.

Definicao 1.4. Dada uma superficie M, dizemos que M é minima se, e somente

se, a sua curvatura média H(p) € zero para todo ponto p € M.

A palavra “minima’”, neste caso, esta relacionada com o seguinte problema pro-
posto por Lagrange em 1760: dada uma curva I' fechada e simples, achar a superficie
de area minima que tem I' como fronteira.

Suponha que exista uma solucao M para o problema e considere a variagao normal
F, de M, t € (—¢,¢) dada por uma fungao f : M — R tal que f [ =0, ou seja, a
variacao fixa a fronteira. Como a area de M é minima, temos entdao que A(t) > A(0),
para todo t € (—¢,¢) e para toda variagao F;. Sendo assim, A’(0) = 0, para qualquer

f:M—Rtalque f|.=0.



Pela férmula da primeira variagao da drea, A'(0) = —2 [ wm JHIM ; a condigao
A’(0) = 0, para toda f, equivale ao fato que H = 0 em M. De fato, se H = 0, entao
A'(0) = 0 para toda f. Para mostrarmos que a reciproca é verdadeira, suponhamos
que A’(0) = 0 para toda f, e que existe um certo p € M tal que H(p) > 0. Escolhamos
f tal que f(p) = H(p), f >0, e que f =0 fora de um pequeno dominio D C M em

torno de p. Para tal f temos

A0) = — /M FHIM <0,

contradizendo o fato de ser A’(0) = 0, o que mostra que H(p) = 0 para todo p € M.
Concluimos que, se existe uma superficie M de area minima com bordo I', entao

H=0em M.

1.2.1 Exemplos

Encontrar exemplos de superficies minimas, nao é, em principio, uma tarefa facil.
Mesmo para o caso mais simples em que a superficie é grafico de uma fungao diferen-
ciavel z = f(z,y). Neste caso pode-se mostrar (veja apéndice) que a condicao H =0

é equivalente a equacao

conhecida como equacgao das superficies minimas.
Somente alguns anos depois de Lagrange ter obtido a equagao (1.5), Meusnier
mostrou que ela era equivalente ao fato que k1 +ko = 0, onde ky e ko sao as curvaturas

principais, e obteve duas solugoes nao triviais desta equacao :

e Catendide: Como a equagao (1.5) é complicada, e é razoavel supor que ela tenha
muitas solugoes , o que Meusnier fez foi verificar se existiam solugoes com propriedades
adicionais que simplificassem o problema. Por exemplo, verificou a existéncia de
uma superficie que, além de ser minima, fosse de rotagao . Neste caso a superficie

é determinada pela curva geratriz e a minimalidade da superficie impoe condi¢oes



adicionais a curva geratriz. Meusnier mostrou que a unica superficie minima de

rotagao , a menos de movimentos rigidos de R3, era o catendide (ver figura 1.1).

Figura 1.1: catendide Figura 1.2: helicéide

e Helicoide: Meusnier também encontrou outro tipo de solucao , por exemplo, adi-
cionando a equacao (1.5) a condi¢ao que as “curvas de nivel” f(z,y) = k sejam retas,

obteve uma outra solucdo, que neste caso, é um helicéide ( figura 1.2 ).

Scherk também tentou, sem sucesso, determinar todas as superficies minimas
regradas, isto é, aquelas que tém uma linha reta passando por cada um de seus
pontos. Este problema foi resolvido, finalmente, por Catalan, em 1842, que provou

ser o helicéide a tinica superficie minima regrada em R3.

Representacao de Weierstrass: Uma solugao satisfatoria para a equacao de La-
grange sO foi obtida por Weierstrass em 1866, aproximadamente cem anos apos a
definicao de superficies minimas. O resultado fundamental de Weierstrass é o seguinte:
Seja M uma superficie minima. Entao existem um dominio aberto e simplesmente
conexo D C C e duas fungoes , f holomorfa e g meromorfa, definidas em D, com
f(&) # 0 para todo £ € D de modo que um dominio de M pode ser representado

parametricamente por
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v = yRe [ =g,

€o

¢
y = %Re/g i(1+ g?) fde, (1.6)
3

: = Re/gogfdé“,

onde & € D e as integrais sao calculadas ao longo de qualquer curva unindo &, a
¢ € D. Reciprocamente, dadas f e g, e se as integrais acima estao bem definidas,
(1.6) representa parametricamente uma superficie minima. A parametriza¢ao dada
pelas equagoes (1.6) é usualmente chamada a representacao de Weierstrass.

Com esta representacao podemos obter outras superficies minimas. De fato, usan-
do esta representagao, e um amplo conhecimento sobre superficies de Riemann e
funcoes elipticas, em 1984, Costa obteve o primeiro exemplo de uma superficie minima
completa, mergulhada em R? e de género 1, hoje conhecida como superficie de Costa

(figura 1.3).

Figura 1.3: Superficie Costa de género 1.



A seguir, as expressoes correspondentes de f e g para algumas superficies minimas

conhecidas.
Catendide : D CC—0,g(&) =&, f(€) =1/€,
Helicdide : DCC—0, g(€) =¢€, f(€) = @/52
4
Sherck : D={¢eC;[ < 1} 9(§) =¢, f(§) = 1—¢2

Enneper : D=C,g(&)=¢,f(&) =1.

Maiores detalhes sobre a representacao de Weierstrass podem ser encontrados em

3] e [12].

e Formula da Segunda Variacao da Area
Seja M uma superficie minima, D C M um dominio limitadode M, e f : D — R
uma funcao diferenciavel definida em D, tal que f | op = 0. Considere a variagao

normal dada por f. Entao temos que

A"(0) = —/D(fAf — 2K f3)dA, (1.7)

onde K é a curvatura gaussiana de M e dA é o elemento de area.
A equagao (1.7) é denominada férmula da segunda variagao da drea. Ao leitor

interessado na demonstracao de (1.7), ver referéncia [11].

1.2.2 Estabilidade e Indice

Sejam M uma superficie minima e D C M um dominio limitado de M. Dizemos
que D é estavel se A”(0) > 0, para toda variagdo normal de M que fixa o bordo 0D
de D. Isto significa que D é um ponto (critico da drea) de minimo relativo para toda
variacao normal.

A procura de condigoes para a estabilidade foi de grande interesse aos primeiros
investigadores em superficies minimas. Porém, um resultado satisfatoério sé foi obtido

em 1974 por J.L. Barbosa ¢ M. P. do Carmo [1], conforme teorema a seguir.
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Teorema 1.5 (Barbosa, do Carmo). Seja M uma superficie minima orientdvel
em R3, compacta e com bordo OM, e seja g : M — S? a sua aplicacio normal de

Gauss. Se a drea de g(M) for menor que 2, entio M é estdvel.

O resultado do teorema acima é o melhor possivel no sentido que existem su-
perficies minimas nao estaveis cuja imagem esférica tem area 2w + ¢, onde ¢ > 0
é dado arbitrariamente. Uma aplicacao do teorema acima é que graficos minimos,
isto é, superficies minimas que sao gréficos de fungoes diferencidveis z = f(x,y), sao
estaveis. Por outro lado, um teorema de Bernstein afirma que se um grafico minimo
esta definido em todo o plano zy, entao tal grafico ¢ um plano. E de notavel surpresa
que o teorema de Bernstein possa ser estendido substituindo gréafico por estavel, como

no teorema a seguir.

Teorema 1.6 (M. do Carmo, C.K. Peng, Fischer-Colbrie, R. Shoen ). As
Unicas superficies minimas orientdveis do R3 que sdo estdveis e completas sio os

planos.

Os teoremas 1.5 e 1.6 nos dao um entendimento razoavel da estabilidade de su-
perficies minimas em R? e levantam a seguinte questao: suponha que uma superficie
minima nao € estavel. Como fazer para medir a sua nao estabilidade?

Se M nao é estavel, entao existe uma funcéo f : M — R com f|,,, = 0 tal que
A"(0) < 0. Agora observe que a equagao A”(0) = — [ (fAf — 2K f*)dA define uma
funcao de f

A"0) : § — R

[ ANONS) = = [p(FAS = 2K [?)dA. .
Denotaremos esta funcao por
I: §— R
I(f) = A"(0)(f)-
Consideremos a aplicagao
Les — 3% (1.9)



E claro que L é uma aplicacao linear simétrica cuja forma quadratica associada é
exatamente a aplicacao [ : § — R.

A aplicagao linear L é chamada de operador de Jacobz.

Como ¢é usual, define-se o indice da forma quadratica I como a dimensao do maior
subespaco de § no qual I é negativa. O indice de I nos fornece uma medida da nao
estabilidade de M. Tal indice é chamado o indice de Morse, Ind(M), da superficie
minima M.

E possivel mostrar que o operador L é diagonalizavel, ou seja, existe uma sequéncia

{\;};en de valores préprios de L tal que Lf +Af =0, e
M <A <Az < Apeee /400, (1.10)

Além disso, os auto-espacos associados tém dimensao finita, dessa forma podemos

escrever

I(f) :ZAi(fiafi)7 (1.11)

sendo f; uma funcao propria associada ao autovalor \;, ou seja, f; € S;, onde
Si=A{f € F:Lfi+Nifi=0}.

Decorre dai que ind(M) é o ntiimero de valores préprios negativos do operador L.
Uma conseqiiéncia de (1.10) é que o indice de uma superficie minima compacta com
bordo é finito. Além disso, sabemos que se M C M, entdo A\; > \; para todo i.
Logo, se M C M, entéao Ind(M) < Ind(M).

e Indice de algumas superficies minimas.

| Superficie |  Indice
Catendide 1
Enneper 1
Jorge-Meeks(n-noid) 2n-3
Costa 1
Costa (género k) 2k+3 (k < 37)

Tabela 1.1: Indice de algumas superficies minimas.
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1.3 Swuperficies de Curvatura Média Constante

Seja  : M? — R? uma imersao de uma superficie M? orientdvel no espaco
euclidiano R? e D C M um dominio relativamente compacto com bordo suave 9D.
A condigao de z ter curvatura média constante H = Hy # 0 é conhecida por ser
equivalente ao fato de = ser ponto critico de um problema variacional.

De maneira precisa, x tem curvatura média constante nao nula, se e somente se,
x é ponto critico do funcional area A(t) para toda variagdo que preserva volume.

Problemas variacionais do tipo acima sao chamados de problemas isoperimétri-
cos. Um procedimento padrao para encontrar pontos criticos de tais problemas é,
em analogia com o método dos multiplicadores de Lagrange, olhar para os pontos
criticos de J(t) = A(t) + AV(t) com A constante, para variagoes de suporte com-
pacto. Quando A = nHy, os pontos criticos para ambos os problemas sao os mesmos,
(veja 2] ).

A proposicao a seguir nos da uma caracterizagao variacional das superficies de

curvatura média constante.

Proposicao 1.7. Seja x : M? — R3 uma imersio. As sentencas a sequir sao

equivalentes:
i) x tem curvatura média constante Hy # 0.

ii) Para cada dominio relativamente compacto D C M com fronteira suave, e cada

variagdo ' : D — R3 que preserva o volume e fiza o bordo D, A'5(0) = 0.

iii) Para cada D C M como em (ii) e cada varia¢do (nao necessariamente preser-

vando volume) que fiza a fronteira 0D, J;,(0) = 0.

A proposicao acima (ver [2]) estabelece que, em relagao a primeira variagao , os
problemas variacionais (ii) e (iii) sdo equivalentes, e que os pontos criticos de ambos
os problemas determinam superficies com curvatura média constante ndo nula em R3.

No entanto, quando se estuda a segunda variacao de tais pontos criticos, as

equivaléncias acima nao acontecem.
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Sejam = : M? — R? uma imersdo com curvatura média constante Hy, # 0,
' : D — R3 uma variacdo de D C M que fixa o bordo dD e fN a componente

normal do campo variacional de zf. Denotemos por ||B|* = Z k? o quadrado da
i
norma da segunda forma fundamental B de z. Nestas condigoes , Barbosa e do Carmo

2] provam o seguinte

Lema 1.8. J/,(0) depende somente de f e é dado por

TH0)(f) = /D (—fAF — | BJ2f?)dM. (1.12)

Denotemos por §p o conjunto das fungoes reais sobre M que sao suaves e tém

média zero, isto é:
3’D::{f:M—>R;f€ C™ e /sz}.
D

Proposicao 1.9. A7,(0) > 0 para toda variagdo que preserva volume e fiza a fronteira

0D, se e somente se, J(0)(f) > 0 para toda f € Fp.

Demonstracao: Assuma que J7,(0)(f) > 0 para todo f € §p.
Seja ! : D :— R? uma variacao que preserva volume e fixa o bordo 0D, e seja
fN a componente normal do campo variacional de z'. Claramente f = 0 sobre 0D,

€ como
/ FAM = V'(0),
D

temos que f € Fp. Como z! preserva volume,
Jp(0) = Ap(0) + nHoVp(0) = Ap(0).

Pelo lema 1.8, J/(0) depende somente de f e, por hipétese, J5(0) > 0. Assim,
AL(0) > 0 para a variacgao a'.
Reciprocamente, suponha que A’%,(0) > 0 para toda variagdo que preserva volume

e fixa o bordo OD. Seja f € Fp e sejay, : D — R? a variacdo que preserva volume
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dada pelo lema 1.2. Para tal variagao , V/5(0) = 0 e JA(0)(f) = AL(0) > 0, como

queriamos demonstrar. 0

e Estabilidade
Para definir uma nocao de estabilidade para imersoes  : M — R3 com curvatura
média constante nao nula, escolheremos o problema variacional (ii) da proposi¢ao 1.7

que serd usado para caracterizar tais imersoes .

Definigao 1.10. Seja x : M? — R3 uma imersao com curvatura média constante
nao nula e seja D C M um dominio relativamente compacto com bordo 0D suave.
Dizemos que o dominio D € estdvel se A},(0) > 0, para toda variagio que preserva
volume e fixa o bordo OD. A imersao x, ou a superficie M, € dita estavel se todo

dominio D C M ¢ estdvel.

Obtemos diretamente, como corolario da proposicao 1.9, uma condicao para esta-
bilidade.

Corolario 1.11. D C M € estdvel, se e somente se, J},(0)(f) > 0 para toda f € §p.

Mostremos agora que a esfera S?(1) C R? é estdvel. Seja D C S? um dominio em
S?. Dada f € §p, podemos estendé-la a uma funcao suave por partes f : S — R
tomando f =0 em S?\ D.

Denotemos por p;(S?) o primeiro autovalor do problema
Ag+pug=0, / gdS = 0.
5‘2
E conhecido ( ver referéncia [6] ) que p1(S?) = 2 e que

(%) < ( / [VgPanry / M) (1.13)

para toda g : S? — R suave que satisfaz / gdM = 0; onde Vg denota o gradiente
2

de ¢g na métrica induzida pela inclusao S? C R3.
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Usando em (1.12) o teorema de Stokes e o fato que || B ||*= 2, obtemos para f,
THON) = [ (VS -2,
D
Como (1.13) ¢é satisfeita para a estensdo f, conclufimos que

T0)(f) = LAﬂVfF—zf%mM
e -2 /D fdM =0,

para toda f € §p. Sendo assim, S? é estavel.

e Operador de Jacobi

Nesta seccao daremos inicio ao estudo do espectro da segunda variagao para su-
perficies de curvatura média constante. Em particular, determinaremos explicita-
mente os autovalores e autofuncoes do operador de Jacobi para porgoes do catendide.

Seja x : M — R3 uma imersao de uma superficie compacta M em R3. Seja N
um campo de vetores unitario normal a x(M). Sejam F; uma varia¢do normal de z
e E(t) = fN(t) o campo variacional de F;, com f € §p.

Sejam A(t) e H a drea e a curvatura média, respectivamente, da imersao F;. A

férmula da primeira variacao da éarea, equagao (1.4), neste caso é

A'(0) = —2/ (HN, fN)dA,
M
e se H é constante, entao
A(0) = —2H / fdA.
M
Se V(t) é o volume de F;, como definido em (1.2), entao sabemos que

V'(0) = /M fdA,

ou seja, a variagao preserva volume se e somente se f tem média zero.
Assim, para variagdes que preservam volume, A’(0) = 0 e portanto, para tais

variacoes , x é um ponto critico do funcional area.
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A férmula da segunda variagao da area para variagoes F; que preservam volume,
veja [11], é dada por

d2
A//(O) R

= 25 A)

= [ (9P - am2 - 2)7yaa,
t=0 M

onde K é a curvatura gaussiana de M.
De maneira analoga ao caso de superficies minimas definimos o operador de Jacobi
como sendo

L:=—-A—4H*+2K . (1.14)

Note que, também neste caso, temos A”(0) = A”(0)(f) = [,, fLfdA.

Existem duas maneiras de definirmos o indice de uma superficie de curvatura
média constante: o indice geométrico de M, denotado por Ind(M), definido como
o indice do operador de Jacobi L sobre o espago §p, e o indice algébrico de M,
denotado por Indy (M), definido como o indice do operador L sobre o espago Cg°.

Note que para L definido no espaco de funcoes §p, a variagdo preserva volume,
e quando L esta definido no espago C§° a variagao nao necessariamente preserva
volume.

Temos, por [10], que Indy(M) > Ind(M) > Indy(M) — 1. Como é geometrica-
mente mais natural, queremos calcular Ind(M), mas Indy (M) é mais acessivel para

célculos que Ind(M), e eles diferem apenas por 1.

e Autovetores de L para o retangulo. Considere o retangulo minimo
M = {(z,y,0) € R*|0< 2 < 20, 0< y <o}

com coordenadas naturais (x,y) € R? e considere fungoes sobre M com condigoes
de fronteira de Dirichlet. Dessa forma, a equagao (1.14) se reduz a L¢ = —A¢, sendo

m2r?  nin? 2 mrr  nwy

—5  Pmn = sen sen , (m,n) € Zt x 77,
Lo Yo

v ZoYo Zo Yo




respectivamente, autovalores e autofuncoes da equacao

Ad+ Ap = 0. (1.15)
De fato, verificamos que
A¢m n - gb — + ¢ :
’ 0x? 0y?
0 2mm nmy mmr;} n 0 { 2nm mmx mry}
= — sen cos — sen cos
0x " o4/ToYo Yo Zo Y~ Yor/TolYo Zo Yo
2m?2m? nTy  mnx 2n?m? nmy  mnx
= sen sen sen sen . (1.16)

333\/ ToYo Yo Zo yg\/iono Yo o

Por outro lado,

m2n?  n?n?, 2 mrr  nmy
Aan®Pmn = {—=—+—5} sen sen
T Yo~ VToYo Zo Yo
2m?2n? mrx  nmy 2n2r? mrx  nmwy
= sen sen + sen sen : (1.17)

95%\/930?/0 o Yo y(%\/l"oyo o Yo

sendo assim, a soma das equagoes (1.16) e (1.17) verificam a equacao (1.15).

e Autovetores de L para o catendide. Considere o catendide dado pela aplicagao
conforme

®: (z,y) € R — (cosxcoshy, senzcoshy,y) € R?,

com R = S X [yo, y1]. E f4cil verificar que a métrica, o operador de Laplace-Beltrami,
e a curvatura gaussiana para o catendide sao

0? 0?
_ 0" o

ds* = cosh® y.(da® + dy?), A ,
s = cosh” y.(dx y°) o (y)

K = —cosh™y.

Lema 1.12. O catendide ® tem uma base L? de auto-funcoes para seu operador de
Jacobi L = —A + 2K da forma sen(mz)f(y) ou cos(mz)f(y), para m € NU{0}. A

fungao f € uma solugcao da equagao diferencial ordindria de sequnda ordem
fys = (m* — Acosh®y — 2cosh™?y) f, (1.18)
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com autovalor X € R de L e condi¢ées de fronteira de Dirichlet f(yo) = f(y1) = 0.

Além disso, os autovalores X e autofuncoes de L sao determinados pelas solugoes

da equagdo (1.18) com f(yo) = f(y1) = 0.

Demonstracgao: E conhecido que L, com respeito as condicoes de fronteira de
Dirichlet, tem um espectro discreto em R, e que, para todo A € R, ker(L — \) é
um espaco de funcoes suaves de dimensao finita. Dessa forma, uma base ortonormal
do espaco L? sobre R(com respeito & métrica ds?) pode ser obtida como um conjunto
de autofuncoes suaves de L satisfazendo as condicoes de fronteira de Dirichlet.

Defina o operador simétrico D = i—. Note que D é simétrico, de fato, para

ox
funcoes u e v que sao 2m-periddicas em x, temos
0 0
(a—z, V)2 + (u, 8_Z>L2 = / (g0 + ut,) cosh® ydady = 0,
R

o que implica dizer que o operador 9 é simétrico, e assim D é simétrico.

Note que DL = LD, assim D : ker(L — \) — ker(L — X\). Como D é simétrico,
ele tem uma base de autofunc¢oes em cada espaco de dimensao finita ker(L — A).
Assim, podemos escolher um conjunto de fungdes que é simultaneamente uma base
L? de autofuncoes para os operadores D e L. Desde que as autofuncoes de D sao da
forma €™ f(y), com m € Z, a primeira parte do lema esté provada.

Qualquer autofuncao sen(maz)f(y) de L satisfaz

L( sen(mz)f(y)) = Xsen(mz)f(y)
m? sen(mz) f(y) _ sen(ma) fyy(y) 2 sen(ma)f(y)
cosh? y cosh? y cosh? y

I

e um célculo similar acontece para qualquer autofuncao cos(mx)f(y). Sendo assim,

f satisfaz (1.18). O
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Capitulo 2

Superficies Discretas

2.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo principal a construcao de superficies discretas
minimas (catendide e helicdide), e de curvatura média constante (cilindro e superficie
de Delaunay). Para isso iniciamos com algumas definigdes basicas, demonstramos a
formula da primeira variacao da area e posteriormente definimos a curvatura média
H de uma superficie discreta através de uma relacao entre o gradiente da area e o

gradiente do volume da superficie discreta.

2.2 Definicoes Basicas

Nesta seccao damos uma série de definigoes necessarias para definirmos o conceito

de superficie discreta.

Definicao 2.1. Seja A = {a,, ..., ar} um conjunto de k+1 pontos em R™. Dizemos
que A € geometricamente independente se, e somente se, nao existe um hiperplano de

dimensao k — 1 que contenha o conjunto A.

Exemplo 2.2. O conjunto {ag, a1, a2} na figura 2.1 é geometricamente independente,

pois o tnico hiperplano em R? contendo estes trés pontos € o plano inteiro.
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@ (b)

Figura 2.1: Conjunto geometricamente ( independente (a) e dependente (b) ).

Definicao 2.3. Seja {ao,...,ar} um conjunto geometricamente independente em
R™. O simplexo geométrico de dimensdo k ou k-simplezo, o*, gerado por {aq, ..., ax}

¢ o conjunto de todos os pontos x em R™ para 0s quais existem niumeros reais nao

neqgativos Xg, . .., \p tais que

k k

=0 =0
Os numeros Ao, ..., \r sao ditos coordenadas baricéntricas do ponto x. Os pontos
ao, .. .,ar sao chamados vértices de o".

Definicao 2.4. Sejam o™ um n-simplezo e k < n. Um k-simplezo o* diz-se uma

face do simplexo o™ se, e somente se, cada vértice de o* é um vértice de o™.

Definicao 2.5. Dizemos que dois simplexos o™ e o™ sao propriamente juntos se, e
somente se, ™ [ o™ = & ou d™ () 0" € uma face comum a ambos os simplexos
(ver figura 2.2).

Definicao 2.6. Um complexo simplicial é uma familia finita K de simplexos geomé-
tricos que sdao propriamente juntos e tém a propriedade que cada face de um membro
de K ¢ também um membro de K.

O maior inteiro positivo r tal que K contém um r — simplexo diz-se a dimensao

do complexo simplicial K .
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A uniao dos membros de K com a topologia de subespaco euclidiano € denotada
por |K| e é chamada realizagdo geométrica de K, ou poliedro associado a K.
Um complexo simplicial consistindo de um numero finito de triangulos diz-se uma

superficie simplicial.

N A7 A S

@ (b) ©)

Figura 2.2: Simplexos propriamente juntos.

A A

@ (b) (©)

Figura 2.3: Simplexos nao propriamente juntos.

Definigao 2.7 (Superficie Discreta). Uma superficie discreta em R? ¢ uma malha
triangular T que tem a topologia de uma superficie simplicial K tal que |K| € pelo

menos de classe C°.

Note que a realizagdo geométrica | K| de uma superficie discreta 7 é determinada
pelo conjunto de vértices V = {py,...,pn} C R®. Assim pode-se identificar 7 com o
par (K,V).

Os simplexos de dimensao 0,1 e 2 de K representam respectivamente vértices,

arestas e triangulos da superficie discreta 7.
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Definicao 2.8. Sejam T wma superficie discreta com vértices num conjunto V e
T = (p,q,r) um triangulo de T com vértices p,q,r € V. Denotaremos por star(p) o
conjunto de triangulos em T que contém p como vértice e por star(pq) o conjunto de

triangulos de T que tém o segmento pq como aresta, isto é:

star(p) :=={T € T : T € um triangulo que tem p como vértice} , (2.1)

star(pq) :={T € T : T € um triangulo que tem pq como aresta} . (2.2)

A area de uma superficie discreta é dada por

area(T) == Z area(T),

TeT

onde drea(T) denota a drea euclidiana do triangulo 7' C R3.

2.3 Primeira Variacao da Area

Definicao 2.9. Seja V = {p1,...,pm} 0 conjunto de vértices de uma superficie

discreta T. Uma variagio T (t) de T é uma variagio C? dos vértices p;
pl(t) : [076) - Rg? CompZ(O) =Di, Vi= 17' <o, M.

A retidao das arestas e a planitude dos triangulos sao preservados com o movi-

mento dos vértices.

Lema 2.10. Sejam 7 uma superficie discreta e T (t) uma varia¢io de T . Entao, em

cada vértice p de T, o gradiente da drea é dado por:

Vpd'r’ea(’f):% S Jr—q), (2.3)

T=(p,q,r)€Estar(p)

0
onde J é uma rotagao anti-hordria de 5 no plano de cada triangulo orientado T .
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Demonstracao: Sejam T o triangulo Ap(t)gr e s(t) um ponto pertencente a aresta
7q, dado por

s(t)—r—i—<p(t) q_r> i

-, .
lg=rll/ llg =l
como na figura 2.4 abaixo.

r v=p'(t)

p(t)
(t)

Figura 2.4: Triangulo com vértice p(t) variando.

A area do triangulo T é dada por

rear) — 10 =@ llg —ri]

Seja a(t) a curva definida por:

entao

@(t)Zp(t)—r—<p(t> CI—T> q—r

-, .
lg =rll/ llg—rl
Assim, em t = 0, temos:

sﬁg)

Ve

Oé(0)=p—7"—<p—r, q—T> @7 , donde:
lg =7/ [lg—rl

p—s(0) = XNJ(g—r), AeR
e,

lg =]
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E «(0) =p'(0)— <p'(0), ”Z : :”> HZ : ::” . Assim, derivando (2.4) em ¢t = 0, temos

R N () N
o Mamm<p <qu—w>Hm—MWm—HH@ »

_lo=rl /, JeO
- mmmw<pwq—wJ@ »

<p’, @> : (2.5)

A primeira derivada da area de cada triangulo, pela regra da cadeia, é dada por

d
%drea(T )

d
—area(T)

p = (p/,V,drea(T)). (2.6)

t=0

Comparando as equagoes (2.5) e (2.6), obtemos

1

(', Vyarea(T)) = 5 (', J(g = 1)) ,

donde
1
V,area(T) = §J(q —r).

Logo,
, 1
V,area(T) = 3 Z J(g—r).

O volume de uma superficie discreta 7~ ( ver figura 2.5 ) é dado por:

vol(T) = % Z (p,g A1) = % Z (N, p)area(T),

T=(p,q,r)eT T=(p,q,r)€T

onde p é um dos trés vértices do triangulo 7' e N é o vetor normal orientado de T

isto é,
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Figura 2.5: Volume de uma superficie discreta.

Segue-se que

1
V,vol(T) = ¢ > oqnr (2.7)
T=(p,q,m)€T
e, pela regra da cadeia,
d
S vol(T) = Z;@, v, vol(T)). (2.8)

Observacao 2.11. Note que:

—

Y, vol(T) Z 2drea(T)Ng—p A(r—q)

T=(p,q,r)€star(p)

Portanto, se p é um vértice interior, entao a fronteira de star(p) € fechada e logo

Z pA(r—gq) =0. Sendo assim, quando p é um vértice interior, na equacao
Testar(p)
(2.7), podemos substituir ¢ Ar por 2 area(T) N.

No caso C*°, uma superficie minima é ponto critico do funcional drea para variagoes
que fixam a fronteira, e uma superficie de curvatura média constante é ponto critico
do funcional area para variagoes que preservam volume e fixam a fronteira. Definire-
mos superficie discreta de curvatura média constante de modo que sejam preservadas
as mesmas propriedades variacionais para os mesmos tipos de variagoes . Assim, con-

sideramos variagoes 7 (t) de 7 que fixam a fronteira 97 e que, além disso, no caso nao
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minimo, preservam volume. Tais variacoes serao chamadas de variagoes admissiveis.
A condicao para que uma superficie discreta seja ponto critico para alguma variacao

admissivel é expressa na definicao seguinte.

Definicao 2.12. Dizemos que uma superficie discreta 7T tem curvatura média
constante H se V,area(T) = H V,vol(T) para todo p vértice interior de T. Se

H =0, entao a superficie diz-se minima.

2.4 Exemplos

e Catendide Para derivar uma férmula para o catendide minimo discreto completo e
mergulhado, escolhemos os vértices sobre meridianos poligonais planares e os meridi-
anos colocados de modo que o traco da superficie tenha simetria diedral. Verificaremos
que os vértices que estao em um meridiano discreto ficam igualmente espacados sobre
a curva cosseno hiperbdlico. Este catendide discreto convergird uniformemente em
regioes compactas para um catendide suave quando a malha é refinada.

Iniciamos com um lema que prepara a construcao dos meridianos verticais do

catendide minimo discreto (figura 2.6(b)).

i S— 8

— ;
(a) - Catendide discreto com (b) - Construgao dos meridianos
malha triangular. verticais.

Figura 2.6: Catendide
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Lema 2.13. Suponha que temos quatro vértices dados por p = (d,0,e),
¢ = (dcosO, —dsenb, e), g = (a,0,b), e g3 = (dcost,dsenb, e), para nimeros reais
a,b,c,e, e um angulo 0 tal que b # e. Entdo existe uma escolha de niumeros reais
x,y e um quarto vértice qu = (,0,y) tal que a superficie discreta formada pelos qua-
tro triangulos (p,q1,q42), (P, q2,q3), (P, 43, 94), € (P, qs, 1) € minima se, e somente se,
2ad > (e — b

1+ cosf’
Além disso, quando x ey existem, eles sao unicos e sao da forma

2(1 + cos0)d® + (a + 2d)(e — b)?
2ad(1 + cosf)(e — b)? ’
y = 2e—0.

Demonstracao: Ver apéndice.

O lema a seguir mostra que a mesma condi¢ao dada no lema anterior é necessaria
e suficiente para que dois pontos estejam sobre a curva cosh. Que estas condigoes
sejam as mesmas ¢ de fundamental importancia na demonstracao do teorema 2.15

onde mostramos a existéncia de catendides discretos.

Lema 2.14. Dados dois pontos (a,b) e (d,e) em R* com b # e, e um angulo 6 com

0] < 7, entao existe r € R tal que estes dois pontos estiao sobre a curva

AV
t barccosh <1+iu)} ,t> ,teR

e — 7214 cosf

3(6) = (roost |

(e = b)?

se, e somente se, 2ad > .
’ ’ 1+ cosé

Demonstracao: Seja 5 = sem perda de generalidade, podemos supor

V1 +cosf’
que 0 <a <dequee>0,de modo que —e < b <e.
e Afirmacao 1: Existe r € R tal que os pontos (a,b) e (d,e) estdo sobre a curva

v(t) se, e somente se,

52 d\ d
arccosh 1+ﬁ = arccosh . — sign(b)arccosh - (2.9)
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e Prova da Afirmacao 1: Suponha que exista r € R tal que os pontos (a,b) e

(d,e) estao sobre a curva y(t). Entao,

h b ccosh [ 14 o = (2.10)
reosh | ——ar S| = :
e
o b1+ o d (2.11)
T oS arccos — || =d. :
e—b 72
Das equagoes (2.10) e (2.11) obtemos, respectivamente
gn(b) h (a) b arccosh | 1+ o (2.12)
arccosh | — ) = r — :
sign(b)ar . p— I
e —~
d 52
arccosh <—> — % _arccosh <1 + —2> : (2.13)
r e—b r
onde
) 1, se b>0
sign(b) =
-1, se b<O0.

Fazendo a diferenca entre as equagoes (2.12) e (2.13) obtemos a equagao (2.9).
Para a reciproca, basta observar que se os pontos (a, b) e (d, e) satisfazem a equagao

2.9, entao eles estao sobre alguma translagao vertical da curva ~(t).

e Afirmacao 2: Fixado r € (0,a], a equagao (2.9) tem solugado se, e somente se,
d [ 2 2 0 52
SryS o) (Y S —1) =14+ S+ 24+ 2, quando b< 0 (2.14)
r r? r r? r2 r r?

ou

d 2 2 3\2 g 3\2
S ) (2o 1) =1+ 2 2 %2+, quando b>0. (2.15)
r 72 r 72 rz oy 72
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e Prova da Afirmagao 2: Suponhamos que a equagao (2.9) tem solugdo. Vamos
considerar o caso em que b < 0, o caso b > 0 ¢é anélogo.

Para b < 0, a equacdo (2.9) se escreve na forma

d a 52
arccosh | — | + arccosh (—) = arccosh | 1+ — . (2.16)
r r r
Aplicando cosh a ambos os lados da equacao acima, obtemos
52 d
1+ — = cosh {arccosh ( ) + arccosh (9)}
r r
_ \/ £ _ 1\/ -1
d d?
T )
r r r r
Da equagao (2.16), tomando senh, obtem-se
d iz 5 52
— — — - 1= - + .
r r r

donde resulta a equagao (2.9). A reciproca é elementar.

Sejam f,g,h:(0,a] — R as fungdes definidas, respectivamente, por;

525 52
f(?") = 1+ﬁ+; 2+7“_27

d d? a a?
- (24428 1 2 4
9(r) (r + 72 ) (7’ + 72 > ’
d d? a a?
h(r) (r + 72 ) (7‘ r2 >

Observe que f(r) corresponde a expresssao a direita na igualdade da equacao
(2.14), e g(r) e h(r) as expressoes a esquerda nas igualdades das equagdes (2.14) e

(2.15), respectivamente.
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e Afirmacao 3: Parar € (0,a], o sistema de equagoes

{ f) = (r) .
f(r) = h(r)
AV
tem solucao se, e somente se, 2ad > u.
> 1+ cosf

e Prova da Afirmacgao 3: A fungao f : (0,a] — R (ver figura 2.7) tem as seguintes

propriedades:

1. E decrescente.

2. f(a) > 0.

3. f(r) > 282/r%

4. Quando r — 0, f aproxima-se assintoticamente de 26%/r2.

E com relacao as fungoes g, h: (0,a] — R (ver figura 2.7) temos:

2. g é decrescente.

3. h é crescente.

4. lim h(r) = gl

r—0 a

4ad

4ad

6. Quando r — 0 g aproxima-se assintoticamente de —-.
r

A afirmacao 3 segue-se diretamente destas propriedades. De fato, suponha que

2 2 2
f =g.Como f > —- temos que g > —-. Resolvendo esta desigualdade obtemos
r r

2ad > 52.
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Figura 2.7: Propriedades das funcoes f, g, h.
v
Agora se f = h, usando novamente o fato que f > —-, obtemos a desigualdade
r
2ad > 6.
Reciprocamente, queremos mostrar que se 2ad > 32, entao existe 19 € (0, a] tal
que o sistema (2.17) tem solucao.
Primeiro notemos que:
Fry r2 4+ 6% + 0V 2r2 + 62 252

lim ——~ = lim _ .
r—0 g(T‘) r—0 ad+ d\/a2 _ T2 + \/dQ — CLQ\/CLQ — 7"2 4ad

Mas, por hipétese, 92 < 2ad. Logo:

. f(r)
gt g(r)

< 1. (2.18)

Conforme as propriedades das fungoes f,g e h, se f < g, entao necessariamente
existe ro € (0,a] tal que f(rg) = h(ry) e assim o sistema (2.17) tem solugao .

Agora se f > g, entao g > 1, donde lllI(l) g—:) > 1. Isto contradiz a equacao (2.18).
De modo que existe ' > 0 tal que f(r") < g(r').

A partir das afirmagoes 1,2 e 3 concluimos a demonstracao do lema. U

Agora derivamos uma férmula explicita para catendides minimos discretos, especi-

ficando os vértices ao longo de um meridiano poligonal planar. O traco da superficie
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terd simetria diedral de ordem k& > 3. A superficie é recoberta por trapezdides isésceles
como uma grade Z2, e cada trapezoéide pode ser triangulado em dois triangulos es-
colhendo uma diagonal do trapezdide como aresta interior. Uma ou outra diagonal
pode ser escolhida, pois nao afetara a minimalidade do catendide.

O catendide discreto tem dois fatores surpreendentes. Primeiro, os vértices de um
meridiano estdo sobre a curva v do lema 2.14 (exatamente como a curva perfil do
catendide suave estd sobre a curva cosh), e nao existe a priori razao para se esperar
por isso.

Segundo, a distancia vertical entre os vértices ao longo dos meridianos é constante.

Teorema 2.15. Eziste uma familia a 4-parametros de catendides minimos discretos e
mergulhados C' = C(0,6,r, zy) com simetria rotacional diedral e meridianos planares.
Se assumirmos que o eizo de simetria diedral é o eixo z e que um meridiano estd no
plano xz, entao , modulo uma translacao vertical, o catenoide estd completamente

descrito pelas sequintes propriedades:
R . , 21
1. O angulo diedral é 0 = ?,k’ e N, k> 3.

2. Os wvértices do meridiano no plano xz interpolam a curva dada por

1 r 52
r(z) = rcosh|—-az)], com a = =arccosh|1l+ ——— ], onde o
(2) (r ) J < r2(1+C089)>
parametro v > 0 representa o raio da “cintura”da curva cosh, e 6 > 0 € a

distancia vertical (constante) entre vértices adjacentes do meridiano.

3. Para um dado valor inicial zg € R arbitrario, a curva perfil tem vértices da
forma (x;,0, z;) com
z; =20+ jo e x; = x(2)),
onde x(z) € o meridiano do item 2 acima.

4. Os trapezoides planares do catendide podem ser triangulados independentemente

um do outro.

Demonstracao: Pelo lema (2.13), se temos trés vértices consecutivos (x,_1, zn—1),

(T, 2n) € (Tni1, 2nt1) a0 longo do meridiano no plano zz, eles satisfazem a férmula
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de recursao R
(21 + 22,)0% + 223

Tnt1 = y  Zn41l = Zn + 57

2T Ty — 52
)
V1 -+ cost

lema (2.13), fazendo z,,11 = x € y,41 = y; obtemos

onde d =z, —z,_1 € 5= . De fato, olhando para a expressao de = e y no

2(1 + o8 0)7 + (2p_1 + 22,)0%(1 + cos 6)
2217 (1 + cos 0) — 62(1 + cos 6)
(Tp—1 + 2mn)3\2 + 23

2L 1Ly — 02

Tn+1 -

Como visto no lema (2.13), a distancia vertical entre (z,-1,2,-1) € (Tn,2,) € a
mesma que entre (,11,Z,+1) € (Zn, 2,), assim podemos considerar § e 5 constantes
que independem de n. Vimos que para a existéncia da superficie, o lema (2.13) requer
que 2x,x,_ 1 > 52, de modo que todos os x,, devem ter o mesmo sinal. Assim podemos
supor z, > 0 para todo n. E claro que, nestas condicoes, a superficie ¢ mergulhada.

Além disso, a condicao 2x,,_1 > 6% implica que

20y (Tn1 + 22,)0% + 42t 2mwpae_q — 02
2, — Tn(Tp_1 x)/\ :L‘n> TpTm—1 & >;5§,
2T, Tp_1 — 02 20 Tp_1 — 02

portanto z; estd definido, indutivamente, para todo j € Z. Assim, a superficie é
completa. Podemos checar facilmente que a fungao x(z) do teorema também satisfaz
esta férmula de recursao , no sentido que se x; = x(z;), entdo z; satisfaz esta férmula
de recursao . Agora para concluir a demonstracao do teorema basta notar que, dados
dois pontos iniciais (z,_1,2,-1) € (T, 2,) com z, > z, 1, existe r tal que estes dois
pontos estao sobre a curva z(z) com 0 e 6 dados pelo lema (2.14), se e somente se,

20, Tp_1 > 52, ]

Corolario 2.16. Eziste uma familia a 2-parametros de catendides discretos C1(6, zo)

cujos vértices interpolam o catenoide suave com meridiano x = cosh z.

Demonstracao: Como o catendide suave tem meridiano x = cosh z, entao o raio r

da cintura da curva cosh é igual a 1. Além disso, o parametro a deve ser escolhido
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igual a 1, isto é possivel se § e ¢ estao relacionados por 1+cos 0+6% = (1+cos®) cosh d.
O parametro zp, que da o deslocamento vertical dos vértices ao longo do catendide
suave, pode ser escolhido arbitrariamente. Note que se zy = 0, obtemos um catendide

discreto que é simétrico com respeito a reflexao horizontal. O

Coroldrio 2.17. Fizados r e zy, a curva perfil do catendide discreto C(0,6,r, z)
. z L. .
aprorima-se da curva perfil, x = rcosh — do catendide C*°, uniformemente em sub-
r

conjuntos compactos de R® quando 6, e 0 se aprozimam de zero.

Demonstragao: Isto é conseqiiéncia direta da representacao explicita do meridiano.
Pelo teorema (2.15), temos que

2
x(z) = rcosh <%arccosh (1 + 5—) z) : (2.19)

72(1 4 cos 0)

2
E é fécil verificar que, lim z(z) = r cosh V2:

6—0 rv/1+cosf

Entao, fazendo # — 0, Obtemos a curva perfil x = r cosh z O
r

e Helicéide. Vamos agora obter um outro exemplo de superficie discreta minima.
O helicoide discreto. Na configuragao C'°, o catendide e o helicéide sao superficies
conjugadas e existe uma deformagao isométrica do catendide para o helicdide (veja
[12]). Assim, primeiro faremos uma deformacao similar do catendide discreto no
teorema (2.15) para um helicéide discreto minimo.

Os helicoides consistirao de quadrilateros planares, triangulados por quatro trian-
gulos coplanares. Cada quadrilatero é o star, (veja figura 2.8(a)) de um tnico vértice,
e nenhuma das arestas da fronteira é vertical ou horizontal, sendo que um par de
vértices opostos da fronteira tem mesma coordenada z e as quatro arestas da fronteira
consistem de dois pares de arestas adjacentes que tém o mesmo comprimento.

Inicialmente vamos obter uma representacao explicita para que o star de um

vértice particular seja minimo, isto nos ajudara a descrever o helicéide.
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Figura 2.8: (a) - star(p) da porgao considerada no lema 2.18, e star(p’) é um
quadrilatero planar. (b) - Helicéide discreto.

Lema 2.18. Seja p um ponto tal que star(p) consiste de quatro vértices qi,qz, q3, 4
e quatro triangulos A; = (p, ¢i, ¢iv1), © € {1,2,3,4}(mod 4). Suponhamos ainda, que
p = (u,0,0), ¢ = (bcosO,bsend, 1), go = (bcos@, —bsend,—1), com 0 € (0,7/2) e
b<u<t.

Se

t = —b(1 4 2u®sen?0) + 2uV/1 + b2sen20v/'1 + u2sen2

ou

b= —t(1+2u?sen®d) + 2uv/1 + t2sen20v/'1 + u2sen20,

entao V,area = 0.
Demonstracgao: Ver apéndice.

Teorema 2.19. Eziste uma familia de helicoides discretos minimos mergulhados,

como mostrado na figura 2.8(b). Os vértices, indexados por i,j € Z, sao dados por

rsenh(zo + jo)
send)

™

2

(cos(if), sen(if),0) + (0,0, ir); e (0,=),r deR.
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos assumir r = 1. Dessa forma,
para um dado i, os vértices sdo pontos sobre a curva {s(cos(if), sen(if),i)|s € R}.
Escolhamos zg e d tal que o (j — 2)-ésimo vértice seja dado, na curva acima, para

s = s;_o onde
senh(zg + (j — 2)9)
senf

Sj_g = s

e o (j— 1)-ésimo vértice, para s = s;_ com

senh(zg + (j — 1)0)
senf '

Sj—1 =

Usando o lema 2.18 vemos que o j-ésimo vértice é obtido, na curva acima, para

s = s; onde

s; = —sj—a(1+2s7_; sen’0) +2s; 4 \/1 + 555 Sen29\/1 + 85, sen?0

donde
s; = senh(zg + j6)/ senb.

O lema 2.18 nos dé4 uma férmula similar para determinarmos s;_3 em termos de
sj—2 € Sj_1. Agora veja que os vértices cujo star é um quadrildtero planar podem
ser movidos livremente dentro desse quadrilatero sem perturbar a minimalidade da

superficie. Isto demonstra o teorema. 0]

e Cilindro e Superficie de Delaunay. Descreveremos algumas maneiras para
encontrar analogos discretos de cilindros e superficies de Delaunay. A estratégia
para construir superficies de curvatura média constante segue da definigao (2.12);

posicionamos o vértice p tal que V, drea7T seja um miltiplo constante de V,vol 7.

Um cilindro de curvatura média constante ( ver figura 2.9(a) ) é obtido escolhendo-

se numeros reais positivos e ,a e k > 3 € Z, e escrevendo os vértices na forma

271 279
P = (acos(%),a sen(%),el), 5l e .

Fazemos entao uma grade de faces retangulares e cortamos as faces por diagonais com
pontos finais P;; e Pj;1,41. Esta superficie discreta tem curvatura média constante

H=a"(2 cos(%))‘l. E interessante notar que H independe do valor de e.
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Figura 2.9: Cilindro discreto.

Outra forma de construir um cilindro discreto (ver figura 2.9(b)) é escolher nimeros

reais positivos e,a e b, um inteiro k > 3, e vértices da forma
p;1 = (acos(2mj/k),a sen(2mj/k), el) quando j 4 é par, e

pji = (bcos(2mj/k), b sen(2mj/k), el) quando j + [ é impar,

para j,l € Z.

Criamos uma grade de faces na forma de quadrilateros e cortamos as faces por
diagonais com pontos finais p;; € pj1,441 se j + 1 é par e por diagonais com pontos
finais pji41 € pjy18e j+1 € impar. Por simetria, verificamos que V,,  area e V. vol
sao paralelos em cada vértice e para cada valor de e, podemos mostrar a existéncia
dos valores a e b de modo que H tem o mesmo valor em todos os vértices. Dessa

forma, obtemos um cilindro discreto.

Produziremos agora um terceiro exemplo: uma superficie de Delaunay (ver figura

2.10(a) e 2.10(b)) é obtida escolhendo vértices na forma
p;i = (acos(2mj/k),a sen(27mj/k),el) quando [ é par, e

pji = (bcos(2mj/k),b sen(27j/k),el) quando [ é impar,

para j,l € Z.
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Criamos uma grade de faces trapezoidais isésceles e colocamos um vértice extra
em cada uma das faces trapezoidais. A seguir conectamos este vértice extra por
arestas aos outros quatro vértices. Pondo os vértices da superficie tao simétricos
quanto possivel de modo que a defini¢ao 2.9 seja satisfeita, as superficies equivalentes

aos exemplos acima (figura 2.10) sdo produzidas.

(a) (b)

Figura 2.10: Superficie de Delaunay.
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Capitulo 3

Estabilidade de Superficies

Discretas

3.1 Introducao

Neste capitulo daremos inicio ao estudo da estabilidade para superficies discretas.
Para isso vamos considerar a segunda variacao da area para superficies discretas de
curvatura média constante 7, como na definicao 2.12, definimos o operador de Jacobi
e o Indice da superficie discreta como o indice deste operador. Iniciamos com algumas
notacgoes da teoria dos elementos finitos e com uma férmula explicita para a segunda

variacao da area.

Notagao da teoria dos elementos finitos. Considere uma fungao vetorial v,, € R3
definida sobre os n vértices interiores Vi = {p1,...pn} de 7T, isto &
v Vi — R? p; ~ v(p;) = vp,. Estendamos esta funcao a fronteira de 7, assu-
mindo v, = 0 € R?® para cada vértice p da fronteira. Os vetores Up,;, Tepresentam

campos variacionais de variagoes que fixam a fronteira, da forma
pi(t) = p; +tv,, + O(t?), (3.1)

isto é, pj(0) = vp,.
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Agora definimos o vetor ¥ € R®*" por

U= (Upys---s0p,). (3.2)

Note que o vetor ¢ pode ser naturalmente estendido para uma funcao continua sobre
T e também ser pensado como um campo variacional, de uma variacao que fixa a
fronteira e mantém a retidao das arestas e a planitude dos triangulos de 7. De fato

U pertence ao espago:
={v:7 — R*; ve C%T),v é linear sobre cada T € T e v|,, = 0}.

Este espaco é chamado S;,, como na teoria dos elementos finitos. Note que qualquer
funcao componente de alguma funcao v € S tem norma H! limitada.

Para cada triangulo T'= (p,q,r) € T e cada v € S},

ZAT'ZZI%Q%?+_Uq¢h +‘Ur¢%a (3'3)

onde ¢, : 7 — R é uma funcao sobre 7 que é 1 em p e é 0 em todos os outros
vértices de 7 e se estende linearmente em 7° de maneira tinica. As fungoes 1, formam

uma base para o espago Sj.

3.2 Segunda Variacao da Area

Como antes, cada variacao que preserva volume e fixa a fronteira sera chamada

de variacao admissivel.

Lema 3.1. Seja 7 uma superficie discreta compacta, de curvatura média constante
H e com conjunto de vértices V. Entao, para cada variacao admissivel,
d2

%area(’f)

= Z(p’, (Vyarea(T)) — H(V,00l(T))'). (3.4)

t=0 pev
Demonstracao: Derivando a equagao (2.6), temos
d2

ﬁarea(’f)

— Z(p”, V,area(T)) + Z (V,area(T))). (3.5)

t=0 peV peV
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Agora, usando a defini¢ao 2.12, temos

d2
—darea(T)

e = Z(p",HVp vol (T Z (Vydrea(T))). (3.6)

t=0 peEY peV

Para uma superficie minima discreta, o primeiro termo do lado direito da equagao
(3.6) é nulo, e a equagao (3.4) é satisfeita. Caso a superficie seja de curvatura média

constante H # 0, a variagao p(t) preserva volume, logo pela equagao (2.7) temos

d , B
vol(T) = 1;@ V0ol(T)) = 0,

o que implica

Z@”, Vvol (T Z (V,vol(T))") = 0.

peVY peY

Da equagao (3.5) obtemos

d2
@area(’]') = — Z(p’, H(V,vol(T Z (V,drea(T))'),
t=0 peV peY
donde
d?
—area(T) = Z( (V,area(T)) (V,vol(T)))
dt -0 =
como queriamos demonstrar. O

Definicao 3.2. Uma superficie minima discreta ou de curvatura média constante T

diz-se estdvel se —area(T) > 0 para cada variagao admissivel.

d?

Para uma variacao admissivel, como na equacao (3.1), com ¢ € R*" como na
2

equagao (3.2), a segunda variacao da drea ﬁarea(’f )| define uma forma bilinear
=0

que pode ser representada por uma matriz simétrica () 3n x 3n, ou seja, podemos

d?
pensar ﬁarea(T) (7) =70'QU, onde ¢" é o transposto do vetor v.
t=0
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d2

Agora, vamos decompor d—drea(’f )

" (¥') na soma de dois termos,

t=0

QT =Y (v,,(Vydrea(T))) e — HUQ"T =~ (v,,(V,vol(T))). (3.7)
peV peV
Para tanto enunciamos duas proposicoes que nos darao condigoes de determinar as

componentes das matrizes Q¢ e QY satisfazendo (3.7), dando assim as componentes

de Q = Q*— HQV.

Proposicao 3.3. A hessiana da fungio area(7T) : S, — R € uma forma bilinear
simétrica que pode ser representada, na base {1,;} do espago Sy, pela matriz 3n x 3n ,
Q". Esta matriz pode ser considerada como uma grade n X n com entradas Qf ; 3% 3,
para cada par de vértices interiores p;,p; € Vine da superficie T, de forma que, para

cada variacao admissivel com campo variacional U,

QT = (v, (Vydrea(T))) .
peY
A matriz de entrada Q)f; € nula se os vértices p;, p; nao sao adjacentes, e para p; €

p;j adjacentes e diferentes,

a __

1 €ij-J*(&5) — J(€5).€;
S

Y cot QTNT.N% ,

T = (pi,pj,r) € star(pip;),
Cij = Pi —Pj
onde O € o angulo interior, no vértice r, do triangulo T' = (p;,p;,7) e ]\7T denota o
vetor normal unitdrio do triangulo T = (p,q,r).

Além disso, quando temos sé um vértice interior, entao

1 r—af ¢
a _ = L NpN!
R Z area(T) T

T=(pi,q,r)Estar(p;)

Demonstracao: Ver Apéndice.
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Proposicao 3.4. A hessiana da fun¢do vol(T) : S, —— R € uma forma bilin-
ear simétrica que pode ser representada, na base {i,;} do espago Sy, pela matriz
3n x 3n, QV. Esta matriz pode ser considerada como uma grade n x n com entradas

}/J para cada par de vértices interiores p;,pj € Vine da superficie T, de forma que

7V = Z(vp, (Vyvol)'),

peY

para cada variagcao admissivel com campo variacional U.
vV o_ vV o_ oy 5 :
Temos Q;; =0, e Q;; =0 quando os vértices p; e p; nao sao adjacentes, e

0 T23 —T13 Ti12 —T22
V ].

ii =g | "1 T 23 0 To1 — 11
T22 —T12 Ti1 —T21 0
para p; e p; adjacentes e distintos, onde (p;, p;,rx), com v, = (Th1,Tk2,Th3) k=1,2,
s@o triangulos que pertencem ao star(p;p;) e (pi,p;,r2) € propriamente orientado e

(piapjv Tl) nao .

Demonstragao: Desenvolvendo o somatério Z (', (V,V)), temos

peY
1
)SUALACIENND DL SERUEE
peV PEVint (p,q,r)€Estar(p)

_ éz( 3 (vp,quT’))

PEVint \q adjacente a p,q#p
1
- 52 S (wxur-n) ).
PEVint \q adjacente a p,q#p

Logo,
Swen- ¥ (¥ gekm)
peV pEVint \q adjacente a p, q#p
onde (p, q,r2) é o tridngulo orientado do star(pq), (p,q,r1) é o triangulo nao orientado

de star(pq) (ver figura 3.2) e Q). é uma matriz 3 x 3 definida como na proposigao

anterior.
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Sendo assim, @, = 0, e o fato de Q}, ser assimétrica em p e ¢ implica que Q" é

simétrica. O

r
1

Figura 3.1: Superficie discreta formada pelo star(pq)

O resultado a seguir trata da estabilidade de superficies discretas que possuem

apenas um vértice interior.

Corolario 3.5. Se uma superficie discreta 7 de curvatura média constante tem so-

mente um vértice interior, entao ela é estdvel.

Demonstragao: Denotemos este vértice interior por p;, como p; é o Unico vértice
interior, star(p;) = 7. Neste caso, Q% e Q¥ sao matrizes 3 x 3 e pelas proposicoes

3.3 e 3.4, QV =0 e para algum vetor u, € R? em p temos que u;Qaup é igual a

Assim (area(7))”(0) > 0 para toda variagao admissivel, de modo que, 7 ¢é estdvel.(]

e Operador de Jacobi. Agora que conhecemos explicitamente a matriz () da se-
gunda variac¢ao, podemos definir, de forma anédloga ao caso suave, o operador de Jacobi
discreto para uma superficie discreta 7 compacta e de curvatura média constante.
Encontraremos uma matriz, para o operador de Jacobi discreto, que tem os auto-
valores e autofuncoes da segunda variacao da area de 7.
Comecamos com um lema no qual explicitamos o produto interno de L2, sobre o

espago Sy, com respeito a base {¢,,, ..., ¢, }.
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Lema 3.6. Em Sy, o produto interno L? sobre T, é dado por
(u,v) 12 ::/(u,v)dA: Z/<U|T,U|T>dA u,v € Sh.
T TcT /T

e pode ser representado pela matriz 3n x 3n positiva definida

S = (<1/}Pi7 ij>L213><3)Zj:1 )

ou seja, (u,v)p2 = u'ST, onde @,V € R3 sdo os campos de vetores associados a u e
v respectivamente. A matriz S consiste de blocos S; j, de ordem 3 x 3, em uma grade

nXxXmn com
area(T area(T
Sj,j = Z —6( )]3><3, Sm‘ = Z %]3%’)
T € star(p;) T € star(p;)

onde p; e p; sao vértices adjacentes e S; ; = 0 quando p; e p; nao sao adjacentes.

Demonstracao: Note que, para cada triangulo T' C 7,

_ darea(T) ~ darea(T)
/T@/);dA =—% /T%Up%dA =—15

onde p e ¢ sao vértices distintos quaisquer em 7. Usando a equagao (3.3) temos, para

duas fungoes quaisquer u,v € Sy;

(u,v) 2 = Z (Up,, Vp,) Z M%(T)_’_ Z {1ty Uy, ) Z drelczQ(T)

25 EVint Testar(p;) Pi€Vint Testar(pip;)

Assim, os blocos \S; ; sao como no lema. Il

Definiremos a seguir o operador de Jacobi discreto L, : S, — S} associado a

formula da segunda variacao da area para a superficie 7.

Definicao 3.7. Para cada v € Sy denotemos por U o campo de vetores associado.

Definimos o operador de Jacobi discreto Lj, como:
Ly 2 Sp — Sp,v~s Ly(v) = S7'Qv.
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Como Ly(Sp) C Sk, podemos considerar o problema de autovalores para Ly,.
Também queremos que Ly, seja linear e simétrico. Com estas propriedades, a escolha

acima de Lj é canonica, de fato.

Proposicao 3.8. L, : S, — Sy € o unico operador linear tal que fT u'LpyvdA é

sitmétrico em u e v e

/ v LyvdA = v'Qu
T

para todo v € S),.

Demonstracgao: Note que

Ly(u+ )= S'Q(u+ \)
= 57@a+ Q)
=  S'Qu+1S7'QT
= Lyu+ ALyv,

logo Ly, € linear.

Agora, veja que

/utthdA = (u,Lpv)pe
T
=  W'SLyv
= @'S(S7'Qv)
= a'Qu,
para todo u,v € Sj,.

Assim, como que @) é simétrica, fT utLyvdA é simétrico em u e v.

A unicidade de Lj com as propriedades acima é dada da seguinte forma:

/ u'LyvdA = 1(/ (u+v) Ly(u+v)dA — / u' LyudA — / v'LyvdA)
T 2°)r T T
= %((ﬁvL 0)'Q(d 4 ) — @' Qu — 7' Q).
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Veja que, para cada u € Sp, fT u'LyvdA é unicamente determinado, de modo que,

para cada v € Sy, Lyv é unico. O

Como S~1Q) é auto-adjunta com respeito ao produto interno de L?, todos os seus

autovalores sao reais. Assim podemos definir:

Definicao 3.9. O espectro da sequnda variagio da drea de T(t) emt = 0 € o

conjunto de autovalores de S™1Q).

Usando a representacao explicita S—'Q para o operador de Jacobi discreto Ly,
é possivel descrever um procedimento para estudar o espectro deste operador na
formula da segunda variagao para superficies C'™ de curvatura média constante. A
grosso modo, a idéia é a seguinte.

Considere uma sequéncia {7;}32, de superficies discretas de curvatura média cons-
tante. Se esta sequéncia converge para uma superficie compacta, suave, de curvatura
média constante ¢ : M — R3, entdao pela estimativa padrao da teoria dos elementos
finitos (veja [9]) conclui-se que os autovalores e autovetores do operador L; de 7;
convergem para autovalores e autofungoes do operador de Jacobi L de ¢ (convergéncia

na norma L? para autofungoes).
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Apeéendice

¢ Demonstragao do Teorema 1.3

Para cada t € (—e,¢), a aplicagao

Xt: D — R3
(u,v) — X'u,v) = X(u,v,t),

parametriza uma superficie em R? e

oXt
ey = xy+tfN,+1tf.N,
oX?
5 = x,+tfN,+tf,N.

Dessa forma, denotando por Et, I, G* os coeficientes da primeira forma fundamental

de !, obtemos

E' = E+tf((zy,N,) + {2y, N)) + 22Ny, No) + 2 fufu,
F' = F A tf({xe, N + (2o, No) + 2 F2(Ny, Ny + 2 fufo,
Gt = GHtf((we No) + (2, N)) + 22 (N, N,) + 2 fo fo.

Agora, usando o fato que

<xu7Nu> = _la
<xuva> = —2m,
<xU7Nv> = —n,
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e que a curvatura média H é

B 1 En—2mF + Gl
2 EG-F2

obtemos

E'G'—(F"? = EG—-F?>-2f(En—2Fm+GIl)+R
= (EG—F*)(1 —4tfH) + R,

R
onde R é uma funcao tal que 115111(1) 7= 0.

Note que tomando valores de e arbitrariamente pequenos, X' é uma superficie

regular parametrizada. Além disso, a drea A(t) de z*(D) é

At) = / V E'Gt — (F*)2dudv
D
= / V1 —4tfH + RVEG — F2dudv
D

onde R = R/(EG — F?).
Sendo assim, tomando ¢ pequeno, A(t) é uma fungao diferencidvel e sua derivada

emt=0 é

A'(0) = —Z/DfH\/EG — F?dudv

- —Q/DfHdM.

e Demonstragao da Equacao (1.5)

Consideremos uma superficie M em R3 que é gréafico de uma funcio Z = f(z,y)
de classe C?.

Para tais superficies o elemento de area é dado por

dM =V EG — F?dz N dy,
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onde

E=((1,0,f), (1,0, f.)),
F = <(1707fm>7(0717fy)>7
G = <(O717fy)7(0717fy)>7

daf, EG — F* =1+ f2 + f7. Assim, o elemento de drea dM é dado por

dM = \[1+ f2+ f2da A dy.

Se Z = f(x,y) é uma solugao do problema de Lagrange, consideremos a familia a

1-parametro de funcoes
Zy(z,y) = f(z,y) + tn(z,y),

onden € C? e n|y, =0.

Definimos a drea A(t) como
AW = [ (14202 + (20} kdady,
ou seja,
A= [T (o 4 (4 7] dedy

1
— / (L4 2+ 2t fone + 02 + [+ 2t fym, + t°n7]* dady
U

(ST

= / [L+ f2 + fy + 2t(fane + fymy) + (0. +ny)]* dady.
U
Seja‘m7p:f1‘7 q:fy ew:(1+p2+q2)%,entéoz

A _ LN PRI S
o= /L]2[1+p+q+ |

_1
= /[1+P2+q2+'--] > [P1e + qny + t(ne + ny)] dody.
U

[N

2(pns + qny) + 2t(n, +ny)] dzdy
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Dai,

A'(0) = /U dedy

p q
= / < Nz + ny> dzxdy
= /—nxda:dy—l—/ —nydxdy

- 77 o — /U('?_a: (w) dxdy + 77y log — / a——ndxdy

Como, por hipdtese, n|,; = 0, obtemos:

A'(0) = —/U L% (2)+ 88y (£ )] ndzdy .
Como z = f(x,y) representa um minimo, temos que A(0) é um minimo da funcao
A(t). Assim, A'(0) = 0.
Isto ocorre para toda fungao 1 escolhida sob a tnica restri¢do de que 7|;; = 0.

Dai,

o que implica
fx:n + fyy + f;?fyy + f;fxa: - 2fa:fyfa:y =0
ou

(1 + f;)fa:m + (1 + f;f)fyy - 2fa:fyfmy = 07

como queriamos demonstrar. O

e Demonstragao do Lema 2.13

Primeiro notemos que a condicao b # e é necessaria. Se b = e entao podemos
escolher y = b de modo que existe uma familia a 1-parametro de escolhas de x, ob-

tendo dessa forma, uma superficie planar trivial.
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Sejam ¢ = cosf e s = senf.

Da condicao V, area(starp) = 0 e da equagao (2.3), obtemos

Sl —q0) + I3 - q2) - J(d—g8) + Sl —ad)] =0, (38)

Calculemos cada J separadamente.

N2 =) = =gty < (p—qn) <279
onde
(42 —q1) x (p—q1) = (ds(e = b), (e = b)d(1 — ¢),ds(a — d))
(@2 —ql) x (p—ql)|| = V/d?s*(e —b)*> + (e — b)%d(1 — c)? + d?s*(a — d)?

= (e —0)22d2(1 — ¢) + d?s2(a — d)?
= (e —)22d2(1 — ¢) + d?s2(a — d)?.

Calculemos agora o produto vetorial [(¢g2 — ¢1) X (p — ¢1)] X (g2 — ¢1)-

(@2 —a) x (0= a0)] < (& —a) = ((b=€)*(d =) = Ps?(a - ),
ds(e — b)? + ds(a — d)(a — dc),
2s? — (b—e)d(1 - ¢)(a — dc)) .

Assim,

(b—e€)%d(1 —c) — d?s*(a — d)
Ve =0)22d2(1 — ¢) + d?s2(a — d)?’
ds(b—e)? + ds(a — d)(a — dc)

V(e —b)22d%(1 — ¢) + d?s%(a — d)?
d2s2(e —b) — (b— e)(d — de)(a — dc)> |
V(e —b)2d2(1 — ¢) + d®s2(a — d)?

J(Qz—éh): (

Y
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De forma analoga encontramos

_ (b —epd( —c) + dPs*(d—a)
J(g3 — q2) = (\/(6 b)2d2(1 — ¢) + d?s2(a — d)?’
—(b = e)*ds — ds(d — a)(de — a)
V(e =021 — o) + &s*(a — d)?’
b) —

d*s*(e — (e —b)d(1 — c¢)(dc — a)
Vie—0)22(1 —¢) + d®s2(a —d)? )’

< (y —e)?d(1 — ¢) + d?s*(d — x)

V- 02d(1 — ) + @s2(d — 2)2
—(y —e)?ds + ds(d — x)(x — dc)

Vi — 0221 — o) + @52 (d — )2

—fﬁw—e%%y—@ﬂl—@@—d@>
V(y—e)22d?(1 — ¢) + d?s?(d — x)? 7

J((J4 - Q3) =

—e)2d(1 —¢) + d®s*(d — x
(@ —aq1) = (\/<<yy_ e))zzfz?(l —)C) + d2§2(d —)95)2
(y — e)?ds + ds(d — z)(dc — )
T PP T Pl
fﬁ@—y%ﬂe—wﬂl—dwo—@>
Viy =281 = ) + d52(d — )’

Y

Agora, de acordo com a equagao (3.8) temos:

( (b—ePdl—o) —d’a—d)  (y—ePdl—c) +d*d—2)
Vi0e=0)22(1 —¢) + d?s2(d — a)? /(e — y)22d2(1 — ¢) + d®s%(d — z)?’

0,

(e — b)[d*s?® + (d — dc)(a — dc)] (y —e)[—d?s* — d(1 — ¢)(z — dc)] )
Vie—0)2d2(1 —c) + d@s2(a—d)2 /(e —y)22d%(1 — ¢) + d?s2(d — x)?

=(0,0,0)
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Efetuando as somas das parcelas de cada coordenada de V, area(7) vemos que a
segunda coordenada se anula, ou seja,
(b—e)?d(1 —c)+ d*s*(d — a) N (y —e)?d(1 — ¢) + d*s*(d — x)
Vie—=0)2d2(1 —¢) + d®s2(a — d)? /(e — y)22d2(1 — ¢) + d2s%(d — x)?

b

(e — b)[d?*s? + (d — dc)(a — dc)] N (e — y)[d?s* + d(1 — ¢)(dc — )]
Vie=0)2d2(1 —c) + d@s2(a—d)2 /(e —y)22d%(1 — ¢) + d2s%(d — x)?

Usando as defini¢oes
(b—e)?d(1 —¢) + d*s*(d — a)
Ve =0)2d2(1 — ¢) + d®s2(a — d)?’
d*s*(e — b) — (b —e)(d — dc)(a — dc)
V(e—0)22d2(1 — ¢) + d®s2(a — d)?

C1 =

Co =

’

vemos que a primeira e terceira componentes de V, area(7) se anulam se

o yd-9-@-hs o -y
V202(1—¢) + (x — 1)2s? V202(1—¢) + (z — 1)2s?

onde foram aplicadas uma translagao e uma homotetia em torno da origem para

, (3.9)

termos d =1, e = 0.

Dividindo ¢; por ¢y, obtemos

cy(l —c) + 201yy

r—1= 5
CoS8° — (1Y

(3.10)

Desse modo x é determinado por y. Resta determinar se podemos encontrar y tal
que 8% — c1y # 0.

Se & — 1 é escolhido como na equagdo (3.10), entdo a primeira condi¢ado de mi-
nimalidade da equagao (3.9) acontece se, e somente se, a segunda também acontece.
Assim sé precisamos inserir o valor de  — 1 na primeira condicao de minimalidade e
verificar solugoes para y.

Quando ¢; # 0, a condi¢ao é dada por

C8? — 1y Yy —(1—c)y? — 2s?
N |c2s2 — cry| Jyl V2(1 — c)3st + 4c3s? + (2(1 — )2 + s2(1 — ¢)2c2)y?
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Como —(1 — ¢)y? — 2s® < 0, a equacdo acima acontece se, e somente se, cys? — ¢y e

¥ tém sinais opostos. Assim, a equagao se torna

(1—c)y? + 2s*

que simplificando resulta

2(1 — ) 32st + 422 + (2(1 — )@ + $2(1 — ¢)23)y?’
> 1 1 2

1—c)y? + 2s
)

1= .
V(1 —c)c2s? +2c2

Notemos que pela equacao acima, 3? é unicamente determinado, sendo y = =b.

Quando y < 0, encontramos que ¢S

2 1y <0, o que é impossivel. Quando y > 0,

temos cy5% — c1y < 0 se, e somente se, 2a(1 + ¢) > b2
Y

De fato, temos:

e’ —ciy= (ab+b)s*> —[(a—1)s* = b*(1 — )y <0
s bs*la+1)—(a—1)s y+b2(1—c)y<0
& bs*a+1)+bs*(a—1)—b(1—¢) <
& bs*(2a) <b*(1—c) ecomo(l—c)#0eb#0,
& 2a(l+c) > b
E quando y = —b e 2a(1 + ¢) > b*, temos a condicao de minimalidade quando

24 2c+ab® + 20
 2a+ 2ac — b2

Invertendo as transformacoes, voltamos ao caso geral onde d e e nao sao necessa-

riamente 1 e 0, e as equagoes para x e y tomam a forma como estd no lema.

Quando ¢; = 0, temos (a —1)(1+¢) =b* e (x — 1)(1 + ¢) = y?, assim em particular,

temos a > 1 e 2a(l +¢) > b*. O lado direito da equagao (3.9) implica y = —b e

x = a. Novamente invertendo as transformacoes , temos que x e y sao da forma do

lema para o caso ¢; = 0.

O
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e Demonstracao do Lema 2.18

Consideremos as conormais J; = J(q¢ — q1), Jo = J(q3 — q2), J3 = J(qa — q3),
Jy = J(q1 — q4), onde J denota uma rotagao orientada pelo angulo 7/2 no triangulo

orientado A; contendo a aresta sendo rotacionada. Como
1
Varea(starp) = §[J1 + Jo + J3+ Ju], (3.11)
entdo , calculando cada parcela da equagao (3.11) separadamente, obtemos

Jo= Jlge—aq),
@ —q = (0,—2bsend, —2),

p—q = (u—bcosh, —bsend, —1).
Fazendo o produto vetorial entre (¢ — q1) € (p — q1), obtemos
(g2 —q1) X (p—q1) = (0,2bcos 0 — 2u, 2bsend(u — 2bcos b)),

(2 —aq) x (p—aq)] X (@2 —q1) = (4(1 + b? sen29)(u —bcost),0,0),

(@2 —q1) x (p—q1)|| = 2v/(1+ b2 sen26)(u — bcos )2

= 2(u—bcosf)V1+ b? sen?d.

Assim,

J1 = (2V'1 + b% sen?6,0,0).

De forma anéloga, obtemos

P (u(t—b) sen?0 u(t — b) senf cos t—0b )
2 V1+u2sen20’ V1+u2sen20 1+ u?sen2’’

J3 = (=2v1+4t?sen?d,0,0),
u(t —b) sen?0  u(t — b) send cos O t—1b

_\/1 + u? sen207_ V14 u? sen2d 7_\/1 + u? Sen2€).
55
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Note que,
(Jy, (cos B, send,0)) =0,

det(Jy, (cos @, send,0), (u — bcosf, —b send, —1)) =0,

[ a]]* = (t = b)*.
Veja que a primeira componente de J; (e também de J,) é,

u(t —b) sen®0
V1 + 42 sen20

Por simetria, a segunda e terceira componentes de J, e Jy sao iguais, mas de sinais

contrarios, entao a segunda e terceira componentes de J; + Jy + J3 4+ J4 sao nulas.
Assim, para que a condicao de minimalidade acontega em p, é necessario que a
primeira componente de J; + Jo + J3 + J; também seja zero, isto é, temos
u(t — b) sen?d
( ) + V14 b% sen26 — V1 +t2 sen?6 = 0,
V1 + u? sen?d

e a solucao desta equacao com respeito a b ou t estd de acordo com o lema. Assim,

para esta solugao , V, area(7") ¢ nulo. O

¢ Demonstragao da Proposicao 3.3

Se U e w sao campos variacionais para algum par de variacoes admissiveis, podemos

definir uma forma bilinear Q*(¥, W) :=

1 =
5 Z —(Vp X Wy — Vp X Wy + Vg X Wy — Up X Wy + Vp X Wy — Uy X Wy, N)
T=(p,gr)eT
1
+ﬁ<vp>< (r—q@)+vyx(@p—r)+uv.x(@—p),wy, x (r—q)+wy x (p—r)

1
2|7
<wp><(r—q)—i—wqx(p—r)+wrx(q—p),ﬁ>.

+w, X (¢ —p)) — (v, X (1 —q) + vy x (p—7) + v, X (q— p), N).
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Usando N' = W=pxtrpplg X o) N ((g—p) x (' =)+ (¢ —p') % (r—p), N'),
temos que Q°(V,7) = 3 1, (vp, (VydreaT)’). Q¢ é bilinear, e os dois tltimos termos
de Q% sao simétricos em ¢ e w. O primeiro termo também é simétrico em v e W, se
Up X Wy — Vp X Wy = Wy X Up — Wy X Up, Vg X Wy — Up X Wy = Wy X Vp — Wy X Vg, €
Up X Wy — Vg X Wy = Wy X Uy — Wy X Uy

Agora, somente resta determinar uma forma explicita para Q®. Para um dado

vértice interior p, suponha ¢ e @ nao nulos somente em p, isto é, que

7= (00,...,00 0, ..., 0) e’ = (0F,...,0%w!,...,0°. Entio

Q (v, W) = Qgp(vpawp)
— ;1 Z ‘Til(vpx(r—q),wpx(r—q»

T=(p,q,r) € star(p)

_%@p x (r—q), N)(w, x (r — q), N)

TR R I

T=(p,q,r) € star(p)

—((r —a) x N)((r = q) x N)")w,

1 g
- 1 = aF e ),

_ |T|
T=(p,q,r) € star(p)

assim @y, ¢ da forma da proposigao.

Agora suponha ¢ = (0%,...,0%v),...,0") e w' = (0,...,0% v}, ... 0" para vér-
tices interiores p e ¢ distintos. Se p e ¢ nao sao conectados por alguma aresta da su-
perficie, entao claramente Q%(7, @) = 0, assim assuma que p e g sdo adjacentes. Note
que star(pgq) contém dois triangulos (p, q,r;) para j = 1,2 e precisamente um deles é
propriamente orientado. Note também que o vetor normal N de um triangulo muda

de sinal quando a orientagao do triangulo é invertida, e temos a seguinte equagao:
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Qa (177 IU) - Zp(vlh wp)

1
=3 Z (vp X wg)

T=(p,q,m%) k=1,2

+ %T]@p X (rk = q),wg X (p— &)
— %T’@p X (ri = q), N)(wy x (p = 73), V)

1 1, '
- Z (p)m%((p—?“k)(q—rk)

T=(p,q,r) € star

= ((r=a) x N)((r = q) x N)")w,
1 r—q* , ==
T=(p,q,r) € star(p)

Para um triangulo (p, ¢, r), podemos checar que

2
(p=r)g=7)=(@=r)p—7) = % (P=)(Jp—a0) = JIp—a)p—q)),
assim @, ¢ da forma como na proposigao . O
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