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contribúıram, não só para a realização desta dissertação, como para tornar menos sofrido

cada dia de trabalho.
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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de Dirichlet para a equação de curvatura

média prescrita no Espaço Hiperbólico. A solução deste problema representa uma

hipersuperf́ıcie com a curvatura média mencionada, no espaço Hiperbólico que é

gráfico de uma função u definida num domı́nio Ω tomando valores pre-determinados

ϕ no bordo desse domı́nio. Em 1969, J. Serrin relacionou a solubilidade desse prob-

lema, no Espaço Euclidiano, com a curvatura média do bordo do domı́nio. No caso do

Espaço Hiperbólico encontramos uma condição “tipo Serrin” sob a qual mostramos

existência e unicidade para o problema citado acima. Mostramos também que se tal

condição não for satisfeita, o problema não tem solução.

Palavras-Chave:
Espaço Hiperbólico; Curvatura média; Problema de Dirichlet; Equações Eĺıpticas.
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Abstract

In this work we study a Dirichlet problem for the equation of prescribed mean

curvature in the Hyperbolic Space. The solution of this problem is a hyper-surface

in the Hyperbolic space, with the mentioned mean curvature. This hyper-surface is

a graphic of one function u defined on a domain Ω taking prescribed values ϕ in the

boundary of that domain. In 1969, J.Serrin related the solubility of that problem, in

the Euclidean Space , with the mean curvature of the boundary of the domain. In

the case of the Hyperbolic Space we found a condition “ type Serrin ” under which

we showed existence and uniqueness for the problem mentioned. We also showed that

if such condition does not satisfied, then the problem does not have solution.

Key words:
Hyperbolic space; Mean curvature; Dirichlet Problem; Elliptic equation.
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Introdução

Em 1969, J. Serrin [19] estabeleceu um critério para solucionar o problema de

Dirichlet para equação da curvatura média constante em um domı́nio limitado no

espaço euclidiano, mais precisamente, ele provou que, dados Ω ⊂ Rn um domı́nio

limitado de classe C2, H ′ a curvatura média da fronteira de Ω, H uma constante e ϕ

uma função cont́ınua arbitrária sobre o bordo de Ω tais que n |H| ≤ (n− 1)H ′ sobre

o bordo de Ω, então existe um gráfico sobre Ω com curvatura média H atingindo

valores de fronteira ϕ sobre o bordo de Ω, isto é, o problema de Dirichlet div

(
Du

W (u)

)
= nH em Ω,

u = ϕ sobre ∂Ω

tem solução. Aqui Du representa o gradiente euclidiano de u e W (u) = (1+|Du|2)1/2.

Vários matemáticos deram respostas a problemas desta natureza para o caso

hiperbólico, dentre eles temos: Harold Rosenberg (ver [14]); Nelli e Spruck (ver [17]);

Lucas Barbosa e Ricardo Sa Earp que deram atenção ao caso em que a condição de

fronteira é nula; Jorge H. de Lira em [9] e Nitsche em [18] que estudaram o problema

de Dirichlet para gráficos radiais; e muitos outros.

Este trabalho está baseado principalmente no artigo [13] de Elias M. Guio e Ri-

cardo Sa Earp, onde eles resolvem o seguinte problema de Dirichlet: dadas as funções

ϕ ∈ C3(Ω) e H ∈ C2(Ω), onde Ω é um domı́nio limitado em um hiperplano P ⊂ Hn.

Se a condição

n |H(y)| ≤ (n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y), ∀ y ∈ ∂Ω, (condição tipo “Serrin”),

x



for satisfeita, então o problema de Dirichlet div

(
Du

W (u)

)
=

n

xn

(
H +

Dnu

W (u)

)
em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω

tem uma única solução, ou seja, existe uma função u definida em Ω cujo gráfico tem

curvatura média hiperbólica H atingindo valores de fronteira ϕ sobre o bordo de Ω.

Aqui, xn(y)Dnd(y) é a n-ésima componente do vetor normal unitário euclidiano da

fronteira de Ω e H ′ é a curvatura média do bordo de Ω.

O principal resultado de unicidade obtido por Lucas Barbosa e Ricardo Sa Earp,

(ver [3] e [4]) dá uma motivação forte pára estudar o problema de Dirichlet acima.

Esta dissertação está escrita da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 damos algumas definições e resultados importantes para o desen-

volvimento dos caṕıtulos posteriores, a seguir, no Caṕıtulo 2 estabelecemos uma es-

timativa a priori global para o gradiente e a altura de uma famı́lia de soluções ut,

t ∈ [0, 1], do problema de Dirichlet para a equação da curvatura média no espaço

hiperbólico. O teorema principal, que é um resultado de existência e unicidade para

a equação mencionada é demonstrada no Caṕıtulo 3. Veremos que a existência será

obtida a partir da teoria do grau de Leray-Schauder e a unicidade a partir do prinćıpio

do máximo para operadores quase-lineares. E por último, no Caṕıtulo 4 provamos um

resultado de não-existência quando a condição tipo “Serrin”para o espaço hiperbólico

não é satisfeita, ou seja, mostramos que a condição de fronteira usada é a melhor

posśıvel.

xi



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo enunciaremos algumas definições e resultados indispensáveis para o

desenvolvimento deste trabalho, não demonstraremos os resultados aqui apresentados,

citamos apenas as referências bibliográficas onde os mesmos podem ser encontrados.

Estudaremos a equação da curvatura média para Gráficos Horizontais no Espaço

Hiperbólico. Esta é uma equação diferencial parcial eĺıptica de segunda ordem quase

linear e para mostrarmos a existência da solução, usaremos alguns resultados da teoria

do Grau de Leray-Schauder, que apresentaremos na Seção 1.4.

O Espaço Hiperbólico será denotado por Hn e para representá-lo usaremos o

modelo do semi-espaço, ou seja,

Hn = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn;xn > 0}

munido da métrica gij(x) =
δij
x2
n

, onde δij = 0, se i 6= j e δij = 1, i = j ∈ {1, ..., n}.

É importante ressaltarmos que Hn é uma variedade Riemanniana de dimensão n,

completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante igual a −1.

O modelo do Espaço Hiperbólico acima é conhecido como o Modelo do Semi-

Espaço de Poincaré. Existem vários outros modelos para este espaço. Mais

informações podem ser encontrado em [5],[8] e [11].
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Ainda neste caṕıtulo apresentamos a equação da curvatura média para gráficos

horizontais e algumas ferramentas de EDP’s que usaremos para desenvolver os próximos

caṕıtulos.

1.2 A Equação da Curvatura Média

Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e u : Ω −→ R uma função de classe C2. O

gráfico de u indicado por G(u) é o subconjunto de Rn+1 dado por

G(u) = {(x0, ..., xn−1, u(x0, ..., xn−1)) ∈ Rn+1; (x0, ..., xn−1) ∈ Ω}.

Sabemos que G(u) é uma hipersuperf́ıcie regular em Rn+1. Alem disso, esta hipersu-

perf́ıcie tem curvatura média h se, e somente se, u verifica a equação

div

(
Du

W (u)

)
= nh, (1.1)

onde Du representa o gradiente Euclidiano de u, W (u) = (1 + |Du|2)1/2,

|Du|2 =
n−1∑
i=0

(Diu)2 e Diu =
∂u

∂xi
. (veja [2]).

No Espaço Hiperbólico há várias maneiras de definir o gráfico de uma função.

Estaremos particularmente interessados no chamado Gráfico Horizontal o qual é

descrito como se segue.

Considere um hiperplano P totalmente geodésico no espaço hiperbólico Hn+1. Sem

perda de generalidade, podemos supor P := {x0 = 0}. Sejam Ω ⊂ P um domı́nio

limitado com fronteira suave e u : Ω −→ R uma função de classe C2. O gráfico

horizontal de u em Hn+1 é dado por

Gh(u) :=
{

(u(x1, ..., xn), x1, ..., xn) ∈ Hn+1; (x1, ..., xn) ∈ Ω
}
. (1.2)

Sabe-se que Gh(u) tem curvatura média H em Hn+1 se, e somente se, u satisfaz a

equação (veja [2]),

div

(
Du

W (u)

)
=

n

xn

(
H +

Dnu

W (u)

)
(1.3)
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onde Du e W (u) são dados como antes.

Desenvolvendo div

(
Du

W (u)

)
, a equação (1.3) pode ser escrita na seguinte forma:

Q(u) =
n∑

i,j=1

aij(x, u,Du)Diju+ b(x, u,Du) = 0, (1.4)

onde
aij(x, u,Du) = (1 + |Du|2)δij −DiuDju

b(x, u,Du) =
nDnu(1 + |Du|2)

xn
− nH(1 + |Du|2)3/2

xn
.

1.3 Alguns Resultados de EDP’s

Nesta seção veremos algumas definições e resultados básicos de equações diferen-

ciais parciais eĺıpticas lineares e quase-lineares de segunda ordem, as quais serão

usadas para desenvolver os caṕıtulos seguintes. Para um estudo mais detalhado

indicamos [2] e [15].

Consideraremos EDP’s lineares de segunda ordem na forma:

Lu =
n∑

i,j=1

aijDiju+
n∑
i=1

biDiu+ cu = 0, (1.5)

onde aij, bi e c são funções reais cont́ınuas definidas em um domı́nio Ω ⊂ Rn,

a matriz (aij) é simétrica e u ∈ C2(Ω).

A matriz (aij) podemos associar a seguinte forma quadrática:

QL : Rn → R, ξ = (ξ1, ..., ξn) 7−→ QL(ξ) =
n∑

i,j=1

aijξiξj.

Diremos que L é eĺıptico em Ω quando a forma quadrática QL é definida positiva

para todos os pontos de Ω, ou seja, quando os autovalores da matriz (aij(x)) são

todos positivos. O operador L é dito uniformemente eĺıptico em Ω quando existe uma

constante θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ |ξ|2 ; ∀ ξ ∈ Rn;∀ x ∈ Ω.
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Consideremos agora operadores Q quase-lineares de segunda ordem na forma:

Q(u) =
n∑

i,j=1

aij(x, u,Du)Diju+ b(x, u,Du),

onde x ∈ Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 , u ∈ C2(Ω) e as funções aij(x, z, p), i, j = 1, ..., n e b(x, z, p)

estão definidas em Ω× R× Rn.

Fixado Y ⊂ Ω × R × Rn, diremos que Q é eĺıptico em Y se os autovalores da

matriz (aij) são não nulos e têm todos o mesmo sinal.

Como os autovalores da matriz (aij(x)) da equação (1.4) são 1 e (1 + |Du|2) com

multiplicidade n−1, temos que (1.4) é uma equação diferencial parcial eĺıptica quase-

linear de segunda ordem.

Os resultados seguintes serão usados na demonstração do teorema principal

exposto no Caṕıtulo 3. As demonstrações dos referidos resultados podem ser

encontradas, por exemplo, em [2] e [15].

Teorema 1.1. (ver [15]). Seja L, como em (1.5), um operador linear, uniformemente

eĺıptico, com c ≤ 0, definido em um domı́nio limitado Ω ⊂ Rn de classe C2,α. Suponha

que f e os coeficientes de L pertencem a Cα(Ω) e que ϕ ∈ C2,α(Ω). Então, o problema

de Dirichlet

{
Lu = f em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω

possui uma única solução em C2,α(Ω).

Teorema 1.2. (ver [15]) Sejam L um operador eĺıptico em um domı́nio limitado Ω,

com c ≤ 0 e u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).

a) Se Lu ≥ 0 em Ω, então sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+, onde u+ = max{u, 0}.

b) Se Lu ≤ 0 em Ω, então inf
Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−, onde u− = min{u, 0}.

c) Se Lu = 0 em Ω, então sup
Ω
|u| = sup

∂Ω
|u|.

O teorema abaixo é uma formulação do prinćıpio do máximo para equações eĺıpticas,

e será o argumento principal para mostrar o resultado de não-existência dado no

Caṕıtulo 4.
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Teorema 1.3. (ver [15]) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, Γ ⊂ ∂Ω um aberto de

classe C1, u ∈ C0(Ω)∩C2(Ω∪ Γ) e v ∈ C0(Ω)∩C2(Ω). Seja Q um operador eĺıptico

quase-linear tal que 
Q(u) ≥ Q(v) em Ω,

u ≤ v sobre ∂Ω− Γ,
∂v

∂ν
= −∞ sobre Γ.

Então, u ≤ v em Ω.

1.4 Grau de Leray-Schauder

Para demonstrar o Teorema 3.1, usaremos a Teoria do Grau de Leray - Schauder.

Agora, devido à complexidade do assunto daremos, nesta seção, apenas uma noção

e as principais propriedades desta teoria. Inicialmente recordaremos a definição do

grau de Brouwer. Para um estudo mais detalhado, indicamos [1], [7] e [16].

Sejam X ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado, ϕ : X → Rn uma função cont́ınua

e x0 /∈ ϕ(∂X) um valor regular de ϕ.

Nosso objetivo consiste em obtermos informações, tais como: existência, multipli-

cidade e natureza do conjunto de soluções em X da equação:

ϕ(x) = x0. (1.6)

Uma ferramenta utilizada para obtermos as informações acima, é o Grau de

Brouwer, que é definido como a função:

d(·, X, x0) :
{
ϕ ∈ C1(X,Rn);x0 /∈ ϕ(∂X)

}
→ Z,

dada por

d(ϕ,X, x0) =
∑

x∈ϕ−1(x0)

sgn (detϕ′(x)), (1.7)
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onde a função sinal, sgn, é definida por

sgn(t) =


1, se t > 0

0, se t = 0

−1, se t < 0.

Note que a soma dada na equação (1.7) é finita. De fato, é fácil mostrar que se

x0 /∈ ϕ(∂X) é um valor regular de ϕ, então o conjunto ϕ−1(x0) é finito, de modo que

a definição do grau de Brouwer dada em (1.7) é consistente.

Para o estudo da equação (1.6) em espaços de dimensão infinita utiliza-se uma

teoria mais geral, proveniente do Grau de Brouwer, conhecida como Grau de Leray-

Schauder. Uma propriedade importante do grau que permite relacionar espaços de

dimensão finita e infinita é dada no teorema abaixo e cuja demonstração pode ser

encontrada em [16].

Teorema 1.4. Sejam B um espaço de Banach real, F ⊂ B um subspaço fechado,

dimF < ∞, Ω ⊂ B aberto e limitado, T : Ω → F compacta, ϕ = I − T , x0 ∈ F e

x0 /∈ ϕ(∂Ω) . Então d(ϕ,Ω, x0) = d(ϕ|Ω∩F ,Ω ∩ F, x0).

Sejam B um espaço de Banach real, Ω ⊂ B um conjunto aberto, limitado e

T : Ω → B uma aplicação compacta. Então, existe K ⊂ B compacto, tal que

T (Ω) ⊂ K.

Seja φ : Ω → B, φ = I − T, uma perturbação da identidade. Sejam x0 ∈ B com

x0 /∈ φ(∂Ω) e F um subespaço de B de dimensão finita tal que T (Ω) ⊂ F e x0 ∈ F.
Define-se o grau de Leray-Schauder de φ com relação a Ω, no ponto x0, como

sendo o número inteiro

D(φ,Ω, x0) = d(φ|Ω∩F ,Ω ∩ F, x0). (1.8)

Observe que, pelo Teorema 1.4, a definição acima é consistente. Além disso, em

dimensão finita, o Grau de Leray-Schauder e o Grau de Brouwer coincidem.

Os dois teoremas abaixo dão propriedades importantes do grau e serão usados, no

Caṕıtulo 3, na demonstração do teorema principal. Suas demonstrações podem ser

vistas em [1], [7] e [16].
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Teorema 1.5. A aplicação D(·,Ω, x0) definida por (1.8), satisfaz as seguintes

propriedades:

1. (Existência) Se D(φ,Ω, x0) 6= 0, então existe y ∈ Ω tal que φ(y) = x0;

2. (Normalização) Se x0 ∈ Ω, então D(I,Ω, x0) = 1.

Teorema 1.6. (Invariânça por Homotopia) Sejam J ⊂ R um intervalo fechado e

não vazio, Ω ⊂ B um conjunto aberto e limitado de um espaço de Banach B e

h : Ω × J → B uma aplicação compacta. Suponha que y : J → B seja uma curva

cont́ınua, tal que, para todo λ ∈ J e todo x ∈ ∂Ω, tem-se y(λ) 6= x− h(x, λ).

Então D(I − h(·, λ),Ω, y(λ)) está bem definido e independe de λ ∈ J .

7



Caṕıtulo 2

Estimativas da Altura e do

Gradiente

2.1 Introdução

Nosso objetivo neste caṕıtulo é obter estimativas a priori e globais da altura e do

gradiente de uma famı́lia de soluções, ut com t ∈ [0, 1], do problema de Dirichlet para

equação da curvatura média no espaço hiperbólico. Este caṕıtulo foi dividido em duas

seções, na Seção 2.2 vamos construir duas funções w±t (conhecidas como barreiras) e

em seguida usá-las para estabelecer a estimativa a priori do gradiente no bordo, já

na Seção 2.3 vamos obter a estimativa da altura.

Usaremos as seguintes notações: para todo t ∈ [0, 1],

Qt(u
t) :=

n∑
i,j=1

aij(x,Dut; t)Diju
t + b(x,Dut; t) = 0,

onde

aij(x,Dut; t) = (1 +
∣∣Dut∣∣2)δij −Diu

tDju
t e

b(x,Dut; t) = −nDnu
t(1 + |Dut|2)

xn
− tnH(1 + |Dut|2)3/2

xn
,

H ′ denotará a curvatura média da fronteira de Ω, d = d(x, ∂Ω) é a distância hiperbólica
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de x ∈ Ω a fronteira de Ω, xn(y)Dnd(y) é a n-ésima componente do vetor nor-

mal unitário euclidiano da fronteira de Ω, com y ∈ ∂Ω, Du representa o gradiente

euclidiano de u,

|ϕ|2 = max

{
sup

Ω
|ϕ| , sup

Ω
|Dϕ| , sup

Ω
|Dϕ|2

}
e |H|1 = max

{
sup

Ω
|H| , sup

Ω
|DH|

}
.

2.2 Estimativas do Gradiente na Fronteira

O próximo resultado produz a estimativa a priori do gradiente na fronteira de Ω

para a famı́lia de soluções ut citada acima.

Teorema 2.1. Sejam Ω ⊂ Hn um domı́nio limitado com ∂Ω de classe C3, ϕ ∈ C2(Ω)

e H ∈ C1(Ω). Assuma a condição

n |H(y)| ≤ (n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y), ∀ y ∈ ∂Ω. (2.1)

Seja ut ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), t ∈ [0, 1], uma solução do problema de Dirichlet

{
Qt(u

t) = 0 em Ω

ut = tϕ sobre ∂Ω.
(2.2)

Então, existe c1 = c1(n,Ω, inf
Ω
xn, sup

Ω
xn, sup

Ω
|u| , |ϕ|2 , |H|1) tal que

sup
∂Ω

∣∣Dut∣∣ ≤ c1.

Demonstração: Para obter a estimativa a priori usaremos a técnica de barreira,

a qual vai ser construida em termos da função distância d(x) = d(x, ∂Ω). Seja

Γ =
{
x ∈ Ω, d(x) < do

}
para algum do > 0. Pelo Lema 14.16 de [15], d ∈ C2(Γ).

Vamos construir duas barreiras w±t ∈ C2(Γ ∩ Ω) ∩ C1(Γ ∩ Ω) tais que{
±Q(w±) ≤ 0 em N ∩ Ω

±w± ≥ ±ut sobre ∂(N ∩ Ω),
(2.3)

onde ut ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) é solução do problema(2.2) e N é uma vizinhança da

fronteira de Ω contida em Γ. Queremos encontrar duas funções w±t na forma

w±t = ±ψ(d) + tϕ
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onde ψ ∈ C2([0,∞)) satisfaz:

i) ψ(0) = 0, ψ′ > 0 e ψ′′ < 0;

ii) ψ(a) ≥M = sup
Ω
|ϕ|+ sup

Ω

∣∣ut∣∣, a uma constante a ser determinada;

iii) ψ′(d)d ≤ 1;

iv) ψ′ |Dd| ≥ µ, onde µ ≥ 3 |D(tϕ)|+ 8 (constante fixada).

Vamos trabalhar com w+
t = ψ(d) + tϕ e chamaremos de barreira superior. Por

questão de notação adotaremos as seguintes convenções:

w = w+
t , Q = Qt, u = ut, aij(x,Dw) = aij(x,Dw; t) e

ξ =
n∑

i,j=1

aij(x,Dw; t)(Diw −Di(tϕ))(Djw −Dj(tϕ)).

Como os auto-valores da matriz aij(x,Dw) são 1 e (1 + |Dw|2) com multiplicidade

n− 1, temos

|Dw −D(tϕ)|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)(Diw −Di(tϕ))(Djw −Dj(tϕ)) = ξ.

Calculemos Qt(w
+
t ) em Γ. Com a notação acima,

Q(w) =
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dijw + b(x,Dw; t)

=
n∑

i,j=1

aij(x,Dw) (ψ′′DidDjd+ ψ′Dijd+Dij(tϕ)) + b(x,Dw, t).

Usando ψ′′
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)DidDjd =
ψ′′

ψ′2
ξ, temos

Q(w) = ψ′
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dijd+
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dij(tϕ) + b(x,Dw, t) +
ψ′′

ψ′2
ξ.

Queremos majorar Q(w) por uma expressão que é múltiplo de ξ por uma

constante. Para isso vamos analisar separadamente cada parcela de Q(w).

10



Estimativa de A := ψ′
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dijd.

A = ψ′
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dijd

= ψ′
n∑

i,j=1

((1 + |Dw|2)δij −DiwDjw)Dijd

= ψ′(1 + |Dw|2)
n∑
i=1

Diid− ψ′
n∑

i,j=1

(ψ′Did+Di(tϕ)) (ψ′Djd+Dj(tϕ))Dijd

= ψ′(1 + |Dw|2)
n∑
i=1

Diid− ψ
′3

n∑
i,j=1

DidDjdDijd+

−2ψ
′2

n∑
i,j=1

DidDj(tϕ)Dijd− ψ′
n∑

i,j=1

Di(tϕ)Dj(tϕ)Dijd.

vamos majorar a segunda parcela de A, −ψ′3
n∑

i,j=1

DidDjdDijd.

Temos que |Dd|2 =
1

x2
n

, ou seja, (D1d)2 + ...+(Dnd)2 =
1

x2
n

. Derivando esta expressão

em relação a i-ésima coordenada e multiplicando por Did, i = 1, ..., n, ao somar todas

as parcelas, teremos
n∑

i,j=1

DidDjdDijd =
−Dnd

x3
n

. (2.4)

Desenvolvendo |Dw|2, obtemos

ψ′(1 + |Dw|2)Dnd

xn
− ψ′Dnd

xn

(
2ψ′DdD(tϕ) + |D(tϕ)|2 + 1

)
=
ψ
′3Dnd

x3
n

. (2.5)

Por outro lado, temos: |Dnd| ≤
1

xn
, |Dw −D(tϕ)| ≥ 1 + |D(tϕ)| ,

|ψ′Dd| = |Dw −D(tϕ)| e |Dw −D(tϕ)| = ψ′

xn
segue que,

∣∣∣∣ψ′Dnd

xn

(
2ψ′DdD(tϕ) + |D(tϕ)|2 + 1

)∣∣∣∣ ≤ ψ′

xn
|Dnd|

(
2 |ψ′Dd| |Dϕ|+ |Dϕ|2 + 1

)
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≤ |Dw −D(tϕ)| 1

xn
(2 |Dw −D(tϕ)| |Dϕ|+

+ |Dϕ|2 + 1
)

=
|Dw −D(tϕ)|2

xn

(
2 |Dϕ|+ |Dϕ|2 + 1

|Dw −D(tϕ)|

)

≤ |Dw −D(tϕ)|2

xn

(
2 |Dϕ|+ |Dϕ|

2 + 1

|Dϕ|+ 1

)

≤ |Dw −D(tϕ)|2

xn

(
2 |Dϕ|+ (|Dϕ|+ 1)2

|Dϕ|+ 1

)

=
|Dw −D(tϕ)|2

xn
(3 |Dϕ|+ 1).

Assim, a partir de (2.4) e (2.5), para a segunda parcela de A temos:

−ψ′3
n∑

i,j=1

DidDjdDijd ≤
ψ′(1 + |Dw|2)Dnd

xn
+
|Dw −D(tϕ)|2

xn
(3 |Dϕ|+ 1). (2.6)

Agora analisaremos a terceira parcela de A, ψ
′2

n∑
i,j=1

DidDj(tϕ)Dijd.

∣∣∣∣∣ψ′2
n∑

i,j=1

DidDj(tϕ)Dijd

∣∣∣∣∣ = ψ′

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

ψ′DidDj(tϕ)Dijd

∣∣∣∣∣
≤ ψ′

n∑
i,j=1

|ψ′Did| |Djϕ| |Dijd|

= ψ′
n∑

i,j=1

|(Diw −Di(tϕ))| |Djϕ| |Dijd|

≤ n2ψ′ |Dw −D(tϕ)| |Dϕ|L

= n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|L,

onde L = sup
Γ
{|Dijd| ; i, j = 1, ..., n}.
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Assim, ∣∣∣∣∣ψ′2
n∑

i,j=1

DidDj(tϕ)Dijd

∣∣∣∣∣ ≤ n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|L. (2.7)

Consideremos agora a quarta parcela de A, ψ′
n∑

i,j=1

Di(tϕ)Dj(tϕ)Dijd.

Como |Dw −D(tϕ)| ≥ 1 e |Dw −D(tϕ)|xn = ψ′ temos,∣∣∣∣∣ψ′
n∑

i,j=1

Di(tϕ)Dj(tϕ)Dijd

∣∣∣∣∣ ≤ ψ′
n∑

i,j=1

|Diϕ| |Djϕ| |Dijd|

≤ n2ψ′ |Dϕ|2 L

= n2xn |Dw −D(tϕ)| |Dϕ|2 L

≤ n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|2 L.

Logo, ∣∣∣∣∣ψ′
n∑

i,j=1

Di(tϕ)Dj(tϕ)Dijd

∣∣∣∣∣ ≤ n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|2 L. (2.8)

Agora, de (2.6), (2.7) e (2.8), segue que

A ≤ ψ′(1 + |Dw|2)
n∑
i=1

Diid+

{
ψ′(1 + |Dw|2)Dnd

xn
+
|Dw −D(tϕ)|2

xn
(3 |Dϕ|+ 1)

}
+
{

2n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|L
}

+
{
n2xn |Dw −D(tϕ)|2 |Dϕ|2 L

}
= ψ′(1 + |Dw|2)

(
n∑
i=1

Diid+
Dnd

xn

)
+

+ |Dw −D(tϕ)|2
[(

2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2
)
L+

1 + 3 |Dϕ|
xn

]
.

Estimativa de B :=
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dij(tϕ)
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B =
n∑

i,j=1

aij(x,Dw)Dij(tϕ)

=
n∑

i,j=1

(
(1 + |Dw|2)δij −DiwDjw

)
Dij(tϕ)

=
n∑
i=1

(
(1 + |Dw|2)− (Diw)2

)
Dii(tϕ)−

n∑
i,j=1
i 6=j

DiwDjwDij(tϕ)

≤
n∑
i=1

(1 + |Dw|2) |Diiϕ|+
n∑

i,j=1
i6=j

|Dw|2 |Dijϕ|

≤ (1 + |Dw|2)
n∑
i=1

|Diiϕ|+ (1 + |Dw|2)
n∑

i,j=1
i6=j

|Dijϕ|

= (1 + |Dw|2)
n∑

i,j=1

|Dijϕ| .

Logo, B ≤ (1 + |Dw|2)R, onde R =
n∑

i,j=1

|Dijϕ|.

Estimativa de C := b(x,Dw; t) = −nDnw(1 + |Dw|2)

xn
− ntH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

Vamos decompor o termo (1 + |Dw|2)3/2.

(1 + |Dw|2)3/2 = (1 + |Dw|2) (ψ′ |Dd|+ |D(tϕ)|+O(1)) ,

onde O(1) representa um termo que é limitado por uma constante quando |Dw| → ∞.
Assim,

C = −nDnw(1 + |Dw|2)

xn
− ntH

xn
(1 + |Dw|2) (ψ′ |Dd|+ |D(tϕ)|+O(1))

= −n(ψ′Dnd+Dn(tϕ))(1 + |Dw|2)

xn
− ntHψ′

xn
|Dd| (1 + |Dw|2) +

−nt(1 + |Dw|2)

xn
(H |D(tϕ)|+HO(1))
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≤ −nψ
′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
+
n |Dnϕ| (1 + |Dw|2)

xn
− ntHψ′

x2
n

(1 + |Dw|2) +

+
n(1 + |Dw|2)

xn
(|H| |Dϕ|+ |H|O(1))

≤ ψ′(1 + |Dw|2)

x2
n

(−nxnDnd− tnH) +

+
(1 + |Dw|2)

xn
(n |Dϕ|+ n |H| |Dϕ|+ n |H|O(1)) .

Combinando as estimativas A, B e C, obtemos:

Q(W ) ≤ ψ′(1 + |Dw|2)

(
n∑
i=1

Diid+
Dnd

xn

)
+

+ |Dw −D(tϕ)|2
[(

2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2
)
L+

1 + 3 |Dϕ|
xn

]
+

+(1 + |Dw|2)R +
ψ′(1 + |Dw|2)

x2
n

(−nxnDnd− tnH) +

+
(1 + |Dw|2)

xn
(n |Dϕ|+ n |H| |Dϕ|+ n |H|O(1)) +

ψ′′

ψ′2
ξ

=
1

x2
n

ψ′(1 + |Dw|2)

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 1)xnDnd− tnH

)
+

+ |Dw −D(tϕ)|2
(

1 + 3 |Dϕ|
xn

+
(
2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2

)
L

)
+

+(1 + |Dw|2)

nHO(1)

xn
+R +

n |H| |Dϕ|
xn

+

n sup
Ω
|Dϕ|

xn

+
ψ′′

ψ′2
ξ.

Agora, de (1 + |Dw|2) ≤ µξ e |Dw −D(tϕ)|2 ≤ ξ, obtemos

Q(W ) ≤

[
1

x2
n

ψ′µ

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 1)xnDnd− tnH

)
+

+
1 + 3 |Dϕ|

xn
+
(
2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2

)
L+

+

(
nHO(1)

xn
+R +

n |H| |Dϕ|
xn

+
n

xn
sup

Ω
|Dϕ|

)
µ+

ψ′′

ψ′2

]
ξ.
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Considere a parcela

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 1)xn(x)Dnd(x)− tnH(x).

Temos a seguinte igualdade, (ver caṕıtulo 1 de [12]),

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 2)xn(x)Dnd(x) =
n−1∑
i=1

tghθ − ki
1− ki tghθ

= −
n−1∑
i=1

ki
1− ki tghθ

+
n−1∑
i=1

tghθ

1− ki tghθ

onde k1, k2, ..., kn−1 são as curvaturas principais hiperbólicas da fronteira de Ω em y,

y = y(x) é o ponto da fronteira de Ω mais próximo de x e θ = d(x).

Seja H ′ a curvatura média da fronteira de Ω em y. Temos

−(n− 1)H ′(y) ≥ −
n−1∑
i=1

ki
1− ki tghθ

pois, usando o fato que a função
−ki

1− ki tghθ
é não-crescente na variável θ , 0 ≤ θ ≤ do

e
n−1∑
i=1

ki
n− 1

= H ′(y), ou seja, (n− 1)H ′(y) =
n−1∑
i=1

ki, segue que

−(n− 1)H ′(y) = −
n−1∑
i=1

ki = −
n−1∑
i=1

ki
1− ki tghθ|θ=0

≥ −
n−1∑
i=1

ki
1− ki tghθ

.

Portanto,

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 2)xn(x)Dnd(x) ≤ −(n− 1)H ′(y) +
n−1∑
i=1

tghθ

1− ki tghθ
.

Como (1− ki tghθ)−1 está limitado para 0 ≤ θ ≤ do, podemos escrever

n−1∑
i=1

tghθ

1− ki tghθ
= θO(1)

para todo 0 ≤ θ ≤ do. Assim

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 2)xn(x)Dnd(x) ≤ −(n− 1)H ′(y) + θO(1).
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De (2.1) temos

tn |H(y)| ≤ (n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y) ∀ y ∈ ∂Ω

ou seja, −(n− 1)H ′(y) ≤ tnH(y) + xn(y)Dnd(y) ∀ y ∈ ∂Ω e portanto,

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 2)xn(x)Dnd(x) = x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 1)xn(x)Dnd(x)

+ xn(x)Dnd(x)

≤ −(n− 1)H ′(y) + θO(1)

≤ tnH(y) + xn(y)Dnd(y) + θO(1).

Assim,

x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− (n− 1)xn(x)Dnd(x)− tnH(x) ≤ tn (H(y)−H(x)) + θO(1) +

+xn(y)Dnd(y)− xn(x)Dnd(x)

≤ n |H(y)−H(x)|+ θO(1) +

+ |xn(y)Dnd(y)− xn(x)Dnd(x)|

≤ K1 |x− y|+ θO(1) +K2 |x− y|

≤ K1θ + θO(1) +K2θ

= Kθ + θO(1)

= (K +O(1)) θ,

dessa forma,

Q(w) ≤
[

(K +O(1))ψ′θµ

x2
n

+
1 + 3 |Dϕ|

xn
+
(
2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2

)
L+

+

n |H|
xn

+R +
n |H| |Dϕ|

xn
+

n sup
Ω
|Dϕ|

xn

µ+
ψ′′

ψ′2

 ξ.
Sendo θ = d(x), por iii) temos

Q(w) ≤
[

(K +O(1))µ

x2
n

+
1 + 3 |Dϕ|

xn
+
(
2n2xn |Dϕ|+ n2xn |Dϕ|2

)
L+

+

n |H|
xn

+R +
n |H| |Dϕ|

xn
+

n sup
Ω
|Dϕ|

xn

µ+
ψ′′

ψ′2

 ξ.
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Tomando

ν0 =

K +O(1)

inf
Ω
x2
n

+

n |H|+ n sup
Ω
|H| |Dϕ|+ n sup

Ω
|Dϕ|

inf
Ω
xn

+R

µ+

+ sup
Ω

1 + 3 |Dϕ|
xn

+

(
2n2 sup

Ω
xn |Dϕ|+ n2 sup

Ω
xn |Dϕ|2

)
L,

segue que

Q(w) ≤
(
ν0 +

ψ′′

ψ′2

)
ξ.

Considerando ν = max {νo, 1}, temos

Q(w) ≤
(
ν +

ψ′′

ψ′2

)
ξ.

Para que w satisfaça (2.3), tome

ψ(d) =
1

ν
ln(1 + kd), 0 ≤ d ≤ a,

sendo k suficientemente grande de modo a garantir que a ≤ do.

Observe que ψ satisfaz as condições i), ii), iii) e iv) citadas anteriormente.

De fato,

i) ψ(0) =
1

ν
ln(1) = 0, ψ′(d) =

k

ν(1 + kd)
> 0 e ψ′′(d) = − k2

ν(1 + kd)2
< 0.

ii) Tome a =
eν

M − 1

k
, dáı

ψ(a) =
1

ν
ln(1 + ka) =

1

ν
ln

(
1 + k

eν
M − 1

k

)
=

1

ν
lneν

M

= M
1

ν
lneν = M.

iii) Sendo a função ψ′(d)d crescente , segue que

ψ′(d)d ≤ ψ′(a)a =
ka

ν(1 + ka)
≤ 1.

iv) Temos que

ψ′ |Dd| =
ψ′

xn
≥ ψ′

sup
Ω
xn

≥ ψ′(a)

sup
Ω
xn

=
k

ν(1 + ka) sup
Ω
xn
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=
k

ν
(

1 + k
(
eνM−1

k

))
sup

Ω
xn

=
k

νeνM sup
Ω
xn
≥ µ, desde que k ≥ µνeν

M

sup
Ω
xn.

Além disso,
ψ′′

ψ′2
+ ν = − k2

ν(1 + kd)2
.
ν2(1 + kd)2

k2
+ ν = 0.

Assim, a barreira superior w satisfaz

{
Q(w) ≤ 0 em N ∩ Ω

w ≥ u sobre ∂(N ∩ Ω)

e pelo prinćıpio do máximo

u(x) ≤ w(x) = w+(x) = ψ(d(x)) + tϕ(x), ∀ x ∈ N . (2.9)

De forma análoga, obtemos a barreira inferior w−t , isto é,

w−(x) = −ψ(d(x)) + tϕ(x) ≤ u(x), ∀ x ∈ N (2.10)

De posse das barreiras superior e inferior, obtemos a estimativa do gradiente na

fronteira de Ω.

Seja x0 ∈ ∂Ω e υ um vetor unitário euclidiano tal que 〈υ, η〉 > 0 onde η é a

normal unitária euclidiana interior a fronteira de Ω em x0. Usando ψ(d(x0)) = 0,

tϕ(x0) = u(x0), (2.9) e (2.10) obtemos,

−ψ (d(x0 + ευ))− ψ(d(x0)) + t (ϕ(x0 + ευ)− ϕ(x0)) ≤ u(x0 + ευ)− u(x0) e

u(x0 + ευ)− u(x0) ≤ ψ(d(x0 + ευ))− ψ(d(x0)) + t (ϕ(x0 + ευ)− ϕ(x0)) .

Para ε > 0 suficientemente pequeno temos

−ψ(d(x0 + ευ))− ψ(d(x0))

ε
+ t

ϕ(x0 + ευ)− ϕ(x0)

ε
≤ u(x0 + ευ)− u(x0)

ε
e
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u(x0 + ευ)− u(x0)

ε
≤ ψ(d(x0 + ευ))− ψ(d(x0))

ε
+ t

ϕ(x0 + ευ)− ϕ(x0)

ε
,

fazendo ε→ 0+, obtemos

−ψ′(0)Dd(x0) · υ + tDϕ(x0) · υ ≤ Du(x0) · υ ≤ ψ′(0)Dd(x0) · υ + tDϕ(x0) · υ,

e portanto

|Du(x0) · υ| ≤ |ψ′(0)Dd(x0) · υ|+ |tDϕ(x0) · υ| .

Note que |Dd(x0)| =
1

xn(x0)
> 0. Assim, tomando υ =

Dd(x0)

|Dd(x0)|
e aplicando a

desigualdade de Schwarz, deduzimos que

|Du(x0)| ≤ ψ′(0)

inf
Ω
xn

+ sup
Ω
|Dϕ| , ∀ x0 ∈ ∂Ω,

ou seja,

sup
∂Ω
|Du| ≤ c1, c1 = c1(n,Ω, inf

Ω
xn, sup

Ω
xn, sup

Ω
|u| , |ϕ|2 , |H|1).

Donde a estimativa desejada. �

2.3 Estimativa da Altura

Nesta seção veremos dois resultados que serão usados para dar condições de aplicar

a teoria do grau e garantir a existência de solução para teorema principal, dado no

Caṕıtulo 3.

Teorema 2.2. (Estimativa da Altura) Sejam Ω ⊂ Hn um domı́nio limitado,

H ∈ C1(Ω), ϕ ∈ C2(Ω) e ut ∈ C0(Ω) ∩ C2(Ω), com t ∈ [0, 1], solução do

problema de Dirichlet {
Qt(u

t) = 0 em Ω

ut = tϕ em ∂Ω.

Então, sup
Ω

∣∣ut∣∣ ≤ c2 onde c2 é uma constante que independe de t.
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Demonstração: Provaremos o teorema no caso em que |H(x)| ≤ 1. Construire-

mos duas funções w1 e w2 que sejam supersolução e subsolução, respectivamente, do

problemade Dirichlet (2.2).

Como Ω é um compacto de Hn, podemos considerar uma bola Br(p) ⊂ Hn,

p = p(0, ...0, r) tal que ∂Br(p) ∩ ∂∞Hn = (0, ..., 0), onde ∂∞Hn := {xn = 0} ∪ {∞} e

Ω ⊂ Br(p). ∂Br(p) é uma horosfera que será dividida em duas partes e transladada

convenientemente a fim de obter uma supersolução e uma subsolução para o problema

de Dirichlet mencionado.

Para cada t ∈ [0, 1], considere a função

wt1 = t sup
Ω
|ϕ|+ (r2 − (x1 + ...+ x2

n−1 + (xn − r)2))1/2, x ∈ Br(p).

A função wt1 translada a primeira parte da horosfera.

Lema 2.3. wt1 é uma supersolução do problemade Dirichlet (2.2), ou seja, Qt(w
t
1) ≤ 0

em Ω.

Demonstração: Usaremos a seguinte notação:

w := wt1 e X1/2 := (r2 − (x1 + ...+ x2
n−1 + (xn − r)2))1/2.

Primeiro mostraremos que: 1 + |Dw|2 =
r2

X
,

n∑
i=1

Diiw = − n

X1/2
+

1

X1/2
− r2

X3/2

e
n∑

i,j=1

DiwDjwDijw =
r2

X3/2
− r4

X5/2
.

Temos que,

Diw = − xi
X1/2

, i ∈ {1, ..., n− 1} e Dnw =
−(xn − r)
X1/2

.
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Assim,

|Dw|2 = (D1w)2 + ...+ (Dnw)2

=
(
− x1

X1/2

)2

+ ...+

(
−(xn − r)

X1/2

)2

=
x2

1 + ...+ (xn − r)2

X

=
(−r2 + (x2

1 + ...+ (xn − r)2)) + r2

X

= −1 +
r2

X
,

logo

(1 + |Dw|2) =
r2

X
. (2.11)

Agora, de

Diiw = − 1

X1/2
− x2

i

X3/2
, i ∈ {1, ..., n− 1} e Dnnw = − 1

X1/2
− (xn − r)2

X3/2
,

segue que
n∑
i=1

Diiw = − n

X1/2
− x2

1

X3/2
− ...− (xn − r)2

X3/2

= − n

X1/2
− 1

X1/2

(
x2

1 + ...+ (xn − r)2

X

)
= − n

X1/2
− 1

X1/2

(
−1 +

r2

X

)
= − n

X1/2
+

1

X1/2
− r2

X3/2

logo,
n∑
i=1

Diiw = − n

X1/2
+

1

X1/2
− r2

X3/2
. (2.12)

Para calcular
n∑

i,j=1

DiwDjwDijw observe que, (para i, j ∈ {1, ..., n− 1}),

Diw = − xi
X1/2

; Diiw = − 1

X1/2
− x2

i

X3/2
; Dnw =

−(xn − r)
X1/2

;

Dnnw = − 1

X1/2
− (xn − r)2

X3/2
; Dijw = − xixj

X3/2
, i 6= j.
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Fixando i = 1 e tomando j ∈ {1, ..., n}, temos

n∑
j=1

D1wDjwD1jw = D1wD1wD11w +D1wD2wD12w + ...+D1wDnwD1nw

= − x1

X1/2

(
− x1

X1/2

)(
− 1

X1/2
− x2

1

X3/2

)
+

+
(
− x1

X1/2

)(
− x2

X1/2

)(
−x1x2

X3/2

)
+

+ . . .+
(
− x1

X1/2

)(
−(xn − r)

X1/2

)(
−x1(xn − r)

X3/2

)

= − x2
1

X3/2
− x4

1

X5/2
− x2

1x
2
2

X5/2
− . . .− x2

1(xn − r)2

X5/2

= − x2
1

X3/2
− x2

1

X3/2

(
x2

1 + . . .+ (xn − r)2

X

)
= − x2

1

X3/2
− x2

1

X3/2

(
−1 +

r2

X

)
.

Analogamente, para i = 2 e j ∈ {1, ..., n}, obtemos:

n∑
j=1

D2wDjwD2jw = − x2
2

X3/2
− x2

2

X3/2

(
−1 +

r2

X

)
.

No caso de i = n e j ∈ {1, ..., n}, temos

n∑
j=1

DnwDjwDnjw = −(xn − r)2

X3/2
− (xn − r)2

X3/2

(
−1 +

r2

X

)
.

Observe que ao variar i de 1 a n e somar todas as parcelas, obteremos

n∑
i,j=1

DiwDjwDijw =

[
− x2

1

X3/2
− x2

1

X3/2

(
−1 +

r2

X

)]
+

[
− x2

2

X3/2
− x2

2

X3/2

(
−1 +

r2

X

)]
+

+ . . .+

[
−(xn − r)2

X3/2
− (xn − r)2

X3/2

(
−1 +

r2

X

)]

=

(
− x2

1

X3/2
− x2

2

X3/2
− . . .− (x2 − r)2

X3/2

)
+

+

(
− x2

1

X3/2
− x2

2

X3/2
− . . .− (x2 − r)2

X3/2

)(
−1 +

r2

X

)
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= − 1

X1/2

(
x2

1 + . . .+ (xn − r)2

X

)
+

− 1

X1/2

(
x2

1 + . . .+ (xn − r)2

X

)(
−1 +

r2

X

)

= − 1

X1/2

(
−1 +

r2

X

)
− 1

X1/2

(
−1 +

r2

X

)(
−1 +

r2

X

)
=

r2

X3/2
− r4

X5/2
,

e portanto,

n∑
i,j=1

DiwDjwDijw =
r2

X3/2
− r4

X5/2
. (2.13)

Agora, de (2.11), (2.12) e (2.13) temos

Qt(w) = (1 + |Dw|2)
n∑
i=1

Diiw −
n∑

i,j=1

DiwDjwDijw +

− n

xn
(1 + |Dw|2)Dnw −

tnH(x)

xn
(1 + |Dw|2)3/2

=
r2

X

(
− n

X1/2
+

1

X1/2
− r2

X3/2

)
− r2

X3/2
+

r4

X5/2
+

+
n

xn

(xn − r)
X1/2

r2

X
− tnH(x)

xn

r3

X3/2

= − nr3

xnX−3/2
− tnH(x)

xn

r3

X3/2

=
nX−3/2r3

xn
(−1− tH).

Sendo |H(x)| ≤ 1, temos

−1− tH ≤ −1 + t, ∀ t ∈ [0, 1],
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dessa forma,

Qt(w) ≤ nX−3/2r3

xn
(−1 + t) ≤ 0.

�

Pelo teorema 10.1 de [15], ut(x) ≤ w(x), ∀ x ∈ Ω, logo

sup
Ω
ut(x) ≤ sup

Ω
|ϕ|+ r. (2.14)

Considere agora a função wt2 definida por

wt2(x) = −t sup
Ω
|ϕ| − (r2 − (x1 + ...+ x2

n−1 + (xn − r)2))1/2.

A função wt2 translada a segunda parte da horosfera.

Lema 2.4. wt2 é uma subsolução do problemade Dirichlet (2.2), ou seja, Qt(w
t
2) ≥ 0

em Ω.

Demonstração: Denotando wt2 = w e X como antes, temos

|Dw|2 = −1 +X−1r2, (1 + |Dw|2)1/2 =
r

X1/2
e Dnw =

xn − r
X1/2

.

Usando racioćınio análogo ao da construção da supersolução, obteremos:

Qt(w) =
nX−3/2r3

xn
(1− tH).

Sendo |H(x)| ≤ 1, segue que 1− t |H(x)| ≥ 1− t, ∀ t ∈ [0, 1], assim,

Qt(w) ≥ nX−3/2r3

xn
(1− t) ≥ 0.

�

Pelo Teorema 10.1 de [15], w(x) ≤ ut(x) ∀ x ∈ Ω, logo

− sup
Ω
|ϕ| − r ≤ sup

Ω
ut. (2.15)

De (2.14) e (2.15) obtemos

sup
Ω

∣∣ut∣∣ ≤ c2, c2 = c2(sup
Ω
|ϕ| ,Ω).
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As estimativas sup
∂Ω

∣∣Dut∣∣ ≤ c1 e sup
Ω

∣∣ut∣∣ ≤ c2 dadas nos Teoremas 2.1 e

2.2, junto à Proposição 5.2 de [3] ou ao Lema 3.1 de [?], nos permitem mostrar que

sup
Ω

∣∣Dut∣∣ ≤ c3. Agora, usando as estimativas de Ladyzhenskaya e Ural’tseva, (ver

Teorema 13.2 ou Teorema 13.7 de [15]), temos a estimativa de Hölder, sup
Ω

∣∣Dut∣∣
β
≤

c4, com β ∈ (0, 1). Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Sejam Ω ⊂ Hn um domı́nio limitado com ∂Ω ∈ C3, ϕ ∈ C3(Ω) e

H ∈ C2(Ω). Assuma que H satisfaz a condição (2.1) e para t ∈ [0, 1], u = ut ∈ C2(Ω)

é solução do problemade Dirichlet{
Qt(u

t) = 0 em Ω

ut = tϕ sobre ∂Ω,

então

sup
Ω

∣∣ut∣∣
1,β

= sup
Ω

∣∣ut∣∣+ sup
Ω

∣∣Dut∣∣
β

+ sup
Ω

∣∣Dut∣∣
β
≤ c, (2.16)

onde c é uma constante que independe de t.
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Caṕıtulo 3

Resultado de Existência e

Unicidade

3.1 Introdução

Seja Ω um domı́nio limitado em um hiperplano P ⊂ Hn, dada as funções ϕ ∈ C3(Ω)

e H ∈ C2(Ω), queremos saber se existe uma função u ∈ C2(Ω) tal que u|∂Ω = ϕ e

cujo gráfico horizontal tenha curvatura média hiperbólica H, ou seja, queremos saber

se o problema de Dirichlet, div

(
Du

W (u)

)
=

n

xn

(
H +

Dnu

W (u)

)
em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω

(3.1)

tem solução.

Para mostrar que o problema acima tem solução, usaremos a teoria do grau.

Vamos linearizar o problema de modo a poder aplicar os resultados enunciados no

Caṕıtulo 1.

Consideremos neste caṕıtulo, Qt(u
t), H ′, xn(y)Dnd(y) e d = d(x, ∂Ω) como no

Caṕıtulo 2.
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3.2 Resultado Principal

Desenvolvendo o termo div

(
Du

W (u)

)
, a primeira equação do problema de Dirichlet

(3.1) pode ser reescrita na forma

n∑
i,j=1

((1 + |Du|2)δij −DiuDju)Diju−
nDnu(1 + |Du|2)

xn
− nH(1 + |Du|2)3/2

xn
= 0.

Para t ∈ [0, 1], considere a famı́lia de problemas de Dirichlet,
Qt(u

t) :=
n∑

i,j=1

aij(x,Dut; t)Diju
t + b(x,Dut; t) = 0 em Ω

ut = tϕ sobre ∂Ω,

(3.2)

onde aij(x,Dut; t) e b(x,Dut; t) são como no Caṕıtulo 2, ou seja,

aij(x,Dut; t) = (1 +
∣∣Dut∣∣2)δij −Diu

tDju
t e

b(x,Dut; t) = −nDnu
t(1 + |Dut|2)

xn
− tnH(1 + |Dut|2)3/2

xn
.

Pelo Teorema 1.1, para cada v ∈ C1,β(Ω) , β ∈ (0, 1) e t ∈ [0, 1], o problema linear

eĺıptico de segunda ordem
n∑

i,j=1

aij(x,Dv; t)Diju
t − n(1+|Dv|2)

xn
Dnu

t − tnH(1+|Dv|2)
3/2

xn
= 0 em Ω

ut = tϕ sobre ∂Ω,

(3.3)

possui uma única solução ut ∈ C2,β(Ω).

Assim, para cada função v ∈ C1,β(Ω) e para cada t ∈ [0, 1] temos bem definida a

aplicação

Tt : C1,β(Ω) −→ C2,β(Ω), Tt(v) = ut,

onde ut é a única solução de (3.3).

Lema 3.1. A aplicação Tt : C1,β(Ω) −→ C1,β(Ω) definida acima é compacta.
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Demonstração: Seja A um conjunto limitado em C1,β(Ω), vamos mostrar que Tt(A)

é pré-compacto em C2,β(Ω). Para cada v ∈ C1,β(Ω) temos Tt(v) = ut, pelo Teorema

6.6 de [15], cada função ut é limitada na norma C2,β, dessa forma, Tt aplica conjuntos

limitados de C1,β(Ω) em conjuntos limitados em C2,β(Ω), e estes, pelo Teorema de

Arzelá-Ascoli, são pré-compacto em C2(Ω) e em particular em C1,β(Ω). Assim,

Tt é compacta. �

Lema 3.2. A aplicação Tt é cont́ınua.

Demonstração: Seja {vm}m∈N uma sequência em C1,β(Ω) tal que vm → v em

C1,β(Ω). Vamos mostrar que Ttvm → Ttv em C1,β(Ω). Como {Ttvm} é um conjunto

pré-compacto em C2,β(Ω), em particular em C2(Ω), a sequência {Ttvm} possui uma

subsequência {Ttvm} convergente em C2(Ω), digamos Ttvm → u ∈ C2(Ω).

Vamos mostrar que u = Tt(v). Consideremos a primeira equação de (3.3) na

forma
n∑

i,j=1

aij(x,Dv; t)Diju+b(x,Dv,Dnu; t) = 0. Usando o fato que os coeficientes do

operador eĺıptico da equação (3.3) são cont́ınuos, temos lim
m→∞

(Dij {Ttvm}) = Dij( lim
m→∞

{Ttvm})
e sendo Ttvm a única solução de (3.3) temos,

n∑
i,j=1

aij(x,Dvm; t)Dij {Ttvm}+ b(x,Dvm, Dn {Ttvm} ; t) = 0.

Tomando limite, obtemos

lim
m→∞

(
n∑

i,j=1

aij(x,Dvm; t)Dij {Ttvm}+ b (x,Dvm, Dn {Ttvm} ; t)

)
= 0,

donde

n∑
i,j=1

aij(x,Dv; t)Dij

(
lim
m→∞

{Ttvm}
)

+ b
(
x,Dv,Dn

(
lim
m→∞

{Ttvm}
)

; t
)

= 0,

logo
n∑

i,j=1

aij(x,Dv; t)Diju+ b(x,Dv, u; t) = 0.
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Pela unicidade das soluções, temos, u = Tt(v), ou seja, lim
m→∞

{Ttvm} = Tt(v) e por-

tanto Tt é cont́ınua. �

Enunciaremos agora o resultado principal deste trabalho, que é um Teorema que

garante existência e unicidade de solução do problema de Dirichlet para equação da

curvatura média no espaço hiperbólico.

Teorema 3.3. Sejam Ω ⊂ Hn um domı́nio limitado com ∂Ω ∈ C3, ϕ ∈ C3(Ω) e

H ∈ C2(Ω). Suponha que n |H(y)| ≤ (n− 1)H
′
(y) +xn(y)Dnd(y),∀ y ∈ ∂Ω. Então

o problema de Dirichlet (3.1) possui uma única solução u ∈ C2(Ω).

Demonstração: Pela definição da aplicação Tt, uma função v ∈ C1,β(Ω) é solução

do problema (3.2) se, e somente se, v é ponto fixo de Tt. Portanto, se mostrarmos

que Tt possui um ponto fixo, teremos mostrado existência de solução para o problema

(3.2). A existência de ponto fixo será obtida usando a teoria do grau.

Considere o conjunto

C :=
{
υ ∈ C1,β(Ω); |υ|1,β < c

}
,

onde c > c e c é a constante do Teorema 2.3.

Claramente, pela definição do conjunto C e o Teorema 2.3, a equação ut−Ttut = 0

não tem solução em ∂C. Assim, o grau

D(I − Tt, C, 0)

está bem definido e pela propriedade de invariança por homotopia, Teorema 1.6,

D(I − Tt, C, 0) é uma constante que independe de t. Seja

l := D(I − Tt, C, 0).

Pelo Teorema 1.5 (parte 1), a equação ut−Ttut = 0 terá solução se l 6= 0. Agora, pelo

Prinćıpio do Máximo, Teorema 1.2, a única solução de (3.3), no caso em que t = 0, é

u0 ≡ 0. Assim, T0 ≡ 0, com isso, usando o Teorema 1.5 (parte 2) temos,

D(I − T0, C, 0) = D(I, C, 0) = 1.
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Logo,

D(I − Tt, C, 0) = D(I − T0, C, 0) = D(I, C, 0) = 1.

Dáı, para cada t ∈ [0, 1] a equação ut − Ttut = 0 tem solução ut ∈ C1,β(Ω), ou seja, a

aplicação Tt possui ponto fixo ut ∈ C1,β(Ω), agora u1 é solução do problema (3.2) de

modo que u1 ∈ C2,β(Ω), (veja Teorema 1.2). Em particular u1 ∈ C2(Ω).

Vamor supor que existam duas soluções u1 e u2 do problema (3.2). Como vimos

no Caṕıtulo 1, seção 1.3, o operador Q é eliptico e temos Q(u1) = Q(u2) em Ω e

u1 = u2 na fronteira de Ω, logo, pelo taorema 10.1 de [15] segue que u1 = u2 em Ω.

Portanto o Teorema 3.3 tem solução, e esta é única.

�
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Caṕıtulo 4

Resultado de Não-Existência

4.1 Introdução

Neste Caṕıtulo vamos mostrar que a condição de fronteira

n |H(y)| ≤ (n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y),∀ y ∈ ∂Ω,

usada no teorema de existência é ótima. Para isso usaremos o Teorema 1.4.

Lembrando que, como antes, H ′ denotará a curvatura média da fronteira de Ω,

d = d(x, ∂Ω) é a distância hiperbólica de x ∈ Ω ao bordo de Ω, Du representa o

gradiente euclidiano de u e xn(y)Dnd(y) é a n-ésima componente do vetor normal

unitário euclidiano da fronteira de Ω, com y ∈ ∂Ω. Consideremos também,

Q(u) :=
n∑

i,j=1

aij(x,Du)Diju+ b(x,Du) = 0,

com

aij(x,Du) = (1 + |Du|2)δij −DiuDju

b(x,Du) = −nDnu(1 + |Du|2)

xn
− nH(1 + |Du|2)3/2

xn
.
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4.2 Não Existência de Solução

O resultado abaixo diz que não existe uma extensão de ϕ a Ω satisfazendo a

equação da curvatura média H no espaço hiperbólico, cujo gráfico tenha curvatura

média H.

Teorema 4.1. Sejam Ω ⊂ Hn um domı́nio limitado de classe C2, ϕ ∈ C∞(Ω) e

H ∈ C0(Ω). Assuma a condição

(n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y) < n |H(y)| (4.1)

onde H:

(i) não muda de sinal em Ω e n ≥ 3 ou,

(ii) não muda de sinal em Ω, n = 2 e diam(Ω) <
ln 3

2
ou,

(iii) |H| ≥ 1 em Ω.

Então, em qualquer dos três casos acima, o problema de Dirichlet{
Q(u) = 0 em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω
(4.2)

não tem solução.

Demonstração: Demonstraremos o resultado acima aplicando o Teorema 1.4 em

duas partes de Ω, a primeira numa vizinhança de y, (y ∈ ∂Ω, fixo) e a outra no

complementar desta vizinhança. Em ambas as partes obteremos uma supersolução

para o problema de Dirichlet (4.2), isto é, obteremos uma função w tal que Q(w) ≤ 0.

Primeira parte da demonstração.

Sejam y ∈ ∂Ω (fixo), δ = diam(Ω) o diâmetro hiperbólico de Ω, a ∈ (0, δ) e

Ω1 := {x ∈ Ω; a < d(x) < δ} onde d(x) = dist(x, y) é a distância de x ∈ Ω a

y ∈ ∂Ω. Considere a função w definida em Ω1 por

ω(x) = sup
∂Ω−Ba(y)

u+ ψ(d)
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onde ψ ∈ C2((a, δ)) é uma função a ser determinada, satisfazendo as seguintes

condições:

ψ(δ) = 0, ψ′ ≤ 0, ψ′(a) = −∞, ψ′′ ≥ 0 e Q(w) ≤ 0.

Ou seja, vamos determinar a função ψ de modo que w seja uma supersolução para o

problema (4.2) em Ω1.

Temos que

Q(w) =
n∑

i,j=1

((1 + |Dw|2)δij −DiwDjw)Dijw +

−nDnw(1 + |Dw|2)

xn
− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

Analisaremos o seguinte termo:

M :=
n∑

i,j=1

((1+|Dw|2)δij−DiwDjw)Dijw = (1+|Dw|2)
n∑
i=1

Diiw−
n∑

i,j=1

DiwDjwDijw.

De Diw = ψ′Did, Diiw = ψ′′(Did)2+ψ′Diid e Dijw = ψ′′DidDjd+ψ′Dijd,

obtemos,

M = (1 + |Dw|2)

(
ψ′′

n∑
i=1

(Did)2 + ψ′
n∑
i=1

Diid

)
+

−ψ′2
n∑

i,j=1

DidDjd (ψ′′DidDjd+ ψ′Dijd)

= (1 + |Dw|2)ψ′′ |Dd|2 + (1 + |Dw|2)ψ′
n∑
i=1

Diid+

−ψ′2ψ′′ |Dd|4 − ψ′3
n∑

i,j=1

DidDjdDijd.

Usando |Dd| = 1

xn
,

n∑
i,j=1

DidDjdDijd =
−Dnd

x3
n

e (1 + |Dw|2)
ψ′′

x2
n

− ψ
′2ψ′′

x4
n

=
ψ′′

x2
n

segue que
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M = (1 + |Dw|2)
ψ′′

x2
n

+ (1 + |Dw|2)ψ′
n∑
i=1

Diid−
ψ
′2ψ′′

x4
n

+
ψ
′3Dnd

x3
n

= (1 + |Dw|2)ψ′
n∑
i=1

Diid+
ψ′′

x2
n

+
ψ
′3Dnd

x3
n

.

Logo, (usando que Dnw = ψ′Dnd)

Q(w) = (1 + |Dw|2)ψ′
n∑
i=1

Diid+
ψ′′

x2
n

+
ψ
′3Dnd

x3
n

+

−nψ
′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
(4.3)

=
(1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− nxnDnd+ 2xnDnd− 2xnDnd

)
+

+
ψ′′

x2
n

+
ψ
′3Dnd

x3
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn

=
(1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 2)xnDnd

)
+

−2ψ′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
+
ψ′′

x2
n

+
ψ
′3 +Dnd

x3
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

De x2
n

n∑
i=1

Diid−(n−2)xnDnd =
n− 1

tghd
e −ψ

′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
+
ψ
′3Dnd

x3
n

= −ψ
′Dnd

xn
obtemos

Q(w) =
(1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
n− 1

tghd
− ψ′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
+

−ψ′Dnd

xn
+
ψ′′

x2
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn

≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
n− 1

tghd
− ψ′ |Dnd| (1 + |Dw|2)

xn
+

−ψ′ |Dnd|
xn

+
ψ′′

x2
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

De |Dnd| ≤
1

xn
e ψ′ ≤ 0 segue que −ψ′ |Dnd|

xn
≤ −ψ′ |Dnd|

xn
(1+|Dw|2), assim,
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Q(w) ≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
(
n− 1

tghd
− 2

)
+
ψ′′

x2
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
. (4.4)

Assumiremos que a função H é não-negativa (a análise no outro caso é seme-

lhante), e usando o fato que
ψ′′

x2
n

=
ψ′′

ψ′2
|Dw|2 ≤ ψ′′

ψ′2
(1+|Dw|2) chegamos a seguinte

desigualdade:

Q(w) ≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

(
ψ′
n− 1− 2 tghd

tghd
+ x2

n

ψ′′

ψ′2

)
≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

(
µ1ψ

′

tghd
+
µ2ψ

′′

ψ′2

)
,

onde µ1 = inf
Ω

(n− 1− 2 tghd) e µ2 = sup
Ω
x2
n.

Caso (i). Para n ≥ 3, µ1 é sempre positivo. Defina

ψ(d) = µ−1/2

∫ δ

d

(
ln

senht

senha

)−1/2

dt, onde
µ1

µ2

= µ = µ(diam(Ω), inf
Ω
xn, sup

Ω
xn, n).

Pelo Teorema fundamental do cálculo, temos

ψ′(d) = −µ−1/2

(
ln

senhd

senha

)−1/2

e ψ′′(d) =
µ−1/2

2

(
ln

senhd

senha

)−3/2
cosh d

senhd
,

assim,

ψ′

tghd
= − µ−1/2(

ln
senhd

senha

)1/2

tghd

e
ψ′′

ψ′2
=

µ1/2 cosh d

2

(
ln

senhd

senha

)1/2

senhd

,

portanto,

Q(w) ≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

(
µ1ψ

′

tghd
+
µ2ψ

′′

ψ′2

)

=
(1 + |Dw|2)

x2
n

− µ1µ
−1/2(

ln
senhd

senha

)1/2

tghd

+
µ2µ

1/2 cosh d

2

(
ln

senhd

senha

)1/2

senhd


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=
(1 + |Dw|2)

x2
n

−2µ1µ
−1/2 senhd+ µ2µ

1/2 tghd cosh d

2

(
ln

senhd

senha

)1/2

senhd tghd



=
(1 + |Dw|2)

x2
n

 −2µ1µ
−1/2 + µ2µ

1/2

2

(
ln

senhd

senha

)1/2

tghd



=
(1 + |Dw|2)

x2
n

 −µ1/2
1 µ

1/2
2

2

(
ln

senhd

senha

)1/2

tghd

 ≤ 0,

ou seja, a função ψ definida acima satisfaz Q(w) ≤ 0 em Ω1.

Pelo Teorema 1.3, u(x) ≤ w(x),∀ x ∈ Ω1. Em particular, considerando o fato

que ψ′ ≤ 0, temos

sup
∂Ba(y)∩Ω

u ≤ w(x) = sup
∂Ω−Ba(y)

u+ ψ(a). (4.5)

Caso (ii). Neste caso temos que diam(Ω) <
ln 3

2
, isto é, d <

ln 3

2
. Assim,

tghd < tgh

(
ln 3

2

)
=

1

2
, logo, −2 tghd > −1. Como n = 2, temos que

µ1 = inf
Ω

(n − 1 − 2 tghd) = inf
Ω

(1 − 2 tghd) > 0. Portanto chegamos a mesma

conclusão do item (i).

Caso (iii). De (4.4) temos

Q(w) ≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
(
n− 1

tghd
− 2

)
+
ψ′′

x2
n

− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

De H ≥ 1 segue que

−nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
≤ −n(1 + |Dw|2)3/2

xn
≤ −n |Dw| (1 + |Dw|2)

xn
≤ nψ′(1 + |Dw|2)

x2
n

,
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logo

Q(w) ≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
(
n− 1

tghd
+ n− 2

)
+
ψ′′

x2
n

≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

ψ′
(
n− 1

tghd
+ n− 2

)
+
ψ′′(1 + |Dw|2)

ψ′2

=
(1 + |Dw|2)

x2
n

[
ψ′
(
n− 1

tghd
+ n− 2

)
+
x2
nψ
′′

ψ′2

]

≤ (1 + |Dw|2)

x2
n

(
µ1ψ

′

tghd
+
µ2ψ

′′

ψ′2

)
,

onde µ1 = inf
Ω

(n− 1 + (n− 2) tgh(d)) > 0 e µ2 = sup
Ω
x2
n.

Como no caso (i), definimos:

ψ(d) = µ−1/2

∫ δ

d

(
ln

senht

senha

)−1/2

dt, onde
µ1

µ2

= µ = µ(diam(Ω), inf
Ω
xn, sup

Ω
xn, n).

Já vimos que, com ψ definida dessa forma, a função w satisfaz Q(w) ≤ 0 em Ω1.

Portanto,

sup
∂Ba(y)∩Ω

u ≤ w(x) = sup
∂Ω−Ba(y)

u+ ψ(a),

e assim mostramos que existe uma função w tal que Q(w) ≤ 0. Com isso temos a

primeira parte da demonstração.

Segunda parte da demonstração.

Agora trabalharemos em Ω2, complementar de Ω1 menos a bola de centro y e raio ε,

Ω2 = {x ∈ Ω; ε < d(x) < a}. De (4.1), podemos assumir que existe η > 0 tal que

(n− 1)H ′(y) + xn(y)Dnd(y) ≤ nH(y)− 5η. (4.6)

Seja S ⊂ Rn uma superf́ıcie quádrica de classe C2 satisfazendo:

(i) HS(y) ≤ H ′(y) + η;

(ii) S ∩Ba(y) ⊂ Ω.
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Considere a função distância d(x) = dist(x, S), d de classe C2 (se necessário tome

a suficientemente pequeno). Queremos encontrar uma função w em Ω2 definida por

w := sup
∂Ba(y)∩Ω

u+ φ(d)

onde φ ∈ C2((ε, a)) , ε ∈ (0, a), tal que φ(a) = 0 , φ′ ≤ 0 ,

φ′(ε) = −∞, φ′′ ≥ 0 e Q(w) ≤ 0 em Ω2.

Calculemos Q(w).

Por um racioćınio análogo à primeira parte da demonstração, ver (4.3), temos

Q(w) = φ′(1+|Dw|2)
n∑
i=1

Diid+
φ
′3Dnd

x3
n

+
φ′′

x2
n

−nDnw(1 + |Dw|2)

xn
−nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

Da identidade
φ
′3Dnd

x3
n

=
φ′(1 + |Dw|2)

xn
Dnd−

φ′Dnd

xn
, obtemos

Q(w) = φ′(1 + |Dw|2)
n∑
i=1

Diid+
φ′(1 + |Dw|2)

xn
Dnd+

φ′′

x2
n

+

−φ
′Dnd

xn
− nφ′Dnd(1 + |Dw|2)

xn
− nH(1 + |Dw|2)3/2

xn

=
φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
x2
n

n∑
i=1

Diid+ xnDnd− nxnDnd

)
+

+
φ′′

x2
n

− φ′

xn
Dnd−

nH(1 + |Dw|2)3/2

xn

=
φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 1)xnDnd

)
+

+
φ′′

x2
n

− φ′

xn
Dnd−

nH(1 + |Dw|2)3/2

xn
.

Sendo (1 + |Dw|2)3/2 =
−φ′

xn
(1 + |Dw|2) + φ′(1 + |Dw|2)o(1), quando |Dw| → ∞,

−φ′

xn
Dnd ≤ −φ′

x2
n

(1 + |Dw|2) e
φ′′

x2
n

≤ φ′′

x2
n

(1 + |Dw|2)

|Dw|2
= (1 + |Dw|2)

φ′′

φ′2
,
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deduzimos que

Q(w) ≤ φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 1)xnDnd +

+ nH − (n sup
Ω
|H|+ 1)o(1) + sup

Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
.

Seja St a superf́ıcie paralela a S a uma distância hiperbólica t. Já inferimos que

a curvatura média HSt satisfaz

x2
n

n∑
i=1

Diid− (n− 2)xnDnd = −(n− 1)HSt , ou seja, HSt = {x ∈ Ω; d(x) = t}.

Sendo H = H(x) cont́ınua em Ω e d = d(x) de classe C2 em Ω, deduzimos que

i) |H(x)−H(y)| < η

n
;

ii)

∣∣∣∣∣x2
n(x)

n∑
i=1

Diid(x)− x2
n(y)

n∑
i=1

Diid(y)

∣∣∣∣∣ < η;

iii) |x2
n(x)Dnd(x)− x2

n(y)Dnd(y)| < η

n− 1
, para x ∈ Ω1 e y ∈ ∂Ω.

Assim

Q(w) ≤ φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
x2
n(y)

n∑
i=1

Diid(y)− (n− 1)xn(y)Dnd(y) +

+ nH(y)− 3η + o(1) + sup
Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
.

Agora, pela construção de S temos que

x2
n(y)

n∑
i=1

Diid(y)− (n− 2)xn(y)Dnd(y) = −(n− 1)HS(y). Assim,

Q(w) ≤ φ′

x2
n

(1 + |Dw|2) (−(n− 1)HS(y)− xn(y)Dnd(y) +

+ nH(y)− 3η + o(1) + sup
Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
≤ φ′

x2
n

(1 + |Dw|2) (−(n− 1)H ′(y)− xn(y)Dnd(y) +

+ nH(y)− 4η + o(1) + sup
Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
,
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de (4.6) segue que

Q(w) ≤ φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
5η − 4η + o(1) + sup

Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
=

φ′

x2
n

(1 + |Dw|2)

(
η + o(1) + sup

Ω
x2
n

φ′′

φ′3

)
.

Definindo φ(d) := k
(
(a− ε)1/2 − (d− ε)1/2

)
, ε < d < a, temos que

φ′(d) =
−k

2(d− ε)1/2
e φ′′(d) =

k

4(d− ε)3/2
, logo

φ′′

φ′3
=
−2

k2
. Agora,

η + o(1) + sup
Ω
x2
n

φ′′

φ′3
≥ 0 ⇔ η + o(1) ≥ sup

Ω
x2
n

−2

k2
.

Assim, tomando k suficientemente grande e considerando φ′ ≤ 0, obtemos que

Q(w) ≤ 0 em Ω2. Pelo Teorema 1.3, temos

u(x) ≤ sup
∂Ba(y)∩Ω

u+ φ(d(x)), ∀ x ∈ Ω2.

Usando φ′ ≤ 0 obtemos

u(x) ≤ sup
∂Ba(y)∩Ω

u+ φ(ε) = sup
∂Ba(y)∩Ω

u+ k(a− ε)1/2, ∀ x ∈ Ω2. (4.7)

Combinando (4.5) e (4.7) e fazendo ε→ 0, obtemos a estimativa

u(y) ≤ sup
∂Ba(y)∩Ω

u+ φ(ε) = sup
∂Ω−Ba(y)

u+ ψ(a) + k(a)1/2, ∀ x ∈ Ω2.

A estimativa acima mostra que u não pode ser arbitrariamente pré-determinada

em ∂Ω, ou seja, existe ϕ ∈ C∞(Ω) tal que o problema de Dirichlet{
Q(u) = 0 em Ω

u = ϕ sobre ∂Ω

não tem solução.

Para finalizar note que quando H é não positiva ou satisfaz H ≥ −1 em Ω, basta

tomar −w no lugar de w que chegaremos a mesma conclusão de não-existência.

�
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[6] Brezis, H. - Análisis Funcional, Teoŕıa e Aplicaciones. Alianza Editora.Madrid,

Paris, 1984.
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