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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de Dirichlet para a equacao de curvatura
média prescrita no Espaco Hiperbdlico. A solucao deste problema representa uma
hipersuperficie com a curvatura média mencionada, no espaco Hiperbdlico que é
grafico de uma funcao u definida num dominio {2 tomando valores pre-determinados
 no bordo desse dominio. Em 1969, J. Serrin relacionou a solubilidade desse prob-
lema, no Espaco Euclidiano, com a curvatura média do bordo do dominio. No caso do
Espago Hiperbdlico encontramos uma condi¢ao “tipo Serrin” sob a qual mostramos
existéncia e unicidade para o problema citado acima. Mostramos também que se tal

condicao nao for satisfeita, o problema nao tem solucao.

Palavras-Chave:

Espago Hiperbdlico; Curvatura média; Problema de Dirichlet; Equagoes Elipticas.
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Abstract

In this work we study a Dirichlet problem for the equation of prescribed mean
curvature in the Hyperbolic Space. The solution of this problem is a hyper-surface
in the Hyperbolic space, with the mentioned mean curvature. This hyper-surface is
a graphic of one function u defined on a domain €2 taking prescribed values ¢ in the
boundary of that domain. In 1969, J.Serrin related the solubility of that problem, in
the Euclidean Space , with the mean curvature of the boundary of the domain. In
the case of the Hyperbolic Space we found a condition “ type Serrin ” under which
we showed existence and uniqueness for the problem mentioned. We also showed that

if such condition does not satisfied, then the problem does not have solution.

Key words:

Hyperbolic space; Mean curvature; Dirichlet Problem; Elliptic equation.
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Introducao

Em 1969, J. Serrin [19] estabeleceu um critério para solucionar o problema de
Dirichlet para equacao da curvatura média constante em um dominio limitado no
espaco euclidiano, mais precisamente, ele provou que, dados 2 C R"™ um dominio
limitado de classe C?, H' a curvatura média da fronteira de €2, H uma constante e ¢
uma fungao continua arbitraria sobre o bordo de €2 tais que n |H| < (n — 1)H' sobre
o bordo de €2, entao existe um gréafico sobre ) com curvatura média H atingindo
valores de fronteira ¢ sobre o bordo de 2, isto é, o problema de Dirichlet

div <%> = nH em (),
u = ¢ sobre 0Of)

tem solucao. Aqui Du representa o gradiente euclidiano de u e W (u) = (1+|Dul?)!/2.

Varios matematicos deram respostas a problemas desta natureza para o caso
hiperbdlico, dentre eles temos: Harold Rosenberg (ver [14]); Nelli e Spruck (ver [17]);
Lucas Barbosa e Ricardo Sa Earp que deram atengao ao caso em que a condi¢ao de
fronteira é nula; Jorge H. de Lira em [9] e Nitsche em [18] que estudaram o problema
de Dirichlet para gréaficos radiais; e muitos outros.

Este trabalho estd baseado principalmente no artigo [13] de Elias M. Guio e Ri-
cardo Sa Earp, onde eles resolvem o seguinte problema de Dirichlet: dadas as funcoes
© € C3Q) e H € C%Q), onde Q é um dominio limitado em um hiperplano P C H".

Se a condicao

n|H(y)| < (n—1)H'(y) + z,(y)Dynd(y), ¥ y € 09, (condicao tipo “Serrin”),



for satisfeita, entao o problema de Dirichlet

Du n D,u
div( ——) = —(H+—"2— Q
W(W(u)) x( +W(u)) o
u = < sobre 0}

tem uma unica solucao, ou seja, existe uma funcao u definida em €2 cujo grafico tem
curvatura média hiperbdlica H atingindo valores de fronteira ¢ sobre o bordo de 2.
Aqui, z,(y)D,d(y) é a n-ésima componente do vetor normal unitario euclidiano da
fronteira de 2 e H' é a curvatura média do bordo de 2.

O principal resultado de unicidade obtido por Lucas Barbosa e Ricardo Sa Earp,
(ver [3] e [4]) d& uma motivagao forte para estudar o problema de Dirichlet acima.

Esta dissertacao esta escrita da seguinte forma:

No Capitulo 1 damos algumas defini¢oes e resultados importantes para o desen-
volvimento dos capitulos posteriores, a seguir, no Capitulo 2 estabelecemos uma es-
timativa a priori global para o gradiente e a altura de uma familia de solucoes u',
t € [0,1], do problema de Dirichlet para a equacao da curvatura média no espago
hiperbdlico. O teorema principal, que é um resultado de existéncia e unicidade para
a equacao mencionada é demonstrada no Capitulo 3. Veremos que a existéncia sera
obtida a partir da teoria do grau de Leray-Schauder e a unicidade a partir do principio
do méximo para operadores quase-lineares. E por tltimo, no Capitulo 4 provamos um
resultado de nao-existéncia quando a condicao tipo “Serrin” para o espaco hiperbdlico
nao ¢é satisfeita, ou seja, mostramos que a condi¢ao de fronteira usada é a melhor

possivel.

xi



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo enunciaremos algumas definigoes e resultados indispensaveis para o
desenvolvimento deste trabalho, nao demonstraremos os resultados aqui apresentados,
citamos apenas as referéncias bibliograficas onde os mesmos podem ser encontrados.

Estudaremos a equacao da curvatura média para Graficos Horizontais no Espaco
Hiperbdlico. Esta é uma equacao diferencial parcial eliptica de segunda ordem quase
linear e para mostrarmos a existéncia da solugao, usaremos alguns resultados da teoria
do Grau de Leray-Schauder, que apresentaremos na Secao 1.4.

O Espaco Hiperbdlico sera denotado por H"™ e para representa-lo usaremos o

modelo do semi-espaco, ou seja,
H" ={z = (x1,...,x,) € R"; 2, > 0}

munido da métrica g;;(z) = %, onde §;; =0,sei#j e 0;; =1, i=j€{l,....,n}
n
E importante ressaltarmos que H" é uma variedade Riemanniana de dimensao n,
completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante igual a —1.
O modelo do Espaco Hiperbdlico acima é conhecido como o Modelo do Semi-

Espaco de Poincaré. Existem varios outros modelos para este espaco. Mais

informagoes podem ser encontrado em [5],[8] e [11].



Ainda neste capitulo apresentamos a equacao da curvatura média para graficos
horizontais e algumas ferramentas de EDP’s que usaremos para desenvolver os proximos

capitulos.

1.2 A Equacao da Curvatura Média

Sejam © C R™ um dominio limitado e u : @ — R uma funcio de classe C2. O

gréifico de u indicado por G(u) é o subconjunto de R"™! dado por
G(u) = {(20, .oy Tn_1, u(T0, ..., 1)) € R"; (20, ..., 2,_1) € Q}.

Sabemos que G(u) é uma hipersuperficie regular em R""!. Alem disso, esta hipersu-

perficie tem curvatura média h se, e somente se, u verifica a equacao

div (MZZ)) = nh, (1.1)

onde Du representa o gradiente Euclidiano de u, W(u) = (1 + [Du[*)"/2,

n—1

0
|Dul* = Z(Diu>2 e Diu = “

. Ox;
=0
No Espaco Hiperbdlico ha varias maneiras de definir o grafico de uma funcao.

(veja [2]).

Estaremos particularmente interessados no chamado Gréfico Horizontal o qual é
descrito como se segue.

Considere um hiperplano P totalmente geodésico no espaco hiperbdlico H" ™. Sem
perda de generalidade, podemos supor P := {z7 = 0}. Sejam 2 C P um dominio
limitado com fronteira suave e u :  — R uma funcio de classe C2. O gréfico

horizontal de v em H"*! é dado por
Grlu) = {(w(z1, .., ), @1, oy ) € H'Y (24,0, ) € Q. (1.2)

Sabe-se que Gj,(u) tem curvatura média H em H"™! se, e somente se, u satisfaz a

w({85) 2 (0 )

equacgao (veja [2]),




onde Du e W(u) sao dados como antes.

Desenvolvendo div ﬂ
W (u)

Qu) = i a” (z,u, Du)Diju + b(z,u, Du) = 0, (1.4)

ij=1

>, a equacao (1.3) pode ser escrita na seguinte forma:

onde
a(z,u,Du) = (1+ |Dul*)é; — D;uDju
nDyu(1 4 |Dul®)  nH(1+ |Dul?)3/?

Tn Tn

b(x,u, Du) =

1.3 Alguns Resultados de EDP’s

Nesta secao veremos algumas defini¢oes e resultados bésicos de equacgoes diferen-
ciais parciais elipticas lineares e quase-lineares de segunda ordem, as quais serao
usadas para desenvolver os capitulos seguintes. Para um estudo mais detalhado
indicamos [2] e [15].

Consideraremos EDP’s lineares de segunda ordem na forma:

n n
Lu = E a’ Djju + g b;D;u + cu = 0, (1.5)
ij=1 i=1
onde a¥,b; e ¢ sao funcoes reais continuas definidas em um dominio Q2 C R,
t . ij ;. ,t . C2 Q
a matriz (a”) e sumetrica e u € .

A matriz (a”) podemos associar a seguinte forma quadratica:

QL ' R" — R, 5 = (51, agn) — QL(S) = Z aij&g]"

ij=1

Diremos que L é eliptico em €2 quando a forma quadratica (), é definida positiva
para todos os pontos de €2, ou seja, quando os autovalores da matriz (a”(z)) sao
todos positivos. O operador L é dito uniformemente eliptico em 2 quando existe uma

constante # > 0 tal que

n

> ai(@)&& = 017 VEER Yz € Q.

3,j=1



Consideremos agora operadores () quase-lineares de segunda ordem na forma:

n

Qu) = Z a”(z,u, Du)D;ju + b(z,u, Du),

ij=1
onder € Q CR" n>2,ue C?*Q) e as fungoes a”(x,z,p),i,7 = 1,...,n e b(z, z,p)
estao definidas em 2 x R x R™.

Fixado Y € ©Q x R x R", diremos que () é eliptico em Y se os autovalores da
matriz (a*) sdo nao nulos e tém todos o mesmo sinal.

Como os autovalores da matriz (a¥(z)) da equacio (1.4) sdo 1 e (1 + |Dul*) com
multiplicidade n— 1, temos que (1.4) é uma equagao diferencial parcial eliptica quase-
linear de segunda ordem.

Os resultados seguintes serao usados na demonstracao do teorema principal
exposto no Capitulo 3. As demonstracoes dos referidos resultados podem ser

encontradas, por exemplo, em [2] e [15].

Teorema 1.1. (ver [15]). Seja L, como em (1.5), um operador linear, uniformemente
eliptico, com ¢ < 0, definido em um dominio limitado 2 C R™ de classe C**. Suponha
que f e os coeficientes de L pertencem a C*(Q) e que p € C>*(Q). Entdo, o problema
de Dirichlet

Lu = f em Q
u = @ sobre 0S)

possui uma Unica solugao em C*%(Q).

Teorema 1.2. (ver [15]) Sejam L um operador eliptico em um dominio limitado 2,
comc<0eucCHQ)NCUQ).

a) Se Lu >0 em Q, entdo supu < supu™, onde ut = max{u,0}.

b) Se Lu <0 em §2, entdo irgfu > igglu_, onde u~ = min{u,0}.

c) Se Lu =0 em 2, entdo sup |u| = sup |u|.
Q 09
O teorema abaixo é uma formulacao do principio do méximo para equacoes elipticas,

e serd o argumento principal para mostrar o resultado de nao-existéncia dado no

Capitulo 4.



Teorema 1.3. (ver [15]) Sejam Q C R™ um dominio limitado, I' C 02 um aberto de
classe C*, u € CO(Q)NC2(QUT) ev € COQ)NC%Q). Seja Q um operador eliptico

quase-linear tal que

Qu) > Qv) em Q,
u < wvsobre 00 —T,
% = —o0 sobre T.

Entdao, u < v em Q.

1.4 Grau de Leray-Schauder

Para demonstrar o Teorema 3.1, usaremos a Teoria do Grau de Leray - Schauder.
Agora, devido a complexidade do assunto daremos, nesta secao, apenas uma nogao
e as principais propriedades desta teoria. Inicialmente recordaremos a definicao do
grau de Brouwer. Para um estudo mais detalhado, indicamos [1], [7] e [16].

Sejam X C R™ um conjunto aberto e limitado, ¢ : X — R” uma funcéo continua
e zp ¢ ©(0X) um valor regular de ¢.

Nosso objetivo consiste em obtermos informacgoes, tais como: existéncia, multipli-

cidade e natureza do conjunto de solucoes em X da equacao:

p(x) = xo. (1.6)

Uma ferramenta utilizada para obtermos as informacoes acima, é o Grau de

Brouwer, que é definido como a funcao:
d('uXwTO) : {QD € 01(77Rn)7$0 ¢ @(aX)} - Z7

dada por
d(e, X, x0) = > sgn(det(x)), (1.7)

r€p~1(xo)



onde a funcao sinal, sgn, é definida por

1, se t>0
sgn(t) = 0, se t=0
-1, se t<0.

Note que a soma dada na equagao (1.7) é finita. De fato, é facil mostrar que se
zo & p(0X) é um valor regular de ¢, entdao o conjunto ¢! (xg) é finito, de modo que
a definigdo do grau de Brouwer dada em (1.7) é consistente.

Para o estudo da equagao (1.6) em espagos de dimensao infinita utiliza-se uma
teoria mais geral, proveniente do Grau de Brouwer, conhecida como Grau de Leray-
Schauder. Uma propriedade importante do grau que permite relacionar espagos de
dimensao finita e infinita é dada no teorema abaixo e cuja demonstracao pode ser

encontrada em [16].

Teorema 1.4. Sejam B um espago de Banach real, F C B um subspaco fechado,
dim F < oo, Q C B aberto e limitado, T : Q — F compacta, o =1 —T, 29 € F e
zo & ©(09) . Entdo d(p,Q,w0) = d(p, ., 2N F,xp).

Sejam B um espaco de Banach real, 2 C B um conjunto aberto, limitado e

T : Q — B uma aplicacdo compacta. Entdo, existe K C B compacto, tal que

T(Q) C K.
Seja ¢ : Q@ — B, ¢ = I — T, uma perturbacio da identidade. Sejam xy € B com
zo & ¢(00) e F um subespaco de B de dimensao finita tal que 7'(Q2) C F e xy € F.
Define-se o grau de Leray-Schauder de ¢ com relagao a {2, no ponto xy, como

sendo o numero inteiro
D(¢, 9, z0) = d(gb‘mF,QﬂF, o). (1.8)

Observe que, pelo Teorema 1.4, a definicao acima é consistente. Além disso, em
dimensao finita, o Grau de Leray-Schauder e o Grau de Brouwer coincidem.

Os dois teoremas abaixo dao propriedades importantes do grau e serao usados, no
Capitulo 3, na demonstracao do teorema principal. Suas demonstracoes podem ser

vistas em [1], [7] e [16].



Teorema 1.5. A aplicagao D(-,Q,xo) definida por (1.8), satisfaz as sequintes

propriedades:
1. (Ezisténcia) Se D(¢,Q,x0) # 0, entdo eziste y € 2 tal que ¢(y) = xo;
2. (Normalizagdio) Se xq € 2, entao D(I,, xy) = 1.

Teorema 1.6. (Invariang¢a por Homotopia) Sejam J C R wum intervalo fechado e
nao vazio, 0 C B um conjunto aberto e limitado de um espaco de Banach B e
h:QxJ — B uma aplicacio compacta. Suponha que y : J — B seja uma curva
continua, tal que, para todo A € J e todo x € 0L), tem-se y(\) # x — h(z, A).

Entao D(I — h(-,\),Q,y(\)) estd bem definido e independe de X € J.



Capitulo 2

Estimativas da Altura e do

Gradiente

2.1 Introducao

Nosso objetivo neste capitulo é obter estimativas a priori e globais da altura e do
gradiente de uma familia de solugoes, u* com t € [0, 1], do problema de Dirichlet para
equacao da curvatura média no espaco hiperbélico. Este capitulo foi dividido em duas
secoes, na Secdo 2.2 vamos construir duas funcdes w;- (conhecidas como barreiras) e
em seguida usa-las para estabelecer a estimativa a priori do gradiente no bordo, ja
na Secao 2.3 vamos obter a estimativa da altura.

Usaremos as seguintes notagoes: para todo t € [0, 1],

Qi(u') = Z a”(z, Du';t) Diju’ + b(x, Du';t) = 0,

ij=1

onde

a’(z, Du';t) = (1+‘Dut‘2)5ij—DiutDjut e
D,ut(1+|Du'l’)  tnH(1+ |Dut[*)*/?
o Dutgy — _nDut(1 Dul) (1 + | Du)?

Tn T

H' denotard a curvatura média da fronteira de 2, d = d(z, 012) é a distancia hiperbdélica

8



de z € Q a fronteira de 2, x,(y)D,d(y) é a n-ésima componente do vetor nor-
mal unitario euclidiano da fronteira de €, com y € 0f), Du representa o gradiente

euclidiano de u,

lez=maw{suplsOI,Suplle,Supleolz} e |H|1:max{summ,supwm}.
Q Q Q Q Q

2.2 Estimativas do Gradiente na Fronteira

O proximo resultado produz a estimativa a priori do gradiente na fronteira de €2

para a familia de solucoes u' citada acima.

Teorema 2.1. Sejam Q C H" um dominio limitado com 9S) de classe C®, p € C*()
e H € CY(Q). Assuma a condigdo

n|H(y)| < (n—1)H'(y) + zn(y) Dnd(y), ¥ y € 0. (2.1)

Seja ut € C*HQ)NCYQ), t € [0,1], uma solugio do problema de Dirichlet

t (2.2)

Quut) = 0 em Q
u' = tp sobre Of).

Entao, existe c; = ¢1(n, €2, igf T, SUP Ty, SUP |ul, ||, , [H|;) tal que
Q Q
sup ‘Dut‘ <.
o0

Demonstracao: Para obter a estimativa a priori usaremos a técnica de barreira,

a qual vai ser construida em termos da fungdo distancia d(z) = d(z,02). Seja

I'={z€Q,d(z) <d,} para algum d, > 0. Pelo Lema 14.16 de [15], d € C*(I).
Vamos construir duas barreiras wi" € C*(I'N Q) N CY(T' N Q) tais que

(2.3)

+Q(w*) < 0 em NNQ
+w* > dul sobre (N NQN),

onde u' € C%*(Q) N C*Q) é solucao do problema(2.2) e N é uma vizinhanca da

fronteira de © contida em I'. Queremos encontrar duas funcées wi na forma

wiF = 21p(d) + ty

9



onde 1 € C*(]0, 00)) satisfaz:
i) ¥(0)=0,¢ >0e " <0
i) Y(a) > M = Sgp lo] + sgp |u'[, @ uma constante a ser determinada;
iii) /(d)d < 1;
iv) ' |Dd| > u, onde p > 3|D(tp)| + 8 (constante fixada).
+

Vamos trabalhar com w;” = ¢(d) + t¢ e chamaremos de barreira superior. Por

questao de notacao adotaremos as seguintes convencoes:

w:wlj—v Q = Qy, u:utv aij(quw):aij(quw;t) €
€= 3 a (e, Dust) (D — Dy(t))(Dyu — Dyt).
ij—1

Como os auto-valores da matriz ¢ (x, Dw) séo 1 e (1 4 |Dw|*) com multiplicidade

n — 1, temos

[Dw — D(te)[* < Y a¥(z, Dw)(Diw — Di(te))(Dyw — Dj(tp)) = &,
ij=1
Calculemos Q;(w;") em I'. Com a notagao acima,

Qw) = Z a"(x, Dw)D;;w + b(x, Dw; t)
ij=1

= > a"(z, Dw) ("' DidD;d + ' Dijd + Dyj(t)) + b(w, Dw, ).

ij=1
n - "
Usando " Z a’(z, Dw)D;dD;d = W,g, temos
ij=1
U U "
Qw) =1/ Z a’(x, Dw)D;;d + Z a’(x, Dw)D;j(te) + b(x, Dw,t) + Wf’.
ij=1 ij=1

Queremos majorar Q(w) por uma expressao que é miltiplo de £ por uma

constante. Para isso vamos analisar separadamente cada parcela de Q(w).

10



Estimativa de A := ¢/ Z a” (z, Dw)D;;d.

1,j=1

A:wz (z, Dw)Dy;d

2,7=1

= ¢ > ((1+|Dw[*)8;; — DawDjw)Dyd

ij=1

= /(14 |Dwl|*) ZD“d ¢Z W' Dyd + Dy(t9)) (' D;d + D;(tp)) Dijd

1]1

i=1 i,j=1

=20 ) | DidDj(to)Diyd — 4" Y Dite)D;(tp) Dyyd.

i,j=1 t,5=1

vamos majorar a segunda parcela de A, —'3 Z D;dD;dD;;d.
ij=1
1 1
Temos que |Dd|* = —, ou seja, (D1d)?+ ...+ (D,d)? = — - Derivando esta expressao
T

n . . n .
em relagao a i-ésima coordenada e multiplicando por D;d, i = 1,...,n, ao somar todas

as parcelas, teremos

- —D,d
ij=1 Tn
Desenvolvendo |Dw|*, obtemos
'(1+ |Dw|*)Dyd ' Dyd 3Dyd
¥ ';"' )Dnd 1/’:6 (20/'DdD(ty) + | Do) +1) = & € @)
1
Por outro lado, temos: |D,d| < —, |Dw—D(tp)] > 1+ |D(tp)|,
x

/
|W'Dd| = |Dw — D(tp)| e |Dw— D(tp)| = xﬂ segue que,

n

W' Dyd

Tn

(2¢/DAD(tp) + |D(tp)]* +1)| < |D,d| (29 Dd| | D] + | Dg|? + 1)

?/)/
Tp

11



1
< |Dw = D(tp)| — (2|Dw — D(te)| [De] +

n

+|Dpl? +1)
_ Dw= DAl () el )
Tn |Dw — D(ty)|
- |Dw_9£(w)|2 2|D(p|+||l;<i||2i11>
. 1Dw -j(wﬂz )| D%@'*“ﬁ;ﬂﬁ 11>2)
_ [Dw _xDW)'2(3 Dg| +1).

n

Assim, a partir de (2.4) e (2.5), para a segunda parcela de A temos:

'(L+|Dwf)Dud | [Dw - D(te)|”
T, T,

—¢"* Y " DidD;dD;;d <

1,j=1

(3|Dy| +1). (2.6)

Agora analisaremos a terceira parcela de A, 1" Z D;dD;(te)D;;d.
ij=1

= 9 zn:@//DidDj(tSD)Dijd

3,j=1

< Y'Y [/ Did| Dl | Dyl

i,j=1

= ' Y |(Diw — Di(tg))||Dsel | Disdl

ij=1

< n*'|Dw — D(tp)||Dy| L

Y? Y DidD;(tp)Dijd

ij=1

— w’2,|Dw — D(tp)*| Dyl L.

onde L =sup{|D;d|; i,j=1,...,n}.
r

12



Assim,

Y? Y DidDj(tp)Dijd

4,j=1

< n*x, |Dw — D(tp)|*|Dy| L. (2.7)

Consideremos agora a quarta parcela de A, 1/ Z D;(tp)D;(ty)D;;d.

1,j=1

Como |Dw — D(tp)| >1 e |Dw— D(tp)|x, =" temos,

Y/ ZD to)D;(tp) Dyd| < ' |Digl [Djep |Disd|
i,j=1 i,5=1
< 0’ |De’ L
= n’,|Dw — D(te)| |De|* L
< n2xn|Dw—D(tg0)\2|Dgp]2L.
Logo,
Y ZD t@)D;(t@) Dijd| < n’x, |Dw — D(to)|* |De|* L. (2.8)
3,7=1

Agora, de (2.6), (2.7) e (2.8), segue que

(Lt [DuP)Dd | |Duw = Ditg)

A < w’(1+|Dw|2)ZDiid+{
=1

‘/L‘TIJ n

(3| D] + 1)}

+ {2n*z, |Dw — D(ty)|? \Dg0| L} + {n*z, |Dw — D(to)|* | Dy L}

i

- v (3 2) 4

+|Dw — D(tp)|? [(27121:” |Dyp| + n’z, |Dgp|2) L

n

14+3|D
N | w!}
Tp

Estimativa de B := Z a”(z, Dw)Dy;(tp)

3,j=1

13



B = Zaij(x,Dw)Dij(tgo)
ij=1

= Y ((1+|Dw|*)8;; — DiwDjw) Dy (tp)

i,j=1
= > (14 [Dw’) = (Daw)?) Dii(te) — > DiwDjwDy;(tp)

= k>
< > (14 [Dwf’) | Dyl + > [Dw|’ [Dijep|

=1 z;;:jl
< (1+]Dw) " [Disel + (14 [Dwl*) > |Dije|

=1 i,j=1
i#j

= (1+|Dw’) Y [Dyel -

i,j=1
Logo, B < (1+ [Dw[))R, onde R=)_|Dj¢|.
ij=1

nD,w(1+ |[Dw|?)  ntH(1+ |Dw|*)3/?

T T

Estimativa de C' := b(x, Dw;t) =

Vamos decompor o termo (1 + |Dwl|?)%/2,
(1+ [Dw[*)*? = (1 + |Dwl*) (¢' |Dd| + [ D(te)| + O(1)),

onde O(1) representa um termo que é limitado por uma constante quando | Dw| — oo.

Assim,

¢ = MPEIDOD) TGy f |Dd) + D(e)] +0()

x’l’b n

/ 2 !
_ (@' Dud + Dy(te))(L + [Dw|”) ”tj“p |Dd| (14 | Dw|?) +

'T'rl n

nt(1 + |Dwl|?)

Tn

(H [D(te)| + HO(1))

14



' Dyd(1 + |Dwl?) L Dl (1+ |Dwl*) tHw’
mn xn

n(1+ |Dwl|?
I x| ")

(L+[Dwl*) +

TL

([H|[Dg| + [H]O(1))

¥ (14 |Dw|?)
x?

1+ |Dw|?

+( | Dw|”)

n

(—nz,D,d —tnH) +

(n |Do| +n|H[|Dp| +n[H[O(1)).

Combinando as estimativas A, B e C, obtemos:

=)

+ |Dw — D(tp)[” {(m%n |Dep| + n’x, | Dol*) L+

1)

QW) < ¢'(1+ |Dwl?) (

14 3|Dyp|
Tn *
W'(14 | Dwl|?)

2
+H1+ Duf)R+ =

(—nx,Dyd —tnH) +

1+ [Dw|? Y
S 11Dyl 4 11| Dl + 1] O) + L

1
- —2¢’(1—|—|Dw| ( g Dyd— (n—1)x,D, d—th) +
xn

§

1+3|D
+ |Dw — D(tg)[? (M + (20°z, [ Dp| + n’x, | Do) L) +
nsup Do "
HO(1 H||D
L1+ [Dup?) | MHOW | g nIHIDe] o e
l‘n xn ':Un ¢
Agora, de (14 [Dw]’) < pué e |Dw — D(tp)|* < €, obtemos
QW) < [ ( ZD“d (n — 1)z, D, d—th)
1+3|D
+ M + <2n2mn | Dyl + n’z, |D30|2) L+
HO(1 n|H||D "
Tn Tn I’ ¢,2

15



Considere a parcela
Z Dyd(z) — (n — Day(2)Dpd(z) — tnH (z).

Temos a seguinte igualdade, (ver capitulo 1 de [12]),

n—1

- tght — k;

2 D, —(n—2 D = o7

1) 2 Dud(a) — (= 2)ra(0)Dlla) = 3T
n—1

B tghf
- _;1—k tgho Zl—k tgho

onde kq, ko, ..., k,_1 sao as curvaturas principais hiperbdlicas da fronteira de €2 em v,
y = y(x) é o ponto da fronteira de 2 mais préximo de = e § = d(z).

Seja H' a curvatura média da fronteira de 2 em y. Temos

n—1
k.
—n-DH'(y) > -y ——>"——
=V 2 -
i Py _k‘z A = .7
pois, usando o fato que a fungado —————— é nao-crescente na variavel 0 , 0 < 0 < d,
1 —k; tghd
nt k. n—1
Loy . 1 H, kl
e ; — (), ou seja, (n — 1) ; segue que
n—1 n—1 k
—1)H'(y k, = _
o ; ;1 ki tgh9|e 0_ Zl—k tghf”
Portanto,

2(@) ) Diad(x) = (0 = 2)an(2) Dyd(x) < —(n = DH'(y) + i %

Como (1 — k; tghf)~! estd limitado para 0 < 6 < d,, podemos escrever

n—1

tghd
— 57— 01

para todo 0 < 0 < d,. Assim
: x)ZDud(x) — (n = 2)zp(z)Dnd(z) < —(n — 1)H'(y) + 00(1).

16



De (2.1) temos
tn|H(y)| < (n — DH'(y) + za(y) Dpd(y) Vy € 00

ouseja, —(n—1)H'(y) <tnH(y) + z,(y)D,d(y) Vy € 9Q e portanto,

Z Dyd(z) — (n — 2)z,(x)Dyd(x) = Z Dyd(z) — (n — 1)x,(z)D,d(x)
+ :Un( )D d(z)
< —(n=1)H'(y) +60(1)

< tnH(y) + x,(y)Dpd(y) + 60(1).

Assim,
Z Did(z) — (n — 1), (2)Dpd(x) —tnH(x) < tn(H(y) — H(x))+00(1) +

+2,(y) Dnd(y) — zn(2) Dyd(z)
n|H(y) — H(z)|+00(1) +

+ |z (y) Dnd(y) — @n(2) Dpd(z))|
Ky |z —y| +00(1) + Ky |z — |
K10+ 00(1) + K,0

K6+ 00(1)

= (K+0(1))9,

IA

INIA

dessa forma,

K+ 0(())W'e 1+3|D
Q(w) < F :1;(2 e Iu+ x‘ 90|+(2n2$n|D¢‘+n2xn‘Dgp|2)L+
nsup | Dyl p
H H||D
L (niE L niEIDA | " an

Sendo 0 = d(x), por iii) temos

K+ 0(1 1+3|D
Qw) < F x2( 2 + x’ 2 + (2n2xn Dl +n’, ’DSD‘2) L+
nsup D
AL O L - N A W
+|—+R Bt | €
Ty Ty Tn, (%

17



Tomando

H H||D D
K+o@) "MHIFnsw H||De]+nsup Dy
W = inf 22 + inf + R n+
inf 27 inf x,,
Q Q
1+3|D
+supM + (2712 sup , | Dp| + n* sup z,, |Dg0|2> L,
0 Tn Q Q

segue que

Q(w) < (Vo + Zj—) 3

Considerando v = mazx {v,, 1}, temos

oo+ 2)s

Para que w satisfaga (2.3), tome

1
Y(d) = =In(1+ kd), 0 <d<a,

v
sendo k suficientemente grande de modo a garantir que a < d,.
Observe que v satisfaz as condigoes i), 1), i) e iv) citadas anteriormente.

De fato,

1 k k?
: — ZIn(1) = "d) = — ") = — .
e — 1
i1) Tome a = — daf
1 1 M 1 1
Y(a) = —=In(l + ka) = —In (1 + kS ) = ~Ine"" = M=Ine” = M.
v v k v v
i11) Sendo a funcao v'(d)d crescente , segue que
ka
"(d)d < ¢ = < 1.
V(D <V a)a = S <
iv) Temos que
/ /
Wipg = LY
T,  Sup I,
Q
O

supz, v(1+ ka)supx,
Q Q

18



k

LM
v (1 +k (e k_1>> sup
Q

k

= —— >, desdeque k> /we”M SUp Ty,
vev s sup x, Q
Q
Além disso,
" k2 2 1 kd 2
w—,+u=— ‘V(—i_ ) +v=0.
)'2 v(1+ kd)? k?

Assim, a barreira superior w satisfaz

Qw) < 0 em NNQ
>

w u sobre AN NQ)

e pelo principio do maximo
u(z) < w(z) =w'(z) = ¢(d(z)) +to(x), Vo eN. (2.9)
De forma analoga, obtemos a barreira inferior w, , isto €,
w”(z) = —(d(x)) +to(x) <u(x), Yo e N (2.10)

De posse das barreiras superior e inferior, obtemos a estimativa do gradiente na
fronteira de (2.

Seja g € 02 e v um vetor unitario euclidiano tal que (v,n) > 0 onde 7 é a
normal unitaria euclidiana interior a fronteira de Q) em . Usando 9 (d(x¢)) = 0,

to(xo) = u(xo), (2.9) e (2.10) obtemos,
—1 (d(zo + €v)) — P(d(wo)) + 1 (p(20 + €v) — P(20)) < ulxo + €v) —ulxo) e

u(zo + €v) — u(xo) < P(d(xo + ev)) — Y(d(wo)) + 1t (p(0 + €v) — p(x0)) -
Para e > 0 suficientemente pequeno temos

—Y(d(zo + ev)) = ld(w)) oot ev) = p(xo) _ ul@o + ev) — u(zo)

19



ulwo + ev) —ulze) _ Pldlwo + ev)) — Pld(wo)) | plwo + €v) — plwo)

€ € €

fazendo € — 0T, obtemos
—"(0)Dd(xg) - v + tDp(xq) - v < Du(xg) - v < '(0)Dd(xg) - v + tDp(xg) - v,

e portanto
| Du(xo) - v] < [¢'(0)Dd(x0) - v| + [tDip(0) - v] -
Dd(fﬂo)

> (0. Assim, tomando v = ———— e aplicando a

1
Note que |Dd(xp)| = ———
que [Ddlzo)] = 7 Dd(zo)

desigualdade de Schwarz, dgduzimos que
/
0
| Du(x)| < ,¢ ) + sup |Dy|,V xy € 012,
inf x Q

n

ou seja,
sup | Du| < ¢4, c1 = c1(n, Q,inf x,, sup x,,, sup |ul , ||y, | H])-
o) L Q Q

Donde a estimativa desejada. 0

2.3 Estimativa da Altura

Nesta secao veremos dois resultados que serao usados para dar condicoes de aplicar
a teoria do grau e garantir a existéncia de solucao para teorema principal, dado no

Capitulo 3.

Teorema 2.2. (Estimativa da Altura) Sejam Q C H" um dominio limitado,
H € CYQ), p € C?(Q) eut € C°Q) NC*HQ), comt € [0,1], solugcdo do
problema de Dirichlet

t

Qiut) = 0 em Q
u' = tp em 0S2.

Entao, sup |ut| < ¢y onde cy € uma constante que independe de t.
Q

20



Demonstracao: Provaremos o teorema no caso em que |H(x)| < 1. Construire-
mos duas fungoes w; e wy que sejam supersolucao e subsolucao, respectivamente, do
problemade Dirichlet (2.2).

Como Q é um compacto de H", podemos considerar uma bola B,.(p) C H",
p = p(0,...0,7) tal que IB,(p) N O H" = (0, ...,0), onde O, H" := {x,, = 0} U {0} e
Q C B.(p). OB,(p) é uma horosfera que sera dividida em duas partes e transladada
convenientemente a fim de obter uma supersolucao e uma subsolucao para o problema
de Dirichlet mencionado.

Para cada t € [0, 1], considere a fungao
wt = tsup|p| + (r? — (v + ... + 22 + (x, —1)))2 2 € B.(p).
Q
A fungao w! translada a primeira parte da horosfera.

Lema 2.3. w! € uma supersolugao do problemade Dirichlet (2.2), ou seja, Q¢(wt) <0

em €.

Demonstragao: Usaremos a seguinte notacao:

wi=w; e X:=(0"—(x1+...+25+ (z,— 1))

2 n 2
. . . 2 r . n 1 T
Primeiro mostraremos que: 1+ |Dw|” = < Zl Djw = ~517 4 <17~ 337
n r2 rh
i,j=1
Temos que,
Li o —(xy — 1)
Diw:_ﬁ, 26{1,7771_1} (§] an:W
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Assim,

Dw|* = (Dyw)?+ ...+ (Dyw)?

X
(it A — 1)) 4
- X
2
,
- 14—
+ X
logo
2 r?
1+ |D = —. 2.11
(14 [Duf) = & (211)
Agora, de
v 1 (zn—1)?
segue que
zn:D"w = —L__x% — _(:cn—r)2
i - X1/2 X3/2 X3/2
i=1
- n 1 (224 ...+ (x, —1)?
X2 X2 X
B n 1 ) r2
T xe o xE\ X
n 1 r?
= Txie T xiE T X
logo,
- n 1 r?
ZD“'U) =Tyt xie T xR (2.12)
i=1

Para calcular Z DywDjwD;;w observe que, (parai,j € {1,....,n —1}),

ij=1

Li 1 l‘? _(xn - T)

Pw==xap Pv=—3m " xep D= xm
1 (xn —1)° Ty .,
D””w:_Xl/Q T X820 Dijw:_X?,/w i F

22



Fixando ¢ = 1 e tomando j € {1,...,n}, temos

Z Dleijljw = DleleHw + DleQU)DlQU) + ...+ Dlenlenw
j=1
T xq 1 a3
= s (xr) \-xr )+
T i) T1T2
* <_X1/2> <_X1/2> <_X3/2) *

b ) () (%)

I U St (@ —1)?
- X3/2 X5/2 X5/2 o X5/2

o xp @) (et ()

- X3/2 X3/2 X

. x _1+7"_2
- X3/2 X3/2 X /)

Analogamente, para i =2 e j € {1,...,n}, obtemos:

n 2 2 2
Ty Ty T
E DQijngjw = %32 Y (—1 + _> .

J=1

Nocasodei=neje€ {1,..,n}, temos

- (x,—1)* (2, —71)? r?
ZanDijnjw T X3z T X 1+ X/

J=1

Observe que ao variar ¢ de 1 a n e somar todas as parcelas, obteremos
n 2 2 2 2 2 2
B Xy x] r x5 x5 r
E DiwDjwD;;w = [— 32~ Y3/ (—1—1——)] + {—: 35 Y3 (—1—|— —)} +

N oo+ {— (o0 )" _ (20 —1)" <—1 + T—Qﬂ

X3/2 X3/2 X
_ x? a3 (2 —1)°
= \ Ty s T T xee )T
2 2 2 2
xy x3 (xg — 1) r
+(iwm—xw— ~-——§%—)(4+}>

23



X2 X ) *
1 [(23+ ..+ (z,—1)? 7
X2 ( X Ity

B 1 17"2 1 17’2 1r2
- xe\ T Tx) Ty Ty T

r2 rd
— X3z x5/2
e portanto,
n r2 ra

1,j=1

Agora, de (2.11), (2.12) e (2.13) temos

=1

1,7=1

tnH
— (14 [Du*)Dyw — = © 1 4 | Dwpy

n n

o n 1 r? r? rd
T X\ xE X x2) xRty
n (x,—r)r> tnH(x) r

+$_n X112 X T, X372
B nr3 tnH(x) r3
- _an—fi/Q_ T, X372
X—3/2,3
= M T tH).
Ty,

Sendo |H (z)| < 1, temos
1 tH< -1+t Vtel01]
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dessa forma,

nX—3/2p3
Q) <™y <o
0
Pelo teorema 10.1 de [15], u'(z) < w(x), V x € Q, logo
supu'(z) < sup |o| + 7. (2.14)
Q Q

Considere agora a func¢ao w! definida por

wh(x) = —t sgp lo| — (r* — (1 + ... + 22| + (3, — 7”)2))1/2.

A funcao w} translada a segunda parte da horosfera.

Lema 2.4. wh é uma subsolu¢ao do problemade Dirichlet (2.2), ou seja, Q (wh) > 0

em SQ.

Demonstragao: Denotando wh = w e X como antes, temos

T Ty — T

2 — 2
|Dwl* = =1+ X", (14 [Duwl*)/? = ¢ Dnw=—r75

ToX1/2
Usando raciocinio andlogo ao da construgao da supersolucao, obteremos:

nX /23

Tn

Qr(w) (1 —tH).

Sendo |H(x)| <1, segue que 1—t|H(x)|>1—1t, Vte[0,1], assim,

X —3/2,3
Qw) = =———(1-1) 2 0.
Tn
U
Pelo Teorema 10.1 de [15], w(z) < u'(z) Vz € Q, logo
—sup |p| — r < supu’. (2.15)
Q Q

De (2.14) e (2.15) obtemos
sup |[u'| < ¢z, 2= co(sup g, Q).
Q Q
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O

As estimativas sup ‘Dut‘ <c e sup |ut| < ¢9 dadas nos Teoremas 2.1 e
0

o0

2.2, junto a Proposigao 5.2 de [3] ou ao Lema 3.1 de [?], nos permitem mostrar que

sup ‘Dut‘ < ¢3. Agora, usando as estimativas de Ladyzhenskaya e Ural’tseva, (ver
Q

Teorema 13.2 ou Teorema 13.7 de [15]), temos a estimativa de Holder, sup |Dut| 5 <
Q

¢4, com 3 € (0,1). Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Sejam Q C H"™ um dominio limitado com 92 € C3, ¢ € C3(Q) e
H € C*(Q). Assuma que H satisfaz a condi¢do (2.1) e parat € [0,1], u = u' € C*(Q)

¢ solugcao do problemade Dirichlet

Qi(ut) = 0 em Q
ut = tp sobre 09,

entao

sgp ‘ut}w = S?Zp }ut| —l—Slslzp ’Dut’ﬁ

onde ¢ € uma constante que independe de t.

26
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Capitulo 3

Resultado de Existencia e

Unicidade

3.1 Introducao

Seja © um dominio limitado em um hiperplano P C H", dada as funcdes ¢ € C3(€Q)
e H € C%*(Q), queremos saber se existe uma funcao u € C2?(Q) tal que ulsg = ¢ e
cujo grafico horizontal tenha curvatura média hiperbdlica H, ou seja, queremos saber

se o problema de Dirichlet,

u = ¢ sobre Of)

tem solucao.

Para mostrar que o problema acima tem solucao, usaremos a teoria do grau.
Vamos linearizar o problema de modo a poder aplicar os resultados enunciados no
Capitulo 1.

Consideremos neste capitulo, Q;(u'), H', z,(y)Dnd(y) e d = d(x,0) como no
Capitulo 2.
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3.2 Resultado Principal

Du
W (u)
(3.1) pode ser reescrita na forma

Desenvolvendo o termo div ( ) , a primeira equagao do problema de Dirichlet

. Dyu(1 + | Dul? H(1 + |Dul?)3/?

S (14 |Dul?)s; — DauDyu)Diju — = u(l+[Duf’)  nHQ+[Du[)*? _
T T,

3,7=1

Para t € [0, 1], considere a familia de problemas de Dirichlet,

n

Qi(ut) = Z a’(z, Du';t)Diju’ + b(z, Du';t) =0 em Q
ij=1 (3.2)
ut =ty sobre 09,

onde a(x, Du';t) e b(x, Du';t) sao como no Capitulo 2, ou seja,

a’U(:L., Dut’ t) = (1 —+ ‘Dut‘2)5lj — DiutDjut e
_nDu!'(1+ |Du'f’)  tnH(1+ |Dut|*)>/?

Tn T

b(z, Du';t) =

Pelo Teorema 1.1, para cada v € CH#(Q) , 8 € (0,1) et € [0,1], o problema linear

eliptico de segunda ordem

. ) 213/2
Z aij(x, DU;t)Di]’Ut - —n<1+l!fv| )Dnut - w - O cm Q
/L’]Zl n

u* = ty sobre 09,
(3.3)

possui uma tinica solucdo u! € C*%(Q).
Assim, para cada funcao v € C*?(Q) e para cada t € [0, 1] temos bem definida a
aplicagao
T,: CY9 Q) — C*(Q), T,(v) = ',

onde u' é a tnica solucao de (3.3).

Lema 3.1. A aplicagio Ty : C'8(Q) — CY5(Q) definida acima é compacta.
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Demonstragao: Seja A um conjunto limitado em C*#(2), vamos mostrar que T;(A)
é pré-compacto em C%#(Q). Para cada v € C*#(Q) temos T;(v) = u!, pelo Teorema
6.6 de [15], cada funcdo u' é limitada na norma C%#, dessa forma, T} aplica conjuntos
limitados de C*#(Q) em conjuntos limitados em C%#(Q), e estes, pelo Teorema de
Arzeld-Ascoli, sdo pré-compacto em C%(Q) e em particular em C%#(Q). Assim,

T, é compacta. O
Lema 3.2. A aplicagao T, € continua.

Demonstragao:  Seja {v;,},,.y uma sequéncia em C'#(Q) tal que v, — v em
C*?(Q). Vamos mostrar que Tv,, — Tyv em CH#(Q). Como {Tjv,,} é um conjunto
pré-compacto em C>%(Q), em particular em C?(Q), a sequéncia {T;v,,} possui uma
subsequéncia {T}v,,} convergente em C?(Q), digamos T;0,, — u € C*(Q).

Vamos mostrar que u = Ty(v). Consideremos a primeira equagao de (3.3) na
n

forma Z a”(z, Dv;t) Diju+b(z, Dv, D,u;t) = 0. Usando o fato que os coeficientes do
ij=1
operador eliptico da equagao (3.3) sdo continuos, temos lim (D;; {T}v,,}) = D;;( lim {7}v,,})

e sendo T30, a unica solugao de (3.3) temos,

Z aij(l'a ng;t)Dij {T;f@m} + b({L‘, Dﬂm’ D” {T%Em} ; t) =0.

,j=1

Tomando limite, obtemos

m—00

lim (Z a’(z, DUy; ) Dij {Ti0m} + b (z, DUy, Dy {Ti0m} ; t)> =0,

4,j=1

donde

n

> a(w, Dv;t) Dy ( Tim {Twn}) +b (2, Do, Dy ( Tim {77} 5t) =0,

Z a’(z, Dv;t) Dyju + b(x, Dv,u;t) = 0.

4,j=1
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Pela unicidade das solugoes, temos, u = T;(v), ou seja, lim {T\0,,} = T,(v) e por-
tanto T} é continua. o O

Enunciaremos agora o resultado principal deste trabalho, que ¢ um Teorema que
garante existéncia e unicidade de solucao do problema de Dirichlet para equagao da

curvatura média no espaco hiperbélico.

Teorema 3.3. Sejam Q0 C H" um dominio limitado com 92 € C3, v € C3(Q) e
H € C*(Q). Suponha que n|H(y)| < (n—1)H (y)+2,(y)Dnd(y),¥Y y € 0. Entéo

o problema de Dirichlet (3.1) possui uma tinica solu¢io u € C2(€).

Demonstragao: Pela definicio da aplicacio Ty, uma funcao v € C*#(Q) é solucio
do problema (3.2) se, e somente se, v é ponto fixo de T;. Portanto, se mostrarmos
que T} possui um ponto fixo, teremos mostrado existéncia de solucao para o problema
(3.2). A existéncia de ponto fixo serd obtida usando a teoria do grau.

Considere o conjunto
C:= {U € CHP(Q); ], 5 < E},

onde ¢ > c e ¢ é a constante do Teorema 2.3.
Claramente, pela definicao do conjunto C' e o Teorema 2.3, a equacao u! —T,u! = 0

nao tem solugao em 0C. Assim, o grau
D<I - E? Ca O)

estd bem definido e pela propriedade de invarianga por homotopia, Teorema 1.6,

D(I —T;,C,0) é uma constante que independe de t. Seja
l:=D(I -T,C,0).

Pelo Teorema 1.5 (parte 1), a equagao u' — Tiu' = 0 terd solugao se [ # 0. Agora, pelo
Principio do Méximo, Teorema 1.2, a tinica solugao de (3.3), no caso em que t = 0, é

u® = 0. Assim, Ty = 0, com isso, usando o Teorema 1.5 (parte 2) temos,
D(I —1Ty,C,0)=D(I,C,0)=1.
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Logo,
D(I —-T;,C,0)=D(I —T,,C,0)=D(I,C,0) = 1.

Dai, para cada t € [0, 1] a equacdo u* — Tyu’ = 0 tem solucdo u’ € C**(Q), ou seja, a
aplicacao T} possui ponto fixo u* € C1#(Q), agora u' é solucdo do problema (3.2) de
modo que u! € C?5(Q), (veja Teorema 1.2). Em particular u* € C%(0Q).

Vamor supor que existam duas solugdes u; e uy do problema (3.2). Como vimos
no Capitulo 1, segao 1.3, o operador @ ¢é eliptico e temos Q(u;) = Q(ug) em Q e
u; = ug na fronteira de , logo, pelo taorema 10.1 de [15] segue que u; = uy em €.

Portanto o Teorema 3.3 tem solucao, e esta é unica.
O
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Capitulo 4

Resultado de Nao-Existéncia

4.1 Introducao
Neste Capitulo vamos mostrar que a condicao de fronteira
n|H(y)l < (n—1)H'(y) + za(y) Dnd(y),V y € 09,

usada no teorema de existéncia é 6tima. Para isso usaremos o Teorema 1.4.

Lembrando que, como antes, H' denotard a curvatura média da fronteira de €2,
d = d(xz,00) é a distancia hiperbdlica de x € 2 ao bordo de €, Du representa o
gradiente euclidiano de u e z,(y)D,d(y) é a n-ésima componente do vetor normal
unitario euclidiano da fronteira de €2, com y € 0f2. Consideremos também,

Qu) = z”: a”(z, Du)D;ju + b(z, Du) = 0,

1,j=1

com

a’(z,Du) = (1+ |Du|*)8;; — DsuDju
nDyu(l+ |Dul?)  nH(1+ |Du|*)3/?

Tn T

b(xz,Du) =
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4.2 Nao Existéncia de Solucao

O resultado abaixo diz que nao existe uma extensao de ¢ a () satisfazendo a
equacao da curvatura média H no espago hiperbdlico, cujo grafico tenha curvatura

média H.

Teorema 4.1. Sejam Q C H" um dominio limitado de classe C*, ¢ € C®(Q) e
H € C%Q). Assuma a condicdo

(n—1)H'(y) + 20(y) Dnd(y) < n|H(y)| (4.1)
onde H:

(1) ndo muda de sinal em ) e n > 3 ou,

N . _ In3
(17) nao muda de sinal em Q, n =2 e diam()) < - o
(tii) |[H| >1 em Q.

Entao, em qualquer dos trés casos acima, o problema de Dirichlet

{Q(u) = 0em

(4.2)
u = ¢ sobre 02

nao tem solucao.

Demonstracao: Demonstraremos o resultado acima aplicando o Teorema 1.4 em
duas partes de (2, a primeira numa vizinhanga de y, (y € 01, fixo) e a outra no
complementar desta vizinhanca. Em ambas as partes obteremos uma supersolucao
para o problema de Dirichlet (4.2), isto é, obteremos uma funcao w tal que Q(w) < 0.
Primeira parte da demonstracgao.

Sejam y € 00 (fixo), 6 = diam(f2) o diametro hiperbdlico de ©, a € (0,9) e
Q) ={z € Q; a < d(z) < d} onde d(z) = dist(xz,y) é a distancia de x € Q a
y € 0f). Considere a funcao w definida em €2; por

w(z)= sup u+(d)
0Q—Ba(y)
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onde ¥ € C?*((a,d)) é uma funcio a ser determinada, satisfazendo as seguintes

condicoes:

() =0, ¢ <0, Y(a)=-00, ¢¥'20 e Qw)=<0.

Ou seja, vamos determinar a funcao ¥ de modo que w seja uma supersolucao para o
problema (4.2) em €.
Temos que

ij=1
_nDw(l + |Dwl?) ~nH(1+ | Dwl|?)3/2

T Ty

Analisaremos o seguinte termo:

M =Y " ((1+]Dw|*)6;;— DywDjw) Dyjw = (1+|Dw[*) Y~ Dyw—> " DiwDjwDyjw.

ij=1 =1 =1

De Dlw = Ib/Did, D”w = @Z}II(DZd)Z—f—@D/D“d (§] Dz-jw = @Z}I/Dz‘dDjd—Fw/Dijd,

obtemos,

M = (1+|Dwl’) <w”Z(Did)2+w’ZDiid>+
=1 i=1

_77[)'2 Z D;dD;d (" D;dD;d + ¢'D;;d)

3,j=1

= (1+|Dw)®)¢" |Dd]* + (14 |Dw|*)y ZDudJr

— 2" |Dd|* — " Z D;dD;dD;;d.

1,j=1

1 n —Dnd " 12 11 "
Usando [Dd| = —, 3" DidD;dDyd = —3'= e (1+|Dw|2)f——w Y _ Y

n

i,jzl n n n n
segue que
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12,11 ’SDnd
wzb +’¢

3
Tn

M = (1+|Dwf )—+(1+|Dw\ wZD“d

i=1 n

" ’3Dnd
(1 PPy Y D+ Y

i=1 Ln

Logo, (usando que D,,w = ' D,d)

3
Tn

3
Qw) = (1+|Dw?) wZDuder wwg N

i=1 n
' Dyd(1+ [Dwl)  nH(1+ |Duw[*)*?

Tn T

1+ |D
_ (+|2w|) ( ZD“d n@pDnd + 22, Dpd — 22,D,, d)
Jf
=1
" ’3Dnd H(1+|D 2y3/2
L WD nH( % Duf)
ZL‘2 33'731 T

1+ 1|D
_ (+1Dup), ( ZM n_de)
xn

29/ D,d(1 + |Dwl?) N P N V"3 + D,d _nH(1+ | Dw|?)3/2
- :

Tn

3
n xn Tn

n—1 _ _WDyd(l+|Duf’) ¢*Did _ _¢'Dud
tghd T «T3 Tn

De 22 Y Dyd—(n—2),Dyd =
=1
obtemos

A+ |Dw*) ,n—-1 ¢'D,d(1+ |Duwl?)
Qw) = x2 v tghd T, +

LU nH(+ Do)

_1/} T, x_2 a T,

(1 +|Dw]’ )y =L YIDnd (1 |Dwl’) n
x2 tghd Tn,

_w,|Dnd| N Y nH(+ |Dw|2)3/2.

T, x? T,

IN

1 D,d D,d )
De |D,d| < — e ¢/ <0 segueque _1//u < —w’l—’(1+|Dw|2), assim,
x x

n n n

35



- — — 4.4
x? tghd (44)

Assumiremos que a fun¢do H é nao-negativa (a anélise no outro caso é seme-

Q) < LH120D) '(n_l 2)+¢” nH(1+ |[Dwl’)**

2
xZ T,

" " "
lhante), e usando o fato que % = % |Dw|* < e (1+|Dw|?*) chegamos a seguinte
xn
desigualdade:

(14 |Dw]*) ( ,n—1—2tghd "
(1+ |Dw|?) ( pat)’ M2¢”>

+
2
Tn

tghd = 2

onde pp = igf(n —1—2tghd) e puy=supaz?.
Q

Caso (i). Paran > 3, p; é sempre positivo. Defina

FY -1/2
(d) :ul/Q/ (111 senht) dt, onde m_
d

senha 142

Pelo Teorema fundamental do calculo, temos

= p(diam(Q), igf Ty, SUDP Ty, N).
Q

senha

hd\ -1/ hd\ ™ coshd
G(d) = —p 12 (ln sen ) e ¢ (d) = i <ln sen ) cos

2 senha “senhd’
assim,
Ll — '“_1/2 o Y’ _ ,u1/2 cosh d
tghd senhd \ /2 P senhd \ /2 7
1 tghd 2(1 hd
(n senha) & (n senha) s
portanto,
o) < QD) (v
- x2 tghd "2
_ (1+|Dwl*) _ pp 2 n popt/? coshd
N i senhd ) */? senhd \ /2
(ln A ) tghd 2 (ln o ) senhd
senha senha
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(1+ |Dw|?) | —2p1p~ /2 senhd + pop'/? tghd cosh d

) hd\
2 (m el ) senhd tghd
senha
_ (U Dwl) | —2pp 4 o
i AN
p (ln e d) tghd
senha
_ (Lt |Dwp) —m <0
o AN T
p (ln e d) tghd
senha

ou seja, a funcao ¢ definida acima satisfaz Q(w) < 0 em €.
Pelo Teorema 1.3, u(z) < w(x),V x € ;. Em particular, considerando o fato

que ¥’ < 0, temos

sup u<w(z)= sup u-+Y(a). (4.5)
OBa(y)NQ 0Q—Ba(y)
. . In3 . i In3 )
Caso (ii). Neste caso temos que diam(Q2) < ER isto é, d < 5 Assim,
In3 1
tghd < tgh (nT) =35 logo, —2tghd > —1. Como n = 2, temos que
= igf(n — 1 —2tghd) = igf(l — 2 tghd) > 0. Portanto chegamos a mesma

conclusao do item (i).

Caso (iii). De (4.4) temos

Ll (B ) + & - 2L DU

< _
Qw) < x2 tghd x? T

De H > 1 segue que

_nH(l + | Dw|*)3/? < _n(l + | Dw|*)3/? o |Dw| (14 |Dw|*) < n'(1 + |Dwl|?)

T, T T x?

I
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logo

(1+|Dwl*) ,(n—1 Y
Q(w) :L‘% ¢<tghd+n_2)+_%
(1+|Dwl) ,(n—1 U"(1+ [Dwl?)
P < wghd 7" 2) T
1+ ]Dw|2) ,(n—1 2"
a x2 {w(tghdJrn_Q)Jr W}

(1+ ]Dw|2) ( ) ,UQW/)

2 tehd | 972

onde py = igf(n — 14 (n—2) tgh(d)) >0 e pp=supz’.
Q

Como no caso (i), definimos:

s —1/2
_ ht H1 . .
d) = 1/2/ =2 dt, onde M= = u(diam(Q), infz, o).
U(d) = p " enha ;onde =g p(diam(Q), inf z, Sup v ,n)

Ja vimos que, com 1 definida dessa forma, a funcao w satisfaz Q(w) < 0 em €.

Portanto,

sup u<w(z)= sup u-+Y(a),
9Ba(y)NQ 09— Ba(y)

e assim mostramos que existe uma fungdo w tal que Q(w) < 0. Com isso temos a
primeira parte da demonstracao.

Segunda parte da demonstracao.
Agora trabalharemos em (25, complementar de {2; menos a bola de centro y e raio e,

Qo ={z € Q; e<d(x) <a}. De (4.1), podemos assumir que existe 7 > 0 tal que
(n = 1) H'(y) + 2 (y) Dud(y) < nH(y) — 5n. (4.6)

Seja S C R™ uma superficie quadrica de classe C? satisfazendo:

(i) Hs(y) < H'(y) + n;
(ii) SN B,(y) C Q.
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Considere a funcio distancia d(z) = dist(z, S), d de classe C? (se necessdrio tome
a suficientemente pequeno). Queremos encontrar uma funcao w em €2y definida por

w:= sup u+ ¢(d)
0Ba(y)NQ2

onde ¢ € C%*(e,a)) , € € (0,a), tal que ¢(a) = 0, ¢ < 0,
¢/<6):_OO7 Qb”ZO € Q(w)SOem QQ.
Calculemos Q(w).

Por um raciocinio andlogo a primeira parte da demonstragao, ver (4.3), temos

/3D d i -Dn 1 D 2 H 1 _D 2 3/2
Q) = &1+ Duf?) 3" Dyay & Dot & _nDuw+ [Dul) nH {1+ Du)
Zz Tn Tn

i=1 TL n

3Dnd ¢ (1+|Dwl|? 'D,d
Da identidade ¢ e il +;1:| wl >Dnd - ¢x—’ obtemos
n "1+ Dw2 "
Qw) = ¢(1+[Dw*))  Did+ %Dnd + ¢—2 +
i=1 " n
 ¢'Dnd ¢/ Dyd(1+ [Dwl’)  nH(1+ |Dw[*)*?
Ty Tn T

/ n
- iﬂ1+uhf)CﬁE:LMd+$ﬂ%d—m%DmO—%
T

" i=1

oS g g nH D)

2
x2 @y, T

/
— f_2(1+|Dw| ( ZDud (n — Dz, D, d)

+

n

¢ Y nH(1+ | Dwl|*)3/?

T2 o
v
Sendo (1 + |Dw|*)?/? = ¢ (1+ |Dw|?) + ¢'(1 + |Dw|*)o(1), quando | Dw| — oo,
_¢/ _¢, ) Qy/ ¢// (1 + ]Dw|2) (b//
D,d < 1 D = < 7 = (1 D
oa < Fuwiouf) o & o< GUHED g pung
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deduzimos que

Q(w)gf—Q(1+|Dw] ( ZD”d (n — 1), Dyd +

¢3

Seja S; a superficie paralela a S a uma distancia hiperbdlica t. Ja inferimos que

/!
+ nH — (nsup |H| + 1)o(1) i¢ )
Q Q
a curvatura média Hg, satisfaz

x ZDud (n—2)x,D,d=—(n—1)Hg,, ouseja, Hg, ={xe€ Q;d(r)="t}.

Sendo H = H () continua em Q e d = d(z) de classe C? em (2, deduzimos que

i) [H(x) - H(y)| <

<

iti) |22 (2)Dyd(z) — 22 (y)Dad(y)| < Ll para z € Q) e y € O
n —_

¢’

7’L

— (14 |Dwl|?) < ZDmd — (n — )2 (y)Dyd(y) +

/!
+ nH(y) —3n+o(l) + sup mi%) :
0

Agora pela construcao de S temos que

Z Dyd(y) — (n — 2)x,(y)Dyd(y) = —(n — 1)Hg(y). Assim,
Q) < 21+ Du) (~(n — DHs(0) ~ o) Dud(s) +
+nH(y) —3n+o(1) + sgp xi%)
< S0+ 1DuP) (~(0 — DH () — 2a(y)Dad(y) +

n

+ nH(y) —477+o(1)+supx j://) :
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de (4.6) segue que

Q) = S+ 1Du) (51— 10+ of1) +supat )
= %(1 + | Dw|?) (77 +o(1) + Sup ;, z//) :
Definindo ¢(d) :=k ((a — €)'/? = (d — €)'/?) |, e<d < a, temos que
¢'(d) = W e ¢'(d) = W, logo % ;22 Agora,
n+o(1) +Supx ¢” >0 & n+o(l) > supxn k:22

Assim, tomando k suficientemente grande e considerando ¢’ < 0, obtemos que

Q(w) < 0 em Q. Pelo Teorema 1.3, temos

u(z) < sup u+¢(d(z)), Ve .
OBa(y)NQ

Usando ¢’ < 0 obtemos

uw(z) < sup u+P(e) = sup u+k(a—e)/? Ve, (4.7)
9Ba(y)NQ 0Ba(y)NQ2

Combinando (4.5) e (4.7) e fazendo € — 0, obtemos a estimativa

u(y) < sup u—+ole) = sup u+la)+k(a)V? Ve Q.
OBa(y)NA2 00—Ba(y)

A estimativa acima mostra que u nao pode ser arbitrariamente pré-determinada

em 0L, ou seja, existe ¢ € C*°(Q) tal que o problema de Dirichlet

Qu) = 0 em £
u = ¢ sobre 0f)

nao tem solugao.
Para finalizar note que quando H é nao positiva ou satisfaz H > —1 em (2, basta

tomar —w no lugar de w que chegaremos a mesma conclusao de nao-existéncia.

0
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