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Resumo

Neste trabalho consideramos imersoes isométricas de um disco em R? e em H?, com
curvatura média constante nao-nula e bordo circular. Em ambos os casos mostramos
que se a area da imersao ¢ menor do que ou igual a area da calota esférica maior,
entdao a imersdao ¢ umbilica. Em R? apresentamos estimativas globais para a 4rea e
para o volume da imersao que nao dependem da curvatura média.

Depois consideramos superficies mergulhadas, ainda com curvatura média con-
stante, em R3 e em H3, cujo bordo é uma curva de Jordan contida num plano.
Mostramos que se a superficie nao intercepta o exterior do dominio planar limitado
pela curva do bordo, entao ela estd totalmente contida num dos semi-espacos deter-
minados pelo plano que contém o bordo. E em R?, mostramos que, neste caso, a

superficie herda as simetrias do seu bordo.

Palavras-Chave: espaco euclidiano, espaco hiperbdlico, superficies com
bordo, curvatura média constante, formula do fluxo, principio do méaximo, bordo

circular, calotas esféricas, area, volume, simetrias.
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Abstract

In this work we consider isometrics immersions from a disc in R? and in H?, with
non zero constant mean curvature and circular boundary. In both cases we show that
if the area of the immersion is less than or equal to the area of the big spherical cap,
then the immersion is umbilical. In R? we present global estimates for the area and
for the volume of the immersion which do not depend on the mean curvature.

Later we consider embedded surfaces still non zero constant mean curvature, in
R3 and in H?, whose boundary is a Jordan curve contained in a plane. We show that
if the surface does not intersect the exterior of the planar domain limited for the curve
of the boundary, then it is totally contained in one of the half-spaces determined by
the plane of the boundary. Moreover in R?, we show that, in this case, the surface

inherits the symmetries of boundary.

Key words: Euclidean space, Hyperbolic space, surfaces with boundary, con-
stant mean curvature, flux formula, maximum principle, circular boundary, spherical

caps, area, volume, symmetries.
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Introducao

Superficies compactas com curvatura média constante, imersas ou mergulhadas em
espagos tridimensionais, tém sido bastante estudadas sobretudo nas tltimas décadas.
Uma superficie com curvatura média constante imersa, por exemplo em R?, pode
ser vista como uma superficie onde a pressao exterior e as forcas de tensao estao
balanceadas. Por esta razao, estas superficies podem ser pensadas como bolhas ou
peliculas de sabao, dependendo se considerarmos superficies fechadas, isto é com-
pactas sem bordo, ou compactas com bordo nao vazio.

No caso das superficies fechadas, até aproximadamente 20 anos atras, os tnicos
exemplos conhecidos com curvatura média constante H, eram as esferas redondas.
Até este momento eram conhecidos dois teoremas: o teorema de Hopf [10], o qual
afirma que a esfera é o tnico exemplo com género zero, e o teorema de Alexandrov
[1], que assegura que a esfera é o tinico exemplo mergulhado. Em 1986, Wente [18§]
construiu outros exemplos nao mergulhados com género 1. Mais tarde, Kapouleas
[11] fez 0 mesmo para género maior do que 2.

Em contraste com as superficies fechadas, a estrutura das superficies compactas,
com bordo nao vazio e com curvatura média constante H, é ainda quase desconhecida,
até mesmo no caso mais simples quando o bordo é um circulo unitario. Heinz em [§]
encontrou uma condigao necessaria para a existéncia destas superficies nesta situacao:
|H| < 1. Os tnicos exemplos conhecidos sao as duas calotas esféricas com raio 1/|H |
(nao congruentes se |H| < 1) e algumas superficies nao mergulhadas com género maior
do que 2 cuja existéncia foi provada por Kapouleas em [11]. A falta de exemplos e a

analogia com os casos sem bordo levaram ao surgimento da questao da unicidade dos



exemplos umbilicos.

Por outro lado, se uma superficie compacta com curvatura média constante H e
com bordo circular estd imersa em H?, a situacao ¢ bem diferente. Existe uma familia
de superficies umbilicas compactas com curvatura média constante H, onde H parte
do zero, cresce até o maximo da curvatura do circulo (maior do que 1) e decresce até 1.
Neste caso, é natural também questionarmos se as superficies umbilicas sao os tinicos
possiveis exemplos com bordo circular. Hoje em dia, este problema é conhecido como

a conjectura da calota esférica e ainda permanece sem solugao:

1. Um disco imerso com curvatura média constante H # 0 e com bordo circular é
uma calota esférica.
2. Uma superficie compacta mergulhada com curvatura média constante H # 0 e

com bordo circular é uma calota esférica.

Este trabalho baseia-se nos seguintes artigos Constant Mean Curvature Discs with
Bounded Area por Lépez, R. e Montiel, S. [15], Constant Mean Curvature Surfaces
with Circular Boundary in R® por Hinojosa, P. A. [9], Constant Mean Curvature
Surfaces with Boundary in the Hiperbolic Space por Lépez, R. [14] e Symmetry of
Hypersurfaces of Constant Mean Curvature with Symmetric Boundary por Koiso,
M. [12]; onde se mostra que, sob determinadas condigdes, esta conjectura pode ser
verdadeira.

Com relagao ao item 1 da conjectura acima, em R3, usando [15], mostramos que
se a imersao nao ¢ umbilica, entao a sua area deve ser grande. Um resultado anédlogo
serd provado em H? seguindo [14]. Além disso, agora usando [9], mostramos que, em
R3, é possivel encontrarmos estimativas globais para a drea e o volume da imersao
que nao dependem da curvatura média H.

Com relagao ao item 2, da conjectura mencionada, usando [12], mostramos que se
uma superficie mergulhada em R3, compacta, com curvatura média constante H # 0,
com bordo igual a uma curva de Jordan contida em um plano, nao intercepta o exterior
do dominio planar limitado pela curva do bordo, entao ela esta totalmente contida

em um dos semi-espacos determinados pelo plano que contém o bordo. Em H3, a
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situagao é andloga, veja [14]. Ainda em R3, veremos em que condicoes a superficie
herda as simetrias de seu bordo.

O presente trabalho estd dividido em 3 capitulos. No primeiro, apresentamos
alguns resultados preliminares, iniciamos com o Espago Hiperbdlico H" e seus mo-
delos mais conhecidos, lembramos também as superficies umbilicas de H?. Logo em
seguida, fazemos uma exposicao dos Principios do Maximo no Interior e no Bordo
para a equacao da curvatura média para graficos horizontais no Espaco Hiperbdlico.
Concluimos este capitulo apresentando a Formula do Fluxo e a Férmula do Balanco.

No capitulo 2 consideramos uma imersao isométrica, com curvatura média cons-
tante H #0, ¢ : D — R? ou ¢ : D — H3, onde D ¢ um disco bidimensional contido
num plano totalmente geodésico, tal que, em R?, ¢(0D) = S! e, em H?, ¢(0D) é um
circulo de raio p. Seguindo [15] e [14], em ambos os casos mostramos, com a ajuda de
uma desigualdade isoperimétrica obtida por Barbosa e do Carmo [2], que se a drea da
imersao ¢ é menor do que ou igual a area da calota esférica maior, entao a imersao ¢
é umbilica. Ainda em R3, seguindo [9], utilizamos uma férmula tipo Minkowski para
obter estimativas para a area e para o volume da imersao ¢ que nao dependem da
curvatura média H.

No capitulo 3 tratamos de superficies compactas com curvatura média constante
H # 0, com bordo planar e mergulhadas em R? ou em H3. Em R?, baseados em [12],
mostramos que se a superficie, nao intercepta o exterior do dominio planar limitado
pela curva do bordo, entao ela estd totalmente contida em um dos semi-espagos
determinados pelo plano que contém o bordo. Depois, utilizando o Principio da
Reflexao de Alexandrov [1], veremos que se a superficie possui bordo simétrico, entao
herda as simetrias de seu bordo. No entanto, em H?, baseados em [14] mostramos
que se a superficie possui bordo contido num plano geodésico, numa hipersuperficie
equidistante ou numa horoesfera e ela nao intercepta o exterior do dominio planar
limitado pela curva do bordo, entao a superficie estd totalmente contida num dos

semi-espagos determinados pelo plano que contém o bordo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Iniciamos este capitulo apresentando alguns modelos do Espaco Hiperbélico H" e
as superficies umbilicas em H?, com os respectivos valores da curvatura média.

Na segao (1.3), fazemos uma exposicao do Principio do Maximo para a equagao da
curvatura média para graficos horizontais no Espaco Hiperbdlico. Estudamos duas
situacoes, uma quando duas hipersuperficies se tangenciam em pontos interiores e
outra quando esta tangéncia ocorre em pontos dos bordos.

Finalizamos este capitulo na segao (1.4) onde exibimos a Férmula do Fluxo para
hipersuperficies com curvatura média constante H # 0 em R3 e em H? e, logo em

seguida, apresentamos a Formula do Balanco.

1.2 O Espaco Hiperbdlico

Nesta secao, estudamos uma variedade Riemanniana de dimensao n, completa,
simplesmente conexa, com curvatura seccional constante e igual a -1: o Espacgo
Hiperbdlico H”. Mas, lembramos que estaremos sempre lidando com R? e com H?.
Estas variedades Riemannianas diferem apenas pelas suas respectivas métricas, que

sao conformes.



Vamos iniciar apresentando trés de seus modelos mais conhecidos, juntamente

com suas principais caracteristicas.

O Modelo do Semi-Espaco de Poincaré.

Neste modelo, temos o Espaco Hiperbdlico H" representado pelo semi-espaco su-

perior do R™ dado por
H* =R} = {z = (z1,...,x,) € R"; z, >0}

0ij
’ . _ J . . . o . .
com a métrica g;;(x) = X onde 0;; =0,sei#j e ;=1 i,7=1,...,n.
. n ~ . . P .
As geodésicas neste modelo sao as semi-retas e os semi-circulos que intersectam o

plano {x, = 0} ortogonalmente (Figura 1.1).

Figura 1.1: Geodésicas no Modelo do Semi-Espaco

O Modelo da Bola (Beltrami).

Neste modelo, o Espaco Hiperbdlico H" é representado pela bola B” C R™ de raio

unitario e centro na origem

B" ={z = (21,...,2,) € R"; |z| < 1}



o (1= faf)2 , .
As geodésicas neste modelo sao os diametros ou os arcos de circulos ortogonais ao

bordo da bola B" (Figura 1.2).

com a métrica gij(x) =

Figura 1.2: Geodésicas no Modelo da Bola

O Modelo do Hiperboldide ou Modelo de Lorentz.

Para apresentarmos este modelo, consideremos no espaco vetorial R**!, com a

pseudo-métrica ( , ), definida por

<Qf,y> = —ZoYo + 11 + ...+ Tn—1Yn—1 + TnYn, (11)

onde x = (zg,....,7,) € ¥y = (Yo, ..., Yn) 530 vetores em R"™!. Esta pseudo-métrica é

induzida pela forma quadratica
Q(z0, ..., 1) = —(w0)* + Y _(w:)".
i=1

O produto interno definido pela equagao (1.1) é chamado produto interno de Lorentz
e (R"*1 (| )) é chamado Espaco de Lorentz e indicado por L"™!. Dado um nimero

real r > 0, considere a hipersuperficie
{z e L™ (z,2) = —1/r°}.

Essa hipersuperficie (hiperboldide de duas folhas) tem duas componentes conexas.

Escolhemos a componente conexa correspondente a x, > 0 e pomos
H" = {z € L"™; 20 > 0e (z,2) = —1/r%},

3



com a métrica induzida pelo produto interno Lorentziano. Devemos notar que esta
métrica em H" é de fato Riemanniana.
As geodésicas neste modelo sao intersecoes de planos passando pela origem de

L™ com H", ou seja, ramos de hipérboles (Figura 1.3).

Figura 1.3: Geodésicas no Modelo de Lorentz

1.2.1 Superficies Umbilicas do Espaco Hiperbdlico

Utilizamos o modelo do semi-espaco de Poincaré para o H? e identificamos as
superficies completas e umbilicas de H?.
e Superficies totalmente geodésicas ou planos geodésicos.

No modelo do semi-espaco, sao identificados como os planos euclidianos verticais

e os hemisférios euclidianos da forma
Pla) ={(z,y,2) € H; 2?4+ y* +2° = aQ}, com a > 0,

que intersectam ortogonalmente o plano XY. A curvatura média destas superficies é

H =0 (Figura 1.4).



Figura 1.4: Planos Geodésicos

e Esferas Hiperbdlicas.
Sao esferas euclidianas que estao totalmente contidas em H". A curvatura média
destas superficies satisfaz |[H| > 1, sendo H > 0 quando a orientagao é escolhida de

modo que o vetor H aponta para o interior da esfera (Figura 1.5).

Figura 1.5: Esferas Hiperbdlicas

e Horoesferas.

Sao os planos horizontais L(a) = {z = a} para todo a > 0 e as esferas euclidianas
em R? tangentes ao plano XY. A curvatura média destas superficies satisfaz |H| = 1.
Se considerarmos a horoesfera como L(a), H > 0 quando a orientacao ¢é escolhida

de tal forma que H aponta para cima. Nas esferas, H > 0 quando a orientagao é



escolhida de modo que H aponta para o interior da esfera (Figura 1.6).

Figura 1.6: Horoesferas

e Hipersuperficies Equidistantes. Sao os planos euclidianos inclinados trans-
versais ao plano XY e as calotas esféricas euclidianas incluidas em Ri que nao sao
hemisférios e cujo bordo é um circulo euclidiano no plano XY. A curvatura média
destas superficies satisfaz 0 < |H| < 1. Portanto, se o centro euclidiano estd em R3,
H > 0 quando a orientagao é escolhida de modo que H aponta para o interior. Se o
centro euclidiano estd em {z < 0}, entdo H > 0 quando a orientagao é escolhida de

tal forma que H aponta para o exterior (Figura 1.7).

Figura 1.7: Hipersuperficies Equidistantes



1.3 Principio do Maximo

Nesta secao, apresentamos o Principio do Méaximo para a equacao da curvatura
média para graficos horizontais no Espago Hiperbdlico. Para isto, precisamos fazer
algumas consideragoes.

Sejam Q C R? um dominio limitado e u : @ C R? — R uma funcio de classe

C?(Q), o gréfico de u, G(u), em R? é dado por
G(u) = {(z,y,u(z,y)) € R’ (z,y) € Q}.

Sabemos que G(u) é uma hipersuperficie regular em R® com curvatura média H

se, e somente se, u verifica a equacao

Vu
div | ———— | =2H, 1.2
w<\/1+|Vu|2> (1.2)

onde Vu representa o gradiente euclidiano de .
Agora, consideremos um plano geodésico P em H?, sem perda de generalidade,
podemos pensar P = {y = 0}. Sejam © C P um dominio limitadoe u: Q CP — R

uma funcao de classe C?(€Q). Definimos o gréfico horizontal de u, G}, (u), em H? por
Gr(w) = {(z,u(z,2), 2) € B, (2,0,2) € T},

Sabemos que se G, (u) tem curvatura média H em H?, entao u satisfaz a equagao

Y L H+i (1.3)
NAESIEN B V1+[Vu? )’ '

onde Vu representa o gradiente euclidiano de w.
E importante observarmos que as equacoes (1.2) e (1.3) siio equacdes diferenciais
parciais elipticas de segunda ordem e, portanto, verificam um principio do maximo.
O principio do maximo tem sido uma ferramenta muito util no estudo das hiper-
superficies com curvatura média constante, quando estudamos alguns problemas que

envolvem unicidade. Uma boa referéncia para isto é [3] e o Cap. 3 de [7].



Trataremos de duas situacoes, uma que diz respeito a duas hipersuperficies tan-
gentes em pontos interiores, e a outra que esta relacionada com a tangéncia em pontos
dos bordos.

Sejam M; e M, hipersuperficies conexas em H" que sao tangentes em p € M7 N M,
e tém o mesmo vetor normal unitdrio no ponto de tangéncia. Numa vizinhanca
de p, My e M, sao graficos horizontais de funcoes f; e fo, respectivamente, onde
fi, fo 0 Q@ — R, com €2 sendo um conjunto aberto do plano tangente comum a

ambas hipersuperficies no ponto de intersecao.

Definicao 1.1. Com as notacoes anteriores, dizemos que My estda sobre My na

vizinhancga de p, se fi > fo nesta vizinhanga. Denotamos isso por My > M.

Teorema 1.2. (Principio do Mdzximo no Interior) Sejam My e My hipersuperficies
em H" e seja p € My N My um ponto interior comum a ambas as hipersuperficies.
Suponhamos que My e My sao tangentes em p e que, localmente em torno de p, elas
estao orientadas por campos de vetores normais unitdrios que coincidem em p. Sejam
H, e Hy as curvaturas médias com relacdo a estes campos. Se, numa vizinhanc¢a de

p, temos My > My e Hy < H,, entao My, = My na vizinhanca de p.

Demonstragao: Podemos supor, a menos de uma mudanca de coordenadas, que
T,M, = T,My = 7 = {x; = 0}. Sejam M; e M, localmente representadas por fungoes
fi e fo tais que fi(a) = fa(a) = p = (0,72,...,7,) € @ = (12,...,2,), € fi > fy em
algum conjunto aberto 2 C 7 que contém a. Portanto, estas funcoes satisfazem a

equagao da curvatura média para graficos horizontais no espago hiperbdlico, assim;

w(f)-b(res) oo

onde Vu representa o gradiente euclidiano de u : Q — R e W(u) = (1 + > u?)/2.

Reescrevendo a equagao (1.4), obtemos

Vu N,
' — =nH
T, div (W (u)) nH,

que podemos escrever na forma

F(z,q,r) =nH, (1.5)



Ou = (ry)), 11 = 0*u
8w,~7r_ TU 7TZ]_ 8Iial‘j7

definida em Q x R™ x R™ e H é a curvatura média do grafico de u. Observe que

(i) = X{win)

onde ¢ = (¢;), ¢ = 1,7 =1,...,n, F é uma funcao suave

-y
- %_WZ“’

.3

Logo a funcao F' é dada explicitamente por

F($7Q7r> = % (Z <6U - %) rij) - %

irj
Quando u = f;, i = 1,2, usamos na equacio (1.5) a notacao ¢', r’ e H;. Como

estamos supondo H; < H,, temos
F(z,¢* 1) — F(z,¢",r') > 0. (1.6)
Definamos agora
alt) := F(z,tq® + (1 — t)g', tr* + (1 — t)r').
Pela equagao (1.6), temos a(0) < a(1), logo, pelo teorema fundamental do célculo
segue-se que: X
/ o (t)dt = (1) — a(0) > 0.
0

Por outro lado,

’ o OF 86]1 oF 8rij
@ (t> n Z 8q2 (925 Z (97‘25 at

oF,
= 25, +Za

i




Dai, usando a regra da cadeia, podemos escrever

LoF LoF
= . S
Lw E /0 o (&) dt wi; + E /0 9 (&) dt w; >0,

ow  w B B ) Lo L

O lado esquerdo da inequacao acima define um operador £ cujos coeficientes sao

ondew = fo— f1, w; =

) a OF
dt e b; =
() dt e b; 9

o Ory;

Estes coeficientes sao funcgoes continuas de z. E f4cil ver que sao limitados, que
a;; = aj; e que a forma quadratica associada a matriz (a;;) é positiva definida.

Como Lw >0, w(a) =0ew <0 em 2 (w atinge um maximo em ), aplicamos
o principio do maximo de Hopf, no interior, (veja [3]|, pdg. 19) para concluir que w é
constante e como w(a) = 0, temos w = 0 em €, ou seja, f; = fo.

O

Também ¢é importante considerarmos o caso em que o ponto de tangéncia p se
localiza no bordo das hipersuperficies. Neste caso, como antes, assumimos que M,
e M, sao tangentes no ponto p e que os seus campos de vetores unitarios normais
coincidem neste ponto. Além disso, necessitamos que os bordos dM; e 0M; sejam
diferencidveis e tangentes em p e os campos de vetores unitarios conormais interiores

aos bordos, v; e 15, também coincidam neste ponto.

Teorema 1.3. (Principio do Mdzximo no Bordo) Sejam My e My hipersuperficies em
H™, com bordos diferencidveis e seja p € OM; N OMsy. Suponhamos que OM; e OM,
sao tangentes em p e que, localmente em torno de p, My e My estao orientadas por
campos de vetores unitdrios normais que coincidem em p. Suponha também que os
campos de vetores unitdrios conormais interiores aos bordos coincidem em p. Sejam
H, e Hy as curvaturas médias de My e My com relacdo a tais campos. Se numa

vizinhanca de p, temos My > My e Hy < Hs, entao My = My na vizinhanca de p.
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Demonstracao: Este teorema pode ser demonstrado usando os mesmos argumen-
tos de antes, apenas com pequenas alteracoes. A principal diferenca é que aqui as
funcoes f; estao definidas em um conjunto Q que é a uniao de um conjunto aberto 2
de m com uma hipersuperficie I' em 7 contida no bordo de €2. O ponto p, e também
o ponto a, pertencem a I'. Usando as mesmas notagoes e os mesmos argumentos da
prova anterior, concluimos que Lw > 0 e w > 0 em Q. As hipdteses sobre os espacos
tangentes nos bordos de M; e M, implicam que, além de w(a) = 0, a derivada de
w na direcao normal ao bordo de Q no ponto a é zero. O resultado segue agora do
principio do méximo no bordo de Hopf (veja [3], pag. 20).

O

1.4 Formula do Fluxo

A férmula do fluxo para hipersuperficies com curvatura média constante H # 0
tem sido bastante utilizada para tratar alguns problemas no Espaco Hiperbdlico. Foi
provada por Robert Kusner [13] em sua tese de doutorado. Faremos aqui um esquema
da prova em R3 ou em H?, mas é importante ressaltarmos que o seu desenvolvimento

nao depende do espago ambiente a ser considerado.

Teorema 1.4. Sejam M e D hipersuperficies compactas imersas em R3 ou em H?
tais que OM = OD. Suponhamos que M tem curvatura média constante H # 0 e que
Q:=MUD € um ciclo orientado, onde M esta orientada pelo vetor curvatura média

H #0. SejaY um campo de Killing em R3 ou em H3. Entdo

o) =55 [ v, (1.7)

onde np € o vetor unitdrio normal a D na orientacdo de Q2 e v € o vetor unitdrio

conormal interior ao longo de OM .

Demonstracao: Sejam W o dominio de R3 ou de H? limitado por € e Y um campo

de Killing em R? ou em H? (note que, em ambos os casos, div(Y) = 0).

11



Sabemos que em uma variedade qualquer

div(Y) = tr(X — VxY)=> (E;,VgX) =0,

i=1
onde {E;} é um referencial geodésico ortonormal e, como Y é um campo de Killing,

satisfaz a equagao (VxY,Z) + (VzX,Y) = 0. Dai, pelo Teorema da Divergéncia,

:/Ddiv(Y):/M<Y,77M)+/D<Y,77D>, (1.8)

onde 737 € o vetor unitario normal a M.

temos

Consideremos uma variagao de M com campo variacional Y|, e seja A(t) o fun-

cional area para esta variacao. Como o campo Y é de Killing, temos

0= A(0) = / %th: / divns(Y),
M M

onde divy (V) = tr(X — (DxY)T) e D denota a conexao Riemanniana do espago

ambiente, R? ou H?. Para um referencial geodésico em M, {e;}, i = 1,2, temos

divy(Y) = > (D.Y.e)
— Ze (Y, e;) — (De,e;,Y)
= Y eil¥T &) = (Deen)”,Y) = ((De,er), Y)
_ Z(DEZYT, el-> + (YT, De,ei) = (Deyer)”,Y) = ((De,e)™,Y)
= Y (DY e) — (Dee)™,Y)
= divg YT = ki(nu, )
= divyY' — 2H (nay, YY),

onde os k; denotam as curvaturas principais da imersao. Donde obtemos,

0 = /M divy (V)

= —2H/ (Y, nnr) +/ divy (Y1)
M M

M 8M

12



Pelo Teorema da Divergencia,

/Mdz'vM(YT)——/aM(YT,z/> ——/8M<Y,y>.

2t [ o) = [ .

Pela equacao (1.8), obtemos o resultado desejado,

o) =55 [ v,

Assim,

O

Mostraremos agora uma outra versao para a formula do fluxo conhecida como
férmula do balanco, embora o enunciado e a demonstracao estejam em R3 o resultado

também é valido em H3.

Teorema 1.5. Sejam M uma superficie compacta com bordo OM e ¢ : M — R? uma
imersao com curvatura média constante H # 0. Entao,
H yxq =— N x+/,
oM oM
onde N : M — R3 ¢é a aplicacdo normal de Gauss de ¢ e v: OM — R? é a restrigao
de ¢ ao bordo OM de M.

Demonstracao: Defina a 1-forma w em M com valores em R? por
wy(v) = (Hp+ N) x dpp(v), pe M ev e T,M.
Como H ¢ constante, temos que
dw=d(H¢+ N) xdp=(Hdp+dN) x dp = Hdp x dp + dN x d¢.
Sendo d¢ = ¢, du + ¢,dv, entao
dp x dp = (udu+ ¢pdv) X (Pydu + ¢,dv)

= ¢y X ¢pdudu + ¢, X ¢ dvdu + ¢, X Qp,dudv + ¢, X ¢,dvdv
= 2(¢y X ¢p)dudv.
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Dai, como
dN = N,du + N,dv = (a11du + adv)du + (ajadu + agedv)dv,
temos que
AN x dp = (Ny X ¢, — Ny X ¢ )dudv = [(a11 + a22) Py X ¢pldudv = —2H (¢, X ¢, )dudv.

Portanto

dw = 2H (¢, X ¢p)dudv — 2H (¢, X ¢y,)dudv = 0.
Do Teorema de Stokes, temos
/ (Hy+ N) x~" =0.
oM
Logo

H yxv =— N x+.
oM oM
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Capitulo 2

Discos com Area Limitada em R° e

em H°

2.1 Introducao

Neste capitulo, tratamos de uma imersao ¢ : D — Q, com bordo circular e
curvatura média constante H # 0, onde D ¢é um disco bidimensional e Q = R? ou
Q= H3.

Na secao 2.2, apresentamos alguns resultados, juntamente com suas respectivas
demonstragoes, que serao essenciais no decorrer deste capitulo.

Na segao 2.3, iniciamos o estudo no espago euclidiano R? com base em [15], por
Lopez e Montiel. De inicio mostramos que se a area da imersao ¢ € menor do que ou
igual a drea da calota esférica maior com bordo igual a ¢(0D), entao a imersao ¢ é
umbilica e sua imagem é uma calota esférica.

Ainda em R3, utilizaremos uma Férmula tipo Minkowski para obter estimativas
globais para a area e o volume da imersao ¢ que nao dependem da curvatura média
H. Estas estimativas foram obtidas por Hinojosa [9], melhorando resultados obtidos
por Lépez e Montiel [16].

Finalmente, na secao 2.4 tratamos de resultados andlogos aos anteriores, mas

agora no espaco hiperbolico. Fazemos isto seguindo, em grande parte, o trabalho de

15



Lépez [14].

2.2 Preliminares

Nesta secao, enunciamos alguns resultados necessarios para o desenvolvimento
deste capitulo. Como ¢ usual, definimos a area e o volume (volume algébrico) de ¢

respectivamente por:

A= A(®) :—/DdD—/D|gz5u/\q§v] dudv o (2.1)

V=V(¢):= —% /D<¢, N)dD = —% /D<¢, Gu A dy) dudv. (22)

onde N representa a aplicacao de Gauss de ¢.
Uma aplicagao simples, porém interessante da férmula do fluxo (1.7), é dada na

proposicao abaixo.

Proposicao 2.1. Seja M C R3 uma superficie compacta imersa em R® com cur-
vatura média constante H e bordo OM =T uma curva de Jordan de comprimento L
contida num plano P C R3. Seja D a regido planar limitada pela curva T' e denote
por A a drea de D. Entdo

L
H < —
HI< 5%

Em particular, se OM =T € um circulo unitdrio, entao |H| < 1.
Demonstracao: Considere o ciclo orientado M U D de modo que a orientacao em
M coincida com aquela dada pelo vetor curvatura média. Sejam v o vetor unitario

conormal a M (interior) ao longo de I', np o campo unitdrio normal a D e Y um

campo de Killing em R3. Pela férmula do fluxo temos:

2 [ (Vo) = [ (o)

Em R? os campos de Killing sdao campos de vetores constantes, logo podemos

tomar Y = np e obtemos:
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2HIA = / (¥, v)
N
< [1vw)
T
< /1:L.
T
Donde,
L
< —
|H|_2A

Se I' é um circulo unitério, entdao A = 7 e L = 27. Dai, neste caso, |H| < 1.

O

A proposigao acima é originalmente um resultado obtido por Heinz [8] sem usar
a formula do fluxo (1.7).
E possivel encontrarmos um resultado andlogo para o Espaco Hiperbdlico H?3,

utilizando também a férmula do fluxo (1.7).

Proposicao 2.2. Seja M C H? uma superficie compacta imersa em H?® com cur-
vatura média constante H e bordo OM =T uma curva de Jordan de comprimento L
contido num plano totalmente geodésico P(a) C H3, a > 0. Seja D a regigo planar
limitada pela curva T' e denote por A a drea de D. Seja r > 0 o raio da menor bola
B(a,r) C P(a) que contém D, com a = (0,0,a). Entdo

L
|H| < 74 cosh r.

Em particular, se OM =T é um circulo de raio p, entao |H| < coth p.

Demonstracao: Sejam np = ’% 0 campo unitario normal a D e v o vetor unitario
p
interior conormal a M ao longo de I'. Tomemos o campo de Killing em H? definido
a
por Y(p) = p = (p1,p2, p3). Assim, |Y| = —. Note que va? — R? < p3 < a. Olhando
p3

a

N>

a Figura (2.1) é facil ver que coshr = secl = . Logo 1 < |Y| < coshr.

17



£-R?

Figura 2.1: Cdlculo do coshr

Através da férmula do fluxo ( , obtemos

2H/Y77D / 0.

Como (Y, np) = <p, £> —lpl=[Y]el< L =Y|<2 temos
p| p3 r

A< [ )= [ v1<%a
D D r

/F<Y,v>§/Fy<Y,u>\:/Fyyy < L coshr.

Por outro lado,

Portanto
ol [ ool = | [0r)
D r
< [ (Y,v)
r
= [ |Y]
r
= L coshr.
Donde

L
|H| < oV coshr.

Em particular, quando I' é um circulo de raio p, entao r = p. Dali temos que

A = 7 senh’p e L = 27 senhp. Logo,
|H| < coth p.

18



O

Sejam S uma esfera de raio 1/|H| em R* e P um plano que corta S de modo
que a intersecao entre S e P é um circulo unitario. Obtemos entao duas calotas
esféricas, uma maior e uma menor, com areas A, e A_ respectivamente, cujos valores

em funcao de H apresentamos a seguir.

Proposigao 2.3. Seja S uma esfera de raio 1/|H| em R3, entdo a drea da calota
esférica menor, com bordo igual a um circulo de raio 1, € igual a

2 \/72
e a drea da calota esférica maior, com bordo igual a um circulo de raio 1, € iqual a

2T

A+:ﬁ(

1+ V1 — H?).

Demonstracao: A prova dessa proposicao é feita de forma elementar com a ajuda

do Calculo Diferencial e Integral.

Note que, na Proposigao 2.1 obtivemos que |H| < 1. Logo 1 — H? > 0. Portanto,
V1 — H? estd bem definido.

Consideremos agora uma esfera geodésica S em H? e P um plano que corta S tal
que a intersecao entre S' e P é um circulo de raio p. Dessa forma obtemos duas calotas

esféricas, uma maior e uma menor, com areas A, e A_ respectivamente.

Proposicao 2.4. Seja S uma esfera geodésica em H3, entdo a drea da calota esférica

menor, com bordo igual a um circulo de raio p, € igual a

2m 9 9
A_ = FEE] (1—\/cosh p — H? senh p)

e a drea da calota esférica maior, com bordo igual a um circulo de raio p, € igual a

2T 9 5 9
A+:ﬁ<1+\/cosh p—H senhp).
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Demonstracao: A prova dessa proposicao é feita de forma andloga a anterior
porém utilizamos o modelo da bola do espaco hiperbdlico H? e pomos o centro da

esfera S coincidindo com o centro da bola B? (veja a segao (1.2) do capitulo 1).

Como |H| < coth p, pela Proposicio (2.2). Temos, cosh’p — H? senh®p > 0. Por-
tanto, v/cosh?p — H2 senh?p estd bem definido.

Seja ¢ : D — R3 uma imersao com curvatura média constante H # 0, entdo é
facil ver que
Alg]* = 4(1+ H(N, 9)), (2.3)

onde N ¢ a aplicacao de Gauss de ¢.

Integrando a equagao (2.3) obtemos

[ olor = [ a0+ )

= 4A+4H/(N,¢>
= 4(A—3H1?).

Por outro lado, usando o teorema de Green, temos

[ dlop==2[ (o0,

onde v é o campo unitario cornormal interior a ¢(D) ao longo de ¢(9D).

Portanto,

1
A—SHVZ—E/aD(gb,y). (2.4)

A equagao (2.4) é conhecida como a férmula de Minkowski.

Note também que, no caso em que ¢(9D) = S é um circulo unitédrio, a curvatura
geodésica K, de ¢(0D) é dada por K, = —(¢,v). Assim neste caso a férmula de
Minkowski é

1

A-30V=- [ K, (2.5)
2 Jop
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2.3 Discos com Area Limitada em R3

Nesta secao consideremos uma imersao ¢ : D — R3, com curvatura média cons-
tante H # 0, e bordo ¢(0D) = S! um circulo unitdrio contido num plano 7 (Figura

2.2), onde D é um disco bidimensional em R3.

Figura 2.2: Disco imerso em R?

Veremos que se a area da imersao ¢ é menor do que ou igual a drea da calota
esférica maior com bordo igual a ¢(9D), entao a imersao ¢ é umbilica e sua imagem é
uma calota esférica. Para isto vamos utilizar uma desigualdade isoperimétrica provada

por Barbosa e Do Carmo em [2].

Teorema 2.5. (Desigualdade Isoperimétrica) Seja M uma superficie generalizada.
Seja D um dominio simplesmente conexo em M com drea A e limitado por uma
curva T, fechada, C! por partes e de comprimento L. Sejam K, um nimero real
arbitrario e K a curvatura Gaussiana de M. Suponha que em uma vizinhanca de um

ponto singular, K ¢ limitada por cima. Entao,

1 KyA

L? > 47 A (1 - — / (K — Ko)tdM — =2 ) (2.6)
2m Jp Am

e vale a igualdade se, e somente se, K = Ky e D € um disco geodésico.

Demonstracao: Veja [2].
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Uma consequéncia quase imediata do teorema (2.5) é

Proposicao 2.6. Se ¢ : D — R3 ¢ uma imersio como descrita anteriormente.
Entao,

A<A_ ouA>A,.

Demonstracao: Nas condigdes acima, a desigualdade (2.6) é dada por
L?—2A (27r — / (K — K0)+dA) + KgA? >0, (2.7)
D

onde A é a area de ¢(D), L é comprimento de 0D, dA é a medida de drea, K é a
curvatura Gaussiana, Ky é um nimero real arbitrario e (K — Ky)* é a parte positiva
de (K — Kj).

Como 9D é um circulo de raio 1, temos que L = 2r. Tomando K, = H? e

lembrando que K < H? (com a igualdade s6 em pontos umbilicos), obtemos
H?A? — 4n A+ 47* > 0. (2.8)
Portanto

o 2
Agﬁ(l—\/l—Hz):A,ouAZm(1+V1—H2):A+-

A igualdade é valida se, e somente se, a imersao ¢ é umbilica.

Teorema 2.7. Seja ¢ : D — R3 uma imersio como descrita anteriormente. Entdo,
A>A_.
A igualdade € valida se, e somente se, a imersdo ¢ € umbilica.

Demonstracao: Através da férmula do fluxo (1.7), obtemos o seguinte

/D<Y,nD> = %/@D(Y, V).
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Seja Y = e3 =np = (0,0,1) um campo de Killing em R3.

[)D<y,eg> _ ZH/Dl

= 27 H.

Sabendo que |¢| = 1 em 9D, entao (¢, ¢') = 0. Logo, {¢, ¢', e3} formam uma base
ortonormal em R3. Dali,

v =a10+ ax¢’ + ases.

Mas, como v e ¢’ sdo ortogonais temos (v, ¢') = 0. Portanto, as = 0. Dali,
V= alqb + ases.

Vamos determinar as constantes a; e ag, para isto facamos (v, ¢) e (v, e3), dai

obtemos
v={(v,9)¢+ (v, e3)es.

Como |v| = 1,temos entao

(v,0)> =1 — (v, e3)?.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos a seguinte relagao

(L) = Lo fo
o /aD<V’ es)?.
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Usamos novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz e entao,

(o) = [yt mer
o [ (o
= 27r/8D(1— (v, e3)?)
= 27T/8D1—27T/8D<V,63>2
)

= 47— (2nH)?
= 47%(1 — H?).

Portanto,

/ (v,0) < 2mv1— H2.
oD

Agora observe que, a partir do Triedro de Darboux, (veja [5], pag. 261, Ex. 14)
" Kgy + Kny%

onde K, é a curvatura geodésica ao longo de 0D e K,, é a curvatura normal ao longo
de 0D. Donde,

Ko(v,v) = (v,¢") — Kn(v,m).

Assim, a curvatura geodésica de ¢(9D) é dada por

Ky =(v,¢") = (v, 9). (2.9)

[l
oD

Aplicando o teorema de Gauss-Bonnet e, usando o fato que em R? temos K < H?,

Podemos escrever

/aD —(v, ¢>‘ <2mV1 - H? (2.10)

obtemos

o = / K, +/ K <27V1— H?+ H?A. (2.11)
oD D
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Donde,

21 — 2w/ 1 — H? 2
A> o = S1-VI-H) =4 (2.12)

Se ¢ ¢ umbilica, K = H? e vale a igualdade na equagao (2.12).
Por outro lado, se tomarmos A = A_ teremos a igualdade na equacao (2.11) e,
consequentemente, K = H?. Concluimos que ¢ é umbilica.
OJ

Corolario 2.8. Se
A S A—l-?

entdo ¢ € umbilica e sua itmagem € a calota esférica maior ou a calota esférica menor.

Demonstracao: Da Proposicao (2.6), obtivemos que
A<A ouA>A..

Se alguma dessas inequagoes se tornar uma igualdade entao vale a igualdade na
equacao (2.8), logo K = H?. Desse modo, ¢ sera umbilica.

Podemos observar que se A < A, entao, do teorema (2.7) e da desigualdade (2.6),
temos A =A_ou A= A, isto é, ¢ é umbilica e sua imagem é uma calota esférica
(menor ou maior, respectivamente).

O

Em outras palavras se ¢ nao é umbilica, entao A > A,.
Com este resultado e com a Férmula de Minkowski, Lopez e Montiel em [16],
obtiveram estimativas para o volume V de ¢ em R® que nao dependem da curvatura

média H. Mais precisamente, eles mostraram que, se ¢ nao é umbilica, entao
V>

O teorema a seguir é um aperfeicoamento deste resultado.
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29 9
Teorema 2.9. Se ¢ ndao é umbilica, entdo A > —m eV > —.

10 10

Demonstragao: Na equagao (2.5), como ¢(9D) = S' é um circulo unitério, temos

A-suv =+ | K,
2 Jop

Logo, da equagao (2.10)

|A—3HV| < V1 — H? (2.13)

e a igualdade ocorre se, e somente se, ¢ é totalmente umbilica.

Consideremos o a segunda forma fundamental de ¢. Entao
o> = 4H? - 2K.
Por integracao, obtemos que

/|a|2:/(4H2—2K):4H2A—2/K.
D D D

Vamos usar aqui novamente o teorema de Gauss-Bonnet. Assim,

/K:27T— Kg:27r—i—/ (p,v) =21 —2(A—-3HV).
D oD oD

Portanto,
/ lo|> = 4H?A — 47 + 4(A — 3HV).
D

Por outro lado, um resultado obtido por Barbosa e Jorge [4] nos diz que se
/ lo|* < 8x
D

Logo, se ¢ nao ¢ totalmente umbilica, entao

entao ¢ é totalmente umbilica.

AH?’A — 47 +4(A—-3HV) > 8rm
H>+ A—3HV > 3r
3r — H*A < A—3HV <nv1— H2.
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Donde

A> %(3—\/1—112). (2.14)

Consideremos a seguinte fungao g : (0,1] — R?

3 VI—I?
g(H) = — .

E facil ver que g tem um minimo absoluto no ponto

Hy=2\/3v2—4
3— 17 —12V2 29

Hy) = m™> —T.
9(Ho) 12v/2 — 16 10
Portanto,
29
A>g(H) 2 g(Hy) > 157

Agora, obtemos a partir das equagoes (2.13) e (2.14) que
A—-3HV <7nv1-— H2

Dai temos
A—7v1— H?
3H '
Usando a equagao (2.14) obtemos que se ¢ nao é totalmente umbilica, entao

V> #(3 —VI-H - H*1- HY).

V>

Para provar a segunda parte do teorema, definimos a fungao f : (0,1] — R3
F(H) = 3—22(3 —VI-H?— H*1- HY).
Verificamos facilmente que f tem um minimo absoluto no ponto

973 — 75

le 2
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Donde,

2.4 Discos com Area Limitada em H?

Nesta secao, tratamos do caso em H?3. Consideremos uma imersao ¢ : D — HS3,
com curvatura média constante H, |[H| > 1, e bordo ¢(9D) = S um circulo de raio
p contido num plano geodésico m (Figura 2.3), onde D é um disco bidimensional em

TH3.

Figura 2.3: Disco imerso em H?

Encontramos um resultado analogo ao R3. Ou seja, se a drea da imersao ¢ é menor
do que ou igual a drea da calota esférica maior com bordo igual a ¢(0D), entao a

imersao ¢ é umbilica.
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Proposicao 2.10. Se ¢ € uma imersao como descrita anteriormente, entao
A<A_ ouA>A,.
A igualdade € vdlida se, e somente se, ¢ € umbilica.

Demonstracao: Nas condigoes acima, vale a desigualdade (2.6). Tomando Ky =

H? — 1 e, como em H? temos K < H? — 1, obtemos
L? > 47A — (H* — 1)A%

Vale a igualdade se, e somente se a imersao ¢ ¢ umbilica.

Como p é o raio de 0D, temos L = 21 senhp. Assim, a area de ¢ satisfaz a

(H? —1)A? — 47 A + 47% senh®p > 0.

Portanto,
2m 9 9
AL 1 (1—\/cosh p — H? senh p) =A_
ou
A> 2 1+ \/costh— H? senh?p | = A,.
~ H?2-1

Teorema 2.11. Se
A S A+7
entdo ¢ € umbilica e sua tmagem € ou a calota esférica maior ou a calota esférica

menor.

Demonstragcao:  Suponhamos que A < A,. Se A = A,, entao ¢ é umbilica
devido ao resultado obtido através da equagao (2.6). No outro caso, temos A < A_.
Utilizando o teorema de Gauss-Bonnet, e como em H? temos K < H? — 1, obtemos

oar<AH*-1)+ | K,<A (H>-1)+ | K,
oD oD
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Substituindo o valor de A_ obtemos

2m < 27 (1 — \/cosh2p — H? senh2p> +/ K,
)

D

resultando em

27?\/cosh2p — H? senh?p < K,. (2.15)
oD
Elevando a equagao (2.15) ao quadrado e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos

2
47%(cosh?p — H? senh®p) < (/OD Kg>

< / 1/ K,
oD Jop
= 27 senhp K2
oD
Donde
47%(cosh?p — H? senh®p) < 27 senhp K2 (2.16)

oD
Precisamos calcular a curvatura geodésica K, ao longo de dD. Entao, seja

B(t) = (Rcost, R sent, Va?— R?), 0<t<2m, R>0,

uma parametrizacio de 9D em R3. E facil ver que ( nao estd parametrizada pelo

comprimento de arco s. Tomemos entao

Jaz — 12 JaZ — 2
a(s) = (Rcos GTRS, R sena—Rs, Vva? — RQ) .

R
Dai
o /2 2
a(s) = <—\/ a? — R? senaTRs, Vva? — R?cos GTRS, 0) :
E
"s) a>—R?>  a®—R? a®— R? Sen\/aQ—RQS 0
a’(s) = |- cos s
R R " R R ’
(a® — R?) (a® — R?)%/2
= 00T
1 1
= — o+ 5—(0,0,va? — R?)
senh”p senh”p
1
= 5 [—a+ (0,0, Va? — R?)].
senh”p
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Observemos que, da equagao (2.9)

K, = (na)
= — o [+ 0,0,V )
senh”p

1 (a® — 32)3/2 R2 (a® — R2)3/2
= iy e+ {00 B (5T) )

onde v é o vetor unitario conormal ao longo de 0D.

2 _ R2)3/2
Facamos b = (0, 0, u) Sabendo que senhp =

a?

K ! (v,a) + (v, b+ 1 b
= — (-« v —_—
g senh?p ’ ’ a? — R?

= o ({ma) )+ (D
senh”p
—(v,a) + (v,b) + senh®p(v, b)
senh?p
—{v, a) + cosh?p{v, b)

senh?p

2

temos
a2 — R2?

Como 0D é um circulo de raio p, obtemos

cosh’p(v,b) = (v,a) + senhp \/(cosh2p —(v,0)%).

Entao
\/cosh2p — (v, a)?
K, ==+ . (2.17)
senhp
Substituindo a equagao (2.17) na equacao (2.16), ficamos com
h2 . 2
4m%(cosh?p — H? senh?p) < 27 senhp/ il gy’ @)
oD senh”p
2mcosh?p 2m 9
= =~ 1— (v, a)
senhp Jsp senhp Jsp
27
= 4m2cosh?p — 2,
mcoshp senhp /8D (v, a)
Donde
21 H? senh®p 2/ (v,a)”. (2.18)
oD

31



Em virtude da férmula do fluxo (1.7), e usando novamente a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, temos

2
(27| H| senh?p)? = (/ (v, a>) <27 senhp/ (v,0)?,
oD oD

isto é,

2 H? senh®p < /6D (v, ) (2.19)

Usando a equagao (2.19) na equagao (2.18), obtemos a seguinte identidade
27 H? senh?®p = / (v, a)?.
oD
Consequentemente, obtemos também identidades na equagao (2.16) e na equagao
(2.15). Em particular, A= A_.
Portanto se A < A, temos A= A_ou A = A, isto é, ¢ é umbilica e sua imagem
é uma calota esférica (menor ou maior, respectivamente).

O
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Capitulo 3

Simetria de Superficies com Bordo

Simétrico em R° e em H°

3.1 Introducao

Neste capitulo, consideramos um mergulho ¢ : ¥ — Q, com curvatura média
constante H # 0 e com bordo uma curva de Jordan contida num plano 7, onde X é
uma superficie compacta e Q = R? ou Q = H?.

Na segao 3.2, baseados nos resultados obtido em [13] por Koiso, iniciamente
mostramos que se a superficie nao intercepta o exterior do dominio limitado pelo
bordo 0% em m, entao ela esta totalmente contida num dos semi-espagos determi-
nados pelo plano que contém o bordo. Depois, usando o Principio da Reflexao de
Alexandrov [1], mostramos que se X possui bordo simétrico 0% C 7, entao ¥ herda as
simetrias de seu bordo. Como consequéncia, se o bordo é circular, entao a superficie
é uma calota esférica.

Na secao 3.3, com base em [14] por Lépez, apresentarmos o caso em H?. Veremos
que, se Y possui bordo 0% contido em 7, onde m é um plano geodésico, ou uma
hipersuperficie equidistante ou uma horoesfera em H? e nao intercepta o exterior
do dominio limitado pelo bordo em 7, entao X esta contida num dos semi-espacos

determinados por m. Se tomarmos o bordo igual a um circulo, entao a superficie é
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umbilica.

3.2 Simetria de Superficies com Bordo Simétrico

em R?

Nesta secao consideremos um mergulho v : ¥ — R3, com curvatura média cons-
tante H # 0 e com bordo uma curva de Jordan contida num plano 7, onde 3 é uma
superficie compacta. Sob estas condig¢oes, veremos que se Y possui bordo simétrico,

entao herda as simetrias de seu bordo.

Lema 3.1. Seja X como descrita anteriormente. Seja 0¥ uwma curva de Jordan
contida num plano w. Seja Q o dominio limitado por 9% em 7. Se X Next(Q) =0

em T, entdo > — 0% nao intercepta .

Demonstragao: Suponhamos que 7 = {z = 0}. Como a curvatura média H de X é
nao-nula, ¥ nao esta contida em 7. Suponhamos entao que ¥ — 9% apenas intercepta

7 (Figura 3.1).

Figura 3.1: Superficie X
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Sejam

my = max{z;(z,y,2z) € ¥ — 0%} > 0,
mo = min{z; (z,y,z) € ¥ — 0L} <O0.

Vamos supor que m; é atingido em p; € ¥ — 0%, i =1, 2.

Sejam 0¥ = J,cp By a decomposicao em componentes conexas de 0¥ e G o
exterior de By em w. Como X é limitada, estd contida em S uma bola suficientemente
grande cujo bordo denotamos por S. Seja B a intersecio entre S e 7, e seja D o interior
de B em 7. Entdo, S estd dividido em duas calotas esféricas por B, denotemos por

51 o fecho de uma delas. Assumiremos gl contido em R? = {z < 0}. Seja
M=XU(DNG)US

onde G ¢ o exterior de 0¥ em 7, isto é, G = [,c, GA. Entao, M é uma subvariedade
topoldgica fechada conexa bidimensional sem bordo de R3. Portanto, do teorema da
dualidade de Alexander [19], M é orientavel. Introduzimos a orientagao de M tal que
o normal em cada ponto regular aponta para o interior de M. Consideremos, entao,
a orientacao de ¥ induzida por M.

Nos pontos p; e py 0s espacos tangentes a X sao ambos identificados com 7. Os
vetores unitdrios normais a ¥ nestes pontos s@o ambos iguais a (0,0, —1).

Numa vizinhanca U; de p;, > é o grafico de funcoes diferencidveis f;, de valores

reais, sobre algum dominio V; em R?, f; : V; C R? — R. Assim,

Y= A,y filz,y)); (x,y) € Vi}
tal que
pi = (0,0, f;(0,0)) e f;(0,0) = m,.
Portanto, em p; temos:

e, ainda,

(fl)a:m(ovo) S Oe (fl)yy(()?O) S 07
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(f2)22(0,0) = 0 e (f2)yy(0,0) = 0.

Vamos calcular a curvatura média H; em p;. Seja

X(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €V

uma parametrizacao de >. Entao,

Xu = (1707fu)7 X'u = (07 17f11)7

qu - (0707 fuu)7 Xuv - (anvfuv)a va = (0707fm))-

Assim,
Xu X X'U = (_f’lM _f'u, ]-)
Portanto,
— (fuafw_l)
foH £+
Logo,
E=1+/12 F=/f.f, G=1+ 7
= _fuu = _f“” _ _fvv
= 2 2 ’ f= 2 2 y 8= T3 9 . -
Portanto,
H‘:l _f“u(1+f3>+2fuvfufv_fw(l—l—fuz)
T2 (f2+ f2+1)2

Em pq, temos
1
Hl = - 5 (fuu+fvv) ZO

e em po, temos

HQZ_ % (fuu+fvv)§0

Mas, isto contradiz a hipétese de que H é constante e nao-nula.
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Teorema 3.2. Seja 0¥ C m uma curva C? que satisfaz a sequinte propriedade: Ewis-
tem um intervalo fechado I C {x = z =0} e uma funcgao f: I — R tal que f >0,

identicamente nula em 0I e Graf(f) C m, tal que:
0¥ = Graf(f)UGraf(—f).

Se Y esta contida em um dos semi-espagos determinados por w, entao Y € simétrica

com relagdao ao plano {x = 0}.
Demonstragao: Seja
YCR: ={(z,y,2) €R* 2 >0} eXSNm=0%.

Denotemos por €2 o interior de 0¥ em 7. Como X U ) é uma subvariedade
topoldgica fechada conexa bidimensional em R?, limita um dominio G em R? em
virtude do teorema da dualidade de Alexander [19].

Para um ntumero real qualquer a, denotemos o plano {x = a} por P,. Seja
apg = min{zx; (x,y,2) € L}
e definamos um subconjunto aberto ¥, de ¥ por:
Yo =A{(z,y,2) € 3; x <a}.

Observemos que X, = () quando a < ag. Portanto, para a > ag, X, é nao-vazio.
Denotemos por X7 a reflexao de X, com relacao a P,.

Se a — ay ¢ suficientemente pequeno, ¥* C G U ). Seja
c=sup{beR; ¥ C GUQ,Va € (ap,b)}.

Entao ag < ¢ < 0.
Queremos provar que Py é um plano de simetria para Y. Para isto, deveriamos ter
¢ = 0. Mas, inicialmente, vamos supor que ¢ < 0 e dai, obteremos uma contradigao.

Neste caso, observemos que X% N J¥X = (), j& que o bordo 9% é simétrico. Assim,
YCG@=GUTUQ.
Portanto, vale uma das possibilidades:
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(I) Z:CcGUQ;
(I1) X ¢ GuQeX:CG—ox.

Suponhamos que (I) é vélida.

Seja p € 9%, N 0% = {(c,y,z) € X}. Inicialmente notemos que p poderia
pertencer a 0.

Suponhamos que em p o espaco tangente a X, T,%, nao ¢ perpendicular a P,.
Entao, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, X7, ; C G'U ) numa vizinhanca
de p € (0X.NO%E) — O%.

Entretanto, se p € 93, N J%; N OX e se 1,3 coincide com 7, entao X7, s C GUQ
numa vizinhanca de p, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Globalmente, devido a compacidade de 9%, N 0¥} e a suavidade de X, temos que

Yo s C G U, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, desde que:
(i) Para qualquer ponto p € (0¥X.N0%X%) — 0¥, T,X nao é perpendicular a P;

(ii) Para qualquer ponto p € 0¥X. N 0¥ N 9%, T, nao ¢ perpendicular a P. ou

coincide com 7.

Mas, isto contradiz a definicao de ¢, pois, desta forma d + ¢ seria menor que c.
Logo, (i) e (ii) ndo podem ocorrer.

Portanto, deveriamos temos que, ou:
(iii) Existe algum ponto p € (0¥X. N 0%X%) — 0%, tal que T,X L P.; ou

(iv) Existe algum ponto p € 0X. N 0¥} N 0%, tal que T,X L P, e T, néo coincide

com 7.

Assim, vamos assumir que (iii) é valida.

Entao ¥ — ¥, e X} possuem um ponto de tangéncia comum. Devido ao Principio
do Méaximo [7], ¥ — ¥. e ¥ coincidem numa vizinhanga deste ponto, contradizendo
(D).

Agora, afirmamos que (iv) ndo pode ocorrer.
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De fato, suponhamos que T,% ¢é perpendicular a P. no ponto p = (c,p? 0) €
0¥, NoX:NoX. Entao,
TpE = {agy + a3z = 0}

para algum (ag, az) € R? — {0}. Temos que, como ¢ < 0,

0% = <_f(y)7yv O) cm.

Dai, como 7,0% estd contido em 7,3, se
of
v=|—=-(y),1,0
v ( 9, W)L )

Por outro lado, temos que ¢ || 7,X. Donde, ¥ L (0, as,a3). Assim,

<<—g—§, 1,0) ,(0,a2,a3)> = 0.

(1220

€ T,0%,

y=p?

entao U € T),X.

Portanto,

e, dai,

T, ={z=0}.

Logo, (iv) é impossivel.

Concluimos, entao, que (I) ndo pode acontecer.

Suponhamos que (II) é valida.

Neste caso, XN (X — 0X) # 0. Tomemos p € ¥ N (X — JX) que é um ponto de
tangéncia comum a ambos. Em virtude do Principio de Méximo [7], X% e (X — 9%)
coincidem numa vizinhanca de p.

Pela analiticidade da curvatura média H obtemos que ¥¥ e (¥ — 0X) coincidem
também globalmente.

Isto implica que P., embora nao seja um plano de simetria do bordo 9%, é um
plano de simetria de ..

Consequentemente, (IT) nao é possivel.
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Portanto, ¢ = 0.
Por outro lado, seja

a; = max{z; (x,y,2) € X}.

Para a < aq, definamos o subconjunto ¥, de X por:
Yo ={(z,y,2) €%, x> a}
e denotemos por X! como a reflexao de 3, com relacao a P,. Seja
d=inf{be R;3: C GUQ,Va € (b,ay)}.

De forma anéloga, obtemos também que d = 0. Portanto,

Y GUQ,Va € (aop,0), (3.1)
XrCGUQVa e (0,ay). (3.2)
Para concluirmos a prova do teorema devemos garantir que Py = {x = 0} é

realmente um plano de reflexdo de ¥.. Tomemos x = (z,y, 2) € G. Sejam
pt = p
1 1(

a = 49

x) = min{z'; (¢',y,2) € G},
x) = max{z'; (z',y,2) € G},
p = px) ="y 2),
q(x) = (¢".y, 2).
Entao, p e q estao em X. Afirmamos que

p' <0<
De fato, suponhamos que p* > 0, entdao p C Xy. Portanto, a reflexao de p é:

pF = —(pl,y, z) € X cqG

e, entao —p' < p!, o que contradiz a definicao de p*. Logo, p' é nao positivo.

Analogamente, obtemos que ¢' é nao negativo.
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Donde, p € 3y e ¢ € Xy. Mas,
pro= ) =(-p"y2)
¢ = ¢ =(-y2
Por (3.3) e (3.4) e pelas definicoes de p' e ¢!
—p'<q' e —q' 2p.

Dai temos que,

que implica que

P = (-p"y,2)=(¢"y,2) =¢q

é a reflexdao de p e

*

¢ =(—q¢"y,2) ="y 2)=p

é a reflexao de q.

De (3.1) e (3.2) resulta que,
YN{(z,y,2) e R% 2! € R} = {p(x),p"(x)}.
Como x é qualquer ponto de G e ¥ C G, segue que

2 = [J{p(),p"(x)}.

xeG

Assim, concluimos assim que X é simétrica com relacao a Py.

U

Em particular, se tomarmos o bordo 9% igual a um circulo, situagao é a seguinte:

Corolario 3.3. Seja 0¥ um circulo contido num plano w. Se X ndo intercepta o

exterior do dominio limitado por 0¥ em w, entdo X € uma calota esférica.
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Demonstracao: A prova se conclui imediatamente do Teorema 3.2. Como todo
plano de simetria do bordo 9% é também um plano de simetria de X, entao, neste

caso, > € uma calota esférica.
O

3.3 Simetria de Superficies com Bordo Simétrico

em H°

Nesta secao, tratamos do caso em H?. Consideremos um mergulho v : ¥ — H?,
com curvatura média constante H # 0 e com bordo uma curva de Jordan contida
num plano 7, onde 7 é um plano geodésico, uma hipersuperficie equidistante ou uma
horoesfera. Veremos que se ¥ nao intercepta o exterior do dominio limitado pelo

bordo em 7, entao Y esta contida num dos semi-espacos determinados por 7.

Teorema 3.4. Seja X como descrita anteriormente. Seja 0% uma curva de Jordan
contida em m, onde m € um plano geodésico, uma hipersuperficie equidistante ou uma
horoesfera em H3. Seja Q2 o dominio limitado por 9% em 7. Se XNext(Q) = 0, entdo

Y estd contida num dos semi-espacos de H? determinados por .
Demonstracao: Apds uma isometria em H?, podemos assumir que:
1. Se 7 é um plano geodésico, entao m = P(a) para algum a > 0;

2. Se m ¢ uma hipersuperficie equidistante, entdo 7 é uma calota esférica em R?

centrada em (0,0, zp), com zg > 0, cujo bordo esta no plano XY;
3. Se w é uma horoesfera, 7 = L(a) para algum a > 0.

Consideremos a foliacao de H?® dada por translacoes hiperbdlicas de 7, isto é,

homotetias da origem de R3:
{m(t) = hy(m);t > 0}.
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Chamamos [ o semi-espaco determinado por m definido por:

I=|Jn@).

t>1

Orientemos tanto 7 quanto cada 7(t), ¢ > 0, por um campo normal unitario de
modo que a curvatura média de 7 ou 7(¢), segundo o caso, seja maior ou igual a zero.
No caso em que m é um plano geodésico, escolhemos o campo normal unitario que
aponta para /. Se H; denota a curvatura média de 7, entao, é claro que, 0 < Hy < 1.

Inicialmente assumimos que X Nint(2) # 0. Definamos f : ¥ — R, por f(p) =t
onde p € 7(t). Como X é compacta existem py, p; € X tais que f atinge seu maximo
e seu minimo respectivamente. Sejam to = f(po) e t1 = f(p1). Entao t; <1 <ty. Se
tg = t1, entao X = QU 0¥ e isto prova o teorema. No outro caso, obteremos uma
contradicao.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ty > 1 e py, p; nao pertencem a
9¥. Como ¥ ¢é compacta, seja S uma esfera euclidiana em R? de raio suficientemente
grande tal que ¥ C B, onde B é a bola euclidiana limitada por S. Seja ST =
U1 (SN (t)). Entao

T=STUKUX

é uma superficie mergulhada fechada (nao suave em 93 U 0S™), onde K C 7 é o
dominio limitado pelo circulo S N7 e a curva 0%. Portanto, T" define um dominio
interior W. Orientemos ¥ por um campo unitario normal 7 que aponta para I.

As superficies 7(ty) e ¥ sdo tangentes em py e as respectivas orientagoes con-
cordam em py. Portanto, podemos comparar ambas as superficies neste ponto para
concluirmos que, se denotamos Hs como a curvatura média de ¥, H; > H,.

Se temos H; = H,, pelo Principio do Maximo [7], 3 estd contida em m. Isto é
uma contradicao porque py nao pertence a 2. Como conclusao, H; > H,. Agora,
comparamos % com 7(t1) no ponto p;. Como n(p;) aponta para W, n(p;) concorda
com a orientac¢do em m(t;) em p;. Como acima, pelo Principio do Méximo [7] obtemos
que Hy, < H,, resultando em uma contradicao novamente.

U
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Se > possui bordo circular contido em um plano geodésico temos

Proposigcao 3.5. Sejam X C H? uma superficie compacta, mergulhada em H3, com
curvatura média constante H # 0, cujo bordo € 0% C mw, onde w € um plano geodésico.

Se Y estd em um dos semi-espacos determinados por w, entao ¥ é umbilica.

Isto pode ser visto com maiores detalhes em [17]. A mesma afirmagao da Pro-
posicao 3.5 vale se o circulo estd incluido em alguma horoesfera e a superficie esta
em um dos semi-espagos determinados por esta horoesfera. Neste caso, apds uma
isometria de H?, podemos considerar a horoesfera como L(a), para algum a > 0 e
que ¥ C {z > a}. Aplicamos o Principio da Reflexdo de Alexandrov [1] para planos
geodésicos verticais. Entao nao é dificil concluir que ¥ é uma superficie de revolucao
compacta e umbilica. Se a superficie estd mergulhada é importante assegurarmos que
ela estd em um dos lados determinados pelo plano geodésico ou pela horoesfera. O
Teorema 3.4 tem uma consequéncia imediata quando o bordo é circular. Dado um
circulo em H?, existe um plano geodésico e uma horoesfera que contém este circulo.

Assim, juntamente com a Proposicao 3.5, temos o seguinte

Corolario 3.6. Seja 0¥ um circulo contido num plano 7, onde m € um plano geodésico
ou uma horoesfera em H3. Se ¥ nao intercepta o exterior do dominio limitado por

0Y em m, entao X € umbilica.
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