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Resumo

Um conhecido teorema devido a Osserman afirma que se M é uma superficie
minima completa em R?® com curvatura total finita e nao é um plano, entdo a sua
imagem esférica omite no méximo trés pontos da esfera S?.

Nao se sabe ainda se este nimero é o melhor possivel. De fato, nao se conhecem
exemplos de tais superficies cuja imagem esférica omita exatamente trés pontos da
esfera. Ainda mais, pouco ou nada se sabe sobre a existéncia de uma superficie deste
tipo.

Fazendo uma hipétese adicional sobre o tipo de fins da superficie mostramos que a
aplicacao de Gauss omite no maximo dois pontos e quando este niimero é exatamente
dois vemos que a superficie é homeomorfa a uma esfera menos dois pontos e, claro,
quando os fins sao mergulhados, M é um catendide.

Em 1964, para M nas condicoes anteriores, Osserman provou que se a imagem
esférica de M omite trés pontos de S?, entdo a sua curvatura total, C(M), é menor
ou igual que —127. Neste trabalho mostramos que de fato, C'(M) < —167 a menos

que M seja um bi-toro com trés fins que devem ser mergulhados e planares.

Palavras-Chave: superficies minimas, representacio de Weierstrass, curvatura

total finita, aplicacao de Gauss.
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Abstract

A know theorem by Osserman states that if M is a complete minimal surface in
R3 with finite total curvature and M is not a plan, then its image spherical omits at
most three points of the sphere S2.

It is not known yet if this number is sharp. In fact, no known example of such
surfaces whose image spherical omits exactly three points of the sphere. Moreover,
very little or nothing is known about the existence of such surface.

Making an additional hypothesis about the kind of ends, we show that the Gauss
map omits at most two points and if this number is exactly two then the surface
its homeomorphic to the sphere minus two points and, of course, when the ends are
embedded, M it’s a catenodide.

In 1964, for M in the above conditions, Osserman proved that if the image spheri-
cal of M omit three points of S?, then its total curvature, C(M), is less than or equal
to —127. In this work, we show that C(M) < —167 unless M is a bi-torus with three

ends which are to be embedded and planar.

Key words: minimal surfaces, Weierstrass representation, finite total curvature,

Gauss map.

viil



Introducao

Um resultado interessante referente ao estudo da aplicacao de Gauss de superficies
minimas completas com curvatura total finita é devido a Osserman, e afirma que
nestas superficies o nimero de pontos omitidos pela aplicacao normal de Gauss ¢ no
maximo igual a trés, a menos que esta superficie seja um plano. A demonstracao
deste teorema pode ser encontrada em [10]. Para os casos em que sao omitidos um e
dois pontos temos como exemplos conhecidos, a superficie de Enneper e o catendide,
respectivamente. Entretanto, até o presente momento, nao sao conhecidos exemplos
de superficies, nas condigoes anteriores, cuja imagem esférica omita exatamente trés
pontos. No caso de superficies minimas completas de curvatura total finita, ainda é
uma questao em aberto exibir um exemplo de uma tal superficie cuja aplicagao de
Gauss omita trés pontos, ou melhorar o teorema de Osserman para dois pontos.

Nosso trabalho comeca com um breve e conciso estudo historico sobre superficies
minimas, exibindo alguns exemplos. Ao longo do primeiro capitulo estudamos também
a representacao de Weierstrass, que nos da uma solucao satisfatéria da equacao das
superficies minimas. Esta representacao permite obter varios exemplos destas su-
perficies. Em seguida, acrescentando a nossa superficie minima M as hipdteses de
completude e curvatura total finita, descrevemos alguns resultados basicos necessarios
para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No segundo capitulo apresentamos uma demonstragao diferente, da feita por Os-
serman, do teorema citado acima. Colocando uma hipétese adicional sobre o tipo de
fins da superficie, mostramos que a aplicacao de Gauss omite no maximo dois valores

e quando este nimero é exatamente dois vemos que a superficie é homeomorfa a uma

1X



esfera menos dois pontos e, claro, quando os fins sao mergulhados, M é um catendide.

No terceiro capitulo, nosso objetivo principal é provar que nao existe uma su-
perficie minima completa de género 1 com C(M) = —16m, cuja aplicacao de Gauss
g: M — CU{oo} omita trés pontos da esfera S?. Assim, C(M) < —207 a menos que

a superficie M seja um bi-toro com trés fins que devem ser mergulhados e planares.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste primeiro capitulo, introduzimos alguns resultados e defini¢coes preliminares
necessarios ao desenvolvimento deste trabalho.

Iniciamos fazendo um breve comentario historico a respeito do estudo das su-
perficies minimas, apresentando alguns exemplos cldssicos destas superficies. Depois
acrescentamos a hipétese de completude.

Em seguida estudamos a representacao de Weierstrass, usando a teoria das fungoes
de varidveis complexas e a sua relagao essencial com as superficies minimas. Exibi-
mos a relacao existente entre as funcoes desta representacao e a aplicacao normal de
Gauss. Vemos ainda que, usando esta representacao, é possivel reobter exemplos de
superficies minimas.

Na secao seguinte, a hipotese de curvatura total finita permite uma maior riqueza

de resultados nas superficies minimas completas imersas em R3.

1.2 Abordagem Historica.

O estudo das superficies minimas, ao que tudo indica, teve inicio com Lagrange,

em 1760. Ele considerou superficies em R? que eram gréficos de funcoes, z = f(z,y)



de classe C?. Para uma superficie deste tipo, o elemento de 4rea é dado por
dM = /(1 + f2+ f2) dz A dy. (1.1)

Lagrange estudou o seguinte problema: achar a superficie de drea minima que
assumisse valores dados na fronteira de um conjunto aberto €2 do plano.

O tnico exemplo dado por Lagrange foi o plano.

Se z = f(x,y) representa uma solugao para este problema, considere a familia de
fungoes z(x,y) := f(x,y) + tn(z,y), onde n é uma fungao de classe C? que se anula

na fronteira de €2, e defina

Al) = /Q (14 (202 + (2)2)* dudy. (12)

Assim,
A(t) = /Q (L4 f2+ fD) 4 2t(fane + fymy) + (02 + nﬁ))% dady.

Sejam p := fy, q:=f, e w:= (14p?+¢?)2. Derivando, com relacio a ¢, a equacdo

acima obtemos
A'(0) = / 2 (£nx+ gny) dM.
Q w w
Integrando por partes e observando que 7n|sq = 0, temos

A(t) = —2/Q (%(5) + 8%(%))é ndM. (1.3)

Como z = f(x,y) é solucao para o problema, A(0) é minimo para a fungdo A(t) e

portanto A’(0) = 0. Isto ocorre para qualquer fungao 1 que se anula na fronteira de

Q). Logo,
0 0
L) (8-
oxr \w dy \w
Calculando as derivadas acima, obtemos

foa(L+ £y)? + 2fu fy fay + fry(1+ f2)* = 0. (1.4)
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Esta equagao é conhecida como equacao das superficies minimas ou equacao de La-
grange.

Na época nao se conheciam as definicoes de curvatura média, nem tampouco de
curvaturas principais k; e ks (introduzidas, também em 1760, num trabalho de Euler).
O que Lagrange fez foi utilizar o método do calculo das variagoes para superficies na
forma z = f(z,y) e deduzir que a equacao (1.4) era uma condigdo necessaria para
que uma superficie tivesse area minima.

Somente em 1776 Meusnier deu uma interpretagao geométrica para a equagao
(1.4)mostrando que ela era equivalente a condicao

kAt ke

H
2

= 0.

Como a equagao (1.4) é complicada e provavelmente tem muitas solugoes, entao

Meusnier procurou solucoes com propriedades especiais e obteve como resultado.

(1) Catendide

Esta superficie é obtida pela rotacao da catenaria em torno de um eixo que nao
a corta. E a unica superficie minima de revolucao, sua curvatura total é —4x e

sua imagem esférica omite dois pontos da esfera.




(2) Helicéide

Podemos obter tal superficie do seguinte modo: Considere uma hélice que se
enrola em um cilindro circular reto e, por cada ponto da hélice, passe uma
reta que encontre perpendicularmente o eixo do cilindro. O helicéide possui
a propriedade, provada por Catalan em 1842, de ser, além do plano, a tnica

superficie minima completa regrada. Sua curvatura total nao é finita.

Em 1835, Scherk obteve um novo exemplo resolvendo a equagao (1.4) para fungoes
do tipo f(x,y) = g(z) + h(y). Assim o gréfico de
cos(z) T
) =1 oz (0, —) 1.5
f(z,y) =log <COS(y)) .y € (0.5 (1.5)

ficou conhecido como superficie de Scherk.

Vista de um angulo apropriado, esta superficie pode ser percebida como um
tabuleiro de xadrez com infinitas casas.

Scherk provou que o helicéide e o catendide, descobertos por Meusnier, sao ape-
nas dois elementos de uma familia de superficies minimas, através da qual podemos
deformar continuamente o catendide menos um meridiano em uma volta completa
do helicéide. Ele também tentou, mas sem sucesso, determinar todas as superficies

minimas regradas. Tal problema foi resolvido em 1842 por Catalan.
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Enneper, em 1864, encontrou uma das mais simples superficies minimas. Imagem

da aplicacdo = : R? — R?, z = (z;1(u,v), 22(u,v), z3(u,v)), dada por:

u? v3
x1(u,v) = u — 3 +uv?;  wo(u,v) =v — T +ou?; ws(u,v) = u? — 02

Observe que as fungoes que representam esta superficie sé envolvem somas e produ-
tos. E, neste sentido que ela é simples. Esta superficie,hoje conhecida como superficie
de Enneper, é completa, tem curvatura total —4m, nao é mergulhada e sua imagem

esférica omite um ponto da esfera.




Foram grandes os esforcos de varias geragoes de mateméaticos, mas uma solugao
completamente satisfatéria da equagao (1.4) s6 foi obtida por Weierstass em 1866,
mais de cem anos depois da definicao de superficie minima.

Em 1915, Bernstein provou que um grafico minimo e completo é um plano.

Em torno de 1960, R. Osserman obteve um belo resultado. Provou que se a
imagem esférica de uma superficie minima completa nao é densa em S?, entdo esta
superficie é um plano. Porém este nao é um resultado completamente satisfatorio,
pois em todos os exemplos conhecidos de superficies minimas completas, salvo no
plano, a imagem esférica omite muito menos que um dominio aberto da esfera. Mais
tarde, em 1979, Frederco Xavier, entao da Universidade Federal de Pernambuco,
obteve o seguinte resultado: Suponha que a imagem esférica de uma superficie minima
completa omite sete ou mais pontos, entao ela é um plano. Este resultado ainda
foi melhorado por Fujimoto, ao diminuir de sete para quatro, o nimero de pontos
omitidos pela aplicacao de Gauss de uma superficie minima completa o que fechou o
problema neste caso.

E possivel construir exemplos de superficies minimas completas cuja imagem
esférica cobre a esfera toda, a esfera menos um, dois, trés ou quatro pontos.

Em 1982, o matematico brasileiro Celso Costa, em sua tese de doutorado, ap-
resenta um exemplo surpreendente, hoje conhecido como superficie de Costa. Esta
superficie é mergulhada (fato que foi provado posteriormente) e topologicamente é um
toro menos trés pontos. A representacao de Weierstrass foi fundamental para a sua

descoberta. Ela pode ser representada usando-se as fungoes p e zeta de Weierstrass.




1.3 A Representacao de Weierstrass

Sejam Q C R? um conjunto aberto simplesmente conexo e ¢ : @ — R3 uma
imersao de classe C*, com k > 2. A aplicacdo ¢ descreve uma superficie parametrizada
em R3.

Se  |oul = || € (@u, ) =0, entdo ¢ é uma aplicagao conforme e induz em {2
a métrica

ds® = N} (du* + dv®), onde X =|p.| = |-
Dizemos, neste caso, que (u,v) sdo parametros isotérmicos para a superficie descrita
por .

Teorema 1.1. Seja Q C R? um dominio simplesmente conexo e ¢ : Q — R® uma
imersao de classe C*, (k > 2). Entdo, existe um difeomorfismo ¢ : Q — Q de classe

C* tal que 1/; = o é uma aplicacao conforme.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [9)].

Sejam M uma superficie conexa e orientdvel e x : M — R3 uma imersao de
classe C%. Pelo teorema acima cada ponto p € M tem uma vizinhanca na qual estao
definidos parametros isotérmicos. A métrica induzida em M por z sera representada,

localmente, em termos destes parametros por
ds* = N\?|dz|*, onde z=u+iv.

A mudanca de parametros é uma aplicacao conforme e como M é orientavel,
podemos nos restringir a uma familia de parametros isotérmicos, cujas mudancas de
coordenadas presevem a orientagao do plano. Em termos da variavel z = u + v, isto
significa que tais mudancas de coordenadas sao funcoes holomorfas. A superficie M
juntamente com uma familia de parametros isotérmicos cujas mudancas de coorde-
nadas presevam a orientacao do plano é chamada superficie de Riemann.

Na superficie de Riemann consideramos, localmente, os operadores

o 1,0 0 o 1,0 0

2: = 2% a0 ¢ 7 alon e (1.6)



A definicao destes operadores é tal que, se f : M — C é uma funcao complexa

diferenciavel, entao

f of of of
d +%d 8zd +$d

f_

df =

A funcao f é holomorfa se e somente se

Para uma imersao x = (x1, o, x3) : M — R3, definimos o laplaciano de  como
Az = (Axy, Az, Axs).

Proposicao 1.2. Sejam H a curvatura média da superficie M e N sua aplica¢ao
normal de Gauss. Entao

Ax =2HN.

Demonstracao: Como x é uma aplicacao conforme entao

Oox Ox oxr Oz

or 0x, 0T OF, o
e
Ox Oz
(520 (1)
Diferenciando 1.7 em relagao a u e 1.8 em relacao a v temos :
Px Ox Pr  Ox
Pr Ox or 0*x
<—0u8v’ %> = —<%» w) (1.10)

de 1.9 e 1.10 temos

.
ou?  ow?’ ou’
portanto
ox
A _ =
(Az, 2-) =0
analogamente encontramos
ox
Axr, —) =0
< .fL', av>



logo Az//N.
Por outro lado x é uma imersao minima, N,, = a112,+ @127, € Ny = A21Xy+ 22Ty,

entao a expressao para a curvatura média H é dada por

1
H = —§(CL11 + a22) S 2H = (_all - a22)'

Note que
Px 0’z
>\2<AI, N> = <% + %, N> = _a11<xu; xu> - a22<xv7 xv)
assim
N (Az, N) = \*2H.
Como Azx//N entao Az = 2HN. O

Corolario 1.3. Seja M uma superficie regular parametrizada por z(u,v), onde u,v
sao parametros isotérmicos. As fungoes coordenadas xy(u,v) sao harmoénicas se e

somente se M ¢ superficie minima.

Demonstracao: Como as fungoes xp sdo harmonicas Az, = 0, logo Az = 0. Uma

vez que N # 0 entao H também é zero, ou seja x é minima. A reciproca é imedi-

ata. O
Defina ¢(z) = %. Note que a aplicacao ¢ é holomorfa se e somente se z é
harmonica. Se ¢ = (¢1, ¢o, ¢3), entdo
1 81Ek 81Ek
b= (e — i)
2% Ju v
Portanto,

)=
-
TN
O
Il
N —
ME
Q QO
:‘5;?
e
|
Q
e
e
|
1
Q Q
:‘ﬁj
Q
e

k=1 k=1 k=1

pois os parametros sao isotérmicos. Analogamente, obtemos

3
s Lpdry  Bry X
>l = gl + 5 = 5



Agora observe que nds temos a aplicacao ¢ definida em termos de parametros
isotérmicos, na vizinhanca de cada ponto de M. Se z = u 4+ e w = r + s sao
coordenadas locais de um mesmo ponto, entdao a mudanca de coordenadas w = w(z)
4 ow
¢ holomorfa, com 77 # 0. Segue-se que

o _owdw_ o
9z Owdz 0z

Assim, se considerarmos as formas diferenciais « = ¢ dz e @ = ¢ dw, temos

¢

a=qo dz:q?)aa—vjdz:q; dw = a.

ou seja, a forma diferencial a é globalmente definida em M, com expressao local dada

por o = (v, (v, cg), onde
ak:¢k dZ, 1§k§3

Agora vamos definir uma forma holomorfa w e uma funcao meromorfa g, dadas
por

. as
W = 1 — 109, g=—.
a1 — 109

Localmente, se ap = ¢ dz, entao w = f dz, onde f é uma funcao holomorfa e

3

f=¢1— 1o, gzm.

Considere a equacao

¢+ o+ 5 =0 (1.11)

Proposicao 1.4. Sejam Q) um dominio no plano complexo, g(z) uma fun¢io mero-
morfa em Q e f(z) uma funcao holomorfa em Q, tendo a propriedade que em cada
ponto onde g(z)tem um pélo de ordem m, f(z) tem um zero de ordem 2m. Entdo as
funcoes. .

b1 =30 1= ), 6= S+ d), b= 1o (112
sao holomorfas em § e satisfazem (1.11). Reciprocamente, toda tripla de fungoes

holomorfas em Q satisfazendo (1.11) pode ser representadas na forma (1.12) exceto

para ¢1 = igs € p3 =0

10



Demonstragao: Com um cdlculo simples verifica-se que as fungoes da equagao (1.12)

satisfazem (1.11). Reciprocamente, dada uma solugao de (1.11), sejam

¢3

f=¢1— i, gzm- (1.13)

Se escrevermos (1.11) na forma
(01 + i) (b1 — 1 d2) = — 3

teremos

¢1 +igy = =% =—fg (1.14)

¢1 — i
combinando (1.13) e (1.14) temos
200 = (1~ ) .61 = S~ )
2ig = —f(L+ ) s = L (14 )
9= % L¢3 =fyg

Como ¢, + iy é holomorfa, segue que fg? é holomorfa e assim nos pontos onde g
tem um polo de ordem m, f terd um zero de ordem pelo menos 2m. Esta representacao
pode falhar se, e somente se o denominador de g em (1.13) se anular, isto é, ¢1 = ¢,

o que implica ¢3 = 0. O

Teorema 1.5. (Teorema de Uniformizagdo de Koebe.)
Seja M uma superficie de Riemann dotada com métrica ds® completa. Seja €
representada por uma das sequintes superficies: a esfera unitdaria, o plano complexo

C, ou o disco unitario. Entao, existe uma aplicacdo conforme, localmente invertivel,
F de Q para M.

Certamente, se r : 2 — R? é uma imersao minima completa entdo usando o
teorema, acima, podemos considerar que a funcdo x o F' : Q — R? continuard a ser
uma imersao minima completa com a métrica induzida. Como as imersdes minimas

em R? ndo podem ser compactas (pois K < 0), entao 2 nunca serd a esfera.

11



Teorema 1.6. (Representacio de Weierstrass)
Toda superficie minima em R?, definida em um dominio simplesmente conexo

O € C, pode ser representada por

0(z) = Re</0z bedz), k—=1,2,3 (1.15)

onde as fungoes ¢y sao definidas por (1.12) e as funcoes f,g tem as propriedades do
lema anterior. Sendo () o disco unitdrio ou o plano inteiro e a integral sendo tomada
ao longo de um caminho ligando a origem ao ponto z. A superficie serd reqular se
e somente se f satisfizer a propriedade de se anular somente nos polos de g, com a

ordem dos zeros exatamente o dobro da ordem dos polos de g.

Demonstragao: Pelo teorema (1.5), a superficie pode ser representada por
xz:Q — R3 onde Q é o disco unitario ou o plano. Sendo M minima temos que as

coordenadas x; sao harmonicas. Se considerarmos
Or(z) = —— —i—, k=1,2,3, onde z =u+ v,

entao as fungdes ¢y sdo holomorfas e vale (1.15) (a integral independe do caminho).
Para uma superficie minima generalizada, a equacao (1.11) serd valida e pelo lema
(1.4) nos temos a representacao (1.12). A superficie deixard de ser regular se e somente
se toda ¢y, se anular simultaneamente, isto acontecera precisamente quando f =0 e
g for regular ou quando fg? = 0, onde g tem um pdlo. Il
A seguir veremos que usando a representacao de Weierstrass é possivel reobter as
equacoes de superficies minimas. Mostraremos aqui o exemplo do helicéide.

Tome
M =C; g(z) =—ie*; f(z)=¢€¢"
De (1.12) temos

¢1=1/2f(1 — g*) = cosh z

¢y =i/2f(1 + g*) = —isinhz
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¢3=fg=—i

como cosh, sinh e 7 sao fungdes holomorfas em C entao

assim

/ ¢r = 0, T um caminho fechado.
r

1(z) = Re(/ cosh z dz) = sinh u cosv
0

xo(z) = Re(/ —isinh z dz) = sinhusinv
0

Portanto x(z) é dada por z(u,v) = (sinh u cos v, sinh usin v, v) que é a parametrizagao

do helicéide.

A fung¢do meromorfa g :
Weierstrass das imersoes minimas x :
geométrico. Para ver isto, vamos obter uma expressao para a aplicacao de Gauss

N : M — S?%(1) em termos da representagao de Weierstrass para x. Localmente,

x3(z) = Re(/oz —idz)=wv

para cada ponto de M, «p = ¢pdz.

Além disso, note que

e por (1.12) temos

ou  Ov

Disto segue que

ou Ov

or Ox

% X % = Im{((ﬁQ%a ¢3a7 (bl%)}

fo_ o —if f

i rm el -7 2o -t )

2 2

2
V(1 4 1of?) (2Re(g). 20m(9).]of? - 1)
VL (14 o) a(Beq)? + a(1ma)? + lgl* — 20gf + 12
2
V(14 gl 191 + 200l + 17172
ﬁ 212
i1t jgpy
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M — C U {oo}, que aparece na representagao de

M — R3 tem um importante significado



Portanto,

ox " ox

N Ou v _ 2Reg  2Img \g|2—1).
Or Ox, — ‘14[g2 1492 1+]gf?
2w 2
ou Ov

1.4 Superficies Minimas, em R’ com Curvatura

Total Finita.

O fato da curvatura total de uma superficie minima completa ser finita implica em
fortes restrigoes sobre sua estrutura conforme. Mais precisamente podemos afirmar o

seguinte:

Teorema 1.7. Seja M uma superficie completa em R3, cuja curvatura Gaussiana

satisfaz:
(a)K <0
(b)[ |K|dA < cc.

Entdao M ¢ conformemente equivalente a uma superficie compacta M perfurada em

um numero finito de pontos.
Demonstracao: Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [10]. [

Definicao 1.8. Seja M uma superficie minima completa. A curvatura total de M é

dada por
C(M) :/|K]dA (1.16)

onde K ¢ a curvatura gaussiana. Dizemos que M tem curvatura total finita se

C(M) < .

14



Lema 1.9. Seja M uma superficie reqular minima completa em R3. Se a curvatura
total de M € finita, entdo a aplicagao de Gauss, g : M — C U {00}, se estende a

uma fungcao meromorfa definida na superficie M descrita no teorema anterior.

Demonstracao: Como M é conformemente equivalente a M- {p1,--- ,pr}, podemos
considerar g como uma funcao meromorfa definida nesta iltima superficie. Se algum
dos p; fosse uma singularidade essencial de g, entao pelo teorema (grande) de Picard
g assumiria qualquer valor, com duas possiveis exce¢oes no maximo, infinitas vezes.
Mas isto implicaria que a area da imagem esférica de M seria infinita e, portanto,
também seria infinita a curvatura total,contradizendo a hipdtese. Assim g tem uma
singularidade removivel ou um pélo em cada p;, podendo assim ser estendida a uma

funcao meromorfa em M. m

Lema 1.10. Seja M wuma superficie minima completa em R3com curvatura total

finita. Entao
C(M) = /\K]dA = —4mm, onde m € Z e m > 0.

Demonstragao: Como M ¢ minima entao K < 0, assim [ KdA diverge a —oo ou a
curvatura total é finita. Se C'(M) é finita entao aplicando o lema anterior encontramos
que a curvatura total é o negativo da drea da imagem esférica de M — {p1,-- ,pr}s
através de g. Como g é meromorfa em M , ou g é constante ou g cobre a esfera m

vezes. No primeiro caso C'(M) = 0, no segundo C (M) = —4wm. O

Notacgoes 1.11. z : M- {p1, - ,pr} — R3, denota uma imersao minima completa,
com curvatura total finita. Se nao for este o caso, serd dada uma nova defini¢ao para

a aplicagao.

Definicao 1.12. Seja M uma superficie compacta, py,--- ,p, um numero finitos de
pontos em Mez: M- {p1,- - ,pr} — R3 uma imersao minima completa. Se
D C M é uma vizinhanga contendo p;, entdo a imagem x(D — p;) de D — p; por x €

um fim de x(]\/l\— {p1, -+ ,pr}), 0 qual denotamos E;.

15



Um fim de uma superficie mergulhada é a parte da superficie que é topologi-
camente homeomorfa ao disco perfurado no centro, tal que todo caminho partindo
do centro tem comprimento infinito. O catendide é um exemplo de uma superficie

minima completa, em R?, com dois fins.

Lema 1.13. Seja M uma superficie compacta e x : M — {p1, -+ ,pr} — R3, como
definimos. C(M) = —4mm. A forma a = (a1, g, a) tem um pdlo de ordem m; > 2

em cada ponto p;.
Demonstracao: Numa vizinhanga de p; , a; pode ser representada por
a; = ¢i(z)dz

com z = 0 correspondendo a p;.
Em z = 0 cada o; tem no méaximo um pélo de ordem m; ;. Como M é completa

na métrica induzida e esta métrica é dada por

3
ds* =1/2) " |6i(2)*|d=|?
i=1

entao temos

z—0 4

3
lim > " [¢(2)|* = 0.
=1

Assim m; = max{ms j,maj,ms;} > 1. Observe que m; é exatamente a ordem

do pélo o em p;. Suponha que m; = 1 entao,
ai(z) = 4+ i=1,2,3.
z

Pelo fato de z; = Re [ ¢i(z)dz, segue que x; — Re(c;log z) estd bem definida e ¢; ¢
real. Como Y. ¢? = 0 entdao Y. c¢? = 0, e portanto cada ¢; é nulo. Mas isto é uma

contradicao, portanto m; > 2. ]

Teorema 1.14. Seja M uma superficie compacta e x : M — {p1,- ,p} — R
C(M) = —4mm. Entdo

—~

2m > 2r — x(M) (1.17)

onde X(M\) ¢ a caracteristica de Euler de M.
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Demonstragao: Observe que a extensao de g para M assume cada valor de S?
exatamente m vezes, contando multiplicidade, entao depois de uma mudanca de co-
ordenadas em R?® nés podemos supor que g(p;) # oo e g(p;) # 0, j = 1,--+ .
Tomando w = fdz, pelo lema anterior temos que a forma w tem um polo de ordem
m; > 2 em p; e exatamente 2m zeros (contando multiplicidade). Pela relacao de
Riemann que o ntmeros de pélos em w menos o nimero de zeros em w ¢ igual a

caracteristica de Euler em (]\/4\ ). Assim obtemos
Z m; —2m = X(]\//f )
j=1

como m; > 2, entao

2m > 2r — x(M)

Observamos que a igualdade vale se e somente se todos os fins da superficie sao
mergulhados. L

A caracteristica de Euler de M é dada por
X(M) = x(M) —r (1.18)
assim obtemos o seguinte corolario.
Corolario 1.15. Sejam M = M — {p1, -+ ,pr} ex: M — R3. Entdo
/|K|dA <27(x(M)—r) (1.19)
Demonstragao: Pelo lema (1.10) temos que
C(M) = / |K|dA = —4mm = 27(—2m)
de (1.17) temos que
—2m < x(M) —2r .. / |K|dA < 27 (y(M) — 2r)
de (1.18) temos que

/ K|dA < 2n(x(M) — 1)

17



m

Se Y, representa a interseccao do catendide com a esfera de raio p, entao %Yp
converge para os grandes circulos de S?(1), com p indo para infinito. Tal fato leva
a concluir que o catenoide visto do infinito parece com duas cépias de um plano
passando pela origem, com orientacoes opostas. Inspirados neste fato, Jorge e Meeks

provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.16. Seja M uma superficie completa imersa em R3, difeomorfa a M-
{p1,--- ,pr}, onde M ¢ uma superficie compacta orientdvel tal que a aplicacao de
Gauss N se estende continuamente a M. Se Y, = M NS%(p), entdo %Yp consiste de r
curvas fechadas T'y,--- T, que convergem C' para geodésicas fechadas vy, -+ ,7, de

S%(1), com multiplicidade I, -+ , I,.

Demonstracao: Esta demonstracao pode ser encontrada em [8]. ]
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Capitulo 2
O Teorema de Osserman

Nosso objetivo neste capitulo serd estudar um conhecido teorema devido a R.
Osserman que diz : A menos que a superficie M seja um plano, a imagem esférica de M
omite , no maximo, trés pontos da esfera S%. No intuito de simplificar a demonstracao
deste teorema, usaremos menos argumentos de variaveis complexas.

Nossa demonstragao usa ainda a representagao de Weierstrass, o fato de M ser
uma superficie compacta menos um niimero finito de pontos e um teorema de Poincaré
do curso basico de Geometria Diferencial, o qual afirma que a soma dos indices de
um campo diferenciavel com singularidades isoladas sobre uma superficie compacta
Mé igual a caracteristica de FEuler desta superficie.

Mais especificamente, nas duas secoes iniciais, consideraremos certas fungoes par-
ticulares sobre a superficie M , € usando o teorema de Poincaré para o campo gradiente
destas funcgoes, conseguiremos algumas relagoes entre a caracteristica de Euler de M ,
o nimero de fins, o indice de cada fim, a curvatura total de M e o niimero de pontos
omitidos pela imagem esférica de M.

Nao sao conhecidos exemplos de superficies cuja aplicacao de Gauss omita trés
direcoes. Ainda neste capitulo, fazendo hipdteses adicionais sobre o tipo de fins da

superficie, obtemos resultados que melhoraram o teorema de Osserman.
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2.1 A Funcao Altura

Seja um ponto qualquer & € S? e consideremos a fungao fe : M — R, definida

por:

fe(p) = (x(p), €) (2.1)

Por um célculo simples temos que:

grad fe = &" (2.2)
onde (7 ¢ a projecao ortogonal de ¢ em T,M. Logo as singularidades do campo

grad fe estao nos pontos onde N(p) = ££.

Proposicao 2.1. Se grad fe = 0 entdo o indice desta singularidade , i,(grad fe), é
—v(p), onde v(p) € a ordem de p como zero de g — g(p)

Demonstragao: Por meio de um movimento rigido em R3, se necessario, podemos
supor que £ = 4(0, 0, 1). Consideremos a seguinte identificagao  : S?(1) — CU {oo}
de modo que : 7(0,0,1) = oo e 7(0,0,—1) = 0. Logo temos g(p) = 0 ou g(p) = oc.
Mudando novamente as coordenadas de R?, podemos supor que g(p) = 0. Tome
2z = u+1v parametro complexo local de M tal que p corresponde a z = 0, entao numa

vizinhanca de p temos
o(z) =242

com §(0) # 0. Por outro lado w = f(z)dz é holomorfa, entao
0 < |f(0)] < o0.

De 1.12 , 1.15 e da escolha de coordenadas feita para R? temos

of ox
S5:) = (58 =£9() f(2)

= £ 5(2) - f(2)
ey = wimpw

20



onde w ¢ uma fung¢ao holomorfa de z com w(0) =0 e w'(0) # 0.

Dai obtemos:

af§ o af§ . v(p)
Sy 2Re( o ) =2 Re(w”'?))
Ofe _ Ofe\ _ _ v(p)
5y 2Im( aZ)— 2- Im(w”™)
e
i) 0T i) 0T
grad fe = &P[Re(w (P))% — Im(w (p))%]
0z
portanto

O

Para ver o que acontece com grad f¢ nos pontos p; € M—M , vamos estudar agora
o comportamento do campo grad f¢ ao longo das curvas fy;, definidas no teorema 1.16,

tal que 7; : St — M parametriza 0V},
Vi=E; U{pi},
onde F; é um fim, V; é uma vizinhanca do fim FE; e 9V} é a fonteira de V.
Proposicao 2.2. Para p “suficientemente grande”o indice de grad fe ao longo de 'yf)
é:
(1) I(p:)+1, seN(p;)# %€ (2.3)
(2)  I(p)—v(p)+1, seN(p) ==L (2.4)

Demonstragao: Escolhamos coordenadas em R? de modo que g(p) = 0o, e 2 = u+iv
¢ parametro local de M com p correspondendo a z = 0 entao numa vizinhanca de p
temos:

9(z) = ag + 2V - §(2)
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com §(0) # 0. Por outro lado w = f(z)dz é holomorfa, com f(z) = z~#®) . f(z), com
f(0) #0.

Como na demonstracao da proposicao anterior temos :

of ox
5§:%g7@:iﬂwﬂ@)

(1)Se N(p;) # £¢&, entao g(0) # 0 e podemos escrever

% — :tz—#(p) . h1(2)7 onde hl = f§ € hl(o) 7é 0.

(2)Se N(p;) = £, entdo §(0) =0 e

% — 4 ,7P)—up) hao(z), onde hy = f:fl\ e ha(0) # 0.

Segue que :
0
(1) S = (o0 = oy

(2) 9%

L v(p)—u(p) = na.
92 ws(z) ws(2)

As fungoes w; sdo holomorfas e satisfazem w}(0) # 0. Assim temos :

grad fe=

[Re(w) 9 — ()22

8_m|2
0z

Portanto para p suficientemente grande, tal que 7; esteja contido na vizinhanca

de p; que estivermos trabalhando, o indice de grad f¢ ao longo de 7;', é p no caso (1)
e p — v no caso (2).
O lema seguinte completa a prova.

Lema 2.3. Sep € M — M, g(p) # 0o e w tem um pdlo de ordem p em p, entao

Ip)=p—1
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Demonstragao: Podemos escolher coordenadas em S?(1) de modo que g(p) = 0.

Segue de 1.15 que

i = Re / (1— ¢ fd=—i Im / (1+ ) fdz

= Re/z(l—z”-9(2)2)f(z)dz—z‘ Im/z(1+z2l’-§(z)2)f(z)dz

P ZH
bo

zh—1

F () i Im(—2 ¢ fy(2)

zh—1

= Re(

1

onde f; e fy sao séries de poténcias com no maximo termos em —;—.
z

Escrevendo z = re® e by = rye’® obtemos :

lim 7~ (zy + i29) = roexp(i[(1 — )0 + 6o))

r—

Logo para p suficientemente grande (tal que 7; é suficientemente pequena) x1+izy
transforma o circulo de raio r em torno de p em uma curva fechada que gira (u — 1)

vezes em torno da origem. Ou seja, I(p) = p—1 O

Coroléario 2.4. Seja x : M — {p1,- - ,pr} — R® como sempre, C(M) = —4mwm.
Entao

T

X(M) = Iy + 1) = 2m

=1

Demonstracao: Escolha & € S? tal que ]/\\f(pz) #+£ i=1,---,r. Assim temos:

x(M) = Z ip(grad fg)-i—Zipi(grad fe)

N(p)=¢ i=1
= - Z v(pi) + Z(I(pz) +1)
N(p)=¢ i1

— 9m+ Z(I(pi) +1)
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2.2 Funcao Tipo Suporte

Seja um ponto qualquer ¢ € S?% consideremos agora a fun¢ao s : M — R

definida por :

s = (N(p),€) (2.5)

Um célculo simples mostra que as singularidades de grad s¢ sao os pontos onde
¢T =0 ou K(p) = 0. Por uma mudanga de coordenadas em R* podemos sempre supor

que £ = (0,0,1). Como

2Reg  2Img |g|* —1

N T P L o)
temos que :
s = lg|* —1
1+ |gf?

Proposicao 2.5.

(A)  N(p)=+¢ = grad se(p) =0 e ip(grad s¢) =1

(B)  N@p)#£6 e grad sep) =0 = ip(grad s¢) =1 v(p).

Demonstracao: Seja p um ponto de M, tal que ]V(p) = ££. Em termos de coor-
denadas locais z = u + v, com p correspondendo a z = 0, temos g(z) = 2/® - §(2),
g(0) # 0, onde v é um inteiro nao nulo.

Se v >0, entao s¢(0) = —1e

_ 29 219
D)= TR T TR A )P

O ponto p é entdo um ponto de minimo local para s¢ (com indice +1).

Se v < 0, entao s¢(0) =1e

- -2 B 20z|7%
L+1g(2)17 e +19(2))

se(z) —
O ponto p é entao um ponto de maximo local para s¢ e seu indice também é +1.
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Quando p & ]/\\f_l{iﬁ}, temos g(z) = ag+ 2" g(z), com §(0) # 0 e v > 1. Segue-se

que:

ael -1

0) = 120 —
85( ) |CL0|2+]_

2(lg(2)* — aol*)
(lg9(2)? + Dlao* + 1)
ARe(2" dy §(2) + 2|21 [3(2)?)
(lg(2)[* + D) (Jaol* + 1)

se(2) — s¢(0) =

fazendo z = re? obtemos

$O) = lim—(se(2) — 5¢(0))

v—0 ¥

4 .
— R wl — b
(|a0’2 + 1)2 6(6 Qo 0)

onde by = §(0). Fazendo @yby = Re™™, obtemos

4R

YO = TaE 1P

cos(v0 + ).

A partir desta expressao vemos que S¢(z) — S¢(0) muda de sinal em qualquer

vizinhanga de z = 0. Por alguns calculos, concuimos que i,(grad s¢) =1—v(p). O

2.3 O Teorema

Um conhecido teorema devido a Robert Osserman afirma que se M é uma su-
perficie minima completa em R?, de curvatura total finita diferente de um plano,
entdao a imagem esférica de M omite no maximo trés pontos da esfera S2.

Este teorema foi provado por Osserman em [10] usando um método diferente
do que noés apresentaremos aqui.No intuito de simplificar a demonstragao, usaremos
menos argumentos de variaveis complexas.

Até hoje, nao se conhece exemplo algum de uma superficie minima completa cuja

imagem esférica omita exatamente trés pontos.

25



Teorema 2.6. Sejax : M = M— {p1, - ,pr} — R3 uma imersio minima completa
com curvatura total finita —4mm. Suponha que {&1,--+ &} C S*(1) — g(M) e que M

nao € um plano. Entao k < 3.
Demonstracao: Considere os seguintes conjuntos:
B = {peM-M, glp) € g(M)}

C = {peM, vip)>1}

Seja & um valor regular de g. Contando os indices das singularidades de grad s

temos:
X)) = D7 iglgrad s)+ Y inlgrad sg)
N(p)==%¢£ N(p)#+¢
k
= 2m+ Y > (I—vp)+> 1—vp)+Y (1-v(p)
i=1 peA; peB peC
Note que:
k
Zu(p) =m e <Z#AZ) +#B =,
PEA; =1
portanto

k
X(M) = 2m+ Z[(#Ai —m)+#B] =Y vlp) =) (vlp) - 1)

peEB peC

= 2m+r—km— Zu(p) — Z(V(p) —1).

pEB peC

Agora usando o Corolario (2.4) obtemos:

Zf(pi) =dm—km =Y v(p)=> (v(p)—1),

dai

(4—Fk)m >0, donde k <4
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Corolario 2.7. Sejax : M- {p1,-+ ,pr} — R3 como no teorema anterior e suponha
que k = 3, entdo X(]\/Z) < 0. Além disso se X(]\/Z) =0 temos:

(1) m=r

(2) B=C=0

(3) Os fins de M sao mergulhados.

Demonstragao: Uma vez que k = 3 temos

X(M) = @=Em+r—=> vip)—> vip)—1

pEB peC

= r—m=> vip)=Y vip)-1

peB peC

IA

r—m.
Por outro lado, pela equagao (1.17) temos X(]\/Z) > 2(r —m).
Logo 2(r —m) < X(]\//T) <r—m portanto r—m <0, ou seja, X(]\//T) <0.

o~

Agora se x(M) =0 entdor = m

Zl/(p)JrZ(l—l/(p)) =0 logo B=C=0

pEB peC

Do teorema (1.14) temos que a igualdade vale se e somente se, os fins sao

mergulhados. O]

Corolario 2.8. Nas hipoteses do teorema, se k = 3 entao m > 3.

—

Demonstragao: Da demonstragao anterior temos que 2(r —m) < x(M) < 0, logo
m > r. Observe agora que cada ponto omitido de S? tem no minimo uma pré-imagem

em M por ]V, portanto r > 3. O]
Note que:
(1) Se k=3, o coroldrio (2.7) nos diz que M nio é homeomorfa & esfera S2

(2) Se k =3, do corolario (2.8) temos C(M) < —127.
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2.4 Comportamento de M no Infinito

Nesta se¢ao vamos analisar o comportamento das superficies minimas completas de
curvatura total finita vistas no infinito. Podemos dizer que uma superficie com estas
caracteristicas e com k fins, se apresenta como k planos passando pela origem, cada
um com uma multiplicidade (nimero de vezes que o plano é contado) I;, j=1,--- ,k,
que é igual a um se o fim correspondente é mergulhado (ndo tem auto-interseccao).

Seja x : M- {p1,- ,pr} — R3 imersao minima, completa, C'(M) = —4nm, e
seja (g,w) um par de Weierstrass para z, onde w = fdz. Apds uma rotacao de R?
podemos supor, para j € {1,---,r} fixado, que g(p;) = 0.

Seja D C M uma vizinhanca de p; e seja z um parametro local em D tal que

z(p;) = 0. Entao, Localmente

g(z):z”anz”; v>1e by #0.
n=0

Como M é completa, f tem um pdlo em p; e sabemos que a ordem deste pélo é pelo

menos dois. Assim, localmente
fz)=2" ) anz"s  p=2ea#0.
n=0

Do Lema (2.3) temos, I(p) = p — 1. Portanto p; é um fim mergulhado se e somente

se, pu(p;) = 2.
Suponhamos que p; é um fim mergulhado, isto é p(p;) = 2. A func@o que descreve

o comportamento assintético do fim é x5 = x3(xq, x2), onde

aznge/ as, a3 = gw = gfdz

of = IS b

n=0 =0
= a0b02'j72 + (a061 + albo)z”’l + -
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Se v > 1, entdo gf é holomorfa e x3(p) = Re [* gw ¢ tal que

lim z3(p) = L € R,

p—p;
ou seja, o fim Fj se aproxima do plano {z3 = L}. Neste caso dizemos que F; é um
fim planar de ordem v — 1.

Se v = 1, entao gf = agbpz~ '+ funcao holomorfa. Como Re jgl(gf)dz = 0, para
todo caminho fechado [, obtemos que Re(2mi agby) = 0. Portanto, agby € R.

Assim,

z3(z) = apby log|z| + R(z),

onde R é uma fun¢do harmoénica na vizinhanga de 0 € C e R(0) = 0. O ntmero
apby € R diz-se o crescimento logarftmico do fim Fj. Neste caso dizemos que o fim Fj

é um fim tipo catendide e geometricamente F; assintota um catendide em R3.

Teorema 2.9. Seja x : M- {p1,-- ,pr} — R3 como sempre. Suponha que os fins

de M sao tais que
v(p;) — p(p;) <0, ¥ j=1,---,r

Se k € o numero de pontos omitidos pela aplicacdo de Gauss, entdo k < 2.

Demonstracao: Pelo Teorema (2.6) temos que k& < 3. Suponha que k = 3 e sejam

&1, &, &3 os pontos omitidos, ou seja {1, &y, &} C S? — g(M). Sejam

Ai:{pGJ/\Z—M;Z]\(p):fi}, 1=1,2,3
B={peM—M7g(p) € g(M)}.

Contando os indices de grad fe obtemos:

(A) Quando & = &

por hipotese
v(p) — u(p) <0 logo v(p)—I(p)—1 < 0. Portanto I(p)—v(p)+1>0, V p e UA,.
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Assim x(M) > 0, mas este fato contradiz o Corolédrio 2.7, ou seja o caso (A) ¢é im-

possivel.

(B) Quando & # =& e & # =&,
XM) = D (Up)-vi+D+ Y. (—ve)+ Y. Ip+1)

pEA; N(p)szl pEAUA3UB

> —m+ Z (I(p)+1).

pEAUA3UB

Como

I +1) =D vip)=m,

pEA2 pEA2
obtemos X(J\/f ) > 0, mas este fato contradiz o Coroldrio 2.7. Portanto o caso (B)

também nao ¢é possivel. Logo k < 2. O]

Teorema 2.10. Seja x : M- {p1,- - ,pr} — R3 uma imersao como sempre.
Suponha que os fins de M sao tais que I(p;) —v(p;) +1 < 0 e que a aplicagcdo
de Gauss omite dois pontos de S?, ou seja k = 2. Entao M ¢é topologicamente uma

esfera menos dois pontos.

Demonstracao: Sejam &;, &, € S? os pontos omitidos. Entao como na demonstracao

anterior, temos:
(A) Quando & = =&

X(M) =Y (Ip) —v(P)+ 1)+ Y (I(p) +1).

pEAIUA pEB

—

Ou seja, x(M) > 0 portanto M~ S2.

(B) Quando & # —&
X(M) = > (Ip)-vip)+1)—m+ >  (I(p)+1)

= S ) —vp)+ ) —mrm+ Y (I(p) +1).
pEAL peEB

— —

Logo, neste caso novamente temos  x(M) >0 portanto M = S2.
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Assim, em ambos os casos, temos M homeomorfa & esfera. Portanto
MgSQ_{plv"' 7p7“}
Afirmacao1: r <3

Suponha que r > 4 e sejam pq, ps, p3, P4 quatro pontos distintos de M — M.

Consideremos duas curvas simples (diferencidveis) contidas em M, «;, as ligando py
a pa € p3 a py respectivamente, tais que a; N oy = 0.

Mg
,// {
‘// \ 5 |{!
/ i
Fa - b1 \
[ .\\-.. \
’.-'r 3 |
| |
|| L
| Tr——— P /‘
\\\ o =3 1 /
- ~

Juntando duas cépias desta ultima superficie ao longo de a; e ap, resulta uma

superficie compacta de género 1 com 2(r — 4) + 4 pontos removidos.

Denotemos esta nova superficie por M’ e seja R : M’ — M a aplicagao de recobri-

mento natural. Agora zoR : M’ — R? é uma imersao minima, com a mesma imagem
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que x e com aplicacao de Gauss dada por N’ = N o R cuja imagem ¢é a mesma que a
da aplicagao de Gauss de x.

Para os fins de M’ ainda temos I(p) — v(p) + 1 > 0, pois nos fins que nao estao
na fronteira das curvas a; e as continua-se a ter o mesmo comportamento local, logo
o mesmo /(p) e o mesmo v(p). Conseqiientemente o valor de I(p) — v(p) + 1 néo
mudou. Para os fins que estao na fronteira das curvas a; e ap algumas mudancas
ocorrem. Uma vizinhanca de p;, por exemplo, agora cobre duas vezes uma vizinhanca
antiga. Segue-se que I(p;) muda para 21(p;) e g(z) muda para g(2%) = 2%V§(2?) de
modo que v(p;) muda para 2v(p1). Portanto I(p;) — v(p;) muda para 21(p;) — 2v(p;)
preservando-se a desigualdade v(p) < I(p), ou seja ainda temos I(p) — v(p) + 1 > 0.

Assim x o R : M' — R3 é uma imersao minima como na proposicao, com fins
tais que I(p) — v(p) + 1 > 0. Pela primeira parte devemos ter que X(]\//T’) > 0. Isto

contradiz o fato de M ter género 1. Portanto, » < 3
Afirmacao 2: r=2

De fato, é claro que » > 2. Suponha que r = 3 e sejam pq, p2, p3 0s fins de M.

Considere uma curva « ligando p; a py como antes. A construgao de M’ nos conduz
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agora a uma superficie com r = 4, contradizendo o fato de r < 3. Portanto, r = 2

]

Corolario 2.11. Nas hipdteses da proposi¢ao anterior, se os fins de M sao mergul-

hados, entao M descreve um catendide.

Demonstracao: Sejam M—M= {p1,p2} e &1, & os pontos omitidos pela aplicagao

de Gauss. E claro que ]V(pl,pg) = {&, &}, digamos que ]/\?(pl) =&, i=1,2.
(A) Se & = =&,

2 = (W)= 3 () -uP)+1)

p€A1UA2
= 4—v(p1) —v(p2)

= 4—-2m portanto m =1

(B) Se & # —¢1,
2 = x(M)=)_(Ip) —vp)+1)—m+ > (I(p)+1)

PeAl p€A2
= I(p1) —v(p) +1—m+1I(p2) +1

= 4—-2m logo m = 1.
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Assim em qualquer caso, m = 1. Logo C'(M) = —4r. Por um resultado de Osser-
man,encontrado em [10] M ¢é um catendide ou a superficie de Enneper. Porém, na

superficie de Enneper os fins nao sao mergulhados, logo M é catendide. O]

Proposigao 2.12. Seja x : M — R3 ¢ uma imersio com C(M) = —4mm, cuja
aplicacao de Gauss omite trés pontos. Se tem r fins todos mergulhados, dos quais |

sao do tipo catendide, entao r — 1 > 2.

Demonstracao: Sejam p; os fins mergulhados tipo catendide, entao

v(pi) = 1.

Agora se r — | < 2, entao no maximo dois fins sao do tipo planar, ou seja no
maximo para dois fins tem-se v(p;) > 1.
Suponha que v(p;) > 1 e v(py) > 1. Sejam &, &, e &3 os pontos omitidos pela

aplicacao de Gauss, como antes, seja
Aj={peM-M; glp)=¢} j=12.3.

Sabemos que Y 4. v(p) = m. De modo que existe j € {1,2,3} tal que #A; = m.
De fato, se p1 € A; e ps € Ay entao
m = Zy(p): ZlZ#Ag.
pEA3 pEA3

Se p1,p2 € Ay, por exemplo, entao # A, = #A;3 =m. Mas A; C {p1,--- ,p.}, portanto
#A; <r, para todo j, ou seja temos m < r.

Como k = 3 temos 2(r —m) < X(]\/f\) < 0,0u seja m > r. Portanto r = m. Se
#A; =m =r, entao

g &) ={p.- .o}

e portanto g omite &;, i # j, o que é uma contradi¢ao. Logo r — 1 > 2. Il

Corolario 2.13. Seja x : M — R?® como na proposicio anterior. Se M tem no

mdximo quatro fins, todos mergulhados, entao eles devem ser planares.
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Demonstracao: Como r — [ > 2 temos que 4 — [ > 2, ou seja [ < 2. Portanto [ < 1.
Assim, M tém no maximo um fin tipo catendide. Porém nao pode ter exatamente
um, pois os fins tipo catendide tem dire¢oes normais linearmente dependentes. Isto é

conseqiiéncia da proposicao seguinte. Il

Proposicao 2.14. Sejam x : M = M — {p1,--+,r} — R® uma imersio minima
completa, C(M) = —4dmm, N; = J/\\f(pz) e Fy, o fim correspondente a p;, mergulhado.
Suponha que I, j = 1,---,1 sao fins do tipo catendide e F;, @ = [+ 1,---,r
sGo os fins planares (todos mergulhados). Entdo existem niumeros reais nao nulos

a;, j=1,---,1, tais que
l
ZCL]‘N]' =0
j=1

Demonstragao: Seja & = (1, &, &) € S C R3 um ponto qualquer (fixo). Considere
a fungao f¢ definida em 2.1. Como x : M — R? é uma imersdo minima, temos que f¢
¢ harmonica.

Seja S;(R) um cilindro circular reto, em R3, com eixo N; e raio R. Seja C;(R) a
interseccao de S;(R) com o fim F;. Para R grande, C;(R) é “quase”’um circulo, isto

decorre do comportamento assintético do fim F; que é mergulhado.
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Seja I';(R) = x71(Ci(R)) e considere a subvariedade compacta M(R) de M limi-
tada por U_,T";(R)

Seja n; a normal unitdria interior a I';(R) sobre M. Entao temos:

O - / Afé
M(R)

— izl/ri(R)(grad fe,ni)
_ - T =~
= Z/C-(R)<§ i)

Lo

onde £ é a projecio de € sobre TM e 7; é a normal unitaria interior a C;(R) tangente
a x(M). Para calcular f i { (¢, n;) podemos supor que o fim F; é gréfico sobre o plano

(x1,22) e que o vetor normal é N; =(0,0,1). Entao x = (x1, x9, x3(x1, x2)) é tal que
w3 = a;log(r) + B+ O(r™1)

onde r = /2?4 23, a; € R—{0} se F; é um fim catendide e «a; =0 se F; é um
fim planar.

Sejam (7, 0) coordenadas polares no plano z;zs, entao
x(r,0) = (rcos(f),r sen(d), a;log(r) + B; +O(r 1)),
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Ox
1 = _or d =R
i= 5, duando 7
15
ox Q; _9
o = (cos(8), sen(6), — +O0(r )

12 = 14 (& o)
aj -3 —4

= 14+0(r™)
Ox
2T = -1
125 = VIT e
Portanto n; = _—1((:089 senf, = + O(R™?))
CVI+ORTY "R '

Como fC,-(R) cosf = fCi(R) sen # = 0 temos

/ & cos(f) = / & sen(0) =0
Ci(R) Ci(R)

assim
/ <& > = / 3 (% JrO(R‘Q))_—1
aw cm R 1+ O(R™)
_ 2R7TOQ‘£3 _ 2R7T£30(R_2)
R\/14+ O(R™1) 1+ O(R™)
2may _
_ o maiks L OR™)
V1+O(R™)
2
= <N > +O(R™Y)
V1+ O(R™)
Agora como a; =0, i=1[1+1,--- ,r temos
T l
2
0= <€ >=——m———— <&, a;N; > +O(R™).
izl Ci(R) 1+ O(R™1) 121 (B7)



Fazendo R — oo temos

l
=21t < f, ZazNz >=0
=1

e como & € S? é arbitrario temos que

l
=1
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Capitulo 3

Superficies de GGénero 1

3.1 Introducao

No estudo das superficies minimas completas com curvatura total finita, imersas
em R3 ndés podemos usar a representacao de Weierstrass para transformar proble-
mas de existéncia, unicidade, classificacao, etc, em problemas de fungoes meromorfas e
1-formas numa superficie compacta. Mas em geral as funcoes meromorfas e
1-formas, nestas superficies, sao de dificil compreensao.

No caso das superficies de género 1, podemos contar com a teoria das funcgoes
elipticas. Estudamos em particular a funcao eliptica de Weierstrass g associada a um
reticulado L = [1, 7] no plano complexo.

Como vimos no capitulo 2, nao sao conhecidos exemplos de superficies minimas
completas cuja aplicacao de Gauss omita trés pontos, sabe-se apenas se tal superficie
existe, entao sua curvatura total C'(M) é muito grande. Provaremos agora, que
C(M) < =207 ou temos uma superficie de género 2 com trés fins. De fato, neste
capitulo nosso objetivo principal é provar que nao existe uma superficie minima com-
pleta de género 1 com C(M) = —16m, cuja aplicagdo de Gauss g : M — C U {oo}

omita trés pontos da esfera S2.
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3.2 A Funcao p de Weierstrass

Definicao 3.1. Sejam wy e wy numeros complexos nao nulos tais que [m(i—f) # 0,

entao o conjunto
L=Lw,w)|={2€C; z=mw +nwy, mn € Z}
¢ chamado um reticulado em C gerado por wy e ws.

Um conjunto finito {z1, 2, -+, 2,} C C é dito incongruente para o reticulado L
se z; nao é congruente a z; para i # j.

Um dominio fundamental de L baseado em zj, serd o conjunto
D(Z()) = {ZQ+MLU1+5W2 eC; 0 S[L,(S< 1}
Note que para todo z € C, existe um e um tnico Z € D(z) tal que z = Z(modL).

Definicao 3.2. Seja L = Llwi,ws] um reticulado.  Uma fung¢ao meromorfa
f: C — CU{oo} € dita uma fungao eliptica de L se para todos z € C e
wel, fz+w)=f(z)

Definicao 3.3. Se f € uma funcao eliptica de um reticulado L, o numero de solugoes,
contados com multiplicidades, da equagdo f(z) = a num dominio fundamental de L

¢ chamado a ordem de f

Associada a cada L = L{w;, ws] existe uma fungao eliptica especial, a func¢ao p de
Weierstrass, que é dada por

o) = 5+ (s~ ) (3.)

= (z —w)

onde w = mwy + nwe, ¥V (0,0) # (m,n) € Z x Z.

Afirmacao : @ estd bem definida, ou seja a série acima é absolutamente conver-
gente sobre conjuntos compactos. De fato, seja p > 0 e |z| < p. Entdo existem apenas
um numero finito de w € L tais que |w| < 2p. Assim se |w| > 2p e |z] < p,

|_| (2w — 2)z | (2 - 2)z| <10p
w)Pw?[(Z) = U] T Wt

(zw
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Entao para que a soma definida em 3.1 seja absolutamente convergente sobre conjun-
tos compactos é suficiente que
1
>, s
weL—{0} w
Note que como Im(£2) # 0, entdo {wi,ws} pode ser visto como uma base de R?,

Assim para v = aw; + bws, definimos a norma || v ||= |a| + |b]. Como todas as normas

em R? sdo equivalentes, existe a > 0 tal que
|awy + bwa| = a|al + |0]).

Em particular para m,n € Z, w = mw; + nwsy, temos |mw; + nwa| > a(|n| + |m|).

Como existem exatamente 4k pares (n,m) com |n| + |m| = k, encontramos que

Z lw™?| < 4a3§:k2 < 00.
k=1

weL—{0}

Assim p(z) define uma fun¢ao meromorfa.
Também segue de 3.1 que p é uma funcao par. Como g estda bem definida,

derivando termo a termo a equacao 3.1 obtemos
2 2
"(2) = —= —_— 3.2
o) =5+ 2 (o (32)

que é uma funcao impar.

Diretamente da equagao 3.2 concluimos que ¢'(z) é uma funcao eliptica. Para
mostrarmos que g(z) também é eliptica considere a funcao h(z) = p(z + w) — p(2).
Temos que h(z) é uma fungdo constante, pois sua derivada é identicamente nula.
Além disso h(5?) = p(%5) — p(—%) = 0. Logo h ¢ identicamente nula e p(z) é fungao
eliptica.

Como p é uma funcao par, segue-se que em uma vizinhanca da origem temos o

desenvolvimento de Laurent
1 2 4
o(z) = 2 tmr fa+ (3.3)
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onde a; pode ser calculado diretamente derivando termo a termo a equagao 3.1.
Agora apresentaremos um resultado importante o qual mostra que fixado o

reticulado, p(z) satisfaz uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes.

Teorema 3.4. Sejam L = [wy,ws] um reticulado e wy = wy + we, a funcao p(z) de

Weierstrass e sua derivada ¢'(2), e; = (%) ; i =1,2,3. Entdo

(¢)* =4(p — e1)(p — e2)(p — e3)

Demonstracgao: @' é uma funcao eliptica de ordem trés, com pélos de ordem trés nos
pontos de L e portanto possui trés zeros (contados possivelmente com multiplicidades)
em cada dominio fundamental. Como w; = —w;(modL), para j = 1,2,3 e ¢ é
uma funcéo impar encontramos que ¢'(w;) = @'(—w;) = —¢'(w;) = 0. Além disso,
{w1, we, w3, } é L-incongruente o que mostra que z é um zero de ¢’ se e somente se
z = wj para algum j. Por outro lado, a funcao p(z) —e; é de ordem dois, possui p6los
duplos nos pontos de L, um zero duplo em todo zy € C para qual zy = w; e estes
sao todos os zeros desta funcao. Note que as funcoes (p')? e H?Zl(p — €;) possuem
os mesmos pélos e os mesmos zeros com iguais multiplicidades. Assim, o quociente
destas fungoes é uma funcgao eliptica sem polos, donde, uma funcao constante. Seja
A € C tal que (p/)? = AH?Zl(go — €;). Agora usando 3.3 concluimos que em uma

vizinhanca da origem

3
4 1
() = (1= 22"+, [J(o—e) = (1= (er +ea+eg)e? +0). (34)
j=1
Isto mostra que A = 4. O
Corolario 3.5. No reticulado L, com func¢ao @ de Weierstrass associada, temos:

a. (@,)2 = 4@3 — G2 — g3, onde gy = —4(6162 +eje3 + 6263)7 g3 = 4ejezes

b. €1+€2+€3:0
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Demonstracao: Os itens (a) e (b) seguem do teorema anterior e da nao existéncia

4

de termos do tipo z7%, correspondentes a @2, nos desenvolvimentos 3.4. Para provar

(c) derivamos em relac¢ao a z a equacao (a). O

O item (a) do coroldrio acima mostra que o ponto (p(z), ¢’ (z)) encontra-se na

curva definida pela equacao
y? = 42" — gox — gs.
A cubica polinomial do lado direito tem o discriminante dado por
A= g5 —27g3.

Como e; = p(%), entdo a funcao h(z) = (p(z) — ¢;) tem um zero em %, ou seja

¢ (%) =0, i =1,2,3. Comparando zeros e pélos, concluimos que

0™ (2) = A(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3).

Assim ey, ey, e3 sao raizes de 42® — gox — g3. Portanto p assume o valor e; com mul-
tiplicidade dois e tem apenas um pélo de ordem 2 mod L, a fim de que e; # e; para
1 # j. Isto significa que as trés raizes da cibica polinomial sao distintas e portanto
_ 3 2
A =gy —27gs 7 0.
A seguir enunciaremos trés lemas que nao serao demonstrados, porém estas demon-

stragdes podem ser encontradas em [1].

(2k—1)

Lema 3.6. 1. %% ¢ uma funcdo par, ¢ uma fungdo impar, onde p'n)

denota a n-ésima deriwada de o, n > 0.

2. 9 = Py(p) e e+ = Qu(p)(¢). Onde Py, e Q. sdo polinémios.

3. Se L=1[1,7] et €iR entdo p(Z+7) = p(2), p(—=2+7) = p(2) e

1
/ (™)L + 1)t > 0.
0
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para todo n > 0. Também
1 1
/ (™2 + ™= +t)dt e / O™ (= + t)dt
0 2 2 0 2

sS40 numeros reais nao nulos.

4. Se L=[1,i] ew =" entio p(w+1z) = —p(w+ z2), p(w—iz)=—p(w+z), e
ow+2) = p(w+2). p tem um pdlo duplo em zero, um zero duplo em w e ndo

tem outros zeros ou polos. Portanto

i . 1
p(”)(§ +t) = —ww(ﬁ +it) (3.5)
] 1
(65 +1) = (~1)"(")(5 +it), 0<t<L (3.6)
5. Sejam L = [1,7], p1 = %7 p2 = 5 €p3 = (I;T), er = p(p1), e2 = p(p2) €

es = p(ps), entdo nos temos '(p;) =0, i =1,2,3 ;e; #e;, ji=1,2,3i#]
e
e+ ey + €3 = 0 (37)

6. Um dos ey, € igual a zero se, e somente se T = 1.
Seja L = [1,7],7 € D(zp), considere o conjunto:
Gr={2€C;z=s+1tr,0<s,t <1}

como um paralelogramo fundamental em L. Tal que , para toda érbita [z] de L, existe

um unico representante de [z] em Gp.

Lema 3.7. Seja F' uma funcao eliptica associada a L. Se p1,--+ , P, q1," " ,qn SGO

pdlos e zeros de F' em G, contando multiplicidade, entao
1. k=n
2pttpe—q——q €L
3.2?21 Res(F,p;) =0, onde Res(F,p;) é o residuo de F' em p;.

Lema 3.8. Se uma funcao eliptica nao tem polos, entao ela é constante.
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3.3 Resultados Gerais

Seja x : M — R3 uma imersao minima completa, com curvatura total finita.

Assumindo que ¢ omite [ pontos, &, -+ ,& € S? entao

{617 T 7&} - /g\({ph T 7p7"})'

Desde que g é sobrejetiva em ]\Z, onde v é o género de M , entao r > [. Como

C(M) = —4mm pelo corolério 2.4 temos que
C(M) =2m(—2m) = —2n(r + i Iy —2(1=7)) (3.8)
i=1
A ordem de ramificagao total de g é dada pela férmula de Hurwitz
no = 2(m+~vy—1). (3.9)

Seja ny a ordem de ramificacao total dos fins {py,--- ,p,}, entdo n; < ny.

Proposicao 3.9. Suponha x : M — R3 uma imersio minima completa, com cur-
vatura total C(M) = —4wm. Seja g - M — S? aplicagao de Gauss, entio g pode

omitir no mdximo trés pontos de S%. Se g omite exatamente trés pontos temos:
IL.y>1lem>r
2. Sey=1entaiom=r=>3elypy=1 i=1,---,r, isto ¢, cada fim é mergulhado.
3. C(M) < —127.

Demonstragao: Suponha que g omite trés pontos. Desde que m é o grau de g,
nos precisamos de Im pontos, contando com a multiplicidade, para cobrir {&,--- , &}

como
{plv' o 7p7“} C g_l({£1’ T 7&})'

entao

r>1Ilm—ny > Ilm—ng
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pela equagao 3.9 temos

r>(1—-2m+2(1—7) (3.10)

por 3.8 temos 2m =71+ Y., I,y — 2(1 — ) assim

2m—ZI(pi) =r+2(y=1)>({-2)m
i=1

(l—=4)m < - Z I(py)-
i=1
Desde que [ = 3 temos
m>> Ip)>r (3.11)
i=1

Se v = 0, por 3.10 temos r > m + 2 e por 3.11 temos m > r, logo temos uma
contradigao. Portanto v # 0.

Se v =1, por 3.10 temos r > m e por 3.11 temos r < m, logo r = m e todos os
fins sao mergulhados.

Note que parar > 3 e v > 1 temos por 1.19 e 1.18 que

C(M) < 2r(x(M)—2r)
< Ar(l—~v—1)
C(M) < —127.

Proposigao 3.10. Seja x : M — R?® uma imersao minima completa com curvatura
total finita e M = M- {p1, -+ ,pr}. Se a aplicagao de Gauss omite trés pontos e
v = 1, entdo para todo pontop € M, temos K(p) < 0, isto é, g : M — S?—{&;, &, &3}

¢ reqular.

Demonstracao: Como M é minima entao K < 0. Assim s6 precisamos mostrar que

K # 0. Note que a curvatura gaussiana pode ser expressa em termos das funcoes da
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representacao de Weierstrass

_ 4l (p)| >
Eo) =l sope

temos que K(p) = 0 se, e somente se p é um ponto de ramificagao de g. Logo temos
que mostrar que p nao é ponto de ramificacao de g. Como g omite trés pontose v =1
temos que X(]\/Z ) = 0, e pela proposicao anterior temos m = r. Usando a equagao 3.9
temos

ng = 2m = 2r

Como m = r e g omite trés pontos, para cobrir {&1, &, &3} 1 vezes precisamos de 3r

pontos. Assim a ordem de ramificacao dos fins n; satisfaz
r4+n>3r =ng > 2r =ny

Como ng > ny. Logo ng =ny e

{ph e apr} = g_l({§1a§2a§3})'

Assim se p € M, entao p nao é ponto de ramificacao de g. n

Corolério 3.11. Suponha x : M — R3 como na proposicio 3.10. Entao toda

superficie tem exatamente trés direcoes limites diferentes.

Demonstracao: Como observamos

9 ({& &8 = {p1. - e}
O

Teorema 3.12. Seja x : M — R? imersio minima completa com curvatura total
finita e M = M— {p1, -+ ,pr}. Suponha que E; é um fim mergulhado correspondente
a p;. Se g tem um polo de ordem k > 1 em p;, entao n = fdz tem um zero de ordem
2k — 2 em p;. Se g assume um valor finito com multiplicidade k em p;, entao n tem
um polo de ordem 2 em p;. Portanto, p; € um ponto de ramificacao de g se e somente

se E; € um fim planar.
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Demonstragao: Ver [6], capitulo II. ]

3.4 O Caso de C(M)=—167

Em [2] Weitsman e Xavier provaram que se M é uma superficie minima completa
cuja aplicagdo de Gauss omite trés pontos, entdo C (M) < —16m. Nosso objetivo,
nesta se¢ao, é mostrar que nao é possivel termos C(M) = —167, em uma superficie

de género 1.

Teorema 3.13. Seja M é uma superficie minima completa com curvatura total

C(M) = —4mm e cuja aplicacdo de Gauss omite trés pontos. Suponha M = M., —
{p1,--- ,pr}, onde M., € uma superficie compacta de género v, assim v < m — 2. Se
C(M) = —16m, entdo

M =T — {po, p1,p2, 3},

onde T" € um toro, ou

M = M2 - {plap2ap3}

Em ambos os casos os fins sao planares.

Demonstracao: Suponha M = ]\//[\AY —{p1, -+ ,pr}, pela equacdo 3.8 temos
2m :r+2r:](pi) +2(y—-1)
i=1
Por ouro lado, temos 7 > 3 e > I(,) > 1 portanto
T+Zf(pi) >6e2m>6+2y—1) = y<m-—2.

Agora suponha m = 4. Pela proposicao 3.9 v # 0.
Se v = 1 pela mesma proposicao temos r = m = 4 e cada fim é mergulhado.
Sey=2 = 2(y—1)=2portantor + > Iy =6 = r=3c¢€ Ip)=1

para i = 1,2, 3. Logo cada fim é mergulhado.
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Em ambos os casos, pelo corolario 2.13 todos os fins sao planares. Il

3.4.1 O Caso de Género 1

Assuma M =T — {pg, p1, D2, p3}. Sejam x : M — R? imersao minima, completa
com curvatura total finita e g : M — CU{oo} a aplicacdo de Gauss. Suponha que g
omite trés pontos &1, &, 3. Sem perda de generalidade, podemos supor £ = co. Entao
considerando § = g — & no lugar de g, nés podemos assumir que g omite 0,00 e um
outro ponto. Assim nés estudamos as propriedades funcionais de §, depois fazendo
g=ag+b a,be C noés voltamos para a funcao original g.

Seja L = [1,0],Im o > 0, um reticulado tal que T" = %. Agora nds estamos
estudando uma funcao eliptica g tal que se 7 : C — T' é a projecdo, entdo g = gom
e em M ¢ omite {00, 0,q}. Para simplificar, escreveremos g no lugar de g.

Por uma translagio em C, se necessario, podemos assumir que p3 = 0,
g(0) = oo, g(po) = 0. Pelo coroldrio 3.11 g(p1) = g(p2) = q. Desde que v = 1
temos r = m = 4, pela equagao 3.9, a ordem de ramificacao total de g é ng = 8. Pela
proposigao 3.10 todos os pontos de ramificagao estao incluidos em {0, po, p1, pa2}-
Logo nés podemos assumir, sem perda de generalidade que existe um tnico caso:
caso 1) 0 e po tem ordem de ramificagdo 3 e p; e p, tem ordem de ramificacdo 1.

Neste caso g é uma funcao eliptica de ordem 4, cujos tnicos pélos ocorrem em 0

e o0s Unicos zeros ocorrem em pg. Pelo item 2 do lema 3.7 temos que

4po = 0 mod L. (3.12)
Desde que 0 é o tnico pdlo de g, no paralelogramo fundamental, o residuo de g
em 0 deve ser zero(lema 3.7). A expansao de Laurent de g em zero deve ser

C_4 C_3 C_9
g(Z):?—F?—'—?—FCO—FClZ—F“-. (313)

Sem perda de generalidade, podemos assumir ¢_4 = 1 (ndo ha motivos para nao

fazermos isto, desde que estamos estudando as propriedades funcionais de g, depois
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fazendo g = ag + b nds voltamos para a fungao original g.)

Seja p(z) a fungdo de Weierstrass associada ao reticulado L. Entao pelas equagoes

3.1e3.2

C_3

9(2) = P(2) + S () — capl2)

é uma funcao eliptica sem polos. Portanto é constante. Assim
9(2) = ¢*(2) + b (2) + cp(2) + d.
Temos
9(p1) = 9(p2), g(p1) =g (p2) =0
entao pp, pe sao os unicos zeros de g(z) — g(p1) e s@o ambos de ordem 2, dai
2(p1 +p2) = 0 mod L. (3.14)

Como ¢’ tem um zero triplo em pg, dois zeros simples em p; e py e um polo de ordem

5 em 0, usando o mesmo raciocinio temos:
3po+p1+p2 = 0 mod L. (3.15)
como 4py = 0 mod L entao:
—po+p1+p2 = 0 mod L. (3.16)
Multiplicando 3.16 por 2 e usando 3.14, nés obtemos
2p0 = 0 mod L. (3.17)

Portanto py é semi-periddica. Pelo item 5 do lema 3.6, ¢ (py) = 0. Observando que

¢'(po) = 0, entdo

0=g(po) = 2p({Po)e (o) + bp~(po) + ce (po)
0 = bp»(po)
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como p”(pg) #0 = b= 0. Portanto

Seja wy = 3, wy = 3, w3 = 2T e p(w;) = ¢, i = 1,2,3. Nés sabemos que
e(wi)=0e
er + exr1 + exio =0, (318)
onde e, =¢;, 1=1,2,3 se k= i mod 3. Assim nds temos

g (wi) = 2p(wi) @ (wi) + cpr(wi) = 0.

Mas os tnicos zeros de ¢’ sao pg, p1, P2, entao pp = wg, P1 = W1, P2 = Wiio, onde
wy =w;, 1=1,2,3, se k= i mod 3.

Como g (wg) =0 e p(wg) =0 entao

0=g(wr) = 2p*(wr) + " (wi) - [2p(wr) + ]
0 = @ (w) - 2p(wr) + .

Uma vez que p”(wy) # 0 temos

2@(wk)—|—c =0

¢ = —2p(w)

c = —2e

logo

mas g(wg) = 0 entdo

portanto
9(2) = ¢*(2) — 2exp(2) + €; (3.19)

como g(wy+1) = g(wy2) entao

2 2 2 2
€pp1 — 2€kCLy1 T €L = €49 — 2€xCry2 t €

ept1(€rr1 — 26;) = epto(erra — 2ep).
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Por 3.18, —2¢j, = 2(eg41 + exr2) logo

ept1(3ers1 + 2ep42) = erto(3erta + 2€441)
362+1 = 362+2
€yl = Tepyo
pelo lema 3.6 exy1 # €0 assim ex 1 = —egyo. Portanto por 3.18 nds temos e, = 0 e
por 3.19
9(2) = p*(2). (3.20)

Mas ey = 0 somente quando L = [1,1], entdo fica provada a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 3.14. Seja x : M — R® uma imersao minima completa com curvatura
total finita e M = T — {p1,pa2, 3,04}, cuja aplicagio de Gauss omite trés pontos.
Suponha que a ordem de ramificacdo de py e ps € 3 e a ordem de ramificacdo de
p3 e py € 1. Entao depois de uma rotacdo , se necessdrio, nos temos:

1. T € o toro quadrado.

Se representado por % entao;

2.p =0, pp=" p3=3, p=1%

3. g(z) =ap*(z) +b, a,b€C, a#0
Note que o caso 1 pode ser descrito como o caso que a derivada da aplicagao de

Gauss (g’) tem trés zeros distintos, portanto nés podemos sempre assumir que {oo}

¢ um valor omitido de g em M.

Proposicao 3.15. Suponha M = ﬁ -0, %, %, %} e @ € a funcao de Weierstrass
associada a L = [1,1]. Seja
2 4
o°(2) 0" (2) 1
o= dz, Y= dz, n=-—F—dz. 3.21
o7(2) o7(2) o7C) 320



Sejam v, o caminho em M de i%—i para i e v2 0 caminho de %2’ para 1+ %z’. Entao

/qb:z’B, /w:m, /n:z’C’,
L¢:a szA Lﬂ:a

onde A, B,C € R e B,C sao nao nulos.

Demonstracao: Seja ¢ a fungao zeta de Weierstrass e (*(z) = —p(z). Entao
3+ # ) (322)
(Ver [9].)
Seja Z o complexo conjugado de z. Considere as seguintes reflexdes no plano com-
plexo C.
R(z) = —iz+1+41i
K(z) = 1-z
Qz) = 1z
N(z) = z+i.

Seja S o quadrado {z =z +1iy ; 0 <z <1, 0 <y <1}. Note que estas reflexoes

tornam S invariante e
Q=KoRoK, N=RoKoR. (3.23)

Veja que
R'dz = —idz, K*dz= —dz. (3.24)

Como p é uma funcao eliptica, temos a seguinte equagao diferencial
2 — 2 2
7 (2) = 4p(2)(p"(2) — €1) (3.25)
onde e; = p(3) = —p(%) € R. Temos também
poR(z) =—p(z), poK(z)=p(2) (3.26)
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Por 3.25 temos

ploR(z) = —p(z), p*oK(z)=p2(2). (3.27)

Assim para as trés formas definidas em 3.21 obtemos

* . pOR<Z) * _ @2 — ih *h

R'¢ = e oR(z)RdZ* 2(_p’2dz)fz¢, R'¢ = —ig
* o pOR<2) * _ p4 — sl *ol

R = e OR(Z)RdZ_ z(_pzdz)—u/), R = —i
* dz * e *— .

= Caope =m =

Analogamente temos

K*Q_S:—Qb, K*@Z_):—@b, K*iz_n

Por 3.23
Q*¢:K*OR*OK*¢:_ZQE7 Q*Q§:Z¢7

N¢=¢, N'o=¢, NY=1¢, NY=4y,

N'n=mn, N'n=n.

Sejam os caminhos:

d 1 4 1 d 3. 14 3.
Y1 de 1 i para 1 Yo de 42 para 4@,

d 3 +1 5 d L 1+ L
V3 de 1 1 para 1 Y4 de 42 para 4@.

Pela definicao de R, Q, N, K temos

R(VI) =72, K(%) =3, Q(Vz) =73
R(y3) =71, N() =7, Q)=
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Sejam f% p=x+iye fw(b = u + iv entao

TS /v1¢:/f3(72)¢

= [ Ro=] ¢

Y2 Y2

= i ¢=1i(u+iv)=i(u—1v)

r+iy = v—+iu

logo © = v e y = u. Agora usando as outras simetrias temos

_ /Q(W)¢—/WQ*qs—z'/qu—i(qu)

r+iy = —v+iu

logov =2 =—v=0ey=u= B. Portanto

/QﬁziB, /(b:B.
71 Y2
Assim

I+i 2 $+i
‘ T pP(2) [ A €D
B = [o=-] =1 | s
" 1 p3(2) 4)r 9 (z) e
1

$+i 1
- =3 Goma e

o (2)

1
= —@{—[612 +((2) +

_ 1 @ (2)
o 16¢e? {2¢(=) + 2(p(2) — e
‘B - C(z+;)62—4(1)’

) 2(p(z) +e1)

segue de 3.22 que B # 0. Todas as outras integrais podem ser encontradas em [11].
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Note que temos e; = —e; e e3 = 0. De modo analogo podemos provar que

/nziC y=

[me. fom
onde A, C' € R. Portanto

1 . .
, it it dz

1 ittt 9 1 1
“2) GO vo-a sora™
1 B o ( ost s (2 o ©(2)
= e M@ Ty e @ e Ty e e e ey
N PO B o) e
= o O B T o) e T 2z +en)
3 1 . 1
= @[C(Z+Z)—C(Z)]
¢ = 3ZB7£O Portanto C' # 0. O

Proposig¢ao 3.16. Suponha M = [1 1 —{0,%, £ 1) ¢ g(2) = ap® + b, a,b € C,

12712772
a # 0. Entao g ndo € a aplicagcdo de Gauss de uma imersao minima, completa em R3

que estda bem definida em M.

Demonstracao: Considere o reticulado L = [1,4]. No plano complexo ele pode ser
expresso como o quadrado S com vértices {0,1,1 + ¢,7}. O grau de g é quatro. Se
g ¢é a aplicacao de Gauss de uma imersdo minima completa, entdo C'(M) = —167.
Uma vez que em M = [1 A —{0, 3, %, 1}, g omite trés pontos {oo, b, aei+ b}, onde
er = p(3) = p(%), segue da Proposi¢ao 2.12 que todos os fins sao mergulhados.
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Portanto, pelo Teorema 3.12 os divisores de g, # e da possivel 1-forman = f(z)dz

Sao

1 7 144
0 5 3 3
g oo
f 0% o0? o0? oo?
# 00 002 oo? oo

Assim fp? = ¢ # 0 é uma constante. Portanto f = o7

(3.28)

Note que v; e 7, da proposicao anterior representam os dois geradores do grupo

fundamental 7.

Agora considere as trés formas diferenciais da representacao de Weierstrass.

¢ 1—(ap?(2) +0)?
wy = 5( o )dz
ic, 1 — (ap®(2) +b)?
=4 ( 9(2) s
p’
2
oy — (aga (Zg+b)dz.
p7
Por 3.21 temos
wi = 5[0 =8 - a* — 2abo),

%[(1 B + a2 + 2abd),

wy = clap+bn).

Wy =

Elas representam uma imersao minima bem definida se e somente se
Re/ w;j=0, =12 j5=123.
i
Para fazer w3 nao ter periodos reais precisamos que

Re/ w3 =0 e Re/ w3 =0
7 Y2
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mas
0 = Re/wngec(a/¢+b/77)
" ! gt
= Re c(aiB + biC)
0 = Im c(aB+bC)

0 = Re/wnge c(a/¢+b/ n)
72 72 "2

0 = Re c¢(aB+0bC).

Como ¢ # 0, entao aB + bC' = 0.
Desde que a # 0, B # 0, C # 0, b:—g a# 0. Assim V 0 # a € C temos
b:—g a. Logo

o = S (B a6+ 20
= Sl (P +a - 222,

e temos as seguintes integrais

2 /71 wp = icl[(1— (g)zaz)C’ —a?A + 2ad*(=)B]

Qlw

2 /72 wp = [(1- (g)2a2)0 +a?A+ 2a2(g)B],

Q/wlz—z' Q/w
2 71

2/ oy = —c[(1+(?)%%Cm%-m?(g)m
2/ o = z'c[(l—i—(g)QaZ)C—aQA—mZ(g)B],

2/w2:—i 2/(.4)2
72 7

Assim para termos Re f,y, wj = 0 para 1 < 1,5 < 2 equivale termos
B B
[(1 - (5)2a2)0 —a*A+ 2a2(6)B] =0 (3.33)
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[(1+ (?)%2)0 +a*A - 2a2(g)B] =0 (3.34)

somando 3.33 com 3.34 obtemos 2C' = (. Portanto C' = 0 que é uma contradi¢ao. [

Proposicao 3.17. Seja M =T —{py,--- ,p.}, onde T € um toro. Nao existe uma su-
perficie  minima, completa mergulhada, com género 1 e curvatura total
C(M) = —16m, cuja aplicagio de Gauss g : M — C U {oo} omita trés pontos e

g’ tenha trés zeros distintos em T.

Demonstracao: Como C'(M) = —167 temos m = 4. Como v = 1 temos m = r = 4.
As hipéteses da proposicao dizem que a aplicacao de Gauss é como no caso 1, mas

pela proposicao 3.16 esta aplicagao nao estd bem definida. Il
A proposicao anterior diz que o caso 1 é impossivel e pelo teorema 3.13 temos que:

Possivelmente a superficie minima, completa de curvatura total —167, cuja aplicagao

de Gauss omite trés pontos é uma superficie fechada de género-2 menos trés pontos.
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