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Método da Unicidade de Hilbert

Nesta parte, nos centraremos no chamado Método da Unicidade de Hilbert (HUM),
introduzido por Jacques-Louis Lions para estudar problemas de controle para EDP’s
lineares.

Este método estd intimamente ligado a dualidade entre controlabilidade e
observabilidade e nos d4 uma maneira bastante geral para computar controles para
sistemas em dimensdo infinita.

Na verdade, o método HUM ¢é bastante indicado quando queremos um algoritimo
para computar o controle de um determinado problema.

Observagdo

De fato, note que o Teorema de Kalman é um resultado qualitativo, que ndo diz nada
sobre quem pode ser um controle para o sistema.

Por outro lado, o métado Gramiano nos diz precisamente quem é um controle,
entretanto sua aplica¢do é, na maioria das vezes, muito dificil ou impossivel.
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Observabilidade de EDO’s Lineares

Veremos a seguir que a propriedade de controlabilidade exata para um sistema esta
diretamente relacionada a uma desigualdade apropriada para o seu sistema adjunto.
Esta desigualdade é conhecida como desigualdade de observabilidade.

Comegamos lembrado que se A € M, x,(R), seu operador adjunto (que neste caso é
matriz transposta) A* € M, x,(IR) é a Gnica matriz que satisfaz

< Ax,y Spi=< x,A%y >gn, Vx,y € R".



Sistema Adjunto

Defini¢cdo
Dado o sistema de controle (A, B):

{ y' (1) = Ay(t) + Bu(r),
y(0) =y € R".

Definimos seu sistema adjunto por

{ —¢'(t) = A%p(1),
w(T)=<preR”

ey

@



Sistema Adjunto

Defini¢cdo
Dado o sistema de controle (A, B):

Y/ (1) = Ay(0) + Bulo) 0
¥(0) = yo € R".
Definimos seu sistema adjunto por
—/(1) = A% (1), o
o(T) = pr € R".

Lembremos que vale a seguinte desigualdade de energia

Cille@ |z < llprllrn < Collp(2) [

Observagdo

O sistema adjunto tem, para todo o1 € R", uma vinica solugdo ¢ : [0,T] — R"
analitica. i.e., p € C"([0,T];R"). Além disso, a equagdo é retrégrada (vai “para
trds” no tempo).



Lembrando do seguinte resultado

Teorema
O sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se ele é
controldvel a zero no tempo T > 0,

daqui por diante nos concentraremos no problema de controlabilidade a zero.



Lembrando do seguinte resultado

Teorema
O sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se ele é
controldvel a zero no tempo T > 0,

daqui por diante nos concentraremos no problema de controlabilidade a zero.

Veremos agora uma primeira condicdo equivalente a controlabilidade:

Lema (Condicdo de Optimalidade)

Um dado inicial yo € R" pode ser levado a zero no tempo T > 0 por meio de um
controle u € L*(0, T; R™) se e somente se

T
/ < ult), B plt) Sun di+ < 30, 9(0) >an= 0, 3
0

para todo o7 € R" onde  é a solugdo correspondente do sistema adjunto (2) .



Prova do Lema: Seja o7 € R" e ¢ a solugéo correspondente de (2).
Tomando o produto interno de (1) por ¢ e o produto interno de (2) por y, obtemos

<Y (1), (1) >re=< Ay(t), o(1) >pn + < Bu(t), (1) >

— <@ (1),y(t) >e=< A"p(1), y(t) >n .

Assim,
d

<), (1) =< Bu(t), @(1) >0



Prova do Lema: Seja o7 € R" e ¢ a solugéo correspondente de (2).
Tomando o produto interno de (1) por ¢ e o produto interno de (2) por y, obtemos

<Y (1), (1) >re=< Ay(t), o(1) >pn + < Bu(t), (1) >

— <@ (1),3(1) >r=< A"p(t),y(1) > .
Assim,

& < 3(0), (1) >a0=< Bult), 0(0) >

Integrando com respeito ao tempo no intervalo (0, T'), obtemos
T
<HT)gr >0 = <napl0) = [ < Bult), (1) w0
0
Portanto, temos que

( =0 <~ / < u l) Spm dt+ < yo,(p(O) >re= 0 Vr € R".
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0
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Teorema
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com dado inicial pr. Entdo

u(t) = B"3(1)

é um controle para o sistema (1) com dado inicial yo.



Controle como minimo de um funcional

Veremos agora que (3) é na verdade uma condicdo de optimalidade para os pontos
criticos do funcional quadrético J : R" — R dado por

1 [T
Sor) =5 [ 1B ofudet <30, 4(0) e,
0
onde ¢ € a solucdo de (2) correspondendo ao dado inicial 7.

Temos o seguinte resultado:

Teorema
Suponha que J tem um minimo pr € R" e seja  a solugdo do sistema adjunto (2)
com dado inicial pr. Entdo

u(t) = B"3(1)

é um controle para o sistema (1) com dado inicial yo.

Exercicio 0: Mostre que se J possuir um minimo, ele serd tinico. Ou seja, o controle
construido minimizando o funcional J € dnico.

Sugestdo: Mostre que J € estritamente convexo.



Prova: Seja pr um minimo de J. Temos

Ji (87 + her) = J(@r) _ 0, VereR"
h—0 h




Prova: Seja pr um minimo de J. Temos

. J(FE + her) — (@)
h—0 h

=0, VereR".
Calculando este limite, vemos que
T
/ < B (1), B p(t) >rr dit+ < yo,9(0) >ri=0, Vir € R".
0

Pelo lema, concluimos que u(f) = B*$(t) é um controle para (1) que leva yo a zero
no tempo 7' > 0.



Prova: Seja pr um minimo de J. Temos

L J(@ +her) — I(FD)

lim . =0, VoreR"

Calculando este limite, vemos que
T
/ < B*@(t), B" (1) >rm dt+ < y0,(0) >ri=10, Ver € R".
0

Pelo lema, concluimos que u(f) = B*$(t) é um controle para (1) que leva yo a zero
no tempo 7' > 0.

Observagdo

O teorema anterior nos dd um método variacional para a obtengdo de um controle
como minimo do funcional J. Entretanto, este ndo é o tinico funcional que podemos
definir para obter controles. De fato, podemos modificar J de maneira conveniente
para obter outros tipos de controles.

Note também que os controles obtidos sao da forma B* ¢, com ¢ solucdo do sistema
adjunto (2), e portanto estes controles sdo fungdes analiticas no tempo.



Observabilidade

Agora, focaremos em encontrar propriedades para o sistema adjunto (2) para que o
funcional J possua um minimo. Neste sentido, veremos que a controlabilidade do
sistema (1) € equivalente a uma desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto (2).
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para toda o1 € R", onde ¢ a solugdo correspondente do sistema adjunto (2).



Observabilidade

Agora, focaremos em encontrar propriedades para o sistema adjunto (2) para que o
funcional J possua um minimo. Neste sentido, veremos que a controlabilidade do
sistema (1) é equivalente a uma desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto (2).

Defini¢ao (Desigualdade de Observabilidade)

Diremos que o sistema (2) é observdvel no tempo T > 0 se existe C > 0 tal que

T
() < C / 1B () 2, @

para toda o1 € R", onde ¢ a solugdo correspondente do sistema adjunto (2).

Observagdo

A desigualdade de observabilidade, quando vdlida, garante que a solugdo do sistema
adjunto (2) no tempo t = 0 é unicamente determinada pela quantidade observada
B*¢ no intervalo (0, T). Isto é, a informagdo contida no termo B” p caracteriza
completamente a solugdo do sistema adjunto (2).



Observagdo (Exercicio 1)
A desigualdade de observabilidade (4) é equivalente a seguinte desigualdade:
“ Existe C > 0 tal que
T
forlte < € [ 1860 e, 0
0

para toda pr € R", onde ¢ a solugéo correspondente do sistema adjunto (2)”.

A equivaléncia segue do fato que a aplicagéo linear pr — ¢(0) € linear e continua
do R" em R", com inversa continua.
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Observagdo (Exercicio 1)
A desigualdade de observabilidade (4) é equivalente a seguinte desigualdade:
“ Existe C > 0 tal que

T
forlte < € [ 1860 e, )
0

para toda pr € R", onde ¢ a solugéo correspondente do sistema adjunto (2)”.

A equivaléncia segue do fato que a aplicagéo linear pr — ¢(0) € linear e continua
do R" em R", com inversa continua.

De agora em diante, usaremos ambas desigualdades dependendo do contexto
necessario.

Observagcdo

A observagdo acima somente é vdlida no caso de EDO’s. Quando trabalhemos com
EDP’s a equivaléncia entre as desigualdades (4) e (5) ndo serd, em geral,
verdadeira.



Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagio

Y+ =u,
y(O) = Yo ERv

Aquiy: [0,T] - Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.
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Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagio

Y+ =u,
y(O) = Yo ER?

Aquiy: [0,T] - Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.
O adjunto é dado por
- +Xp =0,
{ o(T) =¢r €R,
Queremos provar a desigualdade de observabilidade:

T
P(0)F < C / o()Pdr, Ver € R.

Considere § € C*([0,T]), 0 < 6 < 1 satisfazendo

{ 0=1, em]0,7/4]
60 =0, em[3T/4,T].



Agora, multipliquemos o sistema adjunto por ¢, e obtemos

_@% PO +M(0)]p(1)]> =0, Vielo,T].



Agora, multipliquemos o sistema adjunto por ¢, e obtemos

_@% PO +M(0)]p(1)]> =0, Vielo,T].

Integrando em (0, T'), obtemos

-/ P02 o+ » | oot
31e0F = = [ owiera- [ p0ra
0)|2§C/0 (1) .

ou seja

Donde,



Exemplo 1

/!
Exemplo 1: { M=

h ( sistema ndo controlavel! )
Xy = X2

Ou seja

com



Exemplo 1

/!
Exemplo 1: { x; =Nt ( sistema ndo controlavel! )
Xy = X2

Ou seja

xx\ _[1 0 X n 1 ;

X, )01 X2 0
com

10 1
a=lo V]er-o]
—¢i =1,

O sistema adjunto é dado por { —¢5 = 2

oi(T) = @11, p2(T) = or.

Neste caso temos B* ¢ = B* (1, p2)* = 1 e a desigualdade de observabilidade néo
pode ser verdadeira!

Exercicio 2: Mostre que a desigualdade de observabillidade para o sistema adjunto
ndo é verdadeira.



Exemplo 2

Exemplo 2: x”" + x = u (sistema controldvel!)

Temos
X =y,
Y =u—x

Ou seja,

com



Exemplo 2

Exemplo 2: x”" + x = u (sistema controldvel!)

Temos
X=y,
Y =u—x
Ou seja,
x 0 1 x 0
CORERIINENE
com
0 1 0
SENERH
7@?:73023
O sistema adjunto é dado por ¢  —5 = 1,

ei(T) = ¢ir, 2(T) = or.
Neste caso temos B* ¢ = B* (1, p2)* = 2 e a desigualdade de observabilidade
neste caso é verdadeira!

Exercicio 3: Prove a desigualdade de observabillidade para o sistema adjunto.



Continuagdo tinica

A seguir, mostraremos que para EDO’s a desigualdade de observabilidade (4) é
equivalente a um resultado de continuagdo tinica para o sistema adjunto.

No caso de EPD’s, estes dois conceitos ndo sdo equivalentes e dardo lugar a
conceitos distintos de controlabilidade.



Continuagdo tinica

A seguir, mostraremos que para EDO’s a desigualdade de observabilidade (4) é
equivalente a um resultado de continuagdo tinica para o sistema adjunto.

No caso de EPD’s, estes dois conceitos ndo sdo equivalentes e dardo lugar a
conceitos distintos de controlabilidade.

Teorema (Observabilidade <= continuagdo unica)
A desigualdade de observabilidade (4) é equivalente ao seguinte resultado de
continuagdo unica:

B () =0 Vte[0,T] = ¢r =0.

Q)



Conceitos equivalentes para EDO’s

Temos as seguintes equivaléncia para EDO’s lineares com coeficientes constantes:

Controle Exato <= Controle Nulo <= Continuag¢do unica.



Prova (observabilidade <= continuago Unica):

(=) Segue diretamente da desigualdade (5).



Prova (observabilidade <= continuago Unica):
(=) Segue diretamente da desigualdade (5).

(<) Definindo a semi-norma em R":

1/2
||w||om—(/ B (0

E facil ver que se (6) vale entdo ||¢r||oss define uma norma em R”.

O resultado segue do fato que todas as normas em R" sdo equivalentes.



Controlabilidade <= Observabilidade

Vejamos agora a relagdo entre a desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto (2) e a controlabilidade do sistema (1).
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Controlabilidade <= Observabilidade

Vejamos agora a relagdo entre a desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto (2) e a controlabilidade do sistema (1).

Teorema (Controlabilidade <= Observabilidade)

Sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se o sistema
adjunto (2) é observdvel no intervalo (0, T).

Observagdo

O teorema acima é bastante 1itil pois reduz controlabilidade a obtengdo de una
desigualdade. No caso de EDO’s talvez seja mais prdtico aplicar o Teorema de
Kalman, se a dimensdo n ndo for muito grande. Entretanto, para EDP’s, em geral, a
melhor maneira para estudar controlabilidade é através de desigualdades de
observabilidade adequadas.



Controlabilidade <= Observabilidade

Assumiremos o seguinte resultado bdsico de Andlise:

Lema
Seja J : R" — R um funcional convexo, continuo e coercivo, i.e.,

J(x) — 400, quando |x|gn — +o00.

Entdo, J possui (ao menos) um minimo.
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Lema
Seja J : R" — R um funcional convexo, continuo e coercivo, i.e.,

J(x) — 400, quando |x|gn — +o00.
Entdo, J possui (ao menos) um minimo.
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Controlabilidade <= Observabilidade

Assumiremos o seguinte resultado bdsico de Andlise:

Lema
Seja J : R" — R um funcional convexo, continuo e coercivo, i.e.,

J(x) — 400, quando |x|gn — +o00.

Entdo, J possui (ao menos) um minimo.

Prova do Teorema: (des. observabilidade = controle exato)

E suficiente provar que para cada yo € R", J possui um minimo
E fécil ver que J é convexo e continuo. E basta provar que J € coercivo.

De fato, pela desigualdade de observabilidade (5):

J(or) > Clorfzn — | < o, 9(0))]

e por Cauchy-Schwarz: | < yo, (0) > | < C(€)|yoln + €](0) [}, Ve > 0.



Lembrado que existe Cy, C; > 0 tal que (normas equivalentes!)
2 2 2
Cilerla < [p(0)|z < Calor|ge,

temos, escolhendo e apropriado,

(STNe!

J(pr) > =lerlin — Clyolgn,

e portanto J é coercivo.



( controle exato = des. observabilidade)

Suponha que o sistema € exatamente controldvel no tempo 7 > 0 e que o sistema
adjunto nao € observavel no tempo 7.

Assim, para cada k € N, existe @7 tal que a desigualdade de observabilidade (5) nao

vale, i.e.,
T
(G > & [ 1" P,
0

onde @ é solugdo de (2) com dado inicial @%.



( controle exato = des. observabilidade)

Suponha que o sistema € exatamente controldvel no tempo 7 > 0 e que o sistema
adjunto nao € observavel no tempo 7.

Assim, para cada k € N, existe @7 tal que a desigualdade de observabilidade (5) nao
vale, i.e.,

T
ET / 1B,
0

onde @ é solugdo de (2) com dado inicial @%.
~k .
Assim, tomando % = #, obtemos uma sequéncia {4122, tal que |k |p = 1
TIR"?
para todo k e

k— 00

T
lim [ |B""Pdr =0,
0

onde ¢* é a solucio de (2) com dado inicial gp’}.



Portanto, existe uma subsequéncia de (o%)52; que converge a algum @7 € R" e
lor|re = 1.



Portanto, existe uma subsequéncia de (o%)52; que converge a algum @7 € R" e
lor|re = 1.

Seja ¢ a solucdo do sistema adjunto (2) associada a ¢r, entdo temos que
T
/ \B* (1) 2t = 0.
0

Entretanto, como o sistema (1) é controlavel, pela Condi¢do de Optimalidade (3)
temos que para todo yo € R” existe um controle u € L*(0, T; R™) tal que

T
/ < u(l)7B*@k(t) Spe dt = — < y07¢k(0) >Rr, k.
0



Portanto, existe uma subsequéncia de (o%)52; que converge a algum @7 € R" e
lor|re = 1.

Seja ¢ a solucdo do sistema adjunto (2) associada a ¢r, entdo temos que

T
/ \B* (1) 2t = 0.
0

Entretanto, como o sistema (1) é controlavel, pela Condi¢do de Optimalidade (3)
temos que para todo yo € R” existe um controle u € L*(0, T; R™) tal que

T
/ < u(t), B " (t) >rm dt = — < yo, " (0) >ps, Vk.
0
Fazendo k — 400 vemos que

<y0,(0) >r=0.

Como yp € R" € arbitrario, concluimos que ¢(0) = 0, donde ¢r = 0 0 que contradiz
lor|re = 1.



Estimativa sobre a norma do controle

Mostremos agora que a norma do controle obtido ao minimizar J € proporcional ao
dado inicial yyo que queremos controlar.



Estimativa sobre a norma do controle

Mostremos agora que a norma do controle obtido ao minimizar J € proporcional ao
dado inicial yyo que queremos controlar.

Teorema

Suponha que o par (A, B) é controldvel no tempo T e seja u o controle obtido ao
minimizar o funcional J para levar yo a zero.

Entdo, existe C > 0, dependendo somente de T, tal que

|”|L2(0,T:Rm) < Clyolrs.



Estimativa sobre a norma do controle

Mostremos agora que a norma do controle obtido ao minimizar J € proporcional ao
dado inicial yyo que queremos controlar.

Teorema

Suponha que o par (A, B) é controldvel no tempo T e seja u o controle obtido ao
minimizar o funcional J para levar yo a zero.

Entdo, existe C > 0, dependendo somente de T, tal que

|”|L2(0,T:Rm) < Clyolw.

Prova: Seja u o controle que leva a solucédo de (1) que leva yy a zero obtido ao
minimizar J.
Pela condicdo de optimalidade (3), temos

T —— ——
4o poam = / 1B () famdt = — < 30, 9(0) >0 -
0



Considere a EDO sem controle (i.e., u = 0):

{ w' (1) = Aw(t),
w(0) = yo € R".

Também, seja pr € R" o minimo de J € considere o sistema

—p = P
P(T) = pr e R".



Considere a EDO sem controle (i.e., u = 0):

{ w' (1) = Aw(t),
w(0) = yo € R".

Também, seja pr € R" o minimo de J € considere o sistema

—p = P,
P(T) = pr e R".
E fécil ver que
d —
—_ t n=0
g <), e() >m=0,
ou seja < yo, n,;(-O\) Sp=< w(T), go/(?) Spo.
Assim,

—

2
|2 0,7mmy =< w(T), o(T) >ren .



O resultado segue da desigualdade de observabilidade (ver exercicio 1)

2
it < [ 1B 60edt (= Ol
e o fato (estimativa de energia!) que existe C; > O tal que

Iw(T)[er < Cilyo|gn.



O resultado segue da desigualdade de observabilidade (ver exercicio 1)

it < [ 1B 60edt (= Ol
e o fato (estimativa de energia!) que existe C; > O tal que
[W(T)[er < Cilyoler.
De fato, por Cauchy-Schwartz, temos

2 —_—
|uli20,7mmy < [W(T)[re]o(T) R

donde
2
|"‘|L2(0,T:Rm) < |y0|R”|u|L2(0,T:R'")7

e o resultado segue.



HUM como controle de norma minima

Teorema
O controle (iinico!) u(t) = B*5(t) obtido pela minimizagdo do funcional J tem, entre
todos os controles possiveis, norma minima em L*(0, T; R™).



HUM como controle de norma minima

Teorema
O controle (iinico!) u(t) = B*5(t) obtido pela minimizagdo do funcional J tem, entre
todos os controles possiveis, norma minima em L*(0, T; R™).

Observagdo
O controle obtido através do Gramiano também tem norma minima em L*(0, T; R™).
Portanto, ele é o controle obtido pela minimizagdo do funcional J!



HUM como controle de norma minima

Teorema
O controle (iinico!) u(t) = B*5(t) obtido pela minimizagdo do funcional J tem, entre
todos os controles possiveis, norma minima em L*(0, T; R™).

Observagdo
O controle obtido através do Gramiano também tem norma minima em L*(0, T; R™).
Portanto, ele é o controle obtido pela minimizagdo do funcional J!

Prova: Seja v um controle arbitrdrio para o sistema (1).
Temos que a Condicdo de Optimalidade (3) € satisfeita para ambos u e v para todo
pr € R™.



HUM como controle de norma minima

Teorema
O controle (iinico!) u(t) = B*5(t) obtido pela minimizagdo do funcional J tem, entre
todos os controles possiveis, norma minima em L*(0, T; R™).

Observagdo
O controle obtido através do Gramiano também tem norma minima em L*(0, T; R™).
Portanto, ele é o controle obtido pela minimizagdo do funcional J!

Prova: Seja v um controle arbitrdrio para o sistema (1).
Temos que a Condicdo de Optimalidade (3) € satisfeita para ambos u e v para todo
pr € R™.

Tomando pr = pr (0 minimo de J), temos

—

T
/ <v(t),B*P(t) >rn dt = — < yo,p(0) >gn .
0



HUM como controle de norma minima

Também,

—

T
el 22 0,7:50m) :/O <u(t), B"P(t) >rn dt = — < y0,(0) >po .



HUM como controle de norma minima

Também,

—

T
H"‘”iZ(o,T;Rm) = /0 <u(t),B*P(t) >rm dt = — < y0,(0) >pn .
Portanto,
) T
Nl o 7omy = / < (1), B*3(1) s dt < (V]2 0.1:0m 1B Bl 20.rem

e o resultado segue.



Exercicio: controle com restri¢cdo
Exercicio 4: Seja a € R e considere o sistema de controle

Y +ay=u
¥(0) =y €R,

com y(1),u(r) € R.

O objetivo deste exercicio € analisar quando € possivel controlar o sistema por meio
de controles satisfazendo a restricdo |u(¢)| < 1 para todo 7.

Mostre:

® Sea > 0, para todo yp € R existe um tempo 7 = T (yo) e um controle
u:[0,7] — Rcom |u(t)] < 1,q.s. t € [0,T], tal que y(T) = 0.

® Sea < 0, quem sdo os dados iniciais yo para os quais existe um tempo
T = T(yo) e um controle u : [0,7] — R com |u(r)| < 1, q.s. t € [0, T], tal que
¥(T) =0.



Exercicio: controle com restri¢cdo
Exercicio 4: Seja a € R e considere o sistema de controle

Y +ay=u
¥(0) =y €R,

com y(1),u(r) € R.
O objetivo deste exercicio € analisar quando € possivel controlar o sistema por meio
de controles satisfazendo a restricdo |u(¢)| < 1 para todo 7.

Mostre:

® Sea > 0, para todo yp € R existe um tempo 7 = T (yo) e um controle
u:[0,7] — Rcom |u(t)] < 1,q.s. t € [0,T], tal que y(T) = 0.

® Sea < 0, quem sdo os dados iniciais yo para os quais existe um tempo
T = T(yo) e um controle u : [0,7] — R com |u(r)| < 1, q.s. t € [0, T], tal que
¥(T) =0.
Observagdo

O tempo de controle depende do dado inicial.



Exercicio: controle com restri¢cdo

Exercicio 5: Considere o sistema de controle

{ Y (1) = Ay(1) + Bu (1),

3(0) = yo € R", ™

comA € Myx,(R) e B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

O objetivo deste exercicio € encontrar condi¢cdes necessdrias para controlar o sistema
por meio de controles satisfazendo a restrigdo |u(f)|g» < 1 para todo 7.

Assuma:
® (O sistema (7) é controlavel.
® O operador A é estdvel (i.e., Vyo € R" temos que eyp — 0 quando  — +00).

Prove que para todo yo € R" existe um tempo 7' = T(yo) e um controle
u:[0,T] = R" com |u(t)|rn < 1, quase sempre ¢ € [0, 7], tal que y(T) = 0.



Exercicio: controle com restri¢cdo

Exercicio 5: Considere o sistema de controle

{ Y (1) = Ay(1) + Bu (1),

3(0) = yo € R", ™

comA € Myx,(R) e B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

O objetivo deste exercicio € encontrar condi¢cdes necessdrias para controlar o sistema
por meio de controles satisfazendo a restrigdo |u(f)|g» < 1 para todo 7.

Assuma:
® (O sistema (7) é controlavel.
® O operador A é estdvel (i.e., Vyo € R" temos que eyp — 0 quando  — +00).

Prove que para todo yo € R" existe um tempo 7' = T(yo) e um controle
u:[0,T] = R" com |u(t)|rn < 1, quase sempre ¢ € [0, 7], tal que y(T) = 0.

Observagdo

O tempo de controle depende do dado inicial.



Exercicio

Exercicio 6: Sejam a, b, ¢,d € R. Sabemos que o sistema

yi=ay+by:+u
Y2 = ceyi +dya, ®)
y1(0) = yor, 2(0) = yor

com yor,yo2 € Ret € [0, T] é exatamente controldvel se e somente se

c#0.

Assumindo ¢ # 0. Escreva o sistema adjunto de (8) e prove a respectiva
desigualdade de observabilidade para este sistema.

Observagdo

Um exemplo prdtico onde sistemas do tipo (8) surgem é na modelagem de um forno
elétrico residencial. (veja o livro [Jerzy Zabczyk; Mathematical control theory: an
introduction]).



Exercicio

Exercicio 7: Sejaa € Re 0 < € < 1/2. Considere a EDO linear

X' +x+ay=u,
& +x+y=0, ©)
(x(0),5(0)) = (x0,0) € R™.

® Mostre que o sistema adjunto ¢ dado por:

- +e+£=0,
—e&+ &+ ap =0, (10)
(@(T),&(T)) = (¢r,ér) € R

® Mostre que existe C > 0, independente de e, tal que vale a desigualdade de
observabilidade:

T
(O + cléO)F < € / lo0) s, (11)
0

para todo o7, &7 € R.



Exercicio: Construgdo de outros tipos de Controle

Exercicio 8: Para cada 1 < p < oo sejaJ, : R"” — R um funcional dado por:

1 T . 2/p
ter) = 5 ([ 1B 00 dt) "+ <30,0(0) e,
0

onde ¢ € a solugdo de (2) correspondendo ao dado inicial 7.

® Assumindo que J, possui um minimo @r. Mostre que um controle para o
sistema (1) associado ao funcional J, é dado por

wi) = ( [ " 18°30) ﬁ;wdr)z_p/p|3*@<r>|"—23*¢<z>,

onde @ € a solugdo de (2) com dado inicial .
e E possivel definir uma desigualdade de observabilidade que garanta que o

funcional J, possui um minimo? Se sim, qual?

e E possivel mostrar que o controle up tem norma minima em algum
L0, T; R™),com 1 < g < oo ? Se sim, quem deve ser g?

Observagdo

O caso p = 1 é bem mais delicado e leva ao estudo dos chamados controle
bang-bang.



Exercicio

Exercicio 9: Seja T > 0 e assuma que o sistema

{ y' (1) = Ay(t) + Bu(1),
y(0) =y € R",

¢ controldvel.
Mostre que existe € > 0 tal que para todo yo, yr € R", existe um controle
u € C*([0,7)) tal que y(T') = yr e satisfazendo supp u C [e, T — €.



Exercicio: EDO’s com memoria

Exercicio 10:
Sejama,b € Re T > 0. Considere a EDO linear com memoria:

t

y' :ay+b/ y(s)ds + u
0
¥(0) =y € R,

com y(7),u(r) € R.
Mostre que para todo yp € R, existe um controle u tal que

=0, ['ys=o



Exercicio: EDO’s com memoria

Exercicio 11: Sejam a, b, c,d,A,B€ ReT > 0.
Considere a EDO linear com memoria:

t
yi = ayi + by -I-A/ y2(s)ds + u
0
t
¥y = cy1 + dys +B/ y2(s)ds,
0
y1(0) =1, 3»2(0) =)
com yi (1), y2(1), u(t) € R.
Mostre que se ¢ # 0, entdo para todo y!,y3 € R, existe um controle u tal que

y(T)=0, »(T)=0, /0 y2(s)ds = 0.

E possivel obter também [ yi(s)ds = 07



