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Controle de EDO’s

Focaremos uma vez mais em EDO’s lineares da forma:{
y′(t) = Ay(t) + Bu(t), t ∈ [0, T],
y(0) = y0 ∈ Rn,

(1)

aqui A ∈ Mn×n(R), B ∈ Mn×m(R) , y(t) ∈ Rn e u(t) ∈ Rm.

Observação
y : [0, T] −→ Rn tem n componentes e o controle u : [0, T] −→ Rm tem m
componentes. Assumiremos, m ≤ n.

Dado y0 ∈ Rn e um controle u, temos pela fórmula de variação dos parâmetros:

y(t) = etAy0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s)ds.
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Diferentes noções de controlabilidade

Definição
Sistema (1) é exatamente controlável no tempo T se, para todo y0, yT ∈ Rn,
pudermos encontrar u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que a solução y de (1) satisfaz

y(T) = yT .

Definição
Sistema (1) é aproximadamente controlável no tempo T se, para todo y0, yT ∈ Rn e
todo ε > 0, pudermos encontrar u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que a solução y de (1) satisfaz:

||y(T)− yT ||Y < ε.

Definição
Sistema (1) é controlável a zero no tempo T se pudermos encontrar
u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que a solução y de (1) satisfaz

y(T) = 0.
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Sistema (1) é aproximadamente controlável no tempo T se, para todo y0, yT ∈ Rn e
todo ε > 0, pudermos encontrar u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que a solução y de (1) satisfaz:

||y(T)− yT ||Y < ε.

Definição
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C. Exato ⇐⇒ C. Nulo

Provaremos o seguinte resultado de equivalência:

Teorema
O sistema (1) é exatamente controlável no tempo T > 0 se e somente se ele é
controlável a zero no tempo T > 0.

Prova: (⇒)
Suponhamos que (1) é exatamente controlável no tempo T > 0. Assim, dados
y0, y1 ∈ Rn, existe um controle u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que y(T) = y1. Em particular
podemos escolher y1 = 0.

(⇐)
Agora, suponhamos que para todo y0 ∈ Rn, existe u ∈ L∞(0, T;Rn) tal que
y(T) = 0.

Seja y1 ∈ Rn um estado que queremos alcançar partindo de y0.
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C. Exato ⇐⇒ C. Nulo
A partir de y1, resolvemos a seguinte EDO (sem controle):{

z′(t) = Az(t),
z(T) = y1.

Como a EDO é nulamente controlável, existe um controle v ∈ L∞(0, T;Rn) tal que a
solução de {

x′(t) = Ax(t) + Bv(t),
x(0) = y0 − z(0),

satisfaz:
x(T) = 0.

O resultado segue notando que y(t) = x(t) + z(t) é solução de (1) com

y(T) = y1.

Pergunta: quem é o controle que leva y0 a y1?

Observação
Este resultado de equivalência entre controle exato e controle nulo só é válido para
sistemas lineares. Por quê?
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Condição do tipo Kalman

A condição necessária e suficiente de controlabilidade para o sistema (1) em termos
da matriz Gramiana requer computar a matriz G, o qual pode ser muito difı́cil ou até
mesmo impossı́vel.

Portanto, agora veremos um critério mais simples. E que nos dá uma resposta
completa ao problema de controlabilidade exata para sistemas de EDO’s lineares a
coeficientes constantes (o caso de coeficientes não constante é mais delicado!).

Em particular, este resultado nos diz que para EDO’s lineares o tempo de controle é
irrelevante.
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A condição necessária e suficiente de controlabilidade para o sistema (1) em termos
da matriz Gramiana requer computar a matriz G, o qual pode ser muito difı́cil ou até
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Teorema de Kalman

Theorem (Kalman)
O sistema (1) é exatamente controlável no tempo T > 0 se e somente se

rank[B,AB, . . . ,An−1B] = n. (2)

Portanto, se o sistema (1) é controlável em algum tempo T > 0 ele será controlável
em qualquer tempo.

Observação
Diremos que (A,B) é controlável se vale (2). Ou seja, se o sistema (1) é exatamente
controlável

Observação
Denotando por K = [B,AB, . . . ,An−1B] a matriz de Kalman. Temos que a condição
de Kalman é equivalente a

Ker(K∗) = {0}.
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Exemplo 1

Exemplo 1:
{

x′1 = x1 + u,
x′2 = x2

Ou seja (
x′1
x′2

)
=

[
1 0
0 1

] [
x1

x2

]
+

[
1
0

]
u

com

A =

[
1 0
0 1

]
e B =

[
1
0

]
.

Observação
Aqui o estado do sistema é Y = (x1, x2). E temos 2 equações e 1 controle.

Pelo Teorema de Kalman:

[B,AB] =
[

1 1
0 0

]
=⇒ sistema não controlável! (rank = 1!)

Note que também poderiamos dizer que o sistema é não controlável pelo fato do
controle não atuar na segunda equação.
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controle não atuar na segunda equação.



Exemplo 2

Exemplo 2: x′′ + x = u
Temos {

x′ = y,
y′ = u− x

Ou seja, (
x′

y′

)
=

[
0 1
−1 0

] [
x
y

]
+

[
0
1

]
u

com

A =

[
0 1
−1 0

]
e B =

[
0
1

]
.

Temos

[B,AB] =
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0 1
1 0

]
=⇒ sistema controlável! (rank = 2!)

Observação
Aqui o estado do sistema é Y = (x, x′). E temos 2 equações e 1 controle.
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Observação
No exemplo 2, podemos construir controles de maneira direta. De fato, se
consideramos o sistema {

x′′ + x = u
x(0) = x0, x′(0) = y0

e queremos
x(T) = x1, x′(T) = y1,

basta considerar uma função escalar suave z, e.g., um polinômio cúbico, tal que

z(0) = x0, z′(0) = y0, z(T) = x1, z′(T) = y1.

Então, o controle será simplesmente u = z
′′
+ z.



Exemplo 3
x′1 = x1 + u,
x′2 = x2 + x1

x′3 = x2

⇐⇒

 x′1
x′2
x′3

 =

 1 0 0
1 1 0
0 1 0

 x1

x2

x3

+

 1
0
0

 v

com

A =

 1 0 0
1 1 0
0 1 0

 e B =

 1
0
0

 .
Temos

AB =

 1
1
0

 e A2B =

 1
2
1

 .
Portanto

[B,AB,A2B] =

 1 1 1
0 1 2
0 0 1

 =⇒ sistema controlável! (rank = 3!)

Observação
Aqui o estado do sistema é Y = (x1, x2, x3). E temos 3 equações e 1 controle.
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Observação
Aqui o estado do sistema é Y = (x1, x2, x3). E temos 3 equações e 1 controle.
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Prova do Teorema de Kalman

(⇐ ) E. C.⇒ rank = n

Suponha rank[B,AB, . . . ,An−1B] < n.

Assim, as linhas da matriz [B,AB, . . . ,An−1B] são linearmente dependentes e,
portanto, existe um vetor w ∈ Rn, w 6= 0 tal que

w∗[B,AB, . . . ,An−1B] = 0,

onde os coeficientes da combinação linear são as componentes do vetor w.

Agora, como w∗[B,AB, . . . ,An−1B] = [w∗B,w∗AB, . . . ,w∗An−1B] vemos que
w∗B = 0
w∗AB = 0
. . .
w∗An−1B = 0

(3)
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Usaremos o teorema de Cayley-Hamilton:

Teorema
Se A é uma matriz n× n, existe um polinômio
p(x) = xn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0 de grau n tal que p(A) = 0.

Em outras palavras, uma matriz quadrada é raı́z de seu polinômio caracterı́stico.

Assim, por Cayley-Hamilton, temos que An = an−1An−1 + . . .+ a1A + a0I. E por
(3) vemos que w∗AnB = 0.

Portanto, concluı́mos que w∗AkB = 0, para todo k ∈ N.

Usando a definição da matriz exponencial etA =
∑∞

k=0
tkAk

k! , segue que

w∗etAB = 0, para todo t > 0.
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Assim, por Cayley-Hamilton, temos que An = an−1An−1 + . . .+ a1A + a0I. E por
(3) vemos que w∗AnB = 0.

Portanto, concluı́mos que w∗AkB = 0, para todo k ∈ N.

Usando a definição da matriz exponencial etA =
∑∞

k=0
tkAk

k! , segue que

w∗etAB = 0, para todo t > 0.



Usaremos o teorema de Cayley-Hamilton:

Teorema
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Agora, usando que a solução da equação pode ser escrita explicitamente como

y(t) = etAy0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s)ds,

temos

< w, y(T) >Rn=< w, eTAy0 >Rn +

∫ T

0
< w, e(T−s)ABu(s) >Rn ds =< w, eTAy0 >Rn .

Portanto,
< w, y(T) >Rn=< w, eTAy0 >Rn ,

o que mostra que a projeção da solução y no tempo T sobre o vetor w é independente
do valor do controle u.

Assim, o sistema não pode ser controlável, o que é um absurdo.
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do valor do controle u.

Assim, o sistema não pode ser controlável, o que é um absurdo.
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(⇒) rank = n⇒ E.C.

Usaremos a matriz Gramiana

G =

∫ T

0
e(T−s)ABB∗e(T−s)A∗ds,

e o fato que o sistema (1) é exatamente controlável se e somente se G é invertı́vel.

Assumiremos que (1) não é exatamente controlável e devemos chegar a um absurdo.

Assim, temos que G não é invertı́vel e existe x ∈ Rn \ {0} tal que

Gx = 0.

Também,
x∗Gx = 0,

e portanto ∫ T

0
|B∗e(T−s)A∗x|2ds = 0.



(⇒) rank = n⇒ E.C.

Usaremos a matriz Gramiana

G =

∫ T

0
e(T−s)ABB∗e(T−s)A∗ds,
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Com isto, vemos que

K(s) = x∗e(T−s)AB = 0, ∀s ∈ [0, T].

Derivando i-vezes com respeito a s, e depois tomando s = T , obtemos

K(i)(T) := (−1)ix∗AiB.

Portanto, temos que
x∗AiB = 0, ∀i = 0, 1, 2, . . . .

Finalmente, como x 6= 0, concluimos que

rank[B,AB, . . . ,An−1B] 6= n,

o que é um absurdo.
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Densidade no conjunto das Matrizes

Teorema
O conjunto de sistemas controláveis (A,B) é aberto e denso em Mn×n ×Mn×m.

Prova: Se (A,B) é controlável, existe ε > 0 tal que para todo (A0,B0) com

|A− A0|Mn×n < ε, |B− B0|Mn×m < ε

é também controlável.
Isto é uma simples consequência do fato que o determinante de uma matriz depende
continuamente de suas entradas.

Agora, se (A,B) não é controlável, para todo ε > 0 existe (A0,B0) controlável, com

|A− A0|Mn×n < ε, |B− B0|Mn×m < ε.

De fato, isto de deve a que o determinante de uma matriz i× j depende analiticamente
de suas entradas, e portanto não pode se anular em uma bola aberta de Ri×j.
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Isto é uma simples consequência do fato que o determinante de uma matriz depende
continuamente de suas entradas.
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Sistemas de segunda ordem

Teorema
Nas condições anteriores para A e B. Temos o que sistema{

y′′(t) = Ay(t) + Bu(t), t ∈ [0, T],
(y, y′)(0) = (y0, y1) ∈ Rn × Rn,

é exatamente controlável se e somente se

rank[B,AB, . . . ,An−1B] = n.

Prova: Exercı́cio!

Observação
Exatamente controlável aqui significa que dados yT

0 , y
T
1 ∈ Rn, existe um controle tal

que
y(T) = yT

0 , y′(T) = yT
1 .



Obrigado!


