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Controle de EDO’s

Focaremos uma vez mais em EDQO’s lineares da forma:

¥(

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), (1) € R" e u(r) € R™.

) =y €R,

{ 'E)) Ay(1) + Bu(), 1 € [0, T],

)



Controle de EDO’s

Focaremos uma vez mais em EDQO’s lineares da forma:

{ Y (1) = Ay(t) + Bu(1), 1 € [0, T},

¥(0) =y € R, W

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), (1) € R" e u(r) € R™.

Observagdo

y: [0,T] — R" tem n componentes e o controle u : [0,T] — R™ tem m
componentes. Assumiremos, m < n.



Controle de EDO’s

Focaremos uma vez mais em EDQO’s lineares da forma:

() = A(o) + Bult), 1€ [0,
{ ¥(0) = yo € R”, M

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), (1) € R" e u(r) € R™.

Observagdo

y: [0,T] — R" tem n componentes e o controle u : [0,T] — R™ tem m
componentes. Assumiremos, m < n.

Dado yo € R" e um controle u, temos pela férmula de variacdo dos pardmetros:

1
y(t) = e”yo +/ "= Bu(s)ds.
0



Diferentes nocoes de controlabilidade

Defini¢ao
Sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T se, para todo yo,yr € R",
pudermos encontrar u € L= (0, T; R") tal que a solugdo y de (1) satisfaz

¥(T) = yr.
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Diferentes nocoes de controlabilidade

Defini¢cdo
Sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T se, para todo yo,yr € R",
pudermos encontrar u € L= (0, T; R") tal que a solugdo y de (1) satisfaz

y(T) = yr.

Definigcdo
Sistema (1) é aproximadamente controldvel no tempo T se, para todo yo,yr € R" e
todo € > 0, pudermos encontrar u € L (0, T; R") tal que a solugdo y de (1) satisfaz:

I(T) = yrlly <e.
Definigcdo
Sistema (1) é controldvel a zero no tempo T se pudermos encontrar

u € L*=(0,T;R") tal que a solugdo y de (1) satisfaz

y(T) =0.



Yo

Yr



C. Exato <= C. Nulo

Provaremos o seguinte resultado de equivaléncia:

Teorema
O sistema (1) € exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se ele é
controldvel a zero no tempo T > 0.



C. Exato <— C. Nulo
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Teorema
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controldvel a zero no tempo T > 0.

Prova: (=)

Suponhamos que (1) € exatamente controlavel no tempo 7 > 0. Assim, dados
Yo, y1 € R", existe um controle u € L*(0, T; R") tal que y(T') = yi. Em particular
podemos escolher y; = 0.
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C. Exato <— C. Nulo

Provaremos o seguinte resultado de equivaléncia:

Teorema
O sistema (1) € exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se ele é
controldvel a zero no tempo T > 0.

Prova: (=)

Suponhamos que (1) € exatamente controlavel no tempo 7 > 0. Assim, dados
Yo, y1 € R", existe um controle u € L*(0, T; R") tal que y(T') = yi. Em particular
podemos escolher y; = 0.

(=)
Agora, suponhamos que para todo yo € R", existe u € L*(0, T; R") tal que
¥(T) = 0.

Seja y; € R" um estado que queremos alcangar partindo de yo.



C. Exato <= C. Nulo
A partir de y;, resolvemos a seguinte EDO (sem controle):

{ 7 (1) = Az(1),

Z(T) = .



C. Exato <— C. Nulo

A partir de y;, resolvemos a seguinte EDO (sem controle):

{ (1) = Az(1),
Z(T) = .

Como a EDO é nulamente controldvel, existe um controle v € L*°(0, T; R") tal que a
solucdo de

{ x'(t) = Ax(t) + Bv(¢),
x(0) = yo — 2(0),

satisfaz:
x(T) =0.
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A partir de y;, resolvemos a seguinte EDO (sem controle):

{ (1) = Az(1),

Z(T) = .

Como a EDO é nulamente controldvel, existe um controle v € L*°(0, T; R") tal que a
solucdo de

{ x'(t) = Ax(t) + Bv(¢),

x(0) = yo — 2(0),
satisfaz:
x(T) =0.
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Pergunta: quem € o controle que leva yp a y;?



C. Exato <— C. Nulo

A partir de y;, resolvemos a seguinte EDO (sem controle):

{ (1) = Az(1),

Z(T) = .

Como a EDO é nulamente controldvel, existe um controle v € L*°(0, T; R") tal que a
solucdo de

{ x'(t) = Ax(t) + Bv(¢),
x(0) = yo — 2(0),

satisfaz:
x(T) =0.

O resultado segue notando que y(r) = x() + z(¢) é solugéo de (1) com
y(T) =y

Pergunta: quem € o controle que leva yp a y;?

Observagdo

Este resultado de equivaléncia entre controle exato e controle nulo sé é vdlido para
sistemas lineares. Por qué?



Condicdo do tipo Kalman



Condicdo do tipo Kalman

A condig¢do necessdria e suficiente de controlabilidade para o sistema (1) em termos
da matriz Gramiana requer computar a matriz G, o qual pode ser muito dificil ou até
mesmo impossivel.
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A condig¢do necessdria e suficiente de controlabilidade para o sistema (1) em termos
da matriz Gramiana requer computar a matriz G, o qual pode ser muito dificil ou até
mesmo impossivel.
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completa ao problema de controlabilidade exata para sistemas de EDO’s lineares a
coeficientes constantes (o caso de coeficientes ndao constante € mais delicado!).



Condicdo do tipo Kalman

A condig¢do necessdria e suficiente de controlabilidade para o sistema (1) em termos
da matriz Gramiana requer computar a matriz G, o qual pode ser muito dificil ou até
mesmo impossivel.

Portanto, agora veremos um critério mais simples. E que nos d4 uma resposta
completa ao problema de controlabilidade exata para sistemas de EDO’s lineares a
coeficientes constantes (o caso de coeficientes ndao constante € mais delicado!).

Em particular, este resultado nos diz que para EDO’s lineares o tempo de controle é
irrelevante.



Teorema de Kalman

Theorem (Kalman)
O sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se

rank[B,AB, ..., A" 'B] = n. )

Portanto, se o sistema (1) é controldvel em algum tempo T > 0 ele serd controldvel
em qualquer tempo.
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Theorem (Kalman)
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Diremos que (A, B) é controldvel se vale (2). Ou seja, se o sistema (1) é exatamente
controldvel



Teorema de Kalman

Theorem (Kalman)

O sistema (1) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se e somente se
rank[B,AB, ..., A" 'B] = n. )

Portanto, se o sistema (1) é controldvel em algum tempo T > 0 ele serd controldvel
em qualquer tempo.

Observagdo
Diremos que (A, B) é controldvel se vale (2). Ou seja, se o sistema (1) é exatamente
controldvel

Observagdo
Denotando por K = [B,AB, . .. ,A"ilB] a matriz de Kalman. Temos que a condig¢do

de Kalman é equivalente a
Ker(K™) = {0}.



Exemplo 1

r_
Exemplo 1: { x,l =Xt

Xy = X2



Exemplo 1

X\ =x1+u
Exemplo 1: { AT
Xy = X2

Ou seja

com



Exemplo 1

Exemplolz{x,l:xﬁLM’
Xy = X2
Ou seja

.Xll _ 1 0 X1 1

C)=Lo VIl ]=o ]
com

1 0 1
a=lo V]eo=[o]

Observagdo

Aqui o estado do sistema é Y = (x1,x2). E temos 2 equagdes e 1 controle.



Exemplo 1

Exemplo 1: { = T
Xy = X2

Ou seja

.Xll _ 1 0 X1 1

C)=Lo VIl ]=o ]
com
1 0 1

STHEAN

Observagdo

Aqui o estado do sistema é Y = (x1,x2). E temos 2 equagdes e 1 controle.

Pelo Teorema de Kalman:

1 1

[B,AB] = { 0 0

] = sistema néo controldvel! (rank = 1!)



Exemplo 1

Exemplo 1: { = T
Xy = X2

Ou seja

.Xll _ 1 0 X1 1

CE)=Lo VIR ]+ Lo ]
com
1 0 1

STHEAN

Observagdo

Aqui o estado do sistema é Y = (x1,x2). E temos 2 equagdes e 1 controle.

Pelo Teorema de Kalman:

1 1

[B,AB] = { 0 0

] = sistema néo controldvel! (rank = 1!)

Note que também poderiamos dizer que o sistema é ndo controldvel pelo fato do
controle ndo atuar na segunda equacéo.



Exemplo 2

Exemplo 2: X"/ + x = u



Exemplo 2

Exemplo 2: X"/ + x = u
Temos

¥ =y,
Y =u—x



Exemplo 2

Exemplo 2: X"/ +x = u
Temos {

Ou seja,

com



Exemplo 2

Exemplo 2: X"/ + x = u
Temos

xl_y7
Y =u—x
Ou seja,
X 0 1 X 0
(v)=[5 ]3]+ [V]e
com
1 0
SEDESH
Temos

(1) } = sistema controldvel! (rank = 2!)



Exemplo 2

Exemplo 2: X"/ + x = u

Temos
xl =Y
Y =u—x
Ou seja,
x 0 1 x 0
(o)=L ol )
com
0 1 0
NERIENh
Temos
0 1 . .
[B,AB] = | o | = sistema controldvel! (rank = 2!)
Observagdo

Aqui o estado do sistema é Y = (x,x"). E temos 2 equagdes e 1 controle.



Observagdo
No exemplo 2, podemos construir controles de maneira direta. De fato, se
consideramos o sistema

{ X' +x=u

x(0) = x0, ' (0) = yo
e queremos
x(T) =x1, X (T) =y,

basta considerar uma fungdo escalar suave z, e.g., um polindmio ciibico, tal que
2(0) = xo, 2/(0) = yo, 2(T) = x1, Z(T) = y1.

"
Entdo, o controle serd simplesmente u =z + z.



|

!

X] =X +u,
!

X, = X2 + Xi
X5 =x

Exemplo 3



xll =Xx1 +u,
Xy=x4x =
Xg =X2

com



-’C/I =X +u,
X = X2 + X1
Xy =x

com

Temos

—

|
O = =
—_——_— O

(= e R



/ /
X] =X +u, X

1 0 O X1 1
X, =x+x <= X |=[1 10 xx |+ 0 |v
X5 =x X5 0 1 0 X3 0
com
1 0 0 1
A= 1 1 O eB =
0O 1 0 0
Temos
1 1
AB= |1 |eA’B=|2
0 1
Portanto
1 1 1
[B,AB,A’B]=| 0 1 2 | = sistema controlavel! (rank = 3!)
0 0 1



X; = X1 + u, X1 1 0 O X1 1
X, =x+x <= X |=[1 10 xx |+ 0 |v
X5 =x X5 0 1 0 X3 0
com
1 0 0 1
A= 1 1 0 eB =
0 1 0 0
Temos
1 1
AB = 1 c A2B =
0 1
Portanto
1 1 1
[B,AB,A’B]=| 0 1 2 | = sistema controlavel! (rank = 3!)
0 0 1
Observagdo

Aqui o estado do sistema é Y = (x1,x2,x3). E temos 3 equagdes e 1 controle.
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(<)E.C.= rank=n
Suponha rank[B,AB, . ..,A""'B] < n.

Assim, as linhas da matriz [B, AB, . .., A"~'B] sdo linearmente dependentes e,
portanto, existe um vetor w € R", w # 0 tal que

w*[B,AB,...,A" 'B] =0,

onde os coeficientes da combinagdo linear sdo as componentes do vetor w.



Prova do Teorema de Kalman

(<)E.C.= rank=n
Suponha rank[B,AB, . ..,A""'B] < n.

Assim, as linhas da matriz [B, AB, . .., A"~'B] sdo linearmente dependentes e,
portanto, existe um vetor w € R", w # 0 tal que

w*[B,AB,...,A" 'B] =0,
onde os coeficientes da combinagdo linear sdo as componentes do vetor w.
Agora, como w*[B,AB,...,A""'B] = [w*B,w*AB, ..., w*A" "' B] vemos que
w'B =0

*AB =0
v 3)

w* A" !B =0



Usaremos o teorema de Cayley-Hamilton:



Usaremos o teorema de Cayley-Hamilton:
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Se A é uma matriz n X n, existe um polinomio
px) =x"+ an 1 X"+ ...+ aix + ao de grau n tal que p(A) =0.

Em outras palavras, uma matriz quadrada é raiz de seu polindmio caracteristico.
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(3) vemos que w*A"B = 0.
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Teorema
Se A é uma matriz n X n, existe um polinomio
p(x) = X"+ a1 X"+ ...+ aix + ao de grau n tal que p(A) = 0.

Em outras palavras, uma matriz quadrada é raiz de seu polindmio caracteristico.

Assim, por Cayley-Hamilton, temos que A" = a,_1A" "' 4+ ... 4+ a1A + aol. E por
(3) vemos que w*A"B = 0.

Portanto, concluimos que w*A*B = 0, para todo k € N.



Usaremos o teorema de Cayley-Hamilton:

Teorema
Se A é uma matriz n X n, existe um polinomio
px) =x"+ an 1 X"V ...+ arx + ap de grau n tal que p(A) =0.

Em outras palavras, uma matriz quadrada é raiz de seu polindmio caracteristico.

Assim, por Cayley-Hamilton, temos que A" = a,_1A" "' 4+ ... 4+ a1A + aol. E por
(3) vemos que w*A"B = 0.

Portanto, concluimos que w*A*B = 0, para todo k € N.
-~ . . k Ak
Usando a defini¢do da matriz exponencial e = 3% “4-, segue que

w*e B = 0, paratodo t > 0.



Agora, usando que a solug@o da equacdo pode ser escrita explicitamente como

t
y(t) = e™yo +/ "= Bu(s)ds,
0
temos

T
<w,y(T) >ri=< w, e yy >pn +/ < w,e" ™ Bu(s) g ds =< w, e™yo >pn .
0



Agora, usando que a solug@o da equacdo pode ser escrita explicitamente como
t
y(t) = e™yo +/ "= Bu(s)ds,

0

temos
T
<w,y(T) >p=<w,e™yy >m +/ <w, e(T_‘Y)ABu(s) Sprds =< w, ey Swe
0

Portanto,
<w,y(T) Spe=< w, e yo >,

0 que mostra que a projecédo da solu¢do y no tempo 7 sobre o vetor w € independente
do valor do controle u.



Agora, usando que a solug@o da equacdo pode ser escrita explicitamente como
t
y(t) = e™yo +/ "= Bu(s)ds,

0

temos
T
<w,y(T) >ri=< w, e yy >pn +/ < w,e" ™ Bu(s) g ds =< w, e™yo >pn .
0

Portanto,
<w,y(T) >p=<w, ey >pn,

0 que mostra que a projecédo da solu¢do y no tempo 7 sobre o vetor w € independente
do valor do controle u.

Assim, o sistema ndo pode ser controlavel, o que é um absurdo.



(=) rank =n = E.C.

Usaremos a matriz Gramiana
T *
G = / e(T—:)ABB*e(T—.v)A dS,
0

e o fato que o sistema (1) é exatamente controlavel se e somente se G € invertivel.



(=) rank =n = E.C.
Usaremos a matriz Gramiana
T *
G = / e(T—:)ABB*e(T—.v)A ds
b)
0
e o fato que o sistema (1) é exatamente controlavel se e somente se G € invertivel.

Assumiremos que (1) ndo é exatamente controldvel e devemos chegar a um absurdo.



(=) rank =n = E.C.
Usaremos a matriz Gramiana
T *
G = / e(T—:)ABB*e(T—.v)A ds
b)
0
e o fato que o sistema (1) é exatamente controlavel se e somente se G € invertivel.
Assumiremos que (1) ndo é exatamente controldvel e devemos chegar a um absurdo.
Assim, temos que G ndo € invertivel e existe x € R" \ {0} tal que
Gx =0.

Também,
x"Gx =0,
e portanto

T
/ |B*eT~9" x|ds = 0.
0



Com isto, vemos que

K(s) =x"e" "B =0, Vsel0,T].
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Com isto, vemos que
K(s) =x"e" "B =0, Vsel0,T].
Derivando i-vezes com respeito a s, e depois tomando s = 7', obtemos
KO(T) := (=1)'x"A'B.

Portanto, temos que _
X'A'B=0, Vi=0,1,2,....

Finalmente, como x # 0, concluimos que
rank[B,AB, ..., A" 'B] # n,

o que € um absurdo.
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¢é também controldvel.
Isto € uma simples consequéncia do fato que o determinante de uma matriz depende
continuamente de suas entradas.



Densidade no conjunto das Matrizes

Teorema
O conjunto de sistemas controldveis (A, B) é aberto e denso em Myxn X Myxm.

Prova: Se (A, B) é controldvel, existe ¢ > 0 tal que para todo (Ao, By) com

|A = Aolw

nxn

< €, |B—Bo‘M <€

nxm

¢é também controldvel.
Isto € uma simples consequéncia do fato que o determinante de uma matriz depende
continuamente de suas entradas.

Agora, se (A, B) ndo é controldvel, para todo € > 0 existe (Ao, Bo) controldvel, com

‘A 7A()|M < €, ‘B 7B()|M < €.

nxn nxm

De fato, isto de deve a que o determinante de uma matriz i X j depende analiticamente
de suas entradas, e portanto nio pode se anular em uma bola aberta de R"*,



Sistemas de segunda ordem

Teorema
Nas condicdes anteriores para A e B. Temos o que sistema

{ (1) = Ay(t) + Bu(t), t € [0, T],
(y7yl)(0) = (y()ayl) € R" x Rna

é exatamente controldvel se e somente se

rank|B,AB, ..., A" 'B] = n.

Prova: Exercicio!

Observagdo
Exatamente controldvel aqui significa que dados y5,yT € R", existe um controle tal
que

¥(T) =y5, ¥(T) =),



Obrigado!



