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O que é Teoria do Controle?



O que é Teoria do Controle?

Area da matemética que estuda sistemas dinimicos cujo comportamento pode ser
mudado por meio da aplicag@o de controles (atuadores).
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Para entender o futuro, precisamos conhecer o passado...



Mesopotamla

‘,fm_“'«___ - = T




Grécia Antiga

Figure: Aristoteles, IV a.C.

Se cada instrumento pudesse realizar seu proprio trabalho, obedecendo ou
antecipando a vontade dos outros ... os homens ndo precisariam de servos nem de
escravos.
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Atualmente, Teoria do Controle vai um pouco além...



Uma rica drea da Matemdtica

Aplicacdes em Biologia, Medicina, Quimica, Engenharia, Fisica, etc.




Exemplos

Um engenheiro pode controlar um sistema mecanico através de forcas externas
(video);

Um economista pode agir sobre um equilibrio financeiro por meio de taxas;

um quimico pode modificar um processo regulando a temperatura do
experimento:

um médico pode controlar ou curar doengas por meio de medicamentos:

etc.



Vamos iniciar o minicurso?



De maneira abstrata, um sistema de controle € um sistema do tipo:

dt

{ @(t) =H(t,y,u), t>0, y(t1) €Y, u € Uu,
¥(0) = yo.

)



De maneira abstrata, um sistema de controle € um sistema do tipo:

{ %(I):H(t7y>u)7 t>0> y(l)eY, ueuﬂd: (1)
¥(0) = yo.

Aqui:
® vy é o dado inicial do sistema;
® y = y() é o estado do sistema (varidvel que queremos controlar);
® yu é o controle (que escolhemos para agir no sistema) ;
® Y ¢é o espaco de estado;
® U € o conjunto dos controles admissiveis.
Temosy: [0,7] — Y.
Observagdo

A complexidade de um sistema de controle depende da complexidade dos conjuntos
Y e Uaa, e sobretudo da natureza da equagdo (1).



Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagdo

Y+ Xy =u,
y(0) =yo € R,

Aquiy:[0,T] = Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.
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Pergunta

Dados yr € R, é possivel construir u tal que y(T) = yr ?



Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagdo

Y+ Xy =u,
¥(0) =y €R,
Aquiy:[0,T] = Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.

Pergunta

Dados yr € R, é possivel construir u tal que y(T) = yr ?

R.: Sim. Para isso, basta tomar qualquer fun¢do suave y tal que y(0) = yo e

y(T) =yr.
Entio basta tomar u = y’ + \y.



Locomotiva sobre um trilho retilineo

Sejam x; (1) € R a posigdo sobre a via no instante 7 € x»(7) € R sua velocidade.
Denotemos por u(f) € R o comando caracterizado pela for¢a desenvolvida pelas
rodas motoras (geradas pelos pistdes ou turbinas) sobre os trilhos. Se supormos que
existe fric¢do dindmica com o ar (e.g., quadratico na velocidade), podemos escrever
(adimensionando):

da

(1) = (1),

?(t) =u(t) — x2(2)|x2(2)].

Se supormos que o motor estd limitado, a forca u(t) deve estar compreendida entre

—Umax € Umax.



Controle de uma reacdo quimica

Seja A uma substancia quimica que é adicionada a um tanque a uma taxa constante
durante um certo tempo 7' > 0. Assuma que o valor x do pH no qual a reagio ocorre
determina a qualidade do produto final e que o valor do pH pode ser controlado
modificando a for¢a u de alguma componente de A.



Controle de uma reacdo quimica

Seja A uma substancia quimica que é adicionada a um tanque a uma taxa constante
durante um certo tempo 7' > 0. Assuma que o valor x do pH no qual a reagio ocorre
determina a qualidade do produto final e que o valor do pH pode ser controlado
modificando a for¢a u de alguma componente de A.

Supondo que a reagdo ocorre de modo que a taxa de variacio do valor x do pH é
proporcional a soma do valor atual do pH e a forca u do ingrediente controlado, i.e.,

dx
E(l) = ax + bu,

onde a e b sdo constantes positivas conhecidas.



Suponha também que a diminui¢do no rendimento devido as variacdes no valor do
pH ¢
T
/ X dt
0
e que o custo para manter a forca u é proporcional a u”.
Assim, o custo total associado ao controle u(#) durante o tempo 0 < t < T ¢
T
Cu) = / (dxz + uz) dt,
0
onde d > 0 converte os dois custos a mesma unidade comum.

O problema matematico que queremos estudar é:



Especificado o valor inicial do pH, digamos x(0), buscamos un controle u™ (¢)
durante 0 < ¢t < T que determina a resposta x*(¢) de modo que o custo

C(u(r)) :/O (a3 () + u* (1)) dt

é minimo.



Péndulo

O problema da controlabilidade do péndulo surge em muitas aplica¢des tecnoldgicas,
em particular em robdtica, onde o objetivo é controlar um brago giratério com um
motor localizado em um extremo conectando o brago ao resto da estrutura.



Para modelar o sistema, assumimos que a massa total m do brago estd localizado no
extremo livre e que a barra tem comprimento unitdrio (L = 1).

Ignorando fricgdo, como consequéncia da lei de Newton, obtemos

d*0

mﬁ(t) = —mgsin (1) + v(1),

onde 6 é o angulo do brago com respeito ao eixo vertical medido no sentido
anti-hordrio, g € a aceleracio da gravidade e v é o momento de torsdo externo
aplicado.



Para modelar o sistema, assumimos que a massa total m do brago estd localizado no
extremo livre e que a barra tem comprimento unitdrio (L = 1).

Ignorando fricgdo, como consequéncia da lei de Newton, obtemos

d*0

mﬁ(t) = —mgsin (1) + v(1),

onde 6 é o angulo do brago com respeito ao eixo vertical medido no sentido
anti-hordrio, g € a aceleracio da gravidade e v é o momento de torsdo externo
aplicado.

. o d0 .
O estado do sistema é (6, E) enquanto v € o controle.
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Assumindo m = g = 1, obtemos

d*0 .
ﬁ([) +sin6(r) = v(r).
- . N dé . ~ s
A posigio vertical estaciondria (0 = T, i 0) é uma configuracio de equilibrio se
ndo tivermos controle no sistema, i.e., v = 0. Entretanto, essa configuraccdo é
claramente instdvel .

O objetivo aqui é entender como esta instabilidade pode ser compensada por meio da
aplicacdo da forga v.



Como estacionar um carro?

Consideraremos um modelo simplificado para o movimento de um automével.




Como estacionar um carro?

Consideraremos um modelo simplificado para o movimento de um automével.

Nosso sistema serd descrito por meio de quatro dados (x1,x2, ¢, 8), onde (x1,x2) é a
posi¢do do centro do eixo dianteiro do carro, ¢ € o dngulo entre o €ixo x; € o carro e
0 o angulo entre as rodas dianteiras e o carro.



Como queremos modelar um carro e a forma de conduzi-lo, assumiremos que temos
dois controles diponiveis u; e u>, que sdo a velocidade com que se gira o volante e a
velocidade do carro, respectivamente.

Como as rodas dianteiras sdo paralelas ao vetor (cos(¢ + 6), sin(¢ + 6)), temos que
o centro do eixo dianteiro (x1, x) se move seguindo a orienta¢do deste vetor.

A velocidade deste movimento estard dada pelo controle u>, e podemos escrever

d ( x\ _ cos(p + 0)
E(}Q)iuz(sin(go—i—e) ) )



O deslocamento do eixo traseiro (x; — [ cos 6, x, — ['sin ) deve ser paralelo ao vetor
(cos @, sin @), e assim temos a condi¢do

sin np%(xl —lcos @) — cos @%(xz —Isin ) = 0. 3)

Portanto, usando a identidade
sin @ = sin ¢ cos(¢ + 0) — cos psin(y + 0)

e, substituindo (3) em (4), obtemos

li—f —upsinf = 0.

Também, pela defini¢do do controle u;, temos

o

— = Uj.
dt



Sem perda de generalidade, assumimos / = 1.

Assim, nosso sistema de controle simplificado para a conducio de um carro é

X1 0 cos(p + 0)

d | x» | _ 0 sin(p + 0)

al e | 7" o T Ging )
0 1 0



Suponha que no instante ¢ = 0 o carro estd estacionado na posi¢ao
(0,0,0,0).

Vejamos o efeito da escolha de alguns controles.

e u; = 1eu, =0, obtemos

d

7 122,9,0) = (0,0,0,1) = xi (1) = x2(1) = (1) = 0, (1) = 1.

Logo, podemos nos mover na dire¢do (0, 0,0, 1), que pode ser interpretado
simplesmente como girar o volante.



eu; =0eu, =1, obtemos

%(xhxz,go,g) =(1,0,0,0) = x,(1) = ¢, x2(t) = ¢(r) = 0(r) = 0.

Logo, podemos nos mover na dire¢éo (1,0, 0, 0), que significa que podemos
nos mover na dire¢do definida por x;.



eu; =0eu, =1, obtemos

%(xhxz,go,g) =(1,0,0,0) = x,(1) = ¢, x2(t) = ¢(r) = 0(r) = 0.

Logo, podemos nos mover na dire¢éo (1,0, 0, 0), que significa que podemos
nos mover na dire¢do definida por x;.

Combinando os controles u; e u, obtemos outros movimentos para nosso
carro.



Pousando um foguete

Consideremos um foguete tentando pousar no solo e assuma o foguete como
uma particula.

Seja x(¢) a altitude e y(7) a velocidade vertical. A altura inicial é assumida
positiva, i.e., xop > 0 e a velocidade inicial negativa, i.e., yo < 0.
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Consideremos um foguete tentando pousar no solo e assuma o foguete como
uma particula.
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O controle v é a forca gerada pelos motores e a equagdo do movimento é
dada por:

1) =
(

X y
Vﬁ=ﬂ) g
x(0) = xo



Pousando um foguete

Consideremos um foguete tentando pousar no solo e assuma o foguete como
uma particula.

Seja x(¢) a altitude e y(7) a velocidade vertical. A altura inicial é assumida
positiva, i.e., xop > 0 e a velocidade inicial negativa, i.e., yo < 0.

O controle v é a forca gerada pelos motores e a equagdo do movimento é
dada por:

X () = y(t
y’(t)=V() g
x(0) = xo

Objetivo: Dado T > 0, encontrar v tal que x(T) = y(T) = 0.



Como fazer?
Podemos calcular explicitamente a solug@o do sistema:

x(t) = xo +/0 y(s)ds,
0 = =g+ [ vy



Como fazer?
Podemos calcular explicitamente a solug@o do sistema:

x(t) = xo +/0 y(s)ds,
0 = =g+ [ vy

Assim, temos

l t
x(t) = xo + yot — Egt2 + / v(s)(r — s)ds.
0



Como fazer?
Podemos calcular explicitamente a solug@o do sistema:

x(t) = xo +/0 y(s)ds,
y(t) =yo— gt + /0 v(s)ds.

Assim, temos

l t
x(t) = xo + yot — Egt2 + / v(s)(r — s)ds.
0
Portanto, dado T > 0, um controle serd construido se e somente se:
T
| visids = g7+ o,
Or | 5)
/ v(s)sds = =gT* + xo.
0 2

Observagdo

Existe uma infinidade de solucoes para o problema (5). Este é um problema
do tipo momento!



Modo 1

Por exemplo, seja Ty € (0,T) e M > 0. Busquemos

u(t) = M, set <Ty
T 10, set>Ty

Assim, de (5) temos

MTy = gT + |yo|

7 1
M— = —gT?
3 2g + Xo

donde

_gT? +2xy (8T + |yol)?

O Gl + [yl - gT2+2xg



Modo 1
Por exemplo, seja Ty € (0,T) e M > 0. Busquemos

u(t):{ M, set < Ty

0, set> 1T
Assim, de (5) temos

MTy = gT + |yol
T? 1
M— = —gT* +x,

2 2
donde
_ 8T +2x _ (8T + Iyl)?
O T+ vl gT?2 +2xp

Como Ty < T temos que 2xp < |yo|T. O que nos diz que se quisermos um
controle como acima s6 € possivel se o tempo T for suficientemente grande.



Modo 2

Se quisermos um controle afim u(f) = « + St, para todo ¢ € (0, T), obtemos

pT?
aT—i—T = gT + |yo|
o> BT? 1,
Y A
2 + 3 Zg =+ Xo
Assim,
/3776 — X — T|Y0|,
2 0 27
oT? xo 1, Tyl
—— 04 Ze7?
g 4 g8l Tt
e, portanto,
yol T, 12xo 6]y
t) = Y4 (t— =) (o — o).
Observagdo

Note que aqui ndo temos condigdo sobre T para obter uma solugdo
matemdtica. Entretanto, note que

6)60
max [u(f)] ~r—0 —



Obrigado!!!



