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Equacoées Diferenciais Ordindrias

Estudaremos a controlabilidade de sistemas finito-dimensionais lineares do tipo
{ Y (1) = Ay(1) + Bu(r), t € [0,T],
¥(0) = yo,

onde A é uma matriz real n X n, B é uma matriz n X m, yo € R" é a configuracdo

inicial e u(r) € R™ é o controle.

e))



Equacoées Diferenciais Ordindrias

Estudaremos a controlabilidade de sistemas finito-dimensionais lineares do tipo

{ y'(t) = Ay(t) + Bu(z), t € [0, T},
y

(0) = yo, M

onde A é uma matriz real n X n, B é uma matriz n X m, yo € R" é a configuracdo

inicial e u(r) € R™ é o controle.

Observagcdo

Aqui, o estado (solugdo) y : [0, T) — R" tem n componentes e o controle
u: [0, T] — R™ tem m componentes. Obviamentente, na prdtica, m < n.



Exemplo 1: {

Ou seja

com

yi =y +u,
)’é:yz

Exemplos
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Exemplo 1: { nm
Y2=DX2
Ou seja
com

Exemplo 2: X"/ +x=u
Temos

Ou seja,

com

Exemplos



Antes de estudar o problema de controle, primeiramente precisamos relembrar como
encontrar solucdes de Equagdes Diferenciais Ordindrias.



Sistemas Lineares de EDQO’s

Considere o sistema linear de EDQO’s a coeficientes constantes:

Y =auyi+ ...+ awyn
Yo =auyi+ ...+ amyn

: )
Vo = @Y1 + -« + AuYn
¥1(0) = y0,52(0) = ¥5, - - -, ya(0) = ¥§.

Ou seja, os coeficientes a; € R, os dados iniciais yg €ERe

y][O7T]‘>R



Cason =1

Neste caso, temos a equacdo

(1) = ay(1), 1 € [0,7),
{ Y(0) = o € R, ®)

coma € R.



Cason =1

Neste caso, temos a equacdo

(1) = ay(r), t € 0,7,
{ Y(0) = o € R, L)

coma € R.
Neste caso, € facil ver que a solu¢do da equagdo € dada por

y(1) = ¢“yo.



No caso geral, podemos escrever o sistema na forma matricial

&

onde
aip

asy

Anl

(0) =Y € R".
an Aain
a an

Aan2

/(t) :Ay(t)v re [07 T]7

“

Yn



No caso geral, podemos escrever o sistema na forma matricial

Y(0) =m0, 1€ 0.7, @
y(0) =yo € R".
onde
a  ai ... an Y1
a axp» ... Qxp »2
A= , y =
Aanl an2 e Apnn Yn

A solugdo da equagdo serd dada por
¥(1) = ey,

contanto que possamos definir de maneira apropriada a (matriz) exponencial ¢ da
matriz rA.



Defini¢ao
Dada uma matriz real A n x n, definimos a matriz &* como sendo a matriz real n x n
dada por

AZ A3 Ak o n

A _ _

e _I+A+§+§...+E+..._ZH
k=0



Defini¢ao
Dada uma matriz real A n x n, definimos a matriz &* como sendo a matriz real n x n
dada por

AZ A3 Ak o n

A _ _

e _I+A+§+§...+E+..._ZH
k=0

Observagdo

Para mostrar que a série definindo ¢* converge, precisamos introduzir normas
adequadas no espago das matrizes. Entretanto, computaremos a matriz exponencial
ignorando essas questdes sobre convergéncia.



Defini¢ao
Dada uma matriz real A n x n, definimos a matriz &* como sendo a matriz real n x n
dada por

AZ A3 Ak o n
A _ _

e _I+A+§+§...+E+..._ZH
k=0

Observagdo

Para mostrar que a série definindo ¢* converge, precisamos introduzir normas
adequadas no espago das matrizes. Entretanto, computaremos a matriz exponencial
ignorando essas questdes sobre convergéncia.

Observagdo
No caso da matriz exponencial e, temos

“ e tkAk
K
k=0

onde a série é localmente uniformemente convergente no tempo.



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 é a matriz nula n x n e I a matriz identidade n x n, temos ¢° = I.



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 é a matriz nula n x n e I a matriz identidade n x n, temos ¢° = I.

d
N Eem — A



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 € a matriz nula n X n e I a matriz identidade n X n, temos L =1

d
. Eem = AV,

e Se AB = BA entio ¢" T8 = ¢*¢f. Também ¢’ B = Be™.



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 € a matriz nula n X n e I a matriz identidade n X n, temos L =1

d
. Eem = AV,

e Se AB = BA entio ¢" T8 = ¢*¢f. Também ¢’ B = Be™.
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e Se T é uma matriz invertivel, temos 7e*T~! = ™7 |



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 € a matriz nula n X n e I a matriz identidade n X n, temos L =1

d
. Ee'A = AV,

e Se AB = BA entio ¢" T8 = ¢*¢f. Também ¢’ B = Be™.

. . pa —_ —1
e Se T é uma matriz invertivel, temos 7e*T~! = ™7 |

e O caso de matrizes diagonais ¢ particularmente facil:

A O ...0 M0 ... 0

0 X ... 0 0 €2 ... 0
D= | . . . . == e =



Propriedades da Matriz exponencial

e Se 0 € a matriz nula n X n e I a matriz identidade n X n, temos L =1

d
. Ee'A = AV,

e Se AB = BA entio ¢" T8 = ¢*¢f. Também ¢’ B = Be™.

. . pa —_ —1
e Se T é uma matriz invertivel, temos 7e*T~! = ™7 |

e O caso de matrizes diagonais ¢ particularmente facil:

A O ...0 M0 ... 0

0 X ... 0 0 €2 ... 0
D= . . . . = P =

0 0 An 0 0 e>\n

e Se A € diagonalizdvel, i.e., existe uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D
tal que A = PDP™', entdio
' = P’pP!



Teorema
A solugdo do problema de valor inicial

Y () = Ay, 1€ 0.7, s
¥(0) =y € R".
é dada por
¥(1) = é"yo.
Teorema
A solugdo do problema de valor inicial
Y(8) = Ay(t) + F(1), t € [0, T], ©)
y(0) =yo € R,

com F : [0, T] — R" integdvel, é dada por

t
y(1) = My + / TIE(s)ds, 1€ [0,T)
0

onde a integragdo da fungdo vetorial =R (s) é feita entrada a entrada.



Introducdo

Lembramos que um sistema de controle € um sistema do tipo:

dy
R =H Y ad
{ dt(t) (t,y,u), t>0,y(t) €Y, u€Uu @

¥(0) = o.



Introducdo

Lembramos que um sistema de controle é um sistema do tipo:

dy
R =H Y ad
{ dt(t) (t,y,u), t>0,y(t) €Y, u€Uu @

¥(0) = o.

Onde
® vy, é o dado inicial do sistema;
® y = y(#) é o estado do sistema (varidvel que queremos controlar);
® y é o controle (que escolhemos para agir no sistema) ;
® Y ¢ o espaco de estado;
® U € o conjunto dos controles admissiveis.
Temosy: [0,7] — Y.
Observagdo

A complexidade de um sistema de controle depende da complexidade dos conjuntos
Y e Uaa, e sobretudo da natureza da equagdo (7).



Diferentes nocoes de controlabilidade

Definition
Sistema (7) é exatamente controlavel no tempo T se, para todo yo,yr € Y,
pudermos encontrar u € U,q tal que a solugdo y de (7) satisfaz y(T) = yr.



Diferentes nogoes de controlabilidade

Definition

Sistema (7) é exatamente controlavel no tempo T se, para todo yo,yr € Y,
pudermos encontrar u € U,q tal que a solugdo y de (7) satisfaz y(T) = yr.
Definition

Sistema (7) é aproximadamente controlavel no tempo T se, para todo yo, yr € Y e
todo € > 0, pudermos encontrar u € U, tal que a solucdo y de (7) satisfaz:

Iy(T) = yrlly <e.



Diferentes nogoes de controlabilidade

Definition

Sistema (7) é exatamente controlavel no tempo T se, para todo yo,yr € Y,
pudermos encontrar u € U,q tal que a solugdo y de (7) satisfaz y(T) = yr.

Definition
Sistema (7) é aproximadamente controlavel no tempo T se, para todo yo, yr € Y e
todo € > 0, pudermos encontrar u € U, tal que a solucdo y de (7) satisfaz:

Iy(T) = yrlly <e.

Definition
Sistema (7) é controlavel a zero no tempo 7 se pudermos encontrar u € U,q tal que
a solugdo y de (7) satisfaz

y(T) =0.



Yo

Yr



Definition
Sistema (7) é controlavel a trajetérias no tempo 7 se, dado uma trajetéria y, i.e.,
dada uma solug@o (conhecida) de

{ jii(r) — H(1,3,7),

1
¥(0) =%,
pudermos encontrar u € U, tal que a solugdo y de (7) satisfaz
¥(T) =¥(T)
Observagdo
Temos
]

Exatamente Controldvel —> Aproximadamente Controldvel,

Exatamente Controldvel — Controldvel a zero.

Se o sistema (7) for linear, temos

Controldvel a trajetorias —> Controldvel a zero.



<

Y(m




Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagdo

Y+ Xy =u,
y(0) =yo € R,

Aquiy:[0,T] = Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.



Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagdo

Y+ Xy =u,
y(0) =yo € R,

Aquiy:[0,T] = Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.

Pergunta

Dados yr € R, é possivel construir u tal que y(T) = yr ?



Exemplo bobo

Seja A € R, T > 0 e consideremos a equagdo

Y+ Xy =u,
¥(0) =y €R,
Aquiy:[0,T] = Reu: [0,T] — R sdo fungdes escalares.

Pergunta

Dados yr € R, é possivel construir u tal que y(T) = yr ?

R.: Sim. Para isso, basta tomar qualquer fun¢do suave y tal que y(0) = yo e

y(T) =yr.
Entio basta tomar u = y’ + \y.



Controle de EDO’s

Consideremos
y'(t) = Ay(t) + Bu(z), t € [0, T,
¥(0) = yo € R",

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

®



Controle de EDO’s

Consideremos
y'(t) = Ay(t) + Bu(z), t € [0, T,
¥(0) = yo € R",

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

®

Observagdo
Aqui, y : [0,T] — R" tem n componentes e o controle u : [0, T] — R" tem m
componentes. Obviamente, m < n.



Controle de EDO’s

Consideremos

y(0) =yo € R",
aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

{ YO =m0t B, e T .

Observagdo
Aqui, y : [0,T] — R" tem n componentes e o controle u : [0, T] — R" tem m
componentes. Obviamente, m < n.

Observagdo
Assumimos que as matrizes A e B ndo dependem do tempo. Isto é somente para
Jacilitar o entendimento.



Controle de EDO’s

Consideremos

3(0) = yo € R", ®

aqui A € Myxn(R), B € Myxm(R), y(t) € R" e u(r) € R™.

{M@=M@+M@J€MH

Observagdo
Aqui, y : [0,T] — R" tem n componentes e o controle u : [0, T] — R" tem m
componentes. Obviamente, m < n.

Observagdo
Assumimos que as matrizes A e B ndo dependem do tempo. Isto é somente para
Jacilitar o entendimento.

Pela teoria de EDO’s, temos que y € C([0, T];R") se u € L*°(0, T; R™). Na verdade,
poderfamos até mesmo considerar u € L' (0, T; R™).



Defini¢do (1 < p < +00)

Definimos L7 (0, T; R*) como sendo espago (de Banach) das aplicagées

u: (0,T) — R* fortemente mensurdveis e tal que t — ||u(t) [ é Lebesgue
integrdvel em (0,T).

Em I7(0, T; RY), definimos a norma

T 1/p
il ety = ( | o dr) .
0



Defini¢do (1 < p < +00)

Definimos L7 (0, T; R*) como sendo espago (de Banach) das aplicagées

u: (0,T) — R* fortemente mensurdveis e tal que t — ||u(t) [ é Lebesgue
integrdvel em (0,T).

Em I7(0, T; RY), definimos a norma

T 1/p
il ety = ( | o dr) .
0

Defini¢do (p = o0)

Definimos L (0, T; R*) como sendo o espago (de Banach) das aplicagées

u: (0,T) —> R* fortemente mensurdveis e tal que t — ||u(t)||gx possui supremo
essencial finito em (0, T).

Em L™ (0, T; R¥), definimos a norma

l[ull oo 0,70y = esssup [|u(t) |[ge-
te(0

’



Dado yo € R" e um controle u, temos pela formula de variagdo dos parametros:
t
y(t) = e"yo +/ " Bu(s)ds,
0

em particular

T
W(T) = e™yp +/ T By(s)ds,
0



Resolvente

Defini¢dao

Definimos o resolvente
R(t,s) = e,

Assim, a solu¢do pode ser escrita como
t
y(t) = R(1,0)yo0 +/ R(t,s)Bu(s)ds.
0

Temos as seguintes propriedades
® ReC([0,7] x [0, T]; Myxn(R));
® R(to,10) = Luxn, Vio € [0,T];
® R(t1,0)R(t2,13) = R(t1,13), V11, 0,15 € [0, T).



Resolvente

Defini¢dao

Definimos o resolvente
R(t,s) = e,

Assim, a solu¢do pode ser escrita como
t
y(t) = R(1,0)yo0 +/ R(t,s)Bu(s)ds.
0

Temos as seguintes propriedades
® ReC([0,7] x [0, T]; Myxn(R));
® R(to,10) = Luxn, Vio € [0,T];
® R(t1,0)R(t2,13) = R(t1,13), V11, 0,15 € [0, T).

Também, dado 7y € [0, 7], temos que R(z, fy) € a (tinica!) solugdo de

{ M'(t) = AM(1), t € [0, T],
M(to) = Inxn,



Matriz Gramiana
Definigcdo
Definimos a matriz Gramiana do sistema y' = Ay + Bu como sendo a matriz

T
G::/ R(T,s)BB*R(T,s)"ds.
0

A matriz G é uma matriz simétrica n X n.

Observagdo

Lembremos que se M = (a;;) com a;; € C entdo M™ = (aj;), ou seja M™ é a matriz
transposta conjugada de M.



Matriz Gramiana

Definigcdo

Definimos a matriz Gramiana do sistema y' = Ay + Bu como sendo a matriz
T
G:= / R(T,s)BB*R(T,s)"ds.
0

A matriz G é uma matriz simétrica n X n.

Observagdo
Lembremos que se M = (a;;) com a;; € C entdo M™ = (aj;), ou seja M™ é a matriz
transposta conjugada de M.

Observagdo

A matriz Gramiana é ndo-negativa, i.e., para todo x € R" temos
T
x"Gx = / |B*R(T, s)* x| ds.
0

Em particular, G ¢ invertivel se e somente se existe ¢ > 0 tal que

x*Gx > c|x*, Vx € R".



Um critério de Controle

Teorema
Seja T > 0. O sistema y' = Ay -+ Bu é exatamente controldvel, com controle
u € L*>(0,T;R™), se e somente se, sua matriz Gramiana é invertivel.

Prova: (<)

Suponha G invertivel e yo, y1 € R". Vamos levar yo a y; no tempo T.



Um critério de Controle

Teorema
Seja T > 0. O sistema y' = Ay -+ Bu é exatamente controldvel, com controle
u € L*>(0,T;R™), se e somente se, sua matriz Gramiana é invertivel.

Prova: (<)

Suponha G invertivel e yo, y1 € R". Vamos levar yo a y; no tempo T.
Tome u € L*°(0, T; R™) dada por

u(s) == B*R(T,s)*G™'(y1 — R(T,0)y0), s € (0,T).



Um critério de Controle

Teorema
Seja T > 0. O sistema y' = Ay -+ Bu é exatamente controldvel, com controle
u € L*>(0,T;R™), se e somente se, sua matriz Gramiana é invertivel.

Prova: (<)

Suponha G invertivel e yo, y1 € R". Vamos levar yo a y; no tempo T.
Tome u € L*°(0, T; R™) dada por

als) = B'R(T,5)"G™" (v — R(T,0)w0), s € (0,7).
Seja agoray € C([0, T]; R") solucdo de

{ ¥ (1) = Ay(r) + Bu(1), 1 € [0,T],
¥(0) =y € R".



Temos

Y(T) = R(T,0)yo + /OTR(T7 $)BB*R(T,s)*G™" (y1 — R(T,0)yo)ds

= R(T,0)yo + y1 — R(T,0)yo
=yi.

Portanto, o sistema € exatamente controlavel.

=)
Assuma G ndo invertivel. Assim, existe x € R" \ {0} tal que Gx = 0.

Em particular, x*Gx =0 e
T
/ X"R(T,s)BB*R(T,s) xds = 0
0

ou equivalentemente,
T
/ |B*R(T, s)*x|*ds = 0.
0

Portanto
x*R(T,s)B =0, Vse€[0,T].



Temos

Y(T) = R(T,0)yo + /OTR(T7 $)BB*R(T,s)*G™" (y1 — R(T,0)yo)ds

= R(T,0)yo + y1 — R(T,0)yo
=yi.

Portanto, o sistema € exatamente controlavel.

=)
Assuma G ndo invertivel. Assim, existe x € R" \ {0} tal que Gx = 0.

Em particular, x*Gx =0 e
T
/ X"R(T,s)BB*R(T,s) xds = 0
0

ou equivalentemente,
T
/ |B*R(T, s)*x|*ds = 0.
0

Portanto
x*R(T,s)B =0, Vse€[0,T].

Af.: Existem yp e y; em R" que ndo podemos levar de um ao outro.



Sejau € L'(0,T;R™) ey € C([0, T]; R") satisfazendo

{ y'(t) = Ay(t) + Bu(1), t € [0,T],
y(0)=0€eR",

ou seja,
¥(T) :/0 R(T, s)Bu(s)ds.

Em particular, x*y(T) = 0, e como x € R" \ {0}, existe y; € R" tal que x*y; # 0
(e.g.,y1 = x).



Sejau € L'(0,T;R™) ey € C([0, T]; R") satisfazendo

{ y'(t) = Ay(t) + Bu(1), t € [0,T],
y(0)=0€eR",

ou seja,
¥(T) :/0 R(T, s)Bu(s)ds.

Em particular, x*y(T) = 0, e como x € R" \ {0}, existe y; € R" tal que x*y; # 0
(e.g.,y1 = x).

Portanto, qualquer que seja o controle u, teremos y(T) # yi.



O controle u construido no teorema anterior tem uma propriedade bastante
interessante.

Teorema
Sejam yo,y1 € R", um controle u € L (0, T; R™) e y uma solugdo (controlada) de

{ ¥ (t) = Ay(t) + Bu(z), t € [0, T},
¥(0) = yo, ¥(T) = yi.

[ wras < [ oras

Isto é o controle construido tem norma minima em L* (0, T;R™).

Entdo



Prova: Sejav = u — u. Temos

/TR(T7 s)Bv(s)ds = TR(T, s)Bu(s)ds — /T R(T, s)Bu(s)ds
0 0 0
= ¥(T) = R(T,0)y(0) — (3(T) — R(T,0)5(0)).
Assim,
/OTR(T, s)Bv(s)ds = (y1 — R(T,0)y0) — (yi — R(T,0)yo) = 0.
Logo,

[ s = [ ras+ [ a2 [ wmos

Agora, como G* = G, temos

/ (s)v(s)ds = (y1 — R(T, 0)y0)* G / R(T, 5)Bv(s)ds,
0 0

donde ;
/0 u(s)v(s)ds = 0.

Portanto o resultado segue de (9).

©))



Exemplo

Consideremos o sistema de controle:

Temos
R(T,s):< ! T]_s>,Vs€[O,T].
Além disso
_ (T3 1) “1_ 1 1 =72
G= ( /2 T G =w5\ _rn )

Se (x1,x2)(0) = (—1,0) e (x1,x)(T) = (0,0), entdo u(r) = —35(t — T/2).
Também

12,7 T,
— 1_77_7
x1(1) T3(6 1 )
e 2
127 T
t)=——=(z— =t
x2(1) T3(2 2)7



