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Resumo

Consideramos a dinâmica unidimensional não linear do modelo de Von Kármán para

vigas dependendo de um parâmetro ε > 0, e estudamos o seu comportamento assintótico

para t grande, quando ε → 0. Introduzindo mecanismos adequados de amortecimento,

mostramos que a energia de soluções do correspondente modelo amortecido possui decai-

mento exponencial uniforme com respeito ao parâmetro ε. Afim de que seja verdadeiro,

o mecanismo de amortecimento tem que ter a escala apropriada em relação a ε. No

limite, quando ε → 0 obtemos o modelo de Berger-Timoshenko para viga amortecida,

bem como quando a energia tende exponencialmente para zero. Isso é feito tanto no caso

de amortecimento interno e na fronteira.

Palavras-chave: Von Kármán; Berger Timoshenko, Estabilização Uniforme.
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Abstract

We consider a dynamical one-dimensional nonlinear Von Kármán model for beams

depending on the parameter ε > 0 and we study their asymptotic behavior for t large,

when ε → 0. Introducing appropriate damping mechanisms we show that the energy of

solutions of the corresponding damped models decay exponential uniform with respect to

the parameter ε. In order for this to be true the damping mechanism has to have the

appropriate scale with respect to ε. In the limit as ε → 0 we obtain damped Berger-

Timoshenko beam model for which the energy tends exponentially to zero. This is done

both in the case of internal and boundary damping .

Keywords: Von Kármán; Berger Timoshenko, Uniform Stabilization.
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Introdução

Nos últimos anos, a estabilização de modelos matemáticos envolvendo estruturas

flexíveis sujeitas a vibrações tem sido consideravelmente estimulada pelo número crescente

de questões de interesse prático. Dentre esses modelos, podemos destacar aqueles rela-

cionados à engenharia estrutural moderna, que requerem mecanismos de controle ativos

para estabilizar estruturas intrinsecamente instáveis ou que possuem um amortecimento

natural muito fraco, como por exemplo, os modelos que descrevem os deslocamentos de

vigas e placas finas. Dentro desse mesmo contexto aplicado, os modelos acima menciona-

dos ainda sugerem que se considere o efeito do calor atuando sobre toda a viga (ou placa)

interagindo com os outros efeitos, o que nos leva a analisar a sensibilidade do material

diante da variação de temperatura, ou seja, verificar se as variações de temperatura influ-

enciarão as deformações do material em cada instante de tempo. Os modelos matemáticos

que regem esse tipo de fenômeno são sistemas temporais hiperbólicos/parabólicos e, teori-

camente, surge a questão de qual dos comportamentos, o parabólico ou o hiperbóico, vai

determinar o perfil das soluções, como por exemplo, o comportamento assintótico, e qual

das equações modificará o comportamento da outra.

Neste trabalho, mostramos a existência e unicidade de solução por meio da teoria de

semigrupos. Essa teoria de teve início em meados da década de 40 com os trabalhos de

K. Yosida e E. Hille. Diversos outros matemáticos contribuíram para a consolidação da

teoria, dentre eles, destacamos Lumer e Phillips. Uma das mais importantes aplicações

de semigrupos de operadores ocorre na análise de problemas em equações diferenciais

parciais. Essa teoria constitui uma forma elegante no trato dessas equações, em particular,

sistemas de evolução. A principal forma de abordagem reside no fato de que, para alguns

problemas, a solução para o problema de cauchy abstrato associado ao problema em

questão pode ser definida por semigrupo. Os Teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips

x



Introdução

estabelecem condições para que isto ocorra.

Além disso, investigamos as propriedades de decaimento de soluções para vários mode-

los de vigas amortecidas. Recentemente, foi provado que o modelo de Berger-Timoshenko

para vigas pode ser derivado como um limite singular do modelo de Von Kármán. Isso

foi feito por Perla Menzala-Zuazua em [15] e [17], no caso conservativo e várias condições

de fronteira. Aqui, a mesma análise é desenvolvida para os correspondentes de sistema

amortecidos. Esse tipo de problema tem sido estudado tanto no caso em que o termo de

amortecimento é "eficaz" no interior da viga quanto na fronteira. Nesse sentido, pode-

mos mencionar, por exemplo, os trabalhos de Lagnese-Lengering [8] e Araruna-Braz e

Silva-Zuazua [2].

É natural levantarmos a seguinte questão: Pode-se obter o amortecimento do modelo

Berger-Timoshenko como um limite singular do modelo de Von Kármán de viga amorte-

cida, de modo que as taxas de decaimento uniforme, permanecam com um parâmetro

singular tendendo a zero? De fato, a análise em [15] e [17] permite obtermos a con-

vergência de soluções em intervalos de tempo limitados. No entanto, as propriedades de

decaimento que temos em mente requer a análise de convergência quando o tempo t vai

para infinito. Lembremos que o modelo de Berger-Timoshenko descreve uma vibração

transversal de uma viga, enquanto que o sistema de Von Kármán também leva em conta

as deformações longitudinais. Portanto, o problema está intimamente relacionado ao "efi-

ciente" mecanismo de amortecimento que garante o decaimento uniforme de ambas as

componentes, longitudinal e transversal, por meio de um processo de limite singular.

O problema que estamos analisando é apenas um exemplo de uma família inteira

de problemas que surgem no contexto de "modelagem" de vibração. As conexões en-

tre os vários modelos disponíveis para um dado problema mecânico pode ser muitas

vezes descrito com precisão em termos matemáticos, por meio de uma análise singu-

lar "subjacente" do problema de perturbação. Nesse sentido, é interessante discutirmos

o questionamento: Quais são os mecanismos de amortecimento que garantem o decai-

mento exponencial uniforme através do processo de limite singular? O problema pode

ser fácil de resolver no contexto de equações parabólicas ou, mais geralmente, quando

os modelos "básicos" tem uma natureza dissipativa intrínseca suficientemente forte. No

entanto, muitas vezes, como é o caso nos exemplos que discutimos aqui, os modelos não

são de natureza conservadora e o decaimento requer o uso dos mecanismos apropriados
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Introdução

de amortecimento na escala correta. Obviamente, para fins práticos, é desejável conseguir

esta propriedade de decaimento uniforme com uma quantidade mínima de amortecimento

tanto no que diz respeito ao seu apoio quanto na intensidade. Além disso, no contexto

de sistemas acoplados (como é o caso do problema que estamos a tratar aqui, onde as

vibrações longitudinais o transversais são acopladas) a fim de alcançar a propriedade de

decaimento desejado, o mecanismo de amortecimento tem que ser concebido de uma forma

apropriada no intuito de capturar todos os componentes do sistema. Por estas razões, a

escolha certa de termos de amortecimento está longe de ser óbvia e requer uma análise

cuidadosa, em cada caso particular.

A dependência da taxa de decaimento da quantidade de amortecimento é também

sensível à possível presença de fenômenos "overdamping". Com efeito, é conhecido que,

quando há um aumento na quantidade de amortecimento, além de um limite crítico, a

taxa do decaimento pode decrescer, contrariando a primeira intuição. Portanto, a questão

em consideração é ainda mais sutil, pois em uma primeira abordagem pode se pensar que

o problema seria facilmente resolvido colocando uma quantidade suficientemente grande

de amortecimento sob os sistemas em consideração. Porém, devido a esse fenômeno

"overdamping", isto está longe da realidade.

A fim de tornar mais preciso o problema que temos em mente, vamos recordar essen-

cialmente os trabalhos de Menzala-Zuazua em [15] e [17]. Nesses trabalhos, o seguinte

sistema de Von Kármán para vibrações de vigas que ocupa o intervalo (0, L) foi conside-

rado 
εvtt −

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

= 0, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt −
[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

= 0, 0 < x < L, t > 0
(1)

sujeito a várias condições de contorno. Em (1) w = w(x, t) representa a deformação

transversal, v = v(x, t) a longitudinal e ε > 0 é um parâmetro destinado a tender a zero.

Com condições de fronteiras adequadas, o modelo (1) admite uma solução de energia

finita (vε, wε).

A energia do sistema dada por:

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[
w2

t + w2
xx + w2

xt + εv2
t +

(
vx +

1

2
w2

x

)2
]
dx, (2)
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Introdução

tem caráter conservativo. Em [15] e [17] foi provado que, quando ε→ 0, e para condições

de contorno apropriadas, a solução de (1) é tal que wε converge (em uma topologia

adequada) para a solução do modelo de Berger-Timoshenko para vibrações transversais

de vigas

wtt + wxxxx − wxxtt −
(

1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxx = 0, (3)

em que o "efeito" da componente longitudinal deu à integral não linear em (3). É impor-

tante notar que esse comportamento limite é muito sensível às condições de contorno. De

fato, como mostrado em [17], para alguns casos, o limite w obedece a equação da viga

linear

wtt + wxxxx − wxxtt = 0. (4)

Há um termo muito natural para os modelos escalares da viga (3) e (4), a saber

wt − wxxt. Assim, em vez de (3) e (4) podemos considerar os modelos amortecidos

wtt + wxxxx − wxxtt −
(

1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxx + wt − wxxt = 0 (5)

e

wtt + wxxxx − wxxtt + wt − wxxt = 0 (6)

respectivamente. É bem conhecido que, com condições de contorno adequadas, a energia

de soluções de (5) e (6) decai exponencialmente para zero quando t → ∞. Portanto faz

sentido pensar na seguinte questão: Qual é o mecanismo de amortecimento que devemos

considerar em (1) de modo que, quando ε → 0, (1) recupera (5) ou (6) e tal que a ener-

gia de soluções do modelo amortecido corresponde ao decaimento exponencial uniforme

(com respeito ao parâmetro ε)? Obviamente, um tal mecanismo amortecido tem também

que amortecer a componente longitudinal vε do sistema (1). É então natural considerar

sistemas da forma
εvtt −

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

+ εαvt = 0, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt −
[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

+ wt − wxxt = 0, 0 < x < L, t > 0
(7)

com α ≥ 0, em que a presença do termo εαvt na primeira equação garante certa quantidade

de amortecimento na componente longitudinal.
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Introdução

Esta dissertação foi realizada tomando como base os trabalhos de Perla Menzala-

Pazoto-Zuazua [14], Perla Menzala-Zuazua [15] e Perla Menzala-Zuazua [17] e está orga-

nizada da seguinte forma:

No Capítulo 1 apresentamos os resultados clássicos que serão utilizados no desenvolvi-

mento do trabalho.

No Capítulo 2 consideramos a equação da onda linear

εutt − uxx + εαut = 0, 0 < x < π, t > 0, (8)

onde os cálculos espectrais explícitos foram desenvolvidos de modo a obtermos a taxa

de decaimento exponencial uniforme. A necessidade de escolher 0 ≤ α ≤ 1 aparece

naturalmente nos cálculos.

No Capítulo 3, estudamos as propriedades fundamentais e assintóticas do sistema (7).

Nesta finalidade, dividimos o capítulo em quatro seções. A primeira seção foi dedicada ao

estudo da existência e unicidade de solução, onde fizemos uso da teoria de semigrupos de

operadores lineares, que consiste em transformar o sistema (7) no problema equivalente

de Cauchy abstrato 
d

dt
U = AU +N(U)

U(0) = U0.

Daí, verificamos as condições impostas no Teorema de Hille-Yosida, com relação ao ope-

rador A, de tal forma a considerá-lo um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}t>0

garantindo assim que

U(t) = S(t)U0 +

∫ L

0

S(t− s)f(s, U(s))ds

representará a solução da equação de Cauchy. As segunda e terceira seções foram desti-

nadas ao estudo assintótico do sistema, quando o parâmetro t tende ao infinito. Precisa-

mente, na segunda seção, encontramos a equação de Berger-Timoshenko (3) como limite

assintótico do sistema de Von-Kármán (7), quando t tende ao infinito, na topologia fraca.

Na terceira seção mostramos ainda que, ao escolher 0 < α ≤ 1, o decaimento exponen-

cial uniforme da solução é garantido. Para isso, vamos utilizar o método que consiste

em introduzir uma perturbação adequada de energia do sistema para o qual é capaz de

xiv



Introdução

obter inequações diferenciais levando ao decaimento exponencial. No caso limite α = 0

devemos ter que a taxa de decomposição é uniforme (com respeito a ε→ 0) para soluções

com dados em bolas do espaço energia. Na quarta e última seção deste terceiro capítulo,

dedicamos a fazer uma análise do sistema (7), agora com outras condições de fronteira.

No Capítulo 4 analisaremos o sistema (1) com amortecimento na fronteira, visto que

este caso tem atraído muita atenção na última década. Em Lagnese-Leugering [8] um

mecanismo de amortecimento para sistema da forma (1) (com ε = 1) foi introduzido e

o decaimento exponencial de soluções foi provado. É bem conhecido que as soluções do

modelo de Berger-Timoshenko (3) bem como para (4), com apropriados mecanismos de

amortecimento na fronteira, decai exponencialmente. Portanto, é também natural inves-

tigar o comportamento da taxa de decaimento quando, ε→ 0, na presença de termos de

amortecimento nas condições de contorno. Para isto, destinamos o Capítulo 4, que por sua

vez está dividido em três seções. Na primeira seção, mostramos que o problema (1) está

bem posto. A segunda seção está dedicada exclusivamente ao comportamento assintótico

quando ε → 0. Finalmente, na terceira seção mostramos que a taxa de amortecimento

uniforme decai exponencialmente (com ε → 0) para solução de (1). No entanto, neste

caso, o problema de derivação do limite assintótico (com ε→ 0) passa a ser regido pelas

partes lineares da equação (3).

O Capítulo 5 é destinado à discussão do caso em que α = 0, tanto no caso de amorte-

cimento interno, quanto no caso em que temos um amortecimento de contorno. Usando

argumentos semelhantes aos capítulos anteriores, mostramos que há um decaimento ex-

ponencial da energia, embora o sistema limite tenha algumas particularidades.
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Capítulo 1

Notações e resultados

Neste capítulo fixaremos algumas notações e daremos definiçoes e resultados essenciais

à continuidade do trabalho.

1.1 Espaços funcionais

Dados Ω ⊂ Rn um aberto e uma função contínua f : Ω −→ R, define-se suporte de f,

e denota-se por supp(f), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f (x) 6= 0} . Assim, supp(f)

é um subconjunto fechado de Ω.

Uma n-upla de inteiros não negativos α = (α1, ..., αn) é denominada de multi-índice e

sua ordem é definida por |α| = α1 + ...+ αn.

Representa-se por Dα o operador de derivação de ordem |α| , isto é,

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Para α = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Por C∞
0 (Ω) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções infini-

tamente diferenciáveis definidas, e com suporte compacto, em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C∞
0 (Ω) é dado por

Exemplo 1.1.1 Seja Ω ⊂ Rn um aberto tal que B1 (0) = {x ∈ Rn; ‖x‖ < 1} compacta-

1



Notações e resultados Capítulo 1

mente contido em Ω. Consideremos f : Ω −→ R, tal que

f (x) =

∣∣∣∣∣∣ e
1

‖x‖2−1 , se ‖x‖ < 1

0, se ‖x‖ ≥ 1
,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e ‖x‖ =

(
n∑

i=1

x2
i

) 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que f ∈

C∞ (Ω) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é f ∈ C∞
0 (Ω) .

Definição 1.1.1 Diz-se que uma sequência (ϕn)n∈N em C∞
0 (Ω) converge para ϕ em

C∞
0 (Ω) , quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K de Ω tal que supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀ n ∈ N,

(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K, para todo multi-índice α.

Observação 1.1.1 É possível (ver Schwartz [20]) dotar C∞
0 (Ω) com uma topologia de

forma que a noção de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição

1.1.1.

O espaço C∞
0 (Ω), munido da convergência acima definida, será denotado por D (Ω) e

denominado de Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é todo funcional linear contínuo sobre D (Ω) . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D (Ω) → R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ) , ∀ α, β ∈ R e ∀ ϕ, ψ ∈ D (Ω) ,

(ii) T é contínua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ, em D (Ω) , então (T (ϕn))n∈N

converge para T (ϕ) , em R.

É comum denotar o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉 .

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω com as operações usuais é um espaço

vetorial, o qual representa-se por D′ (Ω).

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.
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Exemplo 1.1.2 Seja u ∈ L1
loc (Ω) . O funcional Tu : D (Ω) → R, definido por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u (x)ϕ (x) dx,

é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [11]) .

Por esta razão, identifica-se u à distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1
loc (Ω)

será identificado a uma parte (própria) de D′ (Ω) .

Exemplo 1.1.3 Consideremos 0 ∈ Ω e o funcional δ0 : D (Ω) → R, definido por

〈δ0, ϕ〉 = ϕ (0) .

Em [11], vê-se que δ0 é uma distribuição sobre Ω. Além disso, mostra-se que δ0 não é

definido por uma função de L1
loc (Ω) .

Definição 1.1.2 Diz-se que uma sequência (Tn)n∈N em D′ (Ω) converge para T em D′ (Ω) ,

quando a sequência numérica (〈Tn, ϕ〉)n∈N convergir para 〈T, ϕ〉 em R, para toda ϕ ∈

D (Ω) .

Definição 1.1.3 Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-índice. A derivada

DαT (no sentido das distribuições) de ordem |α| de T é o funcional definido em D (Ω)

por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Observação 1.1.2 Decorre da Definição 1.1.3 que cada distribuição T sobre Ω possui

derivadas de todas as ordens.

Observação 1.1.3 DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′ (Ω). De fato, vê-se

facilmente que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (ϕn)n∈N con-

vergindo para ϕ em D (Ω) . Assim, |〈DαT, ϕn〉 − 〈DαT, ϕ〉| ≤ |〈T,Dαϕn −Dαϕ〉| → 0,

quando n→∞.

Observação 1.1.4 Vê-se em Medeiros-Rivera [12] que a aplicação Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω)

tal que T 7→ DαT é linear e contínua no sentido da convergência definida em D′ (Ω) .
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Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m, sobre Ω, das (classes de) funções u ∈ Lp (Ω) tais que Dαu ∈ Lp (Ω),

para todo multi-índice α, com |α| ≤ m. Wm,p (Ω) é um espaço vetorial, qualquer que seja

1 ≤ p <∞.

Munido das normas

‖u‖W m,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖W m,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup ess
x∈Ω

|Dαu (x)| , quando p = ∞,

os espaços de sobolev Wm,p (Ω) são espaços de Banach (vide Medeiros-Rivera [12]).

Observação 1.1.5 Quando p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é denotado por Hm (Ω), o qual

munido do produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu (x)Dαv (x) dx

é um espaço de Hilbert.

Consideremos no nosso trabalho o subespaço de H1 (0, L) definido por

V =
{
u ∈ H1 (0, L) ; u(0) = 0

}
.

Em Medeiros-Miranda [11] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do

H1 (0, L) são equivalentes em V . Assim, consideraremos V munido do produto interno e

norma dados respectivamente por

((u, v)) = (ux, vx) , ‖u‖2 = |ux|2 ,

onde (·, ·) e |·| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L2 (0, L).

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, o espaço

de Banach das (classes de) funções u, definidas em ]0, T [ com valores em X, que são

4
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fortemente mensuráveis e ‖u (t)‖p
X é integrável a Lebesgue em ]0, T [, com a norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖p
X dt

) 1
p

.

Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u, definidas

em ]0, T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u (t)‖X possui supremo

essencial finito em ]0, T [, com a norma

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈]0,T [

‖u (t)‖X .

Observação 1.1.6 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é

um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.

Consideremos o espaço Lp (0, T ;X), 1 < p <∞, com X sendo Hilbert separável, então

podemos fazer a seguinte identificação

[Lp (0, T ;X)]′ ≈ Lq (0, T ;X ′) ,

onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação

[
L1 (0, T ;X)

]′ ≈ L∞ (0, T ;X ′) .

Essas identificações encontram-se detalhadamente em Lions [10].

O espaço vetorial das aplicações lineares e contínuas de D (0, T ) em X é denominado

de Espaço das Distribuições Vetoriais sobre ]0, T [ com valores em X e denotado por

D′ (0, T ;X).

Definição 1.1.4 Dada S ∈ D′ (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre ]0, T [ com valores em X dada por

〈
dnS

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
S,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (0, T ) .

5
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Exemplo 1.1.4 Dadas u ∈ Lp (0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, e ϕ ∈ D (0, T ) a aplicação Tu :

D (0, T ) → X, definida por

Tu (ϕ) =

∫ T

0

u (t)ϕ (t) dt,

integral de Bochner em X, é linear e contínua no sentido da convergência de D (0, T ),

logo uma distribuição vetorial. A aplicação u 7→ Tu é injetiva, de modo que podemos

identificar u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⊂ D′ (0, T ;X) .

Consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

}
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado

com a norma

‖u‖W m,p(0,T ;X) =

(
m∑

j=0

∥∥u(j)
∥∥p

Lp(0,T ;X)

) 1
p

,

Wm,p (0, T ;X) é um espaço de Banach (vide Adams [1]).

Observação 1.1.7 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X)

será denotado por Hm (0, T ;X), o qual, munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑

j=0

(
u(j), v(j)

)
L2(0,T ;X)

,

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X), de D (0, T ;X)

e por H−m (0, T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X).

1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.2.1 (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (Ω) ↪→ Lp (Ω), onde p ∈
[
1,

2n

n− 2m

]
.

(ii) Se n = 2m, então Hm (Ω) ↪→ Lp (Ω) , onde p ∈ [1,+∞[ .

(iii) Se n = 1 e m ≥ 1, então Hm (Ω) ↪→ L∞ (Ω).

6
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Aqui o símbolo ↪→ denota imersão contínua.

Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (Ω)
c
↪→ Lp (Ω) , onde p ∈

[
1,

2n

n− 2m

[
.

(ii) Se n = 2m, então Hm (Ω)
c
↪→ Lp (Ω) , onde p ∈ [1,+∞[ .

(iii) Se 2m > n então Hm (Ω)
c
↪→ Ck

(
Ω
)
, onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/2) ≤ k + 1.

Aqui o símbolo
c
↪→ denota imersão compacta.

Prova: Ver Brezis [4].

Teorema 1.2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é

compacto pela topologia fraca * σ (E ′, E) , onde E é um espaço de Banach.

Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.3 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [12].

Lema 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado. Se u ∈

H1
0 (Ω), então existe uma constante C > 0, tal que

‖u‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖2

L2(Ω) . (1.1)

Observação 1.2.1 Para o caso unidimensional, ou seja, Ω = (a, b), a constante da

desigualdade (1.1) é C = b− a.

Prova: Ver Adams [1] ou Brezis [4].
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Lema 1.2.5 (Desigualdade de Young) Sejam a, b constantes positivas, 1 ≤ p ≤ ∞ e

1 ≤ q ≤ ∞, tais que
1

p
+

1

q
= 1, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.6 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp (Ω) e g ∈ Lq (Ω), com 1 ≤ p ≤

∞ e
1

p
+

1

q
= 1, então fg ∈ L1 (Ω) e

‖fg‖L1(Ω) =

∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Prova: Ver Brezis [4].

Teorema 1.2.2 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u 7→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) =

(
u|Γ ,

∂u

∂νA

∣∣∣∣
Γ

, ...,
∂m−1u

∂νm−1
A

∣∣∣∣
Γ

)

de D
(
Ω
)

em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

contínua e sobrejetiva de Wm,p (Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ) .

Prova: Ver Lions [10]. �

Observação 1.2.2 Note que para o caso unidimensional, isto é, Ω = (α, β), se u ∈

Hm (α, β), então pelo Lema 1.2.2, u ∈ Cm−1 ([α, β]) . Logo faz sentido definir a função u

e suas derivadas suas derivadas na fronteira, que no caso será Γ = {α, β}.

Proposição 1.2.1 Seja Ω um abreto limitado do Rn, com fronteira Γ bem regular. Então

a aplicação

v 7→ ‖∆v‖L2(Ω)

define em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) uma norma equivalente à norma em H2(Ω).

Prova: Ver Medeiros-Miranda [13]. �
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Definição 1.2.1 Uma forma bilinear b : H ×H → R é dita

(i) Contínua se existe uma constante C tal que

|b(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ H;

(ii) Coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

b(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H.

Teorema 1.2.3 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Banach e a (u, v) uma forma

bilinear, contínua e coerciva. Para toda ϕ ∈ H ′ existe um único u ∈ H tal que

a (u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀ v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a (u, u)− 〈ϕ, u〉 = Min

v∈H

{
1

2
a (v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Prova: Ver Brezis [4]. �

Teorema 1.2.4 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e µ ∈ Lp(0, T,X),

µ′ ∈ Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞, então µ ∈ C0([0, T ] ;Y ).

Prova: Ver Brezis [4]. �

Teorema 1.2.5 (Compacidade Aubin-Lions) Suponha X ⊂ B ⊂ Y com imersão

compacta X → B onde X, Y e B são espaços de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞. Seja

F limitado em Lp(0, T,X)∩W s,r(0, T, Y ), onde s > 0 se r ≥ p e onde s > 1
r
− 1

p
se r ≤ p.

Então F é relativamente compacto em Lp(0, T, B) (e em C(0, T, B) se p = ∞).

Prova: Ver Simon [19]. �

Teorema 1.2.6 Sejam E um espaço de Banach, E ′ seu dual e (fn) uma sucessão de E ′.

Se fn → f fraco −∗ em σ(E ′, E), então ‖fn‖ ≤ C e ‖f‖ ≤ lim ‖fn‖ .

9
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Prova: Ver Brezis [4]. �

Teorema 1.2.7 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espaços de Banach. Seja (Tn)

uma sucessão de operadores lineares contínuos de E em F tais que para cada x ∈ E, Tnx

converge quando n→∞ a um limite que denotamos por Tx. Então tem-se:

(i) sup
n
‖Tn‖L(E,F ) <∞,

(ii) T ∈ L (E,F ) ,

(iii) ‖T‖L(E,F ) ≤ lim ‖Tn‖L(E,F ) .

Prova: Ver Brezis [4]. �

Teorema 1.2.8 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então
∫

Ω
uxi
dx =

∫
Γ
uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

Prova: Ver Brezis [4]. �

Teorema 1.2.9 (Fórmulas de Green ) (i) Se γ ∈ H2(Ω), então
∫

Ω

∇γ · ∇udx =

−
∫

Ω

u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).

(ii) Se u, γ ∈ H2(Ω), então
∫
Ω

u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω

u
∂γ

∂ν
− γ

∂u

∂ν
ds.

Prova: Ver Brezis [4]. �

1.3 Teoria de semigrupos de operadores lineares

O objetivo desta seção é resumir a Teoria de Semigrupo e apresentar algumas definições

relevantes para este trabalho.

Definição 1.3.1 Seja X um espaço de Banach e L (X) um operador linear e limitado de

X. Uma aplicação S : R+ → L (X) é um semigrupo de operadores lineares limitados de

X se

(i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

(ii) S (t+ s) = S (t)S (s), ∀t, s ∈ R+.

10
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Definição 1.3.2 Dizemos que o semigrupo {S(t)}t≥0 é de classe C0, ou fortemente con-

tínuo, se

lim
t→0+

‖(S (t)− I)x‖ = 0, ∀x ∈ X.

Definição 1.3.3 Dizemos que {S(t)}t≥0 é contínuo se

lim
t→0+

‖S (t)− I‖ = 0, ∀x ∈ X.

Teorema 1.3.1 Se {S(t)}t≥0 é um semigrupo de classe C0, então existem constantes

w ≥ 0 e M ≥ 1, tais que

‖ S(t) ‖≤Mewt, ∀t ≥ 0

Prova: Ver Pazy [18]. �

Corolário 1.3.1 Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0. Então, para cada x ∈ X, a

aplicação

fx : R+ → X

t → fx(t) = S(t)x

é contínua. Equivalentemente, para cada x ∈ X,

lim
t→s

S (t)x = S (s)x, ∀t, s ∈ R+.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Definição 1.3.4 Seja A, operador em X, um espaço de Banach. Denominaremos o

conjunto resolvente de A, o conjunto

ρ(A) =
{
λ ∈ C; w 7→ (λI −A)−1w ∈ L(X)

}
,

onde

L(X) = {L : X → X; é linear e contínuo} .

Definição 1.3.5 Denominaremos de espectro de A o conjunto

σ(A) = C \ ρ(A).

11
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Definição 1.3.6 Um semigrupo S(t) em X, onde 0 ≤ t < ∞, é dito Semigrupo de

Contrações, se

‖ S(t) ‖≤ 1 para todo t ≥ 0.

Definição 1.3.7 O operador A : D (A) −→ X definido por

D (A) =

{
x ∈ X : lim

h→0+

S (h)− I

h
x existe

}

e

A (x) = lim
h→0+

S (h)− I

h
x, ∀x ∈ D (A)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observação 1.3.1 Note que A é um operador linear e D(A) é um subespaço de X.

Teorema 1.3.2 Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Então,

(i) Para todo x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

S(s)xdx = S(t)x;

(ii) Para todo x ∈ X,
∫ t

0
S(s)xdx ∈ D(A) e

A
(∫ t

0

S(s)xdx

)
= S(t)x− x;

(iii) Para todo x ∈ D(A), S(t)x ∈ D(A) e

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)A(x);

(iv) Para todo x ∈ D(A),

S(t)x− S(s)x =

∫ t

s

S(τ)A(x)dτ =

∫ t

s

AS(τ)(x)dτ

Prova: Ver Pazy [18]. �

Proposição 1.3.1 Um operador fechado com domínio denso é o gerador infinitesimal de,

no máximo, um semigrupo de classe C0.

12
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Prova: Ver Gomes [7]. �

Teorema 1.3.3 Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, então A

é um operador linear fechado e D(A) = X.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Teorema 1.3.4 Sejam {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 semigrupos de classe C0 com geradores in-

finitesimais A e B, respectivamente. Então A = B se, e somente se, T (t) = S(t) para

todo t ≥ 0.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Definição 1.3.8 Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Colocando A0 = I, A1 = A e supondo que Ak−1 esteja definido, vamos definir Ak por

D (Ak) = {x ∈ D (Ak−1) : Ak−1x ∈ D (A)} ,

Akx = A (Ak−1x) , ∀x ∈ D (Ak) .

Proposição 1.3.2 Seja {S(t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A o gerador infinitesimal.

Se D (Ak) é o domínio do operador Ak, então
⋂
k

D (Ak) é denso em X.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Definição 1.3.9 Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈·, ·〉 a dualidade entre

X e X∗. Para cada x ∈ X, definimos

J (x) =
{
x∗ ∈ X∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2} .

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J (x) 6= ∅, ∀x ∈ X.

Definição 1.3.10 Uma aplicação dualidade é uma aplicação j : X −→ X∗ tal que j (x) ∈

J (x), ∀x ∈ X, além disso

‖j (x)‖ = ‖x‖ .

13
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Definição 1.3.11 Dizemos que o operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é dissipativo se,

para alguma aplicação dualidade, j

Re 〈Ax, j (x)〉 ≤ 0, ∀x ∈ D (A) .

Se, além disso, existir λ > 0, tal que Im(λI − A) = X, então dizemos que A é m-

dissipativo.

Observação 1.3.2 Se X é um espaço de Hilbert, então dizemos que A : D(A) ⊂ X → X

é dissipativo se

Re 〈Ax, x〉 ≤ 0, ∀x ∈ D (A) .

Definição 1.3.12 Dizemos que o operador A : D(A) ⊂ X −→ X é maximal se

Im(I +A) = X, isto é, para toda f ∈ X, existe u ∈ D(A) tal que (I +A)(u) = f .

Teorema 1.3.5 (Hille-Yosida) Um operador linear A, sobre um espaço de Banach X,

é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = x;

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) contém R+ e para todo λ > 0, temos

‖ (λI −A)−1 ‖≤ 1

λ
.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Teorema 1.3.1 (Lumer-Phillips) Seja X um espaço de Banach e A um operador li-

near com domínio denso em X.

(i) A é dissipativo e existe um número real λ0 > 0 tal que Im(λ0I −A) = X. Então,

A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações sobre X.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações sobre

X. Então, Im(λI −A) = X para todo λ > 0 e A dissipativo.

Prova: Ver Pazy [18]. �
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Corolário 1.3.2 Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D (A)

e Im(A) estão ambos num espaço de Banach X. Se A e seu operador dual A∗ são ambos

dissipativos, então A gera um semigrupo de contrações de classe C0.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Teorema 1.3.6 Seja A um operador linear dissipativo em X. Se D(A) = X então, A é

fechado.

Prova: Ver Pazy [18]. �

Teorema 1.3.7 Seja A um operador linear dissipativo, tal que Im(I −A) = X. Então,

se X é reflexivo, temos que D(A) = X

Prova: Ver Pazy [18]. �

Consideremos o seguinte problema semilinear de valor inicial


du (t)

dt
+Au (t) = f (t, u (t)) , t > t0,

u (t0) = u0,
(1.2)

onde−A é um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}t≥0, de classe C0, com domínio

X, Banach, e f : [t0, T ] ×X → X é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz em

u.

Definição 1.3.13 Uma função u : [0; +∞) → X é uma solução clássica de (1.2) em

[0; +∞) se u satisfaz (1.2) em [0; +∞) e se u ∈ C(R;D(A)) ∩ C1(R+;X). A função

u ∈ C([0;T ];X), dada por

u(t) = S(t− t0)u0 +

∫ t

to

S(t− s)f(s, u(s))ds

é chamada de mild solution ou solução generalizada de (1.2) em [0;T ].

Note que se f ≡ 0, então u(t) = S(t)u0, onde u0 ∈ X é a mild solution de


du (t)

dt
= Au (t) , t > 0,

u (t0) = u0,

15
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Teorema 1.3.2 Seja f : [t0, T ] × X → X contínua em t ∈ [t0, T ] e uniformemente

Lipschitz em X. Se −A é um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}t≥0 de classe

C0, em X, então para todo u0 ∈ X o problema de valor inicial (1.2) possui uma única

solução u ∈ C ([t0, T ] ;X). Além disso, a função u0 7→ u é Lipschitz contínua de X em

C ([t0, T ] ;X).

Prova: Ver Pazy [18]. �

Corolário 1.3.3 Se A e f satisfazem as condições do Teorema 1.3.2, então para toda

g ∈ C ([t0, T ] ;X) a equação integral

u (t) = g (t) +

∫ t

t0

T (t− s) f (s, u (s)) ds,

possui uma única solução u ∈ C ([t0, T ] ;X).

Prova: Ver Pazy [18]. �

A condição uniformemente Lipschitz sobre a função f no Teorema 1.3.2 assegura a

existência de uma mild solution global (ou seja, definida em todo [t0, T ]) de (1.2). Se

assumirmos que f satisfaz apenas uma condição Lipchitz local em u, uniformemente em t

em intervalos limitados, ou seja, para cada t′ ≥ 0 e c ≥ 0 constante existe uma constante

L(c, t′) tal que

‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤ L(c, t′)‖u− v‖

para todo u, v ∈ X com ‖u‖ ≤ c, ‖v‖ ≤ c, então temos a seguinte versão local do Teorema

1.3.2.

Teorema 1.3.3 Seja f : [t0,∞)×X → X contínua em t para t ≥ 0, localmente Lipschitz

em u e uniformemente contínua em t em intervalos limitados. Se −A é um gerador

infinitesimal de um semigrupo S (t), t ≥ 0 de classe C0, em X, então para todo u0 ∈ X

existe tmax ≤ ∞ tal que o problema de valor inicial (1.2) possui uma única solução u ∈

[0, tmax). Além disso, se tmax <∞ então

lim
t→tmax

‖u (t)‖X = ∞.

Prova: Ver Pazy [18]. �
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Capítulo 2

A equação da onda linear

Neste capítulo estamos interessados em analisar um sistema associado à equação da

onda amortecida com condições de fronteira de Dirichlet:

 εutt − uxx + εαut = 0, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0,
(2.1)

onde ε > 0 é um parâmetro pequeno, destinado a tender a zero.

Nosso objetivo é analisar os valores de α ≥ 0 para os quais, a taxa de decaimento de

energia das soluções de (2.1), com t→∞, é uniforme, quando ε→ 0.

A energia do sistema (2.1) é dada por

Eε(t) =
1

2

∫ π

0

[εu2
t + u2

x]dx (2.2)

e satisfaz
dEε

dt
(t) = −εα

∫ π

0

u2
tdx. (2.3)

Calculemos agora o espectro de (2.1). Usando separação de variáveis, vamos considerar

u escrita na forma u = u(x, t) = eλtsen(kx), com k ∈ Z. Então, u é solução de (2.1) se, e

somente se, λ resolve a equação quadrática

ελ2 + εαλ+ k2 = 0. (2.4)

17
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Neste caso

λ =
−εα ±

√
ε2α − 4εk2

2ε
= −ε

α−1

2
± 1

2

√
ε2(α−1) − 4k2

ε
. (2.5)

Quando ε2(α−1) − 4k2

ε
≤ 0, a parte real do autovalor λ em (2.5) é − εα−1

2
. Assim, a

fim de obtermos uma taxa de decaimento uniforme, em relação a ε, é natural tomarmos

α ≤ 1.

Quando ε2(α−1) − 4k2

ε
≥ 0, o autovalor em (2.5) com parte real maior (e decaimento

mais lento) corresponde a

λ+ = −ε
α−1

2
+

1

2

√
ε2(α−1) − 4k2

ε
. (2.6)

Por outro lado, observemos que

−2k2

ε

εα−1 +

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

=
−2k2

ε

εα−1 +

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

·
εα−1 −

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

εα−1 −
√
ε2(α−1) − 4k2

ε

=

−2k2

ε

(
εα−1 −

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

)
4k2

ε

= −1

2

(
εα−1 −

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

)
. (2.7)

Além disso, sendo ε2(α−1) − 4k2

ε
≥ 0, temos

εα−1 +

√
ε2(α−1) − 4k2

ε
≥ εα−1.

Assim,

−2k2

ε

εα−1 +

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

≤ −k
2

εα
. (2.8)
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Logo, de (2.6) - (2.8) segue que

λ+ = −ε
α−1

2
+

1

2

√
ε2(α−1) − 4k2

ε
=

−2k2

ε

εα−1 +

√
ε2(α−1) − 4k2

ε

≤ −2k2

εα
≤ − 2

εα
,

que está de acordo com a taxa de decaimento uniforme quando α ≥ 0.

Consequentemente, é natural conjecturarmos que a energia de soluções de (2.1) decai

exponencialmente para zero, quando t→∞, é uniforme quando ε→ 0, quando 0 ≤ α ≤ 1.

Para mostrarmos que esse é realmente o caso, vamos utilizar o método de perturbação da

energia Eε para obtermos uma desigualdade diferencial, levando ao decaimento exponen-

cial. Esta, será a principal ferramenta para analisarmos os modelos de vigas não lineares

nas seções seguintes.

Definamos

Fε(t) = ε

∫ π

0

uutdx. (2.9)

Então,

dFε

dt
=

∫ π

0

εuttudx+ ε

∫ π

0

u2
tdx =

∫ π

0

[uxx − εαut]udx+ ε

∫ π

0

u2
tdx

=

∫ π

0

uxxudx−
∫ π

0

εαuutdx+ ε

∫ π

0

u2
tdx

= −
∫ π

0

u2
xdx− εα

∫ π

0

uutdx+ ε

∫ π

0

u2
tdx. (2.10)

Dado δ > 0, introduzamos a energia perturbada:

Gε,δ(t) = Eε(t) + δFε(t). (2.11)

De acordo com (2.3) e (2.10) segue que

dGε,δ

dt
(t) =

d

dt
Eε(t) + δ

d

dt
Fε(t)

= −εα

∫ π

0

u2
tdx+ δ

[
ε

∫ π

0

u2
tdx−

∫ π

0

u2
xdx− εα

∫ π

0

uutdx

]
= −δ

∫ π

0

u2
xdx− (εα − δε)

∫ π

0

u2
tdx− δεα

∫ π

0

uutdx. (2.12)
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Ao usarmos as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

− δεα

∫ π

0

uutdx ≤ δεα

(∫ π

0

|u|2dx
)1/2(∫ π

0

|ut|2dx
)1/2

≤ δεαπ

(∫ π

0

|ux|2dx
)1/2(∫ π

0

|ut|2dx
)1/2

≤ δ

2

∫ π

0

u2
xdx+

δε2απ2

2

∫ π

0

u2
tdx. (2.13)

Combinando (2.12) e (2.13) deduzimos

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −δ

∫ π

0

u2
xdx− (εα − δε)

∫ π

0

u2
tdx+

δ

2

∫ π

0

u2
xdx+

δε2απ2

2

∫ π

0

u2
tdx

= −δ
2

∫ π

0

u2
xdx−

(
εα−1 − δ − δε2α−1π2

2

)
ε

∫ π

0

u2
tdx. (2.14)

Por outro lado, usando as desigualdades de Hölder, Poincaré e Young, obtemos

|Fε(t)| ≤ ε

∫ π

0

|uut|dx ≤ ε‖u‖‖ut‖ ≤ ε
√
π‖ux‖‖ut‖

≤
√
πε

(
1

2

∫ π

0

u2
xdx+

ε

2

∫ π

0

u2
tdx

)
=

√
πεEε(t). (2.15)

Daí

|Gε,δ(t)− Eε(t)| = |Eε(t)− δFε(t)− Eε(t)| = δ|Fε(t)| ≤ δ
√
πεEε(t). (2.16)

Tendo em conta (2.14), a fim de garantirmos o decaimento uniforme da energia Eε, é

suficiente escolhermos δ = δ(ε) satisfazendo:

(a) δ
√
ε→ l < 1, quando ε→ 0, de modo que, por (2.16), Gε,δ e Eε são uniformemente

equivalentes quando ε→ 0.

(b) δ ≥ c1 > 0 e
(
εα−1 − δ − δε2α−1π2

2

)
≥ c2 > 0 então, de acordo com (2.14) é imediato

obtermos
d

dt
Gε,δ(t) ≤ −min(c1, c2)Eε(t).
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Primeiro, vamos verificar (b). A fim de obtermos
(
εα−1 − δ − δε2α−1π2

2

)
≥ c2 > 0 é

suficiente escolhermos δ ≤ min
{

εα−1

4
, ε−α

2

}
que, obviamente, é compatível com o fato de

que δ ≥ c1 > 0 para todo 0 ≤ α ≤ 1. Neste respeito notemos ainda que min
{

εα−1

4
, ε−α

2

}
é constante quando ε → 0 para α = 0, 1, enquanto que ela tende para infinito quando

0 < α < 1. Assim,

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −δ

2

∫ π

0

u2
xdx− c2

ε

2

∫ π

0

u2
tdx

≤ −min{c1, c2}
2

∫ π

0

u2
xdx−min{c1, c2}

ε

2

∫ π

0

u2
tdx

= −min{c1, c2}
[
1

2

∫ π

0

u2
xdx−

ε

2

∫ π

0

u2
tdx

]
= −min{c1, c2}Eε(t).

Obviamente (a) é também compatível com a escolha anterior. No geral, é suficiente

escolhermos

δ ≤ min

{
εα−1

4
,
ε−α

2
,
ε−

1
2

2

}
para garantir o decaimento exponencial uniforme, pois

|Gε,δ(t)− Eε(t)| ≤ δ
√
πεEε ≤ δ

√
πεEε(0)

= δ
√
πε

[
1

2

∫ π

0

(εu2
1 + u2

0x)dx

]
.

Fazendo ε→ 0 e usando as convergências adequadas obtemos

|Gε,δ(t)− Eε(t)| → l

[√
π

2

∫ π

0

u2
0xdx

]
.

Resumindo, vimos que, ao escolhermos 0 ≤ α ≤ 1 (quando ε → 0), o decaimento

exponencial uniforme das soluções da equação de onda amortecida (2.1) é garantida.

Mostramos também como o método clássico de introdução de perturbações adequados da

energia pode ser usada para provar tal resultado. Isto é de suma importância no contexto

de problemas não lineares em que estes resultados não podem ser obtidos através da

análise do espectro.
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Capítulo 3

Modelos de vigas: Amortecimento

interno

Neste capítulo estudaremos os modelos de viga do sistema de Von Kármán com

condições de fronteira articuladas e na presença de amortecimento interno distribuído

ao longo de toda viga.

A fim de obtermos o modelo de Berger-Timoshenko amortecido como limite singular

quando ε→ 0, vamos supor que α > 0. O caso α = 0 será estudado no Capítulo 5 já que

um modelo de limite diferente será obtido.

Assim, para qualquer ε > 0 e 0 < α ≤ 1, temos



εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

− εαvt, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt, 0 < x < L, t > 0

v(0, t) = v(L, t) = 0, t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = 0, t > 0

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), 0 < x < L

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

(3.1)

Para isto, dividiremos o capítulo em quatro seções, onde na primeira seção estudaremos

existência e unicidade de solução. Aqui também vamos considerar o caso α = 0. As duas

seções seguintes são destinadas à análise do limite assintótico e estabilização uniforme

quando o parâmetro ε tende a zero com 0 < α ≤ 1. Por fim, na ultima seção deste
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capítulo, faremos uma análise do sistema com outras condições de fronteira.

No que segue, vamos usar c para denotar uma constante genérica positiva que pode

variar de linha para linha (a menos que seja indicado de outra forma).

3.1 Existência e unicidade de solução

Consideremos o espaço

X = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×

[
H2 ∩H1

0 (0, L)
]
×H1

0 (0, L)

munido com a norma

‖(v, y, w, z)‖2
X = ‖vx‖2 + ε‖y‖2 + ‖wxx‖2 + ‖z‖2 + ‖zx‖2,

para cada (v, y, w, z) ∈ X , onde ‖·‖ denota a norma em L2(0, L). Denotaremos o produto

interno em X por (·, ·)X .

O sistema (3.1) pode ser escrito na forma DUt = AU +N(U),

U(0) = U0,
(3.2)

onde U = [v, y, w, z]T , com y = vt e z = wt, U0 = [v0, v1, w0, w1]
T ,

D =



1 0 0 0

0 ε 0 0

0 0 1 0

0 0 0

(
1− ∂2

∂x2

)


, A =



0 1 0 0

∂2

∂x2
0 0 0

0 0 0 1

0 0 − ∂4

∂x4
0


e

N(U) =



0(
1

2
w2

x

)
x

− εαvt

0[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt


.
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Definamos o operador

D−1A : D(D−1A) ⊂ X → X

por

D−1A =



0 1 0 0

ε−1 ∂
2

∂x2
0 0 0

0 0 0 1

0 0 −
(

1− ∂2

∂x2

)−1
∂4

∂x4
0


com domínio

D(D−1A) = [(H2 ∩H1
0 )(0, L)]×H1

0 (0, L)× [(H3 ∩H2
0 )(0, L)]×

[
H2 ∩H1

0 (0, L)
]

Observemos que aqui,
(
1− ∂2

∂x2

)−1

denota a inversa do operador

(
1− ∂2

∂x2

)
: H1

0 (0, L) → H−1(0, L).

Teorema 3.1.1 Seja (v0, v1, w0, w1) ∈ X , então o problema (3.1) tem única solução

(fraca) na classe

(v, vt, w, wt) ∈ C([0,∞);X ).

Além disso, a energia total Eε(t) dada por

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[
εvt

2 + w2
t + w2

xt + w2
xx +

(
vx +

1

2
w2

x

)2
]
dx (3.3)

obedece a lei de dissipação de energia

dEε(t)

dt
= −

∫ L

0

[
εαv2

t + w2
t + w2

xt

]
dx. (3.4)

Prova: Olhemos para o sistema (3.1) na forma equivalente (3.2). Nosso objetivo é aplicar

a Teoria de Semigrupo. Inicialmente, demostremos que o operador D−1A é o gerador

infinitesimal do grupo das isometrias em X .

• D−1A é dissipativo. De fato, seja U ∈ D(D−1A), então
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(
D−1AU,U

)
X =





y

ε−1vxx

z

−
(

1− ∂2

∂x2

)
wxxxx


,


v

y

w

z




X

=

∫ L

0

yxvxdx+

∫ L

0

vxxydx+

∫ L

0

zxxwxxdx−
∫ L

0

(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxxzdx

−
∫ L

0

∂

∂x

[(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxx

]
zxdx

=

∫ L

0

(
1− ∂2

∂x2

)(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxxzdx−
∫ L

0

(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxxzdx

+

∫ L

0

∂2

∂x2

[(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxx

]
zdx

=

∫ L

0

z

(
1− ∂2

∂x2

)(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxxdx

−
∫ L

0

z

(
1− ∂2

∂x2

)(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxxdx

= 0,

para cada U ∈ D(D−1A).

• D−1A é maximal. Com efeito, seja F = (f, g, j, k)T ∈ X arbitrário, queremos

encontrar um elemento U = (v, y, w, z)T ∈ D(D−1A) tal que

(I −D−1A)U = F.

Isto é equivalente a encontrar (v, y, w, z)T ∈ D(D−1A) tal que

v − y = f

y − ε−1vxx = g

w − z = j

z +
(
1− ∂2

∂x2

)−1

wxxxx = k

(3.5)

Resolver o sistema (3.5) é equivalente a encontrarmos

{v, w} ∈
[
H2 ∩H1

0

]
(0, L)×

[
H3 ∩H2

0

]
(0, L)
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tal que  −vxx + εv = ε(f + g)

v(0, t) = v(L, t) = 0
(3.6)

e  wxxxx − wxx + w = θ

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = 0
(3.7)

onde θ =
(
1− ∂2

∂x2

)
(k + j).

Analisemos agora os sistemas (3.6) e (3.7). Para o sistema (3.6) definamos a forma

bilinear

a : H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) → R

(u, ξ) 7→ a(u, ξ) =

∫ L

0

uxξxdx+

∫ L

0

εuξdx.

Notemos que a é contínua e coerciva. De fato,

∗ a é contínua.

| a(u, ξ) | =

∣∣∣∣∫ L

0

uxξxdx+

∫ L

0

εuξdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

|uxξx|dx+

∫ L

0

ε|xξ|dx

≤ ‖ux‖‖ξx‖+ ‖u‖‖ξ‖ε ≤ c‖ux‖‖ξx‖.

∗ a é coerciva.

a(u, u) =

∫ L

0

u2
xdx+

∫ L

0

εu2dx ≥ c‖ux‖2

Definamos agora a forma bilinear

ϕ : H1
0 (0, L) → R

ξ 7→ ϕ(ξ) =

∫ L

0

εγξdx

com γ = f + g. Temos que ϕ é contínua. De fato,

|ϕ(ξ)| =

∣∣∣∣∫ L

0

εγξdx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫ L

0

|γξ|

≤ ε‖γ‖‖ξ‖ ≤ c‖ξx‖
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Logo, usando Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.2.3) podemos garantir a existência

de um único v ∈ H1
0 (0, L) tal que

a(v, ξ) = ϕ(ξ), ∀ξ ∈ H1
0 (0, L),

isto é, ∫ L

0

vxξxdx+

∫ L

0

εvξdx =

∫ L

0

εγξdx,

o que mostra v ser solução de (3.6).

Analisando agora o sistema (3.7), temos a forma bilinear

b : (H2
⋂
H1

0 )(0, L)× (H2
⋂
H1

0 )(0, L) → R

(ρ, σ) 7→ b(ρ, σ) =

∫ L

0

ρxxσxxdx+

∫ L

0

ρxσxdx+

∫ L

0

ρσdx

contínua e coerciva.

∗ b é cotínua.

|b(ρ, σ)| =

∣∣∣∣∫ L

0

ρxxσxxdx+

∫ L

0

ρxσxdx+

∫ L

0

ρσdx

∣∣∣∣
≤

∫ L

0

|ρxxσxx|dx+

∫ L

0

|ρxσx|dx+

∫ L

0

|ρσ|dx

≤ ‖ρxx‖‖σxx‖+ ‖ρx‖‖σx‖+ ‖z‖‖σ‖ ≤ c‖‖ρxx‖σxx‖

∗ b é coerciva.

b(ρ, ρ) =

∫ L

0

ρ2
xxdx+

∫ L

0

ρ2
xdx+

∫ L

0

ρ2dx ≥ ‖ρxx‖2.

Vamos definir o funcional

µ : (H2
⋂
H1

0 )(0, L) → R

σ 7→ µ(σ) =

∫ L

0

θσdx

que é contínuo. De fato,

|µ(σ)| =
∣∣∣∣∫ L

0

θσdx

∣∣∣∣ ≤ c‖θ‖‖σ‖ ≤ c‖θ‖‖σxx‖.
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Novamente usando o Teorema de Lax-Milgam, obtemos w como única solução fraca

do sistema (3.7). Isto implica que D−1A é maximal e, portanto, D−1A é o gerador

infinitesimal se semigrupo de operadores em X .

Para garantirmos a existência de soluções locais do problema (3.1), resta provarmos

que D−1N é localmente Lipschitz em X .

Claramente, se

U = [v, y, w, t]T e Ũ = [ṽ, ỹ, w̃, z̃]T

pertecem a X , então

D−1[N(U)−N(Ũ)] =


0

α

0

β


onde

α =
1

2ε
[w2

x − w̃2
x]x − εα−1(y − ỹ)

e

β =

(
1− ∂2

∂x2

)−1{[
wx

(
vx +

1

2
w2

x

)
− w̃x

(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]
x

− (z − z̃) + (wxxt − w̃xxt)

}
.

Consequentemente,

‖D−1[N(U)−N(Ũ)]‖2
X = ‖(0, α, 0, β)‖2 = ε‖α‖2 + ‖β‖2 + ‖βx‖2.

Analisemos separadamente cada termos da expressão acima.

Primeiro, observemos que α pode ser escrito como

α =
1

2ε
[(wx − w̃x)(wx + w̃x)]x − εα−1(y − ỹ)

=
1

2ε
[(wxx − w̃xx)(wx + w̃x) + (wx − w̃x)(wxx + w̃xx)]− εα−1(y − ỹ).
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Dessa forma,

‖α‖2 =

∥∥∥∥ 1

2ε
[(wxx − w̃xx)(wx + w̃x) + (wx − w̃x)(wxx + w̃xx)]− εα−1(y − ỹ)

∥∥∥∥2

≤
∥∥∥∥ 1

2ε
(wxx − w̃xx)(wx + w̃x)

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥ 1

2ε
(wx − w̃x)(wxx + w̃xx)

∥∥∥∥2

+
∥∥εα−1(y − ỹ)

∥∥2

=
1

4ε2

{∫ L

0

[(wxx − w̃xx)(wx + w̃x)]
2 dx

+

∫ L

0

[(wx − w̃x)(wxx + w̃xx)]
2 dx

}
+ ε2(α−1)‖y − ỹ‖2

≤ C

ε2

{
‖wx − w̃x‖2

∞(‖wxx‖+ ‖w̃xx‖)2

+‖wxx − w̃xx‖2(‖wx‖∞ + ‖w̃x‖∞)2
}
+Cε2(α−1)‖y − ỹ‖2. (3.8)

Usando a imersão H1(0, L) ↪→ L∞(0, L), podemos observar que

• ‖wx‖∞ ≤ c‖wx‖H1
0

= c‖wxx‖;

• ‖w̃x‖∞ ≤ c‖w̃x‖H1
0

= c‖w̃xx‖;

• ‖wx − w̃x‖∞ ≤ c‖wx − w̃x‖H1
0

= c‖(w − w̃)x‖H1
0

= c‖(w − w̃)xx‖.

Portanto,

‖α‖ ≤ C
(
‖U‖X + ‖Ũ‖X

)
‖U − Ũ‖X .

Agora, vamos estimar a norma de ‖β‖H1(0,L). A fim de simplificarmos os cálculos,

façamos

β = β1 + β2

onde

β1 =

(
1− ∂2

∂x2

)−1 [
wx

(
vx +

1

2
w2

x

)
− w̃x

(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]
x

β2 =

(
1− ∂2

∂x2

)−1

[−(z − z̃) + (wxxt − w̃xxt)]

Como o operador

(
1− ∂2

∂x2

)−1
∂

∂x
: L2(0, L) → H1

0 (0, L)
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é limitado, então

‖β1‖H1 =

∥∥∥∥∥
(

1− ∂2

∂x2

)−1 [
wx

(
vx +

1

2
w2

x

)
− w̃x

(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]
x

∥∥∥∥∥
H1

≤ c

∥∥∥∥wx

(
vx +

1

2
w2

x

)
− w̃x

(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)∥∥∥∥ . (3.9)

Adicionando e subtraindo
(
vx + 1

2
w2

x

)
w̃x em (3.9) e usando a desigualdade triangular,

obtemos

‖β1‖H1 ≤ c

∥∥∥∥wx

(
vx +

1

2
w2

x

)
− w̃x

(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
w̃x −

(
vx +

1

2
w2

x

)
w̃x

∥∥∥∥
= c

∥∥∥∥(vx +
1

2
w2

x

)
(wx − w̃x) + w̃x

[(
vx +

1

2
w2

x

)
−
(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]∥∥∥∥
≤ c

∥∥∥∥(vx +
1

2
w2

x

)
(wx − w̃x)

∥∥∥∥+ c

∥∥∥∥w̃x

[(
vx +

1

2
w2

x

)
−
(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]∥∥∥∥
= c

(∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
(wx − w̃x)

]2

dx

)1/2

+c

(∫ L

0

{
w̃x

[(
vx +

1

2
w2

x

)
−
(
ṽx +

1

2
w̃2

x

)]}2

dx

)1/2

= c

(∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
(wx − w̃x)

]2

dx

)1/2

+c

(∫ L

0

{
w̃x

[
(vx − ṽx) +

1

2

(
w2

x − w̃2
x

)]}2

dx

)1/2

= c

(∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
(wx − w̃x)

]2

dx

)1/2

+c

(∫ L

0

{
w̃x

[
(vx − ṽx) +

1

2
(wx − w̃x) (wx + w̃x)

]}2

dx

)1/2

≤ c‖wx − w̃x‖∞
∥∥∥∥vx +

1

2
w2

x

∥∥∥∥
+c‖w̃x‖∞

{
‖vx − ṽx‖+

1

2
‖wx − w̃x‖∞‖wx + w̃x‖

}
. (3.10)

Analisando os termos de (3.10) e usando a imersão H1(0, L) ↪→ L∞(0, L) como nos

termos de (3.8), temos

•
∥∥vx + 1

2
w2

x

∥∥ ≤ ‖vx‖+ 1
2
‖w2

x‖ ≤ ‖vx‖+ 1
2
‖wxx‖2.
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• ‖w2
x‖2 =

∫ L

0
w4

xdx = ‖wx‖4
L4(0,L) ≤ c‖wx‖4

H1
0

= c‖wxx‖4.

• ‖wx + w̃x‖ ≤ ‖wx‖+ ‖w̃x‖.

Logo deduzimos que

‖β1‖H1 ≤ c‖(w − w̃)xx‖
(
‖vx‖+

1

2
‖wxx‖2

)
+c‖w̃xx‖

[
‖(v − ṽ)xx‖+

1

2
‖(w − w̃)xx‖(‖wx‖+ ‖w̃x‖)

]
≤ c‖U − Ũ‖X

(
‖vx‖+

1

2
‖wxx‖2

)
+c‖w̃xx‖

[
‖U − Ũ‖X +

1

2
‖U − Ũ‖X (‖wx‖+ ‖w̃x‖)

]
= c‖U − Ũ‖X

[
‖vx‖+

1

2
‖wxx‖2 + c‖w̃xx‖+

c

2
‖w̃xx‖[‖wx‖+ ‖w̃x‖]

]
≤ c‖U − Ũ‖X

[
‖U‖X + c‖Ũ‖X +

c

2
‖Ũ‖X [‖U‖X + ‖Ũ‖X ]

]
= c(‖U‖X + ‖Ũ‖X )‖U − Ũ‖X (3.11)

Um raciocínio análogo nos permite mostrar que

‖β2‖H1 ≤ c(‖U‖X + ‖Ũ‖X )‖U − Ũ‖X .

De fato, sendo o operador
(
1− ∂2

∂x2

)−1

limitado de H−1 em H1
0 , segue

‖β2‖H1 =

∥∥∥∥∥
(

1− ∂2

∂x2

)−1

[−(z − z̃) + (wxxt − w̃xxt)]

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
(

1− ∂2

∂x2

)−1

[−(z − z̃)]

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
(

1− ∂2

∂x2

)−1
∂

∂x
(zx − Z̃x)

∥∥∥∥∥
≤ c‖z − z̃‖+ c1‖zx − z̃x‖

≤ c [‖z − z̃‖+ ‖zx − z̃x‖]

≤ c
(
‖U‖X + ‖Ũ‖X

)
‖U − Ũ‖X . (3.12)

Portanto, temos provado a existência e unicidade de solução do sistema (3.1).

Mostremos agora que (3.4) vale. De fato, multipliquemos (3.1)1 por vt e integremos
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de 0 a L.

ε

∫ L

0

vttvtdx =

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

vtdx−
∫ L

0

εαv2
t dx,

ou seja,
ε

2

d

dt
‖vt‖2 = −

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]
vxtdx−

∫ L

0

εαv2
t dx. (3.13)

Agora, multipliquemos (3.1)2 por wt e integremos de 0 a L. Assim

∫ L

0

wttwtdx+

∫ L

0

wxxxxwtdx−
∫ L

0

wxxttwtdx

=

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

wtdx−
∫ L

0

w2
t dx+

∫ L

0

wxxtwtdx.

Fazendo integração por partes obtemos

1

2

d

dt

[
‖wt‖2 + ‖wxx‖2 + ‖wxt‖2

]
+

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
wxwxtdx+

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx = 0. (3.14)

Além disso,

1

2

d

dt

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx =

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]
vxtdx+

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]
wxwxtdx (3.15)

Combinando (3.13), (3.14) e (3.15) segue

1

2

d

dt

[
‖wt‖2 + ‖wxx‖2 + ‖wxt‖2 + ε‖vt‖2 +

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx

]

+

∫ L

0

εαv2
t dx+

∫ L

0

w2
t dx+

∫ L

0

w2
xtdx = 0,

ou seja, a energia Eε definida em (3.3) obedece a lei de dissipação (3.4).

3.2 Limite assintótico quando ε→ 0

Nesta seção estudaremos o limite assintótico da solução {vε, wε} de (3.1) quando ε→ 0.

A partir da lei de dissipação de energia (3.4) garantimos que fixado (v0, v1, w0, w1) ∈ X ,
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temos

Eε(t) ≤ c

onde c independe de ε e, dessa forma, deduzimos que as sequências

{
√
εvε

t},
{
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

}
, {wε

t}, {wε
xt}, {wε

xx}

são limitadas em L∞(0,+∞;L2(0, L)) e

{εα/2vε
t}, {wε

t}, {wε
xt}

são limitadas em L2(0,+∞;L2(0, L)).

As limitações anteriores implicam que

{wε} é limitada em L∞(0,+∞; [H2 ∩H1
0 ](0, L)) (3.16)

e

{vε} é limitada em L∞(0,+∞;H1
0 (0, L)). (3.17)

Para justificar (3.17), basta observarmos que

‖vε
x‖ ≤

∥∥∥∥vε
x +

1

2
(wε

x)
2

∥∥∥∥+
1

2
‖(wε

x)
2‖ ≤

∥∥∥∥vε
x +

1

2
(wε

x)
2

∥∥∥∥+
1

2
‖wε

x‖2
L4(0,L)

≤
∥∥∥∥vε

x +
1

2
(wε

x)
2

∥∥∥∥+
1

2
‖wε

x‖2
H1

0 (0,L) =

∥∥∥∥vε
x +

1

2
(wε

x)
2

∥∥∥∥+ c‖wε
xx‖2 ≤ c

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.2.1), extraindo subsequências

(ainda denotadas pelo índice ε, a fim de simplificarmos notações) deduzimos que existem

ξ = ξ(x, t), η = η(x, t), w = w(x, t) e ρ = ρ(x, t) tais que

√
εvε

t ⇀ ξ fraco estrela em L∞(0,+∞;L2(0, L)), (3.18)

vε
x +

1

2
(wε

x)
2 ⇀ η fraco estrela em L∞(0,+∞;L2(0, L)), (3.19)
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wε ⇀ w fraco estrela em L∞(0,+∞; [H2 ∩H1
0 ](0, L)) ∩W 1,∞(0,+∞;H1

0 (0, L)) (3.20)

e

vε
x ⇀ ρ em L2 ((0, L)× (0, T )) , (3.21)

quando ε→ 0.

Vamos identificar agora o limite nos termos não lineares de (3.1). Resta ainda identi-

ficarmos o limite fraco do termo não linear

[
wε

x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)]
x

,

quando ε → 0. Para isto, observemos (3.16) e usemos o Teorema de Compacidade de

Aubin-Lions (ver Teorema 1.2.5), para deduzirmos que, quando ε→ 0,

wε → w em L∞(0, T,H2−δ(0, L)) (3.22)

para algum 0 < δ < 1 e T <∞. Combinando (3.19) e (3.22), segue que

wε
x

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
⇀ wxη em L2 ((0, L)× (0, T )) (3.23)

quando ε → 0, para qualquer T < ∞. O passo seguinte é identificar o limite fraco η em

(3.19). Das convergências (3.21) e (3.22) deduzimos que

vε
x +

1

2
(wε

x)
2 ⇀ ρ+

1

2
(wx)

2 em L2 ((0, L)× (0, T )) (3.24)

à qual, junto com (3.19), implica que

η = ρ+
1

2
w2

x. (3.25)

Afirmação η independe de x.

De fato, sendo α > 0, segue de (3.17) a existência de uma subsequência, ainda denotada
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da mesma forma, tal que

εαvt ⇀ 0 em H−1(0, T,H1
0 (0, L)), (3.26)

quando ε→ 0. Por outro lado, de (3.18)

εvtt ⇀ 0 em H−1(0, T, L2(0, L)), (3.27)

quando ε→ 0. A partir da primeira equação de (3.1), (3.24), (3.26) e (3.27) segue que

ηx =

[
ρ+

1

2
w2

x

]
x

=

{
lim
ε→0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]}
x

= lim
ε→0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
x

= lim
ε→0

[εvε
tt + εαvε

t ] = 0,

o que prova a afirmação.

Portanto, η = η(t). Integrando a identidade (3.25) de x = 0 a x = L, obtemos

η(t)L =

∫ L

0

η(t)dx =

∫ L

0

[
ρ+

1

2
w2

x

]
dx =

∫ L

0

ρdx+
1

2

∫ L

0

w2
xdx =

1

2

∫ L

0

w2
xdx

pois
∫ L

0
ρdx = 0. De fato,

∫ L

0

ρdx =

∫ L

0

lim
ε→0

vε
xdx = lim

ε→0

∫ L

0

vε
xdx = 0

desde que vε(0, t) = vε(L, t) = 0. Por isso,

ηwx = η
L

L
wx =

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wx.

Consequentemente,

[
wε

x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)]
x

= wε
xx

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
+ wε

x

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
x

⇀ wxx

(
ρ+

1

2
w2

x

)
+ wx

[
ρ+

1

2
w2

x

]
x

= wxxη + wxηx

= wxxη =

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxx em L2(0, T,H−1(0, L)),
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quando ε→ 0

Para concluirmos o nosso resultado, é suficiente identificarmos os dados iniciais do

sistema limite.

Já sabemos, por (3.1)6, que

wε(x, 0) = w0(x), 0 < x < L e 0 < ε < 1. (3.28)

Por outro lado, segue por (3.16) e o Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.2.5) que

wε → w em C([0, T ];H2−δ(0, L)),

quando ε→ 0 para algum δ > 0 e T <∞. Assim

wε(·, 0) → w(·, 0), em H2−δ(0, L). (3.29)

Combinando (3.28) e (3.29), temos w(x, 0) = w0(x), com 0 < x < L.

A prova de que wε
t (x, 0) = w1(x), é feita de forma semelhante, visto que

wε
t (x, 0) = w1(x), 0 < x < L e 0 < ε < 1

e

wε
t → wt em C([0, T ], L2(0, L)).

Para obtermos essa convergência usamos novamente o Teorema 1.2.5, desde que

{wε
t} é limitada em L∞(0, T ;H1

0 (0, L)) (3.30)

e

{wε
tt} é limitada em L∞(0, T ;L2(0, L)). (3.31)

A última limitação pode ser obtida usando a identidade (3.1)2. De fato, temos

wtt − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt − wxxxx,

36



Modelos de vigas: Amortecimento Interno Capítulo 3

o que implica

(
1− ∂2

∂x2

)
wtt = −

(
wxxxx + wt − wxxt −

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

)

e, por sua vez,

wtt = −
(

1− ∂2

∂x2

)−1(
wxxxx + wt − wxxt −

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

)
.

Dessa forma, a limitação (3.31) segue devido às condições de contorno satisfeitas por

wε e o fato que wε, wε
t e

(
vε

x + 1
2
(wε

x)
2
)
wε

x são limitadas em L∞(0, T ; [H2 ∩H1
0 ](0, L)),

L∞(0, T ;H1
0 (0, L)) e L∞(0, T, L2(0, L)), respectivamente.

As convergências acima se mantém ao longo de subsequências adequadas. No entanto,

considerando que o limite em w foi identificado como única solução de
wtt + wxxxx − wxxtt −

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxx + wt − wxxt = 0 (0, L)× (0,+∞)

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = 0, t > 0

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

(3.32)

deduzimos que "toda a família" converge quando ε→ 0.

A energia do sistema (3.32) pode ser obtida se multiplicarmos (3.32)1 por wt e inte-

grarmos de 0 a L.

∫ L

0

wttwtdx+

∫ L

0

wxxxxwtdx−
∫ L

0

wxxttwtdx

−
∫ L

0

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxxwtdx+

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

wxxtwtdx = 0

ou seja,

∫ L

0

wttwtdx+

∫ L

0

wxxwxxtdx+

∫ L

0

wxttwxtdx

+

∫ L

0

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxwxtdx+

∫ L

0

w2
t dx+

∫ L

0

w2
xtdx = 0,
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isto implica que

1

2

d

dt

[
‖wt‖2 + ‖wxx‖2 + ‖wxt‖2

]
+

∫ L

0

(
1

2L

∫ L

0

w2
xdx

)
wxwxtdx+

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx = 0.

(3.33)

Por outro lado, observemos que

d

dt

1

8L

[∫ L

0

w2
xdx

]2

=
1

8L
2

[∫ L

0

w2
xdx

] [∫ L

0

2wxwxtdx

]
=

1

2L

[∫ L

0

w2
xdx

]
[wxwxtdx] . (3.34)

Desta forma, substituindo adequandamente (3.34) em (3.33), deduzimos que

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[
w2

t + w2
xx + w2

xt

]
dx+

1

8L

[∫ L

0

w2
xdx

]2

(3.35)

e está de acordo com a lei de dissipação

d

dt
Eε(t) = −

∫ L

0

[
w2

t + w2
xt

]
dx. (3.36)

É fácil vermos que em ambos (3.1) e (3.32), a energia decai exponencialmente à medida

que t → ∞. Nosso objetivo aqui é mostrar que, na verdade, a taxa de decaimento é

uniforme (quando ε → 0), desde que 0 < α ≤ 1 e localmente uniforme quando α = 0.

Embora, como dissemos no início do capítulo, quando α = 0 o limite é diferente quando

ε→ 0. Isto será analisado no Capítulo 5.

3.3 Estabilização uniforme quando ε→ 0

Estamos interessados agora em mostrar que há uma estabilização uniforme, quando ε

tende a zero, na taxa de decaimento da energia do sistema de Von Kármán. Com esse

objetivo, vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Seja {v, w} a solução global do problema (3.1) com dados iniciais no

espaço X . Suponhamos que 0 ≤ α ≤ 1. Então, existem constantes positivas c > 0 e

µ > 0, tais que

Eε(t) ≤ cEε(0)e
− µ

1+εαEε(0)
t, (3.37)
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para todo t > 0 e 0 < ε < 1.

Observação 3.3.1 Com o limite em (3.37), quando ε → 0, obtemos as seguintes taxas

de decaimento para a energia do sistema de limite (3.32):

• Se α = 0 : E(t) ≤ ce−
µ

1+E(0)
tE(0), para todo t > 0,

• Se α > 0 : E(t) ≤ ce−µtE(0), para todo t > 0.
(3.38)

Obviamente, (3.38)2 é melhor que (3.38)1, uma vez que ela se mantém uniforme para

todas as soluções e, (3.38)1 é apenas uniforme sobre os conjuntos limitados no espaço

energia. No entanto, como veremos no Capítulo 5, quando α = 0, o sistema (3.32) não é

limite. Notemos também que, para ε > 0, o decaimento estimado em (3.37) só é uniforme

em conjuntos limitados de dados iniciais. Porém, quando α > 0 e ε → 0, a dependencia

em que os dados são mais fracos, no limite, conseguimos a propriedade de decaimento

(3.38)2.

Prova do Teorema 3.3.1:

A fim de simplificarmos as notações, vamos escrever w = wε e v = vε. A prova do

teorema será dividida em três passos.

Passo 1. Vamos considerar o funcional

Fε(t) = ε

∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

[wwt + wxwxt]dx. (3.39)

Usando as equações em (3.1) segue que

dFε(t)

dt
=

d

dt

[
ε

∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

[wwt + wxwxt]dx

]
= ε

∫ L

0

[v2
t + vvtt]dx+

1

2

∫ L

0

[w2
t + wwtt + w2

xt + wxwxtt]dx (3.40)

= ε

∫ L

0

v2
t dx+ ε

∫ L

0

vvttdx+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx+
1

2

∫ L

0

[wwtt + wxwxtt]dx

39



Modelos de vigas: Amortecimento Interno Capítulo 3

Substituindo as equações (3.1)1 e (3.1)2 em (3.40), obtemos

dFε(t)

dt
= ε

∫ L

0

v2
t dx+

∫ L

0

v

([
vx +

1

2
wx

2

]
x

− εαvt

)
dx+

1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

+
1

2

∫ L

0

{
w

[
−wxxxx + wxxtt +

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt

]
+ wxwxtt

}
dx

= ε

∫ L

0

v2
t dx+

∫ L

0

v

[
vx +

1

2
wx

2

]
x

dx− εα

∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

+
1

2

∫ L

0

{
w

[
−wxxxx +

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt

]
+ wwxxtt + wxwxtt

}
dx

Finalmente, integrando por partes a expressão acima

dFε(t)

dt
= ε

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

vx

[
vx +

1

2
wx

2

]
dx− εα

∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−1

2

∫ L

0

wwxxxxdx+
1

2

∫ L

0

w

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

dx+
1

2

∫ L

0

w[wxxt − wt]dx

= ε

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

[
v2

x +
1

2
vxwx

2

]
dx− εα

∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

+
1

2

∫ L

0

wxwxxxdx−
1

2

∫ L

0

wx

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
dx+

1

2

∫ L

0

w[wxxt − wt]dx

= ε

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

[
v2

x + vxw
2
x +

1

4
wx

4

]
dx− εα

∫ L

0

vvtdx

+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx−
1

2

∫ L

0

wxx
2dx+

1

2

∫ L

0

w[wxxt − wt]dx

= ε

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

[
vx +

1

2
wx

2

]2

dx+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−1

2

∫ L

0

w2
xx +

1

2

∫ L

0

w[wxxt − wt]dx− εα

∫ L

0

vvtdx (3.41)

Além disso,∣∣∣∣∫ L

0

wwtdx

∣∣∣∣ ≤
∫ L

0

|wwt|dx ≤ ‖w‖‖wt‖ ≤
√
L‖wx‖‖wt‖

≤ L|wxx||wt|
(
η

η

)1/2

≤ L

2

[
η1/2|wxx|

]2
+
L

2

[(
1

η

)1/2

|wt|

]2

= c

∫ L

0

[
ηw2

xx +
1

η
w2

t

]
dx (3.42)
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para todo η > 0, uma vez que, pela Proposição 1.2.1, ‖wxx‖ define uma norma em

[H2 ∩H1
0 ](0, L), que é equivalente à norma induzida por H2(0, L).

Por outro lado,∣∣∣∣∫ L

0

wwxxtdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ L

0

wxwxtdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

|wxwxt|dx

≤ ‖wx‖‖wxt‖ ≤
√
L‖wxx‖‖wxt‖

(
η

η

)1/2

≤
√
L

2
[
√
η‖wxx‖]2 +

√
L

2

[√
1

η
‖wxt‖

]2

=

√
L

2

∫ L

0

[
ηw2

xx +
1

η
w2

xt

]
dx (3.43)

e

εα

∣∣∣∣∫ L

0

vvtdx

∣∣∣∣ ≤ εα

∫ L

0

|vvt|dx ≤ εα‖v‖‖vt‖
(
η

η

)1/2

≤ εα

{
1

2
[
√
η‖v‖]2 +

1

2

[√
1

η
‖vt‖

]2
}

=
εαη

2

∫ L

0

v2dx+
εα

2η

∫ L

0

v2
t dx. (3.44)

Ainda temos que

∫ L

0

v2dx ≤ L

∫ L

0

v2
xdx = L

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x −
1

2
w2

x

]2

dx

≤ L

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)2

+ w4
x

]
dx

= L

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ c

∫ L

0

w4
xdx

= L

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ c‖wx‖4
L4(0,L)

≤ L

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ c‖wx‖4
H1

0 (0,L)

= L

∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ c‖wxx‖4

= L

{∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+

(∫ L

0

w2
xxdx

)2
}
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= L

{∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+

(∫ L

0

w2
xxdx

)(∫ L

0

w2
xxdx

)}

≤ L

{∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ E(t)

∫ L

0

w2
xxdx

}

≤ L

{∫ L

0

[
vx +

1

2
w2

x

]2

dx+ E(0)

∫ L

0

w2
xxdx

}
. (3.45)

Consequentemente, de (3.44) e (3.45), obtemos

εα

∣∣∣∣∫ L

0

vvtdx

∣∣∣∣ ≤ εα

2η

∫ L

0

v2
t dx+

εαη

2

∫ L

0

v2dx (3.46)

≤ εα

2η

∫ L

0

v2
t dx+

εαη

2
c

[∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

]
.

Passo 2. Seja δ > 0, vamos definir Gε,δ(t) por

Gε,δ(t) = Eε(t) + δFε(t) (3.47)

Combinando (3.4) e (3.41)-(3.46) obtemos:

d

dt
Gε,δ(t) =

d

dt
[Eε(t) + δFε(t)] =

d

dt
Eε(t) + δ

d

dt
Fε(t)

= −
∫ L

0

(
[εαv2

t + w2
t + w2

xt

)
]dx+ δ

{
ε

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

[
vx +

1

2
wx

2

]2

dx

+
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx +
1

2

∫ L

0

w[wxxt − wt]dx−
1

2

∫ L

0

w2
xxdx− εα

∫ L

0

vvtdx

}
≤ −

∫ L

0

(
[εαv2

t + w2
t + w2

xt

)
]dx+ δε

∫ L

0

v2
t dx− δ

∫ L

0

[
vx +

1

2
wx

2

]2

dx

+
δ

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx+
δ

2

∣∣∣∣∫ L

0

wwxxtdx

∣∣∣∣− δ

2

∣∣∣∣∫ L

0

wwtdx

∣∣∣∣
−δ

2

∫ L

0

w2
xxdx− δ

∣∣∣∣εα

∫ L

0

vvtdx

∣∣∣∣ .
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Fazendo a substituição de (3.42), (3.43) e (3.46) na expressão acima, obtemos

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −εα

∫ L

0

v2
t dx−

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx+ δε

∫ L

0

v2
t dx

−δ
∫ L

0

[
vx +

1

2
wx

2

]2

dx+
δ

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx−
δ

2

∫ L

0

w2
xxdx

+
δ

2
c

∫ L

0

[
ηw2

xx +
1

η
w2

t

]
dx+

δ

2
c

∫ L

0

[
ηw2

xx +
1

η
w2

xt

]
dx

+δ

{
εα

2η

∫ L

0

v2
t dx+

εαη

2
c

[∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

]}

= −
(
εα − δε− δ

εα

2η

)∫ L

0

v2
t dx−

(
1− δ

2
+
δ

2
c
1

η

)∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−
(
δ − δ

εαη

2
c

)∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx−
(
δ

2
− δ

2
ηc− δ

εαη

2
cEε(0)

)∫ L

0

w2
xxdx

= −
(
εα − δε− δ

εα

2η

)∫ L

0

v2
t dx−

(
1− δ

(
1

2
+

c

2η

))∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ
(

1− εαη

2
c

)∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− δ

2
(1− ηc− εαηcEε(0))

∫ L

0

w2
xxdx

≤ −
(
εα−1 − δ − δ

εα−1

2η

)
ε

∫ L

0

v2
t dx−

(
1− δ

c

η

)∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ (1− εαηc)

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx

−δ
2

(1− cη(1− εαEε(0)))

∫ L

0

w2
xxdx. (3.48)

Consideremos η tal que

η =
λ

1 + εαEε(0)
, (3.49)

com λ > 0 (suficientemente pequeno e independente de ε e Eε(0)).
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Finalmente, substituindo (3.49) em (3.48) obtemos

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −

(
εα−1 − δ − δ

εα−1

2λ
1+εαEε(0)

)
ε

∫ L

0

v2
t dx−

(
1− δ

c
λ

1+εαEε(0)

)∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ
(

1− εα λ

1 + εαEε(0)
c

)∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx

−δ
2

(
1− c

λ

1 + εαEε(0)
(1 + εαEε(0))

)∫ L

0

w2
xxdx

= −
(
εα−1 − δ − δεα−1 ·

(
1 + εαEε(0)

2λ

))
ε

∫ L

0

v2
t dx

−
(

1− cδ

(
1 + εαEε(0)

λ

))∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ
(

1− cεα λ

1 + εαEε(0)

)∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx

−δ
2
(1− cλ)

∫ L

0

w2
xxdx. (3.50)

Queremos impor condições adequadas em δ (e λ) de modo que os coeficientes do lado

direito de (3.50) sejam todos menores ou iguais a − δ
2
.

Observemos que
1

η
=

1 + εαEε(0)

λ
≥ εαEε(0)

λ
≥ εα2c.

A última desigualdade segue do fato que λ > 0 é suficientemente pequeno e independente

de ε e Eε(0). Logo Eε(0)
λ

≥ 2c, c uma constante positiva. Logo,

η ≤ (εα2c)−1, (3.51)

e, assim, podemos reescrever (3.50) da seguinte forma:

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −

(
εα−1 − δ − δεα−1 ·

(
1 + εαEε(0)

2λ

))
ε

∫ L

0

v2
t dx

−
(

1− cδ

(
1 + εαEε(0)

λ

))∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ
2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− δ

2
(1− cλ)

∫ L

0

w2
xxdx. (3.52)
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Agora, vamos impor restrições a δ de modo que

c

λ
δ(1 + εαEε(0)) ≤

1

2
(3.53)

e

εα−1 − δ − 1

2λ
δ(1 + εαEε(0))ε

α−1 ≥ 1

2
. (3.54)

Satisfeitas estas condições, deduzimos que

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −1

2
ε

∫ L

0

v2
t dx−

(
1− 1

2

)∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−δ
2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− δ

2
(1− cλ)

∫ L

0

w2
xxdx

≤ −min{1, δ}ε
2

∫ L

0

v2
t dx−min{1, δ}1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−min{1, δ}1

2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx−min{1, δ}1

2

∫ L

0

w2
xxdx

= −min{1, δ}

{
1

2

∫ L

0

εv2
t + w2

t + w2
xt

(
vx +

1

2
w2

x

)2

w2
xxdx

}
= −min{1, δ}Eε(t). (3.55)

Observemos ainda das desigualdades (3.53) e (3.54) que podemos obter uma estimativa

para δ. Em outros termos, de (3.53), temos:

c

λ
δ(1 + εαEε(0)) ≤

1

2
,

ou seja,

δ ≤ λ

2c(1 + εαEε(0))
=

c

1 + εαEε(0)
.

Entretanto, usando a estimativa que já encontramos em (3.54), obtemos

εα−1 − δ − 1

2λ
cεα−1 ≥ εα−1 − δ − 1

2λ
δ(1 + εαEε(0))ε

α−1 ≥ 1

2
.

Portanto,

δ ≤ cεα−1.
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Assim, garantimos que as condições (3.53) e (3.54) se mantém quando

δ ≤ cmin

{
1

1 + εαEε(0)
, εα−1

}
(3.56)

com c > 0 suficientemente pequeno, independente de 0 < ε < 1 e da solução. Observemos

ainda que (3.55) mantém-se automaticamente se

δ ≤ c

1 + εαEε(0)
(3.57)

com c > 0 pequeno, mas independente de 0 < ε < 1 e da solução.

Passo 3. Para obtermos o decaimento exponencial de Eε usando (3.55), precisamos

comparar Eε e Gε,δ. Para fazer isso, usaremos (3.42), (3.43) e (3.46) para obtermos

|Fε(t)| =

∣∣∣∣ε ∫ L

0

vvtdx+
1

2

∫ L

0

(wwt + wxwxt) dx

∣∣∣∣
≤ 1

εα−1

[
εα

∣∣∣∣∫ L

0

vvtdx

∣∣∣∣]+
1

2

∣∣∣∣∫ L

0

wwtdx

∣∣∣∣+ 1

2

∣∣∣∣∫ L

0

wxwxtdx

∣∣∣∣
≤ ε

2η

∫ L

0

v2
t dx+

εη

2

{
c

[∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

]}

+
1

2

[
c

∫ L

0

(
ηw2

xx +
1

η
w2

t

)
dx

]
+

1

2

[
c

∫ L

0

(
ηw2

xx +
1

η
w2

xt

)
dx

]
=

ε

2η

∫ L

0

v2
t dx+

εη

2
c

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+
εη

2
cEε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

+
c

2

∫ L

0

(
ηw2

xx +
1

η
w2

t

)
dx+

c

2

∫ L

0

(
ηw2

xx +
1

η
w2

xt

)
dx

=
ε

2

∫ L

0

{
1

η
v2

t dx+ ηc

[
vx +

1

2
w2

x

]2
}
dx+

c

2η

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

+
[εη

2
Eε(0) + cη

] ∫ L

0

w2
xxdx

≤ ε

2

∫ L

0

{
v2

t dx+ c

[
vx +

1

2
w2

x

]2
}
dx+

c

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

+
[ε
2
Eε(0) + c

] ∫ L

0

w2
xxdx

≤ c[Eε(t) + εEε(t)] ≤ c[Eε(t) + εE2
ε (t)]

= c[1 + εEε(t)]Eε(t) ≤ c[1 + εEε(0)]Eε(t) (3.58)
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com c > 0 independente de 0 < ε < 1 e da solução. Consequentemente

|Gε,δ(t)− Eε(t)| = δ|Fε(t)| ≤ cδ[1 + εEε(0)]Eε(t) (3.59)

Então, com a escolha de δ como em (3.57) e tendo, se necessário, c > 0 pequeno,

podemos garantir que

|Gε,δ(t)− Eε(t)| ≤
1

2
Eε(t). (3.60)

Deste modo,

−1

2
Eε(t) ≤ Gε,δ(t)− Eε(t) ≤

1

2
Eε(t),

isto é,
1

2
Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤

3

2
Eε(t), ∀t > 0. (3.61)

Assim, multiplicando a última desigualdade e tendo em vista de (3.55), segue

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −2

3
min{1, δ}Gε,δ(t), (3.62)

o que implica
d

dt

(
Gε,δe

ct
)
≤ 0, (3.63)

onde c = 2
3
min{1, δ}.

Integrando (3.63) de 0 a t e usando (3.61) deduzimos

1

2
Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤ Gε,δ(0)e

−ct ≤ 3

2
Eε(0)e

−ct,

o que, de acordo com a escolha de δ em (3.57), implica (3.37).

3.4 Outras condições de fronteira

Nesta seção, vamos considerar ε > 0 e analisar o comportamento assintótico, quando

ε→ 0, do modelo (3.1)1-(3.1)2 com condições de Neumann em v e extremidades fixas em

47



Modelos de vigas: Amortecimento Interno Capítulo 3

w, isto é,

εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

− εαvt, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt, 0 < x < L, t > 0

vx(0, t) = vx(L, t) = 0, ∀t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wx(0, t) = wx(L, t) = 0, ∀t > 0.

(3.64)

Como estamos interessados estudar o limite assintótico de {vε, wε}, quando ε → 0,

vamos utilizar o mesmo método descrito da Seção 3.2 deste capítulo e apenas apontaremos

as medidas adicionais necessárias para este caso, devido às novas condições de contorno.

Devido à equação (3.4), obtemos limitação uniforme para a solução o que nos permite

passar o limite quando ε → 0, como na seção anterior. Novamente, o cuidado aqui é

determinar o limite fraco do termo não linear

[
wε

x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)]
x

Procedendo como na seção anterior segue que

wε
x

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
⇀ wxη em L2((0, L)× (0, T ))

quando ε → 0, e η = ρ + 1
2
w2

x independe de x. Desta forma, ainda vamos identificar por

η = η(t).

A fim de estudarmos o comportamento assintótico do problema (3.64), tomemos a

derivada em relação a x de (3.64)1, multipliquemos o resultado por a(x) = 1
4
L2−

(
x− 1

2
L
)2

e, por fim, integremos de 0 a L. Assim

∫ L

0

εvε
ttxa(x)dx−

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
xx

a(x)dx+

∫ L

0

εαvε
txa(x)dx = 0
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Fazendo integração por partes, obtemos

ε
d2

dt2

∫ L

0

vε
xa(x)dx =

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
xx

[
1

4
L2 −

(
x− 1

2
L

)2
]
dx− εα d

dt

∫ L

0

vε
xa(x)dx

=

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

] [
−x2 + xl

]
xx
dx− εα d

dt

∫ L

0

vε
xa(x)dx

= −2

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
dx− εα d

dt

∫ L

0

vε
xa(x)dx. (3.65)

Notemos que, quando fazemos integração por partes, não aparecem termos de fronteira

já que a = 0 em x = 0, L e também pelas condições de contorno (3.64) em vε e wε

garantimos que vε
x + 1

2
wε

x = 0 em x = 0, L. Desde que a ∈ L2(0, L), passando ao limite

em (3.65), quando ε→ 0, temos

ε
d2

dt2

∫ L

0

vε
xa(x)dx ⇀ −2Lη(t) (3.66)

Por outro lado, uma vez que a ∈ L2(0, L), segue

∫ L

0

vε
xa(x)dx ⇀

∫ L

0

ρ(x)a(x)dx em L2(0, T ).

Assim,

ε
d2

dt2

∫ L

0

vε
xa(x)dx→ 0 em D′(0, T ), (3.67)

quando ε→ 0.

Finalmente, de (3.66) e (3.67) e da unicidade do limite, deduzimos que

−2Lη(t) = 0.

Consequentemente, em toda análise desta seção realizada sob a condição de contorno

(3.64) possui uma taxa de decaimento de energia quando 0 < α ≤ 1. No entanto, existe

uma diferença com respeito ao caso anterior, uma vez que a equação limite agora é linear.
wtt + wxxxx − wxxtt + wt − wxxt = 0, 0 < x < L, t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wx(0, t) = wx(L, t) = 0, t > 0

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.
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Capítulo 4

Modelos de vigas: Amortecimento na

fronteira

O objetivo deste capítulo é analisar o modelo de viga no caso em que a energia do

sistema seja dissipativa por meio de mecanismos de amortecimento na fronteira.

Consideremos o sistema

εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

, 0 < x < L, t > 0,

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

, 0 < x < L, t > 0,

v(0, t) = w(0, t) = wx(0, t) = 0, t > 0[
vx +

1

2
w2

x

]
(L, t) = −εαvt(L, t), t > 0,

wxx(L, t) = −wxt(L, t), t > 0[
wxxx − wxtt −

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
(L, t) = wt(L, t), t > 0,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), 0 < x < L,

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

(4.1)

4.1 Existência e unicidade de solução

Vamos introduzir o espaço de Hilbert

H = V × L2(0, L)×W × V
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onde

V =
{
ϕ ∈ H1(0, L) : ϕ(0) = 0

}
, W =

{
ϕ ∈ L2(0, L) : ϕ(0) = ϕx(0) = 0

}
.

A norma em H é dada por

‖ (v, y, w, z) ‖2
H= ‖v‖2

H1(0,L) + ε‖y‖2 + ‖wxx‖2 + ‖z‖2
H1(0,L)

para cada (v, y, w, z) ∈ H.

No que diz respeito à existência de solução, consideremos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 (Solução Forte) Seja (v0, v1, w0, w1) ∈ [H2(0, L) ∩ V ]× V × [H3(0, L) ∩

W ] ×W com v0,x(L) + 1
2
(w0,x(L))2 = −εαv1(L) e w0,xx(L) = w1,x(L). Então, existe um

único par {v, w} que satisfaz

v ∈ L∞loc(0,+∞;H2(0, L) ∩ V ), vt ∈ L∞loc(0,+∞;V )

w ∈ L∞loc(0,+∞;H3(0, L) ∩W ), wt ∈ L∞loc(0,+∞;W )

εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

, com (x, t) ∈ (0, L)× (0,∞) (4.2)

(wtt, φ)+(wxtt, φx)−(wxxx, φx)+wt(L, t)φ(L) = −
([
vx +

1

2
w2

x

]
wx, φx

)
, ∀φ ∈ V (4.3)

e as condições de fronteira

[
vx +

1

2
w2

x

]
(L, t) = −εαvt(L, t) e wxx(L, t) = −wxt(L, t) onde t > 0. (4.4)

A prova do Teorema 4.1.1 pode ser vista no trabalho de Lagnese-Leugering [8], em que

os autores escreveram o sistema (4.1) de forma que as condições não lineares de fronteira

foram associadas a um operador contínuo e não linear. Dai, eles trataram a existência

para (4.1) usando argumentos de monotonia juntamente com a Teoria de Semigrupo.

Como nosso enfoque é estudar as propriedades relativas aos limites assintóticos anál-

ogos ao que fizemos no Capítulo 3, omitiremos a demonstração do Teorema 4.1.1.
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Observemos que soluções fortes não são soluções clássicas do sistema (4.1), pois a

equação (4.3) e a segunda condição em (4.4) são fracamente satisfeitas em um sentido

variacional.

Como em [8], diremos que t 7→ U(t) : [0;∞) → H é uma solução fraca de (4.1), se

houver uma sequência Un(t) de soluções fortes tais que Un → U em C([0;T ];H) para cada

T > 0. No que diz respeito a soluções fracas, tendo em conta que o conjunto

ϑ =

 (v0, v1, w0, w1) ∈ [H2(0, L) ∩ V ]× V × [H3(0, L) ∩W ]×W :

v0,x(L) + 1
2
(w0,x(L))2 = −εαv1(L) e w0,xx(L) = w1,xx(L)


é denso em H (ver [8]), segue o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2 (Solução fraca) Seja (v0, v1, w0, w1) ∈ H. Então, o sistema (4.1) tem

única solução fraca com

{v, vt} ∈ C([0,∞);V × L2(0, L)), {w,wt} ∈ C([0,∞);W × V ).

Além disso, a energia Eε(t) associada as soluções de (4.1) dada por

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[
w2

t + w2
xt + w2

xx + εv2
t +

(
vx +

1

2
w2

x

)2
]
dx

satisfaz
d

dt
Eε(t) = −εαv2

t (L, t)− w2
xt(L, t)− w2

t (L, t). (4.5)

A igualdade (4.5) é obtida de forma inteiramente similar ao que fizemos na Seção 3.1.

Além disso, veremos que a análise do decaimento exponencial da energia pode também

ser realizada de forma análoga ao que foi feito no capítulo anterior. Por outro lado,

mostraremos que o limite de soluções de (4.1) quando ε → 0 é a solução do modelo

de viga linear da equação de Berger-Timoshenko com condição de fronteira dissipativa

quando α > 0. O modelo de limite quando α = 0 é de natureza diferente e será também

discutido no Capítulo 5.

52



Modelos de vigas: Amortecimento na fronteira Capítulo 4

4.2 Limite assintótico quando ε→ 0

De acordo com a Seção 4.1, o problema (4.1) tem uma única solução de energia finita.

Além disso, a energia é decrescente no tempo. Isto nos fornece limites uniformes para

soluções {vε, wε} o que nos permite passar ao limite quando ε → 0 como na Seção 3.2.

A única dificuldade é, mais uma vez, identificarmos o limite fraco do termo não linear.

Temos que

wε
x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
⇀ ηwx em L2((0, L)× (0, T ))

quando ε→ 0, onde

η = ρ+
1

2
w2

x

e η = η(t), já que independe de x. Multiplicando a primeira equação de (4.1) por a(x) = x
L

e integrando de 0 a L, obtemos

∫ L

0

εvε
tta(x)dx =

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
x

a(x)dx

= − 1

L

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
dx+

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2a(x)

)
(L, t)

= −εαvε
t (L, t)−

1

L

∫ L

0

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
dx. (4.6)

O lado esquerdo da equação acima tende a zero emD′(0, L), quando ε→ 0. Analisemos

a convergência do lado direito de (4.6) quando ε→ 0

• Se α = 0, teríamos apenas vε
t (L, t) e nada poderíamos garantir sobre a convergência

para zero do termo.

• Se α < 0, o limite de εαvε
t (L, t) quando ε tende a zero, explode e, novamente, não

podemos garantir a convergência adequada.

• Se α > 0, temos que

−εαvε
t (L, t)−

1

L

∫ L

0

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
dx→ −η(t).

Portanto η = 0. Dessa forma, o limite de wε satisfaz

w ∈ L∞(0, T,W ) ∩W 1,∞(0, T, V )
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e passando (4.3) ao limite, quando ε→ 0, obtemos

−
∫ T

0

(wt, φt)dt−
∫ T

0

(wxt, φxt)dt+

∫ T

0

(wxxφxx)+

∫ T

0

wx(L, t)φxt(L)dt−
∫ T

0

w(L, t)φt(L)dt = 0,

para todo φ ∈ C([0, T ],W ), tal que φ(x, 0) = φ(x, T ) = φx(x, 0) = φx(x, T ) = 0. Além

disso, argumentando como no Seção 3.2 temos que

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

Assim, w ∈ L∞(0, T,W ) ∩W 1,∞(0, T, V ) é solução fraca do seguinte problema:

wtt + wxxxx − wxxtt = 0, 0 < x < L, t > 0

w(0, t) = wx(0, t) = 0, t > 0

wxx(L, t) = −wxt(L, t), t > 0

(wxxx − wxtt) (L, t) = wt(L, t), t > 0

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

(4.7)

O operador associado ao sistema (4.7) é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações em W ×V que denotaremos por S(·). Então, quando {w0, w1} ∈ W ×V , (4.7)

tem uma única solução global fraca S(t){w0, w1} ∈ C([0,∞);W )∩C1([0,∞);V ). Notemos

que a solução que obtivemos no limite (4.7) não é, em princípio, contínua no tempo com

valores em W e C1 com valores em V . Assim, a fim de concluirmos que a solução fraca

obtido no limite é o solução semigrupo precisamos de mais um argumento.

O semigrupo {S(t)}t>0 pode ser estendido a uma semigrupo das contrações {T (t)}t>0

em E = V × L2(0, L), onde T (t) |W×V = S(t). Podemos ver que a solução já obtido

no limite coincide com o que o semigrupo {T (t)}t>0 fornece. Na verdade, utilizando a

equação em (4.7) e a regularidade L∞([0,+∞;W ) ∩W 1,+∞([0,+∞);V ) temos que w ∈

C([0,+∞;V ) ∩ C1([0,∞);L2(0, L)) e que satisfaz a formulação fraca de (4.7) correspon-

dendo às soluções dadas pelo semigrupo {T (t)}t>0. Assim, (w(t), wt(t)) = T (t)(w0, w1).

Uma vez que, (w0, w1) pertence a W × V e {T (t)}t>0 é uma extensão do semigrupo origi-

nal {S(t)}t>0 deduzimos que (w(t), wt(t)) = S(t)(w0, w1) e, como consequência, obtemos

w ∈ C([0,∞);W ) ∩ C1([0,∞);V ).
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Notemos que a energia de (4.7) dada por

E(t) =
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt + w2
xx]dx,

satisfaz
d

dt
E(t) = −w2

t (L, t)− w2
xt(L, t).

É bem conhecido que a energia de soluções de (4.7) tende exponencialmente uniforme-

mente a zero quando t vai para infinito. Assim, é natural esperarmos que a energia de

soluções de (4.1) tenda exponencialmente uniformemente para zero quando o parâmetro

ε vai para zero. Analisemos isto na seção seguinte.

4.3 Estabilização uniforme quando ε→ 0

Nesta seção nos propomos a estudar a estabilização uniforme quando ε tende a zero.

Para tanto, vamos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 Seja {v, w} solução global (fraca) do sistema (4.1) obtida no Teorema

4.1.2. Suponhamos que 0 ≤ α ≤ 1. Então existem constantes positivas c, µ > 0 tais que

Eε(t) ≤ cEε(0)e
− µ

1+εαE(0)
t, (4.8)

quando t > 0, para todo 0 < ε < 1.

Observação 4.3.1 Como uma consequência de (4.8), fazendo ε→ 0, podemos recuperar

a propriedade de decaimento exponencial das soluções de (4.7).

Prova do Teorema 4.3.1:

Provaremos (4.8) para soluções fortes uma vez que, por densidade, o resultado é válido

para todas as soluções fracas.

Como antes, a fim de simplificarmos notações, vamos escrever w = wε, v = vε. Seja

δ > 0, consideremos a energia "perturbada" dada por

Gε,δ(t) = Eε(t) + δFε(t)
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e mostremos, como na Seção 3.3, que Gε,δ desfruta das propriedades

c1Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤ c2Eε(t) (4.9)

e
d

dt
Gε,δ(t) ≤ −c3Gε,δ(t) (4.10)

para constantes positivas c1, c2 e c3, às quais serão explicitadas posteriormente.

Neste caso, vamos considerar o funcinal Fε dado por

Fε(t) =

∫ L

0

[
x(εvxvt + wxwt) + wxt(xwx)x −

5

8
(wwt + wxwxt)−

ε

4
vvt

]
dx.

O primeiro passo para provar (4.9) e (4.10) é estimar a derivada temporal de Fε(t).

dFε

dt
(t) =

d

dt

∫ L

0

[
x(εvxvt + wxwt) + wxt(xwx)x −

5

8
(wwt + wxwxt)−

ε

4
vvt

]
dx

=

∫ L

0

x [εvxtvt + εvxvtt + wxtwt + wxwtt] dx

+

∫ L

0

[wxtt(xwx)x + wxt(xwxt)x] dx−
5

8

∫ L

0

[w2
t + wwtt]dx

−5

8

∫ L

0

[w2
xt + wxwxtt]dx−

ε

4

∫ L

0

[v2
t + vvtt]dx.

Integração por partes nos dá

∫ L

0

wxtt(xwx)xdx−
5

8

∫ L

0

wxwxttdx

= −
∫ L

0

wxxtt(xwx)dx+ [wxtt(xwx)]

∣∣∣∣L
0

+
5

8

∫ L

0

wwxxtt −
5

8
[wwxtt]

∣∣∣∣L
0

dx

= wxtt(L, t)[Lwx(L, t)]−
5

8
w(L, t)wxtt(L, t)−

∫ L

0

wxxtt

[
(xwx)−

5

8
w

]
dx

= wxtt(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
−
∫ L

0

wxxtt

[
xwx −

5

8
w

]
dx (4.11)
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Agora, usando as equações do sistema (4.1) e substituindo εvtt e wtt, obtemos:

dFε

dt
(t) =

∫ L

0

εvtt

(
xvx −

1

4
v

)
dx+

∫ L

0

wtt

[
xwx −

5

8
w

]
dx

+ε

∫ L

0

xvxtvt +

∫ L

0

xwxtwtdx+

∫ L

0

wxt(xwxt)x −
5

8

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−ε
4

∫ L

0

v2
t dx+

∫ L

0

wxtt(xwx)xdx−
5

8

∫ L

0

wxwxttdx

=

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
x

(
xvx −

1

4
v

)
dx

+

∫ L

0

{[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wxxxx + wxxtt

}(
xwx −

5

8
w

)
dx

+ε

∫ L

0

xvxtvt +

∫ L

0

xwxtwtdx+

∫ L

0

wxt(xwxt)x −
5

8

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−ε
4

∫ L

0

v2
t dx+ wxtt(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
−
∫ L

0

wxxtt

(
xwx −

5

8
w

)
dx

=

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
x

(
xvx −

1

4
v

)
dx

+

∫ L

0

{
−wxxxx +

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

}(
xwx −

5

8
w

)
dx

ε

∫ L

0

xvxtvt +

∫ L

0

xwxtwtdx+

∫ L

0

wxt(xwxt)x −
5

8

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−ε
4

∫ L

0

v2
t dx+ wxtt(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
. (4.12)

As identidades seguintes (4.13)-(4.19) são dedicadas a estimar as integrais em (4.12).

Notemos que

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
x

(
xvx −

1

4
v

)
dx

=

[
vx +

1

2
w2

x

]
(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
−
∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)(
xvxx + vx −

1

4
vx

)
dx (4.13)

= −εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
−
∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)(
xvxx −

3

4
vx

)
dx
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e

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

(
xwx −

5

8
w

)
dx

=

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

](
xwx −

5

8
w

) ∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

](
xwx −

5

8
w

)
x

dx

=

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
−
∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

(
xwxx +

3

8
wx

)
dx. (4.14)

Somando (4.13) com (4.14) obtemos a identidade

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
x

(
xvx −

1

4
v

)
dx+

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

(
xwx −

5

8
w

)
dx

= −
∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)(
xvxx −

3

4
vx

)
dx−

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

(
xwxx +

3

8
wx

)
dx

−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
= −

∫ L

0

3

4

[
v2

x + vxw
2
x +

1

4
w4

x

]
−
∫ L

0

[
xvxvxx +

1

2
xvxxw

2
x + xvxwxwxx +

1

2
xw3

xwxx

]
−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
= −3

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− 1

2

∫ L

0

x

[(
vx +

1

2
w2

x

)2
]

x

dx

−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
.
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Fazendo integração por partes, segue

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
x

(
xvx −

1

4
v

)
dx+

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

(
xwx −

5

8
w

)
dx

= −3

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+
1

2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− x

2

(
vx +

1

2
w2

x

)2 ∣∣∣∣L
0

−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
≤ −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− L

2

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)− εαvt(L, t)

[
Lvx −

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
= −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+
L

2
εαv2

t (L, t)− εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
. (4.15)

Além disso, temos

−
∫ L

0

wxxxx

(
xwx −

5

8
w

)
dx

= −wxxx(L, t)

[
Lwx −

5

8
w

]
(L, t) +

∫ L

0

wxxx

(
xwxx +

3

8
wx

)
dx

= −wxxx(L, t)

[
Lwx −

5

8
w

]
(L, t) +

1

2

∫ L

0

x
[
(wxx)

2
]
x
dx+

3

8

∫ L

0

wxwxxxdx

= −wxxx(L, t)

[
Lwx −

5

8
w

]
(L, t)− 1

2

∫ L

0

(wxx)
2dx+

[x
2
(w2

xx)
] ∣∣∣∣L

0

−3

8

∫ L

0

(wxx)
2dx+

3

8
(wxxwx)

∣∣∣∣L
0

= −wxxx(L, t)

[
Lwx −

5

8
w

]
(L, t) +

L

2
w2

xt(L, t)

+
3

8
wxx(L, t)wx(L, t)−

7

8

∫ L

0

(wxx)
2dx. (4.16)
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Para concluir esta etapa, vamos calcular mais três termos em (4.12). Primeiro

ε

∫ L

0

xvxtvtdx =
ε

2

∫ L

0

x[v2
t ]x =

ε

2
[xv2

t ]

∣∣∣∣L
0

−ε
2

∫ L

0

v2
t dx

=
ε

2
Lv2

t (L, t)−
ε

2

∫ L

0

v2
t dx

≤ εα

2
Lv2

t (L, t)−
ε

2

∫ L

0

v2
t dx, (4.17)

desde que 0 < ε < 1 e 0 ≤ α ≤ 1.

Temos também

∫ L

0

xwxtwtdx =
1

2

∫ L

0

x[w2
t ]x =

1

2

[
xw2

t

] ∣∣∣∣L
0

− 1

2

∫ L

0

w2
t dx

=
L

2
w2

t (L, t)−
1

2

∫ L

0

w2
t dx (4.18)

e

∫ L

0

wxt(xwxt)xdx =

∫ L

0

[
w2

xt + xwxt(wxt)x

]
=

∫ L

0

w2
xtdx+

1

2

∫ L

0

x[w2
xt]xdx

=

∫ L

0

w2
xtdx+

1

2

[
xw2

xt

] ∣∣∣∣L
0

−1

2

∫ L

0

w2
xtdx

=
L

2
w2

xt(L, t) +
1

2

∫ L

0

w2
xtdx. (4.19)

Subistituindo (4.15)-(4.19) em (4.12), obtemos

dFε

dt
(t) ≤ −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+
L

2
εαv2

t (L, t)

−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

(
vx +

1

2
w2

x

)
(L, t)wx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
−wxxx(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
+
L

2
w2

xt(L, t) +
3

8
wxx(L, t)wx(L, t)−

7

8

∫ L

0

w2
xxdx

60



Modelos de vigas: Amortecimento na fronteira Capítulo 4

+
εα

2
Lv2

t (L, t)−
ε

2

∫ L

0

v2
t dx+

L

2
w2

t (L, t)−
1

2

∫ L

0

w2
t dx

+
L

2
w2

xt(L, t) +
1

2

∫ L

0

w2
xtdx−

5

8

∫ L

0

[w2
t + w2

xt]dx

−ε
4

∫ L

0

v2
t dx+ wxtt(L, t)

[
Lwx(L, t)−

5

8
w(L, t)

]
= −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− 7

8

∫ L

0

w2
xxdx−

3

4
ε

∫ L

0

v2
t dx

−1

2

∫ L

0

w2
t dx+

1

2

∫ L

0

w2
xtdx−

5

8

∫ L

0

w2
t dx−

5

8

∫ L

0

w2
xtdx

−
(
wxxx − wxtt −

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

)
(L, t)

(
Lwx −

5

8
w

)
(L, t)

−εαvt(L, t)

(
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

)
+
L

2
w2

xt(L, t) +
3

8
wxx(L, t)wx(L, t)

+Lεαv2
t (L, t) +

L

2
w2

t (L, t) +
L

2
w2

xt(L, t). (4.20)

Vamos agora obter estimativas para os termos de fronteira em (4.20). Notemos ini-

cialmente que (4.1)6 implica em∣∣∣∣−(wxxx − wxtt −
(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

)
(L, t)

(
Lwx −

5

8
w

)
(L, t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−wt(L, t)

(
Lwx −

5

8
w

)
(L, t)

∣∣∣∣
= |wt(L, t)|

∣∣∣∣(Lwx −
5

8
w

)
(L, t)

∣∣∣∣ . (4.21)

Como w ∈ H2(0, L) e satisfaz as condições w(0) = wx(0) = 0, então tomando θ =

Lwx − 5
8
w, temos θ ∈ V . Assim, pelo Teorema do Traço (Teorema 1.2.2), segue que

|θ(L)| =

∣∣∣∣Lwx(L, t)−
5

8
w(L, t)

∣∣∣∣ ≤ c

∥∥∥∥Lwx −
5

8
w

∥∥∥∥
H1(0,L)

≤ c [‖wxx‖+ ‖wx‖] ≤ c‖wxx‖. (4.22)

Substituindo (4.22) em (4.21) temos:∣∣∣∣−(wxxx − wxtt −
(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

)
(L, t)

(
Lwx −

5

8
w

)
(L, t)

∣∣∣∣
≤ c|wt(L, t)|‖wxx‖ ≤

c

η
|wt(L, t)|2 + ηc

∫ L

0

w2
xxdx (4.23)
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com η > 0 e c uma constante positiva.

Por (4.1)5 e novamente usando o Teorema do Traço e a Desigualdade de Young, agora

com θ = wx ∈ V , obtemos∣∣∣∣38wxx(L, t)wx(L, t)

∣∣∣∣ =
3

8
|wxt(L, t)||wx(L, t)| ≤ c|wxt(L, t)|‖wxx‖

≤ c

η
|wxt(L, t)|2 + cη

∫ L

0

w2
xxdx. (4.24)

com η > 0.

Finalmente, temos

εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
≤ εαL|vt(L, t)vx(L, t)|+

εα

4
|vt(L, t)v(L, t)|

≤ εαc

[
2

η
v2

t (L, t) + ηv2
x(L, t) + η

∫ L

0

v2
xdx

]
(4.25)

Encontremos estimativas para os dois útimos termos do membro direito de (4.25).

Observemos que

(
vx(L, t) +

1

2
w2

x(L, t)

)2

= v2
x(L, t) + vx(L, t)w

2
x(L, t) +

1

4

(
w2

x(L, t)
)2

≥ v2
x(L, t)− |vx(L, t)w

2
x(L, t)|+

1

4

(
w2

x(L, t)
)2

≥ v2
x(L, t)−

1

2
v2

x(L, t)−
1

2
w4

x(L, t) +
1

4
w4

x(L, t)

=
1

2
v2

x(L, t)−
1

4
w4

x(L, t).

Esta desigualdade combinada com as condições de fronteira quando x = L em (4.1) nos

dá

v2
x(L, t) ≤ 2

[(
vx(L, t) +

1

2
w2

x(L, t)

)2

+
1

4
w4

x(L, t)

]

= 2

(
vx(L, t) +

1

2
w2

x(L, t)

)2

+
1

2
w4

x(L, t)

= 2ε2αv2
t (L, t) +

1

2
w4

x(L, t). (4.26)
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Aplicando o Teorema do Traço para θ = w4
x ∈ H1(0, L) e usando (4.5) segue

v2
x(L, t) ≤ 2ε2αv2

t (L, t) +
1

2
w2

x(L, t)w
2
x(L, t)

≤ 2ε2αv2
t (L, t) + cEε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

≤ 2εαv2
t (L, t) + cEε(0)

∫ L

0

w2
xxdx, (4.27)

já que 0 ≤ ε ≤ 1 e α > 0. Agora, vamos limitar o termo
∫ L

0
v2

x em (4.25). Para isto,

∫ L

0

v2
xdx ≤ 2

∫ L

0

[(
vx +

1

2
w2

x

)2

+
1

4
w4

x

]
dx

= 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c‖wx‖4
L4(0,L)

≤ 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c‖wx‖4
H1

0 (0,L)

= 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c‖wxx‖4

= 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c

(∫ L

0

w2
xxdx

)4/2

= 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c

(∫ L

0

w2
xxdx

)2

= 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ c

(∫ L

0

w2
xxdx

)(∫ L

0

w2
xxdx

)
≤ 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ cE(t)

∫ L

0

w2
xxdx

≤ 2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ cE(0)

∫ L

0

w2
xxdx, (4.28)

onde c é uma constante positiva.
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Substituindo (4.27) e (4.28) em (4.25) obtemos

εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
≤ εαc

[
2

η
v2

t (L, t) + η

(
2εαv2

t (L, t) + cEε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

)
+η

(
2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ cE(0)

∫ L

0

w2
xxdx

)]

= 2εα

[(
1

η
+ ηεα

)
v2

t (L, t) + η

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ cE(0)

∫ L

0

w2
xxdx

]
(4.29)

Dessa forma, combinando (4.20)-(4.24) e (4.29) temos

d

dt
Fε(t) ≤ −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx− 7

8

∫ L

0

w2
xxdx−

3

4
ε

∫ L

0

v2
t dx−

1

2

∫ L

0

w2
t dx

+
1

2

∫ L

0

w2
xtdx−

5

8

∫ L

0

w2
t dx−

5

8

∫ L

0

w2
xtdx

−
(
wxxx − wxtt −

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

)
(L, t)

(
Lwx −

5

8
w

)
(L, t)

−εαvt(L, t)

[
Lvx(L, t)−

1

4
v(L, t)

]
+

3

8
wxx(L, t)wx(L, t)

+Lεαv2
t (L, t) +

L

2
w2

t (L, t) + Lw2
xt(L, t)

≤ −1

4

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

− 7

8

∫ L

0

w2
xxdx−

3

4
ε

∫ L

0

v2
t dx−

1

2

∫ L

0

w2
t dx

+
1

2

∫ L

0

w2
xtdx−

5

8

∫ L

0

w2
t dx−

5

8

∫ L

0

w2
xtdx+

c

η
|wt(L, t)|2 + ηc

∫ L

0

w2
xxdx

+2cεα

[(
1

η
+ ηεα

)
v2

t (L, t) + η

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+ ηcEε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

]

+
c

η
|wxt(L, t)|2 + cη

∫ L

0

w2
xxdx+ Lεαv2

t (L, t) +
L

2
w2

t (L, t) + Lw2
xt(L, t)

= −3

4
ε

∫ L

0

v2
t dx−

9

8

∫ L

0

w2
t dx−

1

8

∫ L

0

w2
xtdx

−
(

7

8
− ηc(1 + εαEε(0))

)∫ L

0

w2
xxdx−

[
1

4
− εαηc

] ∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx

+

[
1

η
+
L

2

]
w2

t (L, t) +

[
c

η
+ L

]
w2

xt(L, t) +

[
1

η
+ ηεα + L

]
cεαv2

t (L, t). (4.30)
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Estimemos a derivada temporal de Gε,δ. Usando (4.5) obtemos:

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −εαv2

t (L, t)− w2
xt(L, t)− w2

t (L, t) + δ

{
−3

4
ε

∫ L

0

v2
t dx

−9

8

∫ L

0

w2
t dx−

1

8

∫ L

0

w2
xtdx−

(
7

8
− ηc(1 + εαEε(0))

)∫ L

0

w2
xxdx

−
[
1

4
− εαηc

] ∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx+

[
c

η
+
L

2

]
w2

t (L, t)

+

[
c

η
+ L

]
w2

xt(L, t) +

[
1

η
+ ηεα + L

]
cεαv2

t (L, t)

}

= −3δ

4
ε

∫ L

0

v2
t dx−

9δ

8

∫ L

0

w2
t dx−

δ

8

∫ L

0

w2
xtdx (4.31)

−δ
[
7

8
− ηc(1 + εαEε(0))

] ∫ L

0

w2
xxdx

−δ
[
1

4
− εαηc

] ∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx−
[
1− δ

(
c

η
+
L

2

)]
w2

t (L, t)

−
[
1− δ

(
c

η
+ L

)]
w2

xt(L, t)−
[
εα − εαδc

(
1

η
+ ηεα + L

)]
v2

t (L, t)

para alguma constante positiva c.

Agora, escolhamos η sob a condição

η =
λ

1 + εαE(0)
,

com λ > 0 (suficientemente pequeno mas independente de ε e E(0)) de modo que de

(4.31) segue

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −3δ

4
ε

∫ L

0

v2
t dx−

9δ

8

∫ L

0

w2
t dx−

δ

8

∫ L

0

w2
xtdx

−δ
[
7

8
− λc

] ∫ L

0

w2
xxdx

−δ
2

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)2

dx−
[
1− δ

(
c

η
+
L

2

)]
w2

t (L, t) (4.32)

−
[
1− δ

(
c

η
+ L

)]
w2

xt(L, t)−
[
εα − εαδc

(
1

η
+ ηεα + L

)]
v2

t (L, t)
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Também podemos escolher δ > 0 tal que

1− δc

[
L

2
+

1 + εαEε(0)

λ

]
≥ 0, 1− δc

(
L+

c(1 + εαEε(0))

λ

)
≥ 0 (4.33)

e

εα − εαδc

(
1 + εαE(0)

λ
+

εαλ

1 + εαEε(0)
+ L

)
≥ 0. (4.34)

Satisfeitas estas condições, em vista de (4.32), deduzimos que

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −δ

4
Eε(t) (4.35)

Observemos que (4.33) e (4.34) se mantém, se

δ ≤ c

1 + εαEε(0)
,

com c > 0 independente de 0 < ε < 1 e da solução. Além disso, procedendo como em

(3.58) temos

|Fε(t)| ≤ c[Eε(t) + εEε(t)
2] ≤ c[1 + εEε(0)]Eε(t)

Consequentemente,

|Gε,δ(t)− Eε(t)| = δ|Fε(t)| ≤ cδ[1 + εEε(0)]Eε(t)

e, para c suficientemente pequeno,

|Gε,δ(t)− Eε(t)| ≤
1

2
Eε(t). (4.36)

Assim, tendo em conta (4.35) e (4.36), obtemos (4.8) como queríamos.
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Capítulo 5

Estudo das equações quando α = 0

5.1 Limite assintótico: Amortecimento interno

Nesta seção nos propomos a estudar o sistema de Von Kármán para o caso α = 0, ou

seja, para cada ε > 0, consideremos

εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

+ vt 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt, 0 < x < L, t > 0

v(0, t) = v(L, t) = 0, t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = 0, t > 0

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), 0 < x < L

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L

(5.1)

A energia Eε(t) de (5.1) é dada por

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

{
εv2

t + w2
t + w2

xt + w2
xx +

(
vx +

1

2
w2

x

)2
}
dx (5.2)

e satisfaz a lei de dissipação

d

dt
Eε(t) = −

∫ L

0

[
v2

t + w2
t + w2

xt

]
dx. (5.3)

Foi provado na Seção 3.1 que (5.1) possui única solução. Vamos agora analisar o limite

assintótico, quando ε→ 0.
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Devido a (5.3), sabemos que as seguintes sequências (em ε) permanecem limitadas em

L∞ (0,+∞, L2(0, L)):

{
√
εvε

t},
{
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

}
, {wε

t}, {wε
xt}, {wε

xx}.

Procedendo como na Seção 3.2, e extraindo subsequências, podemos garantir que,

quando ε→ 0,

vε ⇀ z fraco estrela em L∞(0, T ;H1
0 (0, L)), (5.4)

wε ⇀ w fraco estrela em L∞(0, T ; [H2 ∩H1
0 ](0, L)) ∩W 1,∞(0, T ;H1

0 (0, L)), (5.5)

wε → w em L∞(0, T ;H2−δ(0, L)), (5.6)

εvε
tt ⇀ 0 em H−1(0, T ;L2(0, L)), (5.7)

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
⇀ η em L2((0, L)× (0, T ). (5.8)

Analisemos cuidadosamente o limite fraco do termo não linear

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

.

Segue de (5.4) e (5.6) que

η = zx +
1

2
w2

x. (5.9)

Assim, da primeira equação em (5.1), (5.7) e (5.9) segue

zt =

[
zx +

1

2
w2

x

]
x

.

Dessa forma, o limite

(z, w) ∈ L∞(0,∞, H1
0 (0, L))×

[
L∞(0, T, [H2 ∩H1

0 ](0, L)) ∩W 1,∞(0, T, L2(0, L))
]
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é uma solução fraca de

zt =

[
zx +

1

2
w2

x

]
x

, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
zx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

− wt + wxxt, 0 < x < L, t > 0

z(0, t) = z(L, t) = 0, t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = 0, t > 0

z(x, 0) = v0(x)

w(x, 0) = w0(x), wt(x) = w1(x), 0 < x < L

(5.10)

Notemos que no processo de limite, podemos manter o dado inicial v0 para z, mas não

para a sua velocidade zt.

O sistema (5.10) é o acoplamento entre uma equação parabólica e uma equação hiper-

bólica de quarta ordem. Neste sentido, (5.10) é semelhante a um sistema termoelástico.

A energia total associada ao problema (5.10) é dada por

E(t) =
1

2

∫ L

0

{
w2

t + w2
xt + w2

xx +

(
zx +

1

2
w2

x

)2
}
dx

e satisfaz
d

dt
E(t) = −

∫ L

0

[
z2

t + w2
t + w2

xt

]
dx.

O problema (5.10) está bem posto no espaço de energia finita

Y =
[
H2 ∩H1

0

]
(0, L)×H1

0 (0, L)×H1
0 (0, L).

De acordo com o Teorema 3.3.1 e passando ao limite quando ε → 0, a seguinte taxa

de decaimento exponencial é obtida para as soluções de (5.10):

E(t) ≤ cE(0)e−
µ

1+E(0)
t,

para todo t > 0 onde c e µ são constantes positivas.
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5.2 Limite assintótico: Amortecimento na fronteira

Consideremos agora o problema (4.1) quando α = 0, ou seja,



εvtt =

[
vx +

1

2
w2

x

]
x

, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt =

[(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
x

, 0 < x < L, t > 0

v(0, t) = w(0, t) = wx(0, t) = 0, t > 0[
vx +

1

2
w2

x

]
(L, t) = −vt(L, t), t > 0

wxx(L, t) = −wxt(L, t), t > 0[
wxxx − wxtt −

(
vx +

1

2
w2

x

)
wx

]
(L, t) = wt(L, t), t > 0

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), 0 < x < L

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), 0 < x < L.

(5.11)

Para passarmos o limite quando ε tende a zero, temos que identificar o limite fraco do

termo não linear [
wε

x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)]
x

.

Podemos garantir que

wε → w em L∞(0, T,H2−δ(0, L)) (5.12)

vε ⇀ v em L2(0, T,H1(0, L)) (5.13)

quando ε→ 0.

Logo, das convergências anteriores segue

wε
x

(
vε

x +
1

2
(wε

x)

)
⇀ ηwx em L2((0, L)× (0, T )),

quando ε→ 0 e

η = vx +
1

2
w2

x.

Seja a(x) = x
L
, 0 < x < L. Multiplicando a primeira equação de (5.11)1 por a(x) e
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integrando no espaço, obtemos

∫ L

0

εvε
tta(x)dx =

∫ L

0

[
v2

x +
1

2
(wε

x)
2

]
x

a(x)dx,

ou seja,

ε
d2

dt2

∫ L

0

vεa(x)dx =

∫ L

0

[
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

]
x

a(x)dx.

Fazendo integração por partes e usando as condições de fronteira, segue

ε
d2

dt2

∫ L

0

vεa(x)dx = − 1

L

∫ L

0

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
dx+

(
vε

x +
1

2
(wε

x)
2

)
(L, t)

= −vε
t (L, t)−

1

L
vε(L, t)− 1

2L

∫ L

0

(wε
x)

2dx. (5.14)

Devido à dissipação de energia, sabemos que {vε
t (L, t)} é limitada em L2(0,+∞).

Portanto, podemos extrair uma subsequência de vε(L, t) que converge fraco em H1
loc(0,∞)

(quando ε→ 0) para alguma função ξ = ξ(t). Então da equação (5.14), ξ satisfaz

ξt +
1

L
ξ +

1

2L

∫ L

0

w2
xdx = 0,

ou seja,

ξt +
1

L

[
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
= 0.

Por outro lado, integrando η de 0 a L, obtemos

∫ L

0

η(t)dx =

∫ L

0

(
vx +

1

2
w2

x

)
dx.

Logo,

Lη(t) =

∫ L

0

vxdx+
1

2

∫ L

0

w2
xdx

= v(L, t) +
1

2

∫ L

0

w2
xdx

= ξ(t) +
1

2

∫ L

0

w2
xdx

Além disso, desde que {vε(L, t)} seja limitado em H1(0, T ) segue, pelo Teorema 1.2.4,

que vε(L, t) → ξ(t) em C([0, T ]) para qualquer T > 0 finito. Consequentemente, ξ(0) =
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v0(L). Assim, o sistema (5.11) converge, quando ε→ 0, para



ξt +
1

L

[
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
x

]
dx = 0, 0 < x < L, t > 0

wtt + wxxxx − wxxtt −
1

L

[
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
x

]
wxx = 0, 0 < x < L, t > 0

w(0, t) = wx(0, t) = 0, t > 0

wxx(L, t) = −wxt(L, t), t > 0[
wxxx − wxtt −

1

L

(
ξ(t) +

1

2
w2

x

)
wx

]
(L, t) = wt(L, t), t > 0

ξ(0) = v0(x), 0 < x < L

w(x, 0) = w0(x), 0 < x < L

(5.15)

A energia do sistema limite é dada por

E(t) =
1

2

∫ L

0

[w2
t + w2

xt + w2
xx] +

1

2L

[∫ L

0

(
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

)
dx

]2

(5.16)

que é limite natural das energias dos ε-sistemas.

Notemos ainda que

d

dt
E(t) = −w2

t (L, t)− w2
xt(L, t)− ‖ξt‖2. (5.17)

De fato, multipliquemos (5.15)1 por ξt e integremos (no espaço) de 0 a L.

∫ L

0

ξ2
t dx+

∫ L

0

1

L

[
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
ξtdx = 0 (5.18)

Além disso, multipliquemos (5.15)2 por wt e integremos de 0 a L.

∫ L

0

wttwtdx+

∫ L

0

wxxxxwtdx−
∫ L

0

wxxttwtdx−
∫ L

0

1

L

[
ξ +

1

2

∫ L

0

w2
x

]
wxxwt = 0, (5.19)

ou seja, fazendo integração por partes, temos

d

dt

1

2

[
|wt|2 + |wxx|2 + |wxt|2

]
+
[
wxxxwt

∣∣L
0

]
−
[
wxxwxt

∣∣L
0

]
−
[
wxttwt

∣∣L
0

]
+

∫ L

0

1

L

[
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
wxwxt −

 1

L

[
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
wxwt

∣∣∣∣∣
L

0

 = 0
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o que implica

d

dt

1

2
[|wt|2 + |wxx|2 + |wxt|2] + w2

xt(L, t) +

∫ L

0

1

L

[
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
wxwxt

+

{
wxxx − wxtt −

[
1

L

(
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

)
wx

]}
(L, t)wt(L, t) = 0

Usando as condições de contorno em (5.15), segue

d

dt

1

2
[|wt|2+ |wxx|2+ |wxt|2]−w2

t (L, t)+w
2
xt(L, t)+

∫ L

0

1

L

[
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

]
wxwxtdx = 0.

(5.20)

Por outro lado, observemos que

d

dt

1

2L

[∫ L

0

(
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

)
dx

]2

=

[
1

2L
· 2
∫ L

0

(
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

)
dx

] [
ξt +

1

2

∫ L

0

2wxwxtdx

]
=

1

L

∫ L

0

(
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
x

)
ξtdx+

1

L

∫ L

0

(
ξ(t) +

1

2

∫ L

0

w2
xdx

)
wxwxtdx (5.21)

Combinando (5.18), (5.20) e (5.21) teremos (5.17).

Passando (5.17) ao limite, quando ε tende a zero, iremos obter as estimativas de

decaimento exponencial uniforme como na Seção 4.3 para α = 0. Além disso, podemos

deduzir também que a energia E do sistema limite satisfaz

E(t) ≤ cE(0)e−
µ

1+E(0)
t,

para todo t > 0 onde c e µ são constantes positivas independentes da solução.
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