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Resumo

Consideramos a dindmica unidimensional nao linear do modelo de Von Karméan para
vigas dependendo de um parametro € > 0, e estudamos o seu comportamento assintético
para t grande, quando € — 0. Introduzindo mecanismos adequados de amortecimento,
mostramos que a energia de solu¢oes do correspondente modelo amortecido possui decai-
mento exponencial uniforme com respeito ao parametro . Afim de que seja verdadeiro,
o mecanismo de amortecimento tem que ter a escala apropriada em relacao a . No
limite, quando € — 0 obtemos o modelo de Berger-Timoshenko para viga amortecida,
bem como quando a energia tende exponencialmente para zero. Isso é feito tanto no caso

de amortecimento interno e na fronteira.

Palavras-chave: Von Karman; Berger Timoshenko, Estabilizagao Uniforme.
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Abstract

We consider a dynamical one-dimensional nonlinear Von Kérman model for beams
depending on the parameter ¢ > 0 and we study their asymptotic behavior for ¢ large,
when € — 0. Introducing appropriate damping mechanisms we show that the energy of
solutions of the corresponding damped models decay exponential uniform with respect to
the parameter €. In order for this to be true the damping mechanism has to have the
appropriate scale with respect to €. In the limit as ¢ — 0 we obtain damped Berger-
Timoshenko beam model for which the energy tends exponentially to zero. This is done

both in the case of internal and boundary damping .

Keywords: Von Karman; Berger Timoshenko, Uniform Stabilization.
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Introducao

Nos tltimos anos, a estabilizacao de modelos mateméticos envolvendo estruturas
flexiveis sujeitas a vibragoes tem sido consideravelmente estimulada pelo niimero crescente
de questoes de interesse pratico. Dentre esses modelos, podemos destacar aqueles rela-
cionados & engenharia estrutural moderna, que requerem mecanismos de controle ativos
para estabilizar estruturas intrinsecamente instéveis ou que possuem um amortecimento
natural muito fraco, como por exemplo, os modelos que descrevem os deslocamentos de
vigas e placas finas. Dentro desse mesmo contexto aplicado, os modelos acima menciona-
dos ainda sugerem que se considere o efeito do calor atuando sobre toda a viga (ou placa)
interagindo com os outros efeitos, o que nos leva a analisar a sensibilidade do material
diante da variagao de temperatura, ou seja, verificar se as variagoes de temperatura influ-
enciarao as deformagoes do material em cada instante de tempo. Os modelos matematicos
que regem esse tipo de fenomeno sdo sistemas temporais hiperbolicos/parabolicos e, teori-
camente, surge a questao de qual dos comportamentos, o paraboélico ou o hiperbéico, vai
determinar o perfil das solu¢oes, como por exemplo, o comportamento assintético, e qual
das equagoes modificara o comportamento da outra.

Neste trabalho, mostramos a existéncia e unicidade de solugao por meio da teoria de
semigrupos. Essa teoria de teve inicio em meados da década de 40 com os trabalhos de
K. Yosida e E. Hille. Diversos outros matematicos contribuiram para a consolidagao da
teoria, dentre eles, destacamos Lumer e Phillips. Uma das mais importantes aplicagoes
de semigrupos de operadores ocorre na anélise de problemas em equagoes diferenciais
parciais. Essa teoria constitui uma forma elegante no trato dessas equacgoes, em particular,
sistemas de evolucao. A principal forma de abordagem reside no fato de que, para alguns
problemas, a solucao para o problema de cauchy abstrato associado ao problema em

questao pode ser definida por semigrupo. Os Teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips



Introducio

estabelecem condicoes para que isto ocorra.

Além disso, investigamos as propriedades de decaimento de solug¢oes para varios mode-
los de vigas amortecidas. Recentemente, foi provado que o modelo de Berger-Timoshenko
para vigas pode ser derivado como um limite singular do modelo de Von Karméan. Isso
foi feito por Perla Menzala-Zuazua em [I5] e [17], no caso conservativo e varias condigoes
de fronteira. Aqui, a mesma anélise é desenvolvida para os correspondentes de sistema
amortecidos. Esse tipo de problema tem sido estudado tanto no caso em que o termo de
amortecimento é "eficaz" no interior da viga quanto na fronteira. Nesse sentido, pode-
mos mencionar, por exemplo, os trabalhos de Lagnese-Lengering [8] e Araruna-Braz e
Silva-Zuazua [2].

E natural levantarmos a seguinte questdo: Pode-se obter o amortecimento do modelo
Berger-Timoshenko como um limite singular do modelo de Von Karman de viga amorte-
cida, de modo que as taxas de decaimento uniforme, permanecam com um parametro
singular tendendo a zero? De fato, a analise em [I5] e [I7] permite obtermos a con-
vergéncia de solucoes em intervalos de tempo limitados. No entanto, as propriedades de
decaimento que temos em mente requer a analise de convergéncia quando o tempo t vai
para infinito. Lembremos que o modelo de Berger-Timoshenko descreve uma vibragao
transversal de uma viga, enquanto que o sistema de Von Karmén também leva em conta
as deformagoes longitudinais. Portanto, o problema esta intimamente relacionado ao "efi-
ciente" mecanismo de amortecimento que garante o decaimento uniforme de ambas as
componentes, longitudinal e transversal, por meio de um processo de limite singular.

O problema que estamos analisando é apenas um exemplo de uma familia inteira
de problemas que surgem no contexto de "modelagem" de vibragao. As conexoes en-
tre os varios modelos disponiveis para um dado problema mecénico pode ser muitas
vezes descrito com precisao em termos matematicos, por meio de uma analise singu-
lar "subjacente" do problema de perturbacao. Nesse sentido, é interessante discutirmos
o questionamento: Quais sao os mecanismos de amortecimento que garantem o decai-
mento exponencial uniforme através do processo de limite singular? O problema pode
ser facil de resolver no contexto de equacgoes parabodlicas ou, mais geralmente, quando
os modelos "bésicos" tem uma natureza dissipativa intrinseca suficientemente forte. No
entanto, muitas vezes, como é o caso nos exemplos que discutimos aqui, os modelos nao

sao de natureza conservadora e o decaimento requer o uso dos mecanismos apropriados
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Introducio

de amortecimento na escala correta. Obviamente, para fins praticos, é desejavel conseguir
esta propriedade de decaimento uniforme com uma quantidade minima de amortecimento
tanto no que diz respeito ao seu apoio quanto na intensidade. Além disso, no contexto
de sistemas acoplados (como é o caso do problema que estamos a tratar aqui, onde as
vibragoes longitudinais o transversais sao acopladas) a fim de alcangar a propriedade de
decaimento desejado, o mecanismo de amortecimento tem que ser concebido de uma forma
apropriada no intuito de capturar todos os componentes do sistema. Por estas razoes, a
escolha certa de termos de amortecimento esta longe de ser 6bvia e requer uma analise
cuidadosa, em cada caso particular.

A dependéncia da taxa de decaimento da quantidade de amortecimento é também
sensivel a possivel presenca de fendmenos "overdamping". Com efeito, é conhecido que,
quando hd um aumento na quantidade de amortecimento, além de um limite critico, a
taxa do decaimento pode decrescer, contrariando a primeira intuicao. Portanto, a questao
em consideracao é ainda mais sutil, pois em uma primeira abordagem pode se pensar que
o problema seria facilmente resolvido colocando uma quantidade suficientemente grande
de amortecimento sob os sistemas em consideragao. Porém, devido a esse fendémeno
"overdamping", isto esté longe da realidade.

A fim de tornar mais preciso o problema que temos em mente, vamos recordar essen-
cialmente os trabalhos de Menzala-Zuazua em [I5] e [I7]. Nesses trabalhos, o seguinte
sistema de Von Kéarman para vibragoes de vigas que ocupa o intervalo (0, L) foi conside-

rado .
evtt—[vz—l—ﬁwi] =0, O<ax<L,t>0

. | 1)

wtt+wxzzx_wxxtt_|i(vx+§w32;>wx:| =0, O<ax<L,t>0

sujeito a varias condi¢oes de contorno. Em w = w(x,t) representa a deformacgao
transversal, v = v(x,t) a longitudinal e € > 0 é um parametro destinado a tender a zero.
Com condicoes de fronteiras adequadas, o modelo admite uma solucao de energia
finita (v°, w*).

A energia do sistema dada por:

L 2
1
E.(t) = —/ wt2 + wiw + wit + evf + (vx + éw?c) dr, (2)
0

xil



Introducio

tem carater conservativo. Em [I5] e [I7] foi provado que, quando ¢ — 0, e para condi¢oes
de contorno apropriadas, a solucao de (1) é tal que w® converge (em uma topologia
adequada) para a solugdo do modelo de Berger-Timoshenko para vibragoes transversais

de vigas

1 L
Wit + Wegrs — Warptt — (ﬁ /0 widm) Wyye = 07 (3)

em que o "efeito" da componente longitudinal deu a integral nao linear em . E impor-
tante notar que esse comportamento limite é muito sensivel as condi¢oes de contorno. De
fato, como mostrado em [17], para alguns casos, o limite w obedece a equagao da viga
linear

Wit + Wygze — Wegtt = 0. (4)

H4 um termo muito natural para os modelos escalares da viga e , a saber

Wy — Weye. Assim, em vez de e podemos considerar os modelos amortecidos

1 L
Wit + Wagzer — Wagtt — | = / U}idl’ Wae + W — Wegr = 0 (5)
oL J,

Wit + Wazze — Wegtt + Wi — Wegt = 0 (6)

respectivamente. E bem conhecido que, com condicdes de contorno adequadas, a energia
de solugoes de e @ decai exponencialmente para zero quando ¢ — oo. Portanto faz
sentido pensar na seguinte questao: Qual é o mecanismo de amortecimento que devemos
considerar em de modo que, quando € — 0, recupera ou @ e tal que a ener-
gia de soluc¢oes do modelo amortecido corresponde ao decaimento exponencial uniforme
(com respeito ao parametro €)? Obviamente, um tal mecanismo amortecido tem também
que amortecer a componente longitudinal v* do sistema . E entdo natural considerar

sistemas da forma

+ %y =0, O<zx<L,t>0

. X (7)

wtt+wxzzx_wxxtt_|:(Ux+§wg)wx:| +wt—wmt:O, 0<$L’<L,t>0

2
EVy — Uy + §wz

com « > 0, em que a presenca do termo *v; na primeira equagao garante certa quantidade

de amortecimento na componente longitudinal.

xiil
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Esta dissertacao foi realizada tomando como base os trabalhos de Perla Menzala-
Pazoto-Zuazua [14], Perla Menzala-Zuazua [15] e Perla Menzala-Zuazua [17] e esta orga-

nizada da seguinte forma:

No Capitulo [T] apresentamos os resultados classicos que serdo utilizados no desenvolvi-

mento do trabalho.

No Capitulo [2| consideramos a equacao da onda linear
ElUpp — Ugy + U =0, O0<ax<m, t>0, (8)

onde os célculos espectrais explicitos foram desenvolvidos de modo a obtermos a taxa
de decaimento exponencial uniforme. A necessidade de escolher 0 < o < 1 aparece

naturalmente nos célculos.

No Capitulo , estudamos as propriedades fundamentais e assintoticas do sistema .
Nesta finalidade, dividimos o capitulo em quatro se¢oes. A primeira se¢ao foi dedicada ao
estudo da existéncia e unicidade de solucao, onde fizemos uso da teoria de semigrupos de
operadores lineares, que consiste em transformar o sistema ([7)) no problema equivalente

de Cauchy abstrato

d
ZU = AU+N(©)
U = U

Dai, verificamos as condi¢oes impostas no Teorema de Hille-Yosida, com relacao ao ope-
rador A, de tal forma a considera-lo um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢) }+=o

garantindo assim que

U(t) = S(t)U +/0 S(t—s)f(s,U(s))ds

representara a solucao da equacao de Cauchy. As segunda e terceira se¢oes foram desti-
nadas ao estudo assintotico do sistema, quando o parametro ¢ tende ao infinito. Precisa-
mente, na segunda se¢ao, encontramos a equacao de Berger-Timoshenko como limite
assintotico do sistema de Von-Karmén ([7)), quando ¢ tende ao infinito, na topologia fraca.
Na terceira secao mostramos ainda que, ao escolher 0 < a < 1, o decaimento exponen-
cial uniforme da solugao é garantido. Para isso, vamos utilizar o método que consiste

em introduzir uma perturbacao adequada de energia do sistema para o qual é capaz de

X1v



Introducio

obter inequagoes diferenciais levando ao decaimento exponencial. No caso limite o = 0
devemos ter que a taxa de decomposi¢ao é uniforme (com respeito a ¢ — 0) para solugoes
com dados em bolas do espaco energia. Na quarta e tltima secao deste terceiro capitulo,

dedicamos a fazer uma anélise do sistema , agora com outras condi¢oes de fronteira.

No Capitulo (4] analisaremos o sistema com amortecimento na fronteira, visto que
este caso tem atraido muita atencdo na ultima década. Em Lagnese-Leugering [8] um
mecanismo de amortecimento para sistema da forma (1)) (com ¢ = 1) foi introduzido e
o decaimento exponencial de solucdes foi provado. E bem conhecido que as solugoes do
modelo de Berger-Timoshenko bem como para , com apropriados mecanismos de
amortecimento na fronteira, decai exponencialmente. Portanto, é também natural inves-
tigar o comportamento da taxa de decaimento quando, € — 0, na presenca de termos de
amortecimento nas condi¢oes de contorno. Para isto, destinamos o Capitulo 4, que por sua
vez esta dividido em trés se¢oes. Na primeira se¢do, mostramos que o problema (1) esta
bem posto. A segunda secao esta dedicada exclusivamente ao comportamento assintético
quando ¢ — 0. Finalmente, na terceira secao mostramos que a taxa de amortecimento
uniforme decai exponencialmente (com ¢ — 0) para solucao de . No entanto, neste
caso, o problema de deriva¢ao do limite assintético (com € — 0) passa a ser regido pelas

partes lineares da equagao (3)).

O Capitulo [f] é destinado a discusséo do caso em que o = 0, tanto no caso de amorte-
cimento interno, quanto no caso em que temos um amortecimento de contorno. Usando
argumentos semelhantes aos capitulos anteriores, mostramos que ha um decaimento ex-

ponencial da energia, embora o sistema limite tenha algumas particularidades.
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Capitulo 1

Notacoes e resultados

Neste capitulo fixaremos algumas notagoes e daremos definigoes e resultados essenciais

a continuidade do trabalho.

1.1 Espacos funcionais

Dados {2 C R™ um aberto e uma fun¢ao continua f : {0 — R, define-se suporte de f,
e denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}. Assim, supp(f)
¢ um subconjunto fechado de §2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (o, ..., @, ) é denominada de multi-indice e
sua ordem ¢é definida por |a| = aq + ... + .

Representa-se por D* o operador de derivagao de ordem |af, isto é,

olel

DY = —.
a1
Oxi*...0xon

Para a = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.
Por C§° (€2) denota-se o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes infini-
tamente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto, em (2.

Um exemplo classico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

Exemplo 1.1.1 Seja Q@ C R™ um aberto tal que By (0) = {x € R™; ||z|| < 1} compacta-



Notagoes e resultados Capitulo 1

mente contido em ). Consideremos [ :Q — R, tal que

1

ellzl*~1  se |zl <1
. Cselel <t

0, se ||z]] > 1

n 2
onde x = (x1,Ta,...,x,) € ||z| = (fo) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que f €
i=1

C> () e supp(f) = By (0) é compacto, isto é f € C§° ().

Definigao 1.1.1 Diz-se que uma sequéncia (¢n),oy em Cg° (82) converge para ¢ em

C (), quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

(1) Existe um compacto K de € tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,

(11) D*p, — D*p uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacao 1.1.1 E possivel (ver Schwartz [20]) dotar C§° (Q) com uma topologia de

forma que a nocao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao

11

O espago Cg° (2), munido da convergéncia acima definida, sera denotado por D (2) e
denominado de Espaco das Funcgoes Testes sobre 2.

Uma distribuigao (escalar) sobre € ¢é todo funcional linear continuo sobre D (£2) . Mais
precisamente, uma distribuigao sobre 2 é um funcional T : D (2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(1) T(ap+pyY) =aT (o) + 08T (¢),Va, BeReYp, ¢ € D(Q),

(it) T é continua, isto &, se (¢n),cy converge para o, em D (), entdao (T (¥n)),en

converge para 1T (¢) , em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo 7' em ¢ por (T, ) .

O conjunto de todas as distribuigoes sobre () com as operacoes usuais é um espago
vetorial, o qual representa-se por D’ (£2).

Os seguintes exemplos de distribuigoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.



Notagoes e resultados Capitulo 1

Exemplo 1.1.2 Sejau € L}, (Q). O funcional T, : D () — R, definido por

(Torg) = /Q u () ¢ (a) da,

¢ uma distribui¢ao sobre ) univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [11]) .
Por esta razao, identifica-se u a distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L}, ()

loc

serd identificado a uma parte (propria) de D' ().

Exemplo 1.1.3 Consideremos 0 € Q e o funcional dy : D (2) — R, definido por

(00,0) = ¢ (0).

Em [I1], vé-se que §y € uma distribuicao sobre Q). Além disso, mostra-se que &y nao €

definido por uma funcao de L} . ().

loc

Definigao 1.1.2 Diz-se que uma sequéncia (T,), . em D' () converge paraT em D' () ,
quando a sequéncia numérica ((T,p)), ey convergir para (T, ) em R, para toda ¢ €

D(Q).

Definigao 1.1.3 Sejam T uma distribuicao sobre ) e a um multi-indice. A derivada
DT (no sentido das distribui¢oes) de ordem || de T é o funcional definido em D ()
por

<DaT7 90> - (_1)|0¢| <T7 Da@) ) V(,O €D (Q) :

Observagao 1.1.2 Decorre da Definigao que cada distribuicao T sobre €0 possui

derivadas de todas as ordens.

Observagao 1.1.3 DT ¢é uma distribuicao sobre Q, onde T € D' (Q2). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (pn),cy cON-
vergindo para ¢ em D (). Assim, |(D*T, ¢,) — (DT, )| < (T, D%p, — D*p)| — 0,

quando n — Q.

Observagao 1.1.4 Vé-se em Medeiros-Rivera [12] que a aplica¢ao D : D' (2) — D' ()

tal que T +— DT ¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' ().
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Dado um ntimero inteiro m > 0, por W™ (), 1 < p < 0o, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m, sobre €2, das (classes de) fung¢oes u € LP (Q2) tais que D*u € LP (),
para todo multi-indice a, com |a| < m. WP (Q) é um espago vetorial, qualquer que seja
1 <p<oo.

Munido das normas

S =

[ullwmas@) = Z / | D% (x)[Pdz | , quando 1 < p < oo
Q

laj<m

[wll oo ) = Z sup gss |D% ()|, quando p = oo,
jal<m "€

os espagos de sobolev W™P () sdo espagos de Banach (vide Medeiros-Rivera [12]).

Observagao 1.1.5 Quando p = 2, o espago W™2(Q) é denotado por H™ (), o qual

munido do produto interno

(s V) gy = Z /QDO‘u (x) D% (x) dx

laf<m

€ um espaco de Hilbert.

Consideremos no nosso trabalho o subespaco de H' (0, L) definido por
V={ueH (0,L); u(0)=0}.

Em Medeiros-Miranda [11] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do
H' (0, L) sao equivalentes em V. Assim, consideraremos V' munido do produto interno e

norma dados respectivamente por

((u,0)) = (ta,va), ull* = Jua|*,
onde (+,-) e || denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L).
Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 00, 0 espago

de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em ]0,7[ com valores em X, que sao
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fortemente mensuraveis e |[u (t)||% € integravel a Lebesgue em ]0, 7], com a norma

1
T D
T ( [ o dt)
0

Por L™ (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes u, definidas
em ]0, T com valores em X, que sdo fortemente mensuréveis e ||u (t)||y possui supremo

essencial finito em |0, 7', com a norma
Hu”Loo(o,T;X) = supess ||u (t)]|y -
t€]0

Observagao 1.1.6 Quando p = 2 ¢ X € um espaco de Hilbert, o espago L? (0,T;X) ¢

um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo = / (w(t), v (1)) d.

Consideremos o espago LP (0,75 X), 1 < p < 0o, com X sendo Hilbert separavel, entao

podemos fazer a seguinte identificacao
L7 (0, T3 X)) & L7(0, T X),
onde (1/p) 4+ (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificac¢ao
(L' (0,75 X)] ~ L= (0,T; X') .

Essas identificagoes encontram-se detalhadamente em Lions [10].
O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7T) em X é denominado

de Espago das Distribui¢oes Vetoriais sobre |0,7[ com valores em X e denotado por

D'(0,T;X).

Defini¢ao 1.1.4 Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre |0,T[ com valores em X dada por

ars n d"p
-~ = (=1 — D0.,7T).
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Exemplo 1.1.4 Dadas u € LP(0,T;X), 1 < p < o0, e p € D(0,T) a aplicagio T, :
D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T),
logo uma distribuicao vetorial. A aplicacao u +— T, € injetiva, de modo que podemos

identificar u com T, e, neste sentido, temos LP (0,T; X) C D' (0,T; X).

Consideremos o espago
WP (0,T;X) = {ue LP(0,T; X); u € LP (0,T; X), j=1,...,m},

onde uY) representa a j-ésima derivada de v no sentido das distribuices vetoriais. Equipado

COoIm a norma

||u||WmP(0TX (ZHUJ)”LP(OTX> ’
Wm™P(0,7; X) é um espago de Banach (vide Adams [I]).

Observacao 1.1.7 Quando p =2 e X € um espago de Hilbert, o espago W™ (0,T; X)

serd denotado por H™ (0,T; X), o qual, munido do produto interno

m
(u, v) H™(0,T;X) Z ’ L2(0,T;X) ’
Jj=0

é um espago de Hilbert. Denota-se por H)" (0,T; X) o fecho, em H™ (0,T; X), de D (0,T; X)
e por H=™(0,T; X) o dual topoldgico de H" (0,T; X).
1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.2.1 (Imersao de Sobolev) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira I’

reqular.

2n
) S 2 tao H™ (Q2 LP (Q d 1 .
(1) Se n > 2m, entao (Q) — (),Onep€{7n_2m}

(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1, +o0].
(17i) Sem=1em > 1, entdo H™ () — L> ().

6
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Aqui o simbolo < denota imersao continua.

Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.2 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I'

reqular.

c 2n
) S 2 tao H™ (2 LP (2 d 1 .
(i) Se n > 2m, entao () — (),Onepe[»n_zm{

(ii) Se n = 2m, entdao H™ (Q) < L? (), onde p € [1, 400 .

(iii) Se 2m > n entao H™ () — C* (), onde k ¢ um inteiro nao negativo tal que

kE<m—(n/2) <k-+1

. . c . ~
Aqui o simbolo < denota imersao compacta.

Prova: Ver Brezis [4].

Teorema 1.2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bg = {f € E';||f|| < 1} é

compacto pela topologia fraca * o (E', E), onde E é um espago de Banach.
Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.3 (Du Bois Raymond) Seja u € L;,.(Q). Entdo

loc

/u(x)go(:v)d:v =0, VY ¢ € D(Q),
0
se, e somente se, u = 0 quase sempre em €.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [12].

Lema 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 C R"™ um aberto limitado. Se u €

H} (Q), entdo existe uma constante C' > 0, tal que
2 2
[ull72q) < ClIVullizq) - (1.1)

Observagao 1.2.1 Para o caso unidimensional, ou seja, @ = (a,b), a constante da

desigualdade eC=b—a.

Prova: Ver Adams [I] ou Brezis [4].
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Lema 1.2.5 (Desigualdade de Young) Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < 0o e

1 1
1 <qg < o0, tais que — + — =1, entao
P q

aP b
ab < — + —.
p q

Prova: Ver Brezis [4].

Lema 1.2.6 (Desigualdade de Hdélder) Sejam f € LP(Q) eg e L1(2), com 1 <p <

1 1
0o e—+—=1, entio fg € L' (Q) e
p q

190000 = / 19l < 11w I8l -
Prova: Ver Brezis [4].

Teorema 1.2.2 (Teorema do Trago) A aplicagao linear

( ) | ou o™ty
w = (Yo, Vily ooy Y—1tt) = | ulp, =—| .y ——
Yo V1 Ym—1 r aVAF 5V,Tlr
m—1 .
de D (Q) em HWmﬁ*?’p (T), prolonga-se, por continuidade, a uma aplica¢ao linear,
=0
m—1 .
continua e sobrejetiva de W™P () em HW’"’]’E’p (T).
=0

Prova: Ver Lions [10]. W

Observacao 1.2.2 Note que para o caso unidimensional, isto €, Q = (a,f3), se u €
H™ (a, 3), entio pelo Lema u € C™ Y ([a, B]) . Logo faz sentido definir a fungdo u

e suas derivadas suas derivadas na fronteira, que no caso serd I' = {a, 3}.

Proposicao 1.2.1 Seja 2 um abreto limitado do R™, com fronteira I" bem reqular. Entao
a aplicagao

U — HAUHLQ(Q)
define em H?*(Q2) N H () uma norma equivalente & norma em H?(SQ).

Prova: Ver Medeiros-Miranda [13]. W
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Definicao 1.2.1 Uma forma bilinear b: H x H — R € dita

(i) Continua se existe uma constante C' tal que

|b(u,v)| < Cluljv] Yu,v € H;

(11) Coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

b(v,v) > alv]* Vv e H.

Teorema 1.2.3 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Banach e a(u, v) uma forma

bilinear, continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico u € H tal que
a(u, v)=(p, v), VoeH.

Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

1 1
H e - . — Min!-= . .
u€H e Zalu u)={p u UEZIp{Qa(v, v) — (e, v)}
Prova: Ver Brezis [4. W

Teorema 1.2.4 Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T,X),
W€ LP(0,T;Y), 1 <p< oo, entio u € C°([0,T];Y).

Prova: Ver Brezis [4. H

Teorema 1.2.5 (Compacidade Aubin-Lions) Suponha X C B C Y com imersdo
compacta X — B onde X,Y e B sao espagos de Banach el <p<oo, 1 <r <oo. Seja
F limitado em LP(0, T, X)NW*"(0,T,Y), onde s >0 ser > p e onde s > %—% ser <p.
Entao F € relativamente compacto em LP(0,T,B) (e em C(0,T,B) se p = 00).

Prova: Ver Simon [19]. W

Teorema 1.2.6 Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessao de E'.

Se fn— f fraco —x em o(E', E), entao || f,|| < C e ||f]| < Lm]| fa|l-
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Prova: Ver Brezis [4]. W

Teorema 1.2.7 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja (T,)
uma sucessao de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x € E, T,x

converge quando n — oo a um limite que denotamos por T,. Entao tem-se:
(4) Sup 1Tl o,y < 00,
(i) T € L(E,F),

(@) (170 £, py < M ([Tl o,y -

Prova: Ver Brezis [4. W

Teorema 1.2.8 (Gauss-Green) Seu € C'(Q), entdo [ju,dz = [fur'dl (i=1,2,...,n).

) Y

Prova: Ver Brezis [4. W
Teorema 1.2.9 (Férmulas de Green ) (i) Se v € H?*(R), entdo /V’y - Vudr =
0

—/uAvdx + /a—’yuds, Vu € HY(Q).
0 Fal/

(ZZ) Se u,y € Hz(Q), entao /uA’y — yAudr = /u@ _ ou

5 ygds.
Q o0

Prova: Ver Brezis [4]. B

1.3 Teoria de semigrupos de operadores lineares

O objetivo desta secao é resumir a Teoria de Semigrupo e apresentar algumas definigoes

relevantes para este trabalho.

Definigao 1.3.1 Seja X um espago de Banach e L (X) um operador linear e limitado de

X. Uma aplicagao S : RT — L (X) é um semigrupo de operadores lineares limitados de

X se
(i) S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X);
(11)) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € RT.

10
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Definigao 1.3.2 Dizemos que o semigrupo {S(t)}i>0 € de classe C°, ou fortemente con-
tinuo, se

lim ||[(S () = I)z| =0, Vxe X.

t—0t+

Definicao 1.3.3 Dizemos que {S(t)}i>0 € continuo se

lim ||S (t) — I|| =0, V€ X.

t—0t+

Teorema 1.3.1 Se {S(t)}+>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo existem constantes
w>0eM>1, tais que
| S(t) [|< Me™, Vt>0

Prova: Ver Pazy [18]. W

Corolario 1.3.1 Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy. Entao, para cada x € X, a

aplica¢ao

fo Rt — X

t — f.(t)=S(t)x
€ continua. Equivalentemente, para cada x € X,

lim S (t)z = S (s)z, Vt,s € RT.

t—s

Prova: Ver Pazy [1§]. W

Definicao 1.3.4 Seja A, operador em X, um espaco de Banach. Denominaremos o

conjunto resolvente de A, o conjunto
p(A)={ eC; w— (AN —A)we LX)},

onde

LX)={L:X — X; ¢ linear e continuo} .

Definicao 1.3.5 Denominaremos de espectro de A o conjunto

a(A) = C\ p(A).

11
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Defini¢ao 1.3.6 Um semigrupo S(t) em X, onde 0 < t < oo, € dito Semigrupo de
Contragoes, se

| S(t) IS 1 para todo t > 0.

Definicao 1.3.7 O operador A : D (A) — X definido por

D(A) = {m € X : lim %x existe}

h—0t

S (h

A@ﬁ:hm——%:lLVIGDLM

h—07+
€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S'.

Observacao 1.3.1 Note que A é um operador linear e D(A) é um subespago de X .

Teorema 1.3.2 Seja {S(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao,

(i) Para todo x € X,
t+h

1
lim — S(s)xdx = S(t)x;

h—0 h ¢

(ii) Para todo x € X, fot S(s)xdr € D(A) e

A(é%@mw):swx—@

(iii) Para todo x € D(A), S(t)x € D(A) e

d
25z = AS(t)z = S(t)A(2);

(iv) Para todo x € D(A),
S(t)x — S(s)x :/ S(1)A(z)dr :/ AS(7)(z)dr

Prova: Ver Pazy [18]. W

Proposicao 1.3.1 Um operador fechado com dominio denso € o gerador infinitesimal de,

no mdximo, um semigrupo de classe Cy.

12



Notagoes e resultados Capitulo 1

Prova: Ver Gomes [7]. W

Teorema 1.3.3 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, entao A

¢ um operador linear fechado e D(A) = X.
Prova: Ver Pazy [18]. W

Teorema 1.3.4 Sejam {T(t)}i>0 e {S(t)}+>0 semigrupos de classe Cy com geradores in-
finitesimais A e B, respectivamente. Entio A = B se, e somente se, T(t) = S(t) para

todo t > 0.
Prova: Ver Pazy [18]. W

Definicao 1.3.8 Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Colocando Ay = I, Ay = A e supondo que Ay_1 esteja definido, vamos definir Ay por

D (Ay) ={r € D (Ax-1) : Armiz € D(A)},

A=A (.Ak_ll‘) , Ve e D (.Ak) .

Proposicao 1.3.2 Seja {S(t) }+>0 um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal.

Se D (Ag) € o dominio do operador Ay, entao (1D (Ax) € denso em X.
k
Prova: Ver Pazy [18]. W

Definigao 1.3.9 Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre
X e X*. Para cada x € X, definimos

J() = {2" € X*: (w,a") = [la]* = |l«"["} .
Pelo Teorema de Hanh-Banach, J (x) # 0, Vo € X.

Defini¢ao 1.3.10 Uma aplica¢ao dualidade é uma aplicag¢ao j : X — X* tal que j (x) €
J(x), Vr € X, além disso
17 @) = [l]] -

13
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Defini¢ao 1.3.11 Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo se,

para alguma aplicagao dualidade, j
Re (Azx,j(x)) <0,V e D(A).

Se, além disso, existir A\ > 0, tal que Im(A\ — A) = X, entdao dizemos que A € m-

dissipativo.

Observacao 1.3.2 Se X ¢ um espago de Hilbert, entio dizemos que A: D(A) C X — X
€ dissipativo se

Re (Az,z) <0,Vr e D(A).

Defini¢ao 1.3.12 Dizemos que o operador A : D(A) C X — X € maximal se
Im(I +A) =X, isto ¢, para toda f € X, existe u € D(A) tal que (I + A)(u) = f.

Teorema 1.3.5 (Hille-Yosida) Um operador linear A, sobre um espago de Banach X,

€ um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = x;

it) O conjunto resolvente p(A) contém R e para todo A > 0, temos
(ii) j p
1 1
[CYEPIRNERS

Prova: Ver Pazy [18]. W

Teorema 1.3.1 (Lumer-Phillips) Seja X um espago de Banach e A um operador li-

near com dominio denso em X.

(i) A € dissipativo e existe um nimero real Ao > 0 tal que Im(N\I — A) = X. Entao,

A € um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes sobre X .

(i1) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre

X. Entao, Im(A — A) = X para todo A > 0 e A dissipativo.

Prova: Ver Pazy [18]. W

14
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Corolario 1.3.2 Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D (A)
e Im(A) estio ambos num espago de Banach X. Se A e seu operador dual A* sao ambos

dissipativos, entao A gera um semigrupo de contracoes de classe Cy.

Prova: Ver Pazy [18]. W

Teorema 1.3.6 Seja A um operador linear dissipativo em X. Se D(A) = X entdo, A é
fechado.

Prova: Ver Pazy [1§]. W

Teorema 1.3.7 Seja A um operador linear dissipativo, tal que Im(I — A) = X. Entao,
se X € reflexivo, temos que D(A) = X

Prova: Ver Pazy [18]. W

Consideremos o seguinte problema semilinear de valor inicial

du (t) _
S Au() = F(Lu(), t>t, (1.2)

U (to) = Uy,

onde —.A4 ¢ um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t) };+>0, de classe Cy, com dominio
X, Banach, e f : [ty,T] x X — X é continua em ¢ e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em

u.

Defini¢ao 1.3.13 Uma fun¢io u : [0;+00) — X € uma solucao cldssica de em
[0; +00) se u satisfaz em [0;400) € se u € C(R; D(A)) N CHR™; X). A fungao
u e C([0;T); X), dada por

u(t) = S(t — to)uo + /t S(t—s)f(s,u(s))ds

¢ chamada de mild solution ou solugcao generalizada de em [0;T7].

Note que se f =0, entio u(t) = S(t)ug, onde ug € X € a mild solution de

du(t)
= Au(t), >0,
u (to) = U,

15
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Teorema 1.3.2 Seja f : [ty,T] x X — X continua em t € [ty,T] e uniformemente
Lipschitz em X. Se —A é um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}:>o de classe
Co, em X, entao para todo ug € X o problema de valor inicial possui uma Unica
solugao u € C ([ty, T]; X). Além disso, a fun¢ao ug — u é Lipschitz continua de X em

C ([to, T]; X).
Prova: Ver Pazy [18]. W

Corolario 1.3.3 Se A e f satisfazem as condigoes do Teorema entao para toda

g€ C([to,T);X) a equagao integral

possui uma unica solu¢io u € C ([to, T]; X).

Prova: Ver Pazy [18]. W

A condigao uniformemente Lipschitz sobre a funcao f no Teorema [1.3.2| assegura a
existéncia de uma mild solution global (ou seja, definida em todo [tg, T]) de (L.2). Se
assumirmos que f satisfaz apenas uma condicao Lipchitz local em u, uniformemente em ¢
em intervalos limitados, ou seja, para cada t’ > 0 e ¢ > 0 constante existe uma constante
L(c,t') tal que

1f (8, u) = ft,0)] < Lie, ) [Ju — vl

para todo u,v € X com ||ul| < ¢, ||v|| < ¢, ent@o temos a seguinte versao local do Teorema

1.o.2

Teorema 1.3.3 Seja f : [tg,00) x X — X continua em t parat > 0, localmente Lipschitz
em u e uniformemente continua em t em intervalos limitados. Se —A € um gerador
infinitesimal de um semigrupo S (t), t > 0 de classe Cy, em X, entdo para todo ug € X
existe tyax < 00 tal que o problema de valor inicial possui uma unica solugao u €
0, tmax ). Além disso, se tyax < 00 entdo

lim |Ju(t)]y = oo.

t—tmax

Prova: Ver Pazy [18]. W

16
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A equacao da onda linear

Neste capitulo estamos interessados em analisar um sistema associado & equacao da

onda amortecida com condigoes de fronteira de Dirichlet:

EUy — Ugy + €YUy = 0, O<z<m t>0

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,

(2.1)

onde £ > 0 é um parametro pequeno, destinado a tender a zero.
Nosso objetivo é analisar os valores de @ > 0 para os quais, a taxa de decaimento de
energia das solugoes de (2.1)), com ¢t — oo, ¢ uniforme, quando ¢ — 0.

A energia do sistema ([2.1)) é dada por
1 s
E.(t)= 5/ [eu? + u?)dx (2.2)
0

e satisfaz

o (t) = —sa/o urde. (2.3)

Calculemos agora o espectro de (2.1]). Usando separagao de variaveis, vamos considerar
u escrita na forma u = u(z,t) = eMsen(kx), com k € Z. Entdo, u é solucio de (2.1)) se, e

somente se, A resolve a equacao quadrética

XN+ N+ k* = 0. (2.4)

17
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Neste caso

_a 2a _ 2 a-1 2
- e* + \/25 dek _ ¢ . n % S2(a-1) _ 4k (2.5)
€ e

2

Quando g2~ — % < 0, a parte real do autovalor A em 6 —=21 Assim, a
fim de obtermos uma taxa de decaimento uniforme, em relacao a ¢, é natural tomarmos
a < 1.

2(a—1)

2 . .
Quando ¢ — % > 0, o autovalor em 1} com parte real maior (e decaimento

a—1 1
U + 51/ (2.6)

mais lento) corresponde a

Por outro lado, observemos que

2k> 2k2

AR
9
2
_ / 2am1) _ 4k*
2 2 2
ga—1 4 e2(a—1) _ ﬁ ga—l 4 4 /g2 (a— & ca— k
£
5 (a—1) 4
2
2(
9

(a—1) 4

2
1 1 __
—2k? ( / k2>
€
€ €
W
€
1 / 4k?
= —5 (5 -1 e a-1) _ —) . (27)

Além disso, sendo e2(—1) — % > 0, temos

éjcvfl 4 82(0{—1) oY 2 Eafl
5
Assim,
2k2
- 12
£ < ——. (2.8)
4k> e*

18
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Logo, de (2.6) - (2.8) segue que
2k2

a—1 2
)\+:_€_+11/52(a—1)_4_]€2: € <_%<_37
2 2 € 4k — &> T e
ga—1 + 62((1—1) _
€

que esta de acordo com a taxa de decaimento uniforme quando o > 0.

Consequentemente, é natural conjecturarmos que a energia de solucgoes de decai
exponencialmente para zero, quando t — oo, é uniforme quando ¢ — 0, quando 0 < o < 1.
Para mostrarmos que esse é realmente o caso, vamos utilizar o método de perturbagao da
energia F. para obtermos uma desigualdade diferencial, levando ao decaimento exponen-
cial. Esta, serd a principal ferramenta para analisarmos os modelos de vigas nao lineares
nas secoes seguintes.

Definamos

F.(t) = S/OW wude. (2.9)

Entao,

dFE s ™ ™ ™

— / eugudr + e/ uldr = / [ty — €% ug]uda + 5/ uldx
dt 0 0 0 0
= / Uppudr — / e uudr + 8/ urde

0 0 0

= —/ uidm—s“/ uutdx+€/ uldz. (2.10)
0 0 0

Dado ¢ > 0, introduzamos a energia perturbada:

G.s(t) = E.(t) + 6F.(1). (2.11)

)

De acordo com ({2.3)) e (2.10) segue que

dG. s d d
) = —F d

= —80‘/ u?dx—i—&{a/ ufdx—/ uidx—go‘/ uutdx}
0 0 0 0

= —(5/ uidw—(eo‘—ée)/ ufdw—és“/ uude. (2.12)
0 0 0
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Ao usarmos as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

—5sa/oﬂuutdx < 6 (/ [ul d:)s) 1/(2/ i) da:)
< son([ua)” ([ uas)

2« 2
< é/ wde+ 25 / uldz. (2.13)
2 0 2 0

Combinando (2.12)) e (2.13]) deduzimos

d 5 [T Se20r2
—G.s5(t) < —5/ uidr — (e —55)/ dx—l——/ uZdr + = T / uidzx
i 2/, 2 ),

se2a—1,2 w
= ——/ uZdr — ( T—6— g—ﬂ) 5/ uldx. (2.14)
2 Jo 2 0

Por outro lado, usando as desigualdades de Holder, Poincaré e Young, obtemos

[E()] < 6/(: [wae|d < el|ull Juel| < ev/rjua|[ue]
< \/W_g(%/owuida:—l—%/oﬂu?dx)
= JVAEE.(1). (2.15)
Dai
|Gea(t) = E=(t)] = |E(t) = 0FL(t) — E-(t)] = 0| Fe(t)] < 0v/meEx(t). (2.16)

Tendo em conta ([2.14]), a fim de garantirmos o decaimento uniforme da energia E., é

suficiente escolhermos § = d(¢) satisfazendo:

(a) 0y/e — 1 <1, quando £ — 0, de modo que, por (2.16), G. 5 e E. sao uniformemente

equivalentes quando ¢ — 0.

582(17171.2

(b) §>c;>0e (50‘_1 - — ) > ¢y > 0 entao, de acordo com ([2.14]) é imediato

obtermos
d

EG‘E’(S(U < —min(e, e2) EL(1).
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Primeiro, vamos verificar (b). A fim de obtermos <5a*1 —0— w> > > 068

5&71 e~

4 7 2

suficiente escolhermos § < min{ } que, obviamente, é compativel com o fato de

que § > ¢; > 0 para todo 0 < a < 1. Neste respeito notemos ainda que min {5a4_1, %}

é constante quando ¢ — 0 para a = 0,1, enquanto que ela tende para infinito quando

0 <a< 1. Assim,

d o [7 e [T
5 Ceolt) < —5/0 U§d$—c2§/o uydz

< —M/ uidm—min{cl,CQ}i/ ulde
2 0 2 Jo

1 s s
= —min{cy, e} [—/ uidr — E/ u?dx]
2 Jo 2.Jo

= — min{cl, C2}Es(t)'

Obviamente (a) é também compativel com a escolha anterior. No geral, é suficiente

gl g =3
0 < min , ,
4 2 2

para garantir o decaimento exponencial uniforme, pois

escolhermos

= §me B /Oﬁ(euf +u(2)$)d:v] .

Fazendo € — 0 e usando as convergéncias adequadas obtemos

Gustt) — B0 =1 |57 ["aia].

Resumindo, vimos que, ao escolhermos 0 < o < 1 (quando ¢ — 0), o decaimento
exponencial uniforme das solugoes da equagdo de onda amortecida (2.1) é garantida.
Mostramos também como o método classico de introducao de perturbagoes adequados da
energia pode ser usada para provar tal resultado. Isto é de suma importancia no contexto
de problemas nao lineares em que estes resultados nao podem ser obtidos através da

analise do espectro.

21



Capitulo 3

Modelos de vigas: Amortecimento

interno

Neste capitulo estudaremos os modelos de viga do sistema de Von Karmén com
condicoes de fronteira articuladas e na presenca de amortecimento interno distribuido
ao longo de toda viga.

A fim de obtermos o modelo de Berger-Timoshenko amortecido como limite singular
quando ¢ — 0, vamos supor que a > 0. O caso a = 0 serd estudado no Capitulo [5]ja que
um modelo de limite diferente seré obtido.

Assim, para qualquer e > 0 e 0 < a < 1, temos

( 1
EVy = {v$+§wi} — &%y, O<x<L,t>0
: 1
Wyt + Wrrze — Wratt = [(Ux + §’UJ§> wx:| — Wy + Wyt 0 <z < L,t > 0
v(0,t) = v(L,t) =0, t>0 (3.1)
w(0,t) = w(L,t) = Wy (0,t) = wy, (L, t) =0, t>0
v(x,0) = vo(z), ve(x,0) = vi(x), O<z<lL
w(z,0) = wo(x), wi(z,0) =wi(x), 0<z<L.

Para isto, dividiremos o capitulo em quatro se¢oes, onde na primeira secao estudaremos
existéncia e unicidade de solugao. Aqui também vamos considerar o caso a = 0. As duas
secoes seguintes sao destinadas a analise do limite assintético e estabilizacao uniforme

quando o parametro € tende a zero com 0 < « < 1. Por fim, na ultima secao deste
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capitulo, faremos uma anélise do sistema com outras condi¢oes de fronteira.
No que segue, vamos usar ¢ para denotar uma constante genérica positiva que pode

variar de linha para linha (a menos que seja indicado de outra forma).

3.1 Existéncia e unicidade de solucao

Consideremos o espago
X = Hy(0,L) x L*(0,L) x [H*> N Hy(0,L)] x Hy(0,L)
munido com a norma
(v, y,w, 2)l% = [lvall* + ellyll® + llwaal* + 121 + 2],

para cada (v,y,w, z) € X, onde ||- || denota a norma em L?(0, L). Denotaremos o produto
interno em X por (-,)x.

O sistema (3.1]) pode ser escrito na forma

DU, = AU+ N(U),
U = Uy,

_ T _ _ _ T
onde U = [v,y,w, z|*, com y = v; e z = wy, Uy = [vg, v1, wo, wq]",

1 00 0 0 1 0 0
82
0 0 0 -0 0 0
D= . A= | Ox?
001 02 0 0 0 1
0 84
000 - =
i ( ax?) [ 00 g O
e - -
0
1
(§w§> — &%y,
NU) = z
0
(= vg) ]
Ux+§wx Wy _wt+wxxt

23
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Definamos o operador

D'A: DDA CcXx - X

por i _
0 1 0 0
92
571—2 0 0
D14 = ox
0 0 0 1

com dominio
D(D™'A) = [(H* N Hy)(0,L)] x Hy(0,L) x [(H* N Hg)(0,L)] x [H* N Hy(0, L)]

~1
. 2 .
Observemos que aqui, (1 — —8‘1 2) denota a inversa do operador

o _
(1 - @> c H}0,L) — HY(0, L).

Teorema 3.1.1 Seja (v, vy, wo,wy) € X, entdo o problema tem unica solucao
(fraca) na classe

(v, v, w,wy) € C([0,00); X).

Além disso, a energia total E-(t) dada por

1 2
ev? 4+ wi + w2, + wl, + (vx + §w§> ] dx (3.3)

obedece a lei de dissipagao de energia

dE.(t)
dt

L
= — / [e%v] + w4+ w?,] dz. (3.4)
0

Prova: Olhemos para o sistema (3.1)) na forma equivalente (3.2]). Nosso objetivo ¢ aplicar
a Teoria de Semigrupo. Inicialmente, demostremos que o operador D' A é o gerador

infinitesimal do grupo das isometrias em X.

e D71 A ¢ dissipativo. De fato, seja U € D(D~1A), entao
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y [y ]
e, y
(D'AUU), = :
< w
92
-\ 1= == TTTT
L < 8I2) v 4 = © X
L L L L o2 -1
= / yl,vxdxjt/ vxxydw+/ zmwmdﬂc—/ (1——2) LT —e ks
0 0 0 0 Ox

L g o2 -1

para cada U € D(D'A).

e D7'A é maximal. Com efeito, seja F = (f,g,J,k

)T

82
L=

encontrar um elemento U = (v,y,w, z)T € D(D7'A) tal que

(I-D'AU =F.

Isto é equivalente a encontrar (v,y,w,2)T € D(D~A) tal que

(

v—y=f
y_g_lvaxrzg
w—z=]

92\ !
z—i—(l—a—Q) Wogre = k
\ X

Resolver o sistema (3.5)) é equivalente a encontrarmos

{v,w} € [H*N Hy| (0,L) x [H* N H] (0, L)

25
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tal que
—Vge +ev=¢(f + 9) (3.6)
v(0,t) =v(L,t) =0
(&4
Wygzs — Wy + W =0 (3.7)

w(0,t) = w(L,t) = W (0, 1) = Wea(L,t) = 0

onde 6 = (1 - g_) (k + 7).
Analisemos agora os sistemas (3.6) e (3.7]). Para o sistema (3.6 definamos a forma

bilinear

a:HY0,L) x HY(0,L) — R

L L
(u, &) — a(u,ﬁ):/o uxfxdqu/o culdx.

Notemos que a é continua e coerciva. De fato,

L L L L
/ uxfxdx—i—/ cuédx S/ |ux§x\dx+/ elxg|dx
0 0 0 0
[[uz [ |€]] + [[ullll€lle < cllus|[l[E]

* q é continua.

|a(u,§) | =

IN

* @ é coerclva.

L L
a(u,u) = / uldxw +/ euldr > c||lu,|?
0 0
Definamos agora a forma bilinear

0:H}0,L) — R

L
3 — 90(5):/0 evéda

com v = f + g. Temos que ¢ é continua. De fato,

L L
(&) = /Omgdx Se/o ¢
< elvlligl < ellé|l
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Modelos de vigas: Amortecimento Interno CAPITULO 3

Logo, usando Teorema de Lax-Milgram (Teorema|l.2.3) podemos garantir a existéncia

de um tnico v € H}(0, L) tal que

a(v,€) = ¢(§), V¢ € Hy(0,L),

L L L
/ vxfxdx+/ Evfda::/ ev&dr,
0 0 0

o que mostra v ser solugao de (13.6)).

isto é,

Analisando agora o sistema (3.7)), temos a forma bilinear

b: (HXNHYH(,L) x (H*(H})(0,L) — R

L L L
(p,0) — b(p,0) :/ pmamda:—i—/ pﬂ%dﬂ:—i—/ podx
0 0 0

continua e coerciva.

x b é cotinua.

L L L
b(p,0)] = / pmamda:—i—/ pmaxdx—i—/ podx
0 0 0
L L L
< / |pmam|dx+/ |pxax]dx+/ \po|dx
0 0 0
< Npzallllowall + lozllllo=l + lIzl[llo]l < cllll pazllow|

* b é coerciva.

L L L
b(p,p) = / pixdiﬂr/ pidwr/ pPdx > || pa®.
0 0 0
Vamos definir o funcional

wi (H2OHH0,L) — R

L
o —  u(o) = / Hodx
0
que é continuo. De fato,

)l = | [ fods

< cllflllloll < cllflll|owsll.
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Novamente usando o Teorema de Lax-Milgam, obtemos w como tnica solugao fraca
do sistema (3.7). Isto implica que D~'A ¢ maximal e, portanto, D~'A é o gerador
infinitesimal se semigrupo de operadores em X'.

Para garantirmos a existéncia de solugoes locais do problema , resta provarmos
que D7IA é localmente Lipschitz em X.

Claramente, se

U= [v,y,w,t]T e U= [5,@,@,E]T

pertecem a X, entao

0
~ «
DTN(U) = N(U)] =
_/6_
onde
_i 2 ~27 _ _a—1 o
@ = o[wl— @, -y - )
e
s=(1-2) b gud) =@ (Tt 52 )| = (2= 2 (e — T
= 97 Wy | Vg wa Wy | Vs 2wz ) z—z Wypt — Wapt) ¢ -
Consequentemente,

IDTHNW) = NO3 = 11(0,0,0, 8)[* = ellal® + 18]1* + 18|

Analisemos separadamente cada termos da expressao acima.

Primeiro, observemos que a pode ser escrito como

a = 2_15 (we — @) (we + @], — My — )
- 2_15 [(wﬂv - ﬂ;ﬂﬂﬂf)(wl’ + ﬂ)/x) + (w:v - ﬂ;gc)(wxw + ﬂ)/x:v)] — €a_1(y — g)
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Dessa forma,

1 2

— [(Wae — Wae)(Wy + Wy) + (W — Wa) (Wag + Waa)] — 50‘71(?/ - )

2 _
ol = |52

2 2

i(wx_wx)(wzx+wxx) + Hea—l(y_g)HQ

2¢e

.

1 - -~
< — —
< H 5 (Wag — Wy ) (Wy + Wy)

- = { /0 e — )y + )P da

L
b [l @) e+ B 2y —
0

IA

C . ~

S {llwe = TellZc(lwaell + | @ell)?

‘f‘me - 7:‘71:96||2(||7~U:L‘||oo + ||@x||00)2}+052(a_1)”y - gHQ (3~8)
Usando a imersao H'(0, L) < L*(0, L), podemos observar que

o |l < CHwa:HHg = cf|wgl];

o [[Welloo < cllwellsy = cllwaell

o [[we = Walloo < cllws — Wellmy = cll(w = W)allmy = cll(w = W) |-

Portanto,

ol < € (Wl + 1011 ) U = Tl

Agora, vamos estimar a norma de ||3||g10,z). A fim de simplificarmos os calculos,

facamos

B=p1+ B

2N\ 1\ - (o 1,
b= (1 - @) {“’w (% * ﬁww) T (”w * W)L

5= (1-52) = D)+ s~ o)

onde

Como o operador

1—8—2 _13-L2(0 L) — H}(0,L)
or2) Oz’ ’ 0R
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é limitado, entao

1
il = H<1_§7) un (v 02) - (5 3a2) |
1 1
wx(vx—l—iw)—wx(vm—l—z >

Adicionando e subtraindo (vm + %wg) W, em } e usando a desigualdade triangular,

Hl

IN

c (3.9)

obtemos

1 2 ~ ~ 1~2 1 2 - 1 9 .
! - Wa z Rt r P T Y z T 5 z
1Bl < e (U + S ) w <v + me> + <v + me) w <v + 5Wa | W

_ +1 Uy) + @ _ +1 2 ~+1~2
= c||{ vt gu; Wy ) + Wy _ Ve + SW; Vs + 5W;
1

1 ~
< cl|llv, + —wi) (wy — Wy)

+c

2
Vg + zW;,

IN
=
S

8

~ - 1 ~ ~
el o =l + glhos - Tullal + i} (3.10)

Analisando os termos de (3.10) e usando a imersao H'(0,L) — L*(0, L) como nos
termos de (3.8]), temos

o [Jve + 5wl < llvall + gllwill < Nvall + 3llwesll*.
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L
o [[will® = Jy widw = llwallfa,r) < cllwallfp = cllwaall®.
o [[we +wel| < [lwell + [|we]-

Logo deduzimos que

IA

- 1
il < ellw = @l (ol + 3leel?)

el ol 100 = D)l + 310 = Dol + 121

VAN

~ 1
e = Gl (leal + 3l
~ ~ 1 ~ ~
el 1= Dl + 10 = Tlaele ] + 1)

~ 1 " C ., - -
= c[|U-Ulx {H%H + §mell2 + cllWaal + 5| Daa Iz + wall]}

~ ~ C ~ ~
< o0 =Tl [0l + Tl + 10100 e + 1))
= (U]l + 1T )V — Tl (3.11)

Um raciocinio anélogo nos permite mostrar que
B2l < c(lUlx + 1 UN)IU = Ull.

—1
De fato, sendo o operador (1 - g—;) limitado de H~! em H}, segue

il = | (1= 2) G2+ s~ o)

< |(1-52) Fe-2l+|(1-5m) a2

< ez =2 +erllz - Z]

< cllz =2+ llz - Z|

< c(IWlx + 101 ) U = Tl (3.12)

Portanto, temos provado a existéncia e unicidade de solugao do sistema (3.1).

Mostremos agora que (3.4) vale. De fato, multipliquemos (3.1)); por v; e integremos
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de 0 a L.

L L 1 L
5/ vpvpdr = / [Ugc + —wi} vpdx — / z—:o‘vfdx,
0 0 2 p 0

AT /L 22| /Lga 24 (3.13)
——||v||F = — Vg + =W | Vypdr — vid. .
2dt"" 0 2 o] 0

Agora, multipliquemos ({3.1)2 por w; e integremos de 0 a L. Assim

L L L
/ wttwtdx -+ / wmmwtda: — / wmttwtdx
0 0 0

L 1 L L
= / [(vz + —wi) wz} wydx — / wfdx + / Wyt WedX.
0 2 x 0 0

Fazendo integracao por partes obtemos

ou seja,

el + llwae I + llwael*]

L 1 L L
+/ (U:E + éwi) Wy W dx —|—/ wldr — / w?,dr = 0. (3.14)
0 0 0

N | —
SIS

Além disso,

Ld [ +122d /L + Ly d+/L + Ly dr  (3.15)
- — Uy + —W; T = Vg + W, | Vg dT Up + W, | WyWerdT .
2dt J, 2 o 2 ! 0 2 !

Combinando (3.13), (3.14) e (3.15]) segue

1d 2 2 2 2 g 1 2 ?
57 | el + llwee || + [lws||” + ellod]” + v+ Swy | de
0

2dt 2
L L L
+ / e“vidz + / widz + / w2, dr = 0,
0 0 0
ou seja, a energia F. definida em (3.3]) obedece a lei de dissipagao (3.4)). ]

3.2 Limite assintotico quando € — 0

Nesta se¢ao estudaremos o limite assintotico da solugao {v®, w®} de (3.1) quando e — 0.
A partir da lei de dissipagao de energia (3.4)) garantimos que fixado (vg, vy, wo, wy) € X,
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temos
E.(t) <c
onde ¢ independe de ¢ e, dessa forma, deduzimos que as sequéncias
€ 5 1 £\2 € € €
{\/gvt}7 Uy + §(wz> ) {wt}7 {th}7 {wxz}
sao limitadas em L*°(0,+o00; L?(0, L)) e
{6a/2vf}7 {U}f}, {wfct}
sao limitadas em L?*(0, +o0; L%(0, L)).
As limitacGes anteriores implicam que
{wf} é limitada em L™ (0, +o0; [H* N HJ](0, L)) (3.16)
e
{v°} é limitada em L>°(0, +oo; Hy (0, L)). (3.17)

Para justificar (3.17)), basta observarmos que

1 1 1
losll < Jfos + )| + SN2 < Jog + S ws)?
1 1 1
£ £\2 112 _ € - £\2
< v + §(wa}) + §||wx”Hé(O,L) = ||vz t 2<w:c)

1
+ §||w;||%4(O,L)

+llwg|* < e

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema [1.2.1)), extraindo subsequéncias

(ainda denotadas pelo indice €, a fim de simplificarmos notagoes) deduzimos que existem

E=¢&(x,t), n=n(z,t), w=w(x,t) e p=p(x,t) tais que

\/Evf — ¢ fraco estrela em L*(0, 400; L2(07 L)),

1
v + §(w5)2 — 1 fraco estrela em L*(0, +o0; L*(0, L)),

T
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w® — w fraco estrela em L™ (0, +o00; [H* N Hy](0, L)) N W>(0, +00; Hy(0, L)) (3.20)

v = p em L*((0,L) x (0,T)), (3.21)

quando £ — 0.
Vamos identificar agora o limite nos termos nao lineares de (3.1)). Resta ainda identi-

ficarmos o limite fraco do termo nao linear

ot (5 + 5007))

quando ¢ — 0. Para isto, observemos (3.16|) e usemos o Teorema de Compacidade de

Aubin-Lions (ver Teorema |1.2.5)), para deduzirmos que, quando € — 0,

w® — w em L*(0,T, H*7°(0, L)) (3.22)
para algum 0 < 0 < 1 e T < oo. Combinando (3.19) e (3.22)), segue que
5 x

we [Ui + 1(w5)2} —w,n em L*((0,L) x (0,T)) (3.23)

quando € — 0, para qualquer 7" < co. O passo seguinte ¢é identificar o limite fraco n em

(3.19). Das convergéncias (3.21) e (3.22) deduzimos que

V5 + %(w;)Q —p+ %(wm)2 em L?((0,L) x (0,T)) (3.24)

a qual, junto com ({3.19)), implica que

1
n=p+ éwi. (3.25)

Afirmacgao n independe de z.
De fato, sendo e > 0, segue de (3.17)) a existéncia de uma subsequéncia, ainda denotada
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da mesma forma, tal que

e, — 0 em H '(0,T,H(0,L)), (3.26)
quando £ — 0. Por outro lado, de

evy — 0 em H '(0,T,L*0,L)), (3.27)
quando € — 0. A partir da primeira equacao de , (3.24)), (3.26)) e (3.27) segue que

1 1
= foege] - fmleesen]

1
— 111% [Ui + 5(102)2] = hII(l) [evs, +e%vf] =0,

0 que prova a afirmacao.

Portanto, n = n(t). Integrando a identidade (3.25)) de x = 0 a x = L, obtemos

L L 1 L 1 L 1 L
n(t)L = / n(t)dx = / {p + —wi] dx = / pdx + —/ widr = —/ w?dx
0 0 2 0 2 Jo 2 Jo

pois fOL pdx = 0. De fato,

L L L
/ pdr = / limvide =1lim [ vidr =0
0 0

e—0 e—0 0

desde que v°(0,t) = v°(L,t) = 0. Por isso,

L 1 /L Y
Wy = N=Wy = | — w,.AdT | W,.

Consequentemente,

1 1 1
wi | v+ 5 (w))? = wi, (v + s(wd)? ) +wl v+ S (w)?
2 N 2 2 N
1

1

+
1 L
= Wyl = (ﬁ/ wzdm) Wy, em L*(0,T, H (0, L)),

[en]
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quando € — 0
Para concluirmos o nosso resultado, é suficiente identificarmos os dados iniciais do

sistema limite.

Ja sabemos, por 6, que
w(z,0) =wp(x), 0<zx<Lel<e<l. (3.28)
Por outro lado, segue por (3.16|) e o Teorema de Aubin-Lions (Teorema |1.2.5) que
w® — w em C([0,T]; H*°(0, L)),
quando € — 0 para algum 6 > 0 e T' < co. Assim
w®(-,0) — w(-,0), em H>7°(0,L). (3.29)

Combinando (3.28)) e (3.29)), temos w(z,0) = wy(z), com 0 < x < L.

A prova de que wi(z,0) = wy(x), é feita de forma semelhante, visto que

wi(z,0) =wi(z), 0<z<Lel<e<l

e
ws — wy em C([0,7T], L*(0, L)).
Para obtermos essa convergéncia usamos novamente o Teorema desde que
{we} é limitada em L>(0,T; Hy(0, L)) (3.30)
e
{ws} ¢ limitada em L>(0,T;L*(0,L)). (3.31)

A ultima limitacao pode ser obtida usando a identidade (3.1])s. De fato, temos

_ 1 2
Wit — Wagtt = Vg + §w$ Wy — Wy + Weat — Werae,
T
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o que implica

o 1,
1_@ Wi = — | Wegge T Wi — Wegt — Ux+§wx wxw

e, por sua vez,

wy =— 11— @ Wyzge T Wi — Wegt — Uz + éwx Wy :

Dessa forma, a limitagao segue devido as condig¢oes de contorno satisfeitas por
w® e o fato que wf, wi e (v + 2(w:)?) wS sdo limitadas em L>(0,T;[H? N Hy|(0, L)),
L>(0,T; H}(0,L)) e L=(0,T, L*(0, L)), respectivamente.

As convergéncias acima se mantém ao longo de subsequéncias adequadas. No entanto,

considerando que o limite em w foi identificado como tnica solugao de

1 b
Wit + Wogre — Waptt — (i/ widm) Wep + Wy — Weee =0 (0, L) x (0, +00)
0
w(0,t) = w(L,t) = Wy (0,t) = wye (L, t) =0, t>0
w(x,0) = wo(x), w(x,0) = wy(z), 0<z<L.

(3.32)
deduzimos que "toda a familia" converge quando € — 0.
A energia do sistema (3.32)) pode ser obtida se multiplicarmos (3.32)); por w; e inte-

grarmos de 0 a L.

L L L
/ wywedx + / Wazga WedT — / WegttWdx
0 0 0

Ly/q L L L
—/ —/ widm WapWidx +/ wfdx —/ Waprwidr =0
o \2L Jo 0 0

ou seja,

L L L
/ wttwtdx + / wzxwacxtdx + / wmtthtdx
0 0 0

Lysq L L L
—i—/ —/ w2dz | wewydr +/ w?dxr +/ w?,dx = 0,
o \2LJo 0 0

37



Modelos de vigas: Amortecimento Interno CAPITULO 3

isto implica que

1d 2 2 2 Bt Lo 2
33 [well® + NJwea||” + [|wael|?] + oz ), widr | wywgdr + i [w; + w3, |dx = 0.
(3.33)
Por outro lado, observemos que
d 1 L , 2 1 L L
S — = —2 2 2
Y] {/0 wxdx] Y7 [/0 wl,dxl [/0 wzthdx}
-1 / * wdn| o wnds (3.34)
AN widr | (wywgdx] . .
Desta forma, substituindo adequandamente ([3.34) em (3.33)), deduzimos que
1 [* 1 [ " ?
E.(t) = —/ [wi + w2, + w2y de + — / w2dx (3.35)
2 Jo 8L |/,
e estéd de acordo com a lei de dissipagao
d L
—E.(t) = — / [wi + w2,] da. (3.36)
dt 0

E facil vermos que em ambos e , a energia decai exponencialmente & medida
que t — oo0. Nosso objetivo aqui é mostrar que, na verdade, a taxa de decaimento é
uniforme (quando ¢ — 0), desde que 0 < a < 1 e localmente uniforme quando o = 0.
Embora, como dissemos no inicio do capitulo, quando o« = 0 o limite é diferente quando

e — 0. Isto seré analisado no Capitulo

3.3 [Estabilizacao uniforme quando € — 0

Estamos interessados agora em mostrar que ha uma estabilizacao uniforme, quando &
tende a zero, na taxa de decaimento da energia do sistema de Von Karmén. Com esse

objetivo, vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Seja {v,w} a solugdo global do problema com dados iniciais no
espaco X. Suponhamos que 0 < o < 1. FEntao, existem constantes positivas ¢ > 0 e
w >0, tais que

E.(t) < cE.(0)e 7o, (3.37)
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para todot >0 e <e < 1.

Observacao 3.3.1 Com o limite em , quando € — 0, obtemos as sequintes taxas
de decaimento para a energia do sistema de limite .'

eSe a=0: E(t) < ceng(O)tE(O), para todo t > 0,
(3.38)

eSe a>0: E(t) <ce™FE(0), para todo t > 0.

Obviamente, 2 € melhor que 1, uma vez que ela se mantém uniforme para
todas as solucoes e, 1 € apenas uniforme sobre os conjuntos limitados no espago
energia. No entanto, como veremos no Capz’tulo@ quando a = 0, o sistema nao €
limite. Notemos também que, para € > 0, o decaimento estimado em so € uniforme
em conjuntos limitados de dados iniciais. Porém, quando a > 0 e e — 0, a dependencia

em que os dados sao mais fracos, no limite, consequimos a propriedade de decaimento

G35

Prova do Teorema [3.3.1k
A fim de simplificarmos as notagoes, vamos escrever w = w® e v = v°. A prova do
teorema seré dividida em trés passos.

Passo 1. Vamos considerar o funcional

L 1 L
F.(t) = 5/ vugdr + 3 / [wwy + wpw,|d. (3.39)
0 0

Usando as equagoes em ([3.1]) segue que

dF.(t d L 1 [
dt( ) = = [5/0 vuda + 5/0 [ww; + wxth]d:):]
L 1 b
= e/ [V + vog)dz + 3 / [wF + wwy + w2, + Weweydx (3.40)
0 0

L L 1 L 1 L
= e/ vidr + 5/ vodr + = / [wi + w,)dx + = / [Wwy + WpWey|dx
0 0 2 Jo 2 Jo
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Substituindo as equagoes (3.1); e (3.1))s em (3.40)), obtemos

dF.(t L L 1 L [r
E( ) = 5/ U?dl‘ + / v Uz + _wm2 - 6avt dr + - / [UJ? + wit}d‘x
dt 0 0 2 T 2 0
1 [t 1,
+§ W | —Wygzy T Wegtt + Vg + §w$ Wy — Wi+ Wagt | + Wy Wyt dx
0 T
L L 1 L 1 £
= 5/ 'Uth(E + / UV [VUg + _wx2 d.T - 8Ol/‘ ’U/Utdl' + _/ [wt2 + wz‘t]dx
0 0 2 T 0 2 0

1 [F 1
—i—§ / {w [—wmm + K% + §w§> wm} —w + wmt] + WWapgprt + wxtht} dx
0 x

Finalmente, integrando por partes a expressao acima

dF.(t L L 1 L 1t
( ) = 5/ Uthl’ — / Uy |Ug + _wzz dr — ga / thdl’ + = / [wf + U}it]dl‘
dt 0 0 2 0 2 0

S 1, 1
+= | Jw; twi]de — = [ wetdr 4 = | wwee — wy]dx
2 J; 2 J; 2
L

L 1 2 1 L
= 5/ vidr — / {vx + §w12] dx + 3 / [w} + w?,|dx
0 0 0
1 L 1 (L L
——/ w?, + —/ W[Wear — wyldx — aa/ vudz (3.41)
2 Jo 2 Jo 0

Além disso,

L
/ wwdx
0

L
< /0 jwwide < [|w]llw]l < VLllwe|l|lw|

L

< Llwgg||wi] {2 1/2<£[n”2|w *+2
= T t 77 = 2 xTxr 2

()]

L 1
= c/ {nwim + —wf} dx (3.42)
0 n
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para todo n > 0, uma vez que, pela Proposigao |wee|| define uma norma em

[H? N H3](0, L), que é equivalente & norma induzida por H?(0, L).

L L
/ Wywydr| < / |wewe|dx
0 0

Por outro lado,

L
/ WW gz dT
0

1/2
n
< Jwallllwatll < VElwaollllwse] (5)
VL VL[ /1 2
< LAl + 5 |\l

L (" 1
= g/ [7771)92;90 + —witl dx (3.43)
0 N

3

< /L owldz < <[o][ o] (,7>1/2
{% Aol + 5 [y Sl }

_ 77 / le, a /
= — + — 2dx. 3.44

L
@ / v dx
0

IA

Ainda temos que

L
/ v2dx
0

IN

L 1 1 ,]°
/ 2dx = / lvx + w2 — —w2] dx
2 2
L[ 1 2
[l b
0
=12 L
/ vy + zw2| dr+ c/ widx
o L 2 0

1

Lpo 72
1
1

IN
h

dx

I
t~
h

Il
~

Ve + —w? dx'f'Cwa”i‘l(OL)
0 L 2 . 7
12
2 4
/0 00+ 505 | do+ cllwaligo
2

IN
h

L :2
/ Ve + —w? d;z:+c||me4
o L |

L 1 2 L 2
= L / Uy + wZ} dz + (/ wfmda:)
0 2 0

|
~
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Ly 1 12 L L
= L / Uy + -wy | dr+ (/ wixd:p) (/ wizdx)
0 2 7] 0 0

AL L
vy + iwi dx + E(t) / wfmdx}
1 0

8N

I

~
—N—
O\é

2

I

t~
—N—
O\é

1 12 L
ve + ~w?| dx + E(0) / wimdx} : (3.45)
| 0

Consequentemente, de (3.44) e (3.45)), obtemos

L co L cop [
/ vudr| < —/ vidr + —/ v?dx (3.46)
0 2n Jo 2 Jo

« L o L 2 L
€ 2 € 1y 2
— vydr + —c / (vm + —wx> dz + E.(0 / wydx | .
2n /o ! 2 [ 0 2 ( ) 0

Passo 2. Seja § > 0, vamos definir G, 5(t) por

«

€

IN

Ge,é(t) = Ee(t) + 5Fe(t) (347)

Combinando (3.4)) e (3.41))-(3.46) obtemos:

—G.5(t) =

5 (1) + OF-(t)) =

EL(t) + 0% F.(1)

dt© dt

E
L L 1 2
/ [0} + w} +w?,)]dx + 0 / vfdx—/ {U:cﬂLéwa} dx
0 0
1 1 L 1 L L
+= [wt + w2, |dz += / w[wmt—wt]da:——/ wimd:p—sa/ vvtda:}
2 2 Jo 2 Jo 0

L L 2
1
([e*v] + w} + w3,)]dx + 55/0 vidr — 5/0 {vz + §wx2} dx

IN

wt—i—w |dx + =

L
—é/ wwdr
2 1Jo

5 L
/ WW gzt dT
21Jo
L
/ vude| .
0

w LAdr —0

5
2,
5
2 Jo

\\
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Fazendo a substituicao de (3.42), (3.43) e (3.46) na expressao acima, obtemos

d L L L L
—Ge5(t) < —5a/ vidr — / w?dx — / w2, dx + 58/ vidr
dt 0 0 0 0
L 1 2 5 L 5 [k
—6/ [vx + —wzﬂ dr + —/ [w? + w?,|dx — = / w? dx
0 2 2.Jo 2.Jo
L 1 B 1
—|—éc/ [nwgz + —wf] dzr + éc/ {nw; + —wit] dz
2 Jo U 2 Jo Y
co L o L 1 2 L
+0 —/ vidr + —Lc / <v$ + —wi) dr + E.(0 / w2, dx
{277 o 2 0 2 © 0
L L
a e? 2 0 01 / 2 2
— —_ —_ — ) — — 1 — - —C—
(5 de (5277) /0 vidx ( 5T 2077) i (Wi + wy,|dx
a L 1 2 o L
Y S P / vy + ~w? | dx — o é770 — 56—ncE5(O) / w?, dx
2 ) ), 2 2 2 2 .
L L
o e 1 ¢
= —(5 —56—5%)/0 vidr — 1—5(5%—%))/0 [w? + w?,|dx

@ L 1 2 ) L
-0 (1 - 6—”6) / (vm + —wg) de — = (1 —nc — 50‘770E5(0))/ w? dx
2 ) J; 2 2 ;

a-1 e*! g 2 c g 2 2
< — (e =0-0 o £ i vidr — 1—55 i [wi + w3,]|dx
1

_g (1—en(l— gaEE(O)))/O w2, dz. (3.48)

Consideremos 7 tal que
A

T 14 eE.(0) (3.49)

Ui

com A > 0 (suficientemente pequeno e independente de € e E.(0)).
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Finalmente, substituindo (3.49)) em (3.48)) obtemos

d 8&—1 L c L
—Ge (1) — et -6 — d—— e/ vide — |1 — o—— / [w? + w?,|dx
dt o B.(0) 0 1fexE.(0) ) YO
A L 1 ,)\?
—0(1—e—----—— —w?) d
( ST eaEg<0>C> / ( " 2%) ’
—é 1—0;(1—{—6“E (0)) /Lw2 dx
2 1+ ¢e2E.(0) : 0
a L
= —[e¥! —§—e2t. 1+eE(0) 5/ vidx
2\ 0

- (”%E@)) / (0?4 )do

A L 1 ,\°
5l1=-ee— 2 z
) ce 1+5°‘E€(0)>/0 (vx+2wx) dz

) L
—5(1 — c)\)/ w? dx. (3.50)
0

IN

Queremos impor condi¢oes adequadas em 0 (e A) de modo que os coeficientes do lado
direito de 1' sejam todos menores ou iguais a —g.
Observemos que

I 1+4+e*E(0) _ e*E(0)

- > > %ec.
. ) =Ty TE

A dltima desigualdade segue do fato que A > 0 é suficientemente pequeno e independente

de € e E.(0). Logo EET(O) > 2¢, ¢ uma constante positiva. Logo,
n < (e*2c)7, (3.51)

e, assim, podemos reescrever (3.50) da seguinte forma:

d _ . [(1+e“E(0) L
- < _ a—-1 __ ¢ a=1 [ = "= Fe\Y) 2
dtGE"S(t) < (e J —de < o )) 5/0 vy dx
a L
— (1 - (H+E€(O))> /0 [w? 4+ w?]dx

5 [* 1.\’ b L
—= Uy + —wy | de—=(1—cA) | wi.dz. (3.52)
2/, 2 2 ;
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Agora, vamos impor restrigoes a 0 de modo que

§5(1 + e B.(0) < (3.53)

N —

L —5(1 +eE.(0))e* ! >

> (3.54)

N | —

Satisfeitas estas condig¢oes, deduzimos que

d R N [,
EG&(;(t) < —5¢ i vidr — 1—5 i (Wi + w3, ]|dx
5 [* 1.\’ b L
_Z - ~ 21 =
2/0 (vx+2wm) dx 2( c)\)/o w;,dx
- (L 1 L
< —min{1,5}—/ vfdx—min{1,5}§/ [w} + w?,]dz
0
1, _ e,
— min{1, 5} v + 3 W da:‘—m1n{1,5}§ w;,dx
0
1 2 9 1o\,
= —min{l,4d} 3/ 5vt—|—wt+th Uw"‘i“% wi,dx
(t).

= —min{l,0}E.(¢ (3.55)

Observemos ainda das desigualdades (3.53)) e (3.54) que podemos obter uma estimativa
para 6. Em outros termos, de (3.53)), temos:

A5(1 +EL(0) <

[\DI»—t

ou seja,

5 < A B c
= 2e(14+e°E.(0))  1+evE(0)

Entretanto, usando a estimativa que ja encontramos em ([3.54)), obtemos

L o —1 a-1
4 e e 4] 2)\5(1+5 E.(0))e* ™ >

Portanto,
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Assim, garantimos que as condigoes (3.53)) e (3.54) se mantém quando

1
5 < : o 2 | )
_Cmm{l—i—eaEe(O)’g } (3.56)

com c¢ > 0 suficientemente pequeno, independente de 0 < € < 1 e da solugao. Observemos

ainda que (3.55)) mantém-se automaticamente se

c

0 —m —— .
~ 1+4e2E.(0) (8:57)

com ¢ > ( pequeno, mas independente de 0 < ¢ < 1 e da solucao.

Passo 3. Para obtermos o decaimento exponencial de E. usando (3.55)), precisamos

comparar E. e G.s. Para fazer isso, usaremos (3.42)), (3.43)) e (3.46) para obtermos

L L
1
|F.(t)] = 8/ vuedr + 5/ (wwy + Wywyy) dx
0 0

1 L 1| [*
[sa / v dx / wwdr
a—1
€ 0 0

11 L
} + 3 + 3 /0 Wy Wy AT
L L 2 L
£ &n L, 2
— [ Ve + / (vx + —wx) dx + E.(0) / w;,dx
2n Jo 2 { 0 2 0
1 L 1 L L 1
+<|c nw?, + —w? ) dz| + = |c nl, + —w?, | dx
2 0 n 2 0 n
L L 2 L
1
- = vidr + g—nc/ vy + ~w? | dx + 8_77€E€(0) / w?, dw
2n Jo 2 Jo 2 2 0
c [* 1 g 1
+- nw?, + —w? | dv 43 nw?, + —w?, | dx
2 Jo U 2 Jo n
e (M1 1 ,)° L
=5 /0 Evfdm + nc [vz + §w§} dx + % [w? + w?,)dx
en L
+[2E(O)+cn]/w2daz

5 L c [ty 2
= vidr +c v, + —w?| pdr+ = [ [w+w?]dx
2 2 2 J,

L

8E (0) + c] w2, dx
2 0

ClE(t) + eBL(t)] < c[Be(t) + e E2(t)]
= c[l+cE.(t)|E.(t) < c[l +eE.(0)]E.(t) (3.58)

IN

IN

IN

+|

IN
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com ¢ > ( independente de 0 < ¢ < 1 e da solu¢ao. Consequentemente
|Ges(t) — E-(t)] = 0| F.(t)| < cd[1 + cE.(0)]E-(t) (3.59)

Entao, com a escolha de  como em (3.57) e tendo, se necessario, ¢ > 0 pequeno,

podemos garantir que

1
|Ges(t) = E()] < 5 E(t)- (3.60)
Deste modo,
1 1
—5Bu(t) < Guglt) — Bult) < SEL(0),
isto &,
%Eg(t) < Goy(t) < gEa(t), vt > 0. (3.61)

Assim, multiplicando a tltima desigualdade e tendo em vista de (3.55)), segue

2
%G&g(t) < —3 min{1, d}G. 5(t), (3.62)

o que implica

— (G 5e™) <0, (3.63)

onde ¢ = %min{l, d}.

Integrando (3.63) de 0 a t e usando (3.61)) deduzimos

o que, de acordo com a escolha de § em ({3.57)), implica (3.37)). [ ]

3.4 Outras condicoes de fronteira

Nesta secao, vamos considerar € > 0 e analisar o comportamento assintético, quando

e — 0, do modelo (3.1));-(3.1f)2 com condi¢bes de Neumann em v e extremidades fixas em
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w, isto é,
( 1 2 «
EVy = vx—l-iwx — &%y, O<zx<L,t>0
’ 1
¢ Wy + Werrzr — Wratt = |:(Ux + 5103) wx:| N — Wy + Wyt 0 <z < L;t > O (364)
v.(0,t) = vy (L, t) =0, vVt >0
w(0,t) = w(L,t) = w,(0,t) = w,(L,t) =0, vt > 0.

Como estamos interessados estudar o limite assintotico de {v°,w®}, quando ¢ — 0,
vamos utilizar o mesmo método descrito da Segao[3.2) deste capitulo e apenas apontaremos
as medidas adicionais necessarias para este caso, devido as novas condi¢oes de contorno.

Devido & equagao (3.4), obtemos limitacao uniforme para a solu¢ao o que nos permite
passar o limite quando € — 0, como na secao anterior. Novamente, o cuidado aqui é

determinar o limite fraco do termo nao linear

Procedendo como na segao anterior segue que

ug {v;%(w;)ﬂ ~ wyn em (0, 1) % (0,T))

quando ¢ — 0, en=p+ %wi independe de x. Desta forma, ainda vamos identificar por

n=mn(t).

A fim de estudarmos o comportamento assintotico do problema (3.64)), tomemos a

derivada em relagao a z de (3.64));, multipliquemos o resultado por a(z) = iLQ— (x — %L)2

e, por fim, integremos de 0 a L. Assim

L L 1 L
/ evga(r)dr — / lv; + é(wi)Q} a(z)dr + / v a(z)dr =0
0 0 xx 0
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Fazendo integracao por partes, obtemos

d? L L 1 1 2 d I
via(x)dr = /0 [vfc + Q(w;)z] ZLZ — (:U - §L) dr — EO‘E vea(x)dx

e J, 0
L 1 d L
= / [v; + —(wi)Q] [—2® +al] _de—e*— [ via(z)dx
L 1 d L
= —2/ |:Ui + —(w§)2] de —e*— | via(z)dx. (3.65)

Notemos que, quando fazemos integracao por partes, nao aparecem termos de fronteira
ja que a = 0 em z = 0,L e também pelas condi¢oes de contorno (3.64) em v° e w*®

garantimos que v + %wi =0em z = 0,L. Desde que a € L*(0, L), passando ao limite

em (3.65]), quando ¢ — 0, temos

d2 L

S i via(x)dr — —2Ln(t) (3.66)

Por outro lado, uma vez que a € L*(0, L), segue
L L
/ vea(z)dr — / p(r)a(x)dr em L*(0,T).
0 0

Assim,
d2 L

e via(z)de — 0 em D'(0,7), (3.67)
0

quando £ — 0.

Finalmente, de (3.66) e (3.67) e da unicidade do limite, deduzimos que
—2Ln(t) =0.

Consequentemente, em toda analise desta segao realizada sob a condi¢ao de contorno
(3.64) possui uma taxa de decaimento de energia quando 0 < o < 1. No entanto, existe

uma diferenca com respeito ao caso anterior, uma vez que a equacao limite agora é linear.

Wit + Wegrr — Watt + W — Wagy = 0, O<3§'<L,t>0
w(0,t) = w(L,t) = w,(0,t) = w,(L,t) =0, t>0
w(z,0) =wo(z), w(z,0)=w(z), 0<xz<L.
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Capitulo 4

Modelos de vigas: Amortecimento na

fronteira

O objetivo deste capitulo é analisar o modelo de viga no caso em que a energia do
sistema seja dissipativa por meio de mecanismos de amortecimento na fronteira.

Consideremos o sistema

( 1
avtt:[vx—i-iwﬁ} , O<zxz<L,t>0,
' 1
Wit + Wazgy — Waptt = |: Vg + 51&]5) wx:| ) O0<z< L; t >0,
v(0,t) = w(0,t) = w,(0,t) = 0, t>0
[ 1
_vx + §w§] (L,t) = —%v(L, 1), t >0, (4.1)
Wy (L, 1) = —wyy (L, 1), t>0
[ 1
Wegr — Wett — (vm + iwi) wm] (L,t) =w(L,t), t>0,
v(x,0) = vo(x), v (z,0) = vy (2), O<z <L,
| w(z,0) = wo(z), wi(z,0) = wi(z), 0<z<L.

4.1 Existéncia e unicidade de solucao

Vamos introduzir o espago de Hilbert

H=VxL*0,L) x WxV
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onde
V={peH0,L): 0)=0}, W={peL*0,L): ¢(0)=.(0)=0}.
A norma em H é dada por

I (v, y,w,2) 5= 10lE o) + Myl + lwaall® + 1205 0.1

para cada (v,y,w,z) € H.

No que diz respeito a existéncia de solugao, consideremos o seguinte resultado:
Teorema 4.1.1 (Solucio Forte) Seja (v, v1,wo, wy) € [H*(0,L) NV] x V x [H*(0,L) N

W] x W com vz (L) + 3(wo(L))? = —e*v1(L) e woque(L) = wi4(L). Entdo, existe um

unico par {v,w} que satisfaz

vo€ L?;C(O, +OO7 H2(07 L) N V)7 (%3 S L?OOC(O, +OO7 V)

w € L (0,400; H*(0,L) NW), w; € LS. (0, +00; W)

1
cuu= o+ 30| L om (@) € (0.0) x (0,50) (12)

(wtta ¢)+(tht7 (bm) - (wzm:; ¢x)+wt(L7 t)(b(L) = - (|:U:Jc + %w§:| Wy, ¢x> ) \V/Q§ € V (43)

e as condigoes de fronteira

1
|:’Uw + 5’(1]3] (L, t) = —gavt<L;t> € wxx(-[/;t) = _wmt(L7t) onde t > 0. (44)

A prova do Teoremam pode ser vista no trabalho de Lagnese-Leugering [8], em que
os autores escreveram o sistema de forma que as condi¢oes nao lineares de fronteira
foram associadas a um operador continuo e nao linear. Dai, eles trataram a existéncia
para usando argumentos de monotonia juntamente com a Teoria de Semigrupo.

Como nosso enfoque é estudar as propriedades relativas aos limites assintoticos anal-

ogos ao que fizemos no Capitulo [3] omitiremos a demonstragdo do Teorema
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Observemos que solugoes fortes nao sao solugoes classicas do sistema , pois a
equacao (4.3) e a segunda condigao em sao fracamente satisfeitas em um sentido
variacional.

Como em [3], diremos que ¢ +— U(t) : [0;00) — H ¢ uma solugao fraca de (4.1]), se
houver uma sequéncia U, (t) de solugoes fortes tais que U,, — U em C([0; T]; H) para cada

T > 0. No que diz respeito a solugoes fracas, tendo em conta que o conjunto

(vo, v1, wo, wy) € [HX0,L)NV] x V x [H*(0,L) N W] x W :
vou(L) + 3(wo.(L))* = =01 (L) e woza(L) = wi4e(L)

19:

¢ denso em H (ver [§]), segue o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2 (Solugdo fraca) Seja (vg,vi, wo, w1) € H. Entao, o sistema tem

unica solucao fraca com
{v,v,} €C([0,00);V x L*(0,L)), {w,w,;} €C([0,00); W x V).

Além disso, a energia E.(t) associada as solugdes de dada por

2 T

1 2
w? +w?, +wk, +ev + (vx + —w2) ] dx

satisfaz

%Ee(t) = —e*7(L,t) — w2, (L,t) — wi(L,1). (4.5)

A igualdade é obtida de forma inteiramente similar ao que fizemos na Secao .
Além disso, veremos que a anélise do decaimento exponencial da energia pode também
ser realizada de forma andaloga ao que foi feito no capitulo anterior. Por outro lado,
mostraremos que o limite de solucoes de quando € — 0 é a solucao do modelo
de viga linear da equacao de Berger-Timoshenko com condi¢ao de fronteira dissipativa
quando a > 0. O modelo de limite quando o = 0 é de natureza diferente e serd também

discutido no Capitulo 5.
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4.2 Limite assintético quando € — 0

De acordo com a Segao , o problema tem uma tnica solugao de energia finita.
Além disso, a energia é decrescente no tempo. Isto nos fornece limites uniformes para
solugbes {v°,w*} o que nos permite passar ao limite quando & — 0 como na Se¢ao .
A tnica dificuldade é, mais uma vez, identificarmos o limite fraco do termo nao linear.

Temos que

o (15 J0E?) = us em 2(0.0) % (0.7)

quando € — 0, onde

en = n(t), ja que independe de x. Multiplicando a primeira equagao de (4.1]) por a(z) = 7

e integrando de 0 a L, obtemos

/0 ’ eva(z)de = /0 " [v; + %(wi)ia(@dw
- 1 /0 ’ {v; + %(w;)ﬂ dz + (v; 4 %(wi)Qa(:ﬂ)) (L.t)
= e (Lt) — % /0 ’ (vi + %(wi)z) dz. (4.6)

O lado esquerdo da equagao acima tende a zero em D’'(0, L), quando ¢ — 0. Analisemos

a convergéncia do lado direito de (4.6) quando ¢ — 0

® Se = riam enas v na riam rantir sobr nvergenci
S 0, terfamos a s v; (L,t) e nada poderfamos garantir sobre a convergéncia

para zero do termo.

e Se a < 0, o limite de e*vf(L,t) quando € tende a zero, explode e, novamente, nao

podemos garantir a convergéncia adequada.

e Se o > 0, temos que
a, e 1 g € 1 £\2
—& U (L’ t) -7 v, + _(w:c) dr — _U(t)
L J, 2
Portanto n = 0. Dessa forma, o limite de w* satisfaz

w e L0, T,W)NWh=(0,T,V)
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e passando (4.3) ao limite, quando € — 0, obtemos

[ o= [ tars [ st [ 0w [ i o=

para todo ¢ € C([0,7], W), tal que ¢(z,0) = ¢(x,T) = ¢o(2,0) = ¢, (x,T) = 0. Além

disso, argumentando como no Secao temos que
w(z,0) = wo(z), wi(x,0)=wi(x), 0<x<L.

Assim, w € L>=(0,T,W)NW1(0,T,V) é solugao fraca do seguinte problema:

;

Wit + Wazzr — Weert = 0, O<ax<L,t>0
w(0,t) = w,(0,t) =0, t>0
Wy (L, 1) = —we (L, 1), t>0 (4.7)
(Wage — Watr) (Lyt) = wy(L, 1), t>0
\ w(x,0) = wo(x), w(x,0) =wi(z), 0<z<L.

O operador associado ao sistema é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes em W x V' que denotaremos por S(-). Entao, quando {wg,w,} € W x V,
tem uma tnica solugao global fraca S(t){wg, w;} € C([0, 00); W)NC* ([0, 00); V). Notemos
que a solucao que obtivemos no limite nao é, em principio, continua no tempo com
valores em W e C! com valores em V. Assim, a fim de concluirmos que a solugao fraca
obtido no limite é o solugao semigrupo precisamos de mais um argumento.

O semigrupo {S(t)}+~o0 pode ser estendido a uma semigrupo das contragdes {7'(t) }+=o0
em E =V x L?(0,L), onde T(t) |wxy= S(t). Podemos ver que a solugdao ja obtido
no limite coincide com o que o semigrupo {7'(t)}:~¢ fornece. Na verdade, utilizando a
equagao em e a regularidade L*°([0, +oo; W) N WHT([0, +00); V) temos que w €
C([0, +00; V) N C([0,00); L*(0, L)) e que satisfaz a formulagao fraca de correspon-
dendo as solugdes dadas pelo semigrupo {7(t) }sso. Assim, (w(t),w(t)) = T'(t)(wo, wy).
Uma vez que, (wg,w;) pertence a W x Ve {T(t)};~0 ¢ uma extensao do semigrupo origi-
nal {S(t) }+~o deduzimos que (w(t),w(t)) = S(t)(wo,w;) e, como consequéncia, obtemos

w € C([0,00); W) NCL([0, 00); V).
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Notemos que a energia de (4.7)) dada por

1 L
B =y [ luf +ul +ud )i,
0

satisfaz

%E(t} = —wi(L,t) —w?,(L,1).

E bem conhecido que a energia de solucoes de (4.7) tende exponencialmente uniforme-
mente a zero quando ¢ vai para infinito. Assim, é natural esperarmos que a energia de
solugoes de (4.1)) tenda exponencialmente uniformemente para zero quando o pardmetro

¢ vai para zero. Analisemos isto na se¢ao seguinte.

4.3 Estabilizagcao uniforme quando ¢ — 0

Nesta secao nos propomos a estudar a estabilizacao uniforme quando ¢ tende a zero.

Para tanto, vamos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 Seja {v,w} solugdo global (fraca) do sistema obtida no Teorema

[4.1.3. Suponhamos que 0 < o < 1. Entao existem constantes positivas ¢, ju > 0 tais que

E.(t) < cE.(0)e FeE®", (4.8)

quando t > 0, para todo 0 < ¢ < 1.

Observacao 4.3.1 Como uma consequéncia de (@, fazendo € — 0, podemos recuperar

a propriedade de decaimento exponencial das solugoes de .

Prova do Teorema [4.3.1k

Provaremos para solucoes fortes uma vez que, por densidade, o resultado é valido
para todas as solucoes fracas.

Como antes, a fim de simplificarmos notagoes, vamos escrever w = w®, v = v°. Seja

0 > 0, consideremos a energia "perturbada" dada por

Ge,é(t) = Ee(t) + 5Fs(t)
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e mostremos, como na Secao [3.3] que G. s desfruta das propriedades

Q1 E-(t) < Gos(t) < c2E-(1) (4.9)
’ d
%Gag(t) S —CgG&(s(t) (410)

para constantes positivas ci, ¢y e c3, as quais serao explicitadas posteriormente.

Neste caso, vamos considerar o funcinal F. dado por
L D €
F.(t) = / (Vv + Wewy) + W (TWy ) — g(wwt + WpWyy) — e dr.
0

O primeiro passo para provar (4.9) e (4.10) é estimar a derivada temporal de F.(t).

dF. d [t 5 £
7 (t) = o i {x(evxvt + wewy) + W (TWy )y — g(wwt + WpWyy) — Zm}t} dz

L
= / T [EV 0 4 €UV + Wrpwy + Wewy) dx
0

L 5 L
—I—/ (Wit (TWe ) + Wep(TWey) o) dr — §/ [w? + wwy]dx
0 0

5 [F e [F
—g / [U]it + wxtht]dl' — Z/ ['UtQ + 'UUtt]de'.
0 0

Integracao por partes nos da

L 5 L
/ Wt (TWy) pdr — / Wy Wyt dT
0 8 0

L L
= — / Wt (2w, )d + [Wee (W,
0

L

dz

5 (L 5
+ - WWaztt — = [WWety]
0 0

;8 8

= L) = S0 () = [ [tr) — S o

= won(L,1) {wa(L,t) - gw(L,t)} - /0 e {xwx - gw} dx (4.11)
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Agora, usando as equagoes do sistema (4.1]) e substituindo vy e wy, obtemos:
dF. L 1 L 5
dts t) = /0 EVy <xvx — Zv) dx —l—/o Wt {xwm — gw] dx
L L L 5 L
—i—s/ TV Uy +/ TWwd +/ Wet (TWet ) — —/ [w? + w?,]dx
0 0 0 8 Jo

L L 5 (L
vidx + / Wt (W, ) pdx — g/ WyWapdT
0 0

4
ISIGEDR f (s 50)
+ Ux+_wx Wy _wx:t:caz_l'wxwtt TWy — W dﬂ?
0 2 - 8

L L L 5 [L
—l—a/ xvmtvt—l—/ xthwtd:c—l—/ Wt (TWe) . — —/ [w? + w?,]dx
0 0 0 8 Jo
e [F )
- / e + wan (L, 1) {wa(L,t) _ éw(L,t)]
0
[} e (= o)
— Waeett | TWy — —w | dx
0 8
L
1 1
= i (vx + §w§>$ (mvx — Zv) dx
L
 {mm [ (o g ]} (= )
+ —Waggr + | | Vo + W, | Wy TW, — —w | dx
0 2 N 8

L L L 5 (L
5/ TV Uy + / W wpdr + / Wt (TWyy ) — —/ [w? + w?,]dx
0 0 0 8 Jo

= [ bt w0 [t - Sz (1.12)

W~ ™
<)

4

As identidades seguintes (4.13])-(4.19) sao dedicadas a estimar as integrais em (4.12)).

Notemos que

L
1 1
/o (vx + éwi)m (mvm — ZU) dx

= o+ gu2] (@) [ptzn - e

L 1 1
—/ <vx + —wi) (xvm + vy — —vx) dx (4.13)
0 2 4

N 1 L 1, 3
= —c%y(L,t) | Lv.(L,t) — Zv(L,t) — Uy + SWe | | @0zz = J0a dx
0
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8
v—|—1w2 w xw—§w L—/L 'U+1w2 w acw—§w dx
x 2 x x x 8 . 0 T 2 T T x 8 N

|
= (o 2) oty [t - Btz

L 1 3
_/ (Um + —wi) Wy (xwm + —wx> dz. (4.14)
; > 8

Somando (4.13]) com (4.14)) obtemos a identidade

L 1 1 L 1 5
/0 (vx + §w§>x (a:vx - ZU) dx +/0 [(vx + §w§) wa <xwx — gw) dx
L L
1 3 1 3
= —/0 (vw + §wfc> (:cvm — va) dr — /0 (vw + §wfc> Wy (xwm + gwm) dx

oy (L, 1) [va(L,t) - EU(L,t)}

4

(v 502) (0L ) | LuaL ) - Su(t.n)]

L
_ 31 5 o 1y
= /0 1 {v —I—wax+4wx]

L 1 1,
/ TV Vg + :cvmw + XV W Way + ZTW, Wy
0 2 2
L

oy (L, 1) [va(L,t) - iv(L,t)}

+ (vz + ;w§> (L, t)w, (L, 1) [me(L,t) —

3 [t 1,)° I
= — vy + dx——/ x
i (erze) oy

— %, (L, ) {va(L,t) - iv(L,t)}

(L)

1 2
(vx + 5“’92:) ] dz

+(on + 202 ) (L wn (L, 1) [ L (L, 1) — 2w(L,1)]
2 8
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CAPITULO 4

Fazendo integracao por partes, segue

I

IN

L

oy (L, 1) [va(L, £ — iv(L, t)}

2

2

4

2 T

Além disso, temos

L 5
— / Waprs (xwx — —w) dx
0 8

3

+ Wy (L, t)wy (L, t)

8

1 1 L 1
Vg + §w§>x <xvx — Zv) dr + /0 |:<Uz + éwi) )
1 [t 1, ? x
- i dr — =
5 /0 (v + 2wx> T 5

1 2
Vg + §w§> dz +

L 2
1, L
__ J d
/0 (v —|—2wr> x—|—2

(o4 502) (Loun(0) | Dus(L,0) = Sulzon)]

5

wa—gw
5
Lw, — =
w 8w
5
wa—gw

8

(e 502 ) (L0uL ) a2t - Sulz.n)]

L
2

(e 502 ) (L0uL.t) [ Lua(Lt) = Su(t.n)]

Lon?(L,4) — 2wy (L, 1) [va(L,t) - iv(L,t)}

_ ; ;
(Lﬂ+/1%m<wm+gw>w
0

] 1 [t 3 [t
(L®+—/iﬂmwﬂth+—/1%%mw
| 2 Jo * 8 Jo

L

(L, 1)
2dr + §(wmwgg)

</ o

5
— W (L, 1) {wa - gw]

-3 | e+ B

0
L

0

L
(L> t) + §w§t<Lv t)

L
_g/o (Wee ) da.

99

L (vx + %wQ) (L,1) — v, (L, 1) [va _ ;lv(L,t)}

(4.15)

(4.16)
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Para concluir esta etapa, vamos calcular mais trés termos em (4.12)). Primeiro

L e [t £
8/ TV dr = —/ r[v?], = =[zv}]
0 2.Jo 2

L
S S
= éva(L,t)—é/O v, dz
e* e [
< —va(L,t)——/ vidr, (4.17)
2 2 Jo

desde que 0 <e<lel<a<l.

Temos também

/ 1/ [2] 1[ 2]
TWpwedx r|wy|, Tw
0 o 2 Jo ' 2 !

1 L
~ Lol /0 wldz (4.18)

L
/ Wet (TWyy)pdx =
0

L, 1t
2 2/,
Subistituindo (4.15)-(4.19) em (4.12), obtemos

dF. 1 [F 1 ,\? L
0 < =3 | (oot gu2) dosgeie

dt 4 2 2
1
—e%vy(L, t) |:LUI(L,t) — Zv(L,t)}

(v 502 ) (C0uaL.) |2t = Su(ton)]
(.0 | L (2.0 - SulL.0)]

L 3 7t
+—wi (L, t) + —we (L, t)w, (L, t) — = w; dx
2 8 8 J,
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L L
e* € L 1
—|—?LU?(L,t) - 5/0 vidr + §wt2(L,t) - 5/0 w?dx
L 1 [* 5 [*
et (L) g [ wtde =2 [k s udje
2 2 Jo 8 Jo

L
5
__/ V2dx + Wer (L, 1) [me(L,t) - gw(L,t)}
0
1 [* 1,)\° 7 (" 3 "
= —1/ (vx+§w§> da:—gf wixd:ﬁ—za/ vidx
0 0 0
1 [L 1 [L 5 (L 5 (L
——/ wfdx+—/ witdx——/ wfdx——/ w?,dx
2.Jo 2.Jo 8 Jo 8 Jo
1, 5
— | Woge — Ware — vx—l—iwx w, | (L, t) wa—gw (L,t)
L

1 L
—e% (L, 1) (Lvm( ) — ZU(L’t)> + §w§t(L,t) + gwm(l},t)wm(L,t)
a, 2 L L s
+Le“v; (L, t) + S Wi (L,t) + wat(L, t). (4.20)

Vamos agora obter estimativas para os termos de fronteira em (4.20). Notemos ini-
cialmente que (4.1))g implica em

1
‘— (wmz — Wy — (Um + 5103:) wx) (L,t) (sz — gw) (L,t)‘

— ‘—wt(L,t) (sz— w) (L,t)‘
_ |wt(L,t)|‘(wa—gw) (L,t)‘. (4.21)

co| Ot

Como w € H?(0,L) e satisfaz as condigoes w(0) = w,(0) = 0, entdo tomando § =

Lw, — 3w, temos 0 € V. Assim, pelo Teorema do Trago (Teorema [1.2.2)), segue que

6(L)| = Lw, — -w
8 Ml

< C[“wmn + waH] < CHwﬂcx” (4-22)

Ly (L, 1) — gw(L,t)‘ <e

Substituindo (4.22)) em (4.21)) temos:

1 5
’— (wxm — Wy — (vx + 51033) wx) (L,t) (wa — éw) (L,t)‘

L
< clwy (L) || wsel| §%|wt(L,t)|2+nc/ w2, dx (4.23)
0
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com 1 > (0 e ¢ uma constante positiva.
Por (4.1))5 e novamente usando o Teorema do Trago e a Desigualdade de Young, agora
com 0 =w, €V, obtemos

3 3
gwm(Lat)wx(L>t) = §|th(Lvt)||wx(L7t)| < clwa (L, 1) || was||

IN

L
%]th(L,t)IQ + cn/o w? dx. (4.24)

com 1 > 0.

Finalmente, temos

1 (6%
vy (L, t) va(L,t)—Zv(L,t)] < 5“L|vt(L,t)vx(L,t)|+€Z|vt(L,t)v(L,t)|

IN

9 L
% |:—U,52(L,t) + (L, t) + 77/ vidw} (4.25)
U 0

Encontremos estimativas para os dois ttimos termos do membro direito de (4.25)).

Observemos que

(UI(L, t) + %wi(L, t)) = 02(L,t) + v (L, t)wi(L,t) + i (w(L, 1))’

1
> (L) — oL (L )]+ (wi(L.1))°
1 1 1
1 2 1 4
= —vi(L,t) — ~wi(L,t).
2/01’( 7t) 4waj< 7t)

Esta desigualdade combinada com as condigdes de fronteira quando x = L em (4.1)) nos

da

v3(L,t) < 2

(vx(L, t) + %wi([/, t)) + iwi(L, t)]
= 2 (vm(L,t) + %wi(L,t)) + %wﬁ(L,t)

1
= 2} (L,t) + iwi(L, t). (4.26)
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Aplicando o Teorema do Trago para 6§ = w? € H'(0, L) e usando (4.5)) segue

1
Ui(La t) < 282&@1‘,2([/7 t) + 5“’2(1/7 t)wi([’? t)
L
< 280} (L,t) + cE.(0) / w2, dw
0

L
< 2e“07(L,t) + cE.(0) / w? dr, (4.27)
0

jaAque 0 <e<1lea>0. Agora, vamos limitar o termo fOL v2 em (4.25). Para isto,

L L
/ vidm < 2 /
0 0

IN
ro
N
.
S
+

L
da:+cE(O)/ w?, d, (4.28)
0

IA
)
c\
h
S
+

onde ¢ é uma constante positiva.
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Modelos de vigas: Amortecimento na fronteira CAPITULO 4

Substituindo (4.27) e em (4.25)) obtemos
1
e%v(L, t) {va(L, t) — ZU(L’t)]
2 9 2 Eoy
< g% | =vi(L,t) +n| 2%} (L, t) + cE(0) | w;,dzx
n 0
L 1 2 L
+n 2/ (vx+—wi> dx+cE(0)/ w2, dx
0 2 0
1 L 1 2 L
(5 + 7750‘) v (L, t) + 17/ (vm + éwi) dx + CE(O)/ w? dr| (4.29)
0 0

Dessa forma, combinando (4.20))-(4.24]) e (4.29) temos

= 2e“¢

%Fg(t) < _‘_1/0 (Ux+§wg) dx—g/o w§$d$_4_18/0 vfdx—§/0 w?dx
1 /L 5 L 5 (L
+§/0 witd:c—g/o w?da:—g/o w?,dx
1, 5
— |\ Wepr — Wagt — U:c‘i‘iwx Wy (L,t) wa—g’w (L,t)

(L, 1) {LUI(L,t) - %(L,t)} + gwm(L,t)wx(L, )

L
+Le“v? (L, t) + §w§(L, t) + Lw?, (L, t)
I 1L\ 7 [F 3 [t 1"
_‘_1/0 (vx + Ewg) — g/o w2, dr — 1_16/0 vidr — 5/0 w?dx
1 [* 5 [F 5 (* c g
—l——/ w?,dx — —/ w?dx — —/ w2 dr + —|wy (L, t)|* + nc/ w2, dx
2 Jo 8 Jo 8 Jo n 0
1 al,2 - 15’ by
0 +ne® | v; (L, t) +1n Vo + W, dr +nck-(0) | wi,dz
0 0
¢ 2 by @, 2 L, 2
+E|th(L’ O +cen | widr+ Le®vi(L,t) + S Wi (L,t) + Lwz,(L,t)
0
3 [F 9 [* 1 [*
= ——e/ vfd:c——/ widr — —/ w?,dx
4 Jo 8 Jo 8 Jo
7 a k 2 1 o g 1 2 ?
— | = —ne(l1 4+ e“E.(0)) w; dr — | = —e%ne vy + —w; | dx
8 0 4 0 2

1 L 1
+ {5 + 5} wi (L, t) + [% + L} wi (L, t) + {5 +ne® + L} cev; (L ). (4.30)

IN

+2ce”
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Modelos de vigas: Amortecimento na fronteira CAPITULO 4

Estimemos a derivada temporal de G, 5. Usando (4.5)) obtemos:

L
%G&g(t) < —e*vi(L,t) — w2, (L,t) — wi(L,t) +5{—25/ vidx
0

L
—g/ widr — —/ w2, dr — (g —ne(l —l—go‘Ea(O))) / w2, dx
0
1
-[i-
{c
n

L 1 2 c L
£ nc} <Uz + Qwi) dzx + {5 + 5} w?(L,t)
1
} (L t) + [5—0—7760‘—1-L] ce®v; (L, t)}

35 (" 96 5 [*
= —Ze/o vidr — 5 /0 wldr — g/o w?,dx (4.31)
7 L
—6 {é —ne(l+ 50‘E5(0))} / w2, dx
0
L 2
1, c L 9
-0 [— —€ nc} /o (vz+ §wx> dx — {1 -0 (5 + 5)} wy (L, 1)
— {1 _—) (TE] + L)} w?,(L,t) — {50‘ —&%c (% +ne® + L)] vZ(L,t)

para alguma constante positiva c.

Agora, escolhamos 7 sob a condigao

A

1= 1ROy

com A > 0 (suficientemente pequeno mas independente de € e E(0)) de modo que de

[3T) segue
d 35 [* 96 5 ("
—G.5(t) < —— vidr — wldr — — 2d
dtG’é()_ 48/0 x 8/0 w;dx 8/0w$tx
7 L
—d {— - )\c} / w? dx
8 0

—g /OL (vx + %wi)2dx - [1 — (% + g)} w?(L, ) (4.32)
- {1 ) (% + L)] w?,(L,t) — [ga — e%c (% 4l 4 L)] V(L 1)
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Modelos de vigas: Amortecimento na fronteira CAPITULO 4

Também podemos escolher § > 0 tal que

L 1 >k, 1 *F,
1o | L LEEEON S o e (14 LEEEODY S (4.33)
2 A A
e
1+ e*E(0) )
Y —e% L) >0. 4.34
e*—¢ c( 3 +1+5“E5(0)+ )_ (4.34)
Satisfeitas estas condigoes, em vista de (4.32), deduzimos que
d o
LG s(t) < —SE.(t 4,

Observemos que (4.33)) e (4.34]) se mantém, se

b —
1+e2E.(0)

com ¢ > 0 independente de 0 < ¢ < 1 e da solucao. Além disso, procedendo como em

temos
IF.(t)| < c[B-(t) + cE.(t)%] < |1 + cE.(0)] E-(¢)

Consequentemente,
|Ges(t) = Eo(t)] = 0| FL(t)] < co[1 + e B (0)] ()

e, para c suficientemente pequeno,

1
Ges(t) — Ec(t)] < EEa(t)- (4.36)
Assim, tendo em conta (4.35) e (4.36)), obtemos (4.8) como queriamos. |
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Capitulo 5

Estudo das equacoes quando o = 0

5.1 Limite assintotico: Amortecimento interno

Nesta se¢ao nos propomos a estudar o sistema de Von Karman para o caso a = 0, ou

seja, para cada € > 0, consideremos

( 1

5vtt:{vz+§wi} + v O<zxz<L,t>0
’ 1

Wy + Wepre — Waptt = |:(Ux + §wazc> wx:| — Wi + Wyt 0<z< L, t>0
v(0,t) = v(L,t) =0, t>0
w(0,t) = w(L,t) = wy(0,t) = we (L, t) =0, t>0
’U(.T,O):UO<$),Ut($,O):U1($), O<xz<L

| w(z,0) = wo(z), wi(z,0) = wi(z), O<z<L

A energia F.(t) de (5.1) é dada por

1 [r 1 .)\?
E.(t)= 5/0 {evf +wt2 +w923t —|—wfm + (vm + Ewi) }da;

e satisfaz a lei de dissipacao

d

L
—FE.(t) = —/ [vf +w? + wit} dz.

(5.2)

(5.3)

Foi provado na Secao|3.1{ que (5.1]) possui tnica solu¢ao. Vamos agora analisar o limite

assintotico, quando € — 0.
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Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

Devido a ((5.3)), sabemos que as seguintes sequéncias (em ) permanecem limitadas em
L> (0, +o00, L*(0, L)):
1
R 1 TR N U N s

Procedendo como na Se¢ao [3.2], e extraindo subsequéncias, podemos garantir que,

quando € — 0,

v® — z fraco estrela em L*°(0,T; H, (0, L)), (5.4)

w® — w fraco estrela em L™(0,T;[H* N Hy](0, L)) N W'*°(0,T; Hy(0, L)),  (5.5)

w® — w em L>(0,T; H*°(0,L)), (5.6)
evf, =0 em H '0,T;L*0,L)), (5.7)

1
(u;+ §(w§)2> —n em L*((0,L) x (0,T). (5.8)

Analisemos cuidadosamente o limite fraco do termo nao linear
1,
Uy + §wx We| -
X

1
n=z,+ éwi (5.9)

Segue de (5.4]) e (5.6) que

Assim, da primeira equacao em ({5.1)), (5.7) e (5.9)) segue
L,
2y = | zp + éwx ) .
Dessa forma, o limite

(z,w) € L>(0,00, Hy(0, L)) x [L>®(0,T,[H* N Hy](0, L)) nW"(0,T, L*(0, L))]

68



Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

é uma solugao fraca de

( 1
Zt:{zx—i—iwi] , O<z<L,t>0
’ 1

Wyt + Wygre — Weratt = |:(ZCB + éwi) wx:| — Wy + Wyt 0<z< L7 t>0
2(0,t) = 2(L,t) =0, t>0 (5.10)
w(0,1) = w(L, 1) = wee(0,1) = weu(L,t) = 0, t>0
z(x,0) = vo()

w(x,O) = ’Ll)O(iL'), wt('r) = wl(‘r)a O<z<L

\

Notemos que no processo de limite, podemos manter o dado inicial vy para z, mas nao
para a sua velocidade z;.

O sistema é o acoplamento entre uma equacao parabélica e uma equacao hiper-
bolica de quarta ordem. Neste sentido, ((5.10|) é semelhante a um sistema termoelastico.

A energia total associada ao problema (5.10) ¢ dada por
I 1 ,)\?
E(t) = 5/ wy + w2, + wl, + (zx + Ewi) dx
0

L
L gy = / (2 1w + 2] d.
dt ;

e satisfaz

O problema (5.10]) estd bem posto no espago de energia finita
Y= [H>NHy|(0,L) x Hj(0,L) x Hy(0,L).

De acordo com o Teorema e passando ao limite quando € — 0, a seguinte taxa

de decaimento exponencial é obtida para as solugoes de (|5.10)):
E(t) < cE(0)e w50,

para todo t > 0 onde ¢ e p sao constantes positivas.
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Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

5.2 Limite assintotico: Amortecimento na fronteira

Consideremos agora o problema (4.1)) quando oo = 0, ou seja,

( 1
5vtt:{v$+§wi] , O<ax<L,t>0
' 1

Wit + Wopre — Waptt = {(vx + §w§,> wx} , O<zxz<L,t>0
v(0,t) = w(0,t) = w,(0,t) =0, t>0

i |

_vx + 511)4 (L, t) = —v (L, 1), t>0 (5.11)
Wy (L) = —wyy (L, 1), t>0

[ 1

Wagy — Watt — (vx + 5@05) wx} (L,t) =wy(L,t), t>0
U(ZL’,O):U(](.T),Ut(l'70):1]1($), O<z<L
w(z,0) = wo(x), w(z,0) = wy(z), 0<z<L.

\

Para passarmos o limite quando ¢ tende a zero, temos que identificar o limite fraco do

termo nao linear

Podemos garantir que

w® — w em L>(0,T, H*(0,L)) (5.12)

v* = v em L*(0,T,H"(0,L)) (5.13)

quando £ — 0.

Logo, das convergéncias anteriores segue
5 e 1 5 2
ws, | v + §(wm) — nw, em L*((0,L) x (0,7)),

quando € — 0 e

L,
=V, + —w;.
Ui o Wa

Seja a(r) = 7, 0 < x < L. Multiplicando a primeira equagao de (5.11)); por a(z) e
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Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

integrando no espago, obtemos

/O C evtala)de = /0 ’ [ug + %(wi)Q] o),

ou seja,
dQ L L 1 )
€ i va(x)dr = /o [% + E(wm) L a(x)dzx.

Fazendo integragao por partes e usando as condigoes de fronteira, segue

d2 L “al) Ll /L : 1( 2’ : 1( 27 ) (L,1)
th ; v-a(z)dr ; vx—i—wa dz + v$+2w$ L,
= (L, t) - 1[ “(L,t) - 1[ /L( 2 (5.14)
Ui\, v (L, oL |, w;, ) dx. )

Devido & dissipagao de energia, sabemos que {vi(L,t)} é limitada em L?(0,+00).

Portanto, podemos extrair uma subsequéncia de v*(L, t) que converge fraco em H} (0, 00)

(quando € — 0) para alguma funcao & = £(t). Entao da equacao (5.14)), £ satisfaz

£+1§+1/L 2dr =0
— — wydr =
AR N ’

ou seja,
3 ! §+1/L 2dx| =0
t—l—L 5 Owwx =0.

Por outro lado, integrando n de 0 a L, obtemos

L L 1
/ n(t)dx = / (Uz + —wi) dx.
0 0 2

Logo,

L 1 L
Ln(t) = / vmdx—i-i/ wdx
0 0

1 L
= o(L,t) + —/ wdx
2 Jo

L
= f(t)+%/0 w2dx

Além disso, desde que {v°(L,t)} seja limitado em H'(0,T) segue, pelo Teorema m,
que v*(L,t) — &(t) em C([0,T]) para qualquer 7" > 0 finito. Consequentemente, £(0) =
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Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

vo(L). Assim, o sistema (5.11)) converge, quando € — 0, para

( 1 1 L
&+ —+ f+—/ w? | dx =0, O<z<L,t>0
L1°"2),
1 1 [
wtt+wxxmx_wg;ztt_— §+_ w;c wx$:07 O<l’<L7t>0
L1°"2),
w(0,t) = w,(0,t) = 0, P
1 1
£(0) = vo(w), O<z<L
w(@, 0) = wo(), O<z<L

\

A energia do sistema limite é dada por

2

L L L
E(t) = %/0 (Wi 4+ w?, +w?,] + % [/0 (f + %/0 widx) dx} (5.16)

que é limite natural das energias dos e-sistemas.

Notemos ainda que

d 2 2 2
S E#) = —wi(L,t) — wy(L,t) = [I&]" (5.17)

De fato, multipliquemos (5.15)); por & e integremos (no espago) de 0 a L.

L L 1 L
2 4 4 2 _
/0 & dx+/0 7 {5—1— 2/0 wxdx] &dr =0 (5.18)

Além disso, multipliquemos (5.15)); por w; e integremos de 0 a L.

L L L L9 1 L
/ wywdr + / Wappr Wi dT — / Wapp Wy dT — / — &+ —/ w? | wepw, =0, (5.19)
0 0 0 o L 2 Jo

ou seja, fazendo integracao por partes, temos

d1
TS |:|wt|2 + |wrx’2 + |wmt’2} + [wxam:wt‘oL] - [wxmwmt‘é] - [thtwt|§i|

dt 2

Lq 1 (F 1 1A ’
w [ 3 e g [utar] w3 [+ [ vt

0

=0
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Estudo das equagbes quando o =0 CAPITULO 5

o que implica

T+l e w20+ [ e+ [Tz
dt2 Wy Wyg Wyt w;pt ) 0 L 2 0 wx T | WrWyt

1 I
+ Q Waze — Wae — | = | £(E) + —/ widr ) w, | ¢ (L, H)wy(L,t) =0
L 2 J,
Usando as condigbes de contorno em (5.15)), segue
d1 2 2 2 2 2 ! Lt
E§[|wt| | Waa |+ [wae| "] — w3 (L, t) +wi, (L, 1) + 7 () + 2 wydz | wywgdr = 0.
0 0

(5.20)

Por outro lado, observemos que

d 1 L 1 [F
1 L 1 [F 1 [t
- {EQ/O (f(t)+§/0 widm) dm] [§t+§/0 wathd:r}
_1 - 1 Eo, 1 L 1 L, )
= L/o (5(t)+ 2/0 wg;) §dx + L/o (f(t)—i— 2/0 widr | wywgdr (5.21)

Combinando (5.18)), (5.20]) e ((5.21]) teremos ((5.17)).
Passando (5.17) ao limite, quando e tende a zero, iremos obter as estimativas de

2

decaimento exponencial uniforme como na Segao [4.3 para a = 0. Além disso, podemos

deduzir também que a energia F do sistema limite satisfaz
E(t) < cE(0)e 50",

para todo t > 0 onde ¢ e p sao constantes positivas independentes da solucgao.
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