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Paráıba, como requisito parcial para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.
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ii



Ficha Catalográfica
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Resumo

Estudamos os problemas de controlabilidade exata e aproximada na fronteira e interna

para um sistema associado à equação da onda linear com condição de contorno tipo

Dirichlet. Com este fim, analisamos detalhadamente a existência, unicidade e regularidade

de solução para o sistema. No estudo da controlabilidade exata, usamos, essencialmente, o

Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) e, por meio de métodos variacionais, mostramos

que a controlabilidade pode ser reduzida a um problema de minimização. No caso da

controlabilidade aproximada, abordamos o problema de minimização, fazendo uso do método

de dualidade no sentido de Fenchel, encontrando, de forma natural, o funcional que nos

fornece o controle de norma mı́nima.

vii



Abstract

We studied exact (boundary and internal) and approximate (boundary and internal)

controllability for the system associated to linear wave equation with Dirichlet boundary

condition. For this purpose, we carry out a detailed analysis on existence, uniqueness

and regularity of the solution for the system. To study exact controllability, we use

the Hilbert Uniqueness Method (HUM). Through variational methods we show how the

exact controllability can be reduced to a minimization problem. For the approximate

controllability, we study a minimization problem via the duality method in the sense of

Fenchel, where we find, in a natural way, a functional which give us control of the minimum

norm.
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Notações e Simbologias

• (·, ·) designa o produto interno em L2.

• |·| designa a norma em L2.

• ((·, ·)) designa o produto interno em H1
0 .

• ‖·‖ designa a norma em H1
0 .

• 〈·, ·〉, quando não especificado, designa diferentes pares de dualidades.

• ∆ =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

designa o operador laplaciano.

• q. s. - quase sempre.

• ↪→ designa a imersão cont́ınua.

• c
↪→ designa a imersão compacta.

• C, quando não especificada, é uma constante positiva e arbitrária.

• ′ = ∂

∂t
.

• lim designa o limite inferior.

• L (X, Y ) designa o espaço dos operadores lineares e cont́ınuos de X em Y .

• D (f) designa o domı́nio da função.f.
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Introdução

A palavra controle pode ser entendida de várias formas. Controlar um sistema pode

ser simplesmente testar se o comportamento do sistema é satisfatório. Num sentido mais

profundo, o controle é também a ação para colocar coisas em ordem que garantem que o

sistema se comporta como é desejado. Os problemas de controle se caracterizam porque

além da incógnita natural, o estado, que queremos controlar, possuem uma variável a nossa

disposição, o controle, que atua sobre o estado com a finalidade de alcançar ou aproximar

os objetivos desejados.

A teoria de controle possui uma vasta literatura cuja origem se remota na Revolução

Industrial, pois foi naquela época que surgiu a automatização dos processos de produção e,

com ela, a necessidade de garantir que o objetivo buscado se cumprisse. No final dos anos 30,

já se pensava em dois modos de abordar os problemas de controle: a utilização das equações

diferenciais e, portanto, os desenvolvimentos matemáticos notáveis que haviam-se produzido

neste campo nos séculos XVIII e XIX, e o a utilização das técnicas em análise freqüencial,

desenvolvidas pelo matemático francês Joseph Fourier.

R. Kalman, um dos grandes protagonistas da teoria de controle moderna, em seu artigo

[11] de 1974 sinalizava que, no futuro, os avanços na teoria de controle e a otimização

de sistemas complexos vinham da mão de grandes progressos matemáticos mais que dos

tecnológicos e, embora hoje não seja tão forte essa afirmação, o papel da matemática

tem crescido bastante nas últimas décadas na teoria de controle. A partir dos anos 60 é

reconhecida a necessidade de entrar no mundo do não-linear e do não determińıstico. Isso

explica essa imperiosa necessidade de utilizar cada vez mais a matemática para descobrir os
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mistérios do controle de sistemas.

A controlabilidade de Equações Diferenciais Parciais (EDP) tem sido objeto de um

estudo intenso durante as duas últimas décadas, porém o tema já fora antes abordado. Em

1965 Markus [22] introduziu o conceito de controlabilidade de sistemas descritos por Equações

Diferenciais Ordinárias (EDO). Neste mesmo contexto, podemos ainda citar o clássico livro

de Lee e Markus [14]. A controlabilidade de EDP, objetivo da nossa dissertação, teve um

grande impulso com os trabalhos de Russel [29] e [30], publicando em 1978 um artigo onde

apresentava uma boa perspectiva sobre os resultados mais relevantes que até esse momento

haviam sido desenvolvidos. Esses freqüentemente estavam relacionados com outras áreas de

EDP: multiplicadores, análise de Fourier não-harmônica, etc. Desde então, diversos autores

tem contribúıdo com resultados muito significativos para o estudo da controlabilidade. Por

exemplo, Lions [21] em 1986 introduziu um método sistemático e construtivo conhecido como

Método de Unicidade Hilbertiana (HUM). O HUM consiste em reduzir a controlabilidade

exata de sistemas lineares em um resultado de continuação única, que é equivalente à

obtenção de uma desigualdade inversa, também denominada por Ho [10], desigualdade de

observabilidade. A partir do HUM muitas descobertas importantes foram feitas neste campo.

Indicaremos brevemente, em termos matemáticos, o que entendemos por problemas de

controle. Para fixar as idéias, assumiremos que desejamos obter um bom comportamento de

um sistema f́ısico representado pela equação

A(y) = f(v), (1)

onde y é o estado, a incógnita do sistema que desejamos controlar e pertence ao espaço

vetorial Y. Por outra parte v é o controle que pertence ao conjunto de controles admisśıveis

R. Esta é a variável que podemos escolher livremente em R, para atuar no sistema.

Consideremos

A : D(A) ⊂ Y → Y e f : R→ Y

duas aplicações (lineares ou não lineares). O operador A determina a equação que deve

ser satisfeita pela variável estado y, de acordo com as leis da f́ısica. A função f indica a
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forma como o controle v atua sobre o sistema. Por simplicidade, assumamos que, para

cada v ∈ R, a equação (1) possua exatamente uma solução y = y (v) em Y . Então,

aproximadamente falando, controlar (1) é achar v ∈ R tal que a solução para (1) obtida

se dirige ao estado prescrito desejado. Veremos que, quando o sistema é controlável, o

controle pode ser constrúıdo por minimização de um funcional (funcional custo). Entre

todos os controles admisśıveis, o controle obtido pela minimização do funcional é de norma

mı́nima, e é freqüentemente chamado de ”melhor controle”.

Matematicamente, os problemas de controle podem se distinguir entre: problemas não

lineares/lineares, equações estacionárias/de evolução, sistemas em dimensão finita/infinita,

etc. Grande parte da investigação matemática que se desenvolve atualmente na Teoria de

Controle está centrada nos modelos em dimensão infinita. A equação da onda desde o

ponto de vista das aplicações, tem sido das mais estudadas, pois modela muitos fenômenos

f́ısicos tais como: pequenas vibrações de corpos elásticos, propagação do som, e modelos

fundamentais da mecânica quântica. Além de ser a mais representativa EDP do tipo

hiperbólica, é de grande interesse no estudo de questões relacionadas à controlabilidade.

Os primeiros estudos sobre esta equação, realizam-se no final do século XVIII, época

em que estavam-se estabelecendo os pilares fundamentais da Análise Matemático tal qual

entendemos hoje. Em 1747 d’Alembert em [3] e [2], propor uma expresão para a solução da

equação sem condições de contorno. Posteriormente Bernoulli, em seu artigo [5] de 1753,

obteve soluções da equação da corda vibrante. Os desenvolvimentos posteriores que tem se

produzido estão freqüentemente ligados a avanços importantes em análise de Fourier, óptica

geométrica, análise numérica, etc. Dessa maneira pode-se afirmar que a equação da onda é

uma das protagonistas mais destacadas da Matemática destes dois últimos séculos.

Nesta dissertação estudamos algumas propriedades (existência, unicidade, regularidade

e controlabilidade) da equação da onda linear com condições de contorno tipo Dirichlet.

Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira Γ suficientemente regular e

para T > 0 um número real, seja Q = Ω × (0, T ) ⊂ Rn+1 o cilindro com fronteira lateral

Σ = Γ× (0, T ) . Seja Γ0 uma parte de Γ, com medida positiva tal que Γ0 ∩ (Γ− Γ0) = ∅.
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Consideremos o sistema

u′′ −∆u = 0 em Q,

u =

 v sobre Σ0 = Γ0 × (0, T ) ,

0 sobre Σ− Σ0,

u(·, 0) = u0, u′(·, 0) = u1 em Ω,

(2)

onde u = u (x, t) é o estado e v = v (x, t) a função controle. O problema de controle consiste

em encontrar uma maneira de v atuar em Σ0 de tal forma que a solução u do sistema (2)

alcance o equiĺıbrio no instante T .

No sistema (2) o controle encontra-se localizado na fronteira. O controle pode atuar

também no interior do domı́nio.

Seja ω um subconjunto aberto de Ω e 1ω sua função caracteŕıstica. Consideremos o

sistema 
u′′ −∆u = h1ω em Q,

u = 0 em Σ,

u (0) = u0, u′ (0) = u1 em Ω,

(3)

onde u = u (x, t) é o estado e h = h (t, x) a função controle.

O problema de controlabilidade pode ser considerado em vários graus de precisão de

acordo o objetivo proposto. De maneira mais precisa, o problema de controlabilidade pode

ser formulado da seguinte forma:

Considere um sistema de evolução (descrito por EDO ou EDP). Dados um intervalo de

tempo (0, T ) e estados inicial e final, devemos encontrar um controle tal que a solução do

sistema seja igual ao estado inicial no tempo t = 0 e alcance o estado final no tempo t = T.

Contudo, a condição de dirigir a solução ao estado final no tempo t = T, pode ser

interpretada de diferentes formas, dando lugar a diversas noções de controlabilidade de um

sistema. Muitos problemas de diferentes naturezas se adequam neste amplo contexto e,

suas resoluções, dependem de diversos aspectos do sistema: linearidade ou não-linearidade,

reversibilidade, estrutura do conjunto de controles admisśıveis, entre outros.

Nosso trabalho está direcionado ao estudo de dos tipos de controlabilidade: quando o
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conjunto de estados alcançáveis coincide com o espaço dos dados iniciais (controlabilidade

exata) e quando o conjunto de estados alcançáveis é simplesmente um subconjunto denso do

espaço dos dados iniciais (controlabilidade aproximada).

Esta dissertação está baseada em resultados que aparecem nos trabalhos de Lions ([16],

[17], [20]), Medeiros [23], Micu e Zuazua [27] e Zuazua ([33], [34]).

Passemos agora a descrever o conteúdo desta dissertação, que está dividida em três

caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1, temos alguns resultados básicos e algumas notações essenciais para o

entendimento do trabalho.

No Caṕıtulo 2, provamos a existência, unicidade e regularidade de soluções forte, fraca

e ultra fraca da equação da onda linear. Usamos o Método de Faedo-Galerkin para provar

a existência de solução forte. A solução fraca é obtida como limite de uma seqüência de

soluções fortes. O Método de Transposição é usado para definir a solução ultra fraca.

No Caṕıtulo 3, estudamos a controlabilidade exata e aproximada da equação linear

da onda, considerando, para os dois casos, o controle localizado na fronteira do domı́nio

Ω e no seu interior. Vimos, por meio do HUM, que o problema de controlabilidade exata

é equivalente a provar uma desigualdade de observabilidade associada ao sistema adjunto.

Além disso, mostramos como o problema de controlabilidade se reduz a um problema de

minimização. Na controlabilidade aproximada formulamos um problema de minimização e,

em seguida, fizemos uso de um método de dualidade no sentido de Fenchel para encontrarmos

um funcional custo e, a partir do mı́nimo desse funcional, construir o controle desejado.

Para finalizar o trabalho, escrevemos dois apêndices. No primeiro é apresentado o

resultado que nos garante a existência e prolongamento de soluções aproximadas, e é parte

essencial à obtenção da solução forte da equação linear da onda. O segundo apêndice

está destinado às provas das desigualdades inversas (ou desigualdades de observabilidade),

essenciais para obtermos a controlabilidade na fronteira e interna da equação de onda linear.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo daremos algumas definições e resultados essenciais à continuidade do

trabalho.

1.1 Espaços Funcionais

Dados Ω ⊂ Rn um aberto e uma função cont́ınua f : Ω −→ R, define-se suporte de f, e

denota-se por supp(f), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f (x) 6= 0} . Assim, supp(f) é um

subconjunto fechado de Ω.

Uma n-upla de inteiros não negativos α = (α1, ..., αn) é denominada de multi-́ındice e

sua ordem é definida por |α| = α1 + ...+ αn.

Representa-se por Dα o operador de derivação de ordem |α| , isto é,

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Para α = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Por C∞0 (Ω) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções

infinitamente diferenciáveis definidas e com suporte compacto em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C∞0 (Ω) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Ω ⊂ Rn um aberto tal que B1 (0) = {x ∈ Rn; ‖x‖ < 1} ⊂ Ω.
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Consideremos f : Ω −→ R, tal que

f (x) =

∣∣∣∣∣∣ e
1

‖x‖2−1 se ‖x‖ < 1,

0 se ‖x‖ ≥ 1,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e ‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que

f ∈ C∞ (Ω) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é f ∈ C∞0 (Ω) .

Definição 1.1 Diz-se que uma sequência (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) ,

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K de Ω tal que supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀ n ∈ N,

(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K, para todo multi-́ındice α.

Observação 1.1 É posśıvel (ver [31]) dotar C∞0 (Ω) com uma topologia de forma que a

noção de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.1.

O espaço C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima definida será denotado por

D (Ω) e denominado de Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é um funcional linear cont́ınuo sobre D (Ω) . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D (Ω) → R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ) , ∀ α, β ∈ R e ∀ ϕ, ψ ∈ D (Ω) ,

(ii) T é cont́ınua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D (Ω) , então (T (ϕn))n∈N converge

para T (ϕ) em R.

É comum denotar o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉 . O conjunto de todas as

distribuições sobre Ω, com as operações usuais, é um espaço vetorial, o qual representa-se

por D′ (Ω) .

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.
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Exemplo 1.2 Seja u ∈ L1
loc (Ω) . O funcional Tu : D (Ω)→ R, definido por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u (x)ϕ (x) dx,

é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver [25]) . Por esta razão,

identifica-se u à distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1
loc (Ω) será identificado a

uma parte (própria) de D′ (Ω) .

Exemplo 1.3 Consideremos 0 ∈ Ω e o funcional δ0 : D (Ω)→ R, definido por

〈δ0, ϕ〉 = ϕ (0) .

δ0 é uma distribuição sobre Ω (ver [25]) . Além disso, mostra-se que δ0 não é definido por

uma função de L1
loc (Ω) , isto é, não existe f ∈ L1

loc (Ω) tal que 〈δ0, ϕ〉 =
∫
fϕ.

Definição 1.2 Diz-se que uma sequência (Tn)n∈N em D′ (Ω) converge para T em D′ (Ω) ,

quando a sequência numérica (〈Tn, ϕ〉)n∈N convergir para 〈T, ϕ〉 em R, para toda ϕ ∈ D (Ω) .

Definição 1.3 Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada DαT

(no sentido das distribuições) de ordem |α| de T é o funcional definido em D (Ω) por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Observação 1.2 Decorre da Definição 1.3 que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas

de todas as ordens.

Observação 1.3 DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′ (Ω) . De fato, vê-se

facilmente que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (ϕn)n∈N convergindo

para ϕ em D (Ω) . Assim, |〈DαT, ϕn〉 − 〈DαT, ϕ〉| ≤ |〈T,Dαϕn −Dαϕ〉| → 0, quando

n→∞.

Observação 1.4 A aplicação Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω) tal que T 7→ DαT é linear e cont́ınua

no sentido da convergência definida em D′ (Ω) (ver [26]) .
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Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m sobre Ω, isto é, o espaço vetorial das (classes de) funções u ∈ Lp (Ω)

tais que Dαu ∈ Lp (Ω), para todo multi-́ındice α, com |α| ≤ m.

O espaço Wm,p (Ω) munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup ess
x∈Ω

|Dαu (x)| , quando p =∞,

é um espaço de Banach (vide [26]) .

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p <∞, o espaço de

Banach das (classes de) funções u, definidas em (0, T ) com valores em X, que são fortemente

mensuráveis e ‖u (t)‖pX é integrável a Lebesgue em (0, T ) , com a norma

‖u (t)‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

.

Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u, definidas em

(0, T ) com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u (t)‖X possui supremo essencial

finito em (0, T ) , com a norma

‖u (t)‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈(0,T )

‖u (t)‖X .

Observação 1.5 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.

Se X é separável, então podemos identificar

[Lp (0, T ;X)]′ ≈ Lq (0, T ;X ′) ,
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onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação

[
L1 (0, T ;X)

]′ ≈ L∞ (0, T ;X ′) .

Essas identificações encontram-se detalhadas em [21].

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) em X é denominado

de Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T ) com valores em X e denotado por

D′ (0, T ;X) .

Definição 1.4 Dada S ∈ D′ (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnS

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
S,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (0, T ) .

Exemplo 1.4 Dadas u ∈ Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, e ϕ ∈ D (0, T ) a aplicação

Tu : D (0, T )→ X, definida por

Tu (ϕ) =

∫ T

0

u (t)ϕ (t) dt,

integral de Bochner em X, é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D (0, T ), logo

uma distribuição vetorial. A aplicação u 7→ Tu é injetiva, de modo que podemos identificar

u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⊂ D′ (0, T ;X) .

Para 1 ≤ p ≤ ∞, consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

}
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado

com a norma

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =



(
m∑
j=0

∥∥u(j) (t)
∥∥
Lp(0,T ;X)

)
, 1 ≤ p <∞,

sup ess
t∈(0,T )

(
m∑
j=0

∥∥u(j) (t)
∥∥
X

)
, p =∞,
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Wm,p (0, T ;X) é um espaço de Banach (vide [1]).

O espaço

Wm,p
0 (0, T ;X) = {u ∈ Wm,p (0, T ;X) ; u (0) = u (T ) = 0} ,

representa o fecho de D (0, T ;X) com a norma de Wm,p (0, T ;X) .

Observação 1.6 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X) será

denotado por Hm (0, T ;X) , que munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑
j=0

(
u(j), v(j)

)
L2(0,T ;X)

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X) , de D (0, T ;X)

e por H−m (0, T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Teorema 1.1 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F dois espaços de Banach e

seja T um operador linear cont́ınuo e bijetivo de E em F. Então existe uma constante c > 0

tal que

BF (0, c) ⊂ T (BE(0, 1)).

Prova: Ver [6]. �

Lema 1.1 (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.

(i) Se n > pm, então Wm,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) , onde q ∈
[
1,

np

n−mp

]
.

(ii) Se n = pm, então Wm,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) , onde q ∈ [1,+∞) .

(iii) Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm,p (Ω) ↪→ L∞ (Ω) .

Prova: Ver [6]. �
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Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.

(i) Se n > pm, então Wm,p (Ω)
c
↪→ Lq (Ω) , onde q ∈

[
1,

2n

n− 2m

)
.

(ii) Se n = pm, então Wm,p (Ω)
c
↪→ Lq (Ω) , onde q ∈ [1,+∞) .

(iii) Se pm > n então Wm,p (Ω)
c
↪→ Ck

(
Ω
)
, onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ≤ k + 1

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.2 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u 7→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) =

(
u|Γ ,

∂u

∂νA

∣∣∣∣
Γ

, ...,
∂m−1u

∂νm−1
A

∣∣∣∣
Γ

)

de D
(
Ω
)

em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

cont́ınua e sobrejetiva de Wm,p (Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ) .

Prova: Ver [21]. �

Observação 1.7 Note que para o caso unidimensional, isto é, Ω = (α, β) , se u ∈ Hm (α, β) ,

então pelo Lema 1.2, u ∈ Cm−1 ([α, β]) . Logo faz sentido definir a função u e suas derivadas

suas derivadas na fronteira, que no caso será Γ = {α, β} .

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espaço de Banach. O conjunto

BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é compacto com respeito a topologia fraca −∗ σ (E ′, E).

Prova: Ver [6]. �

Lema 1.3 (Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ;R) ,m > 0 q.s em (0, T ) , a > 0 real constante

e g ∈ L∞(0, T ) , g > 0 em (0, T ) ,tal que:

1

2
g(t)2 ≤ 2a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s)ds ∀t ∈ (0, T ) .

12



Então

g(t) ≤ 2(a+

∫ t

0

m(s)ds) em [0, T ].

Prova: Ver [23]. �

Lema 1.4 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω),

se,e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver [26]. �

Lema 1.5 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Banach e a (u, v) uma forma bilinear,

cont́ınua e coerciva. Para toda ϕ ∈ H ′ existe um único u ∈ H tal que

a (u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀ v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a (u, u)− 〈ϕ, u〉 = Min

v∈H

{
1

2
a (v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.4 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e µ ∈ Lp(0, T,X),

µ′ ∈ Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞, então µ ∈ C0([0, T ] ;Y ).

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.5 Sejam E um espaço de Banach, E ′ seu dual e (fn) uma sucessão de E ′. Se

fn → f fraco −∗ em σ(E ′, E), então ‖fn‖ ≤ C e ‖f‖ ≤ lim ‖fn‖ .

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.6 Seja 1
p

+ 1
q

= 1. Sejam u ∈ Lq(0, T,X ′) = E ′ e v ∈ Lp(0, T,X) = E, então

〈u, v〉E′,E =
∫ T

0
〈u(t), v(t)〉X′,X dt.
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Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.7 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espaços de Banach. Seja (Tn) uma

sucessão de operadores lineares cont́ınuos de E em F tais que para cada x ∈ E, Tnx converge

quando n→∞ a um limite que denotamos por Tx. Então tem-se:

(i) sup
n
‖Tn‖L(E,F ) <∞,

(ii) T ∈ L (E,F ) ,

(iii) ‖T‖L(E,F ) ≤ lim ‖Tn‖L(E,F ) .

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.8 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então
∫

Ω
uxi
dx =

∫
Γ
uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.9 (Fórmulas de Green ) (i) Se γ ∈ H2(Ω), então

∫
Ω

∇γ · ∇udx =

−
∫

Ω

u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).

(ii) Se u, γ ∈ H2(Ω), então

∫
Ω

u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω

u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν
ds.

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.10 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp)′ . Então existe

um único u ∈ Lq, onde 1
p

+ 1
q

= 1, tal que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, ∀f ∈ Lp.

Além disso se verifica

‖u‖Lq = ‖ϕ‖(Lp)′ .

Prova: Ver [6]. �
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Teorema 1.11 Sejam H um espaço de Bananch reflexivo, K um subconjunto convexo

fechado de H e φ : K → R uma função com as seguintes propriedades:

(i) φ é convexa,

(ii) φ semi-continua inferiormente,

(iii) Se K é ilimitado, então φ é coercivo, ou seja,

lim
‖x‖→∞

φ (x) =∞.

Então φ atinje um mı́nimo em K, ou seja, exite x0 ∈ K tal que

φ (x0) = min
x∈K

φ (x) .

Prova: Ver [6]. �

Teorema 1.12 (Fenchel) Sejam X e Y espaços de Hilbert, A ∈ L(X, Y ), f : X →

R ∪ {∞} , g : Y → R ∪ {∞} funções semicontinuas inferiormente e convexas. Seja

v = inf
x∈X

[f (x) + g (Ax)] e v∗ = inf
q∈Y ∗

[f ∗ (−A∗q) + g∗ (q)] ,

onde f ∗ é a conjugada de f e é dada por f ∗ (p) = sup
x∈X

[〈p, x〉 − f (x)] . Se 0 ∈

int [A (D (f)))−D (g)], então:

(i) v + v∗ = 0,

(ii) Existe q′ ∈ Y ∗ tal que f ∗ (−A∗q′) + g∗ (q′) = v∗.

Prova: Ver [4]. �

Teorema 1.13 (Regularidade) Considere Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado com

fronteira Γ de classe C2. Sejam f ∈ L2 (Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) tal que∫

Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) .

Então u ∈ H2 (Ω) e ‖u‖H2(Ω) ≤ C |f |L2(Ω), onde C é uma constante que só depende de Ω.

Prova: Ver [6]. �
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Caṕıtulo 2

Soluções da Equação Linear da Onda

Neste caṕıtulo, temos como objetivo estudar a existência, unicidade e regularidade da

solução para um problema misto associado à equação da onda linear.

Consideremos Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado com fronteira Γ suficientemente

regular. Denotaremos por ν o vetor normal exterior a Γ e para T > 0 um número real, seja

Q = Ω× (0, T ) ⊂ Rn+1 o cilindro com fronteira lateral Σ = Γ× (0, T ).

Problema: Dados φ0, φ1 e f, achar uma função numérica φ : Ω× [0, T ]→ R que satisfaça:
φ′′ −4φ = f em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ (·, 0) = φ0, φ′ (·, 0) = φ1 em Ω.

(2.1)

2.1 Solução Forte

O objetivo nesta seção é provar a existência e unicidade de solução para o problema

(2.1), quando φ0, φ1 e f são dados bastante regulares.

Definição 2.1 Dizemos que uma função φ : Q → R é solução forte do problema (2.1)

quando:

φ ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)
, (2.2)

φ′ ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, (2.3)
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φ′′ ∈ L1
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (2.4)

φ′′ −4φ = f, q. s. em Q, (2.5)

φ (·, 0) = φ0, φ′ (·, 0) = φ1. (2.6)

Enunciaremos agora o resultado que nos garante a existência e unicidade da solução

forte para o problema (2.1) .

Teorema 2.1 (Solução Forte) Sejam φ0 ∈ H1
0 (Ω)∩ H2 (Ω) , φ1 ∈ H1

0 (Ω) , f ∈

L1 (0, T ;H1
0 (Ω)), então existe uma única solução forte para o problema (2.1) .

Prova: Para provar a existência de solução, usaremos o método de Faedo-Galerkin que

consiste em três etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão finita;

2. Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas.

Para provar a unicidade, usaremos o método da enerǵıa.

• Existência

Soluções Aproximadas.

Consideremos {wj}j uma base ortonormal em L2 (Ω) , formada pelos autovetores do

operador −∆, ou seja, cada vetor wj é solução do problema espectral:

((wj, v)) = λj (wj, v) , ∀v ∈ H1
0 (Ω) .

A existência desta base é garantida pelo Teorema Espectral (ver, por exemplo, [6] ou [28]).

Seja Vm = [w1, w2, ..., wm] o subespaço m-dimensional do H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω) , gerado pelos m-

primeiros vetores da base {wj}j. O problema aproximado consiste em determinar funções

φm (t) ∈ Vm tais que

φm(x, t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj(x),
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onde os gjm(t) são soluções do sistema de equações diferenciais ordinárias:
(φ′′m(t), v) + ((φm(t), v)) = (f(t), v) , ∀v ∈ Vm,

φm (0) = φ0
m (x)→ φ0 forte em H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω) ,

φ′m (0) = φ1
m (x)→ φ1 forte em H1

0 (Ω) .

(2.7)

As convergências anteriores têm sentido, pois o conjunto formado pelas combinações

lineares de elementos de Vm é denso em H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω) .

Pelo Teorema de Caratheodory, o sistema (2.7) tem solução no intervalo [0, tm] , com

tm < T (ver Apêndice A) e, essa solução, pode ser estendida a todo o intervalo [0, T ] como

consequência das estimativas a priori que faremos a seguir.

Estimativas I. Fazendo v = 2φ′m (t) ∈ Vm em (2.7)1 , temos:

(φ′′m(t), 2φ′m (t)) + ((φm(t), 2φ′m (t))) = (f(t), 2φ′m (t)) ,

ou seja,
d

dt
|φ′m (t)|2 +

d

dt
‖φm (t)‖2 = (f(t), 2φ′m (t)) . (2.8)

Integrando (2.8) de 0 a t, obtemos

|φ′m (t)|2 + ‖φm (t)‖2 =
∣∣φ1
m

∣∣2 +
∥∥φ0

m

∥∥2
+

∫ t

0

(f(s), 2φ′m (s)) ds. (2.9)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hölder e Young, obtemos:∫ t

0

(f(s), 2φ′m (s)) ds ≤
∫ t

0

|(f(s), 2φ′m (s))| ds ≤ 2

∫ t

0

|f(s)| |φ′m (s)| ds

≤ 2

(∫ t

0

|f(s)| ds
) 1

2
(∫ t

0

|f(s)| |φ′m (s)|2 ds
) 1

2

≤
∫ t

0

|f(s)| ds+

∫ t

0

|f(s)| |φ′m (s)|2 ds.

Substituindo a última desigualdade em (2.9) segue que

|φ′m (t)|2 + ‖φm (t)‖2 ≤
∣∣φ1
m

∣∣2 +
∥∥φ0

m

∥∥2
+

∫ T

0

|f(s)| ds+

∫ t

0

|f(s)| |φ′m (s)|2 ds. (2.10)

Assim, pela hipótese sobre f e pelas convergências (2.7)2 e (2.7)3 obtemos de (2.10) que

|φ′m (t)|2 + ‖φm (t)‖2 ≤ C +

∫ t

0

|f(s)|
(
|φ′m (s)|2 + ‖φm (s)‖2

)
ds, (2.11)
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onde C independe de m e t. Aplicando o Lema de Gronwall em (2.11), obtemos

|φ′m (t)|2 + ‖φm (t)‖2 ≤ C, (2.12)

onde C independe de m e t. Logo podemos estender a solução para todo o intervalo [0, T ]

(ver Apêndice A, Corolário A.2).

Estimativas II. Fazendo em (2.7)1 , v = −2∆φ′m (t) ∈ Vm, temos

(φ′′m(t),−2∆φ′m (t)) + ((φm(t),−2∆φ′m (t))) = (f(t),−2∆φ′m (t)) ,

ou seja,
d

dt
‖φ′m (t)‖2

+
d

dt
|∆φm (t)|2 = 2 ((f(t), φ′m (t))) . (2.13)

Integrando de 0 a t ≤ T, segue que

‖φ′m (t)‖2
+ |∆φm (t)|2 =

∥∥φ1
m

∥∥2
+
∣∣∆φ0

m

∣∣2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′m (s))) ds. (2.14)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hölder e Young, temos:

2

∫ t

0

((f(s), φ′m (s))) ds ≤ 2

∫ t

0

|((f(s), φ′m (s)))| ds ≤ 2

∫ t

0

‖f(s)‖ ‖φ′m (s)‖ ds

≤ 2

(∫ T

0

‖f(s)‖ ds
) 1

2
(∫ t

0

‖f(s)‖ ‖φ′m (s)‖2 ds

) 1
2

≤
∫ T

0

‖f(s)‖ ds+

∫ t

0

‖f(s)‖ ‖φ′m (s)‖2 ds.

Substituindo a última desigualdade em (2.14), e levando em conta a hipótese sobre f , (PA1)2

e (PA1)3 segue que

‖φ′m (t)‖2
+ |∆φm (t)|2 ≤

∥∥φ1
m

∥∥2
+
∣∣∆φ0

m

∣∣2 +

∫ T

0

‖f(s)‖ ds (2.15)

+

∫ t

0

‖f(s)‖ ‖φ′m (s)‖2
ds ≤ C +

∫ t

0

‖f(s)‖ ‖φ′m (s)‖2
ds.

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema 1.3), temos

∥∥φ′m (t)2
∥∥+ |∆φm (t)|2 ≤ C, (2.16)
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onde C > 0 independe de m e t.

Passagem ao limite. Por (2.12) e (2.16) obtemos

(φm) é limitado em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.17)

(φ′m) é limitado em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.18)

(∆φm) é limitado em L∞(0, T, L2(Ω)). (2.19)

Assim, por (2.17) − (2.19) e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.3),

podemos garantir a existência de uma subsequência de (φm), ainda denotada da mesma

maneira, tal que

φm → φ fraco− ∗ em L∞(0, T,H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), (2.20)

φ′m → α fraco− ∗ em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.21)

∆φm → β fraco− ∗ em L∞(0, T, L2(Ω)). (2.22)

Mostraremos agora que α = φ′ e β = ∆φ. De fato, por (2.20) temos que φm → φ em D′(Q)

e, como o operador derivação é cont́ınuo em D′(Q), então

φ′m → φ′ em D′(Q), (2.23)

∆φm → ∆φ em D′(Q). (2.24)

Logo por (2.21)− (2.24) e a unicidade do limite, temos

φ′m → φ′ fraco− ∗ em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.25)

∆φm → ∆φ fraco− ∗ em L∞(0, T, L2(Ω)). (2.26)

Consideremos em (2.7) v ∈ D(Ω) e, em seguida, multipliquemos a equação por θ ∈ D(0, T )

e integremos de 0 a T , para obter∫ T

0

(φ′′m(t), v) θ(t)dt+

∫ T

0

(∆φm(t), v) θ(t)dt =

∫ T

0

(f(s), v) θ(s)ds. (2.27)
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Note que ∫ T

0

(φ′′m(t), v) θ(t)dt =

∫ T

0

d

dt
(φ′m(t), v) θ(t)dt = −

∫ T

0

(φ′m(t), v) θ′(t)dt

e, por (2.25) ,

−
∫ T

0

(φ′m(t), v) θ′(t)dt→ −
∫ T

0

(φ′(t), v) θ′(t)dt =

∫ T

0

d

dt
(φ′(t), v) θ(t)dt. (2.28)

Temos por (2.26) que

−
∫ T

0

(∆φm(t), v) θ(t)dt→ −
∫ T

0

(∆φ(t), v) θ(t)dt. (2.29)

Logo, fazendo m→∞ em (2.27) e usando (2.28) e (2.29), obtemos

−
∫ T

0

(φ′(t), v) θ′(t)dt−
∫ T

0

(∆φ(t), v) θ(t)dt =

∫ T

0

(f(s), v) θ(s)ds. (2.30)

Seja β(x, t) = v(x)θ(t) ∈ D(Q), portanto

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′(x, t)β′(x, t)dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(x, t)β(x, t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

f(x, s)β(x, s)dxds

e, assim,

〈φ′′, β〉D́(Q),D(Q) =

∫
Q

(f(x, s) + ∆φ(x, s))β(x, s))dxds.

Dessa forma, a distribução φ′′ é definida por f + ∆φ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e∫
Q

[φ′′(x, s)−∆φ(x, s)− f(x, s)] β(x, s)dxds = 0, ∀β ∈ D(Q). (2.31)

Logo, pelo Lema Du Bois Raymond (Lema 1.4), segue que

φ′′ −∆φ = f q.s. em Q.

Condições Iniciais.

• φ(0) = φ0
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Desde que φ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) e φ′ ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), então φ ∈

C0([0, T ] ;H1
0 (Ω)) (ver Teorema 1.4). Assim faz sentido φ(·, 0). Segue de (2.26) que∫ T

0

(φ′m(t), v)θ(t)dt→
∫ T

0

(φ′(t), v)θ(t)dt, ∀v ∈ L2(Ω)

e θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Logo,∫ T

0

d

dt
(φm(t), v)θ(t)dt→

∫ T

0

d

dt
(φ(t), v)θ(t)dt. (2.32)

Integrando por partes, temos

−(φ0
m, v)−

∫ T

0

(φm(t), v)θ′(t)dt→ −(φ(0), v)−
∫ T

0

(φ(t), v)θ′(t)dt. (2.33)

Como, por (2.20), temos ∫ T

0

(φm(t), v)θ′(t)dt→
∫ T

0

(φ(t), v)θ′(t)dt,

concluimos de (2.33), que

(φ0
m, v)→ (φ(0), v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) .

Por outro lado, segue de (2.7)2 que

(φ0
m, v)→ (φ0, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) .

Dessa forma, podemos concluir que φ0 = φ(0).

• φ′(0) = φ1

Como φ′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e φ′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), então, pelo Teorema (1.4) ,

φ′ ∈ C0([0, T ] ;L2(Ω)), fazendo sentido calcular φ′(·, 0).

Multiplicando (2.7)1 por θδ ∈ H1(0, T ), definida por

θδ (t) =


−t
δ

+ 1, se 0 ≤ t ≤ δ

0, se δ ≤ t ≤ T
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e integrando de 0 a T obtemos:∫ T

0

(φ′′m(t), v) θδ(t)dt+

∫ T

0

(−∆φm(t), v) θδ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v) θδ(t)dt.

Integrando por partes o primeiro termo,

−
(
φ1
m, v

)
+

1

δ

∫ δ

0

(φ′m(t), v) dt−
∫ δ

0

(−∆φm(t), v) θδ(t)dt =

∫ δ

0

(f(t), v) θδ(t)dt.

Fazendo m → ∞ na última igualdade e observando as convergências (2.7)3 , (2.21) e (2.22)

temos

−
(
φ1, v

)
+

1

δ

∫ δ

0

(φ′(t), v) dt−
∫ δ

0

(−∆φ(t), v) θδ(t)dt =

∫ δ

0

(f(t), v) θδ(t)dt. (2.34)

Fazendo agora δ → 0 em (2.34) concluimos que

−
(
φ1, v

)
+ (φ′(0), v) = (−φ1 + φ′(0), v) = 0, ∀v ∈ L2 (Ω) ,

ou seja φ1 = φ′(0).

• Unicidade

Suponhamos φ e φ duas soluções nas condições do Teorema 2.1. Então ρ = φ−φ satisfaz

ρ ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)
,

ρ′ ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

ρ′′ ∈ L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

ρ′′ −∆ρ = 0 q.s em Q,

ρ(0) = 0 e ρ′(0) = 0 em Ω.

Logo faz sentido a seguinte equação∫
Q

ρ′′ρ′dxdt−
∫
Q

∆ρρ′dxdt = 0.

Assim,
1

2

d

dt
(|ρ′(t)|2 + ||ρ(t)||2) = 0

e portanto, ρ = 0, ou seja, φ = φ. �
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Teorema 2.2 (Energia) Se φ é solução forte do problema (2.1), então

‖φ′ (t)‖2
+ |∆φ (t)|2 ≤

∥∥φ1
∥∥2

+
∣∣∆φ0

∣∣2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′(s))) ds em [0, T ] . (2.35)

Prova: Considerando em (2.7) v = −2∆φ′m(t) ∈ Vm obtemos

(φ′′m(t),−2∆φ′(t)) + (∆φm(t),−2∆φ′m(t)) = 2 (f(t),∆φ′m(t)) ,

ou seja,
d

dt
‖φ′m(t)‖2

+
d

dt
|∆φm(t)|2 = ((f(t), φ′m(t))) .

Integrando a última igualdade de 0 a t ≤ T , obtemos

‖φ′m (t)‖2
+ |∆φm(t)|2 =

∥∥φ1
m

∥∥2
+
∣∣∆φ0

m

∣∣2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′m(s))) ds. (2.36)

Agora, multiplicando ambos lados de (2.36) por θ ∈ D (0, T ) e integrando de 0 a T ,

temos:∫ T

0

‖φ′m (t)‖2
θ(t)dt+

∫ T

0

|∆φm(t)|2 θ(t)dt (2.37)

=

∫ T

0

∥∥φ1
m

∥∥2
θ(t)dt+

∫ T

0

∣∣∆φ0
m

∣∣2 θ(t)dt+ 2

∫ T

0

(∫ t

0

((f(s), φ′m(s))) ds

)
θ(t)dt.

Pelas convergências (2.25) e (2.26), temos pelo Teorema 1.5 que∫ T

0

‖φ′(t)‖2
θ(t)dt ≤ lim

∫ T

0

‖φ′m(t)‖2
θ(t)dt (2.38)

e ∫ T

0

|∆φ(t)|2 θ(t)dt ≤ lim

∫ T

0

|∆φm(t)|2 θ(t)dt. (2.39)

Tomando lim em ambos os lados de (2.37) e tendo em conta que (2.7)2 , (2.7)3 , (2.25) ,

(2.39), (2.40) e limµ+ limv ≤ lim(µ+ v), segue∫ T

0

‖φ′(t)‖2
θ(t)dt+

∫ T

0

|∆φ(t)|2 θ(t)dt (2.40)

≤
∫ T

0

∥∥φ1
∥∥2
θ(t)dt+

∫ T

0

∣∣∆φ0
∣∣2 θ(t)dt+ 2

∫ T

0

(∫ t

0

((f(s), φ′(s))) ds

)
θ(t)dt.
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Substituindo em (2.40) θ por uma função θh ∈ D (0, T ) , definida por

θh(t) =

 θ(t), em (s− h, s+ h) ⊂ (0, T ),

0, em (0, T )− (s− h, s+ h) ,

dividindo ambos os lados por 2h > 0 e fazendo h→ 0, obtemos

lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
‖φ′(t)‖2

θ(t)dt+ lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
|∆φ(t)|2 θ(t)dt

≤ lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h

∥∥φ1
∥∥2
θ(t)dt+ lim

h→0

1

2h

∫ s+h

s−h

∣∣∆φ0
∣∣2 θ(t)dt

+ 2lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h

(∫ t

0

((f(s), φ′(s))) ds

)
θ(t)dt

e, portanto, temos a desigualdade de energia (2.35). �

Corolário 2.1 Se φ é solução forte do problema (2.1), então

‖φ′(t)‖+ |∆φ(t)| ≤ C

(∥∥φ1
∥∥+

∣∣∆φ0
∣∣+

∫ T

0

‖f(s)‖ ds
)

em [0, T ] . (2.41)

Prova: Seja φ a solução forte do problema (2.1). Então do Teorema 2.2, segue que

‖φ′(t)‖2
+ |∆φ(t)|2 ≤ 2

(∥∥φ1
∥∥+

∣∣∆φ0
∣∣)2

+ 4

∫ t

0

‖f(s)‖ (‖φ′(s)‖+ |∆φ(s)|)2
ds.

Sejam g(t) = ‖φ′(t)‖+ |∆φ(t)| , a = ‖φ1‖+ |∆φ0| e m(s) = 2 ‖f(s)‖ , então

1

2
g(t)2 ≤ g(t)2 ≤ 2a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s)ds em [0, T ] .

Pelo Lema de Gronwall (Lema 1.3), obtemos

g(t) ≤ 2

(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
em [0, T ] ,

o que implica na desigualdade (2.41) . �

Teorema 2.3 (Regularidade da Solução Forte) A solução forte φ de (2.1) pertence à

classe

φ ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)
∩ C1

(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)
. (2.42)
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Prova: A solução forte φ é o limite fraco de uma seqûencia de aproximações da forma

φm(x, t) =
m∑
i=1

gi(t)wi(x), (2.43)

onde os gi(t), 1 ≤ i ≤ m, são soluções do sistema de equações diferenciais ordinárias

(
g′′j (t), v

)
+ λjgj(t) = (f, wj) , 1 ≤ j ≤ m. (2.44)

com as condições iniciais

gj (0) =
(
φ0, wj

)
e g′j (0) =

(
φ1, wj

)
. (2.45)

Aplicaremos agora o método de Variações de Constantes de Lagrange, ver [12].

A solução geral da equação homogênea associada a (2.44) é da forma:

gjh (t) =
(
φ0, wj

)
cos
√
λjt+

1√
λ

(
φ1, wj

)
sen
√
λjt.

Calculando o Wronskiano W , obtemos

W =

∣∣∣∣∣∣ gj1 (t) gj2 (t)

g′j1 (t) g′j2 (t)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ cos
√
λjt sen

√
λjt

−
√
λjsen

√
λjt −

√
λj cos

√
λjt

∣∣∣∣∣∣
=
√
λj cos2

√
λjt+

√
λjsen

2
√
λjt =

√
λj.

Assim temos uma solução particular de (2.44), da forma

gjp (t) =

∫ t

0

sen
√
λjt cos

√
λjs− cos

√
λjtsen

√
λjs√

λj
(f (s) , wj) ds

=
1√
λj

∫ t

0

(f (s) , wj) sen
√
λj (t− s) ds.

Portanto a solução de (2.44) com dados iniciais (2.45) é dada por

gj (t) = gjh (t) + gjp (t)

= (φ0, wj) cos
√
λjt+

1√
λ

(φ1, wj) sen
√
λjt+

1√
λj

∫ t

0

(f (s) , wj) sen
√
λj (t− s) ds,
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para 1 ≤ j ≤ m. Logo substituindo em (2.43), a solução aproximada é dada por

φm(x, t)

=
m∑
i=1

[(
φ0, wj

)
cos
√
λjt+

1√
λj

(
φ1, wj

)
sen
√
λjt+

1√
λj

∫ t

0

(f (s) , wj) sen
√
λj (t− s) ds

]
wi(x).

Encontrada explicitamente, a expresão da solução aproximada, passemos a provar a

regularidade (2.42).

• φ ∈ C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω)) .

Mostraremos que (φm)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω)) .

Com efeito,considerando m,n ∈ N com m > n, temos

‖φm(t)− φn(t)‖2
H1

0 (Ω)∩H2(Ω) =

∥∥∥∥∥
m∑

i=n+1

gi(t)wi(x)

∥∥∥∥∥
2

H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

=

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

gi(t)∆wi(x)

∣∣∣∣∣
2

.

Sendo −∆wi = λiwi e {wj}j uma base ortonormal em L2 (Ω) , pelo Teorema de Pitágoras,

obtemos

‖φm(t)− φn(t)‖2
H1

0 (Ω)∩H2(Ω) =

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

gi(t)λiwi(x)

∣∣∣∣∣
2

=
m∑

i=n+1

|gi(t)λi|2 .

Analisando o último termo da igualdade anterior, deduzimos

|gi(t)λi|2 =

∣∣∣∣(φ0, wi)λi cos
√
λit+

λi√
λi

(φ1, wi) sen
√
λit+

λi√
λi

∫ t

0

(f (s) , wi) sen
√
λi (t− s) ds

∣∣∣∣2
≤
(∣∣(φ0, wi)λi cos

√
λit
∣∣+

∣∣∣∣ λi√λi (φ1, wi) sen
√
λit

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ λi√λi
∫ t

0

(f (s) , wi) sen
√
λi (t− s) ds

∣∣∣∣)2

≤
(
|(φ0, wi)λi|+

∣∣∣∣ λi√λi (φ1, wi)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ λi√λi
∫ t

0

(f (s) , wi) ds

∣∣∣∣)2

.

Aplicando a desigualdade (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 duas vezes obtemos

|gi(t)λi|2 ≤ 4
∣∣(φ0, wi

)
λi
∣∣2 + 4

∣∣∣∣ λi√λi (φ1, wi
)∣∣∣∣2 + 2

(∫ T

0

∣∣∣∣(f (s) , wi)
λi√
λi

∣∣∣∣ ds)2

. (2.46)
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Como {wi}i é uma base ortonormal em L2 (Ω), então

{
wi
λi

}
i

é ortonormal em

H1
0 (Ω)∩H2 (Ω). Mais ainda, pode-se provar que

{
wi
λi

}
i

é completo. Suponhamos f regular,

logo pela identidade de Parseval, obtemos

∥∥φ0
∥∥2

H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

=
∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
((

φ0,
wi
λi

))
H1

0 (Ω)∩H2(Ω)

∣∣∣∣∣
2

e
∥∥φ1
∥∥2

=
∞∑
i=1

∣∣∣∣((φ1,
wi√
λi

))∣∣∣∣2 .
Como ((

φ0,
wi
λi

))
H1

0 (Ω)∩H2(Ω)

=

(
∆φ0,∆

wi
λi

)
= −

(
∆φ0,

λiwi
λi

)
= −

(
∆φ0, wi

)
e((
φ1,

wi√
λi

))
H1

0 (Ω)

=

(
∇φ1,

∇wi√
λi

)
= −

(
φ1,

∆wi√
λi

)
= −

(
φ1,

λiwi√
λi

)
= −

(
φ1, wi

) λi√
λi
,

deduzimos que

m∑
i=n+1

∣∣(∆φ0, wi
)∣∣2 → 0 e

m∑
i=n+1

∣∣∣∣(φ1, wi
) λi√

λi

∣∣∣∣2
R
→ 0, quando m,n→∞. (2.47)

Notemos agora que sendo f (s) ∈ H1
0 (Ω), temos

f (s) =
∞∑
i=1

((
f(s),

wi√
λi

))
wi√
λi
,

de onde

‖f(s)‖2
H1

0
=

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

((
f(s),

wi√
λi

))
wi√
λi

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
i=1

∣∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣∣2 .
Como consideramos f regular, ou seja, f ∈ C0 ([0, T ] ;H1

0 (Ω)), aplicando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz obtemos(∫ T

0

∣∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣∣ ds)2

≤ T

∫ T

0

∣∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣∣2 ds.
Portanto o último termo do lado direito de (2.46) pode ser visto como

m∑
i=n+1

(∫ T

0

∣∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣∣ ds)2

≤ T

∫ T

0

m∑
i=n+1

∣∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣∣2 ds→ 0, quando m,n→∞.

(2.48)
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Assim, por (2.47) e (2.48), deduzimos de (2.46) que

|gi(t)λi|2 → 0, quando m,n→∞

e portanto, a seqûencia (φm)m∈N é tal que

max
0≤t≤T

‖φm(t)− φn(t)‖2
H1

0 (Ω)∩H2(Ω) → 0, quando m,n→∞,

ou seja, (φm)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω)), logo (φm)m∈N

é convergente e seu limite é a solução forte φ ∈ C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω)) .

• φ1 ∈ C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω))

A derivada de (2.43) com respeito a t é

φ′m(x, t) =
m∑
i=1

g′i(t)wi(x),

onde

g′i(t) = −
(
φ0, wj

)
sen
√
λit+

(
φ1, wj

)
cos
√
λit+

∫ t

0

(f (s) , wi) cos
√
λi (t− s) ds.

Suponhamos m > n com m,n ∈ N, logo

‖φ′m(t)− φ′n(t)‖2
=

∥∥∥∥∥
m∑

i=n+1

g′i(t)wi(x)

∥∥∥∥∥
2

=

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

g′i(t)∇wi(x)

∣∣∣∣∣
2

.

Aplicando o Teorema de Pitágoras, obtemos

‖φ′m(t)− φ′n(t)‖2
=

m∑
i=n+1

∣∣∣g′i(t)√λi

∣∣∣2 .
Usando os mesmos argumentos da primera parte, para o termo de lado direito da

igualdade anterior, obtemos

m∑
i=n+1

∣∣∣g′i(t)√λi

∣∣∣2 ≤ 4
∣∣(φ0, wi

)
λi
∣∣2 + 4

∣∣∣(φ1, wi
)√

λi

∣∣∣2 + 2

(∫ T

0

∣∣∣(f (s) , wi)
√
λids

∣∣∣)2

.

Observemos que(
φ0, wi

)
λi =

(
∆φ0, wi

)
,
(
φ1, wi

)√
λi =

(
φ1, wi

) λi√
λi

e (f (s) , wi)
√
λi = (f (s) , wi)

λi√
λi
.
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Logo pelos mesmos argumentos usados para obter (2.47) e (2.48), deduzimos que∣∣∣gi(t)′√λi

∣∣∣2
R
→ 0, quando m,n→∞

e (φ′m)m∈N é tal que

max
0≤t≤T

‖φ′m(t)− φ′n(t)‖2 → 0, quando m,n→∞,

ou seja, (φ′m)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω)) e segue que φ′ ∈

C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω)) . �

2.2 Solução Fraca

O objetivo nesta seção é considerar o problema (2.1) com dados iniciais φ0, φ1 e f.menos

regulares. A solução obtida com essa pouca regularidade sobre os dados, será denominada

solução fraca.

Teorema 2.4 (Solução Fraca) Sejam φ0 ∈ H1
0 (Ω) , φ1 ∈ L2 (Ω) e f ∈ L1 (0, T ;L2 (Ω)).

Então existe uma única função φ : Q→ R tal que

φ ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, (2.49)

φ′ ∈ L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (2.50)

φ′′ ∈ L1
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
, (2.51)

d

dt
(φ′, v) + ((φ, v)) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) em D′(0, T ), (2.52)

φ′′ −∆φ = f em L1
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
, (2.53)

φ (0) = φ0, φ′ (0) = φ1. (2.54)

Prova: A existência de solução fraca será provada por aproximação de uma sequência de

soluções fortes encontradas na seção anterior.

• Existência
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Dados {φ0, φ1, f} ∈ {H1
0 (Ω) , L2 (Ω) , L1 (0, T ;L2 (Ω))}, existem sequências (φ0

m), (φ1
m)

e (fm) em H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω), H1

0 (Ω) e C0([0, T ] ;C1(Ω)) respectivamente tais que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ0
m (x)→ φ0 forte em H1

0 (Ω) ,

φ1
m → φ1 forte em L2 (Ω) ,

fm → f forte em L1 (0, T ;L2 (Ω)) .

(2.55)

Para cada m, o Teorema 2.1 nos garante a existência de uma única função φm : Q→ R

tal que

φm ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω)), (2.56)

φ′m ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.57)

φ′′m ∈ L∞(0, T, L2(Ω)), (2.58)

φ′′m −∆φm = fm q.s em Q, (2.59)

φm(0) = φ0
m, φ

′
m(0) = φ1

m em Ω. (2.60)

Como

(φ′′m (t) , v (t)) + ((φm (t) , v (t))) = (fm (t) , v (t)) ∀t ∈ (0, T ) , ∀v ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, (2.61)

tomando v = φ′m obtemos

(φ′′m (t) , φ′m (t)) + ((φm (t) , φ′m (t))) = (fm (t) , φ′m (t)),

ou seja,
d

dt
(|φ′m (t)|2 + ||φm (t)||2) = 2(fm (t) , φ′m (t)).

Integrando de 0 a T , obtemos

|φ′m (t)|2 + ‖φm (t)‖2 =
∣∣φ1
m

∣∣2 +
∥∥φ0

m

∥∥2
+ 2

∫ T

0

(fm (t) , φ′m (t))dt. (2.62)

Utilizando as desigualdades de Cauchy -Scharwz, Hölder e Young temos:

|φ′m (t)|2 + ||φm (t)||2 ≤
∣∣φ1
m

∣∣2 +
∥∥φ0

m

∥∥2
+

∫ T

0

|fm(t)| dt+

∫ t

0

|fm(t)| |φ′m(t)|2 dt.
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Logo pelas covergências dadas em (2.55), temos

|φ′m (t)|2 + ||φm (t)||2 ≤ C +

∫ t

0

|fm(s)| |φ′m(s)|2 ds.

e pela desigualdade de Gronwall (Lema 1.3), segue que

|φ′m (t)|2 + ||φm (t)||2 ≤ C, (2.63)

onde C > 0 independe de m e t. Assim,

(φm) é limitada em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.64)

(φ′m) é limitada em L∞(0, T, L2(Ω)). (2.65)

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.3), existe uma subsequência de (φm),

ainda denotada da mesma forma, tal que

φm → φ fraco− ∗ em L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (2.66)

φ′m → φ′ fraco− ∗ em L∞(0, T, L2(Ω)). (2.67)

Multiplicando (??) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , temos

−
∫ T

0

(φ′m (t) , v)θ′ (t) dt+

∫ T

0

((φm (t) , v))θ (t) dt =

∫ T

0

(fm (t) , v)θ (t) dt.

Usando (2.66) e (2.67) obtemos:

−
∫ T

0

(φ′ (t) , v)θ′dt+

∫ T

0

((φ (t) , v))θdt =

∫ T

0

(f (t) , v)θ (t) dt, ∀θ ∈ D(0, T ) e ∀v ∈ H1
0 (Ω) .

(2.68)

Logo

〈(φ′ (t) , v), θ′ (t)〉D′(Ω),D(Ω) + 〈((φ (t) , v)), θ (t)〉D′(Ω),D(Ω) = 〈(f (t) , v), θ (t)〉D′(Ω),D(Ω) ,

ou seja,〈
d

dt
(φ′ (t) , v) + ((φ (t) , v))− (f (t) , v), θ (t)

〉
= 0, ∀θ ∈ D(0, T ) e ∀v ∈ H1

0 (Ω) .
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Assim
d

dt
(φ′ (t) , v) + ((φ (t) , v)) = (f (t) , v) em D′(0, T ) ∀v ∈ H1

0 (Ω)

Considerando, em particular, v ∈ D (Ω), temos

〈φ′′, v〉
D́(Q),D(Q)

− 〈∆φ, v〉
D́(Q),D(Q)

= 〈f, v〉 em D′(0, T ), (2.69)

ou seja,

〈φ′′ −∆φ− f, v〉
D́(Q),D(Q)

= 0 em D′(0, T ), ∀v ∈ D(Ω).

Logo

φ′′ −∆φ = f em D′(Q). (2.70)

Como ∆ ∈ L(H1
0 (Ω) ;H−1 (Ω)) e φ ∈ L∞(0, T,H1

0 (Ω)), então ∆φ ∈ L∞(0, T,H−1 (Ω)).

Assim

φ′′ = f + ∆φ ∈ L1(0, T, L2 (Ω)) + L∞(0, T,H−1 (Ω)) ⊂ L1
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
.

Portanto

φ′′ −∆φ = f em L1(0, T,H−1 (Ω)). (2.71)

Condições Iniciais.

Por (2.49) − (2.51) e o Teorema 1.4, temos que φ ∈ C0([0, T ] ;L2(Ω)) e φ′ ∈

C0([0, T ] ;H−1(Ω)), logo faz sentido o cálculo de φ e φ′ em t = 0. A demostração de (2.54)

segue usando o mesmo argumento da Seção 2.1.

• Unicidade

Para provar a unicidade da solução fraca φ do problema (2.1), aplicaremos o Método

devido a Visik-Ladyzhenskaya [32].

Suponhamos que existem duas soluções fracas φ e φ do problema (2.1). Seja w = φ−φ,

logo w é solução fraca do problema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w′′ −∆w = 0 em Q,

w = 0 sobre Σ,

w(0) = 0, w′(0) = 0 em Ω.
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Assim w ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)), w′ ∈ L∞(0, T, L2 (Ω)) e w′′ ∈ L1(0, T,H−1 (Ω)). Logo não é

posśıvel considerar 〈w′′ (t) , w (t)〉, dualidade entreH−1 (Ω) eH1
0 (Ω) . Dessa forma precisamos

definir uma nova função ϕ, de modo a fazer sentido a dualidade acima.

Seja 0 < s < T , definamos

ϕ(t) =

 −
∫ s

t

w(r)dr, 0 < t < s

0, s ≤ t < T.

Portanto, ϕ ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)) e faz sentido, a dualidade 〈w′′ (t)−∆w (t) , ϕ (t)〉. Assim,∫ T

0

〈w′′ (t) , ϕ (t)〉 dt+

∫ T

0

〈−∆w (t) , ϕ (t)〉 dt = 0. (2.72)

Seja w1(l) =

∫ l

0

w(r)dr então ϕ(t) = w1(t)− w1(s) e ϕ′(t) = w′1(t)− w(t). Logo

∫ s

0

〈w′′ (t) , ϕ (t)〉 dt = (w′ (t) , ϕ (t))|s0 −
∫ s

0

(w′ (t) , ϕ′ (t))dt = w′(s)ϕ(s)− w′(0)ϕ(0)

−
∫ s

0

(w′ (t) , ϕ′ (t))dt = −
∫ s

0

1

2

d

dt
|w (t)|2 dt = −1

2
|w(s)|2

e ∫ T

0

〈−∆w (t) , ϕ (t)〉 dt =

∫ s

0

((w (t) , ϕ (t)))dt =

∫ s

0

1

2

d

dt
‖ϕ(t)‖2 dt

=
1

2
‖ϕ(s)‖2 − 1

2
‖ϕ(0)‖2 = −1

2
‖ϕ(0)‖2 .

Logo aplicando as duas últimas igualdades em (2.72), obtemos:

|w(s)|+ ‖ϕ(0)‖2 = 0.

Então w ≡ 0 e, portanto, φ = φ. �

Definamos a energia E (t) do sistema (2.1) como sendo

E (t) =
1

2

(
|φ′(t)|2 + ‖φ(t)‖2

)
. (2.73)

Para essa energia, temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.5 (Desigualdade de Energia) Se φ é solução fraca do problema (2.1), então

E (t) ≤ E0 +

∫ t

0

(f(s), φ′(s))ds em [0, T ] , (2.74)

onde E0 = E (0) .

Prova: Usando as convergências (2.66) e (2.67) em (2.62) e o mesmo argumento aplicado

na prova do Teorema 2.2 podemos concluir que a desigualdade (2.74) é válida. �

Corolário 2.2 Se φ é solução fraca de (2.1), então

|φ′(t)|+ ‖φ(t)‖ ≤ C

(∣∣φ1
∣∣+
∥∥φ0
∥∥+

∫ T

0

|f(s)| ds
)

em [0, T ]

Prova: Usa-se o mesmo argumento do Corolário 2.1. �

Teorema 2.6 (Regularidade da Solução Fraca) A solução fraca φ do problema (2.1)

tem a seguinte regularidade:

φ ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω
)
) ∩ C1

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
. (2.75)

Prova: Seja (φv)v∈N uma sequência de soluções fortes que aproxima a solução fraca φ, logo

se m,n ∈ N com m > n, temos por (2.59) que

(φ′′m(t)− φ′′n(t), v (t)) + ((φm(t)− φn(t), v (t))) = (fm(t)− fn(t), v (t)) ,

para todo v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Tomando v = φ′m − φ′n, segue

d

dt

(
|φ′m(t)− φ′n(t)|2 + ‖φm(t)− φn(t)‖2

)
≤ |fm(t)− fn(t)|+|fm(t)− fn(t)| |φ′m(t)− φ′n(t)|2 .

Integrando a última desigualdade de 0 a T, obtemos

|φ′m(t)− φ′n(t)|2 + ‖φm(t)− φn(t)‖2

≤ |φ1
m − φ1

n|
2

+ ‖φ0
m − φ0

n‖
2

+

∫ T

0

|fm(t)− fn(t)| dt+

∫ T

0

|fm(t)− fn(t)| |φ′m(t)− φ′n(t)|2 dt
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e, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.3), temos

|φ′m(t)− φ′n(t)|2 + ‖φm(t)− φn(t)‖2 (2.76)

≤ C

(∣∣φ1
m − φ1

n

∣∣2 +
∥∥φ0

m − φ0
n

∥∥2
+

∫ T

0

|fm(t)− fn(t)| dt
)
.

Usando as convergências (2.55) em (2.76) podemos concluir que, quando m,n→∞,

max
0≤t≤T

|φ′m(t)− φ′n(t)| → 0

e

max
0≤t≤T

‖φm(t)− φn(t)‖ → 0.

Logo (φv)v∈N e (φ′v)v∈N são sequências de Cauchy em C0 ([0, T ] ;H1
0 (Ω)) e C1 ([0, T ] ;L2(Ω)) ,

respectivamente. Assim

φv → α forte em C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω
)

e

φ′v → β forte em C1
(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
.

Pelas convergências (2.66) e (2.67), temos que α = φ e β = φ′ e, portanto, temos a

regularidade (2.75) para φ. �

2.2.1 Regularidade Escondida para Soluções Fracas

Nesta seção estudaremos a regularidade da derivada normal da solução fraca φ na

fronteira Σ do cilindro Q.

Consideraremos φ solução fraca do problema (2.1), logo pela Seção 2.2, temos φ′

∈ L2(0, T, L2(Ω)), portanto φ′′ ∈ H−1(0, T, L2(Ω)). Assim

−∆φ = f − φ′′ ∈ L1(0, T, L2(Ω)) +H−1(0, T ;L2(Ω)).

Quando Γ é regular, isto implica que

φ ∈ L1(0, T,H2(Ω)) +H−1(0, T ;H2(Ω))
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e a derivada normal de φ tem a seguinte regularidade:

∂φ

∂ν
∈ L1(0, T,H

1
2 (Γ)) +H−1(0, T ;H

1
2 (Γ)). (2.77)

O objetivo desta seção é mostrar que ∂φ
∂ν

pertence a seguinte classe:

∂φ

∂ν
∈ L2(Σ). (2.78)

Notemos que a regularidade (2.78) não provém das propiedades da solução fraca φ dada pelo

Teorema 2.4. Por esta razão ela é chamada de Regularidade Escondida. Esta denominação

foi introduzida por Lions em [18], quando o autor estudou um problema misto associado

à equação de onda semilinear. Antes de enunciarmos o principal resultado desta seção,

provaremos algums resultados essenciais para a obtenção de (2.78).

Lema 2.1 Seja ν = (ν1, ν2, ..., νn) o campo de vetores normais exteriores a Γ. Então existe

um campo vetorial h = (h1, h2, ..., hn) ∈
[
C1(Ω)

]n
tal que hi = νi sobre Γ, para i = 1, 2, ...n.

Prova: Pelo Lema 1.2, temos que Hm(Ω) ↪→ C1(Ω), para m > 1 + n
2
. Sendo o operador

traço γ0 : Hm(Ω) → Hm− 1
2 (Γ) sobrejetivo, dado νk ∈ Hm− 1

2 (Γ), existe hk ∈ Hm(Ω) tal que

γ0(hk) = νk. �

Lema 2.2 Se φ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), então

∂φ

∂xi
= νi

∂φ

∂ν
sobre Γ (2.79)

e

|5φ|2 =

(
∂φ

∂ν

)2

. (2.80)

Prova: Para provar (2.79) , mostraremos que∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ, ∀θ ∈ D(Γ). (2.81)

Consideremos β ∈ C2(Ω) tal que γ0(β) = θ, ou seja, β = θ sobre Γ. A função β existe devido

a imersão Hm(Ω) ↪→ C2(Ω), para m > 2 + 2
n

e o Teorema do Traço (Teorema 1.2).
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Seja (hk)1≤k≤n o campo vetorial do Lema 2.1, logo hj = νj e pelo Teorema de Gauss-

Green (Teorema 1.8), temos:∫
Ω

∂

∂xi

∂

∂xj
(φhjβ) dx =

∫
Γ

νi
∂ (φhjβ)

∂xj
dΓ. (2.82)

Iremos agora a obter expresões para as integrais em (2.82) .

Aplicando o Lema de Gauss na primeira integral de (2.82) e tendo em conta que hj = νj

e β = θ, temos ∫
Ω

∂

∂xj

∂

∂xi
(φhjβ) dx =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θν2

j dΓ. (2.83)

Somando j de 1 a n na integral do lado direito de (2.83) temos

n∑
j=1

∫
Γ

∂φ

∂xi
θν2

j dΓ =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ.

Logo, obtemos a seguinte igualdade relacionada ao primeiro termo de (2.82):

n∑
j=1

∫
Ω

∂

∂xj

∂

∂xi
(φhjβ) dx =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ. (2.84)

Por outro lado, como φ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), então∫

Γ

νi
∂ (φhjβ)

∂xj
dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
(hjβ)dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
νjθdΓ. (2.85)

Observe que, somando de j de 1 a n no último termo de (2.85) , obtemos

n∑
j=1

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
νjθdΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ. (2.86)

Logo
n∑
j=1

∫
Γ

νi
∂ (φhjβ)

∂xj
dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ. (2.87)

Assim, somando j de 1 a n em ambos os lados de (2.82) e, em seguida, substituindo as (2.84)

e (2.87) , obtemos (2.79) .

Por outra parte, para provar (2.80), é suficiente considerar

n∑
i=1

νi
∂φ

∂xi
νi
∂φ

∂xi
=

n∑
i=1

∂φ

∂xi

∂φ

∂xi
= |5φ|2 .

Como ∂φ
∂ν

= ν · 5φ, então |5φ|2 =
(
∂φ
∂ν

)2
. �
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Lema 2.3 Seja (qk)1≤k≤n um campo vetorial tal que qk ∈ C1(Ω) para 1 ≤ k ≤ n. Se (φm)m∈N

é uma sequência de soluções fortes do problema 2.1, então para cada m ∈ N, temos 1

1

2

∫
Σ

qkνk

(
∂φm
∂ν

)2

dΓdt =

(
φ′m(t), qk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂qk
∂xk

[
|φ′m|

2 − |5φm|2
]
dxdt

+

∫
Q

∂qk
∂xj

∂φm
∂xk

∂φm
∂xj

dxdt−
∫
Q

fmqk
∂φm
∂xk

dxdt.

(2.88)

Prova: Para cada m ∈ N, seja φm solução forte do problema (2.1). Então qk
∂φm

∂xk
∈ L2(Q) e

faz sentido a seguinte equação:∫
Q

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt =

∫
Q

fmqk
∂φm
∂xk

dxdt. (2.89)

Iremos agora analisar as integrais que aparecem no lado esquerdo da equação (2.89).

• Análise de
∫
Q
φ′′mqk

∂φm

∂xk
dxdt.

Notemos que∫ T

0

∫
Ω

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt =

(
φ′m, qk

∂φm
∂xk

)∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′mqk
∂φ′m
∂xk

dxdt

=

(
φ′m(t), qk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣∣T
0

− 1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)2 dxdt,

(2.90)

Observemos que

−1

2

∫
Q

∂

∂xk
qk (φ′m)

2
dxdt =

1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)

2
dxdt− 1

2

∫
Q

∂

∂xk

[
qk (φ′m)

2
]
dxdt

e, por sua vez, segue do Teorema de Gauss-Green (Teorema 1.8) que

1

2

∫
Q

∂

∂xk

[
qk (φ′m)

2
]
dxdt =

1

2

∫
Σ

qk (φ′m)
2
νkdΓdt = 0,

pois φ′m (t) ∈ H1
0 (Ω). Logo

−1

2

∫
Q

∂qk
∂xk

(φ′m)
2
dxdt =

1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)

2
dxdt. (2.91)

1Índices repetidos significam soma.
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Substituindo (2.91) em (2.90) segue que

1

2

∫
Q

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt =

(
φ′m(t), qk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂qk
∂xk

(φ′m)
2
dxdt. (2.92)

• Análise de −
∫
Q

∆φmqk
∂φm

∂xk
dxdt.

Aplicando o Teorema de Green (Teorema 1.9) temos,

−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φm
∂xk

dΓdt+

∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt. (2.93)

A segunda integral do lado direito de (2.93) pode ser vista como sendo∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt =

∫
Q

[
∂φm
∂xi

qk
∂

∂xi

(
∂φm
∂xk

)
+
∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

]
dxdt

=
1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk

(
∂φm
∂xi

)2

dxdt+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.

(2.94)

Notemos que a identidade (2.80) e o Lema de Gauss nos garante que

1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk

(
∂φm
∂xi

)2

dxdt =
1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
|∇φm|2 dxdt

=
1

2

∫
Σ

qk |∇φm|2 νkdΓdt− 1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2 dxdt.

Dessa forma (2.94) transforma-se em∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt =

1

2

∫
Σ

qk |∇φm|2 νkdΓdt− 1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2 dxdt. (2.95)

Substituindo (2.95) em (2.93), temos∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φm
∂xk

dΓdt+
1

2

∫
Σ

qk |∇φm|2 νkdΓdt

−1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2 dxdt+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.

(2.96)

Usando as identidades do Lema 2.2, a primeira integral do lado esquerdo de (2.96) é

−
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φ

∂xk
dΓdt = −

∫
Σ

qk

(
∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt
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e a segunda integral do mesmo lado é

1

2

∫
Σ

qk |∇φm|2 νkdΓdt =
1

2

∫
Σ

qk

(
∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt.

Logo (2.96) torna-se

−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −1

2

∫
Σ

qk

(
∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt

−1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2 dxdt+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.

(2.97)

Combinando as igualdades (2.89), (2.92) e (2.97), encontramos (2.88) . �

Passemos agora ao principal resultado desta seção.

Teorema 2.7 (Regularidade Escondida) Se φ é solução fraca do problema (2.1), então

∂φ

∂ν
∈ L2(Σ) (2.98)

e, além disso, existe uma constante C > 0 tal que∫
Σ

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤ C

(
E0 +

∫ T

0

|f(s)| ds
)
, (2.99)

onde E0 é definido como no Teorema 2.6.

Prova: Seja qk = hk o campo vetorial do Lema 2.1 (qk = vk sobre Γ), que substituindo no

Lema 2.3, segue que

1

2

∫
Σ

(
∂φm
∂ν

)2

dΓdt =

(
φ′m(t), hk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

[
|φ′m|

2 − |5φm|2
]
dxdt

+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂φm
∂xk

∂φm
∂xi

dxdt−
∫
Q

fmhk
∂φm
∂xk

dxdt.

(2.100)

Iremos agora a obter estimativas para todos os termos que aparecem no lado direito da

igualdade (2.100).

Como hk ∈ C1
(
Ω
)
, temos∣∣∣∣∣

(
φ′m(t), hk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣∣T
0

∣∣∣∣∣ ≤ 2 sup
0≤t≤T

∣∣∣∣(φ′m (t) , hk
∂φm (t)

∂xk

)∣∣∣∣ ≤ sup
0≤t≤T

Em (t) , (2.101)
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onde Em (t) é a energia associada a φm, ou seja,

Em (t) =
1

2

∫
Ω

(
|φ′m (t)|2 + |∇φm (t)|2

)
dx.

Temos ainda que
1

2

∣∣∣∣∫
Q

∂hk
∂xk

[
|φ′|2 − |5φ|2

]
dxdt

∣∣∣∣ ≤ CEm (t) , (2.102)∣∣∣∣∫
Q

∂hk
∂xi

∂φm
∂xi

∂φm
∂xi

dxdt

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|∇φm|2 dxdt ≤ CEm (t) (2.103)

e, como fm ∈ C0
(
[0, T ] ;C1

(
Ω
))
, obtemos∣∣∣∣∫Qfmhk ∂φm∂xk
dxdt

∣∣∣∣ ≤ C
n∑
k=1

∫
Ω

(
∂φm
∂xk

)2

dx ≤ CEm (t) . (2.104)

Das desigualdades (2.100)− (2.104) , deduzimos que

1

2

∫
Σ

(
∂φm
∂ν

)2

dΓdt ≤ CEm (t) (2.105)

e, pelo Teorema 2.5, concluimos que

1

2

∫
Σ

(
∂φm
∂ν

)2

dΓdt ≤ C

(
E0m +

∫ T

0

|fm (s)| ds
)
, (2.106)

onde E0m = Em (0) = 1
2

∫
Ω

(
|φ1
m|

2
+ |∇φ0

m|
2
)
dx. Logo

(
∂φm

∂ν

)
m∈N é uma sequência limitada

em L2 (Σ), portanto existe uma subsequência, representada da mesma forma, tal que

∂φm
∂ν
→ χ fraco− ∗ em L2 (Σ) (2.107)

e

|χ|L2(Σ) ≤ lim

∣∣∣∣∂φm∂ν
∣∣∣∣
L2(Σ)

. (2.108)

Dessa forma, por (2.55), (2.105) e (2.108), para concluir a demonstração do teorema, resta-

nos mostrar que χ = ∂φ
∂ν
. De fato, iniciemos observando que

−∆φm = fm − φ′′m em D′
(
0, T ;H−1(Ω)

)
. (2.109)
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Sendo fm ∈ C0
(
[0, T ] ;C1

(
Ω
))

e φ′m ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), então por resultado de regularização

eĺıptica (Teorema 1.13), existem zm, wm ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), tais que∣∣∣∣∣∣ −∆wm = fm e ‖wm‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)∩H2(Ω)) ≤ C |fm|L2(Q) ,

−∆zm = φ′m e ‖zm‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)∩H2(Ω)) ≤ C |φ′m|L2(Q) .

(2.110)

Substituindo (2.110) em (2.109), temos

−∆φm = −∆wm − (−∆zm)′ em D′
(
0, T ;H−1(Ω)

)
. (2.111)

Multiplicando ambos os lados de (2.111) por θ ∈ D(0, T ) e, em seguida, integrando de 0 a

T , resulta

−
∫ T

0

∆φmθdt = −
∫ T

0

∆wmθdt−
∫ T

0

(−∆zm)′ θdt em H−1(Ω),

ou seja,

−
∫ T

0

∆φmθdt = −
∫ T

0

∆wmθdt−
∫ T

0

∆zmθ
′dt em H−1(Ω). (2.112)

Como ∆ ∈ L (H1
0 (Ω), H−1(Ω)) , temos

−∆

(∫ T

0

φmθdt

)
= −∆

(∫ T

0

wmθdt+

∫ T

0

zmθ
′dt

)
e, pela unicidade do problema de Dirichlet (Teorema 1.13), obtemos∫ T

0

φmθdt =

∫ T

0

wmθdt+

∫ T

0

zmθ
′dt em H−1(Ω), ∀θ ∈ D(0, T ),

isto é,

φm = wm − z′m em D′
(
0, T ;H−1(Ω)

)
. (2.113)

Como zm ∈ L2 (0, T ;H2(Ω)) , então z′m ∈ H−1 (0, T ;H2(Ω)) e γ1 (z′m) ∈ H−1
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
.

Portanto, sendo [γ1 (zm)]′ = γ1 (z′m), temos,

γ1 (φm) = γ1 (wm)− [γ1 (zm)]′ em H−1
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
. (2.114)

Como (fm)m∈N é limitada em L2 (Q) , segue por (2.110)1 que ‖wm‖L2(0,T ;H2(Ω)) é limitada.

Logo existe uma subsequência (wm)m∈N , ainda denotada por (wm)m∈N, tal que

wm → ϕ fraco em L2
(
0, T ;H2(Ω)

)
.
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Sendo w ∈ L1 (0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) solução do problema −∆w = f, onde fm → f forte

em L1 (0, T ;L2(Ω)), e observando que −∆wm = fm, então ϕ = w.

Da continuidade do operador traço γ1, temos

γ1 (wm)→ γ1 (w) fraco em L2
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
. (2.115)

Por (2.110)2, como φ′m → φ′ fraco L2 (Q), obtemos por um argumento similar, uma

subsequência de (zm)m∈N , ainda denotada com o ı́ndice m, tal que

γ1 (zm)→ γ1 (z) fraco em L2
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
e, assim,

[γ1 (zm)]′ → [γ1 (z)]′ fraco em H−1
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
, (2.116)

onde z ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) é a única solução de −∆z = φ′. Como ∆φ = f − φ′′ em

D′ (0, T ;H−1 (Ω)), então φ = −w − z′ e

γ1 (φ) = −γ1 (w)− γ1 (z′) em H−1
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
. (2.117)

Dessa forma, de acordo com (2.114)− (2.117), obtemos

γ1 (φm) = −γ1 (wm)− [γ1 (zm)]′ → −γ1 (w)− [γ1 (z)]′ = γ1 (φ) em H−1
(

0, T ;H
1
2 (Γ)

)
.

(2.118)

De (2.107) , (2.118) e a unicidade do limite, conclúımos que χ = ∂φ
∂ν

, o que mostra o resultado.

�

2.3 Solução Ultra Fraca

O objetivo desta seção é estudar a existência, unicidade e regularidade de solução para

o seguinte problema de valor na fronteira não homogêneo
z′′ −4z = 0 em Q,

z = v sobre Σ,

z (0) = z0, z′ (0) = z1 em Ω,

(2.119)
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quando os dados iniciais z0 e z1 são menos regulares que os considerados na Seção 2.2. Por

esta razão, a solução será denominada de solução ultra fraca. Primeiramente definiremos o

conceito de solução para (2.119) por meio do Método da Transposição (ver [21]). Devido ao

método utilizado, a solução é também conhecida como solução por transposição.

Multiplicando ambos os lados de (2.119)1 por uma função θ = θ(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T )

e integrando formalmente em Q, obtemos∫ T

0

∫
Ω

z′′θdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = 0. (2.120)

Usando integração por partes em t, temos∫
Ω

θ(x, T )z′(x, T )dx−
∫

Ω

θ(x, 0)z′(x, 0)dx−
∫

Ω

z(x, T )θ′(x, T )dx

+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

zθ′′dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = 0.

(2.121)

Notemos que aplicando o Teorema de Green (Teorema 1.9) obtemos que

−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

z∆θdxdt+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt−

∫ T

0

∫
Γ

θ
∂z

∂ν
dΓdt. (2.122)

Substituindo (2.122) em (2.121) segue que∫ T

0

∫
Ω

z(θ′′ −∆θ)dxdt+

∫
Ω

z′(x, T )θ(x, T )dx−
∫

Ω

z′(x, 0)θ(x, 0)dx

−
∫

Ω

z(x, T )θ′(x, T )dx+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx−
∫ T

0

∫
Γ

θ
∂z

∂ν
dΓdt

+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt = 0.

(2.123)

Como não temos informação sobre z(x, T ), z′(x, T ) e ∂z
∂v

, então escolhamos θ = θ(x, t) tal que

θ(x, T ) = θ′(x, T ) = 0 e θ(x, t) = 0 sobre Σ. Assim obtemos∫ T

0

∫
Ω

z(θ′′ −∆θ)dxdt−
∫

Ω

z′(x, 0)θ(x, 0)dx+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt = 0.

(2.124)

Logo

〈z, θ′′ −∆θ〉 =
〈
z0, θ′(0)

〉
+
〈
z1, θ(0)

〉
−
〈
∂θ

∂ν
, z

〉
, (2.125)
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onde 〈·, ·〉 representa diferentes pares de dualidade.

A definição de solução ultra fraca será dada como sendo um funcional definido pela

expresão (2.125). Para isso, é natural escolher θ = θ(x, t) como a solução do seguinte

problema: 
θ′′ −∆θ = f em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ (T ) = 0, θ′ (T ) = 0 em Ω.

(2.126)

Tomando f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e considerando a mudança de variável T − t por t, o sistema

(2.126) é um caso particular do problema estudado na Seção 2.2 (solução fraca). Portanto

do Corolário 2.2 e dos Teoremas 2.7 e 2.6, podemos concluir que

‖θ′(t)‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||θ(t)||L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C ‖f‖L1(0,T ;L2(Ω)) , (2.127)

θ ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω
)
) ∩ C1

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
, (2.128)

∂θ

∂ν
∈ L2(Σ) (2.129)

e ∥∥∥∥∂θ∂ν
∥∥∥∥
L2(Σ)

≤ C ‖f‖L1(0,T ;L2(Ω)) . (2.130)

Como uma consequência de (2.128) temos θ′(0) ∈ L2(Ω), θ(0) ∈ H1
0 (Ω) e

∂θ

∂ν
∈ L2(Σ). Logo

para que o lado direito de (2.125) faça sentido, é suficiente escolher,

z0 ∈ L2(Ω), z1 ∈ H−1 (Ω) e v ∈ L2(Σ). (2.131)

Assim, observando a expressão (2.125) , podemos definir o funcional S : L1(0, T ;L2(Ω))→ R

por:

〈S, f〉 = −
(
z0, θ′(0)

)
+
〈
z1, θ(0)

〉
−
∫

Σ

∂θ

∂ν
v∂Γdt, (2.132)

para toda solução θ do problema (2.126).

Das estimativas (2.127) e (2.130), segue de (2.132) que

|〈S, f〉| ≤ |z0| |θ′(0)|+ ‖z1‖H−1(Ω) ‖θ(0)‖+

∥∥∥∥∂θ∂ν
∥∥∥∥
L2(Σ)

‖v‖L2(Σ)

≤ C
(
|z0|+ ‖z1‖H−1(Ω) + ‖v‖L2(Σ) ‖f‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
.

(2.133)
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Portanto, o funcional S é uma forma linear e cont́ınua, isto é, S ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Além

disso

‖S‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

∣∣+
∥∥z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖v‖L2(Σ)

)
. (2.134)

Definição 2.2 Para {z0, z1, v} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×L2(Σ), dizemos que z ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

é solução ultra fraca (ou solução por transposição) de (2.119) se satisfaz a identidade∫
Q

zfdxdt = −
(
z0, θ′(0)

)
+
〈
z1, θ(0)

〉
−
∫

Σ

∂θ

∂ν
v∂Γdt, (2.135)

para toda f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), com θ solução do problema (2.126).

Teorema 2.8 (Existência e Unicidade) Existe somente uma solução ultra fraca z do

problema misto não homogêneo (2.119) . Além disso, existe uma constante C = C (T ) > 0

tal que

‖z‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

∣∣+
∥∥z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖v‖L2(Σ)

)
. (2.136)

Prova: A existência da solução ultra fraca é uma consequência de (2.132), (2.133) e o

Teorema da representação de Riesz (Teorema 1.10), para funções de L∞(0, T ;L2(Ω)). A

unicidade é uma consequência de Lema de Du Bois Raymond (Lema 1.4).

A desigualdade (2.136) , segue de (2.134) . �

Provaremos agora alguns resultados essenciais para obtermos a regularidade da solução

ultra fraca.

Lema 2.4 Consideremos o sistema (2.119) com dados regulares, ou seja, quando

z0 ∈ H1
0 (Ω), z1 ∈ L2(Ω) e v ∈ H2

0

(
0, T ;H

3
2 (Γ)

)
. (2.137)

Logo existe uma única solução fraca z de (2.119) na classe

z ∈ C0
(
[0, T ] ;H1(Ω

)
) ∩ C1

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
. (2.138)

Além disso, z é uma solução ultra fraca de (2.119).
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Prova: Seja w ∈ H2
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que w = v sobre Σ. A existência de w é garantida

pelo Teorema do Traço. Observe que w′′ e ∆w são objetos de L2(0, T ;L2(Ω)).

Consideremos o problema misto∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′′ −∆u = −w′′ + ∆w em Q,

u = 0 sobre Σ,

u(0) = z0, u′(0) = z1 em Ω.

(2.139)

Desde que −w′′ + ∆w ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), z0 ∈ H1
0 (Ω) e z1 ∈ L2(Ω), segue do Teorema (2.4)

que (2.139) tem uma úcica solução fraca u. Além disso, pelo Teorema 2.6, a solução u

pertence à classe

u ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω
)
) ∩ C1

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
.

Por definição da solução fraca, u satisfaz

d

dt
(u′(t), ψ) + ((u(t), ψ)) = (−w′′ + ∆w,ψ) , em D′(0, T ), ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

Então z = u+ w satisfaz

d

dt
(z′, ψ) + ((z, ψ)) = 0 em D′(0, T ), ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

Além disso, z = v sobre Σ, z (0) = z0 e z′ (0) = z1 em Ω. Portanto z ∈ C0 ([0, T ] ;H1(Ω)) ∩

C1 ([0, T ] ;L2(Ω)) é a única solução fraca do problema (2.119).

Provaremos agora que z é também solução ultra fraca de (2.119). De fato, seja

f ∈ L1 ((0, T ) ;L2(Ω)) e consideremos a sequência (fm)m∈N com fm ∈ L1 ((0, T ) ;H1
0 (Ω))

tal que

fm → f forte em L1
(
(0, T ) ;L2(Ω)

)
. (2.140)

Consideremos os seguintes problemas:
θ′′m −4θm = fm em Q,

θm = 0 sobre Σ,

θm (T ) = 0, θ′m (T ) = 0 em Ω

(2.141)
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e 
θ′′ −4θ = f em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ (T ) = 0, θ′ (T ) = 0 em Ω.

(2.142)

Pela regularidade de fm e f , segue que existe solução forte θm de (2.141) e solução fraca θ

de (2.142) . Além disso,

θm ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
∩ C1

(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)
. (2.143)

Assim θm−θ é solução fraca de (2.142) . Então mudando t por T−t, temos pela desigualdade

de energia (2.5) e a Regularidade Escondida (Teorema 2.7) que

|θ′m (T − t)− θ′ (T − t)|2 + ‖θm (T − t)− θ (T − t)‖2 +

∥∥∥∥∂θm∂ν − ∂θ

∂ν

∥∥∥∥2

L2(Σ)

≤ C ‖fm − f‖L1((0,T );L2(Ω)) ,

(2.144)

para todo 0 ≤ t ≤ T. Tomando t = T e fazendo m → ∞, obtemos da última desigualdade

que ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θm (0)→ θ (0) em H1

0 (Ω),

θ′m (0)→ θ′ (0) em L2(Ω),
∂θm
∂ν
→ ∂θ

∂ν
em L2(Σ).

(2.145)

Sendo z uma função na classe (2.138) , faz sentido 〈z′′ (t) , θm (t)〉 , 〈−∆z (t) , θm (t)〉 ,

dualidades entreH−1(Ω) eH1
0 (Ω). Então, pelos mesmos argumento usados para obter (2.124),

temos ∫
Q

zfmdxdt = −
(
z0, θ′m (0)

)
+ 〈z′, θm(0)〉 −

∫
Σ

∂θm
∂ν

νdΓdt. (2.146)

Tomando o limite em (2.146) , quando m→∞, e observando as convergências (2.145) , segue

que z é solução ultra fraca do problema (2.119) , como queŕıamos mostrar. �

Observação 2.1 Notemos que, para todo f ∈ W 1,1
0 (0, T ;L2 (Ω)) temos

〈z′, f〉 = −
∫ T

0

(z, f ′) dt. (2.147)
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Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos de (2.147) que

‖z′‖W−1,∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ‖z‖L∞(0,T ;L2(Ω)), (2.148)

para toda solução fraca z de (2.119) .

Lema 2.5 Seja z solução ultra fraca do problema (2.119) , então z′ ∈ W−1,∞ (0, T ;L2 (Ω)) .

Prova: Se z é solução ultra fraca temos z ∈ L∞ (0, T ;L2 (Ω)). Em particular, z ∈

L2 (0, T ;L2 (Ω)) que implica z′ ∈ H−1 (0, T ;L2 (Ω)) . Consideremos f em W 1,1
0 (0, T ;L2 (Ω))

e a sequência (fm)m∈N de funções fm ∈ H1
0 (0, T ;L2 (Ω)) tal que

fm → f forte em W 1,1
0

(
0, T ;L2 (Ω)

)
. (2.149)

Temos por (2.147) e (2.148) para fm em lugar de f e tomando limite quando m→∞, que

z′ ∈ W−1,∞ (0, T ;L2 (Ω)) . �

Consideremos f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)) .De (2.147) e a definição de solução ultra fraca,

(Definição 2.2), segue que

〈z′, f〉 = −
∫
Q

zf ′dxdt =
(
z0, θ′ (0)

)
−
〈
z1, θ (0)

〉
+

∫
Σ

∂θ

∂ν
vdΓdt, (2.150)

para toda solução θ do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ′′ −∆θ = f ′ em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ (T ) = 0, θ′ (T ) = 0 em Ω.

(2.151)

Lema 2.6 Seja θ a solução do (2.151), então existe uma constante C > 0 tal que

|θ′ (0)|+ ‖θ (0)‖+

∥∥∥∥∂θ∂ν
∥∥∥∥
L2(Σ)

≤ C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)) , (2.152)

para todo, f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)).

Prova: Consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w′′ −∆w = f em Q,

w = 0 sobre Σ,

w (T ) = 0, w′ (T ) = 0 em Ω.

(2.153)
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para f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)) . Segue do Teorema da regularidade da solução forte (Teorema

2.3) que

w ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)
∩ C1

(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)

(2.154)

e

‖w′‖L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖w‖L∞(0,T ;H1

0 (Ω)∩H2(Ω)) ≤ C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)) . (2.155)

Seja w′ = θ, então θ é solução do sistema (2.151) porque θ verifica a equação (2.151)1 ,

θ (T ) = w′ (T ) = 0 e θ′ (T ) = w′′ (T ) = ∆w (T ) = 0 porque f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)) .

Portanto |θ′ (0)|+ ‖θ (0)‖ = |w′′ (0)|+ ‖w′ (0)‖ = |∆w (0)|+ ‖w′ (0)‖ . Segue de (2.155) que

|θ′ (0)|+ ‖θ (0)‖ ≤ C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)) . (2.156)

Assim, para obter a desigualdade (2.152) é suficiente estimar
∥∥∂θ
∂v

∥∥
L2(Σ)

por ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)).

Para isto, reescrevamos a identidade (2.88) para θ solução de (2.151) e qk = hk. Assim:

1

2

∫
Σ

(
∂θ

∂v

)2

dΓdt = −
(
θ (0) , hk

∂θ (0)

∂xk

)
+

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(
|θ′|2 + |∇θ|2

)
dxdt

+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂θ

∂xk

∂θ

∂xj
dxdt−

∫
Q

fhk
∂θ

∂xk
dxdt.

(2.157)

Como hk
∂θ
∂xk
∈ L∞ (0, T ;L2 (Ω)), segue que hk

∂θ′

∂xk
∈ W−1,∞ (0, T ;L2 (Ω)) . Então

−
∫
Q

f ′hk
∂θ

∂xk
dxdt =

∫
Q

fhk
∂θ′

∂xk
dxdt. (2.158)

Sendo f ∈ H1
0 (Ω) e θ′ = w′′ = ∆w + f temos∫

Q

fhk
∂θ′

∂xk
dxdt = −

∫
Q

∂

∂xk
(fhk) θ

′dxdt = −
∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt

−
∫
Q

∂f

∂xk
hkfdxdt−

∫
Q

∂hk
∂xk

f∆wdxdt−
∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt.

(2.159)

Temos ainda que

−
∫
Q

∂f

∂xk
hkfdxdt = −1

2

∫
Q

hk
∂f 2

∂xk
dxdt =

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt. (2.160)

Substituindo (2.160) em (2.159) e o resultado em (2.158), segue

−
∫
Q

f ′hk
∂θ

∂xk
dxdt = −

∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt−

∫
Q

∂hk
∂xk

f∆wdxdt− 1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt. (2.161)
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Sabemos que:

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(
|θ′|2 − |∇θ|2

)
dxdt =

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(
|∆w|2 + 2f∆w + |f |2 − |∇θ|2

)
dxdt. (2.162)

Substituindo (2.161) e (2.162) em (2.157) temos

1

2

∫
Σ

(
∂θ

∂v

)2

dΓdt = −
(
w′ (0) , hk

∂w′ (0)

∂xk

)
+

1

2

∫
Q

(
∂hk
∂xk

)
|∆w|2 dxdt

−1

2

∫
Q

∂hk
∂xk
|∇w′|2 dxdt−

∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂w′

∂xk

∂w′

∂xj
dxdt.

(2.163)

Aplicando a estimativa (2.155) ao lado direito de (2.163) e observando que hk ∈ C1
(
Ω
)
,

1 ≤ k ≤ n, obtemos ∫
Σ

(
∂θ

∂ν

)2

dΓdt ≤ C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (Ω)) (2.164)

De (2.156) e (2.164) segue a prova do lema. �

Teorema 2.9 (Regularidade da Solução Ultra Fraca ) A solução ultra fraca z de

(2.119) pertence à classe

z ∈ C0
(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
∩ C1

(
[0, T ] ;H−1(Ω)

)
. (2.165)

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

‖z‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖z′‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

∣∣+
∥∥z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖v‖L2(Σ)

)
.

Prova: Dividiremos a prova em duas etapas.

• Primeira Etapa (Regularidade para z)

Dados z0 ∈ L2(Ω), z1 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2 (Σ), existem sequências (z0
m)m∈N , (z1

m)m∈N e

(vm)m∈N em H1
0 (Ω), L2(Ω) e H2

0

(
0, T ;H

3
2 (Γ)

)
respectivamente, tais que:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z0
m → z0 forte em L2(Ω),

z1
m → z1 forte em H−1(Ω),

vm → v forte em L2(Σ).

(2.166)
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Seja wm ∈ H2
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que wm = vm em Σ. Para cada m ∈ N, consideremos o

problema misto não homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z′′m −∆zm = 0 em Q,

zm = vm sobre Σ,

zm(0) = z0
m z′m(0) = z1

m. em Ω.

(2.167)

Pelo Lema 2.4, segue que a solução ultra fraca zm de (2.167) pertence à classe

zm ∈ C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
[0, T ] ;L2 (Ω)

)
. (2.168)

Sendo z solução ultra fraca de (2.119) , com dados {z0, z1, v} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)× L2 (Σ),

então zm − z é também solução ultra fraca de (2.119) com dados z0
m − z0, z1

m − z1 e vm − v.

Da estimativa (2.136) , temos

‖zm − z‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

m − z0
∣∣+
∥∥z1

m − z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖vm − v‖L2(Σ)

)
.

Fazendo m→∞ na última desigualdade e usando (2.166) obtemos

zm → z forte em L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Como zm ∈ C0 ([0, T ] ;L2 (Ω)) então z ∈ C0 ([0, T ] ;L2 (Ω)) .

• Segunda Etapa (Regularidade para z′)

De (2.150) e o Lema 2.6, obtemos

|〈z′, f〉| ≤ C
(∣∣z0

∣∣+
∥∥z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖v‖L2(Σ)

)
‖f‖L1(0,T ;H1

0 (Ω)) . (2.169)

Como W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)) é denso em L1 (0, T ;H1
0 (Ω)), segue que a desigualdade (2.169) é

verdadeira para todo f ∈ L1 (0, T ;H1
0 (Ω)). Logo

z′ ∈ L∞
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
(2.170)

e

‖z′‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

∣∣+
∥∥z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖v‖L2(Σ)

)
. (2.171)
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Notemos que (2.170) e (2.171) são válidos para toda solução ultra fraca de (2.119) .

Consideremos (zm) a sequência de soluções fracas nas condições da etapa anterior. Logo

zm − z é solução ultra fraca de (2.119) e por (2.171) , temos

‖z′m − z′‖L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(∣∣z0

m − z0
∣∣+
∥∥z1

m − z1
∥∥
H−1(Ω)

+ ‖vm − v‖L2(Σ)

)
.

Dessa forma, fazendo m→∞, concluimos que

z′m → z′ forte em L∞
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
. (2.172)

Como zm é também solução fraca, então z′m ∈ C0 ([0, T ] ;H−1 (Ω)), por (2.172), segue

z′ ∈ C0
(
[0, T ] ;H−1 (Ω)

)
e, portanto, temos provado o resultado. �
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Caṕıtulo 3

Controlabilidade da Equação da Onda

Linear

3.1 Controlabilidade Exata

O objetivo desta seção é estudar problemas de controlabilidade exata por meio

do Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), idealizado por Lions (ver [16], [17]), cuja

metodologia é baseada em certo critério de unicidade e na construção de um espaço de

Hilbert. O HUM toma em consideração as propriedades das soluções da equação da

onda, desenvolvidas nas seções 2.1 e 2.2. Além disso, mostraremos como o problema de

controlabilidade se reduz a um problema de minimização.

3.1.1 Controlabilidade Exata na Fronteira

Nosso objetivo nesta seção é estudar o problema de controlabilidade exata quando a

ação ocorre na fronteira Σ.
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Consideremos o sistema

y′′ −∆y = 0 em Q,

y =

 v sobre Σ0 = Γ0 × (0, T ) ,

0 sobre Σ− Σ0,

y(·, 0) = y0, y′(·, 0) = y1 em Ω,

(3.1)

onde Γ0 é uma parte de Γ, com medida positiva tal que Γ0 ∩ (Γ− Γ0) = ∅.

Observação 3.1 Tendo em conta que o sistema pode ser controlado na fronteira, é razoável

tentar resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte desta. Esse

problema, além de mais interessante, permite minimizar um certo custo que surge de maneira

natural. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua únicamente sobre o

subconjunto Σ0 de Σ. Portanto trata-se de um problema de controlabilidade exata na fronteira

com controle localizado.

1. Formulação do Problema

O problema de controlabilidade exata pode ser formulado como segue: Dado T > 0

suficientemente grande, achar um espaço de Hilbert H tal que para todo par de dados

iniciais {y0, y1} em H, exista um controle v ∈ L2 (Σ0), tal que a solução y = y (x, t, v)

de (3.1) cumpre a condição do equiĺıbrio:

y(x, T, v) = 0 e y′(x, T, v) = 0. (3.2)

Observação 3.2 Como a velocidade de propagação das ondas é finita (em nosso caso igual

a 1), para que se tenha controlabilidade, o tempo T haverá ser suficientemente grande.

Observação 3.3 Devido à linearidade e reversibilidade da equação da onda, o problema de

controlabilidade exata na fronteira pode ser formulado como: Dado T > 0 suficientemente

grande, achar um espaço de Hilbert H tal que para todo par de dados {y0, y1} e {z0, z1}

em H, exista um controle v ∈ L2 (Σ0), tal que a solução y = y (x, t, v) de (3.1) satisfaz a

condição:

y(x, T, v) = z0 e y′(x, T, v) = z1. (3.3)
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Em outras palavras, demostrar que todo estado inicial pode ser dirigido ao equilibrio, é

equivalente a demostrar que todo estado inicial pode ser dirigido a todo estado final. De fato,

consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z′′ −∆z = 0 em Q,

z = 0 sobre Σ,

z (·, T ) = z0, z′ (·, T ) = z1 em Ω.

(3.4)

Logo pelos resultados na Seção 2.1, o problema tem uma única solução forte z. Seja m = y−z,

temos que y é solução de problema (3.1) se, e somente se, m é solução do seguinte sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m′′ −∆m = 0 em Q,

m = 0 sobre Σ,

m (·, 0) = y0 − z (·, 0) , m′ (·, 0) = y1 − z′ (·, 0) em Ω.

(3.5)

Além disso, cumpre-se (3.3) se, e somente se, m (T ) = m′ (T ) = 0. Portanto, como

y0 − z (·, 0) e y1 − z′ (·, 0) estão em H, então existe um controle v ∈ L2 (Σ0), tal que a

solução m = m (x, t, v) de (3.5) satisfaz m (T ) = m′ (T ) = 0. Logo a solução y = y (x, t, v)

de (3.1) satisfaz a condição (3.3) .

2. Descrição do HUM

• Primeiro Passo

Dados {φ0, φ1} ∈ D (Ω)×D (Ω), consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ′′ −∆φ = 0 em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ (·, 0) = φ0, φ′ (·, 0) = φ1 em Ω.

(3.6)

Pelos resultados na Seção 2.1, podemos concluir que (3.6) tem única solução forte

φ = φ (x, t).

• Segundo Passo
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Consideremos o problema não homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′′ −∆ψ = 0 em Q,

ψ =


∂φ

∂ν
sobre Σ0,

0 sobre (Σ− Σ0) ,

ψ(T ) = 0, ψ′(T ) = 0 em Ω.

(3.7)

Notemos que (3.7) é bem definido, pois, considerando a mudança de variável T − t em

lugar de t, o sistema (3.7), recai no caso estudado na Seção 2.3, visto que v = ∂φ
∂ν
∈ L2 (Σ)

(ver Teorema 2.7).

Para a solução ψ de (3.7), definamos a aplicação:

Λ
{
φ0, φ1

}
= {ψ′(0),−ψ(0)} . (3.8)

Λ está bem definida. De fato, para {φ0, φ1} em D (Ω)×D (Ω), obtemos a solução φ = φ (x, t)

de (3.6) com regularidade ∂φ
∂ν
∈ L2 (Σ). Assim podemos considerar o problema (3.7) e pelo,

Teorema (2.9), temos ψ(0) ∈ L2 (Ω) e ψ′(0) ∈ H−1 (Ω) e .

• Terceiro Passo

Multiplicando ambos os lados de (3.7)1 pela solução φ de (3.6) e integrando em Q,

obtemos ∫
Q

ψ′′φdxdt−
∫
Q

∆ψφdxdt = 0. (3.9)

Note que (ψ′′, φ) = (ψ′, φ)′ − (ψ′, φ′), então a primeira integral de (3.9) é igual a∫
Q

ψ′′φdxdt = −〈ψ′ (0) , φ (0)〉 −
∫ T

0

〈ψ′, φ′〉 dt. (3.10)

Como ∫ T

0

〈ψ′, φ′〉 dt = −〈ψ (0) , φ′ (0)〉 −
∫
Q

ψφ′′dxdt, (3.11)

então substituindo (3.11) em (3.10) , segue que∫
Q

ψ′′φdxdt = −
〈
ψ′ (0) , φ0

〉
+
〈
ψ (0) , φ1

〉
−
∫
Q

ψφ′′dxdt. (3.12)
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Por outra parte, usando a identidade de Green, temos

−
∫
Q

∆ψφdxdt =

∫
Q

∇ψ∇φdxdt = −
∫
Q

∆φψdxdt+

∫
Σ

∂φ

∂ν
ψdΣ. (3.13)

Assim, substituindo as igualdades (3.12) e (3.13) em (3.9) , obtemos:

−
〈
ψ′ (0) , φ0

〉
+
〈
ψ (0) , φ1

〉
+

∫
Σ

∂φ

∂ν
ψdΓdt = 0, (3.14)

pois φ′′ −∆φ = 0 q.s. em Q. Tendo em conta (3.7)2, segue de (3.14), que

−
(
ψ (0) , φ1

)
+
〈
ψ′ (0) , φ0

〉
=

∫
Σ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt. (3.15)

Temos por (3.8) e (3.15) que

〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
φ0, φ1

}〉
=
〈
{ψ′ (0) ,−ψ (0)} ,

{
φ0, φ1

}〉
=

∫
Σ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt. (3.16)

Definamos em D (Ω)×D (Ω) a seguinte forma quadrática:

∥∥{φ0, φ1
}∥∥

F
=

(∫
Σ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt

) 1
2

, (3.17)

a qual é uma seminorma. Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren (ver [9]), temos que para

todo subconjunto aberto e não vazio Γ0 ⊂ Γ, existe T0 > 0, tal que, quando T > T0 a única

solução de (3.6) com ∂φ
∂ν

= 0 em Σ0 é φ ≡ 0. Isto implica que ‖·‖F define uma norma em

D (Ω)×D (Ω) .

A norma (3.17) induz em D (Ω)×D (Ω) o produto interno〈{
φ0, φ1

}
,
{
γ0, γ1

}〉
F

=

∫
Σ

∂φ

∂ν

∂γ

∂ν
dΓdt, (3.18)

onde γ = γ (x, t) é a solução de (3.6), correspondente ao dado inicial {γ0, γ1} ∈ D (Ω)×D (Ω) .

Multiplicando (3.7)1 por γ e, em seguida, integrando em Q, obtemos∫
Q

γ (ψ′′ −∆ψ) = 0.

Seguindo os mesmos argumentos usados na obtenção de (3.14), resulta que∫
Σ

∂γ

∂ν

∂ψ

∂ν
dΓdt = −

〈
ψ′ (0) , γ0

〉
+
〈
ψ (0) , γ1

〉
.
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Dessa forma, temos por (3.8) que〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
γ0, γ1

}〉
=
〈{
φ0, φ1

}
,
{
γ0, γ1

}〉
F ′
. (3.19)

É fácil ver que Λ é bilinear e injetiva. Temos ainda, aplicando a desigualdade de Schwarz

em (3.19) , que ∣∣〈Λ{φ0, φ1
}
,
{
γ0, γ1

}〉∣∣ ≤ ∥∥{φ0, φ1
}∥∥

F

∥∥{γ0, γ1
}∥∥

F ′
,

ou seja, a forma bilinear Λ, definida em D (Ω)×D (Ω) , também é cont́ınua.

Representaremos por F o espaço de Hilbert, dado pelo completamento de D (Ω)×D (Ω)

com respeito à norma definida em (3.17) .

A forma bilinear {{φ0, φ1} , {γ0, γ1}} 7→ 〈Λ {φ0, φ1} , {γ0, γ1}〉 tem uma extensão, por

continuidade, ao fecho F. Então obtemos a forma bilinear cont́ınua no espaço de Hilbert

F , a qual é coerciva, por (3.18) . Logo pelo Lema de Lax-Milgram (Lema 1.5), para cada

{η0, η1} ∈ F ′, existe uma única {φ0, φ1} ∈ F , tal que〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
γ0, γ1

}〉
=
〈{
η0, η1

}
,
{
γ0, γ1

}〉
F ′×F ,

para toda {γ0, γ1} ∈ F. Portanto, para cada {η0, η1} ∈ F ′, existe uma única {φ0, φ1} ∈ F ,

a qual é solução da equação Λ {φ0, φ1} = {η0, η1} em F ′. Sendo Λ bijetiva e cont́ınua, pelo

Teorema da Aplicação Aberta (Teorema 1.1), temos que Λ : F → F ′ é um isomorfismo.

Conseqüentemente, para cada {y1, y0} ∈ F ′, existe uma única {φ0, φ1} ∈ F tal que

Λ
{
φ0, φ1

}
=
{
y1,−y0

}
em F ′.

Como a aplicação Λ foi definida por Λ {φ0, φ1} = {ψ′ (0) ,−ψ (0)} , onde ψ é a solução

do problema não homogêneo (3.7), então ψ (0) = y0 e ψ′ (0) = y1. Assim, considerando o

controle v = ∂φ
∂ν

em (3.1), temos que ψ e y são soluções ultra fracas do mesmo problema com

valor na fronteira não homogêneo, e pela unicidade de solução, segue que y satisfaz (3.7)3,

ou seja, a condição (3.2) .

Agora faremos a caracterização dos espaços F e F ′ como espaços de Sobolev. Na verdade

mostraremos que F = H1
0 (Ω)× L2 (Ω) . De fato,
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(i) H1
0 (Ω)× L2 (Ω) ⊂ F.

Seja {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)×L2 (Ω) . Pelo Teorema 2.7, a solução fraca φ de (3.6) satisfaz a

desigualdade ∫
Σ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤ C0

∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

. (3.20)

A inequação anterior é conhecida por Desigualdade Direta.

Como F é o completamento de D (Ω)×D (Ω) com respeito à norma definida em (3.17) ,

obtemos {φ0, φ1} ∈ F.

(ii) F ⊂ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) .

Seja {φ0, φ1} ∈ F. Consideremos x0 algum ponto de Rn, R (x0) = sup
x∈Ω

‖x− x0‖ e

T (x0) = 2R (x0) . Para T > T (x0), existe C > 0 tal que

C
∥∥{φ0, φ1

}∥∥2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

≤
∫

Σ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt. (3.21)

A inequação (3.21) é denominada Desigualdade Inversa ou Desigualdade de Observabilidade.

A demostração desta desigualdade encontra-se feita no Apêndice B (Teorema B.1). Logo,

pela definição de F, temos que {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) .

Por (i) e (ii) concluimos a equivalência das normas ‖·‖F e ‖·‖H1
0 (Ω)×L2(Ω) e identificamos

F e seu dual F ′ com H1
0 (Ω) × L2 (Ω) e H−1 (Ω) × L2 (Ω) , respectivamente. Assim, dados

{y1, y0} ∈ H−1 (Ω)×L2 (Ω) , existe um único par de dados iniciais {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)×L2 (Ω)

que associa à solução fraca φ de (3.6) . Sendo o controle v = ∂φ
∂ν

∣∣
Σ0
, pela regularidade

escondida da solução fraca provada no Teorema 2.7, temos que v ∈ L2 (Σ0) .

Problema de Minimização

No ponto anterior obtivemos o espaço de Hilbert H−1 (Ω) × L2 (Ω) no qual, para todo

par de dados iniciais {y1, y0} nele contido, existe um controle v ∈ L2 (Σ0), tal que a solução

y = y (x, t, v) de (3.1) cumpre a condição de equiĺıbrio (3.2) .

Vamos agora mostrar como o problema de contrabilidade exata na fronteira se reduz a

um problema de minimização.
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Lema 3.1 Seja φ a solução de (3.6) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) . Então

para dados iniciais {y0, y1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω) , a solução y de (3.1) satisfaz (3.2) se, e

somente se, existe v ∈ L2 (Σ0) tal que∫
Σ0

∂φ

∂ν
vdΓdt =

〈
y1, φ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
−
(
y0, φ1

)
.

Prova: Suponhamos {y0, y1} , {φ0, φ1} ∈ D(Ω) × D(Ω) e v ∈ D(Σ0). Multiplicando (3.1)1

por φ e integrando em Q, obtemos∫
Ω

∫ T

0

φ (y′′ −∆y) dtdx = 0.

Assim

0 =

∫
Ω

∫ T

0

φ (y′′ −∆y) dtdx =

∫
Ω

(φy′ − φ′y) dx

∣∣∣∣T
0

+

∫
Σ

(
−∂y
∂ν
φ+

∂φ

∂ν
y

)
dΓdt

=

∫
Σ0

∂φ

∂ν
ydΓdt+

∫
Ω

[φ (T ) y′ (T )− φ′ (T ) y (T )] dx−
∫

Ω

[φ (0) y1 − φ′ (0) y0] dx.

Logo, para {y0, y1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) e {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) , temos∫

Σ0

∂φ

∂ν
ydΓdt =

∫
Ω

y (T )φ′ (T ) dx−〈y′ (T ) , φ (T )〉−
∫

Ω

y0φ1dx+
〈
y1, φ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
. (3.22)

Portanto, segue de (3.22) que y satisfaz (3.2) se, e somente se,∫
Σ0

∂φ

∂ν
vdΓdt =

〈
y1, φ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
−
∫

Ω

y0φ1dx,

o que mostra o resultado. �

Definamos a dualidade entre L2 (Ω)×H−1 (Ω) e L2 (Ω)×H1
0 (Ω) por〈{

y0, y1
}
,
{
φ1, φ0

}〉
=
(
y0, φ1

)
−
〈
y1, φ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
. (3.23)

Logo o lema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira:

Lema 3.2 Seja φ a solução de (3.6) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)×L2 (Ω). Então,

para dados iniciais {y0, y1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω) , a solução y de (3.1) satisfaz (3.2) se, e

somente se, existe v ∈ L2 (Σ0) tal que∫
Σ0

∂φ

∂ν
vdΓdt+

〈{
y0, y1

}
,
{
φ1, φ0

}〉
= 0. (3.24)
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Observe que, por (3.24), a controlabilidade exata do sistema (3.1) pode ser remetida à

obtenção de pontos cŕıticos do funcional J : H1
0 (Ω)× L2 (Ω)→ R, definido por:

J
{
φ0, φ1

}
=

1

2

∫
Σ0

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt+

〈{
y0, y1

}
,
{
φ1, φ0

}〉
, (3.25)

onde φ é a solução de (3.6) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) .

Consideremos o seguinte resultado de minimização:

Teorema 3.1 Seja T > T (x0). Então o funcional J , definido em (3.25) , possui um único

mı́nimo
{
φ

0
, φ

1
}
∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) .

Prova: Pelo Teorema (1.11) , para afimar a existência do um único mı́nimo, devemos provar

que o funcional J é semicont́ınuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo.

• J é semicont́ınuo inferiormente.

Pela desigualdade direta (3.20) , sabemos que

J
{
φ0, φ1

}
≤ C

2

∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

+
〈{
y0, y1

}
,
{
φ1, φ0

}〉
e, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

J
{
φ0, φ1

}
≤ C

2

∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

+
∥∥{φ0, φ1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)

∥∥{y0, y1
}∥∥

L2(Ω)×H−1(Ω)
.

(3.26)

Assim, deduzimos por (3.26) a continuidade do funcional J e, portanto, sua

semicont́ınuidade inferior.

• J é estritamente convexo.

Sejam {φ0, φ1} , {ψ0, ψ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) e λ ∈ (0, 1) . Logo

J (λ {φ0, φ1}+ (1− λ) {ψ0, ψ1}) = λJ {φ0, φ1}+ (1− λ)J {ψ0, ψ1}

−λ (1− λ)

2

∫
Σ0

∣∣∣∣∂φ∂ν − ∂ψ

∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt.
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Pela desigualdade inversa (3.21) temos∫
Σ0

∣∣∣∣∂φ∂ν − ∂ψ

∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt ≥ C1

∥∥{φ0, φ1
}
−
{
ψ0, ψ1

}∥∥2

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

.

Assim, para algum {φ0, φ1} 6= {ψ0, ψ1} , temos

J
(
λ
{
φ0, φ1

}
+ (1− λ)

{
ψ0, ψ1

})
< λJ

{
φ0, φ1

}
+ (1− λ)J

{
ψ0, ψ1

}
.

Portanto J é estritamente convexo.

• J é coercivo.

De fato, sabemos que

J
{
φ0, φ1

}
≥ 1

2

(∫
Σ0

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt−

∥∥{φ0, φ1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

∥∥{y0, y1
}∥∥

L2(Ω)×H−1(Ω)

)
.

Sendo T > T (x0) , segue pela desigualdade inversa (3.21) , que

J {φ0, φ1} ≥ C

2
‖{φ0, φ1}‖2

H1
0 (Ω)×L2(Ω) −

1

2
‖{φ0, φ1}‖H1

0 (Ω)×L2(Ω) ‖{y0, y1}‖L2(Ω)×H−1(Ω)

≥
(

1

2
‖{φ0, φ1}‖H1

0 (Ω)×L2(Ω)

)(
C ‖{φ0, φ1}‖H1

0 (Ω)×L2(Ω) − ‖{y0, y1}‖L2(Ω)×H−1(Ω)

)
,

ou seja,

lim
‖{φ0,φ1}‖

H1
0(Ω)×L2(Ω)

→∞
J
{
φ0, φ1

}
=∞.

Portanto J é coercivo.

Dessa forma, J tem um único mı́nimo
{
φ

0
, φ

1
}
∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) . �

Mostremos agora que o mı́nimo do funcional encontrado no teorema anterior nos fornece

o controle de norma mı́nima desejado.

Teorema 3.2 Seja {y0, y1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) e suponha que
{
φ

0
, φ

1
}
∈ H1

0 (Ω)×L2 (Ω) é

o mı́nimo do funcional J . Se φ corresponde a solução de (3.6) com dados iniciais
{
φ

0
, φ

1
}
,

então v = ∂φ
∂ν

∣∣∣
Σ0

é um controle tal que para dados iniciais {y0, y1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω) , a

solução y de (3.1) satisfaz (3.2) .
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Prova: Se
{
φ

0
, φ

1
}
∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) é um mı́nimo do funcional J , então

lim
h→0

J
({
φ

0
, φ

1
}

+ h {φ0, φ1}
)
− J

{
φ

0
, φ

1
}

h
= 0.

Logo, ∫
Σ0

∂φ

∂ν

∂φ

∂ν
dΓdt+ 〈{y0, y1} , {φ1, φ0}〉

=

∫
Σ0

∂φ

∂ν

∂φ

∂ν
dΓdt+

∫
Ω

y0φ1dx− 〈y1, φ0〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 0,

para todo {φ0, φ1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω), onde φ é solução de (3.6) . Assim, pelo Lema 3.2,

temos que v = ∂φ
∂ν

é um controle tal que para dados iniciais {y0, y1} ∈ L2 (Ω) ×H−1 (Ω) , a

solução y de (3.1) satisfaz (3.2). �

A seguinte proposição mostra que se o controle v do problema (3.1) é obtido pela

minimização do funcional, v é de norma mı́nima.

Proposição 3.1 Seja v = ∂φ
∂ν

o controle, tal que φ é a solução do sistema (3.6), cujos dados

iniciais
{
φ

0
, φ

1
}

correspondem ao mı́nimo do funcional J . Se g ∈ L2 (Σ0) é outro controle

tal que para dados iniciais {y1, y0} ∈ H−1 (Ω) × L2 (Ω) , a solução y de (3.1) satisfaz (3.2),

então

‖v‖L2(Σ0) ≤ ‖g‖L2(Σ0) . (3.27)

Prova: Considerando
{
φ

0
, φ

1
}
∈ D (Ω)×D (Ω), temos

‖v‖2
L2(Σ0) =

∫
Σ0

∣∣∣∣∂φ∂ν
∣∣∣∣2 dΓdt = −

∫
Ω

y0φ
1
dx+

〈
y1, φ

0
〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
. (3.28)

Por outra parte, pelo Lema 3.2, para g ∈ L2 (Σ0) , obtemos∫
Σ0

∂φ

∂ν
gdΓdt = −

〈{
y0, y1

}
,
{
φ

1
, φ

0
}〉

= −
∫

Ω

y0φ
1
dx+

〈
y1, φ

0
〉
H1

0 (Ω),H−1(Ω)
. (3.29)

Assim, por (3.28) e (3.29) , obtemos

‖v‖2
L2(Σ0) =

∫
Σ0

∂φ

∂ν
gdΓdt ≤ ‖g‖L2(Σ0)

∥∥∥∥∂φ∂ν
∥∥∥∥
L2(Σ0)

= ‖g‖L2(Σ0) ‖v‖L2(Σ0) ,

o que mostra (3.27) . �
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3.1.2 Controlabilidade Exata Interna

Nosso objetivo nesta seção é estudar o problema de controlabilidade exata quando a

ação ocorre no interior do domı́nio.

Seja ω um subconjunto aberto de Ω e 1ω sua função caracteŕıstica. Consideremos o

problema

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y′′ −∆y = h1ω em Q,

y = 0 sobre Σ,

y (0) = y0, y′ (0) = y1 em Ω.

(3.30)

A ação ocorre no cilindro ω × (0, T ) contido em Q = Ω× (0, T ) .

1. Formulação do problema

Dado T > 0 suficientemente grande, achar um espaço de Hilbert H tal que para todo

par de dados iniciais {y0, y1} ∈ H, exista um controle h ∈ L2 (ω × (0, T )) tal que a solução

y = y (x, t, h) de (3.30) satisfaça

y (x, T, h) = 0 e y′ (x, T, h) = 0 em Ω. (3.31)

2. Descrição de HUM

• Primeiro Passo

Dado {φ0, φ1} ∈ D (Ω)×D (Ω), consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ′′ −∆φ = 0 em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ (0) = φ0, φ′ (0) = φ1 em Ω.

(3.32)

Sabemos pelos resultados obtidos na Seção 2.1 que este problema tem única solução forte

φ = φ (x, t) .

• Segundo Passo
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Consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ′′ −∆ψ = φ1ω em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ (T ) = 0, ψ′ (T ) = 0 em Ω.

(3.33)

Para a solução ψ de (3.33), definamos a aplicação

Λ
{
φ0, φ1

}
= {ψ′ (0) ,−ψ (0)} . (3.34)

• Terceiro Passo

Multiplicando ambos os lados de (3.32)1 pela solução ψ de (3.33) e integrando em Q,

temos ∫ T

0

∫
Ω

φ′′ψdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆φψdxdt = 0. (3.35)

Como (φ′, ψ)′ = (φ′′, ψ) + (φ′, ψ′) obtemos:

(φ′ (T ) , ψ′ (T ))− (φ′ (0) , ψ′ (0)) =

∫ T

0

(φ′′, ψ) dt+

∫ T

0

(φ′, ψ′) dt.

Sendo ψ (T ) = 0, por ψser a solução de (3.33), segue que

−
(
φ1, ψ (0)

)
−
∫ T

0

(φ′, ψ′) dt =

∫ T

0

(φ′′, ψ) dt. (3.36)

Como (φ, ψ′)′ = (φ′, ψ′) + (φ, ψ′′) , integrando por partes em (0, T ), obtemos

(φ (T ) , ψ′ (T ))− (φ (0) , ψ′ (0)) =

∫ T

0

(φ′, ψ′) dt+

∫ T

0

(φ, ψ′′) dt.

Desde que ψ′ (T ) = 0, segue da última igualdade que

− (φ (0) , ψ′ (0))−
∫ T

0

(φ, ψ′′) dt =

∫ T

0

(φ′, ψ′) dt. (3.37)

Substituindo (3.37) em (3.36), temos

−
(
φ1, ψ (0)

)
+ (φ (0) , ψ′ (0)) +

∫ T

0

(φ, ψ′′) dt =

∫ T

0

(φ′′, ψ) dt. (3.38)
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Por outra parte, como ψ = 0 e φ = 0 sobre Σ, obtemos, pela fórmula de Green, que∫ T

0

∫
Ω

∆φψdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

φ∆ψdxdt. (3.39)

Substitiundo (3.39) e (3.38) em (3.35), temos

−
(
φ1, ψ (0)

)
+
(
φ0, ψ′ (0)

)
+

∫ T

0

(φ, ψ′′) dt−
∫ T

0

∫
Ω

φ∆ψdxdt = 0, (3.40)

ou seja,

−
(
φ1, ψ (0)

)
+ (φ (0) , ψ′ (0)) +

∫ T

0

∫
ω

φ2dxdt = 0, (3.41)

pois ψ′′ −∆ψ = φ1ω em Q.

Por (3.34) e (3.41) resulta que〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
φ0, φ1

}〉
=
〈
{ψ′ (0) ,−ψ (0)} ,

{
φ0, φ1

}〉
=

∫ T

0

∫
ω

φ2dxdt. (3.42)

Definamos em D (Ω)×D (Ω) a seminorma∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

F
=

∫ T

0

∫
ω

φ2dxdt. (3.43)

Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren (ver [16]), existe T0 = T0 (ω) > 0, tal que para todo

T > T0 a única solução φ de (3.32) tal que φ ≡ 0 em ω× (0, T ) é φ ≡ 0. Logo, para T > T0,

a forma quadrática (3.43) é uma norma em D (Ω)×D (Ω) .

Representaremos por F o espaço de Hilbert dado pelo completamento de D (Ω)×D (Ω)

com respeito à norma definida em (3.43) .

A norma (3.43) induz em D (Ω)×D (Ω) o produto interno({
φ0, φ1

}
,
{
r0, r1

})
F

=

∫ T

0

∫
ω

φrdxdt,

onde r é a solução de (3.32) correspondente ao dado inicial {r0, r1} ∈ D (Ω)×D (Ω) .

Consideremos a forma bilinear〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
r0, r1

}〉
=

∫ T

0

∫
ω

φrdxdt,

definida em D (Ω) × D (Ω), a qual é cont́ınua e coerciva em D (Ω) × D (Ω) . Então essa

extensão, por continuidade ao completamento F também é cont́ınua e coerciva em F. Dessa
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forma segue do Lema de Lax Milgram (Lema 1.5) que, dado {−y0, y1} ∈ F ′, existe um único

{φ0, φ1} ∈ F tal que

〈
Λ
{
φ0, φ1

}
,
{
r0, r1

}〉
=
〈{
−y0, y1

}
,
{
r0, r1

}〉
F ′×F , ∀

{
r0, r1

}
∈ F. (3.44)

Assim para {−y0, y1} ∈ F ′, existe {φ0, φ1} ∈ F tal que

Λ
{
φ0, φ1

}
=
{
−y0, y1

}
em F ′. (3.45)

Por (3.45) e (3.34) concluimos que ψ (0) = y0 e ψ′ (0) = y1, onde ψ é a solução de

(3.33) .

Assim, considerando h como sendo a restrição de φ a ω × (0, T ), segue pela unicidade

de solução que y satisfaz (3.31) .

Faremos agora a caracterização concreta de F. Na verdade mostraremos que F =

L2 (Ω)×H−1 (Ω) . De fato,

(i) L2 (Ω)×H−1 (Ω) ⊂ F.

Considerando φ0 ∈ L2 (Ω) e φ1 ∈ H−1 (Ω) , temos pelo Teorema 2.8, que (3.32) tem

única solução ultra fraca e, além disso, vale a desigualdade∫ T

0

∫
ω

φ2dxdt ≤ C
(∣∣φ0

∣∣2
L2(Ω)

+
∥∥φ1
∥∥2

H−1(Ω)

)
= C

∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

L2(Ω)×H−1(Ω)
. (3.46)

Como F é o completamento de D (Ω) × D (Ω) com respeito à norma definida em (3.43) ,

segue que {φ0, φ1} ∈ F .

(ii) F ⊂ L2 (Ω)×H−1 (Ω) .

Consideremos {φ0, φ1} ∈ F . Para T > T (x0), existe C > 0 tal que a desigualdade

inversa

C
∥∥{φ0, φ1

}∥∥2

L2(Ω)×H−1(Ω)
≤
∫ T

0

∫
ω

φ2dxdt (3.47)

é verdadeira, ver Apêndice B (Teorema B.2). Logo pela definição de F, temos que

{φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) .
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Por (i) e (ii) concluimos a equivalência das normas ‖·‖F e ‖·‖L2(Ω)×H−1(Ω) e identificamos

F e seu dual F ′ com L2 (Ω) × H−1 (Ω) e L2 (Ω) × H1
0 (Ω) respectivamente. Assim, dados

{y0, y1} ∈ H1
0 (Ω)×L2 (Ω) , existe um único par de dados iniciais {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω)

que associa à solução ultra fraca φ do problema (3.32) . Temos ainda que, sendo o controle h

a restrição de φ a ω × (0, T ), a regularidade da solução ultra fraca provada no Teorema 2.9

nos permite dizer que h ∈ L2 (ω × (0, T )) .

Problema de Minimização

No ponto anterior mostramos que para todo par de dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω) ×

L2 (Ω) , existe um controle h ∈ L2 (ω × (0, T )), tal que a solução y = y (x, t, h) de (3.30)

cumpre a condição do equiĺıbrio (3.31) .

Vamos agora mostrar como o problema de contrabilidade exata interna se reduz a um

problema de minimização.

Lema 3.3 Seja φ solução do sistema (3.32) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H− (Ω) .

Então para dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω), a solução y de (3.30), satisfaz (3.31)

se, e somente se, existe h ∈ L2 (ω × (0, T )) tal que∫ T

0

∫
ω

φhdxdt =
〈
φ1, y0

〉
H1

0 (Ω),H−1(Ω)
−
(
φ0, y1

)
.

Prova: Suponhamos {y0, y1} , {φ0, φ1} ∈ D(Ω)×D(Ω) e h ∈ D(ω × (0, T )). Multiplicando

(3.30)1 por φ e integrando em Q temos∫
Ω

∫ T

0

φ (y′′ −∆y) dtdx = 0.

Integrando por partes∫
Ω

∫ T

0

φ (y′′ −∆y) dtdx =

∫
Ω

(φy′ − φ′y) dx

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

y (φ′′ −∆φ) dxdt

=

∫
Ω

[φ (T ) y′ (T )− φ′ (T ) y (T )] dx−
∫

Ω

[φ (0) y1 − φ′ (0) y0] dx = 0.
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Logo para algum {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) e {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) ,∫ T

0

∫
ω

φhdxdt = −〈φ′ (T ) , y (T )〉+

∫
Ω

φ (T ) y′ (T ) dx+
〈
φ1, y0

〉
−
∫

Ω

φ0y1dx. (3.48)

Portanto, segue de (3.48) que y satisfaz (3.31) se, e somente se,∫ T

0

∫
ω

φhdxdt =
〈
φ1, y0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
−
∫

Ω

φ0y1dx,

o que conclui a prova do resultado. �

Considerando a dualidade entre L2 (Ω)×H−1 (Ω) e L2 (Ω)×H1
0 (Ω) definida em (3.23) ,

o lema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira:

Lema 3.4 Seja φ solução do sistema (3.32) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) .

Então para dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω), a solução y de (3.30) satisfaz (3.31)

se, e somente se, existe h ∈ L2 (ω × (0, T )) tal que∫ T

0

∫
ω

φhdxdt+
〈{
φ0, φ1

}
,
{
y1, y0

}〉
= 0. (3.49)

Observe que, de acordo com (3.49) , a propriedade da controlabilidade pode ser

transferida a encontrar pontos cŕıticos do funcional J : L2 (Ω) × H−1 (Ω) → R, definido

por:

J
{
φ0, φ1

}
=

1

2

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dxdt+
〈{
φ0, φ1

}
,
{
y1, y0

}〉
, (3.50)

onde φ é a solução do sistema (3.32) com dados iniciais {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) . Desse

modo, consideremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja T > T (x0) . Então o funcional J possui um único mı́nimo
{
φ

0
, φ

1
}
∈

L2 (Ω)×H−1 (Ω) .

Prova: Pelo Teorema 1.11, para afimar a existência de um único mı́nimo para o funcional,

devemos provar que J é semicont́ınuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo.

• J é semicont́ınuo inferiormente.
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Da desigualdade direta (3.46) obtemos

J
{
φ0, φ1

}
≤ 1

2
C
∥∥{φ0, φ1

}∥∥2

L2(Ω)×H−1(Ω)
+
〈{
φ0, φ1

}
,
{
y1, y0

}〉
e, portanto,

J
{
φ0, φ1

}
≤ C

2

∥∥{φ0, φ1
}∥∥2

L2(Ω)×H−1(Ω)
+
∥∥{φ0, φ1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

∥∥{y0, y1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

.

(3.51)

Logo de (3.51) , deduzimos a continuidade do funcional J , e, consequentemente, sua

semicontinuidade inferior.

• J é estritamente convexo.

Sejam {φ0, φ1} , {ψ0, ψ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) e λ ∈ (0, 1) . Logo

J (λ {φ0, φ1}+ (1− λ) {ψ0, ψ1})

= λJ {φ0, φ1}+ (1− λ)J {ψ0, ψ1} − λ (1− λ)

2

∫ T

0

∫
ω

|φ− ψ|2 dxdt.

Pela desigualdade inversa (3.47) temos∫ T

0

∫
ω

|φ− ψ|2 dxdt ≥ C
∥∥{φ0, φ1

}
−
{
ψ0, ψ1

}∥∥2
.

Assim para algum {φ0, φ1} 6= {ψ0, ψ1} temos

J
(
λ
{
φ0, φ1

}
+ (1− λ)

{
ψ0, ψ1

})
< λJ

{
φ0, φ1

}
+ (1− λ)J

{
ψ0, ψ1

}
.

Logo J é estritamente convexo.

• J é coercivo.

De fato, como

J
{
φ0, φ1

}
≥ 1

2

(∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dxdt−
∥∥{φ0, φ1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

∥∥{y0, y1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

)
.
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Pela desigualdade inversa (3.47) obtemos

J {φ0, φ1} ≥ C

2
‖{φ0, φ1}‖2

L2(Ω)×H−1(Ω) −
1

2
‖{φ0, φ1}‖L2(Ω)×H−1(Ω) ‖{y0, y1}‖H1

0 (Ω)×L2(Ω)

≥
(

1

2
‖{φ0, φ1}‖L2(Ω)×H−1(Ω)

)(
C ‖{φ0, φ1}‖L2(Ω)×H−1(Ω) − ‖{y0, y1}‖L2(Ω)×H−1(Ω)

)
,

ou seja,

lim
‖(φ0,φ1)‖L2(Ω)×H−1(Ω)→∞

J
{
φ0, φ1

}
=∞.

e, portanto, J é coercivo.

Dessa forma tem J um único mı́nimo
{
φ

0
, φ

1
}
∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω). �

Mostremos agora que o mı́nimo do funcional encontrado no teorema anterior nos fornece

o controle de norma mı́nima desejado.

Teorema 3.4 Seja
{
φ

0
, φ

1
}
∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) o mı́nimo do funcional J . Se φ corresponde

a solução de (3.32) com dados iniciais
{
φ

0
, φ

1
}
, então h = φ

∣∣
ω

é um controle tal que para

dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω), a solução y de (3.30), satisfaz (3.31).

Prova: Se
{
φ

0
, φ

1
}
∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) é um mı́nimo do funcional J , então

lim
h→0

J
({
φ

0
, φ

1
}

+ h {φ0, φ1}
)
− J

{
φ

0
, φ

1
}

h
= 0.

Logo, ∫ T

0

∫
ω

φφdxdt+ +

∫
Ω

y1φ0dx−
〈
φ1, y0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
= 0,

para algum {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω), onde φ é solução de (3.32) . Assim pelo Lema 3.4,

temos que h = φ
∣∣
ω

é um controle tal que para dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω), a

solução y de (3.30) satisfaz (3.31). �

A seguinte proposição mostra que o controle h obtido pela minimização do funcional é

de norma mı́nima.

Proposição 3.2 Seja h = φ
∣∣
ω

o controle tal que φ é a solução do sistema (3.32), cujos

dados iniciais
{
φ

0
, φ

1
}

correspondem ao mı́nimo do funcional J . Se g ∈ L2 (ω × (0, T )) é

73



outro controle tal que para dados iniciais {y0, y1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω), a solução y de (3.30)

satisfaz (3.31). Então

‖h‖L2(Σ0) ≤ ‖g‖L2(Σ0) . (3.52)

Prova: Seja
{
φ

0
, φ

1
}

o mı́nimo do funcional J . Considerando
{
φ

0
, φ

1
}
∈ D(Ω) × D(Ω),

temos

‖h‖2
L2(ω×(0,T )) =

∫ T

0

∫
ω

∣∣φ∣∣2 dxdt =
〈
φ

1
, y0
〉
H−1(Ω)H1

0 (Ω),
−
∫

Ω

φ
0
y1dx. (3.53)

Pelo Lema 3.4, para g ∈ L2 (ω × (0, T )) obtemos∫ T

0

∫
ω

gφdxdt = −
〈{

φ
0
, φ

1
}
,
{
y1, y0

}〉
= −

∫
Ω

φ
0
y1dx+

〈
φ

1
, y0
〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
. (3.54)

Assim, por (3.53) e (3.54) , obtemos

‖h‖2
L2(ω×(0,T )) =

∫ T

0

∫
ω

gφdxdt

≤ ‖g‖L2(ω×(0,T ))

∥∥φ∥∥
L2(ω×(0,T ))

= ‖g‖L2(ω×(0,T )) ‖h‖L2(ω×(0,T )) ,

o que mostra (3.52). �

3.2 Controlabilidade Aproximada

Outro tipo de controlabilidade que podemos analisar para a equação linear da onda

é a controlabilidade aproximada, à qual é uma consequência da controlabilidade exata.

Na presente seção estudaremos quando os sistemas (3.1) e (3.30) são aproximadamente

controláveis. Inicialmente, formularemos os problemas de minimização que serão abordados

fazendo uso do método de dualidade no sentido de Fenchel e, em seguida, enunciaremos os

teoremas que nos garantem a controlabilidade aproximada dos sistemas.

3.2.1 Controlabilidade Aproximada na Fronteira

Nosso objetivo nesta seção é estudar o problema de controlabilidade aproximada para

o sistema (3.1) . Aqui vamos considerar os dados iniciais nulos, ou seja, {y0, y1} = {0, 0} .

Notemos que não perdemos a generalidade, visto que o sistema é linear.
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Definição 3.1 Dizemos que (3.1) é aproximadamente controlável se, para todo ε > 0 e

{z0, z1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , existe v ∈ L2 (Σ0) , tal que a solução y = y (x, t, v) do sistema

(3.1) com dados iniciais {y0, y1} = {0, 0}, satisfaz

∥∥{y(T ), y′(T )} −
{
z0, z1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

≤ ε. (3.55)

Consideremos {z0, z1} ∈ L2 (Ω) ×H−1 (Ω) e definamos B0 como sendo a bola unitária

de L2 (Ω) e B1 a bola unitária de H−1 (Ω) . Provar que o sistema (3.1) é aproximadamente

controlável é equivalente a mostrar que para quaisquer α0, α1 > 0, existe v ∈ L2 (Σ0) , tal

que a solução y de (3.1) satisfaz

y(T ) ∈ z0 + α0B0 e y′(T ) ∈ z1 + α1B1. (3.56)

Além de querermos provar a existência de um controle v ∈ L2 (Σ0) de modo que a

solução y de (3.1) satisfaça (3.55) , queremos também mostrar que esse controle é de norma

mı́nima. Assim, antes de enunciamos o teorema que garante a controlabilidade aproximada

para (3.1) , no sentido da Definição 3.1, formularemos um problema de minimização, de

forma que apareça naturalmente um funcional custo que nos forneça o controle desejado.

Aqui seguiremos os mesmos argumentos usados em Lions [20].

1. Formulação do Problema de Minimização

Seja δ (Ω,Γ0) = sup
x∈Ω

dist {x,Γ0} . Consideremos o problema de minimização:

∣∣∣∣∣∣∣∣
Dados {z0, z1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , α0, α1 > 0, T > T0 = 2δ (Ω,Γ0) ,

achar inf
1

2

∫
Σ0

v2dΣ entre todos os v′s que acarretam (3.56) .
(3.57)

Observação 3.4 Notemos que:

(i) Se α0 = α1 = 0, o problema (3.57) é igual ao problema de controlabilidade exata.

75



(ii) Para ε > 0, o problema (3.57) pode também ser formulado por∣∣∣∣∣∣∣∣
Dados {z0, z1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , ε > 0, T > T0 = 2δ (Ω,Γ0) ,

achar inf
1

2

∫
Σ0

v2dΣ entre todos os v′s que acarretam (3.55) .
(3.58)

2. Método de Dualidade

Consideremos o operador linear e cont́ınuo L : L2 (Σ0) → L2 (Ω) ×H−1 (Ω) que leva v

em {y(T, v), y′(T, v)} e definamos o operador adjunto L∗ : H1
0 (Ω) × L2 (Ω) → L2 (Σ0) que

leva {a1, a0} em ∂ϕ
∂ν

∣∣
Σ0
, onde ϕ é a solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ′′ −∆ϕ = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ (T ) = −a0, ϕ′ (T ) = a1 em Ω.

(3.59)

Vejamos agora que o operador adjunto L∗ é bem definido. De fato, se {a0, a1} ∈

H1
0 (Ω) × L2 (Ω) então ∂ϕ

∂ν
∈ L2 (Σ). Assim {a1, a0} 7→ ∂ϕ

∂ν

∣∣
Σ0

define um operador, o qual é

linear e cont́ınuo de H1
0 (Ω)× L2 (Ω) em L2 (Σ0) .

Multiplicando (3.59)1 por y (solução de (3.1) com y0 = y1 = 0) e integrando formalmente

em Q, obtemos ∫
Ω

y′ (T ) , ϕ (T ) dx−
∫

Ω

y (T ) , ϕ′ (T ) dx+

∫
Σ0

∂ϕ

∂ν
vdΣ = 0.

Sendo {a0, a1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) e {y(T ), y′(T )} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , temos por (3.23) que∫

Σ0

∂ϕ

∂ν
vdΣ =

〈
{y(T ), y′(T )} ,

{
a1,−a0

}〉
=
〈
Lv,

{
a1,−a0

}〉
=
(
v, L∗

{
a1,−a0

})
L2(Σ)

.

Assim

L∗
{
a1,−a0

}
=
∂ϕ

∂ν
.

Introduzamos agora dois funcionais:

F (v) =
1

2

∫
Σ0

v2dΣ sobre L2 (Σ0)
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e

G
({
f 0, f 1

})
=

 0, se f 0 ∈ z0 + α0B0 e f 1 ∈ z1 + α1B1,

∞, de outro modo.

Com estas notações o problema (3.57) pode ser formulado como segue∣∣∣Achar inf
v
{F (v) +G (Lv)} , v ∈ L2 (Σ0) . (3.60)

Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel.

Pelo Teorema de Fenchel (Teorema 1.12), com f = F, g = G, A = L, temos

inf
v
{F (v) +G (Lv)} = −inf

v

{
F ∗
(
−L∗

{
a1,−a0

})
+G∗

({
a1,−a0

})}
, (3.61)

com {a0, a1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) , onde

F ∗ (v) = sup
v

{
(v, v)L2(Σ) − F (v)

}
= F (v).

Temos, também que

G∗
({
a1,−a0

})
= sup
{f0,f1}

{〈{
a1,−a0

}
,
{
f 0, f 1

}〉
−G

({
f 0, f 1

})}
= sup
{f0,f1}

{(
a1, f 0

)
+
〈
f 1, a0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
−G

({
f 0, f 1

})}
= sup

B0×B1

{(
a1, z0 + α0B0

)
+
〈
z1 + α1B1, a

0
〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

}
=
(
a1, z0

)
+ sup

B0

(
a1, α0B0

)
+
〈
z1, a0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ sup

B1

〈
α1B1, a

0
〉

=
(
a1, z0

)
+ α0

∣∣a1
∣∣+
〈
z1, a0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α1

∥∥a0
∥∥ .

Fazendo ρ0 = −a0, ρ1 = a1, e considerando ρ a solução do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ′′ −∆ρ = 0 em Q,

ρ = 0 sobre Σ,

ρ (T ) = ρ0, ρ′ (T ) = ρ1 em Ω,

(3.62)
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podemos reescrever (3.61) por

inf
v
{F (v) +G (Lv)} = −

[
inf
L2(Σ)

F ∗
(
−∂ρ
∂ν

)
+ (ρ1, z0)− 〈z1, ρ0〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) + α0 |ρ1|+ α1 ‖ρ0‖
]

= −
[

inf
L2(Σ)

F

(
−∂ρ
∂ν

)
+ (ρ1, z0)− 〈z1, ρ0〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) + α0 |ρ1|+ α1 ‖ρ0‖
]

= −

[
inf
L2(Σ)

1

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ + (ρ1, z0)− 〈z1, ρ0〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + α0 |ρ1|+ α1 ‖ρ0‖

]
.

Considerando o funcional

J
{
ρ0, ρ1

}
=

1

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ +
(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α0

∣∣ρ1
∣∣+ α1

∥∥ρ0
∥∥ ,

temos que

inf
v
{F (v) +G (Lv)} = − inf

{ρ0,ρ1}
J
{
ρ0, ρ1

}
. (3.63)

Para ε > 0, reescrevamos o funcional J {ρ0, ρ1} como sendo

Jε
{
ρ0, ρ1

}
=

1

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ +
(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ ε

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

.

(3.64)

Mostremos, por medio do Teorema 1.11, que o funcional Jε atinge um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈

H1
0 (Ω)× L2 (Ω).

• Jε é semicont́ınuo inferiormente.

De fato, consideremos uma sequência ({ρ0
n, ρ

1
n}) em H1

0 (Ω)× L2 (Ω), tal que

{
ρ0
n, ρ

1
n

}
→
{
ρ0, ρ1

}
forte em H1

0 (Ω)× L2 (Ω) . (3.65)

Para cada n ∈ N, seja ρn a solução de (3.62) associada aos dados {ρn (·, T ) , ρ′n (·, T )} =

{ρ0
n, ρ

1
n} ∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) . Assim, ψn = ρn − ρ é solução do seguinte sistema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ′′n −∆ψn = 0 em Q,

ψn = 0 sobre Σ,

ψn (·, T ) = ρ0
n − ρ0, ψ′n (·, T ) = ρ1

n − ρ1 em Ω.

(3.66)
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Pelo Teorema 2.7, a solução ψn de (3.66) sartisfaz a desigualdade direta:∫
Σ0

∣∣∣∣∂ψn∂ν

∣∣∣∣2 dΓdt ≤ C
(∥∥ρ0

n − ρ0
∥∥+

∣∣ρ1
n − ρ1

∣∣) . (3.67)

Segue de (3.65) e (3.67) que
∫

Σ0

∣∣∂ρn

∂ν
(x, t)− ∂ρ

∂ν
(x, t)

∣∣2 dxdt→ 0, quando n→∞, provando

assim a continuidade do funcional J e, portanto, sua semicontinuidade inferior.

• Jε é estritamente convexo.

Sejam λ ∈ (0, 1) e {ρ0, ρ1} , {q0, q1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) .Assim

Jε {λ {ρ0, ρ1}+ (1− λ) {q0, q1}} =
1

2

∫
Σ0

(
∂ (λρ+ (1− λ) q)

∂ν

)2

dΣ + (λρ1 + (1− λ) q1, z0)

−〈z1, λρ0 + (1− λ) q0〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + ε ‖(λρ1 + (1− λ) q1, λρ0 + (1− λ) q0)‖

=
1

2

∫
Σ0

(
∂ (λρ+ (1− λ) q)

∂ν

)2

dΣ + λ [(ρ1, z0)− 〈z1, ρ0〉+ ε ‖(ρ0, ρ1)‖]

+ (1− λ) [(q1, z0)− 〈z1, q0〉+ ε ‖(q0, q1)‖] .
(3.68)

Observemos que

1

2

∫
Σ0

(
∂ (λρ+ (1− λ) q)

∂ν

)2

dΣ =
λ2

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ + λ (1− λ)

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)(
∂q

∂ν

)
dΣ

+
(1− λ)2

2

∫
Σ0

(
∂q

∂ν

)2

dΣ ≤ λ2

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ +
(1− λ)2

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ

+
λ2

2

∫
Σ0

(
∂q

∂ν

)2

dΣ +
(1− λ)2

2

∫
Σ0

(
∂q

∂ν

)2

dΣ ≤ λ2

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ +
(1− λ)2

2

∫
Σ0

(
∂q

∂ν

)2

dΣ.

Logo substituindo em (3.68), obtemos

Jε
{
λ
{
ρ0, ρ1

}
+ (1− λ)

{
q0, q1

}}
< λJε

{
ρ0, ρ1

}
+ (1− λ)Jε

{
q0, q1

}
,

o que garante a convexidade de Jε.

• Jε é coercivo.
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Seja
({
ρ0
j , ρ

1
j

})
j≥1

uma sequência de dados iniciais em H1
0 (Ω) × L2 (Ω) para o sistema

(3.62) tal que
∥∥{ρ0

j , ρ
1
j

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
→∞. Normalizando temos

{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
=

{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)

,

onde ρ é solução de (3.62). Logo

Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ =
1

2

∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥∫
Σ0

(
∂ρ̂j
∂ν

)2

dΣ +
〈{
z0, z1

}
,
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}〉
+ ε,

onde ρ̂j é solução de (3.62) com dados
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
. Notemos que dois casos podem ocorrer:

(i) Se lim

∫
Σ0

(
∂ρ̂j
∂ν

)2

dΣ > 0, então

Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ →∞.
(ii) Se lim

∫
Σ0

(
∂ρ̂j
∂ν

)2

dΣ = 0. Sendo
({
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

})
j≥1

limitada em H1
0 (Ω) × L2 (Ω) , então,

extraindo uma subsequência, podemos garantir que
({
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

})
j≥1

coverge fracamente

para {ψ0, ψ1} em H1
0 (Ω) × L2 (Ω) . Além disso, se ψ é a solução de (3.62) com dado

inicial {ψ (T ) , ψ′ (T )} = {ψ0, ψ1}, então
({
ρ̂j, ρ̂

′
j

})
j≥1

converge fracamente a {ψ, ψ′}

em L2 (0, T ;H1
0 (Ω)× L2 (Ω)) ∩ H1 (0, T ;L2 (Ω)×H−1 (Ω)) . Assim

({
∂ρ̂j

∂ν
,
∂ρ̂′j
∂ν

})
j≥1

converge fracamente a
{
∂ψ
∂ν
, ∂ψ

′

∂ν

}
e

∫
Σ0

(
∂ψ

∂ν

)2

dΣ ≤ lim

∫
Σ0

(
∂ρ̂j
∂ν

)2

dΣ = 0.

Assim ∂ψ
∂ν

= 0 em Σ0.

Para T > T0 = 2δ (Ω,Γ0), existe uma constante C > 0, tal que cumpre-se a

desigualdade inversa (3.21) para todo {ψ0, ψ1} em H1
0 (Ω)× L2 (Ω) (ver Apêndice B).

Logo {ψ0, ψ1} = {0, 0} e, portanto,

{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
→ {0, 0} fraco em H1

0 (Ω)× L2 (Ω) .
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Logo

lim
Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ = lim
[
ε+

〈{
z0, z1

}
,
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}〉]
≥ ε,

ou seja,

Jε
{
ρ0, ρ1

}
→∞, quando

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥→∞.

Assim, em ambos os casos (i) e (ii) , Jε é coercivo.

Dessa forma, podemos garantir que Jε atinge um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω).

Enunciaremos agora o teorema que garante a controlabilidade aproximada do sistema

(3.1) .

Teorema 3.5 Seja T > T0 = 2δ (Ω,Γ0) . Então para todo ε > 0 e dados {y0, y1} , {z0, z1} ∈

L2 (Ω)×H−1 (Ω) , existe um controle v ∈ L2 (Σ0) , tal que a solução y de (3.1) satisfaz (3.55) .

Além disso, v = ∂ρ̂
∂ν

∣∣
Σ0
, onde ρ̂ é a solução de (3.62) com dados {ρ̂0, ρ̂1} ∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω)

minimizando o funcional Jε definido em (3.64) .

Prova: Mostramos anteriormente a existência de um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω)

para o funcional Jε. Seja ρ̂ a única solução fraca de (3.62) com dados iniciais {ρ̂0, ρ̂1}. Temos

∂ρ̂
∂ν
∈ L2 (Σ) . Mostremos que v = ∂ρ̂

∂ν

∣∣
Σ0

é o controle de modo que a solução y de (3.1) satisfaça

(3.55) . De fato, para h > 0 e {ρ0, ρ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) , temos

0 ≤ 1

h

(
Jε
{{
ρ̂0, ρ̂1

}
+ h

{
ρ0, ρ1

}}
− Jε

{
ρ̂0, ρ̂1

})
≤
∫

Σ0

∂ρ̂

∂ν

∂ρ

∂ν
dΣ +

h

2

∫
Σ0

(
∂ρ

∂ν

)2

dΣ +
(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ ε

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

,

onde ρ é solução de (3.62) com dados {ρ0, ρ1} . Fazendo h → 0 na inequação anterior,

deduzimos que

−ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
≤
∫

Σ0

∂ρ̂

∂ν

∂ρ

∂ν
dΣ +

(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
.

Analogamente, para h < 0, obtemos∫
Σ0

∂ρ̂

∂ν

∂ρ

∂ν
dΣ +

(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
≤ ε

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥

H1
0 (Ω)×L2(Ω)

.

81



Logo para qualquer {ρ0, ρ1} ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) , temos∣∣∣∣∫

Σ0

∂ρ̂

∂ν

∂ρ

∂ν
dΣ +

(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

∣∣∣∣ ≤ ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
. (3.69)

Sendo y solução ultra fraca de (3.1) , no sentido da Definição 2.2, então, para ρ solução

de (3.62) , segue a seguinte identidade:

−
〈
y (T ) , ρ1

〉
+
〈
y′ (T ) , ρ0

〉
−
∫

Σ

∂ρ

∂ν
ydΓdt = 0. (3.70)

Tendo em conta que y|Σ0
= v = ∂ρ̂

∂ν

∣∣
Σ0
, concluimos que∫

Σ0

∂ρ̂

∂ν

∂ρ

∂ν
dΓdt =

〈
y′ (T ) , ρ0

〉
−
〈
y (T ) , ρ1

〉
. (3.71)

Dessa forma, substituindo (3.71) em (3.69) , deduzimos que∣∣∣〈y′ (T ) , ρ0
〉
−
〈
y (T ) , ρ1

〉
+
(
ρ1, z0

)
−
〈
z1, ρ0

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

∣∣∣ ≤ ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)

e, assim, ∣∣〈{ρ0, ρ1
}
,
{
z0, z1

}
− {y (T ) , y′ (T )}

〉∣∣ ≤ ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
.

Logo (3.55) se cumpre. �

3.2.2 Controlabilidade Aproximada Interna

Nosso objetivo nesta seção é estudar o problema de controlabilidade aproximada para

o sistema (3.30) . Sendo o sistema linear, vamos a considerar, sem perda de generalidade, os

dados iniciais nulos.

Definição 3.2 Dizemos que (3.30) é aproximadamente controlável se, para todo ε > 0 e

{z0, z1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) , existe h ∈ L2 (ω × (0, T )) tal que a solução y = y (x, t, h) do

sistema (3.30) , com dados iniciais {y0, y1} = {0, 0} , satisfaz

∥∥{y(T ), y′(T )} −
{
z0, z1

}∥∥
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
≤ ε. (3.72)
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Seja {z0, z1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) e definamos B0 como sendo a bola unitária de H1

0 (Ω)

e B1 a bola unitária de L2 (Ω) . Provar que o sistema (3.30) é aproximadamente controlável

é equivalente a mostrar que para quaisquer α0, α1 > 0, existe h ∈ L2 (ω × (0, T )) tal que a

solução y de (3.30) satisfaz

y(T ) ∈ z0 + α0B0 e y′(T ) ∈ z1 + α1B1. (3.73)

Seguindo os mesmos argumentos usados em Lions [20], provaremos a existência de um

controle h ∈ L2 (ω × (0, T )) de modo que a solução y de (3.30) satisfaça (3.72) . Além disso

mostraremos que esse controle é de norma mı́nima. Com esse objetivo formularemos um

problema de minimização, para mostrar de forma natural a aparição do funcional custo

que nos fornece o controle desejado. Em seguida enunciaremos o teorema que garante a

controlabilidade aproximada para (3.30) , no sentido da Definição 3.2.

1. Formulação do Problema

Seja δ (Ω, ω) = sup
x∈Ω

dist {x, ω} . Consideremos o problema de minimização:

∣∣∣∣∣∣∣
Dados {z0, z1} ∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) , α0,α1 > 0, T > T0 = 2δ (Ω, ω) ,

achar inf
1

2

∫
ω×(0,T )

h2dxdt entre todos os h′s que acarretam (3.73) .
(3.74)

Observação 3.5 Notemos que:

(i) Se α0 = α1 = 0, o problema (3.74) é igual ao problema de controlabilidade exata.

(ii) Para ε > 0, o problema (3.74) pode também ser formulado como:∣∣∣∣∣∣∣
Dados {z0, z1} ∈ H1

0 (Ω)× L2 (Ω) , ε > 0, T > T0 = 2δ (Ω, ω) ,

achar inf
1

2

∫
ω×(0,T )

h2dxdt entre todos os h′s que acarretam (3.72) .
(3.75)

2. Método de Dualidade
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Consideremos o operador linear e cont́ınuo L : L2 (ω × (0, T )) → L2 (Ω) × H1
0 (Ω) que

leva h em {y′(T, h), y(T, h)} e definamos o operador adjunto L∗ : L2 (Ω) × H−1 (Ω) →

L2 (ω × (0, T )) que leva {a0, a1} em ϕ|ω×(0,T ) , onde ϕ é a solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′′ −∆ϕ = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ (T ) = a0, ϕ′ (T ) = −a1 em Ω.

(3.76)

Introduzamos agora dois funcionais:

F (h) =
1

2

∫
ω×(0,T )

h2dxdt sobre L2 (ω × (0, T ))

e

G
({
f 0, f 1

})
=

 0, se f 0 ∈ z0 + α0B0 e f 1 ∈ z1 + α1B1,

∞, de outro modo.

Com estas notações o problema (3.74) pode ser formulado como:∣∣∣Achar inf
h
{F (h) +G (Lh)} , h ∈ L2 (ω × (0, T )) . (3.77)

Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel.

Pelo Teorema de Fenchel (Teorema 1.12), com f = F , g = G e A = L, temos

inf
h
{F (h) +G (Lh)} = −inf

h

{
F ∗
(
−L∗

{
a0,−a1

})
+G∗

({
a0,−a1

})}
, (3.78)

com {a0, a1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , onde

F ∗ (h) = sup
h

{
(h, h)L2(Q) − F (h)

}
= F (h).

Temos também que

G∗
({
a0,−a1

})
= sup
{f0,f1}

{〈{
a0,−a1

}
,
{
f 0, f 1

}〉
−G

({
f 0, f 1

})}
= sup
{f0,f1}

{(
a0, f 0

)
+
〈
a1, f 1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
−G

({
f 0, f 1

})}
= sup

B0×B1

{(
a0, z0 + α0B0

)
+
〈
a1, z1 + α1B1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

}
=
(
a0, z0

)
+ sup

B0

(
a0, α0B0

)
+
〈
a1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ sup

B1

〈
a1, α1B1

〉
=
(
a0, z0

)
+ α0

∣∣a0
∣∣+
〈
a1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α1

∥∥a1
∥∥
H−1(Ω)

.
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Para ρ0 = a0, ρ1 = −a1, consideremos ρ a solução do seguinte sistema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ′′ −∆ρ = 0 em Q,

ρ = 0 sobre Σ,

ρ (T ) = ρ0, ρ′ (T ) = ρ1 em Ω.

(3.79)

Logo (3.78) se torna

inf
h
{F (h) +G (Lh)}

= −
[
inf
h
F ∗
(
− ρ|ω×(0,T )

)
+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α0

∣∣ρ0
∣∣+ α1

∥∥ρ1
∥∥
H−1(Ω)

]
= −

[
inf
h
F
(
− ρ|ω×(0,T )

)
+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α0

∣∣ρ0
∣∣+ α1

∥∥ρ1
∥∥
H−1(Ω)

]
= −

[
inf
h

1

2

∫
ω×(0,T )

ρ2dxdt+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α0

∣∣ρ0
∣∣+ α1

∥∥ρ1
∥∥
H−1(Ω)

]
.

Considerando o funcional

J
{
ρ0, ρ1

}
=

1

2

∫
ω×(0,T )

ρ2dx+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ α0

∣∣ρ0
∣∣+ α1

∥∥ρ1
∥∥
H−1(Ω)

,

temos

inf
h
{F (h) +G (Lh)} = − inf

{ρ0,ρ1}
J
{
ρ0, ρ1

}
.

Para ε > 0, podemos reescrever o funcional J {ρ0, ρ1} como

Jε
{
ρ0, ρ1

}
=

1

2

∫
ω×(0,T )

ρ2dxdt+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
+ ε

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥

L2(Ω)×H−1(Ω)
.

(3.80)

Mostraremos que o funcional Jε atinge um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω). De

fato,

• Jε é semicont́ınuo inferiormente.

Consideremos uma sequência ({ρ0
n, ρ

1
n}) em L2 (Ω)×H−1 (Ω), tal que

{
ρ0
n, ρ

1
n

}
→
{
ρ0, ρ1

}
forte em L2 (Ω)×H−1 (Ω) . (3.81)
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Para cada n ∈ N, seja ρn a solução de (3.79) associada aos dados {ρn(·, T ), ρ′n(·, T )} =

{ρ0
n, ρ

1
n} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) . Assim, ψn = ρn − ρ é solução do seguinte sistema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′′n −∆ψn = 0 em Q,

ψn = 0 sobre Σ,

ψn (·, T ) = ρ0
n − ρ0, ψ′n (·, T ) = ρ1

n − ρ1 em Ω.

(3.82)

Sabemos por (2.136) que a solução ψn de (3.82) satisfaz a seguinte desigualdade:∫
Q

|ψn|2 dxdt ≤ C
(∣∣ρ0

n − ρ0
∣∣
L2(Ω)

+
∥∥ρ1

n − ρ1
∥∥
H−1(Ω)

)
, (3.83)

à qual juntamente com (3.81) implicam que
∫
ω×(0,T )

|ρn (x, t)− ρ (x, t)|2 dxdt → 0, quando

n → ∞, o que prova a continuidade do funcional Jε e, portanto, sua semicontinuidade

inferior.

• Jε é estritamente convexo

Seja λ ∈ (0, 1) e {ρ0, ρ1} , {q0, q1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω) , seguindo o mesmo argumento

utilizado na Subseção 3.2.2, temos

Jε
{
λ
{
ρ0, ρ1

}
+ (1− λ)

{
q0, q1

}}
< λJε

{
ρ0, ρ1

}
+ (1− λ)Jε

{
q0, q1

}
. �

• Jε é coercivo.

Seja
({
ρ0
j , ρ

1
j

})
j≥1

uma sequência em L2 (Ω)×H−1 (Ω) tal que
∥∥{ρ0

j , ρ
1
j

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

→

∞. Normalizando temos

{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
=

{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

.

Logo

Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ =
1

2

∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥∫
ω×(0,T )

ρ̂2
jdxdt+

〈{
z0, z1

}
,
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}〉
+ ε,

onde ρ̂j é solução de (3.79) com dados iniciais
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
. Notemos que podem ocorrer dois

casos:
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(i) Se lim
∫
ω×(0,T )

ρ2dxdt > 0, então

Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ →∞
(ii) Se lim

∫
ω×(0,T )

ρ2dxdt = 0. Sendo (
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
)j≥1 é limitado em L2 (Ω)×H−1 (Ω) , então,

extraindo uma subsequência, podemos garantir que (
{
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
)j≥1 coverge fracamente

para {ψ0, ψ1} em L2 (Ω) × H−1 (Ω) . Além disso, se ψ é a solução de (3.79) com

{ψ (T ) , ψ′ (T )} = {ψ0, ψ1}, então
{
ρ̂j, ρ̂

′
j

}
j≥1

converge fracamente para {ψ, ψ′}

em L2 (0, T ;L2 (Ω)×H−1 (Ω))∩H1
(
0, T ;H−1(Ω× [H2 ∩H1

0 (Ω)]
′)
. Pela convergência

fraca, temos ∫
ω×(0,T )

ρ2dxdt ≤ lim

∫
ω×(0,T )

ρ2
jdxdt = 0.

Assim ψ = 0 em ω × (0, T ) .

Para T > T0 = 2δ (Ω, ω), existe C > 0 tal que cumpre-se a desigualdade inversa (3.47) ,

para todo {ρ0, ρ1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω) (ver Apêndice B). Logo {ψ0, ψ1} = {0, 0} e,

portanto, {
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

}
→ {0, 0} fraco em L2 (Ω)×H−1 (Ω) .

Dessa forma,

lim
Jε
{
ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥{ρ0
j , ρ

1
j

}∥∥ ≥ lim
[
ε+

〈(
z0, z1

)
,
(
ρ̂0
j , ρ̂

1
j

)〉]
= ε,

ou seja,

Jε
{
ρ0, ρ1

}
→∞ quando

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥→∞.

Portanto, nos dois casos (i) e (ii) temos a coercividade de Jε.

Dessa maneira, em visto do Teorema 1.11, temos que Jε atinge um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈

L2 (Ω)×H−1 (Ω).

Enunciaremos agora o teorema que garante a controlabilidade aproximada do sistema

(3.30) .

Teorema 3.6 Seja T > T0 = 2δ (Ω, ω). Então para todo ε > 0 e dados {y0, y1} ,

{z0, z1} ∈ H1
0 (Ω) × L2 (Ω) , existe um controle h ∈ L2(ω × (0, T )), tal que a solução y
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de (3.30) satisfaz (3.72) . Além disso, h = ρ̂|ω×(0,T ) onde ρ̂ é a solução (3.79) com dados

{ρ̂0, ρ̂1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω), minimizando o funcional Jε definido em (3.80) .

Prova: Mostramos anteriormente a existência de um mı́nimo {ρ̂0, ρ̂1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω)

para o funcional Jε. Provemos agora que h = ρ̂|ω×(0,T ) é o controle de modo que a solução

y de (3.30) satisfaça (3.72) . De fato, para h > 0 e {ρ0, ρ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , temos

0 ≤ 1

h
(Jε {{ρ̂0, ρ̂1}+ h {ρ0, ρ1}} − Jε {ρ̂0, ρ̂1})

≤
∫
ω×(0,T )

ρ̂ρdxdt+
h

2

∫
ω×(0,T )

ρ̂ρdxdt+ (ρ0, z0)− 〈ρ1, z1〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + ε ‖{ρ0, ρ1}‖L2(Ω)×H−1(Ω) ,

onde ρ é solução de (3.79) com dados {ρ0, ρ1} . Fazendo h → 0 na inequação anterior,

deduzimos que

−ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

≤
∫
ω×(0,T )

ρ̂ρdxdt+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
.

Similarmente, para h < 0, obtemos∫
ω×(0,T )

ρ̂ρdxdt+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
≤ ε

∥∥{ρ0, ρ1
}∥∥

L2(Ω)×H−1(Ω)
.

Logo, para qualquer {ρ0, ρ1} ∈ L2 (Ω)×H−1 (Ω) , temos∣∣∣∣∫
ω×(0,T )

ρ̂ρdxdt+
(
ρ0, z0

)
−
〈
ρ1, z1

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

∣∣∣∣ ≤ ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

. (3.84)

Sendo ρ solução ultra fraca de (3.79) , no sentido da Definição 2.2, então, para y solução

de (3.30) , obtemos a seguinte identidade:∫
Q

ρh1ωdxdt = (ρ (T ) , y′ (T ))− (ρ′ (T ) , y (T )) . (3.85)

Tendo em conta que h = ρ̂, segue que∫ T

0

∫
ω

ρρ̂dxdt =
(
ρ0, y′ (T )

)
−
〈
ρ1, y (T )

〉
. (3.86)

Por (3.84) e (3.86) temos∣∣〈{ρ0, ρ1
}
,
{
z0, z1

}
− {y (T ) , y′ (T )}

〉∣∣ ≤ ε
∥∥{ρ0, ρ1

}∥∥
L2(Ω)×H−1(Ω)

,

o que implica (3.72). �
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Apêndice A

Existência e Prolongamento de

Soluções Aproximadas

O nosso objetivo neste apêndice é justificar a existência de soluções do sistema (2.7)

Sejam G ⊂ Rn+1 um aberto e f : G → Rn uma função não necessariamente cont́ınua.

Dizemos que uma função absolutamente cont́ınua x (t) definida em algum intervalo da reta

I tal que (x (t) , t) ∈ G, ∀ t ∈ I, é uma solução para o problema

x′ = f (x, t) (A.1)

se x (t) satisfaz (A.1) q.s. em (x, t) . Seja (x0, t0) ∈ G. Associado a (A.1) e a (x0, t0) tem o

problema de valor inicial ∣∣∣∣∣∣ x
′ = f (x, t) ,

x (t0) = x0.
(A.2)

Dizemos que uma função f : G→ Rn está nas Condições de Carathéodory sobre G

se

(i) f (x, t) é mensurável em t para cada x fixado,

(ii) f (x, t) é cont́ınua em x para cada t fixado,
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(iii) para cada compacto K de G existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ≤ mK (t) , ∀ (x, t) ∈ K.

Consideremos o retângulo

R =
{

(x, t) ∈ Rn+1; |x− x0| ≤ b, |t− t0| ≤ a, b > 0, a > 0
}
.

Teorema A.1 (Carathéodory) Seja f : R → Rn nas Condições de Carathéodory sobre

R, então existe uma solução x (t) de (A.2) sobre algum intervalo |t− t0| ≤ α, α > 0.

Corolário A.1 Sejam G ⊂ Rn+1 um aberto e f satisfazendo as Condições de Carathéodory

sobre G, então o problema (A.2) tem solução para qualquer (x0, t0) ∈ G.

Seja ϕ (t) uma solução de (A.1) sobre I e I ⊂ I1. Diz-se que ϕ (t) tem um

prolongamento até I1, se existe ϕ1 (t) solução de (A.1) sobre I1 e ϕ1 (t) = ϕ (t) , ∀ t ∈ I.

Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G ⊂ Rn+1 aberto e limitado e f : G → Rn

satisfazendo as duas primeiras Condições de Carathéodory sobre G e existe uma uma função

integrável m (t) tal que

|f (x, t)| ≤ m (t) , ∀ (x, t) ∈ G. Seja ϕ uma solução da equação (A.1) sobre o intervalo

]a, b[ , então

(i) existem ϕ (a+) , ϕ (b−) ,

(ii) se (ϕ (b−) , b) ∈ G então ϕ pode ser prolongado até ]a, b+ δ[ para algum δ > 0.

Resultado análogo para a,

(iii) ϕ (t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (ϕ (γ+) , γ) , (ϕ (ω−) , ω) ∈ ∂G

(∂G é a fronteira de G).

Corolário A.2 Sejam G = U × [0, T ] , T > 0, U = {x ∈ Rn; |x| ≤ b} , b > 0 e f nas

condições do Teorema (A.2). Seja ϕ (t) uma solução de∣∣∣∣∣∣ x
′ = f (x, t) ,

x (t0) = x0, |x0| ≤ b.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ϕ (t) está definida tem-se |ϕ (t)| ≤M, ∀ t ∈ I,

M independente de I e M < b. Então ϕ pode ser prolongada até [0, T ] .

As demonstrações dos teoremas e dos corolários deste Apêndice podem ser encontradas

em [7] e [26].

Voltemos agora ao nosso problema. Fazendo v = wj e substituindo φm (t) em (2.7)1

temos (
m∑
i=1

g′′im(t)wi, wj

)
+

((
m∑
i=1

gim(t)wi, wj

))
= (f(t), wj) .

Como ((
m∑
i=1

gim(t)wi, wj

))
=

m∑
i=1

λi (gim(t)wi, wj) ,

obtemos

g′′jm(t) + λjgjm(t) = (f(t), wj) , j = 1, ...,m,

o qual é um sistema de m equações diferenciaveis ordinárias de segundo ordem com

coeficientes constantes λj. Sendo φ0
m =

∑m
i=1 (φ0

m, wi)wj e φ1
m =

∑m
i=1 (φ1

m, wi)wj, temos

o problema de valor inicial: 
g′′jm(t) + λjgjm(t) = (f(t), wj) ,

gjm(0) = (φ0, wj) ,

g′jm(0) = (φ1, wj) .

(A.3)

Considerando as matrizes

y(t) =


g1(t)

g2(t)
...

gm(t)


m×1

, λ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm


m×m

e M =


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)


m×1

,

o sistema (A.3) se transforma em 
y′′(t) = −λy +M,

y(0) = y0,

y′(0) = y1.

(A.4)
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Agora, considerando

X(t) =

 y(t)

y′(t)

 ,
segue de (A.4) que

X ′(t) =

 y′(t)

y′′(t)

 =

 y′(t)

−λy +M

 =

 0 I

−λ 0

 y(t)

y′(t)

+

 0

M

 ,
onde I é a matriz identidade m×m, 0 é a matriz nula m×m e 0 é a matriz nula m× 1.

Seja

F1 (X, t) =

 0 I

−λ 0

X e F2 (X, t) =

 0

M

 .
Então encontrar solução para o sistema (A.4) é equivalente a resolver o seguinte sistema:

X ′ = F1 (X, t) + F2 (X, t) ,

X (0) =

 y0

y1

 = X0.
(A.5)

Mostremos que o sistema (A.5) está nas condições de Carathéodory. De fato, seja

G = U × [0, T ], onde U = {x ∈ R2m; ‖x‖ ≤ b} , b > 0. Então

• Fixando X, temos que F1 (X, t) não depende de t e F2 (X, t) é mensuravél, pois

f ∈ L1 (0, T ;H1
0 (Ω)) . Logo F1 (X, t) + F2 (X, t) é mensuravél em t para X fixo.

• Fixando t, F2 (X, t) não depende de X, então é constante e, portanto, cont́ınua e

F1 (X, t) é linear. Então F1 (X, t) + F2 (X, t) é cont́ınua.

• Como X varia em U , então todas as entradas de F1 (X, t) são limitadas por uma

mesma constante. As entradas de F2 (X, t) são funções integráveis em [0, T ] , pois as

m primeras entradas são nulas e as m últimas entradas são, em valor absoluto, iguais

a |(f(t), wj)| . Além disso,

|(f(t), wj)| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(s)wj

∣∣∣∣ ds ≤ ∫
Ω

|f(s), wj| ds

≤
∫

Ω

|f(s)| |wj| ds ≤
1

2

∫
Ω

|f(s)|2 ds+
1

2

∫
Ω

|wj|2 ds <∞.
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Assim ‖F2 (X, t)‖R2n ≤ max
1≤j≤m

|(f (t) , wj)| = mB (t). Logo ‖F1 + F2‖
R2n
≤ 2CB +

mB (t) .

Portanto, pelo Corolário A.1, o sistema (A.5) possui solução em [0, tm] , com tm <

T . �
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Apêndice B

Desigualdades de Observabilidade

O nosso objetivo neste apêndice é demostrar as desigualdades inversas (3.21) e (3.47)

para os problemas de controlabilidade exata na fronteira e interna, estudados nas subseções

3.1.1 e 3.1.2, respectivamente. Estas desigualdades permitem .concluir a caracterização dos

espaços F e F ′, como espaços de Sobolev, no método HUM.

B.1 Observabilidade para o Controle Exato na

Fronteira

Antes de enunciarmos o teorema que nos garante a desigualdade inversa ( ou de

observabilidade) (3.21), consideremos a seguinte terminologia:

• x0 algum ponto de Rn, m (x) o vetor x − x0 com componentes mk (x) = xk − x0
k,

1 ≤ k ≤ n.

• R (x0) = sup
x∈Ω

‖x− x0‖ = ‖m (x)‖L∞(Ω) .

• Partição da fronteira Γ de Ω−

∣∣∣∣∣∣ Γ (x0) = {x ∈ Γ; m (x) · v (x) > 0} ,

Γ∗ (x0) = {x ∈ Γ; m (x) · v (x) ≤ 0} = Γ− Γ (x0) .
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• Partição da fronteira lateral Σ de Q−

∣∣∣∣∣∣ Σ (x0) = Γ (x0)× (0, T ) ,

Σ∗ (x0) = Γ∗ (x0)× (0, T ) .

Agora consideremos o resultado que nos garante a desigualdade inversa.

Teorema B.1 Consideremos T (x0) = 2R (x0) . Se T > T (x0) , então

∥∥φ0
∥∥2

+
∣∣φ1
∣∣2 ≤ R (x0)

T − T (x0)

∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt, (B.1)

para toda solução forte φ de (3.6) .

Prova: Pela identidade (2.88) temos,

1

2

∫
Σ

qkνk

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt = X +
1

2

∫
Q

∂qk
∂xk

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt+

∫
Q

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk

∂φ

∂xj
dxdt. (B.2)

onde X =
(
φ′n(t), qk

∂φ(t)
∂xk

)∣∣∣T
0
.

Escolhendo qk (x) = xk − x0
k = mk (x), 1 ≤ k ≤ n, obtemos

∂qk
∂xk

= n e
∂qk
∂xj

∂φ

∂xk

∂φ

∂xj
= |∇φ|2 ,

o que substituindo em (B.2) nos dá

1

2

∫
Σ

mkνk

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt = X +
n

2

∫
Q

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt+

∫
Q

|∇φ|2 dxdt.

Em Σ (x0) temos 0 ≤ mkνk ≤
(∑n

k=1
m2
k

) 1
2
(∑n

k=1
ν2
k

) 1
2

= ‖m (x)‖Rn = R (x0) . Portanto∫
Σ

mkνk

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤
∫

Σ(x0)

mkνk

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤ R
(
x0
) ∫

Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt.

Assim

X +
n

2

∫
Q

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt+

∫
Q

|∇φ|2 dxdt ≤ R (x0)

2

∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt. (B.3)

Notemos que

X +
n

2

∫
Q

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt+

∫
Q

|∇φ|2 dxdt

= X +
n− 1

2

∫
Q

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt+

∫ T

0

E (t) dt,
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onde E (t) é a energia definida em (2.73). Fazendo Y =
∫
Q

(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt, e observando

que a energia é conservativa, isto é, E (t) = E (0) para todo t ∈ [0, T ], temos de (B.3) que

X +
n− 1

2
Y + TE (0) ≤ R (x0)

2

∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt. (B.4)

Notemos que ao multiplicarmos ambos lados da equação de (3.6)1 por φ e integrarmos

em Q, obtemos

−
∫
Q

|φ|2 dxdt+ (φ′ (t) , φ (t))|T0 +

∫
Q

|5φ|2 dxdt = 0. �

Dessa forma,

X +
n− 1

2
Y =

∫
Ω

φ′
(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)
dx

∣∣∣∣T
0

. (B.5)

Iremos agora obter uma estimativa para a integral em (B.5) em termos da energia.

Observemos que,∫
Ω

φ′
(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)
dx ≤ µ

2

∫
Ω

φ′2dx+
1

2µ

∫
Ω

(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)2

dx, (B.6)

onde µ > 0 é um número real a ser escolhido posteriormente.

Analisemos a última integral do lado direito de (B.6) .∫
Ω

(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)2

dx =

∫
Ω

(m · ∇φ)2 dx

+

∫
Ω

(n− 1)2

4
φ2dx+ (n− 1)

∫
Ω

(m · ∇φ)φdx.

(B.7)

Temos ainda que ∫
Ω

(m · ∇φ)φdx =

∫
Ω

mk
∂φ

∂xk
φdx =

1

2

∫
Ω

mk
∂φ2

∂xk
dx (B.8)

e, como φ = 0 sobre Σ, pelo Lema de Gauss temos∫
Ω

∂

∂xk

(
mkφ

2
)
dx =

∫
Γ

vkmkφ
2dΓ = 0. (B.9)

Logo
1

2

∫
Ω

mk
∂φ2

∂xk
dx = −1

2

∫
Ω

∂mk

∂xk
φ2dx = −n

2

∫
Ω

φ2dx. (B.10)
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Assim, substituindo (B.8)− (B.10) em (B.7) obtemos∫
Ω

(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)2

dx =

∫
Ω

(m · ∇φ)2 dx+

[
(n− 1)2

4
− n (n− 1)

2

]∫
Ω

φ2dx

≤
∫

Ω

(m · ∇φ)2 dx,

(B.11)

pois (n−1)2

4
− n(n−1)

2
= −(n2+1)

4
≤ 0.

Sendo∫
Ω

(m · ∇φ)2 dx =

∫
Ω

(
mk

∂φ

∂xk

)2

dx ≤
∫

Ω

((∑
m2
k

) 1
2

(∑ ∂φ

∂xk

2) 1
2

)2

dx

≤
∫

Ω

‖m (x)‖2
Rn |∇φ|2 dx = R (x0)

2
∫

Ω

|∇φ|2 dx,

segue de (B.11) que ∫
Ω

(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)2

dx ≤ R
(
x0
) ∫

Ω

|∇φ|2 dx. (B.12)

Substituindo (B.12) em (B.6) e fazendo µ = R (x0), obtemos a desigualdade∫
Ω

φ′
(
m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)
dx ≤ R

(
x0
)
E (0) , (B.13)

à qual substituindo em (B.5) nos dá∣∣∣∣X +
n− 1

2
Y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(
φ′ (t) ,m · ∇φ+

n− 1

2
φ

)∣∣∣∣T
0

∣∣∣∣∣
≤ 2

∥∥∥∥(φ′ (t) ,m · ∇φ+
n− 1

2
φ

)∥∥∥∥
L∞(0,T )

≤ 2R (x0)E (0) = T (x0)E (0) .

(B.14)

De acordo com (B.14) deduzimos de (B.4) que

−T
(
x0
)
E (0) + TE (0) ≤ R (x0)

2

∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt,

como queŕıamos mostrar. �
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B.2 Observabilidade para o Controle Exato Interno

Seja x0 um ponto de Rn e consideremos a partição da fronteira de Ω, Γ = Γ (x0)∪Γ∗ (x0) ,

conforme na Seção B.1.

Dizemos que ω ⊂ Ω é uma vizinhança, em Ω, de Γ (x0), se existe alguma vizihança

ω0 ⊂ Rn de Γ (x0) tal que

ω = Ω ∩ ω0. (B.15)

Enunciaremos agora o principal resultado desta seção, que nos fornece a desigualdade

inversa (3.47) .

Teorema B.2 Seja x0 ∈ Rn e ω ⊂ Ω uma vizinhança de Γ (x0). Se T > 2R (x0), então

existe uma constante C > 0 tal que

C
∥∥{φ0, φ1

}∥∥2

L2(Ω)×H−1(Ω)
≤
∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dxdt, (B.16)

para toda solução forte de (3.32) .

Antes de provarmos o teorema, consideremos o seguinte lema:

Lema B.1 Se existe uma constante C > 0 tal que cumpra-se a desigualdade∥∥φ0
∥∥2

+
∣∣φ1
∣∣2 ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|φ′|2 dxdt, (B.17)

para toda solução φ de (3.32) , com φ0 ∈ H1
0 (Ω) e φ1 ∈ L2 (Ω), então temos a desigualdade∣∣φ0

∣∣2 +
∥∥φ1
∥∥2

H−1(Ω)
≤ C

∫ T

0

∫
ω

|φ|2 dxdt. (B.18)

Prova: Dado {φ0, φ1} ∈ L2 (Ω) × H−1 (Ω), seja χ ∈ H1
0 (Ω) tal que −∆χ = φ1 em Ω.

Consideremos

ψ (x, t) =

∫ t

0

φ (x, s) ds− χ (x) ,

onde φ é a solução ultra fraca de (3.32) com dados iniciais φ0 e φ1. Integrando (3.32)1 de 0

a T , obtemos

φ′ (t)− φ′ (0)−∆

∫ t

0

φ (x, s) ds = 0.
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Mas ψ′ (x, t) = φ (x, t) e ψ′′ (x, t) = φ′ (x, t) , então

ψ′′ (x, t)− φ1 −∆ (ψ (x, t) + χ (x)) = 0.

Pela definição de χ, a igualdade anterior implica∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ′′ −∆ψ = 0 em Q

ψ = 0 sobre Σ

ψ (0) = −χ, ψ′ (0) = φ0 em Ω.

(B.19)

Sendo χ ∈ H1
0 (Ω) e φ0 ∈ L2 (Ω), temos, pelo Teorema (2.4) , que (B.19) possui uma

única solução fraca.

Supondo a desigualdade (B.17) verdadeira, segue que (B.19),

‖χ‖2 +
∣∣φ0
∣∣2 ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|φ|2 dxdt. (B.20)

Definamos em H−1 (Ω) um produto interno. Sabemos que ∆ é um isomorfismo entre

H1
0 (Ω) e H−1 (Ω) . Seja G = ∆−1, então para todo par u, v ∈ H−1 (Ω), definamos

(u, v)H−1(Ω) = 〈u,Gv〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) = ((Gu,Gv))H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) ,

o qual é um produto interno em H−1 (Ω) .

A norma induzida é

‖v‖2
H−1(Ω) = ((Gv,Gv)) .

Dessa forma, ∥∥φ1
∥∥2

H−1(Ω)
=
((
Gφ1, Gφ1

))
= ((χ, χ)) = ‖χ‖2 .

Assim temos modificado (B.20), obtendo (B.18) . �

Passemos agora à prova do resultado principal.

Prova do Teorema B.2: Segue do Lema B.1 que, para provar o Teorema B.2, é suficiente

provar a desigualdade (B.17) . Dividiremos a prova em três passos.

• Primeiro passo.
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Mostremos que, dado ε > 0 tal que T − 2ε > 2R (x0) , vale a seguinte desigualdade:

E (0) ≤ C

∫ T−ε

ε

∫
w

(
|φ′|2 + |∇φ|2

)
dxdt. (B.21)

Com efeito, para T > 2R (x0) sabemos pela desigualdade (B.1) que∫
Ω

(∣∣∇φ0 (x)
∣∣2 +

∣∣φ1 (x)
∣∣2) dx ≤ R (x0)

T − 2R (x0)

∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt, (B.22)

para a solução φ de (3.32) .

Suponhamos que T > 2R (x0) é tal que existe ε > 0 tal que T − 2ε > 2R (x0). Nestas

condições, de (B.23) , da invariância da equação da ondas respeito as translações na variável

tempo e da conservação da energia deduzimos

E (0) =
1

2

∫
Ω

(∣∣∇φ0 (x)
∣∣2 +

∣∣φ1 (x)
∣∣2) dx ≤ C

∫ T−ε

ε

∫
Γ0

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt, (B.23)

Considere h ∈
[
C1
(
Ω
)]n

tal que h · ν ≥ 0 para todo x ∈ Γ, h = ν sobre Γ (x0) e h = 0

em Ω− ω. Seja η ∈ C1 ([0, T ]) tal que η (0) = η (T ) = 0, η (t) = 1 em (ε, T − ε) . Definamos

q (x, t) = η (t)h (x) , a qual pertence a W 1,∞ (Q) e satisfaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q (x, t) = ν (x) ∀ (x, t) ∈ Γ (x0)× (ε, T − ε) ,

q (x, t) · ν (x) ≥ 0 ∀ (x, t) ∈ Γ× (0, T ) ,

q (x, 0) = q (x, T ) = 0 ∀ x ∈ Ω,

q (x, t) = 0 ∀ (x, t) ∈ (Ω− ω)× (0, T ) .

(B.24)

Considerando o multiplicador q · ∇φ ∈ L2 (Q) , onde φ é solução de (3.32) , podemos

deduzir do Lema 2.3 a seguinte identidade:

1

2

∫
Σ

q · ν
(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt = (φ′ (t) , q · ∇φ)|T0 +
1

2

∫
ω×(0,T )

divq
(
|φ′|2 − |∇φ|2

)
dxdt

+

∫
ω×(0,T )

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk

∂φ

∂xj
dxdt.

(B.25)

Observando as caracteŕısticas do campo vetorial q, acima definido, obtemos

1

2

∫ T

0

∫
Γ

q · ν
(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≥ 1

2

∫ T−ε

ε

∫
Γ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt, (B.26)
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porque q (x, t) = ν sobre Γ (x0)× (ε, T − ε), e

(φ′ (t) , q · ∇φ)
∣∣T
0 = 0, (B.27)

pois η (0) = η (T ) = 0. Temos ainda que, como q ∈ C1
(
Ω× (0, T )

)
, divq é limitado e∣∣∣∣∫

ω×(0,T )

∂qk
∂xj

∂φ

∂xk

∂φ

∂xj
dxdt

∣∣∣∣ ≤ C
∑
k,j

∫
ω×(0,T )

∂φ

∂xk

∂φ

∂xj
dxdt

≤ C

∫ T

0

∫
ω

|∇φ|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |∇φ|2

)
dxdt.

(B.28)

Substituindo (B.26)− (B.28) em (B.25), temos∫ T−ε

ε

∫
Γ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |∇φ|2

)
dxdt. (B.29)

A estimativa (B.29) é válida para todo T > 2R (x0) . Portanto, sendo ε > 0 tal que

T − 2ε > 2R (x0) , pelo argumento utilizado anteriormente e combinando (B.23) e (B.29)

obtemos (B.21) .

• Segundo passo

Provemos que ∫
Σ(x0)

(
∂φ

∂ν

)2

dΓdt ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |φ|2

)
dxdt. (B.30)

Seja ω0 ⊂ Ω uma vizinhança de Γ (x0) tal que Ω ∩ ω0 ⊂ ω. Observemos que (B.21) é

verdadeira para cada vizinhança de Γ (x0), em particular para ω0. Logo,

E (0) ≤ C

∫ T−ε

ε

∫
ω0

(
|φ′|2 + |∇φ|2

)
dxdt. (B.31)

Consideremos ρ ∈ W 1,∞ (Ω), ρ ≥ 0 tal que ρ (x) = 1 em ω0 e ρ (x) = 0 em Ω − ω.

Definamos p (x, t) em Q por p (x, t) = η (t) ρ2 (x) , onde η (t) é a função acima definida.

Assim ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p (x, t) = 1 em ω0 × (ε, T − ε) ,

p (x, t) = 0 em (Ω− ω)× (0, T ) ,

p (x, 0) = p (x, T ) = 0 em Ω,

|∇p|
p
∈ L∞ (Q) .

(B.32)
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Multiplicando ambos lados de (3.32)1 por pφ e integrando por partes em Q, obtemos∫
Q

pφφ′′dxdt−
∫
Q

pφ∆φdxdt = 0. (B.33)

Iremos agora obter expresões para as integrais em (B.33) .

Analisemos a primeira integral. Notemos que∫
Q

pφφ′′dxdt =

∫ T

0

(φ′′, pφ) dt = (φ′, pφ)|T0 −
∫ T

0

(φ′, pφ′) dt−
∫ T

0

(p′φ, φ′) dt.

Como p (x, t) = p (x, T ) = 0, então∫ T

0

(φ′′, pφ) dt = −
∫ T

0

(φ′, pφ′) dt−
∫ T

0

(p′φ, φ′) dt. (B.34)

Analisemos a segunda integral. Vejamos que

−
∫
Q

∆φpφdxdt =

∫
Q

∇φ · ∇ (pφ) dxdt−
∫

Σ

pφ
∂φ

∂ν
dΓdt.

A integral de superficie em Σ é zero porque φ é solução de (3.32) . Então,

−
∫
Q

∆φpφdxdt =

∫ T

0

∫
ω

p (∇φ · ∇φ) dxdt+

∫ T

0

∫
ω

(∇p · ∇φ)φdxdt, (B.35)

porque p (x, t) = 0 em Ω− ω.

Substituindo as igualdades (B.34) e (B.35) em (B.33) temos∫ T

0

∫
ω

p |∇φ|2 dxdt =

∫ T

0

∫
ω

pφ′2dxdt+

∫ T

0

∫
ω

p′φφ′dxdt−
∫ T

0

∫
ω

(∇p · ∇φ)φdxdt. (B.36)

Por (B.32) , podemos garantir de (B.36) que:∫ T

0

∫
ω

p |∇φ|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |φ|2

)
dxdt+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
ω

(∇p · ∇φ)φdxdt

∣∣∣∣ . (B.37)

Observemos que∣∣∣∣∫ T

0

∫
ω

(∇p · ∇φ)φdxdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫ T

0

∫
ω

p |∇φ|2 dxdt+
1

2

∫ T

0

∫
ω

|∇p|2

p
φ2dxdt. (B.38)

Por viste de (B.32), segue por (B.37) e (B.38) que∫ T−ε

ε

∫
ω0

|∇φ|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |φ|2

)
dxdt, (B.39)
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a qual, após substituir em (B.31) , fornece-nos∥∥φ0
∥∥2

+
∣∣φ1
∣∣2 ≤ C

∫ T

0

∫
ω

(
|φ′|2 + |φ|2

)
dxdt. (B.40)

Dessa forma, combinando (2.99) e (B.40) obtemos a desigualdade (B.30) .

• Terceiro passo

Suponhamos que a desigualdade (B.17) não seja verdadeira, então para um número

natural m, existem dados iniciais φ
0

m e φ
1

m tais que a solução φm de (3.32) correspondendo a

estes dados satisfaz ∥∥∥φ0

m

∥∥∥2

+
∣∣∣φ1

m

∣∣∣2 ≥ m
∥∥∥φ′m∥∥∥2

L2(0,T ;L2(ω))
.

Definamos k =

(∥∥∥φ0

m

∥∥∥2

+
∣∣∣φ1

m

∣∣∣2) 1
2

e φ0
m = φ

0
m

k
; φ1

m = φ
1
m

k
; φm = φm

k
. Assim

∣∣∣∣∣∣ ‖φ
′
m‖

2
L2(0,T ;L2(ω)) ≤

1

n
,

‖φ0
m‖+ |φ1

m|
2

= 1.
(B.41)

De (B.41) temos que

lim
n−→∞

∫ T

0

∫
ω

|φ′m|
2
dxdt = 0 (B.42)

e que podemos extrair subsequências, denotadas da mesma forma, tais que∣∣∣∣∣∣ φ
0
m → φ0 forte em H1

0 (Ω) ,

φ1
m → φ1 forte em L2 (Ω) .

Para cada m ∈ N, consideremos φm como sendo a solução de (3.32) correspondente aos

dados iniciais φ0
m e φ1

m. Por argumentos similares aos usados na Seção 2.2, podemos garantir

que ∣∣∣∣∣∣ (φm) é limitada em L∞ (0, T ;H1
0 (Ω)) ,

(φ′m) é limitada em L∞ (0, T ;L2 (Ω)) .
(B.43)

Notemos que as limitações em (B.43) também são verdadeiras em ω ⊂ Ω.

Por (B.43) , existe uma subsequência (φm) , ainda denotada por (φm) , tal que

φm → φ fraco− ∗ em L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, (B.44)
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φ′m → φ′ fraco− ∗ em L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
. (B.45)

As estimativas (B.43) implicam que (φm) é limitada em H1 (Q) . Como H1 (Q)
c
↪→ L2 (Ω)

(ver Lema 1.2), existe uma subsequência de (φm) , que denotaremos por (φm) , tal que

φm → φ forte em L2
(
0, T ;L2 (ω)

)
. (B.46)

De (B.42) , (B.45) e o Teorema de Banach-Steinhauss (Teorema 1.7), segue que φ′ (x, t) = 0

em ω × (0, T ), isto é, φ (x, t) é constante com respeito a t em ω × (0, T ) . Mas φ = 0 sobre

Σ, porque φ é solução de (3.32) . Logo, pelo Teorema de Holmgren (ver [16]), φ (x, t) = 0 em

ω × (0, T ). Então, por (B.46) , temos

φm → 0 forte em L2
(
0, T ;L2 (ω)

)
.

Como (B.30) também é verdadeira para φm, podemos concluir a convergência

∂φm
∂ν
→ 0 forte em L2 (Σ0) ,

à qual, juntamente com a desigualdade direta (B.22), permite-nos dizer que

{
φ0
m, φ

1
m

}
→ {0, 0} forte em H1

0 (Ω)× L2 (Ω) ,

que é uma contradição com (B.41)2 . �
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[15] LIONS, J. L., Control des Systèmes Distribuées Singuliers, Gauthier Villars, Paris,

(1983) .
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Matemáticos, vol. 28, IM-UFRJ, Rio de Janeiro, (1994).

[29] RUSSEL, D. L., A Unified Boundary Controllability Theory for Hyperbolic and

Parabolic Partial Differential Equations, Studies in Appl. Math., 52 (1973) , 189-221.

[30] RUSSEL, D. L., Controllability and Stabilizability Theory for Linear Partial Differential

Equations. Recent Progress and Open Questions, SIAM Rev. 20 (1978) , 639-739
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