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Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Curso de Mestrado em Matemática
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Resumo

Esta dissertação é dedicada ao estudo do sistema de Navier-Stokes sob ponto

de vista da teoria do controle. Primeiramente estudamos a controlabilidade das

aproximações de Galerkin do sistema de Navier-Stokes. Utilizando argumentos de

dualidade e de ponto fixo, mostramos que, com hipóteses adequadas sobre a base

de Galerkin, estas aproximações, finito dimensionais, são exatamente controláveis.

Passando ao modelo em dimensão infinita, analisamos a controlabilidade sobre tra-

jetórias. Isto é feito usando uma desigualdade do tipo Carleman para o sistema de

Navier-Stokes linearizado e uma versão do teorema da função inversa. Dessa forma,

temos um resultado de controlabilidade local exata para o sistema de Navier-Stokes.
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Abstract

This dissertation is devoted to the study of the Navier-Stokes equations from

the point view of control theory. First we study the controllability of Galerkin’s

approximations of the Navier-Stokes equations. Using arguments of duality and

fixed point, we show that, with appropriate assumptions on the Galerkin basis,

these approximations, finite-dimensional, are exactly controllable. Regarding the

system in infinite dimension, we analyze the controllability on trajectories. This

is done using an inequality of the Carleman-type for the linearized Navier-Stokes

equations and a version of the theorem of inverse function. In this way, we have a

result of local exact controllability to the Navier-Stokes equations.
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Introdução

Neste trabalho estamos interessados em estudar a controlabilidade de fluidos

descritos por meio das equações de Navier-Stokes: yt + y · ∇y − µ∆y = −∇p+ f(x, t)

∇ · y = 0,

onde u e p são, respectivamente, o campo de velocidade e a pressão do fluido, f é

uma força externa e µ é a viscosidade do fluido.

Equações do tipo acima regem, sob condições bastante gerais, o escoamento de

fluidos incompresśıveis e viscosos tais como água, ar e óleo. Tais equações aparecem

também no estudo de muitos fenômenos importantes, como, por exemplo, em estudo

teórico de ciências aeronáuticas, em metereologia, na indústria petroĺıfera, no estudo

de cristais ĺıquidos, fluidos poliméricos e sangue em vasos finos.

O estudo da controlabilidade para as equações de Navier-Stokes torna-se bastante

interessante do ponto de vista de aplicações. Isto nos leva a investigar se é posśıvel

conduzir o fluxo a um certo estado desejado tendo à nossa disposição um controle.

Entretanto, devido às propriedades de dissipatividade e a não-linearidade do sistema,

não podemos esperar a controlabilidade exata para o sistema de Navier-Stokes com

uma função objetivo arbitrária.

Em [24, 25], Lions conjecturou a controlabilidade aproximada para as equações

de Navier-Stokes. Precisamente foi conjecturado que o sistema de Navier-Stokes

pode ser dirigido, em um tempo finito, por meio de uma função controle, de um

estado inicial dado a uma vizinhança arbitrariamente pequena (em uma topologia

adequada) de um estado final também dado.

Muitos resultados importantes na direção de uma resposta positiva para esta

conjectura têm sido feitos. Por exemplo, em [8, 9], Coron provou a controlabilidade

aproximada para a equação de Euler (isto é, quando µ = 0) no caso bidimen-
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sional e então estendeu esse resultado para provar um resultado de controlabilidade

aproximada para o sistema de Navier-Stokes (também no caso 2-D) com condições

de fronteira adequadas, às quais foram denominadas de condições de fronteira de

Navier. Ainda nestes trabalhos, Coron prova um resultado de controlabilidade exata

na fronteira para a equação de Euler.

A controlabilidade aproximada para a equação de Euler, no caso tridimensional,

foi provada por Glass em [19].

Outro resultado importante a respeito desta conjecutura é provado em [17, 13]

por Fursikov e Imanuvilov. Nestes trabalhos, os autores provam a controlabilidade

exata nula na fronteira de pequenas soluções do sistema de Navier-Stokes.

Nesta dissertação estudamos dois resultados concernentes à controlabilidade do

sistema de Navier-Stokes, e que, como veremos, nos dão bons indicativos de que a

conjectura é verdadeira. O primeiro resultado que estudamos foi obtido por Lions

e Zuazua em [28], e diz respeito à controlabilidade de aproximações de Galerkin

do sistema de Navier-Stokes. O segundo resultado estudado, obtido por Fernández-

Cara, Guerrero, Imanuvilov e Puel em [12], é destinado ao estudo da controlabilidade

sobre trajetórias do sistema de Navier-Stokes.

Em śıntese, este trabalho é organizado como segue:

No Caṕıtulo 1 daremos definições, notações e alguns resultados essenciais para

tornar a leitura desta dissertação auto-suficiente.

No Caṕıtulo 2 estudaremos a controlabilidade de aproximações de Galerkin para

o sistema de Navier-Stokes, e veremos que, com hipóteses adequadas sobre a base de

Galerkin, estes sistemas de dimensão finita são exatamente controláveis e, além disso,

mostraremos que o custo da controlabilidade é independente da não-linearidade.

O método utilizado neste caṕıtulo consiste em combinar o Método da Unicidade

Hilbertiana (HUM), introduzido por Lions (ver [24], [23]), com um teorema de ponto

fixo.

O Caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo da controlabilidade para as trajetórias do

sistema de Navier-Stokes. Provaremos uma desigualdade tipo Carleman que, jun-

tamente com um teorema de função inversa, permitirá concluir um resultado de

controlabilidade local exata para as trajetórias do sistema de Navier-Stokes.

No apêndice apresentaremos alguns resultados relativos ao sistema de Navier-
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Stokes, assim como resultados de teoria do controle que foram utilizados nos caṕıtulos

anteriores.
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Caṕıtulo 1

Um pouco de Análise Funcional

Neste caṕıtulo relembramos alguns resultados de análise funcional que serão

essenciais no restante deste trabalho.

1.1 Distribuições

Seja u uma função real definida em um aberto Ω ⊂ RN , u mensurável, e seja

(Ki)i∈I a famı́lia de todos os subconjuntos abertos Ki de Ω, tais que u = 0 quase

sempre em Ki. Considera-se o subconjunto aberto K =
⋃
i∈I Ki. Então, u = 0

quase sempre em K, e como consequência deste fato, define-se o suporte de u, que

será denotado por supp u, como sendo o subconjunto fechado

supp u = Ω\K.

A notação w ⊂⊂ Ω significa que w ⊂ Ω e w é um compacto (isto é, fechado e

limitado) do RN , onde w é o fecho de w em RN .

Uma n-upla de inteiros não negativos α = (α1, α2, . . . , αn) é denominada de

multi-́ındice, e sua ordem é definida por |α| = α1 + . . .+ αn.

Representa-se por Dα o operador derivação de ordem α, isto é

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn1

.

Definição 1.1. Representamos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções infinitamente

diferenciáveis, cujo suporte é um conjunto compacto de Ω. Os elementos de C∞0 (Ω)

são chamados de funções testes.
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Naturalmente, C∞0 (Ω) é um espaço vetorial sobre R com as operações usuais de

soma de funções e de multiplicação por escalar.

Definição 1.2. Diz-se que uma sequência de funções (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge

para ϕ em C∞0 (Ω) se as seguintes condições forem satisfeitas:

1. Existe um compacto K, de Ω, tal que supp ϕ ⊂ K e supp ϕn ⊂ K, ∀n ∈ N.

2. Dαϕn → Dαϕ, uniformemente em K, para todo multi-́ındice α.

Observação 1.1. É posśıvel dotar C∞0 (Ω) com uma topologia de forma que a noção

de convergência nessa topologia coincida com a definição anterior.

O espaço C∞0 (Ω) com a noção de convergêcia acima é denotado por D(Ω).

Definição 1.3. Uma distribuição (escalar) sobre Ω é um funcional linear cont́ınuo

sobre D(Ω).

Mais precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D(Ω) → R

satisfazendo:

1. T (λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1T (ϕ1) + λ2T (ϕ2), ∀λ1, λ2 ∈ R e ∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω),

2. Se ϕn → ϕ em D(Ω), então T (ϕn)→ T (ϕ) em R.

Denota-se o valor da distribuição T em ϕ por < T, ϕ >.

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω com as operações usuais de som e

multiplicação por escalar é um espaço vetorial, o qual será denotado por D(Ω)′.

Definição 1.4. Diz-se que uma sequência de distribuições (Tn)n∈N em D(Ω)′ con-

verge para T em D(Ω)′ se a sequência numérica (< Tn, ϕ >)n∈N convergir para

< T, ϕ > em R para toda ϕ ∈ D(Ω).

Definição 1.5. Sejam T uma distribuicao sobre Ω e α um multi-́ındice. Defini-

se a derivada DαT (no sentido das distribuições) de ordem α de T como sendo o

funcional definido em D(Ω) por

< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ >, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Observação 1.2.
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1. A definição acima nos diz que uma distribuição sobre Ω possui derivada de

todas as ordens.

2. DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D(Ω)′. De fato, vê-se facil-

mente que DαT é linear, agora, para a continuidade, considerando (ϕn)n∈N

convergindo para ϕ em D(Ω) tem-se:

|< DαT, ϕn > − < DαT, ϕ >| ≤ |< T,Dαϕn −Dαϕ >| → 0 quando n→∞.

3. A aplicação Dα : D(Ω)′ → D(Ω)′, tal que T → DαT , é linear e cont́ınua no

sentido da convergência definida em D(Ω)′.

1.2 Espaços Lp(Ω)

Neste trabalho todas as integrais realizadas sobre Ω serão no sentido de Lebesgue,

assim como a mensurabilidade das funções envolvidas.

Definição 1.6. Sejam Ω um conjunto mensurável e 1 ≤ p ≤ ∞. Indicamos por

Lp(Ω) ao conjunto de todas as funções f : Ω→ R tais que ‖f‖p <∞, onde

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

se 1 ≤ p <∞,

e

‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess |f(x)| = inf{C > 0; |f(x)| ≤ C quase sempre}.

Os espaços Lp(Ω) são espaços de Banach, sendo L2(Ω) espaço de Hilbert com o

produto interno usual da integral. Além disso, Lp(Ω) é reflexivo, para 1 < p <∞.

Neste trabalho, a menos que se diga o contrário, (., .) sempre representará o produto

interno em L2(Ω) e por ‖.‖ represetaremos a norma associada.

Teorema 1.1. C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Prova: Ver [34].

Definição 1.7. Seja Ω ⊂ RN um aberto e 1 ≤ p < ∞. Indicamos por Lploc(Ω) o

conjunto de todas as funções f : Ω → R tais que f1w ∈ Lp(Ω), para todo compacto

w ⊂ Ω, onde 1w é a função caracteŕıstica de w.
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Para cada u ∈ Lploc(Ω), o funcional Tu : D → R dado por:

< Tu, ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx,

define uma distribuição sobre Ω.

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Tem-se que Tu = 0 se e só se

u = 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver [34].

Observação 1.3. Como consequência do Lema 1.1, a aplicação

L1
loc(Ω)→ D′(Ω)

u→ Tu

é linear, cont́ınua e injetiva. Em decorrência disso é comum identificar a dis-

tribuição Tu com a função u ∈ L1
loc(Ω). Nesse sentido tem-se que L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Como Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), temos que toda função de Lp(Ω) define uma distribuição

sobre Ω, isto é, toda função de Lp(Ω) pode ser vista como uma distribuição, e temos

que toda função de Lp(Ω) possui derivadas de todas as ordens no sentido das dis-

tribuições.

Sejam f, g ∈ L1(R). Para cada x ∈ RN , considere a integral

h(x) =

∫
RN
f(x− y)g(y)dy. (1.1)

Mostra-se, utilizando o teorema de Fubini, e a invariância da medida de Lebesgue,

que h ∈ L1(R) e então

‖h‖L1(R) ≤ ‖f‖L1(R) ‖g‖L1(R) .

Definição 1.8. Sejam f, g ∈ L1(R). A função h ∈ L1(R), definida por (1.1), é

chamada a convolução de f e g e é denotado por

h = f ∗ g.

Teorema 1.2. Sejam 1 ≤ p, q, r <∞ tais que

1

p
+

1

q
=

1

r
.

Se f ∈ Lp(RN), g ∈ Lq(RN) então f ∗ g ∈ Lr(RN) e

‖f ∗ g‖Lr(RN ) ≤ ‖f‖Lp(RN ) ‖g‖Lq(RN ) .

Prova: Ver [22].
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1.3 Espaços de Sobolev

Definição 1.9. Sejam m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞. Define-se o espaço de Sobolev Wm,p(Ω)

como sendo o conjunto de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tais que para todo multi-́ındice

α tal que |α| ≤ m tem-se Dαu ∈ Lp(Ω), sendo Dαu a derivada distribucional de u

de ordem α. Resumidamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ α tal que |α| ≤ m}.

Em Wm,p(Ω) definimos as seguintes normas

‖u‖m,p =

(∑
|α|≤m

‖Dαu‖pp
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞

e

‖u‖m,∞ =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖∞ .

Observação 1.4.

1.
(
Wm,p(Ω), ‖.‖m,p

)
é Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

2. Quando p = 2, o espaço de Sobolev Wm,2(Ω) torna-se um espaço de Hilbert

com o produto interno dado por

(u, v) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), u, v ∈ Wm,2(Ω).

E, usualmente, denota-se Wm,2(Ω) por Hm(Ω).

Definição 1.10. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em

Wm,p(Ω).

Observação 1.5.

1. Quando p = 2 escreve-se Hm
0 (Ω) em lugar de Wm,2

0 (Ω).

2. Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω) então o complemento de Ω no RN possui medida de

Lebesgue igual a zero.

3. Wm,p
0 (RN) = Wm,p(RN).

4. O dual topológico de Hm
0 (Ω) é denotado por H−m(Ω).
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Teorema 1.3 (Desigualdade de Poincaré-Friedricks). Seja Ω um aberto limitado do

RN , então existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖2
2 ≤ C ‖∇u‖2

2 , para todo u ∈ H0
1 (Ω).

Prova: Ver [5].

A proposição a seguir é uma caracterização de H−1(Ω) = H1
0 (Ω)′.

Proposição 1.1. f é uma forma linear cont́ınua sobre H1
0 (Ω) se, e somente se,

existem n+ 1 funções v0, . . . , vn de L2(Ω) tais que

f = v0 −
n∑
i=1

∂vi
∂xi

.

Prova: Ver [32].

Teorema 1.4 (Poincaré-Wirtinger). . Se Ω ⊂ RN é aberto, limitado, conexo e de

classe C1. Então existe uma constante C > 0 tal que para todo u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤

p ≤ ∞,

||u− u||Lp(Ω) ≤ C||∇u||Lp(Ω)

onde

u =
1

med(Ω)

∫
Ω

u(x)dx

é a média de u sobre Ω.

Prova: Ver [22].

Dados dois espaços de Banach X e Y , dizemos que X está continuamente imerso

em Y se X ⊂ Y e existe uma constante C > 0 tal que ‖x‖Y ≤ C ‖x‖X , para todo

x ∈ X. Neste caso escrevemos X ↪→ Y . Diz-se que a imersão de X em Y é compacta

quando cada sequência limitada em X é pré-compacta em Y , isto é, cada sequência

limitada em X possui uma subsequência que converge em Y .

Teorema 1.5 (Rellich-Kondrachov). Sejam Ω aberto limitado do RN , Ω de classe

Cm e 1 ≤ p ≤ ∞. Então as seguintes imersões são compactas:

1. Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q < Np
N−mp se mp < N,

2. Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ se mp = N,

10



3. Wm,p(Ω) ↪→ Ck(Ω), onde k é um inteiro não negativo e k < m − N
p
≤ k +

1 se mp > N

Prova: Ver [22].

Teorema 1.6 (Teorema do Traço). Seja Ω ⊂ RN aberto, limitado e com fronteira

Γ suficientemente regular. A aplicação linear

u 7−→
(
γ0u, γ1u, . . . , γm−1u

)
=

(
u|Γ,

∂u

∂ν
|Γ, . . . ,

∂m−1u

∂νm−1
|Γ
)

de D(Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ) prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

cont́ınua e sobrejetiva de Wm,p(Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ).

Prova: Ver [22].

1.4 Espaços Lp(0, T ;X) e Distribuições Vetoriais

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, o

espaço de Banach das (classes de) funções u : (0, T ) → X que são fortemente

mesuráveis e ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T ), equipado com a norma

‖u(t)‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
) 1
p .

Por L∞(0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u :

(0, T )→ X mensuráveis e essencialmente limitadas, isto é

sup
t∈(0,T )

ess ‖u(t)‖X <∞,

munido da norma

‖u(t)‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess ‖u(t)‖X .

Tem-se que Lp(0, T ;X), 1 < p < ∞, é reflexivo se X for reflexivo. Se X é

separável então podemos identificar

[Lp(0, T ;X)]′ ≈ Lq(0, T ;X ′),

onde 1 ≤ p <∞ e 1
p

+ 1
q

= 1.
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Lema 1.2. Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos que X ↪→ Y . Se

1 ≤ s ≤ r ≤ ∞, então

Lr(0, T ;X) ↪→ Ls(0, T ;Y ).

Prova: Ver [30].

Lema 1.3. Se 1
p

+ 1
q

= 1, u ∈ Lp(0, T ;X) e v ∈ Lp(0, T ;X ′), então a função

numérica t 7→< v(t), u(t) >X′,X está em L1(0, T ).

Prova: Ver [30].

Teorema 1.7. Sejam X e Y espaços de Banach, tais que X ↪→ Y . Se u ∈

Lp(0, T ;X), com u′ ∈ Lp(0, T ;Y ), então u ∈ C([0, T ];Y ).

Prova: Ver [30].

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um espaço de

Hilbert com o produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt.

Indica-se por D′(0, T ;X) o espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com

valores X, isto é, o espaço das aplicações lineares e cont́ınuas de D(0, T ) em X.

Se u ∈ Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞, então associa-se a u a distribuição vetorial Tu

definida por

< Tu, ϕ >=

∫ T

0

u(t)ϕ(t)dt, ϕ ∈ D(0, T ),

onde a integral é tomada no sentido de Bochner em X. Demonstra-se que Tu é

univocamente definida por u, e então, identificando u com Tu , pode-se dizer que

Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X).

Definição 1.11. Dada S ∈ D′(0, T ;X), defini-se a derivada de ordem n de S ( no

sentido das distribuições vetoriais) como sendo a distribuição vetorial dada por〈
dnS

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
S,
dnϕ

dtn

〉
, para todo ϕ ∈ D(0, T ).

Dado m ∈ N, defini-se o seguinte espaço

Wm,p(0, T ;X) = {u ∈ Lp(0, T ;X);uj ∈ Lp(0, T ;X), j = 1, 2 . . . ,m},
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onde uj representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais.

Equipado com a norma

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =
( m∑
j=0

∥∥uj∥∥
Lp(0,T ;X)

) 1
p ,

Wm,p(0, T ;X) é um espaço de Banach.

1.5 Resultados Auxiliares

Seja E um espaço vetorial normado.

Definição 1.12. Uma função ϕ : E → R∪ {∞} diz-se semicont́ınua inferiormente

(s.c.i.) se para todo x ∈ E tivermos

lim
y→x

inf ϕ(y) ≥ ϕ(x).

Definição 1.13. Uma função ϕ : E → R ∪ {∞} é dita convexa se

ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) ∀x, y ∈ E, ∀t ∈ (0, 1).

Se a desigualdade acima é estrita, dizemos que ϕ é estritamente convexa.

Algumas das propriedades das funções s.c.i. (convexas) são:

• Se ϕ1 e ϕ2 são s.c.i. (convexas) então ϕ1 + ϕ2 é s.c.i. (convexa).

• Se (ϕi)i∈I é uma famı́lia de funções s.c.i. (convexas) então a função ϕ definida

por

ϕ(x) = sup
i∈I

ϕi(x)

é s.c.i. (convexa).

Teorema 1.8. Sejam H um espaço de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo,

fechado e não-vazio e ϕ : K −→ R uma função com as seguintes propiedades:

• ϕ é convexa.

• ϕ é semicont́ınua inferiormente.

• Se K é ilimitado, então ϕ é coercivo, isto é,

lim
‖x‖−→∞

ϕ(x) =∞.
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Então existe x0 ∈ K tal que

ϕ(x0) = min
x∈K

ϕ(x).

Além disso, se ϕ é estritamente convexa então x0 é único.

Prova: Ver [3].

Considere ϕ : E → R ∪ {∞}. Denotamos por Dom(ϕ) ao dominio efetivo de ϕ,

isto é,

Dom(ϕ) = {x ∈ E;ϕ(x) <∞}.

Definição 1.14. Dada uma função ϕ : E → R ∪ {∞} tal que ϕ 6≡ ∞ (isto é

Dom(ϕ) 6= ∅) define-se a função ϕ∗ : E ′ → R ∪ {∞}, conjungada de ϕ, por

ϕ∗(f) = sup
x∈E

{
< f, x > −ϕ(x)

}
(f ∈ E ′).

Observamos que ϕ∗ é uma função convexa e s.c.i. sobre E ′.

Dados dois conjuntos C e D, definimos

C −D = {c− d; c ∈ C e d ∈ D}.

Veremos agora um importante resultado da análise convexa. Para isso, considere

i. Dois espaços de Banach X e Y

ii. Dois parâmetros p ∈ X ′ e y ∈ Y

iii. Um operador linear cont́ınuo A : X → Y

iv. Duas funções s.c.i. e convexas:

U : X → R ∪ {∞} e V : Y → R ∪ {∞} tais que U, V 6≡ ∞

(1.2)

Iremos nos concentrar na seguinte classe de problemas de minimização

W (y) := inf
x∈X

[
U(x)− < p, x > +V (Ax+ y)

]
, (1.3)

para o qual associamos a classe de problemas duais

W ∗(p) := inf
q∈Y ′

[
U∗(−A∗q + p) + V ∗(q)− < q, y >

]
, (1.4)

onde A∗ é o adjunto de A.

Temos então o seguinte resultado:

Teorema 1.9 (Fenchel-Rockfellar). Assumindo (1.2), temos
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a. Se X é reflexivo e p ∈ Int(A∗DomV ∗ + DomU∗), existe uma solução x para o

problema W (y) e tem-se W (y) +W ∗(p) = 0 .

b. Se y ∈ Int(DomV − ADomU), existe uma solução q para o problema W ∗(p) e

tem-se W (y) +W ∗(p) = 0.

Prova: Ver [2, caṕıtulo 4].

Teorema 1.10 (Projeção sobre um convexo fechado). Seja H um espaço de Hilbert

e K ⊂ H um subconjunto convexo, fechado e não-vazio. Então para todo v ∈ H

existe um único u ∈ K tal que

||v − u|| = min
w∈K
||v − w||.

Além disso, u se caracteriza por : u ∈ K

(v − u,w − u) ≤ 0 ∀w ∈ K,

onde (., .) denota o produto interno em H.

Prova: Ver [3].

Teorema 1.11. Seja H1 um espaço de Hilbert separável. Seja H2 também um

espaço de Hilbert e assuma que L ∈ L(H1, H2) é tal que a dimensão da imagem

de L é de dimensão infinita. Então existe uma base de Riez {ej}j≥1 de H1 tal que

qualquer combinação finita de {Lej}j≥1 é linearmente independente em H2.

Prova: Ver [29].

Teorema 1.12 (Schauder). Seja S um subconjunto convexo de um espaço vetorial

normado E e seja T : S → S uma aplicação cont́ınua tal que T (S) ⊂ K ⊂ S, onde

K é compacto. Então T tem um ponto fixo.

Prova: Ver [22].

Corolário 1.1. Seja S um subconjunto convexo de um espaço vetorial normado E

e seja T : S → S uma aplicação cont́ınua tal que T (S) é relativamente compacto.

Então T tem um ponto fixo.
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Prova: Ver [22].

Considere 1 < pi < ∞, i = 0, 1 e B0 ⊂ B ⊂ B1 espaços de Banach reflexivos,

sendo as injeções cont́ınuas e B0 ↪→ B compactamente. Para 0 < T <∞, seja

W = {v; v ∈ Lp0(0, T ;B0),
dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)}

munido da norma:

||v||W = ||v||Lp0 + ||dv
dt
||Lp1 .

Resulta que W é um espaço de Banach, sendo W continuamente imerso em

Lp0(0, T ;B). Além disso, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 (Aubin-Lions). Com as hipóteses acima, resulta ser compacta a

imersão de W em Lp0(0, T ;B).

Prova: Ver [39].

Definição 1.15 (Condições de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do RN+1,

cujos elementos são denotados por (t, x), onde t ∈ R e x ∈ R e f : D → RN .

Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory se:

1. f(t, x) é mensurável em t para cada x fixo;

2. f(t, x) é cont́ınua em x para todo t fixo;

3. Para cada compacto U em D, existe uma função real integrável mU(t) tal que:

|f(t, x)| ≤ mU(t), ∀ (t, x) ∈ U.

Teorema 1.14 (Carathéodory). Seja f : R → RN satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre o retângulo R = {(t, x) ∈ RN+1; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, com

a > 0 e b > 0. Então existe uma solução x(t) do problema dx
dt

= f(t, x),

x(t0) = x0,

sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β, para algum β > 0.

Prova: Ver [34].
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Teorema 1.15 (Prolongamento de Soluções). Sejam D = [0, T ]×B, com 0 < T <

∞ e B = {x ∈ RN ; |x| ≤ b, b > 0}, e f satisfazendo as condições de Carathéodory.

Seja ϕ(t) uma solução de  dx
dt

= f(t, x),

x(t0) = x0, |x0| ≤ b.

Se em qualquer intervalo I onde ϕ(t) está definida tivermos |ϕ(t)| ≤ M, ∀ t ∈ I,

M independente de I e M < b, então ϕ tem um prolongamento até [0, T ].

Prova: Ver [34].

Teorema 1.16 (Gauss-Green). Seja Ω ⊂ RN aberto, limitado e com fronteira Γ de

classe C1. Supoha que u ∈ C1(Ω), então∫
Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidS (i = 1, . . . , N),

onde νi é a i-ésima componente da normal unitária externa a Ω.

Prova: Ver [5].
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Caṕıtulo 2

Controlabilidade de aproximações

de Galerkin

Neste caṕıtulo consideraremos a equação de Navier-Stokes em um domı́nio limi-

tado Ω ⊂ R3 com fronteira Γ suficientemente regular, com controle agindo sobre Γ.

Introduziremos uma aproximação de Galerkin de dimensão finita deste sistema. Sob

suposições adequadas sobre a base de Galerkin mostraremos, utilizando argumentos

de ponto fixo e de dualidade, que esta aproximação é exatamente controlável, e que

o custo da contrabilidade é independente da presença da não-linearidade sobre o

sistema. Uma vez que nossas suposições sobre a base de Galerkin estão relacionadas

com a independência linear do traço de seus elementos sobre a fronteira, estudare-

mos a controlabilidade da equação de Burgers, em dimensão 1, com respeito a essa

suposição, e veremos que isso é um exemplo particular degenerado. Os resultados

deste caṕıtulo foram obtidos por Lions-Zuazua em [28].

2.1 Aproximação de Galerkin e Resultados Prin-

cipais

Seja Ω ⊂ R3 um aberto, limitado e com fronteira regular (de classe C2, por

exemplo ). Em Ω considere um fluido governado pelo sistema de Navier-Stokes:

 yt + y · ∇y − µ∆y = −∇p em Ω× (0, T ),

∇ · y = 0 em Ω× (0, T ),
(2.1)
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onde y = y(x, t) é a velocidade do fluido, p = p(x, t) é pressão, µ > 0 é a viscosidade,

T > 0 é um dado valor do tempo e ∇ · y = div y é o divergente do campo y.

Assumiremos que agimos sobre o fluido através de um controle na fronteira.

Sejam τ j = (τ j1 , τ
j
2 , τ

j
3 ) : Γ → R3, j = 1, 2, dois campos vetoriais suaves consti-

tuindo uma base ortonormal do plano tangente a Ω em cada x ∈ Γ, e denotemos

por γ(x) um outro campo vetorial tangente, que será a direção em que o controle irá

atuar. Denotamos por ν a normal unitária externa a Ω, por ∂
∂ν

a derivada normal,

e por D(y) a parte simétrica do gradiente de y, ou seja D(y) = ∇y +∇yT . Assim,

consideraremos

Dij(y) =
1

2
(
∂yi
∂xj

+
∂yj
∂xi

).

Dado Γ0 um subconjunto aberto e não-vazio de Γ, podemos considerar as seguintes

condições de fronteira:

y · ν = 0 sobre Γ× (0, T ), (2.2)

y = 0 sobre (Γ\Γ0)× (0, T ), (2.3)

(2µDij(y)νj + λyi − vγi)τ ki = 0 sobre Γ0 × (0, T ), k = 1, 2, (2.4)

com λ > 0 e v ∈ L2(Γ0 × (0, T )) uma função que desempenha o papel do controle.

Observação 2.1.

1. Temos que v é uma função escalar e o controle que ela produz, vγ, é orientado

na direção do campo vetorial tangente γ.

2. O controle age no sistema somente no subconjunto Γ0 da fronteira, e entra no

sistema como uma fricção tangencial.

3. A condição (2.2) garante que
∫

Γ
y · νdΓ = 0, que é necessário para haver uma

compatibilidade com (2.1)2.

Assumiremos para fixar as ideias que

y(x, 0) = 0 em Ω, (2.5)

embora todos os resultados sejam válidos se a condição inicial for não-nula.
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Sabe-se que para v suficientemente regular existe pelo menos uma solução fraca

do problema (2.1)− (2.5)(veja, por exemplo, [26]). Mais precisamente, considere os

seguintes espaços de Hilbert, que são muito utilizados no contexto de Navier-Stokes

V1 = {ϕ ∈ H1(Ω)3; ∇ · ϕ = 0 em Ω, ϕ · ν = 0 sobre Γ, ϕ = 0 sobre Γ\Γ0} (2.6)

H1 = {ϕ ∈ L2(Ω)3; ∇ · ϕ = 0 em Ω, ϕ · ν = 0 sobre Γ}. (2.7)

Multiplicando (2.1) por ϕ, integrando formalmente por partes em Ω e usando as

condições de fronteira obtemos (yt, ϕ) + 2µ(Dij(y), Dij(ϕ)) + (y · ∇y, ϕ) + λ(y, ϕ)Γ0 = (vγ, ϕ)Γ0 , ∀ϕ ∈ V1,

y(0) = 0.

(2.8)

Temos que o problema acima admite pelo menos uma solução y ∈ L∞(0, T ;H1) ∩

L2(0, T ;V1) ( ver [26]).

Para podermos mostrar que o custo do controle pode ser limitado independente-

mente da não-linearidade do sistema, introduzamos a seguinte famı́lia de equações

de estado  yt + αy · ∇y − µ∆y = −∇p em Ω× (0, T ),

∇ · y = 0 em Ω× (0, T ),
(2.9)

satisfazendo as condições (2.2)− (2.5) e α ∈ R.

Sejam {ei}i≥1 uma base de V1 e o subespaço

E = span[e1, . . . , eN ].

Então, introduzimos a aproximação de Galerkin da formulação variacional da equação

de estado (2.9) com as condições de fronteira (2.2)− (2.5), isto é, (yt, e) + 2µ(Dijy,Dije) + α(y · ∇y, e) + λ(y, e)Γ0 = (vγ, e)Γ0 , ∀e ∈ E,

y ∈ C([0, T ];E); y(0) = 0.
(2.10)

A equação (2.10) é na verdade um conjunto de N equações diferenciais ordinárias

não-lineares.

Usando o teorema de Caratheódory (Teorema 1.14) e o fato que (e ·∇e, e) = 0, ∀e ∈

E (na verdade isso vale para todo e ∈ V1 ) e procedendo, por exemplo, como em

[32] ou [39], garantimos a existência global no tempo de uma única solução para o

problema (2.10). Mais ainda, prova-se que para v suficientemente regular, a solução
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de (2.10), quando N −→ ∞, converge para uma solução da forma variacional da

equação do estado (2.9).

Olhando por um momento para a equação (2.10), vemos que para obtermos

resultados de controlabilidade, é bastante natural impormos a seguinte condição

sobre a base de E

dim span[γ · ei]i≥1 = N sobre Γ0. (2.11)

Em outras palavras, é natural assumir que

γ · ej, j = 1, . . . N são linearmente independentes sobre Γ0. (2.12)

Tomando o operador L : V1 → L2(Γ0) definido por L(ϕ) = ϕ · γ, temos clara-

mente que L é linear e que a dimensão da imagem de L é de dimensão infinita

em L2(Γ0) (pois γ é uma direção fixa). Utilizando o teorema do traço (Teorema

1.6) e o fato que H
1
2 (Γ0) ⊂ L2(Γ0) continuamente, concluimos que L é cont́ınuo,

então podemos aplicar o Teorema 1.11 e encontrar uma base {ei}i≥1 de V1 tal que

{ei · γ}i≥1 são linearmente independente em L2(Γ0). Portanto, é sempre posśıvel

encontrar uma base {ei}i≥1 de V1 tal que para cada N vale (2.12).

Observação 2.2.

1. Ao considerarmos ϕ · γ na definição do operador L, deixamos subtendido que

estamos restringindo ϕ a Γ0 no sentido do traço.

2. A análise da controlabilidade de (2.10) quando a dimensão do span[γ · ei]i≥1

é menor que N é um problema em aberto. Neste sentido, problemas 1 − D

(unidimensionais) são sempre casos degenerados, pois a dimensão do span é

no máximo 2.

Como nosso principal objetivo neste caṕıtulo é provar a controlabilidade exata

na fronteira para aproximações de Galerkin do sistema de Navier-Stokes e a in-

dependência do custo com relação a não-linearidade do sistema, iremos primeiro

formular o problema da controlabilidade exata na fronteira para aproximações de

Galerkin para o sistema de Navier-Stokes e definir o “custo” para alcançar tal con-

trolabilidade, para em seguida provar tais resultados.
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O problema da controlabilidade exata para o sistema (2.10) pode ser formulado

como: Dado yT ∈ E, encontrar um controle tangencial v ∈ L2
(
Γ0 × (0, T )

)
tal que

a solução y(t; v) de (2.10) satisfaz :

y(T ; v) = yT . (2.13)

Quando isto ocorre dizemos que o sistema é exatamente controlável.

Definamos o custo para alcançar (2.13), ou seja, o custo da controlabilidade por

C(v) =
1

2

∫
Γ0×(0,T )

v2dΓdt. (2.14)

A controlabilidade exata na fronteira para aproximacões de Galerkin do sistema de

Navier-Stokes (2.10) é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja {ei}i≥1 uma base de V1 satisfazendo (2.12) . Então o sistema

(2.10) é exatamente controlável.

O seguinte teorema nos diz que o custo da controlabilidade é limitado indepen-

dentemente da presença da não-linearidade no sistema.

Teorema 2.2. Para todo α ∈ R e qualquer µ tal que 0 ≤ µ ≤ µ1 < ∞ podemos

alcançar (2.13) por um controle v = v(α, µ) tal que

C(v(α, µ)) ≤ constante independente de α e µ, (2.15)

onde µ1 é um número real fixo.

Os dois últimos teoremas enunciados serão provados simultaneamente na próxima

seção.

2.2 Prova dos Teoremas 2.1 e 2.2

Provaremos os Teoremas 2.1 e 2.2 simultaneamente e, para efeitos didáticos,

dividiremos a prova em várias etapas.

Etapa 1. Sistema Linearizado.

Considere uma função h tal que

h ∈ L2(0, T ;E),
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e o seguinte problema linear: (yt + αh · ∇y, e) + 2µ(Dijy,Dije) + λ(y, e)Γ0 = (vγ, e)Γ0 , ∀e ∈ E,

y(0) = 0.
(2.16)

Para cada v ∈ L2(Γ0 × (0, T )), o problema acima possui exatamente uma única

solução y na classe C0([0, T ];E).

Para nossos propósitos, precisamos mostrar que o sistema (2.16) é exatamente

controlável, isto é, precisamos encontrar v ∈ L2(Γ0×(0, T )) tal que a solução y(T ; v)

de (2.16) satisfaça (2.13). Para isso, consideremos o seguinte lema:

Lema 2.1. Se f ∈ E e

(y(T ; v), f) = 0, ∀v ∈ L2(Γ0 × (0, T )) (2.17)

implicar

f ≡ 0,

então (2.16) é exatamente controlável.

Prova: De fato, o conjunto S = {y(T ; v); y é solução de (2.16)} ⊂ E é tal que

S⊥ = {0} em E, e como S é subespaço vetorial de E e, uma vez que E é de dimensão

finita, teremos E = S.

Com a finalidade de provar (2.17), introduzimos ϕ como sendo solução do seguinte

sistema adjunto: (−ϕt − αh · ∇ϕ, e) + 2µ(Dijϕ,Dije) + λ(ϕ, e)Γ0 = 0, ∀e ∈ E,

ϕ(T ) = f.
(2.18)

O problema acima tem uma única solução ϕ na classe C([0, T ];E).

Utilizando o Teorema de Gauss-Green (Teorema 1.16), o fato que h(t) · ν =

0 sobre Γ e ∇ · h(t) = 0 em Ω, concluimos que

−(αh(t) · ∇ϕ(t), y(t)) = (αh(t) · ∇y(t), ϕ(t)), ∀t ∈ [0, T ]. (2.19)

Então, tomando e = y(t) em (2.18) e integrando por partes em t, obtemos

−(ϕ(T ), y(T )) +

∫ T

0

[
(ϕ, yt + αh · ∇y) + 2µ(Dijϕ,Dijy) + λ(ϕ, y)Γ0

]
dt = 0.

Usando (2.16) temos
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(y(T ), f) =

∫
Γ0×(0,T )

vγ · ϕ dΓdt. (2.20)

Portanto, se (2.17) é satisfeita, então∫
Γ0×(0,T )

vγ · ϕdΓdt = 0, ∀v ∈ L2(Γ0 × (0, T )),

o que implica

γ · ϕ = 0 sobre Γ0 × (0, T ). (2.21)

Como ϕ(t) =
N∑
i=1

ϕi(t)ei, então pela hipótese (2.12) podemos concluir que ϕi(t) =

0 para i = 1, . . . , N e, portanto, ϕ ≡ 0. Logo f ≡ 0, o que implica que (2.17) é

verdade e, pelo lema 2.1, o problema (2.16) é exatamente controlável.

Etapa 2. Estimativas usando dualidade.

Devido ao resultado obtido na Etapa 1, podemos definir o funcional

M(h) = inf
v∈Uad

1

2

∫
Γ0×(0,T )

v2dΓdt, (2.22)

onde Uad é o conjunto dos controles admisśıveis

Uad = {v ∈ L2(Γ0 × (0, T )); y solução de (2.16) satisfazendo (2.13)}.

Vamos provar que

M(h) ≤ constante independente de h, α ∈ R e µ ∈ [0, µ1]. (2.23)

Para isso usaremos argumentos de dualidade.

Consideremos o operador linear L : L2(Γ0 × (0, T ))→ E definido por

Lv = y(T ; v). (2.24)

Para mostrar que L é cont́ınuo precisamos do seguinte lema:

Lema 2.2. Existem constantes positivas c(E) e C(E) dependendo somente de E tal

que

c(E)||e||2 ≤
∫

Γ0

|γ · e|2dΓ ≤ C(E)||e||2, ∀e ∈ E. (2.25)

Prova: Pela hipótese (2.12) temos que
(∫

Γ0
|γ · e|2dΓ

) 1
2 define uma norma sobre E

e, uma vez que E tem de dimensão finita, todas as normas em E são equivalentes,

e o resultado segue.
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Proposição 2.1. L é cont́ınuo.

Prova: Tomando e = y(t) em (2.16) e integrando em (0, t) podemos concluir que

1

2
||y(t; v)||2 ≤ ||v||L2(Γ0×(0,T ))||γ · y||L2(Γ0×(0,T ))

e usando o lema anterior, o resultado segue.

Introduzamos os funcionais,

F1 : L2(Γ0 × (0, T ))→ R ∪ {∞} dado por:

F1(v) =
1

2

∫
Γ0×(0,T )

v2dΓdt (2.26)

e F2 : E → R ∪ {∞} definido por:

F2(f) =

 0, se f = yT ,

∞, caso contrário.
(2.27)

Então

M(h) = inf
v∈L2(Γ0×(0,T ))

[
F1(v) + F2(Lv)

]
. (2.28)

Pelo teorema de dualidade de Fenchel e Rockfellar (Teorema 1.9) temos

−M(h) = inf
f∈E

[
F ∗1 (L∗f) + F ∗2 (−f)

]
, (2.29)

onde L∗ é o adjunto de L. Usando (2.20) concluimos que

L∗(f) = γ · ϕ sobre Γ0 × (0, T ). (2.30)

Pela definição de função conjungada

F ∗1 (ψ) = sup
u∈L2(Γ0×(0,T ))

{
(ψ, u)L2(Γ0×(0,T )) − F1(u)

}
= sup

u∈L2(Γ0×(0,T ))

{
(ψ, u)L2(Γ0×(0,T )) − 1

2
||u||2L2(Γ0×(0,T ))

}
,

(2.31)

onde ψ ∈ L2(Γ0 × (0, T ), e lembrando que

(ψ, u) ≤ ||ψ|||u|| ≤ 1

2
||ψ||2 +

1

2
||u||2,

concluimos de (2.31) que

F ∗1 (ψ) =
1

2
||ψ||2L2(Γ0×(0,T )) =

1

2

∫
Γ0×(0,T )

ψ2dΓdt. (2.32)

25



Usando novamente a definição de função conjungada temos

F ∗2 (−f) = −(f, yT ). (2.33)

Assim, (2.29) nos dá

−M(h) = inf
f∈E

[
1

2

∫
Γ0×(0,T )

(γ · ϕ)2dΓdt− (f, yT )

]
. (2.34)

Portanto, pelo Lema 2.2, segue que

−M(h) ≥ inf
f∈E

[
c(E)

2

∫ T

0

||ϕ||2dt− (f, yT )

]
. (2.35)

Tomando e = ϕ(t) em (2.18), integrando de t a T e usando (2.19) para ver que o

termo contendo h desaparece, obtemos

1

2
||ϕ(t)||2 + 2µ

∫ T

t

||D(ϕ(t))||2dt+ λ

∫ T

t

∫
Γ0

|ϕ(t)|2dΓdt =
1

2
||f ||2, (2.36)

onde ||D(ϕ(t))||2 =
3∑

i,j=1

(Dij(ϕ), Dij(ϕ)).

Integrando a equação acima em (0, T ), obtemos

1

2

∫ T

0

||ϕ(t)||2dt+ 2µ

∫ T

0

t||D(ϕ(t))||2dt+ λ

∫ T

0

∫
Γ0

t|ϕ(t)|2dΓdt =
T

2
||f ||2. (2.37)

Uma vez que E é de dimensão finita e (λ||e||2Γ0
+ 2µ||D(e)||2)

1
2 define uma norma

em E, garantimos a existência de constantes positivas C(λ, µ) e c(λ, µ) tais que

c(λ, µ)||e||2 ≤ λ||e||2Γ0
+ 2µ||D(e)||2 ≤ C(λ, µ)||e||2, ∀e ∈ E. (2.38)

De (2.37) temos
T

2
||f ||2 ≤

(
1

2
+ C(λ, µ)T

)∫ T

0

||ϕ||2dt. (2.39)

Em vista de (2.35) e da desigualdade acima, segue-se que

−M(h) ≥ inf
f∈E

[
c(E)T

2(1 + 2C(λ, µ)T )
||f ||2 − (f, yT )

]
. (2.40)

Usando a desigualdade

(f, yT ) ≤ ||f ||||yT || ≤ a||f ||2 +
1

4a
||yT ||2, (2.41)

com a = c(E)T
2(1+2C(λ,µ)T )

, concluimos que

M(h) ≤ 1 + 2C(λ, µ)T

c(E)T
||yT ||2. (2.42)
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Portanto, se fixarmos µ1 ∈ R temos que para 0 ≤ µ ≤ µ1, vale

M(h) ≤ 1 + 2C(λ, µ1)T

c(E)T
||yT ||2, (2.43)

provando assim (2.23).

Etapa 3. Sistema Não-Linear.

Afirmação 2.1. Uad é convexo, fechado e não-vazio.

De fato, Uad é não vazio pois mostramos na Etapa 1 que (2.16) é exatamente

controlável. A convexidade segue da linearidade de (2.16). Resta-nos mostrar que

Uad é fechado. Para isso tomemos e = y(t) em (2.16), obtendo

1

2

d

dt
||y(t)||2 + 2µ||D(y)||2 + λ||y||2Γ0

=

∫
Γ0

vγ · ydΓ.

Integrando a última equação em (0, t) obtemos

1

2
||y(t)||2 + 2µ

∫ t

0

||D(y)||2dt+ λ

∫ t

0

||y||2Γ0
dt

=

∫ t

0

∫
Γ0

vγ · ydΓdt ≤ ||v||L2(Γ0×(0,T ))||γ · y||L2(Γ0×(0,t)).

Utilizando o Lema 2.2 e a estimativa (2.38), temos

1

2
||y(t)||2 + c

∫ t

0

||y(s)||2ds ≤ C||v||L2(Γ0×(0,T ))

(∫ t

0

||y(s)||2ds
) 1

2

, (2.44)

que nos dá

||y(t)||2 ≤ Ĉ||v||2L2(Γ0×(0,T )) (Ĉ > 0). (2.45)

Tomando t = T e usando a linearidade de (2.16), a desigualdade acima nos diz que

Uad é fechado.

Agora podemos usar o Teorema 1.10 e escolher para cada h dado em L2(0, T ;E)

o único v ∈ Uad, tal que

1

2

∫
Γ0×(0,T )

v2dΓdt = M(h). (2.46)

Definimos deste modo uma aplicação cont́ınua h 7→ v de L2(0, T ;E) em L2(Γ0 ×

(0, T )). Se denotarmos por y = y(h) a solução de (2.16) com o controle v, podemos

considerar a composta destas duas aplicações e definir uma aplicação cont́ınua G :

L2(0, T ;E)→ L2(0, T ;E), que associa h a y(h).
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Integrando a desigualdade (2.45) em (0, T ), concluimos que(∫ T

0

||y(s)||2ds
) 1

2

≤ Ĉ||v||L2(Γ0×(0,T )), (2.47)

à qual, juntamente com (2.43) e (2.46), diz-nos que K = Im(G) é um conjunto

limitado de L2(0, T ;E).

Utilizando a mesma notação, restringiremos agora G a K.

Afirmação 2.2. G : K → K admite um ponto fixo.

Assumindo por um momento que a afirmação acima é verdadeira concluimos a

prova dos Teoremas 2.1 e 2.2, pois se h é um ponto fixo, então em vista de (2.16) e da

Afirmação 2.1, o Teorema 2.1 vale. Além disso, para qualquer h, temos a estimativa

uniforme (2.23), assim o controle v satisfaz as condições do Teorema 2.2.

Portanto resta-nos provar a afirmação acima.

Podemos, se necessário, tomar o fecho e a envoltória convexa de K, que ainda

sim teremos conjuntos limitados, portanto já podemos tomar K fechado e convexo.

De acordo com o Teorema de Schauder (Teorema 1.12) é suficiente mostrar que

G(K) é relativamente compacto em K. Para isso, utilizaremos o teorema de Com-

pacidade de Aubin-Lions (Teorema 1.13).

Primeiro mostraremos que

yt permanece em um conjunto limitado de L2(0, T ;E) quando h varia em K.

(2.48)

Para provar a afirmação acima, observamos primeiro que, de (2.16), vale o seguinte:

|(yt, e)| ≤ α||h(t)||||∇y||||e||+ 2µ||Dij(y(t))||||Dij(e)||

+λ||y(t)||Γ0||e||Γ0 + ||v(t)||L2(Γ0)||γ · e||L2(Γ0),

o que implica

|(yt, e)| ≤ C
[
||h(t)||||y(t)||+ (λ+ µ)||y(t)||+ ||v(t)||L2(Γ0)

]
||e||, ∀e ∈ E,

uma vez que E é de dimensão finita, todas as suas normas são equivalentes. Dessa

forma

||yt(t)|| ≤ C
[
||h(t)||||y(t)||+ (λ+ µ)||y(t)||+ ||v(t)||L2(Γ0)

]
.
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Por (2.43), (2.45) e (2.46) temos que y é limitado em L∞(0, T ;E) uniformemente.

Portanto a desigualdade acima nós dá (2.48). Então temos que G(K) é limitado em

W = {v; v ∈ L2(0, T ;E), dv
dt
∈ L2(0, T ;E)}, e podemos utilizar o Teorema 1.13, com

B0 = B = B1 = E e p0 = p1 = 2, para concluir que G(K) é relativamente com-

pacto em K ⊂ L2(0, T ;E), provando assim a afirmação e que, consequentemente,

os Teoremas 2.1 e 2.2 valem.

Observação 2.3. Como vimos acima a condição (2.12) desempenha um papel cru-

cial na demostração dos Teoremas 2.1 e 2.2. É evidente que este tipo de condição

nunca é satisfeito por problemas unidimensionais, pois a dimensão do span é no

máximo 2. Entretanto, nós não podemos excluir, a priori, a controlabilidade de

aproximações de Galerkin quando este tipo de condição não é satisfeita, por isso

na próxima seção estudaremos a controlabilidade de aproximações de Galerkin da

equação Burgers e provaremos um resultado de controlabilidade local.

Observação 2.4. Quando no sistema de Navier-Stokes o controle é considerado

distribuido em um pequeno subconjunto ω ⊂ Ω, isto é,

yt + y · ∇y − µ∆y = −∇p+ v1ω em Ω× (0, T ),

∇ · y = 0 em Ω× (0, T ),

y = 0 em Γ× (0, T ),

y(x, 0) = y0(x) em Ω,

(2.49)

pode-se obter, utilizando os mesmos argumentos deste caṕıtulo, a controlabilidade

exata para as aproximações de Galerkin para o sistema (2.49). Neste caso a hipótese

natural sobre a base {e1, . . . , eN} de E é que

e1|ω, . . . , eN |ω são linearmente independentes.

Este resultado de controle interno foi obtido por Lions-Zuazua em [27].
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2.3 Equação de Burgers

Consideramos a equação de Burgers 1−D no intervalo Ω = (0, 1), com controle

agindo no extremo x = 1;
yt − yxx + yyx = 0 em (0, 1)× (0, T ),

y(0, t) = 0; yx(1, t) = v(t) sobre (0, T ),

y(x, 0) = 0, (0, 1).

(2.50)

Consideremos o espaço de Hilbert V2 = {u ∈ H1(0, 1); u(0) = 0} e {ei}i≥1uma base

de V2. Seja E = span[e1, . . . , eN ] o subspaço de dimensão finita de V2 e introduzimos

a aproximação de Galerkin para (2.50): (yt, e) + (yx, ex) + (yyx, e) = v(t)e(1), ∀e ∈ E,

y ∈ C([0, T ];E); y(0) = 0.
(2.51)

Para cada v ∈ L2(0, T ) o problema acima tem somente uma solução.

Analisaremos a controlabilidade exata de (2.51), isto é, dado yT ∈ E procuramos

v ∈ L2(0, T ) tal que a solução de (2.51) satisfaz

y(T ) = yT . (2.52)

Claramente isto é uma situação completamente degenerada, uma vez que qual-

quer que seja o espaço E, o subespaço gerado por {e(1)}e∈E têm dimensão 1. Assim

o análogo de (2.11) nunca é satisfeito.

Olhando para (2.51) vê-se que temos de N(= dim E) equações e dispomos

somente de um controle v ∈ L2(0, T ) para todas elas. Isto está em contraste com

a situação encontrada na seção anterior, onde tinhamos N equações e também N

controles.

Para analisar a controlabilidade de (2.51), consideramos o caso particular em

que

E = span[sin(
πx

2
), . . . , sin(

(2N + 1)πx

2
)]. (2.53)

Observamos que neste caso ej = sin( (2j+1)πx
2

) são as autovetores do Laplaciano

com condições de fronteira u(0) = ux(1) = 0.

Para obtermos resultados de controlabilidade para (2.51) iremos utilizar o Teo-

rema A.1. Por isso analisaremos a linearização de (2.51) em torno de y = 0, isto
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é,  (yt, e) + (yx, ex) = v(t)e(1), ∀e ∈ E

y ∈ C([0, T ];E); y(0) = 0.
(2.54)

Notemos que (2.54) é a aproximação de Galerkin do seguinte sistema associado à

equação do calor: 
yt − yxx = 0 em (0, 1)× (0, T )

y(0, t) = 0; yx(1, t) = v(t) sobre (0, T )

y(x, 0) = 0, em (0, 1).

(2.55)

O seguinte teorema vale:

Teorema 2.3. A aproximação de Galerkin (2.54), com E como em (2.53), é exata-

mente controlável.

Prova: Assim como na Etapa 1 da seção anterior, precisamos apenas considerar

f ∈ E e mostrar que se

(y(T ; v), f) = 0, ∀v ∈ L2(0, T ), (2.56)

então f ≡ 0.

Analogamente à seção anterior, consideremos o sistema adjunto −(ϕt, e) + (ϕx, ex) = 0, ∀e ∈ E

ϕ ∈ C([0, T ];E), ϕ(T ) = f ∈ E.
(2.57)

Tomando e = y(t) em (2.57), onde y(t) é a única solução de (2.54) e, em seguida,

integrando por partes, segue que

(y(T ), f) =

∫ T

0

v(t)ϕ(1)dt. (2.58)

Supondo (2.56), obtemos∫ T

0

v(t)ϕ(1)dt = 0, ∀v ∈ L2(0, T ) (2.59)

e segue que ϕ(1, t) ≡ 0.

Escrevendo

f =
N∑
j=1

αjej,
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a solução ϕ de (2.57) pode ser computada explicitamente :

ϕ(t) =
N∑
j=1

αje
−( 2j+1

2
)2π2(T−t)ej.

Então ∫ T

0

|ϕ(1, t)|2dt =

∫ T

0

∣∣∣∣ N∑
j=1

αj(−1)je−( 2j+1
2

)2π2(T−t)
∣∣∣∣2dt = 0. (2.60)

Usando o fato que as funções{
e−π

2 (T−t)
4 , . . . , e−(2N+1)2π2 (T−t)

4

}
são linearmente independentes em L2(0, T ), concluimos que αj = 0, ∀j = 1, . . . , N

e portanto ϕ ≡ 0. Dessa forma podemos concluir que f ≡ 0.

Observação 2.5. Note que, embora o análogo da condição (2.11) não é verificada,

o sistema (2.54) é exatamente controlável.

Combinando a controlabilidade exata do sistema linear (2.54) e o Teorema A.1,

temos o seguinte resultado de controlabilidade local para (2.51).

Teorema 2.4. Seja E como em (2.51). Então o sistema (2.51) é localmente con-

trolável no seguinte sentido: Para todo T > 0 existe ε > 0 tal que para todo yT ∈ E

com ||yT || ≤ ε existe v ∈ L2(0, T ) tal que a solução de (2.51) satisfaz (2.52).

Prova: Consideremos o seguinte espaço de Banach

G = {(y, v) ∈ C([0, T ];E)× L2(0, T ); yx(1, t) = v(t), y(0, t) = 0 e y(0) = 0},

temos que é G é fechado em C([0, T ];E) × L2(0, T ) e portanto, G é um espaço de

Banach.

Definindo A : G −→ L2(0, T ;E)× E por

A(y, v) = (yt − yxx + yyx, y(T )),

então

A(0, 0) = (0, 0).

Pela definição deA vê-se que todos os termos, exceto yyx, são lineares e cont́ınuos.

Entretanto a aplicação (
(y, v), (ỹ, ṽ)

)
7→ yỹx
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é bilinear e cont́ınua de G em L2(0, T ;E). Segue-se que A ∈ C1(G;L2(0, T ;E)×E)

e

A′(0, 0)(y, v) = (yt − yxx, y(T )), ∀(y, v) ∈ L2(0, T ;E)× E.

Provemos agora que A′(0, 0) : G −→ L2(0, T ;E)× E é sobrejetiva.

Consideremos f ∈ L2(0, T ;E) e yT ∈ E. Precisamos encontrar (y, v) tal que

A′(0, 0)(y, v) = (f, yT ). Notemos que isto é equivalente a encontrar um controle

v ∈ L2(0, T ) tal que a solução para a aproximação de Galerkin para o seguinte

sistema associado à equação do calor
yt − yxx = f em (0, 1)× (0, T ),

y(0, t) = 0; yx(1, t) = v(t) sobre (0, T ),

y(x, 0) = 0, em (0, 1),

(2.61)

satisfaz (2.52).

Reescrevamos a solução de (2.61) como sendo y = z+w, onde z e w são soluções

dos sistemas


zt − zxx = f em (0, 1)× (0, T ),

z(0, t) = zx(1, t) = 0 sobre (0, T ),

z(x, 0) = 0, em (0, 1)

(2.62)

e 
wt − wxx = 0 em (0, 1)× (0, T ),

w(0, t) = yx(1, t) = v(t) sobre (0, T ),

w(x, 0) = 0, em (0, 1),

(2.63)

respectivamente.

Pelo Teorema 2.3, temos que a solução w para a aproximação de Galerkin (2.63)

com controle v ∈ L2(0, T ) satisfaz w(T ) = yT −z(T ), o que implica (2.52). Portanto

A′(0, 0) : G −→ L2(0, T ;E)× E é sobrejetiva.

Aplicando o teorema A.1 o resultado segue.
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Caṕıtulo 3

Controlabilidade local exata para

trajetórias do sistema de

Navier-Stokes

Neste caṕıtulo estudaremos a controlabilidade local exata para trajetórias das

equações de Navier-Stokes com controle interno distribúıdo em conjuntos pequenos.

Primeiramente demonstraremos uma desiguadade do tipo Carleman para o sistema

de Navier-Stokes linearizado, à qual nos permitirá concluir a controlabilidade nula

em qualquer tempo T > 0. Utilizando um teorema de função inversa e uma hipótese

adicional de regularidade sobre as trajetórias, provaremos um resultado local con-

cernente a controlabilidade exata para as trajetórias do sistema de Navier-Stokes.

Os resultados deste caṕıtulo foram obtidos por E. Fernández-Cara, S. Guerrero, O.

Yu. Imanuvilov e J. P. Puel em [12].

3.1 Formulação do problema e resultados princi-

pais

Seja Ω ⊂ RN , (N = 2 ou 3) aberto, limitado, conexo e com fronteira regular.

Seja ω ⊂ Ω um subconjunto aberto, não-vazio e T > 0. Neste caṕıtulo usaremos

Q = Ω× (0, T ), Σ = ∂Ω× (0, T ).
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Consideremos o sistema de Navier-Stokes:

yt + y · ∇y −∆y +∇p = v1ω em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω.

(3.1)

Aqui v é a função controle que age sobre ω.

Assim como no caṕıtulo anterior, introduzimos os seguintes espaços usuais no

contexto de Navier-Stokes:

V = {ϕ ∈ H1
0 (Ω)N ; ∇ · ϕ = 0 em Ω} (3.2)

H = {ϕ ∈ L2(Ω)N ; ∇ · ϕ = 0 em Ω, ϕ · ν = 0 sobre ∂Ω}. (3.3)

Vamos agora estabelecer o conceito de controlabilidade exata para as trajetórias

para o sistema de Navier-Stokes.

Definição 3.1. Uma trajetória para (3.1) é uma solução y do sistema:



yt + y · ∇y −∆y +∇p = 0 em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω.

(3.4)

Dada uma trajetória y, o problema da controlabilidade exata para as trajetórias

do sistema de Navier-Stokes é, basicamente, encontrar um controle v tal que pelo

menos uma solução de (3.1) satisfaça

y(T ) = y(T ) em Ω.

É interessante ver que, mesmo se não pudermos alcançar todo elemento do espaço

estado, a meta aqui é alcançar (em um tempo finito T ) qualquer ponto sobre qualquer

trajetória do mesmo operador.

Até o presente momento não se conhece qualquer resultado global relativo à

controlabilidade exata para as trajetórias de (3.1).

Neste caṕıtulo provaremos um resultado de controlabilidade local exata para as

trajetórias do sistema de Navier-Stokes. Antes, pórem, como foi dito anteriormente,
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iremos supor algumas hipóteses adicionais de regularidade sobre as trajetórias. Con-

sideremos

y ∈ L∞(Q)N , yt ∈ L2
(
0, T ;Lσ(Ω)

)N
, onde

 σ > 6
5

se N = 3,

σ > 1 se N = 2.
(3.5)

O resultado de controlabilidade (local) para as trajetórias é dado pelo

Teorema 3.1. Suponhamos (3.5), então existe δ > 0 tal que, para qualquer y0 ∈

L2N−2(Ω)N ∩H satisfazendo ||y0− y0||L2N−2(Ω)N ≤ δ, existe um controle v ∈ L2(ω×

(0, T ))N e uma solução associada (y, p) para (3.1) tal que

y(T ) = y(T ) em Ω.

Nossa estratégia para demonstrar o teorema acima é, basicamente, provar, uti-

lizando uma desigualdade tipo Carleman, um resultado de controlabilidade para o

sistema de Navier-Stokes linearizado em torno de y e, em seguida, utilizar o Teorema

A.1.

Consideremos o seguinte sistema linearizado (com controle):

yt −∆y + y · ∇y + y · ∇y +∇p = f + v1ω em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω.

(3.6)

Introduzamos o sistema adjunto associado à (3.6):

−ϕt −Dϕy −∆ϕ+∇π = g em Q,

∇ · ϕ = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ(T ) = ϕ0 em Ω,

(3.7)

onde Dϕ = ∇ϕ+∇ϕt.

Observação 3.1. Sejam ϕ0 ∈ H e g ∈ L2(Q)N dados e seja (ϕ, π) a solução única

correspondente para (3.7). Sabemos que ϕ ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C0([0, T ];H) (ver Lema

A.1). Agora, seja γ ∈ C1([0, T ]) verificando γ(T ) = 0. Então (ϕ̃, π̃) := (γϕ, γπ)

resolve o sistema:
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−ϕ̃t −Dϕ̃y −∆ϕ̃+∇π̃ = γg − γ′ϕ em Q,

∇ · ϕ̃ = 0 em Q,

ϕ̃ = 0 sobre Σ,

ϕ̃(T ) = 0 em Ω.

(3.8)

Então, utilizando o Lema A.1, concluimos que

π(t) ∈ H1(Ω), ϕ(t) ∈ H2(Ω)N e ϕt ∈ L2(Ω)N ,

para quase todo t ∈ (0, T ).

Por ser a principal ferramenta utilizada na demonstração do Teorema 3.1, na

próxima seção provaremos a seguinte desigualdade de Carleman:

Teorema 3.2. Supondo que (3.5) vale. Então existem três constantes positivas

ŝ, λ̂, C, dependendo somente de Ω e ω tal que, para todo ϕ0 ∈ H e g ∈ L2(Q)N , a

solução correspondente para (3.7) verifica:

s3λ4

∫∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+ sλ2

∫∫
Q

e−2sαξ|∇ϕ|2dxdt

+s−1

∫∫
Q

e−2sαξ−1(|ϕt|2 + |∆ϕ|2)dxdt

≤ C(1 + T 2)

(
s

15
2 λ20

∫∫
Q

e−4sα̂+2sα∗ξ∗
15
2 |g|2dxdt

+s16λ40

∫∫
ω×(0,T )

e−8sα̂+6sα∗ξ∗16|ϕ|2dxdt
)
, (3.9)

para todo λ ≥ λ̂(1 + ||y||∞+ ||yt||2L2(0,T ;Lσ(Ω)N ) + eλ̂T ||y||
2
∞) e s ≥ ŝ(T 4 +T 8) e funções

(pesos) positivas α, ξ, α̂, α∗, ξ∗ apropriadamente definidas ( ver (3.10)).

Esta desigualdade de Carleman nos permitirá deduzir um resultado de contro-

labilidade nula para o sistema (3.6) com o lado direito satisfazendo propriedades

adequadas de decrescimento perto de t = T.

3.2 Desigualdade de Carleman

Nesta seção iremos deduzir a desigualdade de Carleman (Teorema 3.2). Para este

fim, primeiro definimos algumas funções pesos que serão essenciais na sequência. A

função peso básica será a função η0 ∈ C2(Ω) verificando:

η0 > 0 ∈ Ω, η0 = 0 sobre ∂Ω, |∇η0| > 0 ∈ Ω\ω1,
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onde ω1 ⊂⊂ ω é um aberto não-vazio. A existência de tal função η0 é garantida

pelo Lema A.4 (ver Apêndice).

Para números reais positivos s e λ, introduzamos:

α(x, t) = e
5
4λm||η

0||∞−eλ(m||η0||∞+η0(x))

t4(T−t)4 ,

ξ(x, t) = eλ(m||η0||∞+η0(x))

t4(T−t)4 ,

α̂(t) = min
x∈Ω

α(x, t) =
e

5
4
λm||η0||∞ − eλ(m+1)||η0||∞

t4(T − t)4
,

α∗(t) = max
x∈Ω

α(x, t) =
e

5
4
λm||η0||∞ − eλm||η0||∞

t4(T − t)4
,

ξ∗(t) = max
x∈Ω

ξ(x, t) =
eλ(m+1)||η0||∞

t4(T − t)4
, ξ̂(t) = min

x∈Ω
ξ(x, t) =

eλm||η
0||∞

t4(T − t)4
,

θ̂(t) = sλe−sα̂ξ∗, θ(t) = s
15
4 e−2sα̂+sα∗ξ∗

15
4 ,

(3.10)

onde m > 4 é um real fixo.

Observação 3.2. O fato de ser m > 4 é para que todas as funções peso definidas

acima sejam positivas.

Funções peso como α, ξ, α∗ foram introduzidas em [16] para se obter estimativas

de Carleman para o sistema de Stokes adjunto.

Daqui em diante fixaremos a seguinte notação:

I(s, λ, ϕ) = s3λ4

∫∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+ sλ2

∫∫
Q

e−2sαξ|∇ϕ|2dxdt

+s−1

∫∫
Q

e−2sαξ−1(|ϕt|2 + |∆ϕ|2)dxdt. (3.11)

Etapa 1. Estimativa de Carleman para a equação do calor

Aplicando o Lema A.3 para cada componente ϕi de ϕ solução de (3.7) e notando

que cada componente satisfaz uma equação do calor, cujo lado direito pertencente

a L2(Q) é dado por

Gi = gi + (Dϕy)i − ∂iπ,

garantimos a existência de uma constante C1(Ω, ω) = C1 e dois números λ0(Ω, ω) =

λ0 ≥ 1 e s0(Ω, ω) = s0 > 0 tais que

I(s, λ, ϕ) ≤ C1

(
s3λ4

∫∫
ω1×(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt

+

∫∫
Q

e−2sα
(
|g|2 + |Dϕy|2 + |∇π|2

)
dxdt

)
, (3.12)

para todo s ≥ s0(T 7 + T 8) e todo λ ≥ λ0.
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Agora iremos eliminar o termo envolvendo Dϕy no lado direito de (3.12).

Escolhendo s1 ≥ C e λ1 ≥
√

2C temos que

1

2
λ2 ≥ C||y||2∞ e sξ ≥ 1

C
s1 ≥ 1,

pois podemos fazer ξ−1 ≤ CT 8. Portanto, segue que

C1|Dϕy|2 ≤ C||y||2∞|∇ϕ|2 ≤ Cs||y||2∞ξ|∇ϕ|2 ≤
1

2
sλ2ξ|∇ϕ|2,

para algum C = C(Ω, ω) > 0, s ≥ s1(Ω, ω)T 8 e λ ≥ λ1(Ω, ω).

Combinando a desigualdade acima, e o termo com Dϕy no lado direito de (3.12),

deduzimos facilmente de (3.12) que

I(s, λ, ϕ) ≤ C2

(
s3λ4

∫∫
ω1×(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+

∫∫
Q

e−2sα
(
|g|2 + |∇π|2

)
dxdt

)
,

(3.13)

para alguma constante C2 = C2(Ω, ω) e todo s ≥ s2(T 7 + T 8) e λ ≥ λ2(Ω, ω)(1 +

||y||2∞).

Etapa 2. Estimativa da pressão

Nesta etapa limitaremos a integral de |∇π|2 no lado direito de (3.13) em termos

de uma integral local de |π|2, um termo relativo ao traço de π e outros dois termos

globais envolvendo |g|2 e |∇ϕ|2 e, com um argumento similar ao da etapa anterior,

eliminaremos o termo em |∇ϕ|2.

Apliquemos o operador divergência à equação (3.7) para obtermos

∆π(t) = ∇ · (Dϕy + g)(t) em Ω, (3.14)

para quase todo t ∈ (0, T ).

Observemos que o lado direito de (3.14) pertence a H−1(Ω). Sendo π(t) ∈ H1(Ω),

podemos aplicar o Teorema A.2 para garantir existência de C1(Ω, ω) > 0 e dois

números λ > 1 e τ > 1 tais que∫
Ω

|∇π(t)|2e2τηdx ≤ C1

(
τ

1
2 e2τ ||π(t)||2H1/2(∂Ω) + τ

∫
Ω

(|Dϕy|2 + |g|2)(t)ηe2τηdx

+

∫
ω1

(|∇π|2 + τ 2λ2η2|π|2)(t)e2τηdx

)
, q. s. em (0, T )

(3.15)

para todo λ ≥ λ e τ ≥ τ , onde η é dada por

η(x) = eλη0(x), ∀x ∈ Ω.
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Podemos eliminar a integral local de |∇π|2 aparecendo em (3.15) ao preço de

integrar |π|2 em um conjunto aberto ω2 satisfazendo ω1 ⊂⊂ ω2 ⊂⊂ ω. Para este fim,

considere uma função ζ ∈ C2
0(ω2) tal que

ζ ≡ 1 em ω1, 0 ≤ ζ ≤ 1.

Assim ∫
ω1

e2τη|∇π(t)|2dx ≤
∫
ω2

ζe2τη∇π · ∇πdx.

Integrando por partes temos∫
ω1

e2τη|∇π(t)|2dx ≤
∫
ω2

ζe2τη∇π · ∇πdx

= −1

2

∫
ω2

∇(ζe2τη) · ∇(π(t))2dx−
〈
e2τη∆π(t), ζπ(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)

=
1

2

∫
ω2

∆(e2τηζ)π(t)2dx−
〈
e2τη∇ · (Dϕy + g)(t), ζπ(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)
,

(3.16)

uma vez que π satisfaz (3.14).

Observação 3.3. A priori só sabemos que π(t) ∈ H1(Ω). Portanto a função ζ

é essencial para obtermos o resutado acima, pois nos permitiu usar a dualidade

〈H−1(Ω), H1
0 (Ω)〉 e integrar por partes.

Uma vez que as funções η0 e ζ são de classe C2 e estão fixas, podemos encontrar

uma constante C2(Ω, ω) > 0 tal que

|∆(e2τηζ)| ≤ 2C2τ
2λ2η2e2τη em ω2,

para todo λ ≥ λ0(Ω, ω). Então o primeiro termo do lado direito de (3.16) tem a

seguinte estimativa:∫
ω2

∆(e2τηζ)π(t)2dx ≤ C2τ
2λ2

∫
ω2

η2e2τηπ(t)2dx. (3.17)
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Agora, integrando por partes o segundo termo do lado direito de (3.16) obtemos

−
〈
e2τη∇ · (Dϕy + g)(t), ζπ(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)

=

∫
ω2

(
N∑

i,j=1

(Dijϕyj + gi)
( ∂
∂xi

(e2τηζ)π(t) + e2τηζ
∂

∂xi
π(t)

)
dx

=

∫
ω2

(Dϕy + g) · ∇(e2τηζ)π(t)dx+

∫
ω2

e2τηζ(Dy + g) · ∇π(t)dx

≤ C3

∫
ω2

e2τηλτη |Dϕy + g| |π(t)| dx+

∫
ω2

e2τηζ |Dϕy + g| |∇π(t)| dx

≤ C3

∫
ω2

e2τη 1

2
(λ2τ 2η2 |π(t)|2 + |Dϕy + g|2)dx

+

∫
ω2

e2τηζ
1

2
(|∇π(t)|2 + |Dϕy + g|2)dx

≤ C4

(∫
ω2

e2τη(λ2τ 2η2 |π(t)|2 + |Dϕy|2 + |g|2)dx
)

+
1

2

∫
ω2

e2τηζ(|∇π(t)|2 dx, (3.18)

para uma constante C4(Ω, ω) > 0 uma vez que∣∣∇(e2τηζ)
∣∣ ≤ C(Ω, ω)τηλe2τη em ω2, para λ ≥ λ1(Ω, ω).

De (3.16), (3.17) e (3.18) concluimos que∫
ω1

e2τη |∇π(t)|2 dx ≤ C5

(
λ2τ 2

∫
ω2

e2τηη2 |π(t)|2 dx+

∫
ω2

e2τη(|Dϕy|2 + |g|2)(t)dx
)

para λ ≥ λ2(Ω, ω) que, juntamente com (3.15), podemos deduzir que:∫
Ω

e2τη |∇π(t)|2 dx ≤ C6

(
τ

∫
Ω

e2τηη(|Dϕy|2 + |g|2)(t)dx

+ τ
1
2 e2τ ‖π(t)‖2

H1/2(∂Ω) + τ 2λ2

∫
ω2

e2τηη2 |π(t)|2 dx
)
,

para λ ≥ λ2 e τ ≥ τ .

Para conectarmos a última estimativa com (3.13), tomamos

τ =
s

t4(T − t)4
eλm‖η

0‖∞ ,

multiplicamos por

exp
{
−2s

e5/4λm‖η0‖∞
t4(T − t)4

}
= eβ

e integramos em (0, T ). Assim, observando que

e2τηeβ = exp−2sα, τη = sξ,

τ
1
2 = s

1
2 ξ̂

1
2 , eβe2τ = e−2sα∗ ,
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obtemos∫∫
Q

e−2sα |∇π|2 dxdt ≤ C7

(
s

∫∫
Q

e−2sαξ |g|2 dxdt+ s

∫∫
Q

e−2sαξ |Dϕy|2 dxdt

+ s1/2

∫ T

0

e−2sα∗ ξ̂1/2 ‖π(t)‖2
H1/2(∂Ω) dt

+ s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt
)
, (3.19)

para λ ≥ λ2 e s ≥ s0T
8.

Observação 3.4. Veja que τ definido acima será maior que τ se tomarmos s ≥

(τ/28)T 8.

Etapa 3. Estimativa do traço de π

Seguindo [20], usaremos estimativas clássicas para o sistema de Stokes para obter

uma estimativa do terceiro termo do lado direito de (3.19) por integrais globais

envolvendo |g|2, |ϕ|2 e |∇ϕ|2, com potências adequadas de s e λ. Combinando esta

estimativa e as desigualdades (3.13) e (3.19) iremos então absorver as intergrais de

|ϕ|2 e |∇ϕ|2 com I(s, λ, ϕ).

Considere as seguintes funções:

ϕ∗ = s1/4e−sα
∗
(ξ̂1/4)ϕ, π∗ = s1/4e−sα

∗
(ξ̂1/4)π,

que, graças à equação (3.7), resolvem o seguinte sistema:

−ϕ∗t −∆ϕ∗ +∇π∗ = g∗ em Q,

∇ · ϕ∗ = 0 em Q,

ϕ∗ = 0 sobre Σ,

ϕ∗(T ) = 0 em Ω,

com

g∗ = s1/4e−sα
∗
(ξ̂1/4)g + s1/4e−sα

∗
(ξ̂1/4)Dϕy − s1/4(e−sα

∗
(ξ̂1/4))tϕ.

Usando o Lema A.1 dado no apêndice, concluimos, em particular, que,∫∫
Q

(|π∗|+ |∇π|2)dxdt ≤ C8

∫∫
Q

|g∗|2 dxdt.

Pela a continuidade do operador traço segue que∫ T

0

‖π∗(t)‖2
H1/2(∂Ω) dt ≤ C9

(
s1/2

∫∫
Q

e−2sα∗(ξ̂)1/2 |g|2 dxdt

+ s1/2 ‖y‖2
∞

∫∫
Q

e−2sα∗(ξ̂)1/2 |∇ϕ|2 dxdt

+ s1/2

∫∫
Q

∣∣∣(e−2sα∗(ξ̂)1/4)t

∣∣∣2 |ϕ|2 dxdt). (3.20)
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De acordo com as definições das funções α∗ e ξ̂ (ver (3.10)), podemos estimar as

duas primeiras integrais do lado direito em (3.20) por

s

∫∫
Q

e−2sαξ |g|2 dxdt+ s ‖y‖2
∞

∫∫
Q

e−2sαξ |∇ϕ|2 dxdt,

para s ≥ s1T
8.

Agora iremos obter uma estimativa para a última integral em (3.20). Notemos

que

(e−2sα∗(ξ̂)1/4)t = e−sα
∗
(−sα∗t (ξ̂)1/4 +

1

4
(ξ̂)−3/4(ξ̂)t).

Observando que

−α∗t ≤
4T

t(T − t)
e5/4λm‖η0‖∞
t4(T − t)4

,

temos que existe C10(Ω, ω) > 0 tal que

−sα∗t ξ̂1/4 ≤ C10sT ξ̂
3/2.

Podemos ver também que

ξ̂t ≤
C11T

t(T − t)
ξ̂

para algum C11(Ω, ω) > 0. Dessa forma

1

4
ξ̂t(ξ̂)

−3/4 ≤ C12T (ξ̂)1/2,

para algum C12(Ω, ω) > 0.

Portanto, usando as estimativas acima, concluimos que:

(e−2sα∗(ξ̂)1/4)t ≤ C13e
−sα∗(sT ξ̂3/2 + T (ξ̂)1/2) ≤ C14(e−2sα∗sT ξ̂3/2),

para uma constante C13(Ω, ω) > 0 e s ≥ s2T
8. Com isto podemos estimar a última

integral em (3.20). Portanto∫ T

0

||π∗||2H1/2(∂Ωdt ≤ C14s
2T 2

∫∫
Q

e−2sαξ3 |ϕ|2 dxdt.

Usando (3.19) e o fato que ‖π∗(t)‖2
H1/2(∂Ω) = s1/2e−2sα∗(ξ̂1/2) ‖π(t)‖2

H1/2(∂Ω), obtemos:∫∫
Q

e−2sα |∇π|2 dxdt ≤ C14

(
s

∫∫
Q

e−2sαξ |g|2 dxdt+ s ‖y‖2
∞

∫∫
Q

e−2sαξ |∇ϕ|2 dxdt

+ s5/2T 2

∫∫
Q

e−2sαξ3 |ϕ|2 dxdt

+ s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt
)
, (3.21)
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para λ ≥ λ0 e s ≥ s3T
8.

Apliquemos esta estimativa em (3.13) para obtermos:

I(s, λ;ϕ) ≤ C3

(
s3λ4

∫∫
ω1×(0,T )

e−2sαξ3 |ϕ|2 dxdt

+ s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt+ s

∫∫
Q

e−2sαξ |g|2 dxdt (3.22)

+ s ‖y‖2
∞

∫∫
Q

e−2sαξ |∇ϕ|2 dxdt+ s5/2T 2

∫∫
Q

e−2sαξ3 |ϕ|2 dxdt,

para λ ≥ λ3(1 + ‖y‖∞) e s ≥ s3(T 7 + T 8).

Como mencionado anteriormente, podemos absorver os dois últimos termos em

(3.22) apenas tomando s ≥ s4T
4 e λ ≥ λ4 ‖y‖∞, de tal modo que

C3s
5/2T 2 ≤ 1

2
s3 e C3 ‖y‖2

∞ ≤
1

2
λ2.

Dessa forma temos a seguinte desigualdade:

I(s, λ;ϕ) ≤ C4

(
s3λ4

∫∫
ω1×(0,T )

e−2sαξ3 |ϕ|2 dxdt

+ s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt

+ s

∫∫
Q

e−2sαξ |g|2 dxdt
)
, (3.23)

para λ ≥ λ5(1 + ‖y‖∞) e s ≥ s5(T 4 + T 8).

O resto da prova é destinado a eliminar o termo local da pressão aparecendo do

lado direito de (3.23). Duas difilculdades aparecem: obter uma estimativa local da

pressão em função de um termo local do campo de velocidade não é uma tarefa fácil

no sistema tipo Stokes (3.7), e o fato que a função peso multiplicando a pressão

depende de x complica muito a tarefa.

Nossa estratégia será a seguinte: primeiro substituimos a função peso na integral

local da pressão por outra que não depende de x, mas apenas de t. Isto permitirá

reduzir nosso problema a uma estimativa de uma intergral de |∇π|2 ao invés de |π|2.

Então, usando a equação verificada por (ϕ, π) (ver (3.7)), a meta será estimar duas

integrais locais envolvendo |∆ϕ|2 e |ϕt|2.

As definições de α̂, ξ∗ e θ̂ (ver (3.10)) nos dão:

s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt ≤
∫∫

ω2×(0,T )

|θ̂|2 |π|2 dxdt.
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Podemos assumir, em virtude de uma formulação fraca para o sistema de Navier-

Stokes, que a pressão π tem medida zero em ω2, isto é∫
ω2

π(t)dx = 0,

para cada t ∈ (0, T ).

Assim, usando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Teorema 1.4), existe C5 >

0 tal que ∫
ω2

|π(t)|2 dx ≤ C5

∫
ω2

|∇π(t)|2 dx,

donde temos que∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |π|2 dxdt ≤ C5

∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |∇π|2 dxdt.

Então, de (3.7), segue que

s2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sαξ2 |π|2 dxdt ≤ C6

(∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |g|2 dxdt

+

∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |ϕt|2 dxdt

+ ‖y‖2
∞

∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |∇ϕ|2 dxdt

+

∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2 |∆ϕ|2 dxdt
)
, (3.24)

Etapa 4. Estimativa da integral local envolvendo |∆ϕ|2

Nesta etapa iremos limitar o último termo no lado direito de (3.24) . Primeiro

introduzimos dois conjuntos abertos ω3 e ω4 de forma que

ω2 ⊂⊂ ω3 ⊂⊂ ω4 ⊂⊂ ω,

e uma função ρ ∈ D(ω4), com ρ ≡ 1 em ω3.

Em seguida definamos

u(x, t) = θ̂(t)ρ(x)∆ϕ(x, T − t) em RN × (0, T ).

Notemos que u é zero fora de ω4.

A meta desta etapa é estimar a seguinte integral:∫∫
ω2×(0,T )

|u|2 dxdt.
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Primeiro vejamos que u satisfaz uma equação do calor. De fato, aplicando o operador

de Laplace em (3.7), e tendo em mente (3.14), vemos que

(∆ϕ(T − t))t −∆(∆ϕ(T − t)) = f em Q, (3.25)

onde

f = ∆(Dϕy)(T − t) + ∆g(T − t)−∇(∇ · (Dϕy)(T − t))−∇(∇ · g(T − t)).

De (3.25) deduzimos que ut −∆u = F em RN × (0, T ),

u(0) = 0 em RN ,
(3.26)

onde

F = θ̂ρf + θ̂′ρ∆ϕ(T − t)− 2θ̂∇ρ · ∇∆ϕ(T − t)− θ̂∆ρ∆ϕ(T − t).

Observação 3.5.

1. O sistema (3.26) possui um única solução u ∈ L2(RN × (0, T ))N (ver [33]).

2. Sabemos a priori que u ∈ L2(RN × (0, T ))N ( veja observação 3.1), e é facil

ver que F ∈ L2(0, T ;H−2(RN)N). Então, da equação (3.26), temos que ut ∈

L2(0, T ;H−2(RN)N) e, portanto, segue que o cálculo de u em t = 0 faz sentido.

3. Podemos definir θ̂(0) = θ̂(T ) = 0 e obter que θ̂ ∈ C[0, T ]. Logo é natural que

u(0) = 0.

Agora, reescreveremos F em um modo mais apropriado, isto é, como a soma de

duas funções: a primeira, juntamos todos os termos onde encontramos derivadas

parciais de segunda ordem de g, Dϕy e ϕ; na segunda, incluimos todos os outros

termos. Notamos que esta segunda função tem suporte contido em ω4\ω3 (pois

derivadas de ρ aparecem em todas elas). Precisamente, colocamos F = F1 + F2,

com

F1 = θ̂∆(ρ(Dϕy)(T − t)) + θ̂∆(ρg(T − t))− θ̂∇(∇ · (ρ(Dϕy)(T − t))))

−θ̂∇(∇ · (ρg(T − t))) + θ̂′∆(ρϕ(T − t))
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e

F2 = −2θ̂∇ρ · ∇(Dϕy)(T − t)− θ̂∆ρ(Dϕy)(T − t)− 2θ̂∇ρ · ∇g(T − t)

−θ̂∆ρg(T − t) + θ̂∇(∇ρ · (Dϕy)(T − t)) + θ̂∇ρ(∇ · (Dϕy)(T − t))

+θ̂∇(∇ρ · g(T − t)) + θ̂∇ρ(∇ · g(T − t))− 2θ̂′∇ρ · ∇ϕ(T − t)

−θ̂′∆ρϕ(T − t)− 2θ̂∇ρ · ∇∆ϕ(T − t)− θ̂∆ρ∆ϕ(T − t).

Notamos que F, F1 ∈ L2(0, T ;H−2(RN)N), enquanto F2 ∈ L2(0, T ;H−1(RN)N). Se

pudermos encontrar duas funções u1 e u2 em L2(RN × (0, T ))N satisfazendo uit −∆ui = Fi em RN × (0, T ),

ui(0) = 0 em RN ,
(3.27)

para i = 1, 2, então teŕıamos u = u1 + u2 e seria suficiente estimar as integrais∫∫
ω2×(0,T )

∣∣ui∣∣2 dxdt.
Portanto, nas próximas duas etapas nos concentraremos em encontrar tais funções

u1 e u2.

Etapa 4.1. Definição e estimativa de u1

Dizemos que u1 ∈ L2(RN× (0, T ))N é solução por transposição do problema 3.27

(para i = 1) quando para cada h ∈ L2(RN × (0, T ))N tem-se

∫∫
RN×(0,T )

u1 · hdxdt =

∫∫
RN×(0,T )

(θ̂ρ(g +Dϕy)(T − t)) ·∆zdxdt

−
∫∫

RN×(0,T )

θ̂ρ(Dϕy)(T − t) · ∇(∇ · z)dxdt

−
∫∫

RN×(0,T )

θ̂ρg(T − t) · ∇(∇ · z)dxdt

+

∫∫
RN×(0,T )

θ̂ρϕ(T − t) ·∆zdxdt, (3.28)

onde z é solução de  −zt −∆z = h em RN × (0, T ),

z(T ) = 0 em RN .
(3.29)

Para todo h ∈ L2(RN × (0, T ))N , o problema (3.29) possui exatamente uma

solução z ∈ L2(0, T ;H2(RN)N), que depende continuamente de h. Então u1 está

bem definida e ∥∥u1
∥∥
L2(RN×(0,T ))N

≤ Ĉ1 ‖F1‖L2(0,T ;H−2(RN )N ) , (3.30)

47



para uma constante positiva Ĉ1. Além disso, mostra-se que u1 ∈ C0([0, T ];H−2(RN)N)

e que u1 resolve (3.27) para i = 1 em um sentido fraco (ver [31] e [33]).

Deduzimos de (3.30) que∫∫
RN×(0,T )

∣∣u1
∣∣2 dxdt ≤ Ĉ2

(∫∫
RN×(0,T )

|θ̂ρg|2dxdt

+

∫∫
RN×(0,T )

|θ̂ρDϕy|2dxdt+

∫∫
RN×(0,T )

|θ̂′ρϕ|2dxdt
)
,

para uma constante positiva Ĉ2. Aqui nós usamos o fato que

θ̂(T − t) = θ̂(t), ∀t ∈ (0, T ).

Gracas à propriedade de ρ, finalmente obtemos∫∫
ω2×(0,T )

∣∣u1
∣∣2 dxdt ≤ ∫∫

RN×(0,T )

∣∣u1
∣∣2 dxdt

≤ Ĉ3

(∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂g|2dxdt+

∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂′ϕ|2dxdt∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂Dϕy|2dxdt
)
, (3.31)

com Ĉ3(ω) > 0.

Etapa 4.2. Definição e estimativa de u2

Agora trataremos do problema de Cauchy 3.27 (para i = 2), com lado direito

em L2(0, T ;H−1(RN)N). Sabemos que existe uma única u2 ∈ L2(0, T ;H1(RN)N)

satisfazendo (3.27) (Ver [33]). E relembremos que F2(t) tem suporte em ω4\ω3 para

quase todo t ∈ (0, T ) e que ω2 é disjunto de ω4\ω3. Este fato será muito importante

na sequência.

Primeiro escreveremos u2 em termos da solução fundamental G = G(x, t) da

equação do calor. Para isso, notemos que F2 pode ser escrita na forma

F2 = F21 +∇ · F22,

onde F21 e F22 são funções de L2 com suporte em (ω4\ω3) × [0, T ], que podem ser

escritas como somas de derivadas até segunda ordem de produtos θ̂Dβρg, θ̂Dβρϕ,

θ̂DβDϕy e θ̂′Dβρϕ, com 1 ≤ |β| ≤ 4. Observemos que, para qualquer y ∈ ω4\ω3 e

qualquer x ∈ ω2, temos |x− y| ≥ dist(∂ω2, ∂ω3) = d > 0. Então, nós temos:

u2(x, t) =

∫∫
(ω4\ω3)×(0,t)

G(x− y, t− s)F21(y, s)dyds

−
∫∫

(ω4\ω3)×(0,t)

∇yG(x− y, t− s) · F22(y, s)dyds, (3.32)
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para todo (x, t) ∈ ω2 × (0, T ), onde

G(x, t) =
1

(4πt)N/2
e−|x|

2/4t ∀x ∈ RN ,∀t > 0

e ∇y é o gradiente em relação a y.

Integrando por partes com respeito a y em (3.32), isto é, passando todas as

derivadas de F21 e F22 para G e ∇yG (Isto é posśıvel, pois estamos integrando em

uma região onde G é C∞), encontramos uma expressão para u2 na forma

u2(x, t) =

∫∫
(ω4\ω3)×(0,t)

∑
α∈I,β∈J

Dα
yG(x− y, t− s)Dβ

yρ(y)zα,β(y, s)dyds,

onde α ∈ I satisfaz |α| ≤ 3 e β ∈ J satisfaz 1 ≤ |β| ≤ 4 e

zα,β(y, s) = θ̂(s)(Cα,βg(y, s) +Dα,βϕ(y, s) + Eα,β(Dϕy)(y, s)) + Uα,β θ̂
′ϕ(y, s),

com Cα,β, Dα,β, Eα,β, Uα,β ∈ R.

Segue-se imediatamente que

∣∣u2(x, t)
∣∣ ≤ ∫∫

(ω4\ω3)×(0,t)

∑
α∈I

∣∣Dα
yG(x− y, t− s)

∣∣ |z(y, s)| dyds,

para todo (x, t) ∈ ω2 × (0, T ), onde

z(y, s) = θ̂(s)(Ĉ4g(y, s) + Ĉ5ϕ(y, s) + Ĉ6(Dϕy)(y, s) + Ĉ7θ̂
′ϕ(y, s).

Obviamente, para 0 < δ < d existe uma constante Ĉ8(δ, ω) tal que

∣∣Dα
yG(x− y, t− s)

∣∣ ≤ Ĉ8 exp

(
−δ2

4(t− s)

)
,

para todo (x, t) ∈ ω2× (0, T ), todo (y, s) ∈ (ω4\ω3)× (0, t) e qualquer α ∈ I. Assim

∣∣u2(x, t)
∣∣ ≤ Ĉ9

∫∫
(ω4\ω3)×(0,t)

exp(
−δ2

4(t− s)
) |z(y, s)| dyds,

com Ĉ9 = Ĉ9(ω) > 0.

Integrando esta última desigualdade em ω2 × (0, T ) e usando a desigualdade de

Holder, temos∫∫
ω2×(0,T )

|u2|2dxdt ≤ Ĉ10

∫ T

0

(∫ t

0

exp(
−δ2

4(t− s)
) ‖z(y, s)‖2

L2(ω4) ds

)
dt,

para algum Ĉ10(ω) > 0.
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Escrevendo este último termo como uma convolução, isto é,∫ T

0

(f1 ∗ f2)(t)dt,

onde f1(t) = e−δ
2/t1(0,∞)(t) ∈ L1(R), f2(t) = ‖z(t)‖2

L2(ω4) 1[0,T ](t) ∈ L1(R) e usando

a desigualdade de Young nesta convolução, temos∫∫
ω2×(0,T )

|u2|2dxdt ≤ Ĉ11T

∫∫
ω4×(0,T )

|z|2dxdt.

De acordo com a expressão de z, obtemos∫∫
ω2×(0,T )

|u2|2dxdt ≤ Ĉ12T
(∫∫

ω4×(0,T )

|θ̂′ϕ|2dxdt

+

∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂|2(|Dϕy|2 + |ϕ|2 + |g|2)dxdt
)
. (3.33)

Juntando (3.33) e (3.31) nós encontramos a estimativa procurada na quarta

etapa:∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|∆ϕ|2dxdt ≤ Ĉ13(1 + T )

(∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂′ϕ|2dxdt

+

∫∫
ω4×(0,T )

|θ̂|2(|Dϕy|2 + |ϕ|2 + |g|2)dxdt
)
.(3.34)

Etapa 5. Estimativa da integral local de |ϕt|2

Nesta etapa iremos limitar o segundo termo no lado direito de (3.24). Para

este fim, iremos decompor nossa solução como a soma de duas outras soluções de

sistemas tipo Stokes ψ1 e ψ2, com diferentes propriedades. A primeira receberá

um tratamento global e aplicamos apenas estimativas de energia para o sistema

de Stokes. Por outro lado, iremos trabalhar com termos locais de ψ2, mas, como

veremos, com a vantagem que ψ2,tt fará sentido.

Sejam (ψ1, q1) e (ψ2, q2) as soluções (únicas), respectivamente, dos seguintes sis-

temas:



−ψ1,t −∆ψ1 −Dψ1y +∇q1 = θg em Q,

∇ · ψ1 = 0 em Q,

ψ1 = 0 sobre Σ,

ψ1(T ) = 0 em Ω

(3.35)
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e 

−ψ2,t −∆ψ2 −Dψ2y +∇q2 = −θ′ϕ em Q,

∇ · ψ1 = 0 em Q,

ψ1 = 0 sobre Σ,

ψ1(T ) = 0 em Ω,

(3.36)

(ver (3.10) para a definição de θ). Adicionando (3.35) e (3.36) vê-se que (ψ1 +

ψ2, q1 + q2) resolve o mesmo sistema que (θϕ, θπ), onde (ϕ, π) é a solução de (3.7).

Pela unicidade do sistema de Stokes, concluimos que:

θϕ = ψ1 + ψ2 e θπ = q1 + q2.

O termo a ser limitado é∫∫
ω2×(0,T )

θ̂|2|ϕt|2dxdt =

∫∫
ω2×(0,T )

θ−2|θ̂|2|θϕt|2dxdt

= s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ1,t + ψ2,t − θ′ϕ|2dxdt. (3.37)

Assim iremos focar nossa atenção em estimar a derivada no tempo de ψ1 e ψ2.

Etapa 5.1. Estimativa da integral local de ψ1,t

Nesta parte iremos estimar a integral de e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ1,t|2 em ω2× (0, T ).

Até o momento não se sabe como obter estimativas locais com peso para ψ1,t, de-

pedendo apenas dos dados. Por isso limitaremos ψ1,t globalmente em Ω × (0, T ),

usando estimativas conhecidas para o sistema de Stokes, e sem a ajuda das funções

peso.

Tomando s e λ tal que s ≥ s∗1T
8 e λ ≥ λ∗1 obtemos

e−2sα∗+2sα̂ ≤ e−C
∗
2 sT

−8e
λm‖η0‖∞ ≤ e−C

∗
1 e
λm‖η0‖∞

e

s−11/2λ2(ξ∗)−11/2e−2sα∗+2sα̂ ≤ C∗3λ
2e−C

∗
1 e
λm‖η0‖∞ .

Usando o Lema A.1 no sistema (3.35), deduzimos, entre outras coisas, que ψ1,t ∈

L2(Q)N e

‖ψ1,t‖2
L2(Q)N + ‖ψ1‖2

L2(0,T ;H2(Ω)N ) ≤ C∗4 ‖θg‖
2
L2(Q)N .

Consequentemente, usando as estimativas acima, obtemos diretamente que

s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ1,t|2dxdt

≤ C∗6(1 + ‖y‖2
∞ e

C∗5T‖y‖
2
∞)

∫∫
Q

|θ|2|g|2dxdt. (3.38)
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Etapa 5.2. Estimativa de ψ2,t

Agora nos concentraremos na integral de e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ2,t|2. Nesta etapa

será necessário uma estimativa de ψ2,t em termos de outras integrais que serão ab-

sorvidas posteriormente. Isto será posśıvel pelas hipóteses de regularidade impostas

em (3.5) sobre y. As ferramentas utilizadas serão estimativas a priori para o sistema

de Stokes e para a equação do calor. Mais precisamente, integrando duas vezes por

partes em relação a t o termo em (3.37) envolvendo ψ2,t, obtemos:

s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ2,t|2dxdt

=
1

2
s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

(e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2)tt|ψ2|2dxdt

= s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2ψ2,tt · ψ2dxdt. (3.39)

Tal integração é posśıvel, uma vez que e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2 ∈ C∞0 (0, T ).

Assim como fizemos na Etapa 3, podemos mostrar que

(e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2)tt

é limitado superiormente para s ≥ s∗2(T 4 + T8) e λ ≥ λ∗2.

Introduzamos a função

θ∗ = s−11/2λ−4e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2

e nos concentremos na integral da última linha de (3.39).

Utilizando a desigualdade de Holder deduzimos que

−λ6

∫∫
ω2×(0,T )

θ∗ψ2,tt · ψ2dxdt

≤ λ6 ‖θ∗ψ2,tt‖L2(0,T ;Lr(ω2)N ) ‖ψ2‖L2(0,T ;Lr′ (ω2)N )

≤ 1

2
‖θ∗ψ2,tt‖L2(0,T ;Lr(ω2)N ) +

1

2
λ12 ‖ψ2‖L2(0,T ;Lr′ (ω2)N ) , (3.40)

onde 6
5
< r < σ se N = 3 e 1 < r < σ se N = 2 e 1

r
+ 1

r′
= 1.

Observação 3.6. Uma vez que ψ2 ∈ L2(0, T ;H2(Ω)N) e, como veremos a seguir,

θ∗ψ2,tt ∈ L2(0, T ;Lr(ω2)N) temos pelas imersões de Sobolev que está tudo em ordem

com (3.40).

52



Trataremos agora do último termo do lado direito de (3.40). Para isso consider-

emos uma função ζ ∈ C2
c (ω3) tal que

supp ζ ⊂ ω3 e ζ = 1 em ω2.

Dessa forma,

‖ψ2‖2
L2(0,T ;Lr′ (ω2)N ) ≤ C∗7 ‖∆(ζψ2)‖2

L2(0,T ;L2(ω3)N )

= C∗7 ‖ψ2∆ζ + 2∇ζ · ∇ψ2 + ζ∆ψ2‖2
L2(0,T ;L2(ω3)N ) ,

uma vez que H2(ω3)N ∩H1
0 (ω3) está continuamente imerso em Lr

′
(ω3)N para todo

r′ <∞.

Agora, agindo como na Etapa 4, obteremos uma estimativa de ‖ζ∆ψ2‖2
L2(0,T ;L2(ω3)N ).

De fato, uma vez que ψ2(T ) = 0, é suficiente aplicar a estimativa (3.24) com ϕ = ψ2,

θ̂ = 1, ω2 = ω3 e ω4 = ω5, onde ω5 é um novo aberto satisfazendo

ω4 ⊂⊂ ω5 ⊂⊂ ω.

Isto nos dá

‖ψ2‖2
L2(0,T ;Lr′ (ω2)N ) ≤ C∗8(1 + ‖y‖2

∞)(1 + T )

∫∫
ω5×(0,T )

(|ψ2|2 + |∇ψ2|2)dxdt.

Segue imediatamente das definições de ψ1 e ψ2 que:

|ψ2|2 + |∇ψ2|2 ≤ 2(|ψ1|2 + |∇ψ1|2 + |θ|2(|ϕ|2 + |∇ϕ|2)).

Então, usando os resultados da etapa 5.1, nós temos que:

‖ψ2‖2
L2(0,T ;Lr′ (ω2)N ) ≤ C∗9(1 + ‖y‖2

∞)(1 + T )

(
eC
∗
10T‖y‖

2
∞ ‖θg‖2

L2(Q)N

+

∫∫
ω5×(0,T )

(|θ|2 + |θ′|2)|ϕ|2dxdt

+

∫∫
ω5×(0,T )

|θ|2|∇ϕ|2dxdt
)
. (3.41)

No que segue, iremos manter os dois primeiros termos no lado direito de (3.41)

e o terceiro será estimado posteriormente.

Agora consideraremos a norma envolvendo ψ2,tt em (3.40).

O par (ψ, q) := (θ∗ψ2,t, θ
∗q2, t) satisfaz
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−ψt −∆ψ −Dψy +∇q = G em Q,

∇ · ψ = 0 em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ(T ) = 0 em Ω,

(3.42)

onde

G = −θ∗θ′′ϕ− θ∗θ′ϕt + θ∗Dϕ2yt − (θ∗)′ψ2,t.

Observação 3.7. Considerando uma sequência de funções regulares {yn} satis-

fazendo:

yn −→ y fraco estrela em L∞(Q)N e ynt −→ yt fraco em L2(0, T ;Lσ(Ω)N)

e tomando:

Gn = −θ∗θ′′ϕ− θ∗θ′ϕt + θ∗Dϕ2y
n
t − (θ∗)′ψ2,t

para todo n ≥ 1. Tem-se para cada n ∈ N a existência e unicidade de solução

(ψn, qn) para (3.42) com Gn no lugar de G. Então, passando o limite e usando a

hipótese (3.5), conclui-se que (ψ, q) é na verdade a solução de (3.42).

Para obtermos uma estimativa de ψt em L2(0, T ;Lr(Ω)N), primeiro encontramos

uma estimativa do termo (Dψy) no mesmo espaço. De fato, se olharmos ψ como a

solução fraca de (3.42), nós temos que ψ ∈ L2(0, T ;V ) e

‖ψ‖L2(0,T ;V ) ≤ C∗11e
C∗12T‖y‖

2
∞ ‖G‖L2(0,T ;H−1(Ω)N ) , (3.43)

e assim o mesmo vale para ‖Dψ‖L2(Q)N .

Por enquanto assumiremos que θ∗Dψyt ∈ L2(0, T ;Lr(Ω)N), isto será provado

na sexta etapa. Agora, seguindo [18], decompomos os termos na equação satisfeita

por ψ que não tem divergência livre, isto é, que o divergente não é nulo. Mais

precisamente, usando decomposição de Helmholtz garantimos a existência de funções

g1, g2, g3 e g4 com g1,∇g2 ∈ L2(Q)N , ∇ · g1 = 0, g3,∇g4 ∈ L2(0, T ;Lr(Ω)N) e ∇ · g3

tal que

Dψy = g1 +∇g2 e θ∗Dψ2yt = g3 +∇g4,

com g1,∇g2 e g3,∇g4 dependendo continuamente de Dψy e θ∗Dψ2yt nos espaços

L2(Q)N e L2(0, T ;Lr(Ω)N) respectivamente. Deste modo, a equação verificada por
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ψ pode ser escrita na forma:

−ψt −∆ψ +∇q̃ = J

onde

q̃ = q − g2 − g4 e J = θ∗θ′′ϕ− θ∗θ′ϕt + g3 − (θ∗)′ψ2,t + g1.

Observação 3.8. J tem divergência livre, ou seja, ∇ · J = 0.

Sob estas condições podemos aplicar o Lema A.2 e deduzir, em particular, que

ψt ∈ L2(0, T ;Lr(Ω)N) e

‖ψt‖L2(0,T ;Lr(Ω)N ) ≤ C∗13 ‖J‖L2(0,T ;Lr(Ω)N ) , (3.44)

para uma constante positiva C∗13 dependendo apenas de Ω. Consequentemente ψ2,t ∈

L2(0, T ;Lr(ω2)N), como haviamos mencionado.

Uma vez que Lr(Ω) é continuamente imerso em H−1(Ω), (3.43) e (3.44) nos dão

‖θ∗ψ2,tt‖L2(0,T ;Lr(Ω)N ) ≤ C∗14(1 + ‖y‖∞)eC
∗
15T‖y‖

2
∞(‖θ∗θ′′ϕ‖L2(Q)N + ‖θ∗θ′ϕt‖L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′ψ2,t‖L2(Q)N + ‖θ∗Dψ2yt‖L2(0,T ;Lr(Ω)N )).

De (3.39), (3.40), (3.41) e desta última estimativa, temos

s−11/2λ2

∫∫
ω2×(0,T )

e−2sα∗+2sα̂(ξ∗)−11/2|ψ2,t|2dxdt

≤ C∗16(1 + ‖y‖2
∞)eC

∗
17T‖y‖

2
∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2

L2(Q)N + ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ′ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ∇ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )) + ‖θ∗θ′′ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′ϕt‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′ψ2,t‖2

L2(Q)N + ‖θ∗Dψ2yt‖
2
L2(0,T ;Lr(Ω)N )). (3.45)

Para finalizar esta etapa combinamos (3.37), (3.38) e (3.45) e obtemos a seguinte

estimativa para ϕt:∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt

≤ C∗18(1 + ‖y‖2
∞)eC

∗
19T‖y‖

2
∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2

L2(Q)N + ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ′ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ∇ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )) + ‖θ∗θ′′ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′ϕt‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′ψ2,t‖2

L2(Q)N + ‖θ∗Dψ2yt‖
2
L2(0,T ;Lr(Ω)N )). (3.46)

Etapa 6. Estimativa de θ∗Dψ2yt em L2(0, T ;Lr(Ω)N)
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A estratégia que seguiremos nesta etapa é obter uma estimativa de θ∗ψ2 em

L∞(0, T ;W 1,l(Ω)N) para l <∞, com dependência expĺıcita com respeito aos dados.

Nesta etapa precisaremos das seguintes imersões:

L2(0, T ;H2(Ω)N) ∩ L∞(0, T ;V ) ⊂ Lk1(0, T ;Lk2(Ω)N),

com
2

k1

+
6

k2

= 1 (3.47)

e

L2(0, T ;L6(Ω)N) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)N) ⊂ Lk1(0, T ;Lk2(Ω)N),

com
4/3

k3

+
2

k4

= 1. (3.48)

Estes resultados estão provados em [38].

Uma vez encontrada esta estimativa para θ∗ψ2 em L∞(0, T ;W 1,l(Ω)N) para

l <∞, de (3.5) e da escolha feita para r, não é dificil obter uma estimativa de θ∗ψ2yt

em L2(0, T ;Lr(Ω)N). De fato, o par (θ∗ψ2, θ
∗q2) é solução forte do sistema

−(θ∗ψ2)t −∆(θ∗ψ2)−D(θ∗ψ2)y +∇(θ∗q2) = −(θ∗)′ψ2 − θ∗θϕ em Q,

∇ · (θ∗ψ2) = 0 em Q,

θ∗ψ2 = 0 sobre Σ,

(θ∗ψ2)(T ) = 0 em Ω.

(3.49)

Utilizando o fato que H1(Ω) ↪→ L6(Ω), temos que

D(θ∗ψ2)y ∈ L2(0, T ;L6(Ω)N) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)N),

e podemos escrever

D(θ∗ψ2)y = g5 +∇g6 ∈ Lk3(0, T ;Lk4(Ω)N), ∇ · g5 = 0,

para algum g5 e g6, com dependência cont́ınua no espaço Lk3(0, T ;Lk4(Ω)N).

Agora podemos olhar a equação (3.49) com uma pressão θ∗q2 − g6 e um lado

direito −(θ∗)′ψ2 − θ∗θ′ϕ+ g5, que tem divergência livre.

Usando o Lema A.2, deduzimos que θ∗ψ2 ∈ Lk3(0, T ;W 2,k4(Ω)N) e que

‖θ∗ψ2‖Lk3 (0,T ;W 2,k4 (Ω)N ) ≤ C7 ‖−(θ∗)′ψ2 − θ∗θ′ϕ+ g5‖Lk3 (0,T ;Lk4 (Ω)N ) . (3.50)
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Consequentemente θ∗Dψ2 ∈ Lk3(0, T ;W 1,k4(Ω)N). Então, tomando 3 ≤ k4 < 6,

k1 = k3 e k2 = l > 6, deduzimos que θ∗Dψ2 ∈ Lk1(0, T ;Lk2(Ω)N).

Fazendo outra decomposição de Helmholtz de θ∗Dψ2y, mas desta vez no espaço

Lk3(0, T ;Ll(Ω)N), escrevemos

θ∗Dψ2y = g7 +∇g8, ∇ · g7 = 0.

Utilizando novamente o lema A.2, temos que ∇(θ∗q2 − g8) ∈ Lk3(0, T ;Ll(Ω)N) e

‖∇(θ∗q2 − g8)‖Lk3 (0,T ;Ll(Ω)N ) ≤ C8 ‖−(θ∗)′ψ2 − θ∗θ′ϕ+ g7‖Lk3 (0,T ;Ll(Ω)N ) .

De acordo com (3.50) e a dependência cont́ınua de g7 e g5 com respeito a D(θψ2y)

temos que

‖∇(θ∗q2 − g8)‖Lk3 (0,T ;Ll(Ω)N ) ≤ C9(1 + ‖y‖2
∞)(‖θ∗∆ψ2‖L2(Q)N + ‖(θ∗)′∆ψ2‖L2(Q)N

+ ‖(θ∗ψ2)t‖L2(Q)N + ‖((θ∗)′ψ2)t‖L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′∆ϕ‖L2(Q)N + ‖(θ∗θ′ϕ)t‖L2(Q)N ). (3.51)

Esta desigualdade é suficiente para assegurar que θ∗ψ2 ∈ L∞(0, T ;W 1,l(Ω)N),

com estimativas expĺıcitas. De fato, olhando para (3.49) como um sistema de N

equações do calor com lado direito

Bi := −(θ∗)′ψi2 − θ∗θ′ϕi + gi7 + ∂(θ∗q2 − g8).

E utilizando resultados de regularidade para a equação do calor, temos que

‖θ∗ψ2‖L∞(0,T ;W 1,l(Ω)N ) ≤ C10(1− k′3/2)−1/k′3T−1/2+1/k′3 ‖B‖Lk3 (0,T ;Ll(Ω)N ) ,

onde k3 > 2 e 1/k3 + 1/k′3 = 1.

De (3.51) obtemos a regularidade desejada para θ∗ψ2 :

‖θ∗ψ2‖L∞(0,T ;W 1,l(Ω)N ) ≤ C11T
−1/2+1/k′3(1 + ‖y‖2

∞ (‖θ∗∆ψ2‖L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′∆ψ2‖L2(Q)N + ‖(θ∗ψ2)t‖L2(Q)N

+ ‖((θ∗)′ψ2)t‖L2(Q)N + ‖θ∗θ′∆ϕ‖L2(Q)N

+ ‖(θ∗θ′ϕ)t‖L2(Q)N ). (3.52)
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Como mencionamos anteriormente, combinando (3.5) e (3.52) encontramos que

θ∗Dψ2yt ∈ L2(0, T ;Lr(Ω)N) e

‖θ∗Dψ2yt‖L2(0,T ;Lr(Ω)N )

≤ ‖θ∗Dψ2‖L∞(0,T ;Ll(Ω)N ) ‖yt‖L2(0,T ;Lσ(Ω)N )

≤ C12 ‖yt‖L2(0,T ;Lσ(Ω)N ) T
−1/2+1/k′3(1 + ‖y‖2

∞)(‖θ∗∆ψ2‖L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′∆ψ2‖L2(Q)N + ‖(θ∗ψ2)t‖L2(Q)N + ‖((θ∗)′ψ2)t‖L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′∆ϕ‖L2(Q)N + ‖(θ∗θ′ϕ)t‖L2(Q)N ). (3.53)

Observação 3.9. As potências de T depedem somente de σ, uma vez que σ deter-

mina os valores admisśıveis de k3. De fato, de 2 < k3 ≤ 4 encontramos 4/3 ≤ k′3 < 2

e 0 < −1 + 2/k′3 < 1/2.

Combinando as estimativas (3.46) e (3.53) obtemos:∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt ≤ C13(1 + ‖y‖6
∞) ‖yt‖

2
L2(Lσ) e

C14T‖y‖2∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2
L2(Q)N

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ∇ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )) + (1 + T 1/2)(‖θ∗θ′′ϕ‖2

L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′θ′ϕ‖2
L2(Q)N + ‖θ∗θ′ϕt‖2

L2(Q)N + ‖θ∗θ′∆ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗ψ2,t‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′ψ2,t‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′ψ2‖2
L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′′ψ2‖2
L2(Q)N + ‖θ∗∆ψ2‖2

L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′∆ψ2‖2
L2(Q)N )). (3.54)

Etapa 7. Últimas estimativas e conclusões Uma vez que ψ2 = −ψ1 + θϕ e de (3.54),
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temos que∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt ≤ C15(1 + ‖y‖6
∞) ‖yt‖

2
L2(Lσ) e

C16T‖y‖2∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2
L2(Q)N

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ∇ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )) + (1 + T 1/2)(‖θ∗θ′′ϕ‖2

L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′ϕ‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′′θϕ‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′θ′ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θ∆ϕ‖2
L2(Q)N + ‖θ∗θ′∆ϕ‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′θ∆ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θϕt‖2
L2(Q)N + ‖θ∗θ′ϕt‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′θϕt‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗∆ψ1‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′∆ψ1‖2

L2(Q)N + ‖θ∗ψ1,t‖2
L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′ψ1‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′′ψ1‖2

L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′ψ1,t‖2

L2(Q)N )). (3.55)

Para todos os termos referentes a ψ1 podemos usar a estimativa (3.38), uma

vez que θ∗, (θ∗)′ e (θ∗)′′ são funções limitadas em (0, T ), para s ≥ s6(T 4 + T 8).

Consequentemente,∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt ≤ C17(1 + ‖y‖6
∞) ‖yt‖

2
L2(Lσ) e

C18T‖y‖2∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2
L2(Q)N

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ∇ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )) + (1 + T 1/2)(‖θ∗θ′′ϕ‖2

L2(Q)N

+ ‖θ∗θ′ϕ‖2
L2(Q)N + ‖(θ∗)′′θϕ‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′θ′ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θ∆ϕ‖2
L2(Q)N + ‖θ∗θ′∆ϕ‖2

L2(Q)N + ‖(θ∗)′θ∆ϕ‖2
L2(Q)N

+ ‖θ∗θϕt‖2
L2(Q)N + ‖θ∗θ′ϕt‖2

L2(Q)N

+ ‖(θ∗)′θϕt‖2
L2(Q)N )). (3.56)

Agora iremos estimar os termos globais em ϕ, ∆ϕ e ϕt e mostraremos que eles

podem ser eliminados usando o lado esquerdo de (3.23). Para isto usaremos as

seguintes estimativas para as funções peso:

|θ∗θ′|+ |(θ∗)′θ| ≤ C19Ts
−3/4λ−4e−sα

∗
(ξ∗)−1/2

e

|(θ∗)′θ′|+ |(θ∗)′′θ|+ |θ∗θ′′| ≤ C20T
2s1/4λ−4e−sα

∗
ξ̂3/4.

Com isto, para 0 < β ≤ 1/2, tem-se

T β(|θ∗θ′|+ |(θ∗)′θ|) ≤ C21s
−1/2λ−4e−sα

∗
(ξ∗)−1/2
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e

T β(|(θ∗)′θ′|+ |(θ∗)′′θ|+ |θ∗θ′′| ≤ C22s
3/2λ−4e−sα

∗
ξ̂3/2,

para s ≥ s7(T 7 + T 8).

Combinando este resultado com (3.56), obtemos∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt ≤ C23(1 + ‖y‖6
∞) ‖yt‖

2
L2(Lσ) e

C24T‖y‖2∞(λ12(1 + T )(‖θg‖2
L2(Q)N

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θ∇ϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N )) + s3λ−8

∫∫
Q

e−2sα∗ ξ̂3|ϕ|2dxdt

s−1λ−8

∫∫
Q

e−2sα∗(ξ∗)−1(|ϕt|2 + |∆ϕ|2)dxdt)

para s ≥ s8(T 4 + T 8).

Como α∗(t) = max
x∈Ω

α(x, t), tomando

λ ≥ λ6(1 + ‖y‖∞ + ‖y‖2
L2(0,T ;Lσ(Ω)N + eλ7T‖y‖2∞) ≥ 2,

vemos que∫∫
ω2×(0,T )

|θ̂|2|ϕt|2dxdt ≤ C25λ
20(1 + T )(‖θg‖2

L2(Q)N ‖θ∇ϕ‖
2
L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N ))

+
1

2
I(s, λ;ϕ).

Combinando esta última estimativa, (3.23), (3.24) e (3.34), encontramos:

I(s, λ, ϕ) ≤ C26λ
20(1 + T )(‖θg‖2

L2(Q)N ‖θ∇ϕ‖
2
L2(0,T ;L2(ω5)N )

+ ‖θϕ‖2
L2(0,T ;L2(ω5)N ) + ‖θ′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(ω5)N )), (3.57)

para s ≥ s9(T 4 + T 8) e λ ≥ λ8(1 + ‖y‖∞ + ‖y‖2
L2(0,T ;Lσ(Ω)N + eλ9T‖y‖2∞).

Neste momento é necessário apenas obter uma estimativa do termo local de ∇ϕ

aparecendo no lado direito de (3.57). Assim introduzimos uma função ζ ∈ C2
c (ω)

tal que

ζ ≡ 1 em ω5, 0 ≤ ζ ≤ 1.

Então,∫∫
ω5×(0,T )

|θ̂|2|∇ϕ|2dxdt ≤
∫∫

ω×(0,T )

|θ|2ζ|∇ϕ|2dxdt

=
1

2

∫∫
ω×(0,T )

|θ|2∆ζ|ϕ|2dxdt−
∫∫

ω×(0,T )

|θ|2ζ∆ϕ · ϕdxdt.
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Aplicando a desigualdade de Young na última integral obtemos seguinte estimativa:∫∫
ω5×(0,T )

|θ̂|2|∇ϕ|2dxdt ≤ C27sλ
20(1 + T )

∫∫
ω×(0,T )

e2sα∗|θ|4ξ∗|ϕ|2dxdt

+
s−1λ−20(1 + T )−1

2C26

∫∫
ω×(0,T )

e−2sα∗|θ|4(ξ∗)−1|∆ϕ|2dxdt,

para uma constante C27(Ω, ω) > 0 e, consequentemente, para quaisquer

s ≥ s9(T 4 + T 8) e λ ≥ λ8(1 + ‖y‖∞ + ‖y‖2
L2(0,T ;Lσ(Ω)N + eλ9T‖y‖2∞).

Dessa forma podemos concluir de (3.57) que

I(s, λ, ϕ) ≤ C28(1 + T 2)(s15/2λ20

∫∫
Q

e−4sα̂+2sα∗(ξ∗)15/2|g|2dxdt

+

∫∫
ω×(0,T )

e−8sα̂+6sα∗(ξ∗)16|ϕ|2dxdt),

à qual é exatamente a desigualdade de Carleman dada no Teorema 3.2.

3.3 Controlabilidade nula de um sistema linear

Nesta seção iremos resolver o problema da controlabilidade nula para o sistema

(3.6) com lado direito que decai exponencialmente quando t −→ T−.

Este resultado será usado para deduzir a controlabilidade de (3.1) na próxima

seção.

De fato, gostariamos de encontrar v ∈ L2(ω × (0, T ))N tal que a solução de

Ly +∇p = f + v1ω em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω,

(3.58)

onde

Ly = yt −∆y + y · ∇y + y · ∇y, (3.59)

satisfaz

y(T ) = 0 em Ω. (3.60)

Além disso, será conveniente provar a existência de uma solução para o problema

(3.58) em um espaço “com peso” apropriado, que depende da dimensão espacial.

61



Antes de introduzirmos estes espaços, iremos deduzir uma desigualdade de Carleman

com funções peso que não se anulam em t = 0. Mais precisamente, consideremos a

função

l(t) =

 T 2/4 para 0 ≤ t ≤ T/2,

t(T − t) para T/2 ≤ t ≤ T

e as seguintes funções peso:

β(x, t) = e
5
4λm||η

0||∞−eλ(m||η0||∞+η0(x))

l(t)4
,

γ(x, t) = eλ(m||η0||∞+η0(x))

l(t)4
,

β̂(t) = min
x∈Ω

β(x, t), β∗(t) = max
x∈Ω

β(x, t),

γ∗(t) = max
x∈Ω

γ(x, t), γ̂(t) = min
x∈Ω

γ(x, t).

Lema 3.1. Com a notação anterior, para qualquer y satisfazendo (3.5), existe uma

constante C positiva, dependendo de T , s e λ, tal que toda solução para (3.7) satisfaz:∫∫
Q

e−2sβγ3|ϕ|2dxdt+

∫∫
Q

e−2sβγ|∇ϕ|2dxdt+ ‖ϕ(0)‖2
L2(Ω)N

≤ C

(∫∫
Q

e−4sβ̂+2sβ∗γ∗15/2|g|2dxdt+

∫∫
ω×(0,T )

e−8sβ̂+6sβ∗γ∗16|ϕ|2dxdt
)
, (3.61)

onde s e λ são tomados como no Teorema 3.2.

Prova: Iniciamos com uma simples estimativa a priori para o sistema de Stokes 3.7:

‖ϕ‖L2(0,T/2;V ) + ‖ϕ‖L∞(0,T/2;H)

≤ CeCT‖y‖
2
∞

(
‖g‖L2(0,3T/4;L2(Ω)N ) +

1

T
‖ϕ‖L2(T/2;3T/4;L2(Ω)N )

)
. (3.62)

Para provar isto é suficiente introduzir uma função η ∈ C1([0, T ]) com

η = 1 em [0, T/2], η ≡ 0 em [3T/4, T ], |η′| ≤ C/T

e usar as estimativas clássicas de energia para ηϕ, que resolve, juntamente com ηπ,

um problema de Stokes (ver Observação A.1). De fato, temos

‖ηϕ‖2
L2(0,T ;H1(Ω)N ) + ‖ηϕ‖2

 L∞(0,T ;H)

≤ CeCT‖y‖
2
∞

(
‖ηg‖L2(0,T ;L2(Ω)N ) + ‖η′ϕ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)N )

)
, (3.63)
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que nos dá (3.62). Como uma consequência, obtemos uma primeira estimativa em

Ω× (0, T/2): ∫ T/2

0

∫
Ω

e−2sβγ3|ϕ|2dxdt+

∫ T/2

0

∫
Ω

e−2sβγ|∇ϕ|2dxdt+ ‖ϕ(0)‖2
L2(Ω)N

≤ C(T, s;λ)

(∫ 3t/4

0

∫ Ω

0

e−4sβ̂+2sβ∗γ∗15/2|g|2dxdt+

∫ 3T/4

T/2

∫
Ω

e−8sβ̂+6sβ∗γ∗16|ϕ|2dxdt
)
.

(3.64)

Por outro lado, uma vez que α = β em Ω× (T/2, T ), temos:∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ3|ϕ|2dxdt+

∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ|∇ϕ|2dxdt

=

∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+

∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sαξ|∇ϕ|2dxdt

≤ CI(s, λ;ϕ).

Assim, em virtude da desigualdade de Carleman dada no Teorema 3.2, temos:∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ3|ϕ|2dxdt+

∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ|∇ϕ|2dxdt

≤ C(T, s, λ)

(∫∫
Q

e−4sα̂+2sα∗(ξ∗)15/2|g|2dxdt

+

∫∫
ω×(0,T )

e−8sα̂+6sα∗(ξ∗)16|ϕ|2dxdt
)
.

Finalmente, da definição de β, β∗, β̂, γ e γ∗, obtemos∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ3|ϕ|2dxdt+

∫ T

T/2

∫
Ω

e−2sβγ|∇ϕ|2dxdt

≤ C(T, s, λ)

(∫∫
Q

e−4sβ̂+2sβ∗(γ∗)15/2|g|2dxdt

+

∫∫
ω×(0,T )

e−8sβ̂+6sβ∗(γ∗)16|ϕ|2dxdt
)

que, juntamente com (3.64), nos dá (3.61).

Com a ajuda do lema anterior, provaremos agora uma resultado de controla-

bilidade nula para (3.58) sem regularidade adicional para o controle v e o estado

y.

Proposição 3.1. Sejam y0 ∈ H e esβ
∗
(γ̂)−1/2f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)N). Podemos

encontrar v ∈ L2(ω × (0, T ))N tal que (3.58)-(3.60)é satisfeito.
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Prova: Primeiro, usando o método desenvolvido em [7], provaremos um resultado

de controlabilidade aproximada para (3.58)-(3.60).

Consideremos, para cada ψ0 ∈ H, a solução para (3.7) (com lado direito nulo),

isto é, 

−ψt −Dψy −∆ψ +∇q = 0 em Q,

∇ · ψ = 0 em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ(T ) = ψ0 em Ω.

(3.65)

Introduzamos, para cada ε > 0, o seguinte funcional:

Jε(ψ
0) =

1

2

∫∫
ω×(0,T )

|ψ|2 dxdt+ε
∥∥ψ0

∥∥
H

+

∫
Ω

ψ(0)·y0dx+

∫ T

0

< f, ψ > dt ∀ψ0 ∈ H.

Aqui, < ., . > denota a dualidade entre H−1(Ω)N e H−1
0 (Ω)N .

Provemos que para todo ε > 0, Jε possui um único mı́nimo.

De fato, é imediato verificar que Jε é cont́ınuo (e consequentemente semicont́ınuo

inferiormente). Utilizando o fato que a desigualdade de Carleman (3.61) é equiva-

lente a uma propriedade de continuação única para o sistema (3.65) (Ver [6]), temos

que Jε é estritamente convexo. Portanto, se provarmos que Jε é coercivo, segue, em

vista do Teorema 1.8, que Jε possui um único mı́nimo. Dessa forma, provemos que

lim inf
‖ψ0‖H−→∞

Jε(ψ
0)

‖ψ0‖H
≥ ε. (3.66)

Para isso, consideremos {ψ0
j} uma sequência em H tal que

∥∥ψ0
j

∥∥
H
−→∞ quando j −→∞. (3.67)

E denotemos por {ψj} a sequência de soluções correspondentes. Consideremos

também

ψ̂0
j =

ψ0
j∥∥ψ0
j

∥∥
H

, ψ̂j =
ψj∥∥ψ0
j

∥∥
H

.

Obviamente ψ̂j é a solução associada de (3.65), com dado normalizado ψ̂0
j .

Temos

Jε(ψ
0
j )∥∥ψ0

j

∥∥
H

=
1

2

∥∥ψ0
j

∥∥
H

∫∫
ω×(0,T )

∣∣∣ψ̂j∣∣∣2 dxdt+ ε+

∫
Ω

ψ̂j(0) · y0dx+

∫ T

0

< f, ψ̂j > dt.

(3.68)

Distinguiremos os seguintes casos:
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Caso 1. lim inf
j−→∞

∫∫
ω×(0,T )

∣∣∣ψ̂j∣∣∣2 dxdt > 0;

Neste caso, devido a (3.67), o primeiro termo em (3.68) tende a +∞, enquanto

os outros termos permanecem limitados. Portanto, neste caso teremos

lim inf
j−→∞

Jε(ψ
0)

‖ψ0‖H
= +∞.

Caso 2. lim inf
j−→∞

∫∫
ω×(0,T )

∣∣∣ψ̂j∣∣∣2 dxdt = 0;

Consideremos uma subsequência (ainda denotada pelo ı́ndice j, para simplificar

a notação) tal que∫∫
ω×(0,T )

∣∣∣ψ̂j∣∣∣2 dxdt −→ 0, quando j −→∞. (3.69)

Extraindo subsequências, podemos deduzir, uma vez que a sequência é limitada, que

ψ̂0
j ⇀ ψ̂0 em H. (3.70)

Temos também

ψ̂j ⇀ ψ̂ em L2(0, T ;V ) e ψ̂j
∗
⇀ ψ̂ em L∞(0, T ;H) (3.71)

onde ψ̂ é, juntamente com algum q̂1, a solução de (3.65) com dado ψ̂0. De acordo

com (3.69), temos que

ψ̂ ≡ 0 em ω × (0, T )

e, como consequência de (3.61), que ψ̂0 ≡ 0. Assim

ψ̂0
j ⇀ 0 em H,

e, portanto,

ψ̂ ≡ 0 em Q.

Como consequência, deduzimos que

lim inf
j−→∞

Jε(ψ
0)

‖ψ0‖H
≥ lim inf

j−→∞

[
ε+

∫
Ω

ψ̂j(0) · y0dx+

∫ T

0

< f, ψ̂j > dt

]
≥ ε

e Jε é coercivo. Segue que Jε possui um único mı́nimo ψ0
ε . Denotamos por ψε a

solução de (3.65) correspondente a esse dado minimizante.

Façamos vε = ψε1ω e denotemos por yε a solução associada de (3.58). Do fato

que Jε(ψ
0
ε ) ≤ Jε(0) = 0 e usando (3.61), encontramos

‖ψε1ω‖L2(Q)N ≤ C(
∥∥y0
∥∥
H

+
∥∥esβ∗(γ̂)−1/2f

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω)N )

(3.72)
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e, em particular, vε é uniformente limitada em L2(ω × (0, T ))N .

Por outro lado, usando o fato que Jε(ψ
0
ε ) ≤ Jε(ψ

0
ε + λψ0) para todo ψ0 ∈ H e a

dualidade entre yε e ψ, deduzimos que

‖yε(T )‖H ≤ ε. (3.73)

De fato, sendo Jε(ψ
0
ε ) ≤ Jε(ψ

0
ε + λψ0), obtemos

−λ
∫∫

ω×(0,T )

ψε · ψdxdt ≤
λ2

2

∫∫
ω×(0,T )

|ψ|2dxdt+ λ

∫
Ω

ψ(0) · y0dx

+λ

∫ T

0

< f, ψ > dt+ ε|λ|
∥∥ψ0

∥∥ ,
onde ψ é a solução de (3.65) com dado ψ0. Então, dividindo por λ 6= 0 e fazendo

λ→ 0 pela direita, vemos que

−ε||ψ0|| ≤
∫∫

ω×(0,T )

ψε · ψdxdt+

∫
Ω

ψ(0) · y0dx+

∫ T

0

< f, ψ > dt.

Analogamente, fazendo λ→ 0 pela esquerda, vemos que∫∫
ω×(0,T )

ψε · ψdxdt+

∫
Ω

ψ(0) · y0dx+

∫ T

0

< f, ψ > dt ≤ ε||ψ0||.

Portanto,∣∣∣∣∫∫
ω×(0,T )

ψε · ψdxdt+

∫
Ω

ψ(0) · y0dx+

∫ T

0

< f, ψ > dt

∣∣∣∣ ≤ ε||ψ0||.

Como mencionado acima, temos que yε é solução de

Ly +∇p = f + ψε1ω em Q,

∇ · y = 0 em Q,

y = 0 sobre Σ,

y(0) = y0 em Ω.

Multiplicando a primeira equação do sistema acima por ψ e utilizando a duali-

dade entre yε e ψ, concluimos que

(yε(T ), ψ0) = (y0, ψ(0)) +

∫∫
ω×(0,T )

ψε · ψdxdt+

∫ T

0

< f, ψ > dt,

ou seja,

|(yε(T ), ψ0)| ≤ ε||ψ0||, ∀ψ0 ∈ H,

que é justamente (3.73).
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Combinando (3.72) e (3.73) garatimos a existência de um controle v (o limite

fraco de uma subsequência de (vε) em L2(ω × (0, T ))N) tal que a solução associada

a (3.58) satisfaz (3.60). Isto nos dá a controlabilidade nula para (3.58)-(3.60).

Apresentamos agora um segundo resultado de controlabilidade nula para (3.58),

onde olharemos para soluções mais regulares. Este resultado será usado para deduzir

a controlabilidade para o sistema não-linear (3.1) na última seção.

Para este fim, daremos a definição dos espaços onde o sistema (3.58) será re-

solvido. Uma vez que estes espaços dependem da dimensão, eles serão denotados

por EN . Consideremos os seguintes espaços:

E2 =

{
(y, v) ∈ E0 : ∃p tal que esβ

∗
(γ̂)−1/2(Ly +∇p− v1ω) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2)

}
e

E3 =

{
(y, v) ∈ E0 : esβ

∗/2(γ̂)−1/4y ∈ L4(0, T ;L12(Ω)3),

∃p tal que esβ
∗
(γ̂)−1/2(Ly +∇p− v1ω) ∈ L2(0, T ;W−1,6(Ω)3)

}
,

onde

E0 =

{
(y, v) : e2sβ̂−sβ∗(γ∗)−15/4y, e4sβ̂−3sβ∗(γ∗)−8v1ω ∈ L2(Q)N ,

esβ
∗/2(γ̂)−1/4y ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)

}
.

Nós temos que E2 e E3 são espaços de Banach com as respectivas normas

||(y, v)||E2 =

(
||e2sβ̂−sβ∗(γ∗)−15/4y||2L2(Q)2 + ||e4sβ̂−3sβ∗(γ∗)−8v1ω||2L2(Q)2

+||esβ∗/2(γ̂)−1/4y||2L2(0,T ;V )∩L∞(0,T ;H)

+||esβ∗(γ̂)−1/2(Ly +∇p− v1ω)||2L2(0,T ;H−1(Ω)2)

)1/2

e

||(y, v)||E3 =

(
||e2sβ̂−sβ∗(γ∗)−15/4y||2L2(Q)3 + ||e4sβ̂−3sβ∗(γ∗)−8v1ω||2L2(Q)3

+||esβ∗/2(γ̂)−1/4y||2L2(0,T ;V )∩L∞(0,T ;H)

+||esβ∗/2(γ̂)−1/2y||2L4(0,T ;L12(Ω)3)

+||esβ∗(γ̂)−1/2(Ly +∇p− v1ω)||2L2(0,T ;W−1,6(Ω)3)

)1/2

.
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Observação 3.10. Uma vez que (y, v) ∈ EN , então podemos aplicar a Proposição

3.1 e concluir que y(T ) = 0. Portanto y e v resolvem, juntamente com algum p um

problema de controlailidade nula para o sistema (3.6) com lado direito f apropriado.

Em vista da desigualdade de Carleman (3.61), temos o seguinte resultado:

Proposição 3.2. Assumindo que y satisfaz (3.5) e que as seguintes hipóteses adi-

cionais sobre a condição inicial e o lado direito valem:

• Se N = 2 : y0 ∈ H, esβ∗(γ̂)−1/2f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2).

• Se N = 3 : y0 ∈ H ∩ L4(Ω)3, esβ
∗
(γ̂)−1/2f ∈ L2(0, T ;W−1,6(Ω)3).

Então existe um controle v ∈ L2(ω× (0, T ))N tal que, se y é (juntamente com algum

p) a solução associada para (3.58) nós temos que (y, v) ∈ EN . Em particular, (3.60)

vale.

Prova: Ver [14, 20] .

3.4 Controlabilidade exata para trajetórias

Nesta seção, usando argumentos similares aos desenvolvidos em [20], daremos a

prova do Teorema 3.1. Veremos que os resultados da seção anterior nos permitirão

“inverter” localmente uma equação não-linear. De fato, a regularidade dada na seção

anterior será suficiente para aplicar um teorema de aplicação inversa (ver Teorema

A.1).

Assim, fazemos y = y + z e p = p + q e substituimos em (3.1). Uma vez que

(y, p) resolve (3.4), encontramos:

Lz + z · ∇z +∇q = v1ω em Q,

∇ · z = 0 em Q,

z = 0 sobre Σ,

z(0) = y0 − y0 em Ω

(3.74)

(lembramos que L é dado por (3.59)).

Desse modos reduzimos nosso problema a um resultado de controlabilidade local

nula para a solução (z, q) do problema não-linear (3.74).
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No que segue iremos usar o Teorema A.1 com os espaços E = EN , e

G =

 L2(esβ
∗
(γ̂)−1/2(0, T );H−1(Ω)2)×H se N = 2,

L2(esβ
∗
(γ̂)−1/2(0, T );W−1,6(Ω)3)× (H ∩ L4(Ω)3) se N = 3

e o operador

A(z, v) = (Lz + z · ∇z +∇q − v1ω, z(0)) ∀(z, v) ∈ EN .

Temos o seguinte resultado:

Proposição 3.3. Assumindo que y ∈ L∞(Q)N . Então A ∈ C1(E;G).

Prova: Da definição dos espaços EN , temos que todos os termos, exceto o termo

z · ∇z, aparecendo na definição de A são lineares e cont́ınuos (e consequentemente

C1). Entretanto o operador

(
(z1, v1), (z2, v2)

)
7→ z2 · ∇z1 (3.75)

é bilinear, assim é suficiente apenas mostrar sua continuidade de E×E em W , onde

W =

 L2(esβ
∗
(γ̂)−1/2(0, T );H−1(Ω)2) se N = 2,

L2(esβ
∗
(γ̂)−1/2(0, T );W−1,6(Ω)3) se N = 3.

No que segue iremos usar o seguinte fato: (z2 · ∇z1)i =
N∑
j=1

∂j(z1,iz2,j), i =

1, . . . , N.

Para N = 2 podemos usar que esβ
∗/2(γ̂)−1/4 ∈ L4(Q)2 para qualquer (z, v) ∈ E

(ver [39, cap. 3, seção 3.3]) e, portanto,

‖z2 · ∇z1‖L2(esβ∗ (γ̂)−1/2(0,T );H−1(Ω)2) ≤ C||
2∑

i,j=1

z1,iz2,j||L2(esβ∗ (γ̂)−1/2(0,T );L2(Ω)2)

≤ C
∥∥esβ∗/2(γ̂)−1/4z1

∥∥
L4(Q)2

∥∥esβ∗/2(γ̂)−1/4z2

∥∥
L4(Q)2

≤ C̃
∥∥esβ∗/2(γ̂)−1/4z1

∥∥
L2(0,T ;V )∩L∞(0,T ;H)

∥∥esβ∗/2(γ̂)−1/4z2

∥∥
L2(0,T ;V )∩L∞(0,T ;H)

.

Por outro lado, para N = 3 encontramos que

‖z2 · ∇z1‖L2(esβ∗ (γ̂)−1/2(0,T );W−1,6(Ω)3) ≤ C||
3∑

i,j=1

z1,iz2,j||L2(esβ∗ (γ̂)−1/2(0,T );L6(Ω)3)

≤ C ‖z1‖L4(esβ
∗/2(γ̂)−1/4;L12(Ω)3) ‖z2‖L4(esβ

∗/2(γ̂)−1/4;L12(Ω)3) .
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Portanto em ambos os casos a continuidade de (3.75) é estabelecida. E isto prova

o resultado.

Como uma consequência deste resultado podemos aplicar o Teorema A.1 para

e0 = 0 ∈ RN e h0 = 0. De fato, A′(0, 0) : E −→ G é dado por:

A′(0, 0)(z, v) = (Lz +∇q, z(0)), ∀(z, v) ∈ E.

Temos que A′(0, 0) é sobrejetiva devido ao resultado de controlabilidade nula para

o sistema linearizado (3.58) dado na Proposição 3.2.

Como uma conclusão, aplicando o Teorema A.1, temos que existe δ > 0 tal que

se ‖z(0)‖L2N−2(Ω)N ≤ δ então podemos encontrar um controle v tal que a solução

associada a (3.74) satisfaz z(T ) = 0 em Ω, concluindo a prova do Teorema 3.1.
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Apêndice A

Resultados Complementares

Este caṕıtulo é destinado a apresentar alguns resultados de existência, unicidade,

regularidade e de teoria do controle e que foram utilizadas na presente dissertação.

Lema A.1. Assuma que ψ0 ∈ V e g ∈ L2(Q)N . Então a solução fraca (ψ, h) do

sistema linear de Stokes

−ψt −∆ψ +∇h = g em Q,

∇ · ψ = 0 em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ(T ) = ψ0 em Ω.

(A.1)

é, na verdade, uma solução forte. Mais precisamente, temos

ψ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C([0, T ];V ), ψt ∈ L2(Q) e h ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Além disso, existem uma constante C > 0, dependendo somente de Ω, tal que

||ψ||L2(0,T ;H2(Ω)) + ||ψt||2 + ||h||L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(||ψ0||H1 + ||g||2). (A.2)

Prova: Ver [11].

Observação A.1. Se supormos ψ0 ∈ H e g ∈ L2(Q)N então o problema (A.1) tem

exatamente uma solução fraca definida na classe L2(0, T ;V )∩C([0, T ];H), e tem-se

uma estimativa de energia equivalente à (A.2).

Lema A.2. Assuma que 1 < q1, q2 <∞, g ∈ Lq1(0, T ;Lq2(Ω) e ψ0 ∈ W 1,q2(Ω)∩H.

Então a solução única (ψ, h) do sistema (A.1) satisfaz

ψ ∈ Lq1(0, T ;W 2,q2(Ω)), ψt ∈ Lq1(0, T ;Lq2(Ω)), ∇h ∈ Lq1(0, T ;Lq2(Ω).
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Além disso, existe uma constante positiva C, dependendo apenas de Ω, tal que

‖ψ‖Lq1 (0,T ;W 2,q2 ) + ‖ψt‖Lq1 (0,T ;Lq2 ) + ‖∇h‖Lq1 (0,T ;Lq2 ) ≤ C(‖g‖Lq1 (0,T ;Lq2 ) + ‖ψ0‖W 1,q2 ).

Prova: Ver [18].

Lema A.3. Assuma que u0 ∈ L2(Ω) e g ∈ L2(Q). Seja u a solução do seguinte

sistema adjunto da equação do calor:
−ut −∆u = g em Q,

u = 0 sobre Σ,

u(T ) = u0 em Ω.

(A.3)

Então existe uma constante positiva C > 0, dependendo somente de Ω e ω, tal que

I(s, λ, u) ≤ C

(
s3λ4

∫∫
ω1×(0,T )

e−2sαξ3|u|2dxdt+

∫∫
Q

e−2sα|g|2dxdt
)
,

para qualquer s ≥ C(T 7 + T 8) e qualquer λ ≥ C. Aqui, ω1 ⊂ ω é aberto não-vazio e

I(s, λ, u) é definido em (3.11) para ϕ = u e as funções peso α e ξ são definidas em

(3.10).

Prova: Ver [14].

Enunciamos a seguir um teorema muito utilizado na resolução de problemas de

controle. Este resultado é, em verdade, uma consequência de um teorema de função

inversa.

Teorema A.1. Sejam E e G dois espaços de Banach e seja A : E → G tal que

A ∈ C1(E;G). Assumindo que e0 ∈ E, A(e0) = h0 e A′(e0) : E → G é sobrejetiva.

Então existe δ > 0 tal que, para todo h ∈ G satisfazendo ||h− h0||G < δ, existe uma

solução da equação

A(e) = h, e ∈ E.

Prova: Ver [1].

O resultado a seguir garante a existência da função peso básica η0 utilizada na

demonstração da desigualdade de Carleman no Caṕıtulo 3.

Lema A.4. Seja ω um aberto não vazio arbitrário tal que ω ⊂ Ω. Então existe uma

função η0 ∈ C2(Ω) tal que

η0(x) > 0, ∀x ∈ Ω, η0 ≡ 0 sobre ∂Ω, |∇η0(x)| > 0, ∀x ∈ Ω\ω.
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Prova: Ver [14].

O próximo resultado é uma desigualdade tipo Carleman para a solução y de

uma equação eĺıtica de segunda ordem (geral) com lado direito em H−1(Ω) e com o

valor na fronteira pertencente a H
1
2 (∂Ω). Esta desigualdade nos permite obter, por

exemplo, boas estimativas sobre o termo de pressão no sistema de Navier-Stokes que

se mostra muito útil no contexto de problemas de controle.

Consideremos Ω um aberto limitado de Rn+1 com fronteira ∂Ω de classe C2. Seja

y ∈ H1(Ω) uma solução do problema eĺıptico:


n∑

i,j=0

aij(x)
∂2y

∂xi∂xj
+

n∑
j=0

bj(x)
∂y

∂xi
+

n∑
i=0

∂

∂xi
(ci(x)y) + d(x)y = f +

n∑
j=0

∂fj
∂xj

em Ω,

y = g sobre ∂Ω,

(A.4)

onde aij ∈ C2(Ω), bj, ci, d ∈ L∞(Ω) para j = 0, . . . , n e os aij verificam

∃β > 0, ∀ξ ∈ Rn+1, ∀x ∈ Ω,
n∑

i,j=0

aij(x)ξiξj ≥ β|ξ|2.

Suponhamos que f ∈ L2(Ω), fj ∈ L2(Ω), j = 0, . . . , n, g ∈ H 1
2 (∂Ω). Considerando

a função η0 dada pelo Lema A.4, colocamos η(x) = eλη
0(x), λ ∈ R, λ ≥ 1 e temos:

Teorema A.2. Assumindo as hipóteses acima e seja y ∈ H1(Ω) uma solução de

A.4. Então, existe uma constante C > 0 independente de s e λ e parâmetros λ̂ > 1

e ŝ > 1 tal que ∀λ ≥ λ̂,∀s ≥ ŝ,∫
Ω

|∇y|2e2sηdx+ s2λ2

∫
Ω

η2|y|2eesηdx ≤ C

(
s

1
2 e2s||g||2

H
1
2 (∂Ω)

+
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

η
e2sηdx

+
n∑
j=0

s

∫
Ω

|fj|2ηe2sηdx+

∫
ω

(|∇y|2 + s2λ2η2|y|2)e2sηdx

)
.

Prova: Ver [21].
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