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desigualdades de harnack para sistemas eĺıpticos

Chrystian Jorge da Mata∗

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e δΩ(x) a distância de x ∈ Ω à fronteira ∂Ω de Ω. Pela teoria clássica do

potencial [1], para cada função superharmônica u em Ω, existe uma única medida µu em Ω tal que∫
Ω

φ(x)dµu(x) = −
∫

Ω

u(x)∆φ(x)dx ,

para toda função φ ∈ C∞0 (Ω). A medida µu chama-se medida de Riesz associada à função u. Se µu é absolutamente

cont́ınua em relação à medida de Lebesgue e dµu = fu(x)dx, onde fu é uma função não negativa e localmente

integrável em Ω, então dizemos que fu é a função de Riesz associada a função superharmônica u. Note que, da

fórmula integral de Poisson, toda função harmônica positiva v definida na bola unitária B = B(0, 1) ⊂ Rn satisfaz

v(0)

2n
δB(x) ≤ v(x) ≤ 2v(0)δB(x)1−n , (0.1)

para todo x ∈ B(0, 1). Uma questão que surge aqui é a seguinte: As estimativas em (0.1) podem ser obtidas para

funções superharmônicas positivas definidas num domı́nio limitado Ω ⊂ Rn?

Em [3], K. Hirata mostra que a desigualdade inferior em (0.1) é obtida para qualquer função superharmônica

definida num domı́nio Ω limitado de classe C1,1 em Rn, n ≥ 3. Entretanto, a estimativa superior em (0.1) não é

verdadeira, em geral. Assim, K. Hirata estuda as funções superharmônicas positivas u tais que as suas funções de

Riesz associadas fu satisfazem a seguinte desigualdade não-linear:

0 ≤ fu ≤ cδΩ(x)−αup , em quase todo ponto x ∈ Ω , (0.2)

onde c > 0, α ≥ 0 e p > 0 são constantes.

Considere agora m funções cont́ınuas, positivas e p-homogêneas Fi : Rm → R, m ≥ 1. Neste trabalho, estudamos

as aplicações U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), que são soluções do seguinte sistema de inequações

0 ≤ fui
≤ δΩ(x)−αFi(u1, ..., um) , (0.3)

onde α ≥ 0 é uma constante e que cada coordenada ui é uma função superharmônica positiva. Estudamos também

as aplicações U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), que são soluções do seguinte sistema de inequações

0 ≤ fui
≤ δΩ(x)−α∂iF (u1, ..., um) , (0.4)

onde α ≥ 0 é uma constante, F : Rm → R é uma função de classe C1, positiva e (p+ 1)-homogênea e que a função

|U | =
√
u2

1 + · · ·+ u2
m não se anula em ponto algum, é superharmônica e f|U | ≥ 0.

Estendemos as desigualdades de Harnack obtidas por K. Hirata em [3] para este contexto, um pouco mais geral,

de sistemas eĺıpticos não-lineares.

Referências

[1] d. h. armitage and s. j. gardiner, Classical Potential Theory, Springer, London (2001).

[2] d. gilbarg and n. s. trudinger, Elliptic partial differential equations of second order, Springer, Berlin

(2001).

[3] k. hirata, The boundary growth of superharmonic functions and positive solutions of nonlinear elliptic equa-

tions, Math. Ann., 340, 625-645, 2008.
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