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Resumo

Nesta tese estabelecemos resultados de existência para uma classe de desigualdades

variacionais com crescimento crítico: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1 +λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (P )

onde

K = {v ∈ E; v ≥ ϕ q.t.p. em Ω},

E subespaço de H1(RN), Ω ⊂ RN é um aberto conexo limitado com fronteira suave,

ϕ ∈ H1(RN), λ > 0 é um parâmetro, V é um potencial contínuo e f é uma função

contínua que muda conforme N ≥ 3 e N = 2. No Capítulo 1, mostramos a existência

de solução para uma igualdade com N ≥ 3. No Capítulo 2, estabelecemos resulta-

dos de existência para a desigualdade variacional (P ) em ambos os casos, N ≥ 3 e

N = 2. Finalmente, no Capítulo 3, provamos a existência de solução para a desi-

gualdade variacional (P ) em ambos casos, mas enfraquecendo uma hipótese sobre o

potencial V . Entre as ferramentas utilizadas estão o Método Variacional, o Princípio

de Concentração e Compacidade e o Método de Penalização.

Palavras-chave: Desigualdades Variacionais; Métodos Variacionais; Crescimento Crí-

tico; Operador de Penalização.
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Abstract

In this thesis we establish results of existence for a class of variational inequalities with

critical growth: find u ∈ K satisfying∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1 +λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (P )

where

K = {v ∈ E; v ≥ ϕ q.t.p. em Ω},

E subespace of H1(RN), Ω ⊂ RN is a bounded conexo open with smooth boundary,

ϕ ∈ H1(RN), λ > 0 is a parameter, V is a continuous potential and f is a continuous

function that changes according to N ≥ 3 and N = 2. In Chapter 1, we show the

existence of a solution for equality with N ≥ 3. In Chapter 2, we establish existence

results for the variational inequality (P ) in both cases, N ≥ 3 and N = 2. Finally,

in Chapter 3, we prove the existence of solution to the variational inequality (P ) in

both cases, but with a more weaker condition on V . Among the tools used are the

Variational Method, the Principle of Concentration and Compaction and the Method

of Penalization.

Keywords: Variational Inequalities; Variational Methods; Critical Growth; Penalty

Operator.
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Introdução

O objetivo da presente tese é estudar a existência de soluções para a seguinte

classe de Desigualdades Variacionais: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1 +λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (P )

onde

K = {v ∈ E; v ≥ ϕ q.t.p. em Ω},

E subespaço de H1(RN), ϕ ∈ H1(RN) com parte positiva não trivial e suppϕ+ ⊂ Ω,

λ > 0 é um parâmetro e V : RN → R é uma função contínua verificando as seguintes

condições:

(V1) V (x) ≥ 0, ∀x ∈ RN ;

(V2) Ω := int(V −1({0})) 6= ∅ é um subconjunto aberto conexo limitado do RN com

fronteira suave;

(V3) Existe M0 > 0 tal que o conjunto L = {x ∈ RN : V (x) ≤ M0} é não vazio e tem

medida finita.

A função f : R→ R possui as seguintes condições: Se N ≥ 3, f tem a forma

f(t) = µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t,

onde µ é uma constante positiva, 2∗ = 2N/(N − 2) e 2 < q < 2∗.

Se N = 2, f é uma função de classe C1 e tem crescimento crítico exponencial,

isto é, existe α0 > 0 tal que

lim
|s|→∞

|f(s)|
eαs2

=

 0, α > α0,

+∞, α < α0.
(veja Figueiredo, Miyagaki & Ruf [28])



Desigualdades Variacionais são consideradas, hoje, com uma das importantes direções

do desenvolvimento atual das equações diferenciais parciais e com uma abundante

quantidade de aplicações em vários ramos da ciência. Nos últimos anos, várias ideias,

técnicas e métodos tem sido desenvolvidos e devido a estes esforços levaram a solu-

ções de problemas básicos e fundamentais que antes pensaram ser inacessíveis. Esta

teoria é relativamente nova e tem desfrutado de um crescimento dinâmico. Ela foi

introduzida no início da década de 1960 na Itália por Fichera [25], Stampacchia [54] e

outros. Fichera motivado por problemas em mecânica, especificamente em problemas

de elasticidade e Stampacchia motivado pela Teoria do Potencial. Na literatura Desi-

gualdades Variacionais (P ) são chamadas de Problema do Obstáculo, devido a presença

do obstáculo ϕ na definição de K.

Uma aplicação física clássica de uma Desigualdade Variacional é o problema em

determinar a posição de equilíbrio que uma membrana atinge com a presença de um

corpo rígido, para maiores detalhes veja [52]. Neste modelo, consideremos uma mem-

brana homogênea e elástica que ocupa uma região Ω ⊂ R2 (aberto limitado) que seja

igualmente esticada em todas as direções por uma tensão uniforme e fixada na fron-

teira. Assumimos que a membrana é dada pelo gráfico da função u : Ω→ R, com u = 0

sobre a fronteira ∂Ω. Este problema consiste em encontrar a posição de equilíbrio da

membrana que está acima do obstáculo, isto é, u ≥ ϕ. A função ϕ : Ω → R, com

ϕ < 0 sobre a fronteira ∂Ω é chamada de obstáculo. Matematicamente introduzimos o

conjunto convexo de admissibilidade

K = {u ∈ H1
0 (Ω); u ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

O princípio de minimização de energia é dado por

u ∈ K : I(u) ≤ I(v), ∀v ∈ K, (1)

onde

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

f(x)udx.

O primeiro termo do segundo membro da expressão acima é a energia potencial de

deformação da membrana e o segundo termo é o trabalho realizado pela força externa

f durante o deslocamento. Uma formulação equivalente para o mesmo problema (1) é

2



dada por: encontrar u ∈ K verificando∫
Ω

∇u · ∇(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(x)(v − u)dx, ∀v ∈ K. (2)

Essa última formulação (2) é mais conhecida na literatura como Desigualdade Varia-

cional. Mais aplicações de Desigualdades Variacionais citamos Kinderlehrer & Stam-

pacchia [39], Troianiello [57], Monneau [49], Teka [56], Friedman [29], Ros-Oton [53] e

suas referências.

O estudo da desigualdade variacional (P ) foi motivado por trabalhos envolvendo

a seguinte classe de problemas:

−∆u+ (1 + λV (x))u = f(u), em RN . (3)

Em [14], Bartsch & Wang estabeleceram a existência e multiplicidade de soluções

positivas para o problema

−∆u+ (λV (x) + 1)u = up−1, em RN (4)

para N ≥ 3, λ > 0 e 2 < p < 2∗ e V verificando (V1) − (V3). Nesse trabalho,

os autores combinaram métodos variacionais com a categoria Lusternik-Schnirelmann

para mostrar que (4) tem no mínimo cat(Ω) de soluções positivas quando p está próximo

de 2∗ e λ grande. O leitor pode encontrar em Bartsch, Pankov & Wang [11] e Bartsch

& Tang [12] e suas referências outros resultados para problemas relacionados com (4).

Em [22], Ding & Tanaka mostraram a existência e a multiplicidade de soluções

para o problema  −∆u+ (λV (x) + Z(x))u = up, em RN ,

u > 0, in RN ,
(5)

supondo que o primeiro autovalor de −∆ + Z(x) em Ωj sob condições de fronteira de

Dirichlet é positivo para cada j ∈ {1, 2, · · · , k}, p ∈
(
1, N+2

N−2

)
e N ≥ 3. Nesse artigo,

verificou-se que o problema (5) possui pelo menos 2k−1 soluções para λ suficientemente

grande, as quais são chamadas soluções multi-bump. Essas soluções possuem as seguin-

tes características: para cada subconjunto não vazio Γ ⊂ {1, 2, · · · , k} e ε > 0 fixado,

existe λ∗ > 0 tal que (5) possui uma solução uλ, para λ ≥ λ∗ = λ∗(ε), satisfazendo:∣∣∣∣∣
∫

Ωj

[
|∇uλ|2 + (λV (x) + Z(x))u2

λ

]
−
(

1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj

∣∣∣∣∣ < ε, ∀j ∈ Γ
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e ∫
RN\ΩΓ

[
|∇uλ|2 + u2

λ

]
dx < ε,

onde ΩΓ =
⋃
j∈Γ Ωj e cj é o nível minimax do funcional energia relacionado ao problema

−∆u+ Z(x)u = up, em Ωj,

u > 0, em Ωj,

u = 0, sobre ∂Ωj.

(6)

Motivados pelo estudo feito em [22], Alves, de Morais Filho & Souto [4] e Alves &

Souto [9] consideraram um problema do tipo (5), assumindo que a não-linearidade tem

um crescimento crítico para o caso N ≥ 3 e crescimento crítico exponencial quando

N = 2, respectivamente. Outros resultados envolvendo soluções multi-bump podem

ser encontrados em Alves, Nobrega & Yang [6], Guo & Tang [35], Gui [34] e Wang [59]

e suas referências.

Em [20], Clapp & Ding estabeleceram a existência e a multiplicidade de soluções

positivas para o problema

−∆u+ λV (x)u = µu+ u2∗−1, em RN , (7)

para N ≥ 4, λ, µ > 0 e V verificando (V1) − (V3). Ao usar métodos variacionais, os

autores mostraram que se λ é grande e µ pequeno, (7) tem uma solução positiva que

localiza no conjunto onde o potencial se anula.

No Capítulo 1, com intuito de obter soluções para o problema (P ) , para o caso

N ≥ 3, realizamos o estudo de existência e multiplicidade de soluções positivas para a

seguinte classe de problemas elípticos

−∆u+ λV (x)u = µuq−1 + u2∗−1, em RN , (Pλ,µ)

onde λ, µ > 0 e 2 < q < 2∗. Isto deve-se ao fato que, uma vez estabelecida a solução

para igualdade saberíamos perceber as dificuldades e os desafios para reproduzi-las

para a Desigualdade Variacional (P ). Para nossa surpresa, fizemos um levantamento

bibliográfico e constatamos que o mesmo ainda não tinha sido estudado na literatura.

Motivados pelos resultados encontrados em [14] e [20], a nossa intenção no Ca-

pítulo 1 é provar que o mesmo tipo de resultado é válido para o problema (Pλ,µ). O

problema (Pλ,µ) despertou o interesse, devido à falta de compacidade na imersão de

4



H1(RN) em Ls(RN) para todo s ∈ [2, 2∗] e pelo fato de que estamos considerando uma

não-linearidade com crescimento crítico. Esses fatos trazem muitas dificuldades para

aplicar métodos variacionais, por exemplo, o funcional energia associado não satisfaz,

em geral, a condição de Palais-Smale em todos os níveis. Neste capítulo, superamos

essa dificuldade explorando os parâmetros λ e µ em conjunto com argumentos explora-

dos em [14]. Além disso, outro artigo importante, na demonstração do nosso resultado

é devido a Alves & Ding [5].

O principal Teorema do Capítulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Assuma (V1)− (V3) e que

N ≥ 4 e 2 < q < 2∗ ou N = 3 e 4 < q < 6.

Então existem λ∗, µ∗ > 0 tais que (Pλ,µ) tem no mínimo cat(Ω) soluções positivas para
λ ≥ λ∗ e µ ≤ µ∗.

Os resultados obtidos no Capítulo 1 fazem parte do artigo Alves & Barros [2], o qual

foi aceito para publicação na revista Monatshefte für Mathematik.

No Capítulo 2, estudamos a existência de solução para o problema (P ). Como

vimos no início da introdução a não linearidade deste problema muda conforme N ≥ 3

ou N = 2. Então, dividimos este capítulo em duas seções. Na primeira seção, tratamos

o caso N ≥ 3 e focamos nosso estudo na Desigualdade Variacional: encontrar u ∈ K

satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN

(µuq−1+u2∗−1)(v−u)dx, ∀v ∈ K (P )

No contexto dos expoentes críticos, [43], Mancini & Musina estabeleceram a existência

de solução não-trivial para a Desigualdade Variacional: encontrar u ∈ Kψ satisfazendo∫
Θ

∇u∇(v − u)dx ≥
∫

Θ

u2∗−1(v − u)dx, ∀v ∈ Kψ (8)

onde

Kψ = {v ∈ H1
0 (Θ); v ≤ ψ q.t.p. em Θ \ C}

em que Θ ⊂ RN é um aberto limitado com fronteira suave, C ⊂ Θ é um conjunto

fechado e ψ ∈ H1
0 (Θ) ∩ C(Θ) com ψ ≥ 0. Para resolver o problema (8), inicialmente,

os autores estudaram o comportamento das sequências (PS) para a desigualdade vari-

acional (8), isto é,

5



(i) un ∈ Kψ;

(ii) sup
n∈N

{
1

2

∫
Θ

|∇un|2 dx−
1

2∗

∫
Θ

|un|2
∗
dx

}
<∞;

(iii) Existe zn ∈ H1
0 (Θ) com zn → 0 em H1

0 (Θ) tal que∫
Θ

∇un∇(v − un) dx−
∫

Θ

|un|2
∗−1(v − un) dx ≥

∫
Θ

∇zn∇(v − un) dx, v ∈ Kψ.

Em seguida, utilizando o Lema de Concentração e Compacidade de Lions contido em

[40] e [41] provaram que o limite fraco da sequência (un) é solução da desigualdade

variacional (8).

Em [36], Jianfu mostrou a existência de duas soluções positivas para a Desigual-

dade Variacional: encontrar u ∈ Kψ verificando∫
Θ

|∇u|p−2∇u∇(v − u)dx ≥ λ

∫
Θ

up
∗−1(v − u)dx, ∀v ∈ Kψ (9)

onde

Kψ = {v ∈ W 1,p
0 (Θ); v ≥ ψ q.t.p. em Θ}

para todo λ pertencente a um intervalo não-degenerado (0, λ∗), Θ é um domínio limi-

tado do RN , p∗ = Np/(N − p), N > p ≥ 2 e ψ ∈ C1,α(Θ), ψ|∂Θ < 0 com ψ+ 6= 0. Na

obtenção da primeira solução, o autor utilizou essencialmente o Princípio Variacional

de Ekeland [23], para provar a existência de uma sequência minimizante (un) ⊂ Kψ

para o funcional

I(u) =
1

p

∫
Θ

|∇u|p dx− λ

p∗

∫
Θ

(u+)p∗ dx (10)

e mostrou que o limite fraco da sequência (un) é uma solução de (9). Na segunda

solução, ele utilizou uma versão do Teorema do Passo da Montanha na obtenção de

um ponto crítico para funcionais semicontínuos inferiormente da forma

J(u) = I(u) + Ψ(u) (11)

onde Ψ : W 1,p
0 (Θ)→ R é conhecida como a função indicatriz do conjunto Kψ, isto é,

Ψ(u) =

 0, u ∈ Kψ,

+∞, u ∈ W 1,p
0 (Θ) \Kψ.

6



Esta versão do Teorema do Passo da Montanha para essa classe de funcionais (11) é

devido Szulkin [55]. Recordamos que u ∈ W 1,p
0 (Θ) é ponto crítico para o funcional J

se u ∈ D(J) e 0 ∈ ∂J(u), onde

D(J) = {v ∈ W 1,p
0 (Θ) : J(v) < +∞}

é chamado domínio efetivo de J e ∂J(u) é a subdiferencial de J em u. Desta forma, u

é ponto crítico para o funcional J se, e somente se, u ∈ D(Ψ) e −I ′(u) ∈ ∂Ψ(u), onde

∂Ψ(u) = {u∗ ∈ W 1,p
0 (Θ)′ : Ψ(v)−Ψ(u) ≥ 〈u∗, v − u〉, ∀v ∈ W 1,p

0 (Θ)}

é chamada de subdiferencial de Ψ em u. Observe que −I ′(u) ∈ ∂Ψ(u) é equivalente

〈I ′(u), v − u〉+ Ψ(v)−Ψ(u) ≥ 0, ∀v ∈ W 1,p
0 (Θ).

Neste sentido u ∈ W 1,p
0 (Θ) é dito ser ponto crítico para J se u ∈ Kψ e

〈I ′(u), v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ Kψ

(ver conceito em V. Barbu [10]). O leitor pode encontrar em Fang [24] e suas referências

outros problemas relacionados com (9).

A proposta de estudo da Desigualdade Variacional (P ) foi motivada pelo trabalho

de Barstch & Wang [14] e pelo fato de existirem poucos resultados envolvendo Desi-

gualdades Variacionais em domínios ilimitados, até onde sabemos, conhecemos apenas

Alves & Júlio [3], Frites, Moussaoui & O’Regan [31], Chipot & Yeressian [19] e Jianfu

[37].

As principais ferramentas que usamos para encontrar solução para o problema (P )

são o método de penalização Carl, Le & Motreanu [18], Teorema do Passo da Montanha

devido Willem [60] e o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz [8].

O método de penalização, introduzido por Bensoussan & Lions [16] e aprimorado por

Carl, Le & Montreanu em [18], vem sendo bastante usado em vários artigos no estudo

das Desigualdades Variacionais. Por exemplo, em [46], Matzeu & Servadei provaram

a existência de uma solução não trivial e não negativa para a seguinte Desigualdade

Variacional Elíptica Semilinear: encontrar u ∈ Kψ satisfazendo∫
Θ

∇u∇(v − u)dx− λ
∫

Θ

u(v − u)dx ≥
∫

Θ

f(x, u,∇u)(v − u)dx, ∀v ∈ Kψ (12)

7



onde

Kψ = {v ∈ H1
0 (Θ); v ≤ ψ q.t.p. em Θ},

em que Θ ⊂ RN é um aberto limitado com fronteira suave, N ≥ 3, λ ∈ (0, λ1), o obstá-

culo ψ ∈ H1(Θ) e ψ|∂Θ ≥ 0, enquanto f : Θ×R×RN → R satisfaz algumas condições

técnicas. Os autores combinaram métodos variacionais e técnicas de penalização para

provar a existência de solução para o problema (12). Outros resultados envolvendo téc-

nicas de penalização podem ser encontrados em Matzeu & Servadei [47], Bensoussan,

Chandrasekharan & Turi [15], Magrone & Servadei [44], Matzeu & Servadei [45] e suas

referências.

O método adotado de penalização neste capítulo consiste em considerar uma

família de equações penalizadas da forma

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = µuq−1 + u2∗−1, em RN (13)

onde u é uma solução fraca de (13), isto é, verifica a igualdade∫
RN

[∇u∇v+ (1 +λV (x))uv]dx− 1

ε

∫
Ω

(ϕ−u)+v dx =

∫
RN

(µuq−1 +u2∗−1)v dx, ∀v ∈ E,

ε > 0 é o parâmetro de penalização, enquanto
1

ε

∫
Ω

(ϕ − u)+v dx é o termo de penali-

zação. Em [46], o termo de penalização considerado foi

1

ε

∫
Ω

(u− ϕ)+v dx.

Isto deve-se ao fato que u ≤ ψ na definição Kψ.

As soluções fracas da equação penalizada (13) podem ser encontradas como pon-

tos críticos do funcional Iλ,ε : E → R definido por

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx− µ

q

∫
RN
|u|q dx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗ dx.

Uma das dificuldades desta seção é obter um ponto crítico para o funcional Iλ,ε, pois a

não linearidade tem crescimento crítico e estamos trabalhando em todo RN . Superamos

esta dificuldade utilizando técnicas variacionais semelhantes as trabalhadas no Capítulo

1 e adicionando uma condição ao obstáculo ϕ.

Uma vez encontradas as soluções penalizadas, trabalhamos com o operador de

penalização P : E → E ′ definido por

〈P (u), v〉 = −
∫

Ω

(ϕ− u)+v dx,

8



o qual verifica as seguintes condições:

(P1) A função real

t 7→ 〈P (u+ tv), w〉

é contínua sobre [0, 1], para todos u, v, w ∈ E;

(P2) Vale a desigualdade

〈P (u)− P (v), u− v〉 ≥ 0, u, v ∈ E;

(P3) P (u) = 0 se, e somente se, u ∈ K;

(P4) O operador P leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Pelas propriedade (P2) e (P3), garantimos que a sequência (un) de soluções do problema

penalizado (13) verifica∫
RN
∇un∇(v−un)dx+

∫
RN

(1 +λV (x))un(v−un)dx ≥
∫
RN

(µuq−1
n +u2∗−1

n )(v−un)dx,

para todo v ∈ K.

O desafio em seguida é mostrar que u o limite fraco da sequência (un) está no

convexo K e que

lim
n→∞

∫
RN
f(un)un dx =

∫
RN
f(u)u dx, (14)

onde

f(t) = µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t.

Essa convergência é crucial para garantirmos uma solução para a Desigualdade Varia-

cional (P ). Ao longo de todo estudo, percebemos que essa convergência é um divisor

de água nos problemas envolvendo desigualdades variacionais, pois sem a mesma não

conseguiríamos garantir o resultado. Então, isso mostra que resolver uma desigualdade

variacional não é meramente aplicar a metodologia de resolver uma equação, existe

todo um cuidado específico com a não-linearidade. Tal dificuldade torna o problema

do ponto de vista matemático mais interessante, contribuindo desta forma para o de-

senvolvimento da pesquisa nesta área.

Uma vez estabelecida uma solução uλ para o problema (P ), ou melhor, uma

sequência de soluções (uλn), com λn →∞, podemos extrair uma subsequência λni tal
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que uni converge em H1(RN) para uma função u tal que verifica u ≡ 0 em RN \ Ω e é

solução do seguinte problema∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, ∀v ∈ K̃

onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Ainda no Capítulo 2, na segunda seção, tratamos o caso N = 2. Para este caso a não

linearidade f tem crescimento crítico exponencial e satisfaz as seguintes condições:

(f1)
f(t)

t
→ 0 quando |t| → 0;

(f2) Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) := θ

∫ t

0

f(s)ds ≤ f(t)t, t 6= 0;

(f3) Existem C > 0 tal que

|f ′(t)| ≤ Ceα0t2 , t ∈ R;

(f4) Existem p > 2 e uma constante ν > 0 tais que

f(t) ≥ νtp, ∀t ≥ 0.

Após uma revisão bibliográfica, observamos que existem poucos trabalhos envolvendo

Desigualdades Variacionais quando a não-linearidade f tem um crescimento crítico

exponencial. Conhecemos apenas o trabalho de Figueredo, Furtado & Montenegro

[27]. Em [27], os autores provaram a existência de duas soluções para a seguinte

Desigualdade Variacional: encontrar u ∈ Kψ satisfazendo∫
Θ

∇u∇(v − u)dx ≥
∫

Θ

f(u)(v − u)dx, ∀v ∈ Kψ (15)

onde

Kψ = {v ∈ H1
0 (Θ); v ≥ ψ q.t.p. em Θ}, (16)

Θ é um domínio do R2 limitado, ψ ∈ C1,β(Θ), 0 < β < 1 tal que ψ < 0 sobre ∂Θ,

ψ+ 6= 0 e f : R→ R uma função contínua com crescimento crítico exponencial. Nesse

trabalho os autores utilizaram argumentos de minimização e uma versão do Teorema
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do Passo da Montanha para funcionais não diferenciáveis devido Szulkin [55], como foi

visto em [36]. Motivados por este fato, estudamos a desigualdade variacional (P ) para

caso N = 2, onde a não-linearidade tem crescimento crítico exponencial.

Os argumentos utilizados no desenvolvimento dos resultados desta seção são seme-

lhantes aos da seção anterior, com alguns cuidados, devido a não linearidade. Sabemos

que a noção de criticidade em dimensão N = 2 é diferente do caso N ≥ 3. Na ver-

dade, em dimensão N = 2, o crescimento crítico está relacionado com uma versão da

desigualdade Trundiger & Moser, veja [58] e [50], a qual diz que se Θ é um domínio

limitado em R2 com fronteira ∂Θ suave, então para qualquer u ∈ H1
0 (Θ), tem-se∫

Θ

eα|u|
2

dx <∞, ∀α > 0. (17)

Além disso, existe uma constante C = C(α, |Θ|) > 0 tal que

sup
||u||Θ≤1

∫
Θ

eα|u|
2

dx ≤ C, ∀α ≤ 4π. (18)

Uma outra versão da desigualdade Trundiger &Moser em todo R2, a qual é fundamental

no desenvolvimento do nosso estudo, é devido Cao [17], que afirma o seguinte∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx <∞, ∀u ∈ H1(R2) e α > 0. (19)

Ademais, se α < 4π e |u|2 ≤M então existe uma constante C = C(α,M)>0 tal que

sup
|∇u|2≤1

∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx ≤ C. (20)

A ideia é penalizar o problema (P ) e considerar o problema

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = f(u), em R2. (21)

Em seguida, encontraremos pontos críticos para o funcional energia associado ao pro-

blema penalizado (21)

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx−
∫
R2

F (u)dx.

Para obtermos pontos críticos para este funcional energia, além de utilizamos todo

estudo anterior, exploramos argumentos encontrados em Freitas [30]. Nesse momento

vale ressaltar, que a hipótese (f4) desempenha um papel importante para contornar a

falta de compacidade, uma vez que neste caso, o funcional energia não irá satisfazer a
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condição de Palais-Smale. Tal condição está relacionada com a localização correta do

nível do passo da montanha do funcional energia.

O próximo passo é trabalhar com o operador de penalização, que de fato é o

mesmo da seção anterior, em conjunto com alguns resultados para obter a desigualdade∫
RN
∇un∇(v − un)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))un(v − un)dx ≥
∫
RN
f(un)(v − un)dx,

onde (un) é a sequência de soluções do problema penalizado (21). Para obtermos a con-

vergência (14), o desafio foi ainda maior, pois estamos considerando a não linearidade

com crescimento crítico exponencial. Com essa convergência, garantimos a existência

de solução não trivial para o problema (P ) tratado nesta seção. Da mesma forma que

conseguimos um resultado de concentração para uma sequência de soluções da Desi-

gualdade Variacional (P ), obtemos, também, para o caso N = 2, ou seja, encontrada

uma solução uλ para o problema (P ), ou melhor, uma sequência de soluções (uλn), com

λn →∞, podemos extrair uma subsequência λni tal que uni converge em H1(RN) para

uma função u tal que verifica u ≡ 0 em RN \ Ω e é solução da seguinte desigualdade

variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)u(v − u)dx, ∀v ∈ K̃

onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

O principal Teorema do Capítulo 2 é o seguinte:

Teorema 0.0.2 Assuma que V satisfaz (V1)− (V3) e f satisfaz (f1)− (f4) se N = 2.
Então existem λ∗ > 0, µ∗ > 0, ν∗ > 0 e ρ > 0 tais que se ||ϕ|| < ρ, o problema (P) tem
solução uλ não trivial para λ ≥ λ∗, µ ≥ µ∗ e ν ≥ ν∗. Além disso, a família {uλ}λ≥λ∗
tem a seguinte propriedade: para qualquer subsequência λn → +∞, podemos extrair
uma subsequência (λn) tal que a sequência (uλn) converge forte em H1(RN) para uma
função u que verifica u ≡ 0 em RN \Ω e é solução da seguinte desigualdade variacional∫

Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)u(v − u)dx,

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.
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No Capítulo 3, estudamos a existência de solução não trivial para a Desigualdade

Variacional (P ), mas sem a condição (V3) para o potencial V . Fomos motivados pelo

artigo do Alves & Corrêa [3], onde os autores estabeleceram a multiplicidade de soluções

positivas para a seguinte Desigualdade Variacional: encontrar u ∈ Kϕ verificando∫
R
u′(v − u)′ dx+

∫
R
(1 + λV (x))u(v − u)dx ≥

∫
R
f(u)(v − u)dx, ∀v ∈ Kϕ, (22)

onde

Kϕ = {v ∈ H1(R); v ≥ ϕ q.t.p. em R}

ϕ ∈ H1(R) com parte positiva não trivial com suppϕ+ ⊂ V −1({0}), o potencial V

verificando (V1) − (V2) e a função f verificando algumas condições técnicas. Nesse

trabalho, os autores combinaram métodos variacionais em conjunto com o Princípio

Variacional de Ekeland [23] e uma versão do Teorema do Passo da Montanha para

funcionais não diferenciáveis devido Szulkin [55].

Inspirados nas ideias do Capítulo 2, dividimos o Capítulo 3 também em duas

seções: na primeira seção, trataremos o caso N ≥ 3 e na segunda o caso N = 2.

Como dissemos anteriormente, o potencial não verifica a condição (V3). Isso nos leva

a uma mudança na forma tratada anteriormente de atacar o problema, como, por

exemplo, a perda de compacidade. Para superar esta dificuldade, adaptamos algumas

ideias encontradas em del Pino & Felmer [21], modificando a não linearidade fora do

conjunto Ω. Nesse sentido, consideramos as funções

h(t) =


0, t ≤ 0

µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t, 0 ≤ t ≤ a
t

k
, t ≥ a

e

g(x, t) = χΩ′(x)µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t+ (1− χΩ′(x))h(t)

onde a e k são constantes positivas tomadas adequadamente e χΩ′ é a função carac-

terística do conjunto Ω′. Aqui, estamos considerando Ω′ um aberto conexo limitado

contendo Ω.

O objetivo é mostrar a existência de solução para a seguinte classe de Desigual-

dades Variacionais modificada:∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
g(x, u)(v−u)dx, ∀v ∈ K. (23)
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Uma vez encontrada uma solução uλ para o problema (23), ou melhor, uma sequência

de soluções (uλn), com λn → ∞, podemos extrair uma subsequência λni tal que uni
converge em H1(RN) para uma função u tal que verifica u ≡ 0 em RN \ Ω e é solução

do seguinte problema∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, ∀v ∈ K̃

onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Ainda, sobre a solução uλ para o problema (23), podemos utilizar Método de Iteração

de Moser [51] para mostra que

uλ(x) ≤ a, ∀x ∈ Ω′
c

para λ suficientemente grande. Isso mostra que uλ é solução do problema original

(P ). Além disso, estabelecemos um resultado de concentração para uma sequência de

soluções (uλ) da Desigualdade Variacional (P ) e com isso finalizamos a primeira seção

do Capítulo 3.

Para mostrar que a Desigualdade Variacional modificada (23) possui solução uti-

lizaremos a mesma metodologia usada no Capítulo 2, penalizando (23), isto é, consi-

deramos o seguinte problema

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = g(x, u), em RN . (24)

Em seguida, encontramos pontos críticos para o funcional energia associado ao pro-

blema penalizado (24) dado por

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx−
∫
RN
G(x, u)dx.

A dificuldade de encontrar pontos críticos para o funcional energia associado ao pro-

blema (24), mais uma vez, está relacionada ao fato que o mesmo não satisfaz em geral

a condição de Palais & Smale. Para obtermos tais pontos críticos, utilizamos técnicas

variacionais, algumas ideias encontradas em [3], [4] e o Lema de Concentração e Com-

pacidade de Lions [40], [41], [42]. Conforme feito no Capítulo 2, usando as propriedades

do operador penalização, encontramos uma sequência (un) ⊂ H1(RN) de soluções do

problema penalizado (24) que verifica∫
RN
∇un∇(v − un)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))un(v − un)dx ≥
∫
RN
g(x, un)(v − un)dx.
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Mostraremos, a menos de subsequência, que a mesma converge forte em H1(RN) para

uma função uλ, a qual de fato é solução da Desigualdade Variacional modificada∫
RN
∇uλ∇(v−uλ)dx+

∫
RN

(1+λV (x))uλ(v−uλ)dx ≥
∫
RN
g(x, uλ)(v−uλ)dx, ∀v ∈ K

Na segunda seção, o caso N = 2, a não-linearidade µ|t|q−2t + |t|2∗−2t é substituída

pela função f considerada na segunda seção do Capítulo 2 verificando todas condições

(f1) − (f4). Prosseguiremos da mesma forma que foi feito no caso N ≥ 3, com as

devidas modificações.

O principal Teorema do Capítulo 3 é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Assuma que V satisfaz (V1)− (V2) e f satisfaz (f1)− (f4) se N = 2.
Então existem λ∗ > 0, µ∗ > 0, ν∗ > 0 e ρ > 0 tais que se ||ϕ|| < ρ, o problema (P) tem
solução uλ não trivial para λ ≥ λ∗, µ ≥ µ∗ e ν ≥ ν∗. Além disso, a família {uλ}λ≥λ∗
tem a seguinte propriedade: para qualquer subsequência λn → +∞, podemos extrair
uma subsequência (λn) tal que a sequência (uλn) converge forte em H1(RN) para uma
função u que verifica u ≡ 0 em RN \Ω e é solução da seguinte desigualdade variacional∫

Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)u(v − u)dx,

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.
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Capítulo 1

Multiplicidade de soluções para uma
classe de problemas elípticos com
crescimento crítico

1.1 Introdução

Neste capítulo mostraremos existência e multiplicidade de soluções positivas para

a seguinte classe de problemas elípticos com crescimento crítico:

−∆u+ λV (x)u = µuq−1 + u2∗−1, em RN , (Pλ,µ)

onde λ, µ > 0, 2 < q < 2∗ = 2N
N−2

, N ≥ 3 e V : RN → R é uma função contínua

verificando as seguintes condições:

(V1) V (x) ≥ 0, ∀x ∈ RN ;

(V2) Ω := int(V −1({0})) 6= ∅ é um subconjunto aberto conexo limitado do RN com

fronteira suave;

(V3) Existe M0 > 0 tal que o conjunto L = {x ∈ RN : V (x) ≤ M0} é não vazio e tem

medida finita.

Conforme mencionado na Introdução, fomos motivados pelos trabalhos de Bartsch &

Wang [9] e Clapp & Ding [10] e nossa intenção é provar que o mesmo tipo de resultado

é válido para o problema (Pλ,µ).



Gostaríamos de salientar que a nossa contribuição, em relação ao problema (Pλ,µ),

foi de estender o estudo realizado em [14] e [20] no seguinte sentido: Em [14], a não-

linearidade tem um crescimento subcrítico, enquanto no nosso a não-linearidade tem

um crescimento crítico, então precisamos ter o cuidado ao provar a condição Palais-

Smale para o funcional energia. Em relação a [20], observamos que somente o caso q = 2

foi considerado, enquanto que aqui consideramos 2 < q < 2∗. O leitor é convidado a

observar que nossa abordagem é totalmente diferente da usada em [20].

O resultado principal deste capítulo é o seguinte

Teorema 1.1.1 Assuma (V1)− (V3) e que

N ≥ 4 e 2 < q < 2∗ ou N = 3 e 4 < q < 6.

Então existem λ∗, µ∗ > 0 tais que (Pλ,µ) tem no mínimo cat(Ω) soluções positivas para
λ ≥ λ∗ e µ ≤ µ∗.

Na demonstração do Teorema 1.1.1, usamos métodos variacionais adaptando para o

nosso caso alguns argumentos explorados em Bartsch & Wang [14]. Além disso, outro

trabalho importante na demonstração do nosso teorema principal é devido a Alves &

Ding [5], onde a multiplicidade de soluções foi estabelecida para o problema limite.

Para mais detalhes veja a próxima seção.

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: Na primeira seção, introdu-

zimos o problema limite estabelecido por Alves & Ding [5] e recordamos alguns fatos

envolvendo este problema. Na Seção 1.2, apresentamos alguns resultados prelimina-

res. Além disso, mostraremos que o funcional energia verifica a geometria do passo da

montanha e também a condição (PS)c, para alguns valores de c. Com isso, mostramos

que o problema (Pλ,µ) possui solução não trivial. Em seguida, na Seção 1.3, provamos

o resultado principal o Teorema 1.1.1.

1.2 O problema limite

Nesta seção, relembramos alguns resultados encontrados em [5] para o funcional

Iµ : H1
0 (Ω)→ R dado por

Iµ(u) =

∫
Ω

|∇u|2 dx− µ

q

∫
Ω

|u|q dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗ dx
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cujos pontos críticos são soluções fracas do problema (problema limite) −∆u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(P )∞

Em [5], os autores estabeleceram a existência de pelo menos cat(Ω) de soluções positivas

do problema (P )∞. Se cµ é o nível do passo da montanha associado ao funcional Iµ é

possível mostrar a estimativa abaixo

0 < cµ <
1

N
SN/2, ∀µ > 0, (veja Miyagaki [48]) (1.1)

supondo que

q ∈ (2, 2∗) if N ≥ 4 ou q ∈ (4, 6) if N = 3, (1.2)

onde S é a melhor constante da imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) dada pela

S = inf

{∫
Ω

|∇u|2 dx; u ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

|u|2∗ dx = 1

}
. (1.3)

Por resultados encontrados em Willem [60],

cµ = inf
u∈M

Iµ(u)

onde

M = {u ∈ H1
0 (Ω); u 6= 0 e I ′µ(u)u = 0}.

O conjuntoM é chamado de variedade de Nehari do funcional Iµ.

No que segue, sem perda de generalidade, assumimos que 0 ∈ Ω. Entretanto,

sendo Ω um domínio limitado suave, podemos fixar r > 0 tal que Br(0) ⊂ Ω e os

conjuntos

Ω+
r =

{
x ∈ RN ; d(x,Ω) ≤ r

}
e

Ω−r = {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≥ r}

são homotopicamente equivalentes a Ω. Denotemos por m(µ) o nível do passo da

montanha associado ao funcional

Iµ,r(u) =

∫
Br(0)

|∇u|2 dx− µ

q

∫
Br(0)

|u|q dx− 1

2∗

∫
Br(0)

|u|2∗ dx.

Então

0 < m(µ) <
1

N
SN/2, (1.4)
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e

m(µ) = inf
u∈Mr

Iµ,r(u) (1.5)

com

Mr = {u ∈ H1
0 (Br(0)); u 6= 0 e I ′µ,r(u)u = 0}. (1.6)

Os próximos três lemas podem ser encontrados em [5].

Lema 1.2.1 lim
µ→0

cµ = lim
µ→0

m(µ) =
1

N
SN/2.

Lema 1.2.2 Se u é um ponto crítico de Iµ sobreM, então u é um ponto crítico de Iµ
em H1

0 (Ω).

Lema 1.2.3 Existe µ∗ > 0 tal que se µ ∈ (0, µ∗) e u ∈ M com Iµ(u) ≤ m(µ), então
β0(u) ∈ Ω+

r/2, onde a aplicação β0 : H1
0 (Ω) \ {0} → RN é definida por

β0(u) =

∫
Ω
|u|2∗x dx∫

Ω
|u|2∗ dx

.

Essa aplicação é conhecida na literatura como o baricentro de u. Visto que Ω é um

domínio limitado, então β0(u) está bem definida.

Aqui e ao longo deste capítulo estamos assumindo que µ ∈ (0, µ∗) e (1.2).

1.3 Resultados preliminares

O espaço E ⊂ H1(RN) definido por

E =
{
u ∈ H1(RN);

∫
RN
V (x)u2 dx < +∞

}
equipado com o produto interno

〈u, v〉λ =

∫
RN

[∇u∇v + λV (x)uv]dx

é um espaço de Hilbert com a norma

||u||λ =

(∫
RN

[|∇u|2 + λV (x)|u|2]dx

) 1
2

.

Denotemos por Eλ, o espaço E com a norma || ||λ. As condições (V1) − (V3)

implicam que existe Υ > 0 satisfazendo

||u||λ ≥ Υ||u||, ∀u ∈ Eλ e ∀λ ≥ 1.
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Esta desigualdade implica que a imersão Eλ ↪→ H1(RN) é contínua para λ ≥ 1. Assim,

as imersões

Eλ ↪→ Ls(RN), ∀s ∈ [2, 2∗],

são contínuas para λ ≥ 1.

Usando as notações acima, definimos o funcional Iλ,µ : Eλ → R dado por

Iλ,µ(u) =
1

2
||u||2λ −

µ

q

∫
RN
|u|q dx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗ dx,

que pertence a C1(Eλ,R) com a derivada dada por

I ′λ,µ(u)v = 〈u, v〉λ − µ
∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx, ∀u, v ∈ Eλ

ou equivalente,

I ′λ,µ(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + λV (x)uv) dx− µ
∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx.

Observe que os pontos críticos de Iλ,µ são soluções fracas de (Pλ,µ).

O próximo lema mostra que o funcional Iλ,µ satisfaz a geometria do passo da

montanha.

Lema 1.3.1 (a) Existem contantes r, ρ > 0, independentes de λ ≥ 1 e µ > 0 tais que

Iλ,µ(u) ≥ ρ para ||u||λ = r.

(b) Existe e ∈ C∞0 (Ω) com ||e||λ > r e Iλ,µ(e) < 0.

Demonstração. Usando a imersão de Sobolev

H1(RN) ↪→ Ls(RN), para 2 ≤ s ≤ 2∗, (1.7)

segue que

Iλ,µ(u) ≥ 1

2
||u||2λ − C||u||

q
λ − C||u||

2∗

λ .

Como 2 < q < 2∗, existem ρ, r > 0 tais que

Iλ,µ(u) ≥ ρ > 0, para ||u||λ = r,

mostrando (a). Agora, fixemos Ψ ∈ C∞0 (Ω) com suppΨ ⊂ Ω. Então,

Iλ,µ(tΨ) =
t2

2

∫
Ω

(|∇Ψ|2 + |Ψ|2) dx− tqµ

q

∫
Ω

|Ψ|q dx− t2
∗

2∗

∫
Ω

|Ψ|2∗ dx.

Desde que 2 < q < 2∗,

Iλ,µ(tΨ)→ −∞ quando t→∞.

Assim, (b) segue fixando e = t∗Ψ com t∗ > 0 suficientemente grande.
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Agora, usando uma versão do Teorema do Passo da Montanha encontrada em Willem

[60], existe uma sequência (PS)cλ,µ para o funcional Iλ,µ, isto é, existe uma sequência

(un) ⊂ Eλ satisfazendo

Iλ,µ(un)→ cλ,µ e I ′λ,µ(un)→ 0, (1.8)

onde cλ,µ é o nível do passo da montanha associado ao funcional Iλ,µ dado por

cλ,µ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t)) (1.9)

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Eλ); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Como na seção anterior, é possível provar que

cλ,µ = inf
u∈Mλ,µ

Iλ,µ(u)

onde

Mλ,µ = {u ∈ Eλ; u 6= 0 e I ′λ,µ(u)u = 0}.

Lema 1.3.2 Existe uma constante σ > 0, independente de λ ≥ 1, tal que

σ ≤ ||u||λ, ∀u ∈Mλ,µ.

Demonstração. Dado u ∈Mλ,µ, temos

||u||λ = µ

∫
RN
|u|q dx+

∫
RN
|u|2∗ dx.

Usando as imersões de Sobolev existem constantes positivas C1 e C2 tais que

||u||2λ ≤ C1||u||qλ + C2||u||2
∗

λ .

Sendo q ∈ (2, 2∗), dado ε > 0 existe uma constante Cε > 0 tal que

|t|q ≤ ε|t|2 + Cε|t|2
∗
, ∀t ∈ R.

Utilizando esta estimativa, segue que

(1− εC1)||u||2λ ≤ (Cε + C2)||u||2∗λ .
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Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, de modo que C3 =
1− εC1

Cε + C2

> 0, obtemos

0 < C3 ≤ ||u||2
∗−2
λ ,

ou ainda,

0 < σ ≤ ||u||λ,

onde σ = (C3)1/(2∗−2). Como u ∈Mλ,µ foi dado arbitrariamente, temos

σ ≤ ||u||λ, ∀u ∈Mλ,µ,

finalizando a demonstração.

O lema a seguir está relacionado com a boa localização do nível do passo da montanha

do funcional energia Iλ,µ.

Lema 1.3.3 Existe τ = τ(µ) > 0 tal que o nível do passo da montanha cλ,µ verifica a
seguinte desigualdade

0 < cλ,µ <
1

N
SN/2 − τ, ∀λ > 0. (1.10)

Demonstração. Dado u ∈ M, temos u 6= 0 e I ′µ(u)u = 0. Note que u ∈ Mλ,µ e

Iµ(u) = Iλ,µ(u). Logo,

cλ,µ ≤ Iλ,µ(u) = Iµ(u).

Pela definição de cµ, segue que cλ,µ ≤ cµ para todo λ, µ > 0. Então, basta aplicar (1.1)

para obter o resultado desejado.

A seguir, estudaremos algumas propriedades das sequências (PS) para o funcional Iλ,µ,

as quais serão provadas em alguns lemas.

Lema 1.3.4 Se (un) é uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,µ, então (un) é limi-
tada em Eλ e

lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
2qd

q − 2
. (1.11)
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Demonstração. Primeiro de tudo, note que

Iλ,µ(un)− 1

q
I ′λ,µ(un)un ≥

(
1

2
− 1

q

)
||un||2λ, ∀n ∈ N.

Por outro lado, existe n0 ∈ N tal que

Iλ,µ(un)− 1

q
I ′λ,µ(un)un ≤ d+ on(1) + on(1)||un||λ, para n ≥ n0.

Combinando as desigualdades acima, produzimos(
1

2
− 1

q

)
||un||2λ ≤ d+ on(1) + on(1)||un||λ, para n ≥ n0,

de onde segue a limitação de (un) e (1.11).

Lema 1.3.5 Seja Θ > 0 uma constante que não depende de λ e µ. Se (un) ⊂ Eλ é
uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,µ com 0 ≤ d ≤ Θ, então dado δ > 0 existem
λ∗ = λ∗(δ,Θ) > 0 e R = R(δ,Θ) > 0 tais que

lim sup
n→+∞

∫
BcR(0)

|un|q dx < δ, ∀λ ≥ λ∗.

Demonstração. Na demonstração utilizaremos alguns argumentos encontrados em

Bartch & Wang [14]. Sejam (un) uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,µ com

0 ≤ d ≤ Θ. Para cada R > 0, definimos

XR =
{
x ∈ RN ; |x| > R, V (x) ≥M0

}
e

YR =
{
x ∈ RN ; |x| > R, V (x) < M0

}
,

onde M0 é dado em (V3). Observe que∫
XR

|un|2 dx ≤
1

λM0

∫
XR

λV (x)|un|2 dx ≤
||un||2λ
λM0

(1.12)

e pela desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev∫
YR

|un|2 dx ≤
(∫

YR

|un|2
∗
dx

) 2
2∗

|YR|
2
N ≤ C||un||2λ|YR|

2
N . (1.13)

Usando a desigualdade de interpolação para 2 < q < 2∗, obtemos

|un|qLq(BcR) ≤ |un|
qη
L2(BcR)|un|

q(1−η)

L2∗ (BcR)
≤ |un|qηL2(BcR)||un||

q(1−η)
λ , (1.14)
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para algum η ∈ (0, 1). De (1.11)-(1.14) existe K > 0 tal que

lim sup
n→∞

|un|qLq(BcR) ≤ K

(
1

λM0

+ |YR|
2
N

) qη
2

. (1.15)

De (V3), YR ⊂ L. Logo

lim
R→∞

|YR| = 0.

Do limite acima e de (1.15), para cada δ existem R > 0 e λ∗ > 0 tais que

lim sup
n→∞

∫
BcR(0)

|un|q dx < δ, ∀λ ≥ λ∗,

como queríamos provar.

Como consequência do Lema 1.3.5, temos o seguinte corolário.

Corolário 1.3.6 Seja (vn) ⊂ Eλn uma sequência tal que (||vn||λn) é limitada com
λn → +∞. Se vn ⇀ 0 em H1(RN), então

vn → 0 em Lq(RN).

Demonstração. Seja (vn) ⊂ Eλn uma sequência tal que (||vn||λn) é limitada com

λn → +∞. Repetindo as ideias contidas na demonstração do Lema 1.3.5 é possível

mostrar um resultado semelhante para a sequência (vn), isto é, dado δ > 0 existem

R > 0 e λ∗ > 0 tais que

lim sup
n→∞

∫
BcR(0)

|vn|q dx < δ/2, ∀λ ≥ λ∗.

Por outro lado, temos

vn → 0 Lq(BR(0)).

Logo,

lim sup
n→∞

|vn|q = 0,

de onde segue

vn → 0 em Lq(RN).

A próxima proposição mostra alguns níveis em que o funcional Iλ,µ satisfaz a condição

(PS).
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Proposição 1.3.7 Existe λ̂ = λ̂(τ) > 0 tal que Iλ,µ verifica a condição (PS)dλ para
qualquer dλ ∈

(
0, 1

N
SN/2 − τ

)
para todo λ ≥ λ̂, onde τ foi dado no Lema 1.3.3.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)dλ para o funcional Iλ,µ, isto é,

Iλ,µ(un)→ dλ e I ′λ,µ(un)→ 0.

Pelo Lema 1.3.4, a sequência (un) é limitada em Eλ. Sendo Eλ um espaço de Hilbert,

para alguma subsequência (un), existe u ∈ Eλ tal que

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

un → u em Lsloc(RN), 1 ≤ s < 2∗.

Com um cálculo direto mostra-se que I ′λ,µ(u) = 0, e assim, I ′λ,µ(u)u = 0. Por outro

lado, pelo Lema de Brezís & Lieb [38], segue que∫
RN
|un|q dx =

∫
RN
|vn|q dx+

∫
RN
|u|q dx+ on(1)

e ∫
RN
|un|2

∗
dx =

∫
RN
|vn|2

∗
dx+

∫
RN
|u|2∗ dx+ on(1),

onde vn = un − u. Desde que

1

2
||un||2λ −

µ

q

∫
RN
|un|q dx−

1

2∗

∫
RN
|un|2

∗
dx = dλ + on(1),

temos

1

2
||vn||2λ −

µ

q

∫
RN
|vn|q dx−

1

2∗

∫
RN
|vn|2

∗
dx = dλ − Iλ,µ(u) + on(1). (1.16)

Agora, usando o fato que I ′λ,µ(un)un = on(1) e I ′λ,µ(u)u = 0, segue que

||vn||2λ − µ
∫
RN
|vn|q dx−

∫
RN
|vn|2

∗
dx = on(1). (1.17)

Da limitação de (un), podemos assumir que

||vn||2λ → Lλ e µ

∫
RN
|vn|q dx+

∫
RN
|vn|2

∗
dx→ Lλ.
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Se Lλ = 0, então deduzimos que vn → 0 em Eλ, ou equivalentemente, un → u em Eλ, e

com isso finalizamos a demonstração. Em seguida, mostraremos que Lλ > 0 não pode

ser positivo λ suficientemente grande. Para isso, se∫
RN
|vn|q dx→ Aλ e

∫
RN
|vn|2

∗
dx→ Bλ,

então µAλ + Bλ = Lλ. Seguindo os argumentos explorados na demonstração do Lema

1.3.5, vemos que

lim sup
n→+∞

∫
RN
|vn|q dx = oλ(1),

onde oλ(1)→ 0 quando λ→ +∞. Assim,

Aλ = oλ(1) e Lλ = Bλ + oλ(1). (1.18)

De (1.17) e das imersões de Sobolev

||vn||2λ ≤ C
(
||vn||qλ + ||vn||2

∗

λ

)
+ on(1). (1.19)

Recordando que existe C > 0 verificando

|t|q ≤ 1

2
|t|2 + C|t|2∗ , ∀t ∈ R,

e supondo por contradição que Lλ > 0, a última desigualdade implica que

lim
n→+∞

||vn||2λ ≥ (1/C)2/(2∗−2) = C1 > 0,

ou equivalentemente,

Lλ ≥ C1 > 0. (1.20)

onde C1 não depende de λ > 0. Por outro lado, sabemos que

S ≤ ||vn||2λ( ∫
RN |vn|2

∗ dx
)2/2∗

.

Então, tomando o limite quando n→ +∞, encontramos

S ≤ Lλ
(Bλ)2/2∗

=
Lλ

(Lλ + oλ(1))2/2∗
.

Agora, fazemos λ→ +∞ e usando (1.20), ficamos com

SN/2 ≤ lim inf
λ→∞

Lλ. (1.21)
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De (1.16), segue que (1

2
− 1

2∗

)
Lλ + oλ(1) ≤ dλ,

donde

lim inf
λ→∞

dλ ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
lim inf
λ→∞

Lλ.

Usando a desigualdade acima combinada com (1.21), deduzimos

lim inf
λ→∞

dλ ≥
1

N
SN/2, (1.22)

o que é um absurdo, pois por hipótese

lim sup
λ→+∞

dλ ≤
1

N
SN/2 − τ < 1

N
SN/2.

Sendo assim, existe λ̂ > 0 tal que Lλ = 0 para todo λ ≥ λ̂, finalizando a demonstração.

Inspirados na demonstração do resultado precedente, obtemos uma consequência que

será muito importante adiante para mostrar a multiplicidade de soluções para o pro-

blema (Pλ,µ).

Corolário 1.3.8 Existe λ̂ > 0 tal que Iλ,µ verifica a condição (PS)dλ sobreMλ,µ para
qualquer dλ ∈

(
0, 1

N
SN/2 − τ

)
e λ ≥ λ̂, onde τ foi dado no Lema 1.3.3.

O teorema a seguir garante a existência de solução de energia mínima para o problema

(Pλ,µ).

Teorema 1.3.9 Existe λ∗ > 0 tal que o nível do passo da montanha cλ,µ é um valor
crítico para o funcional Iλ,µ, para todo λ ≥ λ∗, isto é, existe uλ,µ ∈ Eλ verificando

Iλ,µ(uλ,µ) = cλ,µ e I ′λ,µ(uλ,µ) = 0.

Demonstração. Pelo Lema 1.3.3, tem-se que cλ,µ < 1
N
SN/2 − τ . A Proposição 1.3.7

garante a existência de λ∗ = λ∗(τ) > 0 tal que o funcional energia Iλ,µ verifica a

condição (PS)cλ,µ para λ ≥ λ∗. Desta forma, pelo Teorema do Passo da Montanha

devido a Ambrosetti & Rabinowitz [8], existe uλ,µ ∈ Eλ verificando

Iλ,µ(uλ,µ) = cλ,µ e I ′λ,µ(uλ,µ) = 0,

isto finaliza a demonstração.
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Agora, nossa intenção é mostrar uma relação importante entre cλ,µ e cµ. No entanto,

para fazer isso precisamos estudar o comportamento das sequências (PS)c,∞. A seguir,

seja (un) ⊂ H1(RN) uma sequência (PS)c,∞, isto é,

un ∈ Eλn e λn → +∞,

Iλn,µ(un)→ c para algum c ∈ R,

||I ′λn,µ(un)||E′λn → 0.

Proposição 1.3.10 Seja (un) uma sequência (PS)c,∞ com c ∈
(
0, 1

N
SN/2

)
. Então,

existe uma subsequência (un) e u ∈ H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω e u é uma solução de{
−∆u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(P )∞

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(RN),

λn

∫
RN
V (x)|un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

|∇u|2 dx = ||u||2H1
0 (Ω).

Demonstração. Conforme foi feito no Lema 1.3.4,

lim sup
n→+∞

||un||2λn ≤
2qc

q − 2
. (1.23)

Isto mostrar que (||un||λn) é limitada em R. Desde que

||un||λn ≥ Υ||un|| ∀n ∈ N,

(un) também é limitada em H1(RN), e assim, existe uma subsequência de (un) e u ∈

H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).
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Para mostrar (i), para cada m ∈ N∗ consideramos o conjunto

Cm =

{
x ∈ RN ; V (x) >

1

m

}
.

É fácil ver que

RN \ Ω =
+∞⋃
m=1

Cm.

Note que, ∫
Cm

|un|2dx =

∫
Cm

λnV (x)

λnV (x)
|un|2dx ≤

m

λn
||un||2λn ≤

mM

λn
,

onde M = sup
n∈N
||un||2λn . Pelo Lema de Fatou,

∫
Cm

|u|2dx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Cm

|un|2dx ≤ lim inf
n→+∞

mM

λn
= 0

e isto implica ∫
Cm

|u|2dx = 0, ∀m ∈ N∗.

Desta forma u = 0 em quase todo ponto de Cm, para todo m ∈ N∗. Logo,

u(x) = 0 sobre
+∞⋃
m=1

Cm = RN \ Ω.

Consequentemente, u = 0 para quase todo ponto em RN \ Ω. Para completar a de-

monstração de (i), considere uma função teste ϕ ∈ C∞0 (Ω) e observe que

I ′λn,µ(un)ϕ =

∫
Ω

∇un∇ϕdx−
∫

Ω

(µ|un|q−2un + |un|2
∗−2un)ϕdx. (1.24)

Como (un) é uma sequência (PS)c,∞, temos

I ′λn,µ(un)ϕ→ 0. (1.25)

Recordando que un ⇀ u em H1(RN), devemos ter∫
Ω

∇un∇ϕdx→
∫

Ω

∇u∇ϕdx (1.26)

e ∫
Ω

(µ|un|q−2un + |un|2
∗−2un)ϕdx→

∫
Ω

(µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u)ϕdx. (1.27)

Sendo assim, de (1.24)-(1.27),∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

(µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u)ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).
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Como C∞0 (Ω) é denso em H1
0 (Ω), a igualdade acima nos dá∫

Ω

∇u∇v dx =

∫
Ω

(µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u)v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

mostrando que u é uma solução fraca do problema −∆u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u, emΩ,

u = 0, sobre ∂Ω.
(1.28)

Para (ii), note que

||un − u||2λn = ||un||2λn + ||u||2λn − 2

∫
RN

(∇un∇u+ λnV (x)unu) dx. (1.29)

De (i),

||u||2λn = ||u||2H1
0 (Ω),

e assim, ∫
RN

(∇un∇u+ λnV (x)unu) dx = ||u||2H1
0 (Ω) + on(1).

Daí, podemos reescrever (1.29) como

||un − u||2λn = ||un||2λn − ||u||
2
H1

0 (Ω) + on(1). (1.30)

Juntando a limitação de (||un||λn) com o limite ||I ′λn(un)||E′λn → 0, encontramos

I ′λn(un)un → 0.

Como,

||un||2λn = I ′λn(un)un +

∫
RN

(µ|un|q + |un|2
∗
) dx,

então

||un||2λn =

∫
RN

(µ|un|q + |un|2
∗
) dx+ on(1). (1.31)

Por outro lado, sabemos que o limite I ′λn(un)u→ 0 é equivalente∫
Ω

∇un∇u dx−
∫

Ω

(µ|un|q−2unu+ |un|2
∗−2unu) dx = on(1),

o que implica ∫
RN
|∇u|2 dx =

∫
RN

(µ|u|q + |u|2∗) dx. (1.32)

Combinando (1.30) com (1.31) e (1.32), segue que

||un − u||2λn =

∫
RN

(µ|un|q + |un|2
∗
) dx−

∫
RN

(µ|u|q + |u|2∗) dx+ on(1).
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isto é,

||vn||2λn = µ|vn|qq + |vn|2
∗

2∗ + on(1),

onde vn = un − u. Pelo Corolário 1.3.6, vn → 0 em Lq(RN), consequentemente

||vn||2λn = |vn|2
∗

2∗ + on(1).

Agora, repetindo os mesmos passos dados na finalização da demonstração da Proposi-

ção 1.3.7 para a sequência (vn) deduzimos

||vn||2λn → 0,

finalizando a demonstração de (ii). Finalmente, a fim de provar (iii), basta usar a

desigualdade abaixo

0 ≤ λn

∫
RN
V (x)|un|2dx = λn

∫
RN
V (x)|un − u|2dx ≤ ||un − u||2λn → 0.

No que segue, provaremos alguns resultados envolvendo cλ,µ e cµ.

Lema 1.3.11 Se λn → +∞, então lim
n→∞

cλn,µ = cµ.

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.9, para cada n ∈ N existem un = uλn,µ ∈ Eλn tal

que

Iλn,µ(un) = cλn,µ e I ′λn,µ(un) = 0.

O Lema 1.3.1, juntamente com a definição de cλn,µ implica que

0 < ρ ≤ cλn,µ ≤ cµ <
1

N
SN/2, ∀n ∈ N,

de onde segue que (cλnµ) é uma sequência limitada e ||un||λn 6→ 0. Agora, argumentado

como na demonstração do Lema 1.3.4, obtemos

lim sup
n→+∞

||un||2λn ≤
2qcµ
q − 2

,

mostrando que (un) é uma sequência limitada em H1(RN). Sendo assim, pela Propo-

sição 1.3.10, existe uma subsequência (un) e u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} tais que

||un − u||2λn → 0,
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un → u em H1(RN),

un → u em Ls(RN) ∀s ∈ [2, 2∗],

I ′µ(u) = 0.

Assim, podemos concluir que Iλ,µ(un)→ Iµ(u). Como Iλ,µ(un) = cλn,µ ≤ cµ,

Iµ(u) ≤ cµ. (1.33)

Sendo u 6= 0 e I ′µ(u)u = 0, devemos ter u ∈M. Logo,

cµ ≤ Iµ(u). (1.34)

As duas desigualdades (1.33) e (1.34) implicam que Iµ(u) = cµ e

lim
n→∞

cλn,µ = cµ,

provando o resultado desejado.

O Lema 1.3.11 nos fornece informações importantes que estão listadas nos corolários

abaixo.

Corolário 1.3.12 Seja (λn) ⊂ (0,+∞) uma sequência verificando λn → +∞ e uλn,µ
a solução de energia mínima obtida no Teorema 1.3.9. Então, existe uma subsequência
de (uλn,µ), denotada por ela mesma, e u ∈ H1

0 (Ω) tais que uλn,µ → u em H1
0 (Ω) e u é

uma solução de energia mínima do problema limite{
−∆u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(P )∞

Demonstração. Segue imediatamente da Proposição 1.3.10.

Corolário 1.3.13 Existem λ∗ > 0 grande e µ∗ > 0 pequeno tais que

m(µ) < 2cλ,µ, ∀λ ≥ λ∗ e ∀µ ∈ (0, µ∗).
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Demonstração. Pelo Lema 1.2.1 podemos diminuir µ∗, se necessário, de tal forma

que

m(µ) < 2cµ, ∀µ ∈ (0, µ∗).

Sabemos pelo Lema 1.3.11 que cλ,µ → cµ quando λ → +∞. Para cada µ > 0 fixado,

existe λ∗ = λ∗(µ) tal que

m(µ) < 2cλ,µ, ∀λ ≥ λ∗,

mostrando o resultado desejado.

Corolário 1.3.14 Assumindo que m(µ) < 2cλ,µ e u ∈ Eλ é um ponto crítico não
trivial do funcional Iλ,µ com Iλ,µ(u) ≤ m(µ). Então, u é positiva ou u é negativa.

Demonstração. Se u± 6= 0, temos que u± ∈Mλ,µ. De fato,

0 = I ′λn,µ(u)u+ =

∫
RN

(∇u∇u++V (x)uu+) dx−µ
∫
RN
|u|q−2uu+ dx−

∫
RN
|u|2∗−2uu+ dx.

Observando que

I ′λn,µ(u)u+ = I ′λn,µ(u+)u+,

tem-se, I ′λn,µ(u+)u+ = 0 e, consequentemente, u+ ∈Mλ,µ. Da mesma forma mostra-se

que u− ∈Mλ,µ. Agora, podemos concluir que

m(µ) ≥ Iλ,µ(u) = Iλ,µ(u+) + Iλ,µ(u−) ≥ 2cλ,µ,

o que é um absurdo. O resultado segue pela aplicação do Princípio de Máximo em [33].

Observação 1.3.15 Como Iλ,µ é par, pelo último corolário, podemos supor que os
pontos críticos não triviais de Iλ,µ são soluções positivas (Pλ,µ).

No que segue, fixamos R > 2diam(Ω) tal que Ω ⊂ BR(0) e consideramos a função

ξ(t) =

 1, 0 ≤ t ≤ R,

R
t
, t ≥ R.

Além disso, definimos β : H1(RN) \ {0} → RN por

β(u) =

∫
RN ξ(|x|)|u|

2∗x dx∫
RN |u|2

∗ dx
.

Note que pela definição da função ξ, que a função baricentro β está bem definida.
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Lema 1.3.16 Existe λ̂ > 0 tal que se u ∈ Mλ,µ e Iλ,µ(u) ≤ m(µ), então β(u) ∈ Ω+
r

para todo λ ≥ λ̂.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe uma sequência λn → +∞ e

(un) ⊂Mλn,µ com Iλn,µ(un) ≤ m(µ) e

β(un) /∈ Ω+
r , ∀n ∈ N.

Como (||un||λn) é limitada em R, existe u ∈ H1
0 (Ω), tal que a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1(RN),

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,

un → u em Ltloc(RN) para t ∈ [1, 2∗).

Além disso,

||vn||2λn = µ|vn|qq + |vn|2
∗

2∗ + on(1),

onde vn = un − u. Pelo Corolário 1.3.6, vn → 0 em Lq(RN), implicando que

||vn||2λn = |vn|2
∗

2∗ + on(1).

Argumentando como na demonstração da Proposição 1.3.10, obtemos

||vn||λn → 0⇔ ||un − u||λn → 0.

Este limite combinado com o Lema 1.3.2 implica que

un → u in H1(RN), u 6= 0, I ′µ(u)u = 0 e Iλn,µ(un)→ Iµ(u). (1.35)

Desse modo, u ∈ Mµ e Iµ(u) ≤ m(µ). Aplicando o Lema 1.2.3, temos β0(u) ∈ Ω+
r/2, o

que é um absurdo, pois

β0(u) = lim
n→∞

β0(un) 6∈ Ω+
r/2.

Isto completa a demonstração.

1.4 Demonstração do Teorema 1.1.1

Seja ur ∈ H1
0 (Br(0)) uma função radialmente simétrica que verifica

Iµ,r(ur) = m(µ) = inf
u∈Mr

Iµ,r(u) e I ′µ,r(ur) = 0.
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Usando a função ur, definimos o operador Ψr : Ω−r −→ H1
0 (Ω) por

Ψr(y)(x) =

 ur(|x− y|), x ∈ Br(y),

0, x ∈ Ω−r \Br(y),

Afirmação 1.4.1 O operador Ψr é contínuo e satisfaz

β(Ψr(y)) = y, ∀ y ∈ Ω−r . (1.36)

A continuidade de Ψr segue da continuidade da função ur. Note que, para cada y ∈ Ω−r ,

β(Ψr(y)) =

∫
RN
ξ(|x|)|Ψr(y)|2∗x dx∫
RN
|Ψr(y)|2∗ dx

.

Observe que se

x ∈ Br(y)c tem-se Ψr(y)(x) = 0,

logo ∫
RN
ξ(|x|)|Ψr(y)|2∗x dx =

∫
Br(y)

ξ(|x|)|Ψr(y)|2∗x dx.

Assim, se x ∈ Br(y) então |x−y| < r. Como fixamos R > 2diam(Ω) tal que Ω ⊂ BR(0),

temos |x| < r + |y| < R e consequentemente ξ(|x|) = 1. Desta informação, deduzimos∫
RN
ξ(|x|)|Ψr(y)|2∗x dx =

∫
RN
|Ψr(y)|2∗x dx.

Usando a definição Ψr(y) segue que

β(Ψr(y)) =

∫
RN
|ur(|x− y|)|2

∗
x dx∫

RN
|ur(|x− y|)|2

∗
dx

.
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Fazendo uma mudança de variáveis, segue que

β(Ψr(y)) =

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
(z + y) dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

=

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
y dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

+

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
z dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

= y

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

+

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
z dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

= y +

∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
z dz∫

RN
|ur(|z|)|2

∗
dz

.

Note que

ur(z) = 0 se z ∈ Br(0)c.

Sendo assim, z deve verificar |z| < r < R o que implica em ξ(|z|) = 1. Desse modo,∫
RN
|ur(|z|)|2

∗
z dz =

∫
RN
ξ(|z|)|ur(|z|)|2

∗
z dz = β(ur).

Portanto,

β(Ψr(y)) = y + β(ur).

Como ur é radial, isto é, β(ur) = 0, concluímos que β(Ψr(y)) = y, o que mostra a

afirmação.

Usando as informações acima, provaremos a seguinte afirmação:

Afirmação 1.4.2 Para 0 < µ < µ∗,

cat(I
m(µ)
λ,µ ) ≥ cat(Ω),

onde Im(µ)
λ,µ := {u ∈Mλ,µ ; Iλ,µ(u) ≤ m(µ)} e µ∗ é dado no Lema 1.2.3.

Se cat(Im(µ)
λ,µ ) =∞, o resultado é imediato. Assumimos que cat(Im(µ)

λ,µ ) = n, isto é,

I
m(µ)
λ,µ = F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn,

onde Fj é fechado e contrátil em I
m(µ)
λ,µ , para cada j = 1, 2, ..., n, isto é, existe hj ∈

C([0, 1]× Fj, Im(µ)
λ,µ ) e wj ∈ Fj tais que

hj(0, u) = u e hj(1, u) = wj,
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para todo u ∈ Fj. Considere os conjuntos Bj := Ψ−1
r (Fj), 1 ≤ j ≤ n. Sendo Ψr

contínua, os conjuntos Bj são fechados e segue que

Ω−r = Ψ−1
r (I

m(µ)
λ,µ ) = Ψ−1

r

(
n⋃
j=1

Fj

)
=

n⋃
j=1

Ψ−1
r (Fj) =

n⋃
j=1

Bj.

Defina agora aplicação gj : [0, 1]×Bj → Ω+
r dada por

gi(t, y) = β(hj(t,Ψr(y))),

e observe que:

(a) A aplicação gj está bem definida. Tomando t ∈ [0, 1] e y ∈ Bj = Ψ−1
r (Fj) tem-se

Ψr(y) ∈ Fj. Logo, hj(t, y) está bem definida e hj(t, y) ∈ Im(µ)
λ,µ . Além disso, pelo

Lema 1.3.16, existe λ̂ > 0 tal que

β(hj(t,Ψr(y))) ∈ Ω+
r , ∀λ ≥ λ̂;

(b) A continuidade de gj segue da continuidade das funções β, hj e Ψ. Todas estas

funções são contínuas;

(c) Note que

gj(0, y) = β(hj(0,Ψr(y))) = β(Ψr(y)) = y, ∀y ∈ Bj

e

gj(1, y) = β(hj(1,Ψr(y))) = β(wj), ∀y ∈ Bj.

Portanto, Bj é contrátil em Ω+
r , para todo 1 ≤ j ≤ n, donde segue que

cat(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n.

finalizando a demonstração da afirmação.

Como Iλ,µ satisfaz a condição (PS)c sobre Mλ,µ para c ≤ m(µ) (veja Corolá-

rio 1.3.8), podemos aplicar a Categoria de Lusternik-Schnirelmann na Afirmação 1.4.2

para garantir que Iλ,µ tem pelo menos cat(Ω) de pontos críticos sobreMλ,µ e, conse-

quentemente, cat(Ω) pontos críticos em Eλ.
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Capítulo 2

Existência de solução para uma classe
de desigualdades variacionais com
potencial Bartsch-Wang: Parte I

2.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos a existência de soluções não triviais para a seguinte

desigualdade variacional: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (2.1)

onde

K = {v ∈ E; v ≥ ϕ q.t.p. em Ω},

ϕ ∈ H1(RN) com parte positiva não trivial e suppϕ+ ⊂ Ω, λ > 0 é um parâmetro e

V : RN → R é uma função contínua verificando as seguintes condições:

(V1) V (x) ≥ 0, ∀x ∈ RN ;

(V2) Ω := int(V −1({0})) 6= ∅ é um subconjunto aberto conexo limitado do RN com

fronteira suave;

(V3) Existe M0 > 0 tal que o conjunto L = {x ∈ RN ; V (x) ≤ M0} é não vazio e tem

medida finita.



Com relação a função f : R→ R assumimos as seguintes condições: Se N ≥ 3, f é da

forma

f(t) = µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t, (2.2)

onde 2∗ = 2N/(N − 2) e 2 < q < 2∗.

Se N = 2, f é de classe de C1 e tem crescimento crítico exponencial, isto é, existe

α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|
eαt2

=

 0, α > α0,

+∞, α < α0

Assumimos também as seguintes condições

(f1)
f(t)

t
→ 0 quando |t| → 0;

(f2) Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) := θ

∫ t

0

f(s)ds ≤ f(t)t, s 6= 0;

(f3) Existem C > 0 tal que

|f ′(t)| ≤ Ceα0t2 , t ∈ R;

(f4) Existem p > 2 e uma constante ν > 0 tais que

f(t) ≥ νtp, ∀t ≥ 0.

No que segue, supomos sem perda de generalidade f(t) = 0, para t ≤ 0.

Conforme falamos na introdução, a nossa motivação pelo estudo do problema

(2.1) vem dos recentes trabalhos envolvendo a seguinte classe de problemas

−∆u+ (1 + λV (x))u = f(u), em RN ,

mais especificamente, do trabalho Bartsch & Wang [14] e dos poucos trabalhos encon-

trados na literatura de desigualdades variacionais em domínios ilimitados.

Nossa contribuição, em relação ao problema (2.1), foi demonstrar a existência de

uma solução não trivial para o mesmo, considerando os casos N ≥ 3 e N = 2.

O principal resultado deste capítulo é o teorema que enunciaremos a seguir.
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Teorema 2.1.1 Assuma que V satisfaz (V1)− (V3) e f satisfaz (f1)− (f4) se N = 2.
Então existem λ∗ > 0, µ∗ > 0, ν∗ > 0 e ρ > 0 tais que se ||ϕ|| < ρ, o problema
(2.1) tem solução uλ não trivial para λ ≥ λ∗, µ ≥ µ∗ e ν ≥ ν∗. Além disso, a família
{uλ}λ≥λ∗ tem a seguinte propriedade: para qualquer subsequência λn → +∞, podemos
extrair uma subsequência (λn) tal que a sequência (uλn) converge forte em H1(RN)

para uma função u que verifica u ≡ 0 em RN \ Ω e é solução da seguinte desigualdade
variacional ∫

Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)u(v − u)dx,

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Com o propósito de demonstrar o Teorema 2.1.1, utilizaremos o método de penalização

devido Bensoussan & Lions [16] e melhorado por Carl, Le & Motreanu [18], Teorema

do Passo da Montanha devido Willem [60] e o Teorema do Passo da Montanha de

Ambrosetti & Rabinowitz [8].

Este capítulo está organizado da seguinte forma: Na primeira seção, introduzi-

mos alguns resultados preliminares e a formulação do método de penalização para o

Problema (2.1). Na Seção 2.2, demonstraremos o Teorema 2.1.1 para caso N ≥ 3. Ini-

cialmente, penalizamos o Problema (2.1) o qual chamaremos de problema penalizado.

Logo após, iremos mostrar que o mesmo possui solução não trivial. Para isso, mostra-

remos que o funcional energia verifica a geometria do passo da montanha e também a

condição (PS)c para alguns valores de c. Em seguida, trabalhamos com a sequência

de soluções do problema penalizado combinado com o operador de penalização para

obtermos, a menos de subsequência, uma convergência forte em H1(RN). Através desta

convergência, garantimos uma solução não trivial para a desigualdade variacional (2.1).

Além disso, estabelecemos um resultado de concentração para uma sequência de solu-

ções (uλ) da Desigualdade Variacional (2.1) o que de fato demonstra o Teorema 2.1.1.

Na Seção 2.3, o objetivo é provar o Teorema 2.1.1 para o caso N = 2. Seguimos os

mesmos passos da Seção 2.3 com os devidos ajustes e faremos uso de uma versão da

desigualdade de Trundiger & Moser em todo R2, devido a Cao [17].
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2.2 Resultados preliminares

Seja E ⊂ H1(RN) definido por

E =
{
u ∈ H1(RN);

∫
RN
V (x)|u|2 dx < +∞

}
munido da norma

||u||λ =

(∫
RN

[|∇u|2 + (1 + λV (x))|u|2]dx

) 1
2

a qual está associada com o produto interno

〈u, v〉λ =

∫
RN

[∇u∇v + (1 + λV (x))uv]dx.

Mostra-se que E é um espaço de Hilbert, para todo λ ≥ 0. Ao longo deste capítulo,

denotemos por Eλ, o espaço E com a norma || ||λ.

As condições (V1)− (V2) implicam que Eλ satisfaz

||u||λ ≥ ||u||, ∀u ∈ Eλ e ∀λ > 0.

Portanto, a imersão Eλ ↪→ H1(RN) é contínua para λ > 0, de onde segue

Eλ ↪→ Ls(RN), ∀s ∈ [2, 2∗],

também são contínuas para λ > 0.

Para resolvermos o problema (2.1), usaremos o método de penalização encon-

trado em Carl, Le e Motreanu em [18]. Iniciaremos definindo o que é um operador de

penalização.

Definição 2.2.1 Seja C um subconjunto não vazio, fechado e convexo de um espaço
de Banach X. Um operador P : X → X ′ é chamado operador de penalização associado
com C ⊂ X se verifica:

(P1) A função real
t 7→ 〈P (u+ tv), w〉

é contínua sobre [0, 1], para todos u, v, w ∈ X;

(P2) Temos
〈P (u)− P (v), u− v〉 ≥ 0,

para todos u, v ∈ X;
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(P3) P (u) = 0 se, e somente se, u ∈ C;

(P4) O operador P leva conjuntos limitados de X em conjuntos limitados.

O próximo passo consiste em penalizar o problema (2.1). Para isso, considere a seguinte

classe de problemas elípticos

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = f(u), em RN . (2.3)

Recordamos que u é uma solução fraca de (2.3) quando verifica a igualdade∫
RN

[∇u∇v + (1 + λV (x))uv]dx− 1

ε

∫
Ω

(ϕ− u)+v dx =

∫
RN
f(u)v dx, ∀v ∈ Eλ, (2.4)

onde ε > 0 é o parâmetro de penalização, enquanto
1

ε

∫
Ω

(ϕ − u)+v dx é o termo de

penalização.

No que segue consideramos o operador P : Eλ → E ′λ definido por

〈P (u), v〉 = −
∫

Ω

(ϕ− u)+v dx.

Lema 2.2.2 O operador P definido acima é um operador de penalização associado ao
conjunto K ⊂ Eλ.

Demonstração. Vamos iniciar por (P1). Dados u, v, w ∈ Eλ, definimos a função

p : [0, 1]→ R definida por

p(t) = 〈P (u+ tv), w〉.

Seja (tn) ⊂ [0, 1] verificando tn → t0, onde t0 ∈ [0, 1]. Então,

p(tn) = −
∫

Ω

(ϕ− (u+ tnv))+wdx e p(t0) = −
∫

Ω

(ϕ− (u+ t0v))+wdx.

Nosso objetivo é mostrar p(tn)→ p(t0), nesse sentido, observe que

|p(tn)− p(t0)| ≤
∫

Ω

|(ϕ− (u+ tnv))+ − (ϕ− (u+ t0v))+||w|dx.

Perceba que

|(ϕ− (u+ tnv))+ − (ϕ− (u+ t0v))+||w| ≤ 2|ϕ||w|+ 2|u||w|+ 2|v||w|

e

|(ϕ(x)− (u(x) + tnv(x)))+ − (ϕ(x)− (u(x) + t0v(x)))+||w(x)| → 0 q.t.p. em RN
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isso mostra que estamos sob as hipóteses do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, e portanto,

|p(tn)− p(t0)| → 0,

o que mostra a condição (P1).

Agora para mostrar (P2) analisaremos pontualmente e dividimos em quatro casos.

Dados u, v ∈ Eλ e fixe x ∈ Ω

(i) Se ϕ(x) ≤ u(x) e ϕ(x) ≤ v(x),

−(ϕ− u)+(x)(u− v)(x) + (ϕ− v)+(x)(u− v)(x) = 0

(ii) Se v(x) ≥ ϕ(x) ≥ u(x)

−(ϕ− u)+(x)(u− v)(x) + (ϕ− v)+(x)(u− v)(x) = −(ϕ− u)+(x)(u− v)(x) ≥ 0

(iii) Se u(x) ≥ ϕ(x) ≥ v(x)

−(ϕ− u)+(x)(u− v)(x) + (ϕ− v)+(x)(u− v)(x) = (ϕ− v)+(x)(u− v)(x) ≥ 0

(iv) Se ϕ(x) ≥ u(x) e ϕ(x) ≥ v(x),

−(ϕ− u)+(x)(u− v)(x) + (ϕ− v)+(x)(u− v)(x) = (u− v)2(x) ≥ 0,

de todas as análises feitas o operador P satisfaz (P2).

Vamos justificar a condição (P3). Seja u ∈ Eλ com P (u) = 0, isto é,

〈P (u), v〉 = −
∫

Ω

(ϕ− u)+v dx = 0, ∀v ∈ H1(RN).

Em particular, ∫
Ω

(ϕ− u)+v dx = 0, ∀v ∈ C∞0 (Ω).

Pelo Lema Fundamental das Distribuições tem-se (ϕ − u)+ = 0 q.t.p. em Ω, ou seja,

u ≥ ϕ q.t.p. em Ω. Isto mostra que u ∈ K. Por outro lado, se u ∈ K, imediatamente

temos P (u) = 0. Portanto, está mostrado a condição (P3).

Para finalizarmos a demonstração do lema, falta mostra condição (P4). Seja

Σ ⊂ Eλ um conjunto limitado, isto é, existe L > 0

||u|| ≤ L, ∀u ∈ Σ.
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Dada u ∈ Σ e usando a desigualdade de Hölder obtemos

|〈P (u), v〉| ≤ |(ϕ− u)+|2|v|2.

Usando as imersões contínuas de Sobolev

Eλ ↪→ Ls(RN), ∀s ∈ [2, 2∗]

existe uma constante C > 0 tal que a última desigualdade fica

|〈P (u), v〉| ≤ C||(ϕ− u)+||λ||v||λ,

ou ainda,

|〈P (u), v〉| ≤ C(||ϕ||λ + ||u||λ)||v||λ.

Logo,

||P (u)||E′λ ≤ C(L+ ||ϕ||),

mostrando que P verifica a condição (P4). Portanto, P é um operador de penalização

associado ao conjunto K.

2.3 Demonstração do Teorema 2.1.1 para o caso N ≥
3

Relembrando que a desigualdade (2.1) que estamos estudando nesta seção é a

seguinte: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN

(µuq−1+u2∗−1)(v−u)dx, ∀v ∈ K

O problema penalizado associado a desigualdade acima é

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = µuq−1 + u2∗−1, em RN .

As soluções fracas do problema penalizado podem ser encontradas como pontos críticos

do funcional Iλ,ε : Eλ → R definido por

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx−
∫
RN
F+(u)dx
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o qual está bem definido e é de classe C1 sobre o espaço Eλ com a derivada dada por

I ′λ,ε(u)v = 〈u, v〉λ −
1

ε

∫
Ω

(ϕ− u)+v dx−
∫
RN
f+(u)v dx,

∀u, v ∈ Eλ, onde

f+(t) = µ(t+)q−1 + (t+)2∗−1 e F+(t) =

∫ t

o

f+(s)ds.

2.3.1 Solução para o problema penalizado (2.3)

Iniciamos mostrando a geometria do passo da montanha para o funcional Iλ,ε.

Lema 2.3.1 (a) Existem contantes r, ρ > 0, as quais são independentes de λ e ε, tais
que

Iλ,ε(u) ≥ ρ para ‖u‖λ = r;

(b) Existe e ∈ H1(RN) com ‖e‖λ > r e Iλ,ε(e) < 0.

Demonstração. Primeiramente, note que

Iλ,ε(u) ≥ 1

2
||u||2λ −

µ

q

∫
RN
|u|q dx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗ dx u ∈ Eλ.

Pelas imersões contínuas de Sobolev

H1(RN) ↪→ Ls(RN), para 2 ≤ s ≤ 2∗. (2.5)

existem constantes positivas C1 e C2 tais que

Iλ,ε(u) ≥ 1

2
||u||2λ −

C1µ

q
||u||qλ −

C2

2∗
||u||2λ.

Uma vez que 2 < q < 2∗, existem ρ > 0 e r > 0 tais que

Iλ,ε(u) ≥ ρ > 0 para ||u||λ = r.

Isso mostra (a). Agora, observe que∫
Ω

[(ϕ− ϕ+)+]2 dx = 0 e ||ϕ+||λ = ||ϕ+||.

Logo,

Iλ,ε(ϕ
+) ≤ ||ϕ+||2 ≤ ||ϕ||2.

Como por hipótese fixamos ||ϕ|| suficientemente pequena em relação ρ, temos

Iλ,ε(ϕ
+) < ρ.
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Por outro lado para t > 1

Iλ,ε(tϕ
+) =

t2

2
||ϕ+||2λ −

tqµ

q

∫
RN
|ϕ+|q dx− t2

∗

2∗

∫
RN
|ϕ+|2∗ dx.

Sendo 2 < q < 2∗, obtemos Iλ,ε(tϕ+) → −∞ quando t → +∞. Assim, fixando t∗ > 0

suficientemente grande e w = (1 + t∗)ϕ
+ tem-se

Iλ,ε(w) < Iλ,ε(ϕ
+) < ρ ≤ Iλ,ε(u), com ||u||λ = r

e

||ϕ+||λ < r < ||w||λ.

Em vista disso, concluímos o lema.

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60], garantimos a existên-

cia de uma sequência (PS)cλ,ε para Iλ,ε, isto é, uma sequência (un) ⊂ Eλ verificando

Iλ,ε(un)→ cλ,ε e I ′λ,ε(un)→ 0,

onde

cλ,ε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,ε(γ(t))

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = ϕ+ e γ(1) = w}.

Lema 2.3.2 Existem τ > 0 e µ∗ = µ∗(τ) > 0 tais que

0 < cλ,ε <
q − 2

2q
SN/2 − τ, ∀λ > 0, ∀ε > 0 e µ ≥ µ∗.

Demonstração. Considere o caminho γ : [0, 1]→ Eλ definido por γ(t) = (1 + tt∗)ϕ
+.

Claramente, γ ∈ Γ. Como (1 + tt∗)ϕ
+ ≥ ϕ,∫

Ω

[(ϕ− (1 + tt∗)ϕ
+)+]2 dx = 0

e

Iλ,ε(γ(t)) =
(1 + tt∗)

2

2
||ϕ+||2 − (1 + tt∗)

qµ

q

∫
Ω

|ϕ+|q dx− (1 + tt∗)
2∗

2∗

∫
Ω

|ϕ+|2∗ dx.
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Note que

Iλ,ε(γ(t)) ≤ (1 + tt∗)
2

2
||ϕ+||2 − (1 + tt∗)

qµ

q

∫
Ω

|ϕ+|q dx.

Para deixar o cálculo mais simples, chamamos A = ||ϕ+||/2 e B = |ϕ+|qq/q e conside-

ramos as funções

jµ(t) = A(1 + tt∗)
2 − µB(1 + tt∗)

q, t ∈ [0,∞)

e

hµ(t) = At2 − µBtq, t ∈ [0,∞).

Perceba que jµ(t) = hµ(1 + tt∗) e

h′µ(t) = 2At− µBqtq−1, q > 2.

Fazemos h′µ(t) = 0, isso nos dá 2At − µBqtq−1 = 0. Fazendo algumas manipulações

algébricas encontramos

t =
( 2A

µBq

)1/(q−2)

.

Denotamos este ponto

tµ =
( 2A

µBq

)1/(q−2)

.

Fazendo o estudo com a função hµ podemos garantir que tµ é um ponto de máximo

que verifica

hµ(tµ) =
A

µ2/(q−2)

(2A

Bq

)2/(q−2)

− µB

µq/(q−2)

(2A

Bq

)q/(q−2)

.

Como µ
µq/(q−2) = 1

µ2/(q−2) , quando µ→∞ segue que

hµ(tµ)→ 0.

Recorde,

jµ(t) = hµ(1 + tt∗) ≤ hµ(tµ).

Com as últimas duas informações, obtemos

cλ,ε ≤ max
t≥0

jµ(t) = max
t≥1

hµ(t) ≤ max
t≥0

hµ(t) = hµ(tµ) <
q − 2

2q
SN/2 − τ

para todo λ > 0 e para todo µ ≥ µ∗ onde fixamos µ∗ suficientemente grande, finalizando

a demonstração.

48



Enunciaremos alguns lemas envolvendo o comportamento das sequências (PS)c para o

funcional Iλ,ε.

Lema 2.3.3 Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε, então (un) é limi-
tada.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε. Então

Iλ,ε(un)− 1
q
I ′λ,ε(un)un =

(
1

2
− 1

q

)
||un||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx

+
1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx+

(
1

q
− 1

2∗

)∫
RN

(u+
n )2∗ dx.

Note que

[(ϕ− un)+]2 + (ϕ− un)+un ≥ (ϕ− un)+ϕ

e
1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx ≥ 1

qε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx.

Usando tais informações, segue que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

(1

2
− 1

q

)
||un||2λ +

1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+ϕdx

ou ainda,

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

(1

2
− 1

q

)
||un||2λ −

1

qε

∫
Ω

|ϕ− un||ϕ|dx.

Utilizando a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev, existe uma constante

positiva C tal que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

(1

2
− 1

q

)
||un||2λ −

1

qε
|ϕ|22 −

C

qε
|ϕ|22||un||λ. (2.6)

Por outro lado, existe n0 ∈ N tal que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≤ c+ on(1) + on(1)||un||λ n ≥ n0. (2.7)

Das condições (2.6) e (2.7),(1

2
− 1

q

)
||un||2λ ≤ c+ on(1) +

1

qε
|ϕ|22 +

(
on(1) +

C

qε
|ϕ|22

)
||un||λ

para n ≥ n0, o que garante a limitação da sequência (un).
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Lema 2.3.4 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequência (un) dada
pelo Lema 2.3.3 pode ser considerada como uma sequência de funções não negativas,
ou seja, (u+

n ) é uma sequência (PS)c.

Demonstração. De fato, sendo (un) limitada, então u−n = un−u+
n também é limitada.

Observe que

I ′λ,ε(un)u−n =
1

2
||u−n ||2λ −

1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+u−n dx ≥
1

2
||u−n ||2λ.

Recordando que I ′λ,ε(un)u−n → 0, ficamos com

||u−n ||2λ → 0. (2.8)

Assim, de (2.8)

||un||2λ = ||u+
n ||2λ + on(1). (2.9)

Nossa intenção é mostrar (u+
n ) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε. Sendo (un)

limitada e Eλ um espaço de Hilbert, existem uma subsequência (un) e u ∈ Eλ tais que

un ⇀ u em Eλ.

Consequentemente,

un → u Ls(Ω), para 2 ≤ s < 2∗

e

un(x)→ u(x) q.t.p. Ω.

Por (2.8), a menos de subsequência

u−n (x)→ 0 q.t.p. Ω.

Deduzimos destas informações que a menos de subsequência

u+
n → u Ls(Ω), para 2 ≤ s < 2∗

e

un(x)+ → u(x) q.t.p. Ω.

50



Afirmação 2.3.5 ∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx−
∫

Ω

[(ϕ− u+
n )+]2 dx = on(1).

Observe∣∣∣ ∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx−
∫

Ω

[(ϕ− u+
n )+]2 dx

∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|[(ϕ− un)+]2 − [(ϕ− u+
n )+]2|dx.

É possível mostrar do estudo feito da sequência (un) que existe g ∈ L1(Ω) tal que |un|,

|u+
n | ≤ g. Assim,

|[(ϕ− un)+]2 − [(ϕ− u+
n )+]2| ≤ 4|ϕ|+ 4|un|+ 4|u+

n | ≤ 8|ϕ|+ 8g.

Além disso, podemos mostrar que

|[(ϕ− un)+]2 − [(ϕ− u+
n )+]2|(x)→ 0 q.t.p. Ω.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lesbegue a afirmação está provada. Ve-

jamos agora que

Iλ,ε(un)− Iλ,ε(u+
n ) =

1

2
||un||λ −

1

2
||u+

n ||λ +
1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx− 1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u+
n )+]2 dx

Por (2.9) e pela Afirmação 2.3.5,

Iλ,ε(un) = Iλ,ε(u
+
n ) + on(1). (2.10)

Sem maiores dificuldades, mostra-se

I ′λ,ε(un) = I ′λ,ε(u
+
n ) + on(1). (2.11)

De (2.10) e (2.11), (u+
n ) é uma sequência (PS)c.

Lema 2.3.6 Sendo (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε então a mesma
verifica

lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
( 2q

q − 2

)
c.
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Demonstração. Sabemos que

Iλ,ε(un)− 1
q
I ′λ,ε(un)un =

(
1

2
− 1

q

)
||un||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx

+
1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx+

(
1

q
− 1

2∗

)∫
RN
|un|2

∗
dx.

Pelo Lema 2.3.4 podemos supor un ≥ 0, ∀n ∈ N, assim∫
Ω

(ϕ− un)+un dx ≥ 0,

e com isso,

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

(1

2
− 1

q

)
||un||2λ.

Por outro lado, existe n0 ∈ N tal que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≤ c+ on(1) + on(1)||un||λ n ≥ n0.

Fazendo as mesmas manipulações algébricas que foi feita no Lema 2.3.3 encontramos(1

2
− 1

q

)
||un||2λ ≤ c+ on(1) + on(1)||un||λ ∀n ≥ n0.

De onde segue o lema.

O próximo lema constitui um ponto chave para mostrar a a condição (PS)cλ,ε .

Lema 2.3.7 Seja Θ > 0 uma constante que não depende de λ. Se (un)n∈N ⊂ Eλ é
uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε com 0 ≤ c ≤ Θ. Então dado δ > 0 existem
λ∗ = λ∗(δ) > 0 e R = R(δ,Θ) tais que

lim sup
n→+∞

∫
BcR(0)

|un|q dx < δ, ∀λ ≥ λ∗

.

Omitimos a demonstração por se tratar da mesma feita no Lema 1.3.5. Como observado

no Capítulo 1, o corolário a seguir segue do Lema 2.3.7.

Corolário 2.3.8 Seja (vn) ⊂ Eλ uma sequência tal que (‖vn‖λn) é limitada com
λn → +∞. Se vn ⇀ 0 em H1(RN), então

vn → 0 em Lq(RN).
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A proposição seguinte é fundamental para obtenção de solução do problema penalizado

(2.3).

Proposição 2.3.9 Existe λ̂ = λ̂(τ) > 0 tal que Iλ,ε verifica a condição (PS)cλ,ε para
qualquer cλ,ε ∈

(
0, q−2

2q
SN/2 − τ

)
para todo λ ≥ λ̂, onde τ foi dado no Lema 2.3.1.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)cλ,ε não negativa para o funcional Iλ,ε,

isto é,

Iλ,ε(un)→ cλ,ε

e

I ′λ,ε(un)→ 0.

Pelo Lema 2.3.3, (un) é limitada. Então para alguma subsequência existe u ∈ Eλ tal

que podemos assumir os seguintes fatos:

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

un → u em LsLoc(RN), 2 ≤ s < 2∗.

Essa última convergência significa que dado qualquer aberto limitado Θ ⊂ RN tem-se

un → u em Ls(Θ), 2 ≤ s < 2∗.

Com algumas manipulações algébricas é possível mostrar que I ′λ,ε(u) = 0, e assim,

I ′λ,ε(u)u = 0. Por Brezís & Lieb (ver [38])∫
RN
|un|q dx =

∫
RN
|vn|q dx+

∫
RN
|u|q dx+ on(1) (2.12)

e ∫
RN
|un|2

∗
dx =

∫
RN
|vn|2

∗
dx+

∫
RN
|u|2∗ dx+ on(1), (2.13)

onde vn = un − u. Recorde,

1

2
||un||2λ+

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ−un)+]2 dx− µ
q

∫
RN
|un|q dx−

1

2∗

∫
RN
|un|2

∗
dx = cλ,ε+on(1). (2.14)

Usando a mesma argumentação feita na demonstração da Afirmação 2.3.5, temos∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx =

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx+ on(1). (2.15)
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Substituindo (2.12), (2.13) e (2.15) em (2.14) encontramos

1

2
||un||2λ −

µ

q

(∫
RN
|vn|q dx+

∫
RN
|u|q dx

)
− 1

2∗

(∫
RN
|vn|2

∗
dx+

∫
RN
|u|2∗ dx

)
=

− 1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx+ cλ,ε + on(1),

ou ainda,

1

2
||un||2λ −

1

2
||u||2λ + Iλ,ε(u)− µ

q

∫
RN
|vn|q dx−

1

2∗

∫
RN
|vn|2

∗
dx = cλ,ε + on(1).

Desde que

||vn||2λ = ||un||2λ − ||u||2λ + on(1),

temos

1

2
||vn||2λ −

µ

q

∫
RN
|vn|q dx−

1

2∗

∫
RN
|vn|2

∗
dx = cλ,ε − Iλ,ε(u) + on(1). (2.16)

Por outro lado, I ′λ,ε(un)un = on(1), ou seja,

1

2
||un||2λ −

1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx− µ
∫
RN
|un|q dx−

∫
RN
|un|2

∗
dx = on(1).

Mais uma vez, utilizando (2.12) e (2.13) a última expressão fica

||vn||2λ−µ
∫
RN
|vn|q dx−

∫
RN
|vn|2

∗
dx+||u||2λ−

1

ε

∫
Ω

(ϕ−u)+udx−µ
∫
RN
|u|q dx−

∫
RN
|u|2∗ dx = on(1),

ou ainda

||vn||2λ − µ
∫
RN
|vn|q dx−

∫
RN
|vn|2

∗
dx+ I ′λ,ε(u)u = on(1).

Sabemos que I ′λ,ε(u)u = 0, logo

||vn||2λ − µ
∫
RN
|vn|q dx−

∫
RN
|vn|2

∗
dx = on(1). (2.17)

De (2.17) podemos assumir

||vn||2λ → Lλ

e

µ

∫
RN
|vn|q dx+

∫
RN
|vn|2

∗
dx→ Lλ.

Se Lλ = 0 a proposição está provada. Suponha por contradição que Lλ > 0. Conside-

rando ∫
RN
|vn|q dx→ Aλ e

∫
RN
|vn|2

∗
dx→ Bλ,
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devemos ter µAλ + Bλ = Lλ. É possível mostrar uma versão do Lema 2.3.7 para a

sequência (vn), ou seja, mostra-se

lim sup
n→+∞

∫
RN
|vn|q dx = oλ(1),

onde oλ(1)→ 0 as λ→ +∞. Desta forma,

Aλ = oλ(1) and Lλ = Bλ + oλ(1). (2.18)

De (2.17) e das imersões contínuas de Sobolev

||vn||2λ ≤ C
(
||vn||qλ + ||vn||2

∗

λ

)
+ on(1). (2.19)

Sem dificuldades é possível mostrar que existe C > 0 verificando

|t|q ≤ 1

2C
|t|2 + C|t|2∗ , t ∈ R.

Como supomos Lλ > 0, a última desigualdade (2.19) implica em

lim
n→+∞

||vn||2λ ≥ (1/C)2/(2∗−2) = C1 > 0,

ou equivalentemente,

Lλ ≥ C1 > 0. (2.20)

onde C1 não depende de λ > 0. Sabemos que

S ≤ ||vn||2λ( ∫
RN |vn|2

∗ dx
)2/2∗

.

Então, tomando o limite quando n→ +∞, encontramos

S ≤ Lλ
(Bλ)2/2∗

=
Lλ

(Lλ + oλ(1))2/2∗
.

Fazendo λ→ +∞ na expressão acima, encontramos

SN/2 ≤ lim inf
λ→∞

Lλ. (2.21)

De (2.16), (1

2
− 1

q

)
Lλ + oλ(1) ≤

(1

2
− 1

2∗

)
Lλ + oλ(1) ≤ cλ,ε,

conduzindo a

lim inf
λ→∞

cλ,ε ≥
(

1

2
− 1

q

)
lim inf
λ→∞

Lλ.
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A última desigualdade combinada com (2.21) implica que

lim inf
λ→∞

cλ,ε ≥
q − 2

2q
SN/2

o que é um absurdo, pois por hipótese

lim sup
λ→+∞

cλ,ε ≤
q − 2

2q
SN/2 − τ < q − 2

2q
SN/2.

Portanto, existe λ̂ > 0 tal que Lλ = 0, para todo λ ≥ λ̂, o que demonstra a proposição.

Agora mostraremos que problema penalizado (2.3) possui solução não trivial. Pelo

Lema 2.3.2 existe µ∗ > 0 tal que cλ,ε < q−2
2q
SN/2, para todo µ ≥ µ∗. A Proposição

2.3.9 garante a existência de λ̂ > 0 tal que o funcional Iλ,ε verifica a condição (PS)cλ,ε

para todo λ ≥ λ̂. Então, pelo Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-

Rabinowtz [8], existe uε ∈ Eλ verificando

Iλ,ε(uε) = cλ,ε e I ′λ,ε(uε) = 0.

2.3.2 Finalização da demonstração do Teorema 2.1.1

Pelo estudo feito na seção anterior fixados λ ≥ λ̂ e µ ≥ µ∗, existe uma solução

uε ∈ Eλ não trivial do problema (2.3) , ou seja, uε verifica∫
RN

[∇uε∇v + (1 + λV (x))uεv]dx+
1

ε
〈P (uε), v〉 =

∫
RN
f+(uε)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Recordamos a definição do operador de penalização

〈P (uε), v〉 = −
∫

Ω

(ϕ− uε)+v dx.

Uma vez que uε ≥ 0, temos f+(uε) = f(uε), portanto∫
RN

[∇uε∇v + (1 + λV (x))uεv]dx+
1

ε
〈P (uε), v〉 =

∫
RN
f(uε)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Por simplicidade, vamos fazer as seguintes escolhas:

ε = 1/n, un = u1/n Iλ,ε = In, In(un) = cn,

onde cn = cλ,ε. Assim, para cada n ∈ N sabemos que existe un ∈ Eλ tal que∫
RN

[∇un∇v + (1 + λV (x))unv]dx+ n〈P (un), v〉 =

∫
RN
f(un)v dx, ∀v ∈ Eλ. (2.22)
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Pelo estudo feito, a sequência (un) cumpre

lim sup
n→+∞

||un||2 ≤ lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
( 2q

q − 2

)
cn ≤

2q

q − 2

(q − 2

2q
SN/2 − τ

)
< SN , (2.23)

onde τ foi dado no Lema 2.3.2. Diante disso, existe u ∈ H1(RN) tal que a menos de

subsequência

un ⇀ u em H1(RN)

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,

e

un → u em LsLoc(RN), 2 ≤ s < 2∗.

Agora demonstraremos um importante resultado para nosso propósito.

Lema 2.3.10 P (u) = 0, isto é, u ∈ K.

Demonstração. Sabemos que I ′n(un)v = 0, para todo v ∈ Eλ. Assim,

n〈P (un), v〉 = −〈un, v〉λ +

∫
RN
f(un)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Relembrando a definição da f , a última igualdade fica

n|〈P (un), v〉| ≤ ||un||λ||v||λ + µ

∫
RN
|un|q−1v dx+

∫
RN
|un|2

∗−1v dx. (2.24)

Utilizando a desigualdade de Hölder e logo após as imersões de Sobolev na desigualdade

(2.24) deduzimos

|〈P (un), v〉| ≤ 1

n

(
||un||λ||v||λ + C1||un||q−1

λ ||v||λ + C2||un||2
∗−1
λ ||v||λ

)
.

Como sabemos que (un) é limitada, existe C > 0 tal que

|〈P (un), v〉| ≤ C

n
||v||λ, ∀n ∈ N

ou ainda,

||P (un)||E′λ ≤
C

n
∀n ∈ N.

Com esta informação garantimos que

P (un)→ 0 em E ′λ. (2.25)

57



Pela condição (P2),

〈P (v)− P (un), v − un〉 ≥ 0, ∀v ∈ Eλ

ou ainda,

〈P (v), v − un〉 − 〈P (un), v − un〉 ≥ 0, ∀v ∈ Eλ

passando ao limite quando n→∞ nesta última desigualdade, por (2.25) segue que

〈P (v), v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ Eλ. (2.26)

Considerando v = u+ tw, para t > 0 e w ∈ Eλ arbitrário, obtemos

〈P (u+ tw), tw〉 ≥ 0, ∀w ∈ Eλ

ou ainda,

〈P (u+ tw), w〉 ≥ 0 ∀w ∈ Eλ.

Fazendo t→ 0 e usando a condição (P1) tem-se

〈P (u), w〉 ≥ 0, ∀w ∈ Eλ,

mostrando que P (u) = 0, ou seja, u ∈ K finalizando a demonstração.

Sabemos que

〈P (un), un − u〉 = 〈P (un)− P (u), un − u〉 ≥ 0

Então usando este fato, escolhendo v = un − u e substituindo em (2.22), ficamos∫
RN

[∇un∇(un − u) + (1 + λV (x))un(un − u)]dx ≤
∫
RN
f(un)(un − u)dx. (2.27)

Lema 2.3.11 Para λ ≈ +∞, temos

un → u em H1(RN).

Demonstração. Nesta demonstração usaremos argumentos já conhecidos e também

ideias da demonstração da Proposição 2.1. Até mesmo em alguns pontos, usaremos a
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mesma notação para que o leitor posso verificar sem dificuldades a conexão. Suponha

por contradição que

un 9 u em H1(RN),

então a menos de subsequência

lim
n→+∞

||un − u||2 = Lλ > 0. (2.28)

Afirmação 2.3.12 A sequência (un) cumpre

lim
n→∞

∣∣∣ ∫
RN

[f(un)− f(vn)− f(u)]vn dx
∣∣∣ = 0,

onde vn = un − u. De fato utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo temos

|f(vn+u)−f(vn)| ≤
∫ 1

0

|f ′(vn+tu)u|dt ≤
∫ 1

0

[µ(q−1)|vn+tu|q−2|u|+(2∗−1)|vn+tu|2∗−2|u|]dt,

ou ainda, existem constantes C1 e C2 positivas tais que

|f(vn + u)− f(vn)| ≤ C1|vn|q−2|u|+ C1|u|q−1 + C2|vn|2
∗−2|u|+ C2|u|2

∗−1.

Com esta informação, podemos observar que∫
RN
|f(un)− f(vn)− f(u)||vn|dx ≤ C1

∫
RN
|vn|q−1|u|dx+ C1

∫
RN
|vn||u|q−1 dx

+ C2

∫
RN
|vn|2

∗−1|u|dx+ C2

∫
RN
|vn||u|2

∗−1 dx.

Agora vamos justificar que

(i) ∫
RN
|vn|q−1|u|dx = on(1)

(ii) ∫
RN
|u|q−1|vn|dx = on(1)

(iii) ∫
RN
|vn|2

∗−1|u|dx = on(1)

e

(iv) ∫
RN
|u|2∗−1|vn|dx = on(1)
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Vamos mostrar apenas uma, pois as demais seguem com os mesmos argumentos. Vamos

optar por (iii), onde temos o expoente crítico. Para isso, utilizaremos o Lema de Brézis

& Lieb (ver [38]). Note que a sequência (|vn|2
∗−1) é limitada em L2∗/(2∗−1)(RN) e

vn(x)→ 0 q.t.p. em RN .

Sendo u ∈ L2∗(RN) e 2∗ e 2∗/(2∗− 1) expoentes conjugados segue pelo Lema de Brézis

& Lieb ∫
RN
|vn|2

∗−1|u|dx→ 0

com isso provamos (iii), e consequentemente∣∣∣ ∫
RN

[f(un)− f(vn)− f(u)]vn dx
∣∣∣ = on(1),

como queríamos e portanto a Afirmação está provada. Continuando com a demonstra-

ção do Lema 2.3.11, temos que∫
RN
f(un)(un − u)dx =

∫
RN

[f(un)− f(u)](un − u)dx+

∫
RN
f(u)(un − u)dx.

Pela Afirmação 2.3.12 a expressão acima fica∫
RN
f(un)(un − u)dx =

∫
RN
f(vn)vn dx+

∫
RN
f(u)vn dx+ on(1). (2.29)

Usando os mesmos argumentos explorados na demonstração da Afirmação 2.3.12 é

possível mostrar que ∫
RN
f(u)vn dx→ 0.

Assim, (2.29) pode ser escrita na forma∫
RN
f(un)(un − u)dx =

∫
RN
f(vn)vn dx+ on(1). (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.27), ficamos com∫
RN

[∇un∇vn + (1 + λV (x))unvn]dx ≤
∫
RN
f(vn)vn + on(1). (2.31)

Desde que∫
RN

[∇un∇vn + (1 + λV (x))unvn]dx = 〈un, vn〉λ = ||vn||2λ + on(1) (2.32)

(2.31) e (2.32) implicam que

||vn||2λ ≤
∫
RN
f(vn)vn dx+ on(1)
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ou ainda,

||vn||2 ≤ µ|vn|qq + |vn|2
∗

2∗ + on(1). (2.33)

Pelas imersões de Sobolev existem constantes C1, C2 > 0 tais que

||vn||2 ≤ C1||vn||q + ||vn||2
∗

+ on(1).

Usando o fato que

lim inf
n→+∞

‖vn‖ > 0,

deduzimos

1 ≤ C1||vn||q−2 + ||vn||2
∗−2 + on(1). (2.34)

Tomando o limite quando n→ +∞ em (2.34) segue que

1 ≤ C1L
q−2
λ + L2∗−2

λ . (2.35)

Considerando a função h(t) = C1t
q−2 + C2t

2∗−2, t ≥ 0, percebemos que a mesma é

contínua e estritamente crescente. Podemos concluir que existe um único ponto t̂ > 0

tal que h(t̂) = 1. Assim, segue que

Lλ ≥ t̂ > 0, ∀λ > 0

onde t̂ independe de λ. Observe que

lim sup
n→+∞

||vn||2 < SN/2, (2.36)

De fato, pois

||vn||2 ≤ ||vn||2λ ≤ ||un||2λ + on(1).

Deste fato e de (2.23), segue que

lim sup
n→+∞

||vn||2 ≤ SN/2 − τ < SN/2.

Usando o limite ||vn||2 → Lλ, segue de (2.36) que

lim sup
λ→+∞

Lλ ≤ SN/2 − τ < SN/2. (2.37)

É possível mostrar que a sequência (vn) verifica o mesmo resultado do Lema 2.3.7, logo

lim sup
n→+∞

∫
RN
|vn|q dx = oλ(1)
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onde oλ(1)→ 0 quando λ→ +∞. Desde que

S ≤ ||vn||2( ∫
RN |vn|2

∗ dx
)2/2∗

,

segue de (2.33),

S ≤ ||vn||2(
||vn||2 − µ|vn|qq + on(1)

)2/2∗
.

Assim, passando ao limite quando n→ +∞ obtemos

S ≤ Lλ
(Lλ + oλ(1))2/2∗

.

Mais uma vez, passando ao limite quando λ→ +∞ na desigualdade encontramos

SN/2 ≤ lim inf
λ→∞

Lλ. (2.38)

Combinando (2.37) e (2.38) chegaremos a um absurdo, pois

SN/2 ≤ lim inf
λ→+∞

Lλ ≤ lim sup
λ→+∞

Lλ < SN/2.

Portanto, (un) converge forte em H1(RN) para λ grande.

Vimos pelo Lema 2.3.11 que para λ suficientemente grande temos

un → u em H1(RN)

e consequentemente, sem maiores dificuldades, mostra-se∫
RN
f(un)un dx→

∫
RN
f(u)udx (2.39)

e ∫
RN
f(un)v dx→

∫
RN
f(u)v dx, ∀v ∈ H1(RN). (2.40)

Agora, note que

〈P (un), w − un〉 = 〈P (un)− P (w), w − un〉 ≤ 0

para todo w ∈ K. Então escolhendo v = w − un e substituindo em (2.22), ficamos∫
RN
∇un∇(w−un)dx+

∫
RN

(1 +λV (x))un(w−un)dx ≥
∫
RN
f(un)(w−un)dx (2.41)
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Tomando o limite quando n → +∞ em (2.41) e usando os limites (2.39) e (2.40)

encontramos∫
RN
∇u∇(w − u)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))u(w − u)dx ≥
∫
RN
f(u)(w − u)dx (2.42)

para todo w ∈ K. Com isso, mostramos que o Problema (2.1) tem uma solução não

trivial. Para finalizarmos a demonstração do Teorema 2.1.1 para N ≥ 3, precisamos

provar a seguinte proposição.

Proposição 2.3.13 Seja λn → +∞ e (un) uma solução de (2.42). Então, existe uma
subsequência (un) e u ∈ H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(RN),

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da Desigualdade Variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, (2.43)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Demonstração. Sem maiores dificuldades, é possível mostrar que

lim sup
n→+∞

||un||2 < SN . (2.44)

De tal informação, existe u ∈ H1(RN) tal que a menos de subsequência

un ⇀ u em H1(RN)
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un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,

e

un → u em LsLoc(RN), 2 ≤ s < 2∗.

A justificativa (i) segue das mesmas ideias encontradas na Proposição 1.3.10. Vamos

mostrar (ii). Suponha por contradição que

un 9 u em H1(RN),

então a menos de subsequência

lim
n→+∞

||un − u|| = L > 0. (2.45)

Sabemos que un ∈ K, para todo n ∈ N, logo, u ∈ K. Agora, percebemos que podemos

repetir todas as etapas da demonstração do Lema 2.3.11. Desta forma, repetindo toda

argumentação, com as devidas modificações, garantimos a convergência

un → u em H1(RN). (2.46)

No que segue, mais uma vez, reproduzindo algumas etapas da demonstração do Lema

2.3.11 deduzimos

||vn||2λn ≤
∫
RN
f(vn)vn dx+ on(1), (2.47)

onde vn = un − u. Combinando (2.46) e (2.47) resulta

||vn||2λn → 0

finalizando (ii). Para demonstrar (iii), note que∫
RN
λnV (x)|un|2 dx =

∫
RN
λnV (x)|un − u|2 dx ≤ C||un − u||2λn

o que implica, pelo item (ii), ∫
RN
λnV (x)|un|2 dx→ 0.

Falta mostrar (iv), ou seja, que u é solução do problema (3.91). Escolhendo w ∈ K̃,

arbitrária, e substituindo em (2.42) obtemos∫
RN
∇un∇(w−un)dx+

∫
RN

(1+λnV (x))un(w−un)dx ≥
∫
RN
f(un)(w−un)dx (2.48)
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Tomando o limite quando n→∞ e usando (i)− (iii), concluímos que∫
Ω

∇u∇(w − u)dx+

∫
Ω

u(w − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(w − u)dx, (2.49)

para todo w ∈ K̃.

2.4 Demonstração do Teorema 2.1.1 para o caso N =

2

Antes de iniciarmos o nosso estudo para o caso N = 2, enunciaremos duas esti-

mativas fundamentais para o desenvolvimento desta seção. A primeira é deduzida pela

condição de crescimento da f combinada com as hipóteses (f1) e (f2) segue que fixados

β > 0, l ≥ 0 e α > α0 existe uma constante Cβ > 0 tal que

|f(u)| ≤ β|u|+ Cβ|u|l
(
eα|u|

2 − 1
)
, ∀u ∈ R. (2.50)

A segunda sejam α > 0 e k > 1, para cada l > k, existe uma constante C = C(k) > 0

tal que (
eα|s|

2 − 1
)k
≤ C

(
eαl|s|

2 − 1
)
. (2.51)

Uma desigualdade importante no desenvolvimento desta seção, devido a Cao [17], é

uma versão da desigualdade Trundiger-Moser em todo R2 que afirma∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx <∞, ∀u ∈ H1(R2) e α > 0.

Além disso, se α < 4π e |u|2 ≤M então existe uma constante C = C(α,M)>0 tal que

sup
|∇u|2≤1

∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)
dx ≤ C. (2.52)

2.4.1 Solução para o problema penalizado (2.3)

Iniciamos mostrando que o funcional Iλ,ε verifica a geometria do passo da mon-

tanha.

Lema 2.4.1 (a) Existem contantes r, ρ > 0, as quais são independentes de λ e ε, tais
que

Iλ,ε(u) ≥ ρ para ‖u‖λ = r;

(b) Existe e ∈ H1(R2) com ‖e‖λ > r e Iλ,ε(e) < 0.
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Demonstração. Da estimativa (2.50) fixados β > 0, l ≥ 1 e α > α0, existe Cβ > 0

tal que

|F (u)| ≤ β

2
|u|2 + Cβ|u|l+1

(
eα|u|

2 − 1
)
, ∀u ∈ R. (2.53)

Consequentemente,

Iλ,ε(u) ≥ 1

2
||u||2λ −

β

2

∫
R2

|u|2 dx− Cβ
∫
R2

|u|l+1
(
eα|u|

2 − 1
)
dx.

Utilizando a desigualdade de Hölder na última expressão e as imersões contínuas de

Sobolev na estimativa anterior resulta em

Iλ,ε(u) ≥ C1||u||2λ − C2|u|l+1
(l+1)s1

∣∣∣eα|u|2 − 1
∣∣∣
s2
, (2.54)

onde C1 e C2 são constantes positivas e s1 e s2 são expoentes conjugados. Agora fixemos

r0 > 0 tal que αr2
0 < 4π. Podemos considerar s2 > 1 e suficientemente próximo de 1

tal que s2αr
2
0 < 4π. Da mesma forma, consideremos s′2 > s2 tal que s′2αr2

0 < 4π. Então

para u ∈ Eλ com ||u||λ < r0 e usando a estimativa (2.51), ficamos∫
R2

(
eα|u|

2 − 1
)s
dx ≤ C

∫
R2

(es
′
2α|u|2 − 1)dx

= C

∫
R2

(e
s′2α||u||2λ(

|u|
||u||λ

)2

− 1)dx

≤ C

∫
R2

(e
s′2αr

2
0(
|u|
||u||λ

)2

− 1)dx.

Pela desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devida a Cao [17] existe C ′ > 0 tal que∣∣∣eα|u|2 − 1
∣∣∣
s2
≤ C ′, para ||u||λ ≤ r0. (2.55)

Substituindo (2.55) em (2.54) e usando as imersões contínuas de Sobolev resulta em

I(u)λ,ε ≥ C1||u||2λ − C3||u||l+1
λ .

Tomando r0 suficientemente pequeno existem 0 < r < r0 e ρ > 0 tais que

Iλ,ε(u) ≥ ρ, para ||u||λ = r,

uma vez que 2 < l + 1. Isso nos mostra a primeira geometria do passo da montanha.

Agora, observe que

Iλ,ε(ϕ
+) =

1

2
||ϕ+||2λ −

∫
R2

F (ϕ+)dx ≤ ||ϕ||2λ e ||ϕ+||λ = ||ϕ+||.

66



Como tomamos ||ϕ|| suficientemente pequena em relação ρ, por hipótese, então

Iλ,ε(ϕ
+) < ρ.

Da condição (f2) existem constantes A e B positivas verificando

F (t) ≥ A|t|θ −B, ∀t ∈ R. (2.56)

Para t > 1 produzimos

Iλ,ε(tϕ
+) ≤ t2

∫
Ω

(|∇ϕ+|2 + |ϕ+|2)dx+ A|t|θ
∫

Ω

|ϕ+|θ dx−B|Ω|.

Podemos concluir pela desigualdade acima que Iλ,ε(tϕ+) → −∞ quando t → ∞ mos-

trando que para w̃ = (1 + t∗)ϕ
+ e t∗ suficientemente grande tem-se

||w̃||λ > r e Iλ,ε(w̃) < 0.

Com isso concluímos a demonstração do lema.

Pelo Lema 2.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60],

o qual garante a existência de uma sequência (PS)cλ,ε para Iλ,ε, isto é, uma sequência

(un) verificando

Iλ,ε(un)→ cλ,ε e I ′λ,ε(un)→ 0,

onde

cλ,ε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,ε(γ(t))

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = ϕ+ e γ(1) = w̃}.

Lema 2.4.2 Se (un) é uma sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε, então (un) é
limitada.

Omitiremos a demonstração por se tratar de argumentos semelhantes com os da de-

monstração do Lema 2.3.3. Os mesmos Lemas 2.3.4 e 2.3.6 são verificadas para a

sequência (un) dada no Lema (2.4.2). Então resumiremos em apenas um lema.
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Lema 2.4.3 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequência (un) pode ser
considerada como uma sequência de funções não negativas e que cumpre

lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
( 2θ

θ − 2

)
cλ,ε.

O próximo resultado é fundamental para a demonstração da próxima proposição. Con-

sidere o funcional Iλ,ε sem o termo de penalização, o qual denotaremos por

Iλ(u) = ||u||2λ −
∫
R2

F (u)dx, u ∈ Eλ

vamos demonstrar o seguinte lema

Lema 2.4.4 Sejam Θ > 0 fixo e (un) ⊂ Eλ uma sequência (PS)cλ para o funcional
Iλ com 0 ≤ cλ ≤ Θ. Fixado s ≥ 2, então dado δ > 0 existem λ∗ = λ∗(δ) > 0 e
R = R(δ,Θ) > 0 tais que

lim sup
n→+∞

∫
BcR(0)

|un|s dx < δ, ∀λ ≥ λ∗(s).

Demonstração. A demonstração deste lema segue praticamente a mesma do Lema

2.3.7. Demonstraremos para s > 2 fixo, pois para s = 2 é imediato. Seja (un) a

sequência dada pelo (PS)cλ para o funcional Iλ. Fazendo as mesmas manipulações

algébricas do Lema 2.3.3 temos

||un||2λ ≤
(1

2
− 1

θ

)
Θ + on(1). (2.57)

Para R > 0 considere

A(R) =
{
x ∈ R2; |x| > R, V (x) ≥M0

}
e B(R) =

{
x ∈ R2; |x| > R, V (x) < M0

}
onde M0 foi dado na condição (V3). Segue das imersões contínuas de Sobolev

H1(R2) ↪→ Ls(R2), ∀s ≥ 2 (2.58)

que un ∈ Lt(R2), para todo t ≥ 2. Assim, para l > 1 e usando a desigualdade de

Hölder obtemos ∫
B(R)

|un|2 dx ≤
(∫

B(R)

|un|2l dx
)1/l

|B(R)|1/l′ ,
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e usando as imersões de Sobolev em conjunto com a expressão (2.57) ficamos∫
B(R)

|un|2 dx ≤
( 2θ

θ − 2

)
Θ|B(R)|1/l′ + on(1), (2.59)

onde l′ é o expoente conjugado de l.

Mais uma vez, usando a imersões contínuas de Sobolev e a expressão (2.57) tem-se∫
A(R)

|un|2 dx ≤
1

(λM0 + 1)

( 2θ

θ − 2

)
Θ + on(1). (2.60)

Como tomamos s ≥ 2 fixo, então por (2.58) e pela desigualdade de interpolação para

2 ≤ s ≤ s+ 1 resulta em∫
BcR(0)

|un|s dx ≤ |un|tsLs+1(BcR)|un|
(1−t)s
L2(BcR),

para algum t ∈ (0, 1). Novamente, utilizando a imersões contínuas de Sobolev obtemos

a seguinte expressão∫
BcR(0)

|un|s dx ≤ C||un||tsλ
(∫

A(R)

|un|2 dx+

∫
B(R)

|un|2 dx
)(1−t)s/2

, (2.61)

Substituindo (2.60) e (2.60) em (2.61) e sabendo que a sequência (un) verifica (2.57)

podemos concluir

lim sup
n→∞

∫
BcR(0)

|un|s dx ≤ C̃
[ 1

λM0 + 1
+ |B(R)|1/l′

](1−t)s/2
. (2.62)

Recorde de (V3), que B(R) ⊂ L, e assim,

lim
R→∞

|B(R)| = 0.

Tomando R e λ suficientemente grande tornamos o lado direito da desigualdade (2.62)

arbitrariamente pequeno. Com isso, concluímos a demonstração do lema.

Lema 2.4.5 Sejam (un) uma sequência (PS)cλ,ε para Iλ,ε com

0 < cλ,ε <
(θ − 2)π

θα0

e u ∈ Eλ com un ⇀ u em Eλ, então I ′λ,ε(u) = 0.
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Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)cλ,ε para Iλ,ε. Pelo Lema 2.4.3 segue

que

lim sup
n→+∞

||un||2λ <
2π

α0

<
4π

α0

. (2.63)

De onde segue que (||un||λ) é limitada em R. Assim, a menos de subsequência segue

os seguintes fatos

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u(x) q.t.p. em R2

e

un → u em LsLoc(R2), s ≥ 2.

Sejam φ ∈ C∞0 (Ω) não nula e R > 0 tais que suppφ ⊂ BR(0). Observe que

I ′λ,ε(un)φ→ 0 e 〈un, φ〉λ → 〈u, φ〉λ,

onde

〈u, v〉λ =

∫
R2

[
∇u∇v + (1 + λV )uv

]
dx

é o produto interno de Eλ.

Além disso, argumentando da mesma forma que foi feito em (2.3.5) tem-se∫
Ω

(ϕ− un)+φdx =

∫
Ω

(ϕ− u)+φdx+ on(1).

Portanto, analisando o que queremos mostrar, fica claro que o objetivo é concluir que∫
R2

f(un)φdx→
∫
R2

f(u)φdx

ou melhor, ∫
BR(0)

f(un)φdx→
∫
BR(0)

f(u)φdx

pois suppφ ⊂ BR(0).

Podemos mostrar o limite acima fazendo uso do Teorema da Convergência Do-

minada Generalizada de Lebesgue. Da estimativa (2.50),

|f(un)φ| ≤ |un||φ|+ C|φ|(eα|un|2 − 1).

Definimos

• fn(x) = f(un(x))φ(x), f̃(x) = f(u(x))φ(x);
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• gn(x) = |un(x)||φ(x)|+ C|ϕ(x)|(eα|un(x)|2 − 1);

• g(x) = |u(x)||φ(x)|+ C|ϕ(x)|(eα|u(x)|2 − 1)

Observando as hipóteses do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue precisa-

mos apenas mostrar que

gn → g em L1(BR(0)).

Vamos mostrar este limite, para isso, definamos

• hn(x) = C|φ(x)|(eα|un(x)|2 − 1);

• h(x) = C|φ(x)|(eα|u(x)|2 − 1)

Dividiremos a demonstração em duas etapas:

(i)

∫
BR(0)

unφdx→
∫
BR(0)

uφdx;

(ii)

∫
BR(0)

hn dx→
∫
BR(0)

hn dx.

Justificativa (i): Observe que∣∣∣ ∫
BR(0)

unφdx−
∫
BR(0)

uφdx
∣∣∣ ≤ ∫

BR(0)

|un − u||φ|dx

≤ |un − u|L2(BR(0))|φ|2,

mas un → u em L2(BR(0)), logo, obtemos (i).

Justificativa (ii): Inicialmente, mostraremos que para t > 1 e suficientemente próximo

de 1 tem-se

hn ∈ Lt(BR(0)) e sup
n∈N
|hn|t <∞,

ou seja, existe C > 0 tal que

|hn|t ≤ C, ∀n ∈ N.

De (2.63), fixemos 0 < m < 4π/α0 de tal maneira que

||un||2λ ≤ m.

De acordo com a escolha de m temos mα0 < 4π. Logo, para α > α0 e suficientemente

próximo de α0 devemos ter mα < 4π. Portanto, com a escolha de t segue

tmα < 4π
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. Agora, note que∫
BR(0)

|hn|t dx =

∫
BR(0)

C|φ|t(eα|un|2 − 1)t dx ≤ C

∫
BR(0)

(eα|un|
2 − 1)t dx.

Seja t′ > t e suficientemente próximo de t tal que αmt′ < 4π. Utilizando a desigualdade

(2.51) segue ∫
BR(0)

|hn|t dx ≤ C

∫
BR(0)

(et
′α|un|2 − 1)dx

= C1

∫
BR(0)

(e
t′α||un||λ

(
|un|
||un||λ

)2

− 1)dx

≤ C1

∫
BR(0)

(e
t′αm
(
|un|
||un||λ

)2

− 1)dx.

Pela Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devida a Cao [17] segue que

|hn|t ≤ C2, ∀n ∈ N.

Do estudo feito até aqui e por Brezís & Lieb, podemos concluir que

hn ⇀ h em Lt(BR(0)) com t > 1.

Usando que

hn(x)→ h(x) q.t.p. em BR(0),

podemos concluir que

hn → h em L1(BR(0)),

o que prova (ii). Assim, por (i) e (ii) resulta em

gn → g em L1(BR(0)).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada Generalizada de Lebesgue temos∫
R2

f(un)φdx→
∫
R2

f(u)φdx. (2.64)

De todo estudo feito até aqui, podemos concluir que

I ′λ,ε(un)φ→ I ′λ,ε(u)φ,

mas I ′λ,ε(un)φ→ 0. Logo, pela unicidade do limite tem-se

I ′λ,ε(u)φ = 0, ∀φ ∈ C∞0 (R2).
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Donde segue por densidade

I ′λ,ε(u)φ = 0, ∀φ ∈ H1(R2).

Portanto,

I ′λ,ε(u) = 0.

Lema 2.4.6 Seja cλ,ε o nível do passo da montanha para Iλ,ε. Então existe uma cons-
tante A > 0, independente de ν, de maneira que

0 < cλ,ε < A/ν
2
p−1 .

Demonstração. Considere o caminho γ : [0, 1]→ Eλ definido por γ(t) = (1 + tt∗)ϕ
+.

Claramente, γ ∈ Γ. Como (1 + tt∗)ϕ
+ ≥ ϕ, então

Iλ,ε(γ(t)) =
(1 + tt∗)

2

2
||ϕ+|| −

∫
Ω

F ((1 + tt∗)ϕ
+)dx.

Agora, usaremos a condição (f4) e a expressão acima resulta em

Iλ,ε(γ(t)) ≤ (1 + tt∗)
2

2
||ϕ+||2 − (1 + tt∗)

p+1

p+ 1
|ϕ+|p+1

p+1.

Consideremos a seguinte função

j(t) =
(1 + tt∗)

2

2
||ϕ+||2 − ν(1 + tt∗)

p+1

p+ 1
|ϕ+|p+1

p+1.

Observe que

cλ,ε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,ε(γ(t)) ≤ max
t≥0

j(t).

Realizando todo estudo feito na demonstração do Lema 2.3.2 com a função j, podemos

concluir que a mesma possui um ponto de máximo global. Com essas informações

podemos obter

0 < cλ,ε < A/ν
2
p−1 ,

onde

A =
1

2

( ||ϕ+||
|ϕ+|p+1

p+1

)2/(p−1)

−
|ϕ+|p+1

p+1

p+ 1

( ||ϕ+||
|ϕ+|p+1

p+1

)(p+1)/(p−1)

.
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Proposição 2.4.7 Existe λ∗ > 0 tal que λ ≥ λ∗, toda (un) sequência (PS)cλ,ε para o
funcional Iλ,ε com

0 < cλ,ε <
(θ − 2)π

θα0

admite uma subsequência convergente.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε verificando

a hipótese da proposição acima. Sabemos que (un) é uma sequência limitada, logo,

existe u ∈ Eλ e a menos de subsequência tem-se

vn ⇀ 0 em Eλ,

vn(x)→ 0 q.t.p. em R2

e

vn → 0 em LsLoc(R2), s ≥ 2,

onde vn = un − u. Recordando que (un) verifica

lim sup
n→+∞

||un||2λ <
2π

α0

e

||vn||2λ = ||un||2λ − ||u||2λ + on(1) (2.65)

é possível mostrar que

||u||2λ ≤ lim sup
n→+∞

(
||u||2η + ||vn||2λ

)
= lim sup

n→+∞

(
||un||2λ + on(1)

)
< 2π/α0

e

lim sup
n→+∞

||vn||2λ < 2π/α0.

Daí, como foi feito na demonstração do Lema 2.4.5 existem m ∈ (0, 2π) e α > α0 tais

que

||vn||2λ ≤ m e mα < 2π. (2.66)

As seguintes afirmações são verdadeiras

(a)
∫
R2

[
F (vn)− F (un) + F (u)

]
dx = on(1);

(b) Existe s > 1 tal que
∫
R2

[
f(vn)− f(un) + f(u)

]s
dx = on(1);
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(c) Iλ(vn)− Iλ,ε(un) + Iλ,ε(u) = on(1);

(d) ||I ′λ(vn)− I ′λ,ε(un) + I ′λ,ε(u)|| = on(1).

Vamos justificar cada uma dessas afirmações.

Justificativa (a): Segue do Teorema Fundamental do Cálculo que

F (vn(x) + u(x))−F (vn(x)) =

∫ 1

0

d

dt
F (vn(x) + tu(x))dt =

∫ 1

0

f(vn(x) + tu(x))u(x)dt.

Assim,

|F (vn + u)− F (vn)| ≤
∫ 1

0

|f(vn + tu)u|dt.

Usando a estimativa (2.50),

|F (vn + u)− F (vn)| ≤
∫ 1

0

[
(|vn|+ t|u|)|u|+ C(|vn|+ t|u|)l|u|

(
eα(|vn|+t|u|)2 − 1

)]
dt,

onde l ≥ 1, α > α0 e C > 0. Ainda podemos obter

|F (vn+u)−F (vn)| ≤ |vn||u|+ |u|2 +C|vn|l|u|
(
eα(|vn|+|u|)2−1

)
+C|u|l+1

(
eα(|vn|+|u|)2−1

)
.

Por simplicidade, usaremos as notações wn = |vn|+|u|,Wn = eα|wn|
2−1 eW = eα|u|

2−1.

Daí,

|F (vn + u)− F (vn)| ≤ |vn||u|+ |u|2 + C|vn|l|u|Wn + C|u|l+1Wn.

Consequentemente,

|F (vn+u)−F (vn)−F (u)| ≤ |vn||u|+C|u|2+C|vn|l|u|Wn+C|u|l+1Wn+C|u|lW. (2.67)

Sem maiores dificuldades, mostra-se

lim sup
n→+∞

||wn||2λ < 4π/α0. (2.68)

Definindo

Zn := |vn||u|+ C|u|2 + C|vn|l|u|Wn + C|u|l+1Wn + C|u|lW

e

Z := C|u|2 + C|u|l+1W + C|u|lW

vemos que

Zn(x)→ Z(x) q.t.p. em R2.
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Utilizando (2.68) e repetindo os passos feitos no Lema 2.4.5 podemos justificar que

existem α > α0, t > 1 e C > 0 tais que (Wn) e W pertencem a Lt(R2) e |Wn|t ≤ C.

Considere s > 1 e s < t. Vamos justificar que a sequência (|vn|lWn) pertence

Ls(R2) e que a mesma é limitada. Temos∫
R2

(|vn|lWn)s dx =

∫
R2

|vn|lsW s
n dx.

Note que W s
n ∈ Lt/s(R2), pois Wn ∈ Lt(R2). Sabemos que vn ∈ Lk(R2), para todo

k ≥ 2. Assim, vln ∈ Lt/(t−s)(R2) com l > 2. Pela desiguadade de Hölder segue∫
R2

(|vn|lWn)s dx ≤ |Wn|st
(∫

R2

|vn|lt/(t−s) dx
)(t−s)/t

.

Pelas imersões de Sobolev ∫
R2

(|vn|lWn)s dx ≤ |Wn|st ||vn||lλ.

Usando o fato que as sequências são limitadas, então∫
R2

(|vn|lWn)s dx ≤ C, ∀n ∈ N

justificando o que queríamos. Agora, observe que

|vn|l(x)Wn(x)→ 0 q.t.p. em R2.

Pelo Lema de Brázis & Lieb tem-se |vn|lWn ⇀ 0 em Ls(R2). Logo,∫
R2

|vn|l|u|Wn dx→ 0.

Analogamente, ∫
R2

|u|l+1Wn dx→
∫
R2

|u|l+1W dx.

Logo podemos concluir que ∫
R2

Zn dx→
∫
R2

Z dx.

A prova de (a) segue da aplicação do Teorema da Convergência Dominada Generalizada

de Lebesgue.

Justificativa (b): Pela hipótese (f3) resulta em

|f(vn + u)− f(vn)| ≤
∫ 1

0

|f ′(vn + tu)u|dt ≤ C|u|Wn.
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Assim, para s > 1

|f(vn + u)− f(vn)− f(u)|s ≤ C|u|sW s
nC|u|Wn + C|f(u)|s.

Definindo,

Z̃n := C|u|sW s
n + C|f(u)|s

e

Z̃ := C|u|sW s + C|f(u)|s

temos

Z̃n(x)→ Z̃(x) q.t.p. em R2.

Mais uma vez, utilizando os argumentos encontrados no Lema 2.4.5, existem α > α0 e

s,t > 1 tais que W s,W s
n ∈ Lt(R2) e (W s

n) é limitada em Lt(R2). Usando argumentos

semelhantes que foi feito no item (a) é possível mostrar que∫
R2

Z̃n dx→
∫
R2

Z̃ dx.

Portanto, o item (b) segue diretamente da aplicação do Teorema da Convergência Ge-

neralizada de Lebesgue. Vamos justificar o item (d), pois o item (c) é uma consequência

imediata do item (a).

Justificativa (c): Seja φ ∈ Eλ/{0} dada arbitrariamente e realizando algumas mani-

pulações algébricas segue que

|[I ′λ(vn)− I ′λ,ε(un) + I ′λ,ε(u)]φ| ≤
∫
R2

|f(un)− f(vn)− f(u)||φ|dx

≤ C|f(un)− f(vn)− f(u)|s||φ||λ.

Pelo item (c) temos

|[I ′λ(vn)− I ′λ,ε(un) + I ′λ,ε(u)]φ| ≤ on(1)||φ||λ,

com isso mostramos o item (d), e portanto, mostramos que todas as afirmações são

verdadeiras.

As afirmações (c) e (d) mostram que (vn) é uma sequência (PS)cλ,ε−Iλ,ε(u) para o

funcional Iλ considerado no Lema 2.4.4.

Observe que

||vn||2λ = I ′λ(vn)vn +

∫
R2

f(vn)vn dx+ on(1). (2.69)
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Afirmação 2.4.8 A sequência (vn) verifica

||vn||λ → 0.

A justificativa desta afirmação pode ser feita usando argumentos semelhantes aos que

foram feitos na demonstração do Lema 2.3.11. Suponha por contradição que o limite

acima não ocorra, então a menos de subsequência

||vn||2λ → Lλ > 0. (2.70)

Pela estimativa (2.50) com l > 2 segue∫
R2

f(vn)vn dx ≤ ε

∫
R2

|vn|2 dx+ C

∫
R2

|vn|l(eα|vn|
2 − 1)dx. (2.71)

Como feito anteriormente, podemos escolher s > 1 e s suficientemente próximo de 1

tal que αms < 4π, logo, de (2.71) tem-se∫
R2

f(vn)vn dx ≤ ε

∫
R2

|vn|2 dx+ C|vn|llt
∣∣∣eα|vn|2 − 1

∣∣∣
s
, (2.72)

onde t e s são conjugados.

Usando algumas manipulações algébricas envolvendo a desigualdade de Trundiger-

Moser como feito na demonstração do Lema 2.4.1 da primeira geometria do passo da

montanha resulta em ∫
R2

f(vn)vn dx ≤ C1ε||vn||2λ + C2|vn|llt. (2.73)

Pelas imersões de Sobolev obtemos∫
R2

f(vn)vn dx ≤ C1ε||vn||2λ + C3||vn||lλ. (2.74)

De (2.69) e (2.74) segue que

(1− C1ε)||vn||2λ ≤ on(1) + C3||vn||lλ. (2.75)

Então segue de (2.70) e (2.75) que Lλ > δ0 > 0, independente de λ, onde δ0 =(
C4/C2)

1
l−2 e C4 = 1− C1ε.

Agora observe que de (2.69) e (2.73)

C4||vn||2λ ≤ on(1) + C2|vn|llt. (2.76)
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Logo,

C4/C2L
2
λ ≤ lim sup

n→+∞
|vn|llt,

ou ainda,

lim sup
n→+∞

∫
R2

|vn|lt dx ≥ δ̃0 > 0, (2.77)

onde δ̃0 =
(
δ2

0C4/C2

)2
> 0.

Por outro lado, pelo Lema 2.4.4, existem λ∗ > 0 e R > 0 tais que

lim sup
n→+∞

∫
R2/BR(0)

|vn|lt dx < δ̃0/2, λ ≥ λ∗. (2.78)

Portanto, de (2.77) e (2.78) resulta em

δ̃0 ≤ lim sup
n→+∞

∫
R2

|vn|lt dx ≤ lim sup
n→+∞

∫
R2/BR(0)

|vn|lt dx+ lim sup
n→+∞

∫
BR(0)

|vn|lt dx < δ̃0/2,

obtendo assim, um absurdo. Então podemos concluir que existe λ∗ > 0 tal que λ ≥ λ∗

a sequência (un) admite uma subsequência convergente.

Agora mostraremos que o problema penalizado (2.3) possui solução não trivial. Seja

cλ,ε o nível do passo da montanha. Pelo Lema 2.4.6 existe ν∗ > 0 tal que

0 < cλ,ε <
(θ − 2)4π

2θα0

, para ν ≥ ν∗, ∀λ > 0 e ∀ε > 0.

Pela Proposição 2.4.7 existe λ∗ tal que λ ≥ λ∗ o funcional Iλ,ε verifica a condição

(PS)cλ,ε . Usando o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti & Rabinowitz

[8], podemos concluir que existe uε ∈ Eλ tal que

Iλ,ε(uε) = cλ,ε > 0 e I ′λ,ε(uε) = 0

2.4.2 Finalização da demonstração do Teorema 2.1.1

Analogamente ao caso N = 3, para λ ≥ λ∗ e ν ≥ ν∗ existe uma solução uε ∈ Eλ
não trivial do problema (2.3), ou seja, uε verifica∫

R2

[∇uε∇v + (1 + λV (x))uεv]dx+
1

ε
〈P (uε), v〉 =

∫
R2

f(uε)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Praticamente todo início desta seção é semelhante ao que foi feita no caso N = 3.

Faremos as identificações:

ε = 1/n, un = u1/n Iλ,ε = In, In(un) = cn,
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onde cn = cλ,ε. Assim, para cada n ∈ N sabemos que existe un ∈ Eλ tal que∫
R2

[∇un∇v + (1 + λV (x))unv]dx+ n〈P (un), v〉 =

∫
R2

f(un)v dx, ∀v ∈ Eλ. (2.79)

A sequência de soluções (un) é não negativa e cumpre

lim sup
n→+∞

||un||2λ <
2π

α0

.

Isso mostrar que (un) é limitada em H1(R2). Logo, existe u ∈ H1(R2) tal que a menos

de subsequência

un ⇀ u em H1(R2),

un(x)→ u(x) q.t.p. em R2

e

un → u em LsLoc(R2), 2 ≤ s < 2∗.

Fazendo os mesmos cálculos que foram feitos na demonstração do Lema 2.3.10 é possível

mostrar que P (u) = 0, ou seja, u ∈ K.

Observe que

〈P (un), un − u〉 = 〈P (un)− P (u), un − u〉 ≥ 0

Então usando este fato e escolhendo v = un − u e substituindo em (2.79), ficamos∫
R2

[∇un∇(un − u) + (1 + λV (x))un(un − u)]dx ≤
∫
R2

f(un)(un − u)dx. (2.80)

Da mesma forma que foi feito para o caso N = 3, temos também

Lema 2.4.9 Para λ ≈ +∞,

un → u em H1(R2).

Demonstração. Suponha por contradição

un 9 u em H1(R2),

então a menos de subsequência

lim
n→+∞

||un − u||2 = Lλ > 0. (2.81)
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Utilizando os mesmos argumentos que foi feito no item (b) da Proposição 2.4.7 podemos

concluir

lim
n→∞

∣∣∣ ∫
R2

[f(un)− f(vn)− f(u)]vn dx
∣∣∣ = 0,

onde vn = un − u. Note que∫
R2

f(un)(un − u)dx =

∫
R2

[f(un)− f(u)](un − u)dx+

∫
R2

f(u)(un − u)dx

e usando o resultado anterior a expressão acima fica∫
R2

f(un)(un − u)dx =

∫
R2

f(vn)vn dx+

∫
R2

f(u)vn dx+ on(1). (2.82)

Novamente, usando os mesmos argumentos encontrados na demonstração da Afirmação

2.3.12 é possível mostrar ∫
R2

f(u)vn dx→ 0.

Consequentemente, a expressão (2.82) fica∫
R2

f(un)(un − u)dx =

∫
R2

f(vn)vn dx+ on(1). (2.83)

Substituindo (2.83) em (2.80) tem-se∫
R2

[∇un∇vn + (1 + λV (x))unvn]dx ≤
∫
R2

f(vn)vn + on(1) (2.84)

Observe que∫
R2

[∇un∇vn + (1 + λV (x))unvn]dx = 〈un, vn〉λ = ||vn||2λ + on(1). (2.85)

Combinando (2.84) e (2.85) obtemos

||vn||2 ≤ ||vn||2λ ≤
∫
R2

f(vn)vn dx+ on(1) (2.86)

Neste momento usaremos os mesmos argumentos que foram feitos na demonstração da

Proposição 2.4.7. Temos para algum l > 2∫
R2

f(vn)vn dx ≤ β|vn|22 + C1|vn|ll,

onde β é dado pela estimativa (2.50) e C1 constante positiva. Pelas imersões de Sobolev

temos ∫
R2

f(vn)vn dx ≤ C2β||vn||2 + C3||vn||l.
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Com essas informações, a desigualdade (2.86) fica

(1− C2β)||vn||2 ≤ C3||vn||l + on(1).

Tomando o limite quando n tende ao infinito na última desigualdade, podemos concluir

que Lλ > ω0 > 0, independente de λ, onde ω0 =
(
C4/C3)

1
l−2 e C4 = 1− C2β.

Agora note que a desigualdade (2.86) implica

(1− C2β)||vn||2 ≤ C2|vn|ll + on(1).

Fazendo n→∞ na desigualdade acima obtemos

C4/C2Lλ ≤ lim sup
n→+∞

|vn|ll,

ou ainda,

lim sup
n→+∞

∫
R2

|vn|l dx ≥ ω̃0 > 0, (2.87)

onde ω̃0 = ω0C4/C2 > 0.

Por outro lado, fazendo as mesmas manipulações algébricas que foi feito no Lema

2.4.4, é possível mostrar para a sequência (vn) que existem λ∗ > 0 e R > 0 tais que

lim sup
n→+∞

∫
R2/BR(0)

|vn|l dx < ω̃0/2, λ ≥ λ∗. (2.88)

Portanto, de (2.87) e (2.88)

ω̃0 ≤ lim sup
n→+∞

∫
R2

|vn|l dx ≤ lim sup
n→+∞

∫
R2/BR(0)

|vn|l dx+ lim sup
n→+∞

∫
BR(0)

|vn|l dx < ω̃0/2,

obtendo assim, um absurdo. Então podemos concluir que existe λ∗ tal que λ ≥ λ∗ a

sequência (un) converge para u em H1(R2).

Utilizando os mesmos passos feitos para o caso N = 3, obtemos∫
RN
∇u∇(w − u)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))u(w − u)dx ≥
∫
RN
f(u)(w − u)dx (2.89)

para todo w ∈ K. Com isso mostramos que o Problema (2.1) tem uma solução não

trivial. Para concluímos a demonstração do Teorema 2.1.1 para N = 2 falta mostrar a

seguinte proposição.
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Proposição 2.4.10 Seja λn → +∞ e (un) uma solução de (2.89). Então, existe uma
subsequência (un) e u ∈ H1(R2) tais que

un ⇀ u em H1(R2).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(R2),

λn

∫
R2

V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da Desigualdade Variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)(v − u)dx, (2.90)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Demonstração. Do estudo feito até aqui podemos assumir

lim sup
n→+∞

||un||2λ <
2π

α0

.

De tal informação, concluímos que (un) é limitada em H1(R2). Consequentemente

existe u ∈ H1(RN) tal que a menos de subsequência

un ⇀ u em H1(R2)

un(x)→ u(x) q.t.p. em R2,

e

un → u em LsLoc(R2), 2 ≤ s < 2∗.

A justificativa (i) segue das mesmas ideias encontradas na Proposição 1.3.10. Para

mostrar (ii) utilizamos a mesma argumentação da demonstração da Proposição 2.3.13,

isto é, garantimos a convergência

un → u em H1(R2), (2.91)
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onde exploramos as ideias contidas na demonstração do Lema 2.4.9. Em seguida,

deduzimos

||vn||2λn ≤
∫
RN
f(vn)vn dx+ on(1), (2.92)

como foi feito na demonstração do Lema 2.4.9, onde vn = un − u. Assim, combinando

(2.91) e (2.92) concluímos

||vn||2λn → 0

finalizando (ii). Os demais itens (iii) e (iv) segue diretamente da demonstração da

Proposição 2.3.13.
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Capítulo 3

Existência de solução para uma classe
de desigualdades variacionais com
potencial Bartsch-Wang: Parte II

3.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos a existência de soluções para a seguinte desigualdade

variacional: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN
f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (3.1)

onde

K = {v ∈ E; v ≥ ϕ q.t.p. em Ω},

ϕ ∈ H1(RN) com parte positiva não trivial e suppϕ+ ⊂ Ω, λ > 0 é um parâmetro e

V : RN → R é uma função contínua verificando as seguintes condições:

(V1) V (x) ≥ 0, ∀x ∈ RN ;

(V2) Ω := int(V −1({0})) 6= ∅ é um subconjunto aberto conexo limitado do RN com

fronteira suave.

Assumimos as seguintes condições para a função f : R→ R: Se N ≥ 3, f tem a forma

f(t) = µ|t|q−2t+ |t|2∗−2t, (3.2)



onde 2∗ = 2N/(N − 2) e 2 < q < 2∗.

Se N = 2, f é uma de classe de C1 e tem crescimento crítico exponencial, isto é,

existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|
eαt2

=

 0, α > α0,

+∞, α < α0

e verifica

(f1)
f(t)

t
→ 0 quando |t| → 0;

(f2) Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) := θ

∫ t

0

f(s)ds ≤ f(t)t, t 6= 0;

(f3) Existem C > 0 tal que

|f ′(t)| ≤ Ceα0t2 , t ∈ R;

(f4) Existem p > 2 e uma constante ν > 0 tais que

f(t) ≥ νtp, ∀t ≥ 0.

Supomos ainda sem perda de generalidade f(t) = 0, para t ≤ 0. Como mencionamos

na Introdução, fomos motivados pelo trabalho de Alves & Côrrea [5]. Os autores

combinaram métodos variacionais em conjunto com Princípio Variacional de Ekeland

[23] e uma versão do Teorema do Passo da Montanha para funcionais não diferenciáveis

devido Szulkin [55]. Aqui além garantirmos uma solução não trivial do problema (3.1)

em RN , com N ≥ 2, adotamos uma metodologia bastante diferente da abordada em

[5]. No nosso estudo utilizamos o método de penalização.

O principal resultado do Capítulo 3 é o teorema que enunciaremos a seguir

Teorema 3.1.1 Assuma que V satisfaz (V1)− (V2) e f satisfaz (f1)− (f4) se N = 2.
Então existem λ∗ > 0, µ∗ > 0, ν∗ > 0 e ρ > 0 tais que se ||ϕ|| < ρ, o problema
(3.1) tem solução uλ não trivial para λ ≥ λ∗, µ ≥ µ∗ e ν ≥ ν∗. Além disso, a família
{uλ}λ≥λ∗ tem a seguinte propriedade: para qualquer subsequência λn → +∞, podemos
extrair uma subsequência (λn) tal que a sequência (uλn) converge forte em H1(RN)

para uma função u que verifica u ≡ 0 em RN \ Ω e é solução da seguinte desigualdade
variacional ∫

Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)u(v − u)dx,
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para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}

Na demonstração deste teorema utilizamos todo estudo dos capítulos anteriores, algu-

mas ideias encontradas em Alves & Côrrea [3] e o Lema de Concentração e Compa-

cidade de Lions, o qual é uma consequência imediata de um resultado devido a Lions

[40, 41, 42], para mais detalhes ver [4].

Este capítulo está organizado da seguinte forma: Na primeira seção, introduzimos

alguns resultados preliminares. Na Seção 3.2, demonstraremos o Teorema 3.1.1 para

caso N ≥ 3. Inicialmente, modificamos a desigualdade variacional (3.1), ou seja, rea-

lizamos um truncamento na não-linearidade. Em seguida penalizamos a desigualdade

variacional modificada e iremos mostrar que o problema penalizado possui solução

não trivial. Para isso, mostraremos que o funcional energia verifica a geometria do

passo da montanha e também a condição (PS)c para alguns valores de c. Em seguida,

trabalhamos com a sequência de soluções do problema penalizado combinado com o

operador de penalização para obtermos, a menos de subsequência, uma convergência

forte em H1(RN). Através desta convergência, garantimos uma solução não trivial

para a desigualdade variacional modificada. Além disso, estabelecemos um resultado

de concentração para uma sequência de soluções (uλ) da desigualdade variacional mo-

dificada. Logo após, mostramos que para λ suficientemente grande uma solução uλ da

desigualdade variacional modificada é solução da desigualdade variacional (3.1). Por

fim, estabelecemos um resultado de concentração para uma sequência de soluções da

desigualdade variacional (3.1) o que de fato demonstra o Teorema 3.1.1 para o caso

N ≥ 3. Na Seção 3.3, o objetivo é provar o Teorema 3.1.1 para o caso N = 2. Seguimos

os mesmos passos da Seção 3.2 com os devidos ajustes e faremos uso de uma versão da

desigualdade de Trundiger & Moser em todo R2, devido a Cao [17].

Lema 3.1.2 Seja (un) ⊂ H1(RN) uma sequência limitada satisfazendo

un ⇀ u em L2∗(RN),

|un|2
∗
⇀ ν em M(RN)

e
|∇un|2 ⇀ ξ em M(RN)
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onde ν e ξ são medidas finitas não negativas em RN . Então existem sequências (xn) ⊂
RN e (νn) ⊂ [0,∞) satisfazendo

|un|2
∗
⇀ |u|2∗ +

+∞∑
i=1

νiδxi = ν,

com
+∞∑
n=1

ν2/2∗

n <∞ (3.3)

e
ξ(xn) ≥ Sν2/2∗

n ∀n ∈ N, (3.4)

onde δi é a medida de Dirac e S é a melhor contante de Sobolev já conhecida dos
capítulos anteriores.

3.2 Demonstração do Teorema 3.1.1 para o caso N ≥
3

Nesta seção consideramos a existência de solução para a classe de desigualdades

variacionais (3.1) da seguinte forma: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN

(µuq−1+u2∗−1)(v−u)dx, ∀v ∈ K,

onde o conjunto K é o mesmo definido no Capítulo 2.

3.2.1 Desigualdade variacional modificada

Nesta seção adaptamos, para nosso caso, alguns argumentos encontrados em [3]

e [21]. Fixando k = max{q/(q − 2), 2}, sem dificuldades podemos encontrar uma

constante a > 0 verificando f+(a) = a/k. Por razões técnicas definimos também as

funções h : R→ R e H : R→ R dadas por

h(t) =


f+(t), t ≤ a

t

k
, t ≥ a

e

H(t) =

∫ t

0

h(s)ds.
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Seja Ω′ um aberto conexo limitado com fronteira suave contento Ω. Usando a função

característica de Ω′, definimos as seguintes funções g : RN ×R→ R e G : RN ×R→ R

dadas por

g(x, t) = χΩ′(x)f+(t) + (1− χΩ′(x))h(t)

e

G(x, t) = χΩ′(x)F+(t) + (1− χΩ′(x))H(t),

onde

F+(t) =

∫ t

0

f+(s)ds.

Nosso interesse nesse momento é estudar a existência de solução não trivial para a

seguinte desigualdade variacional modificada: encontrar u ∈ K tal que∫
RN
∇u∇(v − u)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))u(v − u)dx ≥
∫
RN
g(x, u)(v − u)dx, ∀v ∈ K.

(3.5)

Observação 3.2.1 Se u é uma solução de (3.5) não negativa verificando

u(x) ≤ a, ∀x ∈ RN \ Ω′

então u é uma solução do problema (3.1).

De fato, se x ∈ Ω′ temos χΩ′(x) = 1 e assim,

g(x, u(x)) = f(u(x)) = µu(x)q−1 − u(x)2∗−1.

Se x ∈ RN \ Ω′, então χΩ′(x) = 0 e assim,

g(x, u(x)) = h(u(x)) = f(u(x)) = µu(x)q−1 − u(x)2∗−1,

pois h(u(x)) = f(u(x)), quando 0 ≤ u(x) ≤ a em RN \ Ω′.

Antes de continuarmos com nosso propósito, mostraremos algumas propriedades

envolvendo a função g.

Afirmação 3.2.2 Como a > 0, então as propriedades abaixo são verdadeiras:

(g1) g(x, t) = 0, para todo x ∈ RN e t ≤ 0;

(g2)
g(x, t)

t
→ 0 quando t→ 0, uniformemente em x ∈ RN ;
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(g3) Dado β > 0 existe Cβ > 0 tal que

|g(x, t)| ≤ µβ|t|+ Cβ|t|2
∗−1, ∀(x, t) ∈ RN × R

e consequentemente,

|G(x, t)| ≤ µ
β

2
|t|2 + Cβ|t|2

∗
, ∀(x, t) ∈ RN × R;

(g4) Para todo x ∈ Ω′ e t > 0 tem-se

0 < qG(x, t) ≤ g(x, t)t;

(g5) Para todo x ∈ RN \ Ω′ e t > 0 tem-se

0 < 2G(x, t) ≤ g(x, t)t ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2.

Sem maiores dificuldades é possível mostrar as assertivas (g1) − (g4), por isso vamos

mostrar apenas (g5). Inicialmente, observemos que

g(x, t) = h(t), ∀x ∈ RN \ Ω′

e se 0 < t ≤ a temos

g(x, t) = h(t) = f(t).

Agora, note que

2G(x, t) = 2

∫ t

0

f(s)ds ≤ q

∫ t

0

f(s)ds ≤ f(t)t = h(t)t.

Por outro lado,

h(t)t = f(t)t =
f(t)

t
t2 ≤ f(a)

a
t2 =

1

k
t2 ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2.

Logo, para 0 < t ≤ a

0 < 2G(x, t) ≤ g(x, t)t ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2. (3.6)

Vamos agora considerar t > a. Neste caso h(t) = t/k donde segue

2G(x, t) = 2

∫ t

0

h(s)ds = 2

∫ t

0

h(s)

s
sds = 2

(∫ a

0

h(s)

s
sds+

∫ t

a

h(s)

s
sds

)
,
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mas ∫ a

0

h(s)

s
sds =

∫ a

0

f(s)

s
sds ≤

∫ a

0

f(a)

a
sds

e ∫ t

a

h(s)

s
sds =

∫ t

a

1

k
sds =

∫ t

a

f(a)

a
sds

então,

2G(x, t) ≤ 2

(∫ a

0

f(a)

a
sds+

∫ t

a

f(a)

a
sds

)
= 2

∫ t

0

f(a)

a
sds =

f(a)

a
t2 =

(1

k
t
)
t = h(t)t.

Observe também

h(t)t =
1

k
t2 ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2.

Portanto, se t > a

0 < 2G(x, t) ≤ g(x, t)t ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2. (3.7)

De (3.6) e (3.7)

0 < 2G(x, t) ≤ g(x, t)t ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2 x ∈ RN \ Ω′ e t > 0

com isso justificamos (g5).

Como fizemos no Capítulo 2, aqui também utilizaremos o método de penalização,

isto é, procuramos soluções não triviais para a seguinte classe de equações elípticas

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = g(x, u), em RN . (3.8)

Recordamos que u é uma solução fraca de (3.8) se verifica∫
RN

[∇u∇v+ (1 +λV (x))uv]dx− 1

ε

∫
Ω

(ϕ−u)+v dx =

∫
RN
g(x, u)v dx, ∀v ∈ Eλ, (3.9)

onde ε > 0 é o parâmetro de penalização, enquanto 1
ε

∫
Ω

(ϕ − u)+v dx é o termo de

penalização.

As soluções fracas da equação penalizada (3.8) podem ser encontradas como pon-

tos críticos do funcional Iλ,ε : Eλ → R definido por

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx−
∫
RN
G(x, u)dx,

o qual está bem definido e é de classe C1 sobre o espaço Eλ (é o mesmo do Capítulo

2) com

I ′λ,ε(u)v = 〈u, v〉λ −
1

ε

∫
Ω

(ϕ− u)+v dx−
∫
RN
g(x, u)v dx, ∀u, v ∈ Eλ
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ou equivalentemente,

I ′λ,ε(u)v =

∫
RN

[∇u∇v+(1+λV (x))uv] dx−1

ε

∫
Ω

(ϕ−u)+v dx−
∫
RN
g(x, u)v dx ∀u, v ∈ Eλ.

O próximo lema mostra que funcional Iλ,ε verifica a geometria do passo da montanha.

Lema 3.2.3 (a) Existem contantes r, ρ > 0, as quais são independentes de λ e ε, tais
que

Iλ,ε(u) ≥ ρ para ||u||λ = r;

(b) Existe e ∈ H1(RN) com ||e||λ > r e Iλ,ε(e) < 0.

Demonstração. De (g3), fixado β > 0 existe Cβ > 0 tal que

Iλ,ε(u) ≥ 1

2
||u||2λ −

µβ

2

∫
RN
|u|2 dx− Cβ

∫
RN
|u|2∗ dx.

Utilizando as imersões de Sobolev existem constantes positivas C1 e C2 tais que

Iλ,ε(u) ≥ 1

2
||u||2λ − C1β||u||2λ − C2||u||2λ,

ou ainda,

Iλ,ε(u) ≥
(1

2
− C1β

)
||u||2λ − C2||u||2λ.

Fixando β suficientemente pequeno de maneira que 1/2 − C1β > 0, existem r e ρ

positivos tais que

Iλ,ε(u) ≥ ρ > 0, para ||u|| = r,

mostrando a primeira geometria. Agora, observe que∫
Ω

[(ϕ− ϕ+)+]2 dx = 0 e ||ϕ+||λ = ||ϕ+||.

Logo,

Iλ,ε(ϕ
+) ≤ ||ϕ+||2 ≤ ||ϕ||2.

Como tomamos ||ϕ|| suficientemente pequena em relação ρ, por hipótese, então

Iλ,ε(ϕ
+) < ρ.

Sabemos que suppϕ+ ⊂ Ω, assim, concluímos que∫
RN
G(x, tϕ+)dx =

∫
RN
F̃ (tϕ+)dx =

µtq

q

∫
Ω′
|ϕ+|q dx− t2

∗

2∗

∫
Ω′
|ϕ+|2∗ dx
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para t > 1. Com essas informações asseguramos que

Iλ,ε(tϕ
+) =

t2

2
||ϕ+||2λ −

tqµ

q

∫
Ω′
|ϕ+|q dx− t2

∗

2∗

∫
Ω′
|ϕ+|2∗ dx.

Sendo 2 < q < 2∗, obtemos Iλ,ε(tϕ+) → −∞ quando t → +∞. Assim, tomando t∗

suficientemente grande e denotando w = (1 + t∗)ϕ
+ tem-se

Iλ,ε(w) < Iλ,ε(ϕ
+) < ρ ≤ Iλ,ε(u), com ||u||λ = r

e

||ϕ+||λ < r < ||w||λ,

demonstrado o lema.

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60], garantimos a exis-

tência de uma sequência (PS)cλ,ε para Iλ,ε, isto é, uma sequência (un) verificando

Iλ,ε(un)→ cλ,ε e I ′λ,ε(un)→ 0,

onde

cλ,ε = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,ε(γ(t))

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = ϕ+ e γ(1) = w}.

Lema 3.2.4 Existem τ > 0 e µ∗ = µ∗(τ) > 0 tais que

0 < cλ,ε <
q − 2

2q
SN/2 − τ, ∀λ > 0, ∀ε > 0 e µ ≥ µ∗.

Omitiremos a demonstração do Lema 3.2.4, pois a mesma segue os mesmos procedi-

mentos feitos na demonstração do Lema 2.3.2.

Lema 3.2.5 Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε, então (un) é limi-
tada.
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Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε. Antes de tudo,

note que

Iλ,ε(un)− 1
q
I ′λ,ε(un)un =

(
1

2
− 1

q

)
||un||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx

+
1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx+
1

q

∫
RN

(g(x, un)un − qG(x, un))dx.

Como argumentamos na demonstração do Lema 2.3.3,

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− un)+]2 dx+
1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx ≥
1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+ϕdx.

Observe também que ∫
RN
g(x, un)un dx ≥

∫
Ω′
g(x, un)un dx

e pelas observações (g4) e (g5)

1

q

∫
Ω′

(g(x, un)un − qG(x, un))dx ≥ 0

e ∫
RN
G(x, un)dx ≤ 1

2k

∫
RN

(1 + λV (x))|un|2 dx ≤
1

2k
||un||2λ.

Com essas informações e feitas manipulações algébricas podemos concluir que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

[(1

2
− 1

q

)
− 1

2k

]
||un||2λ +

1

qε

∫
Ω

(ϕ− un)+ϕdx.

Agora, utilizando a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev existe uma cons-

tante positiva C tal que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≥

[(1

2
− 1

q

)
− 1

2k

]
||un||2λ −

1

qε
|ϕ|22 −

C

qε
|ϕ|22||un||λ. (3.10)

Por outro lado, existe n0 ∈ N tal que

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≤ c+ on(1) + on(1)||un||λ, n ≥ n0. (3.11)

Das condições (3.10), (3.11) e recordando que k = max{q/(q − 2), 2} deduzimos[(1

2
− 1

q

)
− 1

2k

]
||un||2λ ≤ c+ on(1) +

1

qε
|ϕ|22 +

(
on(1) +

C

qε
|ϕ|22

)
||un||λ

para n ≥ n0, o que garante que a sequência (un) é limitada.
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Aqui, listamos todos os lemas encontrados no Capítulo 2 com relação ao comportamento

das sequências (PS)c.

Lema 3.2.6 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequência (un) pode ser
considerada como uma sequência de funções não negativas, ou seja, a (u+

n ) é uma
sequência (PS)c.

Lema 3.2.7 Sendo (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε então a mesma
verifica

lim sup
n→+∞

||un||2λ ≤
( 2q

q − 2

)
c.

Lema 3.2.8 Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε, então dado δ > 0

existe R > 0 tal que

lim sup
n→+∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
< δ

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε, então a mesma

é limitada. Assim, denotemos

M = sup
n∈N
||un||λ.

Fixemos um R > 0 tal que Ω′ ⊂ BR
2
(0) e seja η ∈ C1(RN ,R) uma função satisfazendo

0 ≤ η(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN ; η(x) = 0, ∀x ∈ B R
2
(0); η(x) = 1, ∀x ∈ Bc

R(0) e |∇η| ≤ M

R
, ∀x ∈ RN .

Sem maiores dificuldades, é possível mostrar que (ηun) ⊂ Eλ e que a mesma é limitada

em Eλ. Desta forma, segue

I ′λ,ε(un)(ηun) = on(1)

ou seja,∫
RN

[∇un∇(ηun)+(1+λV (x))ηu2
n] dx−1

ε

∫
Ω

(ϕ−un)+ηun dx−
∫
RN
g(x, un)(ηun) dx = on(1)

ou ainda,∫
RN

[∇un∇(ηun) + (1 + λV (x))η|un|2] dx−
∫
RN
g(x, un)ηun dx = on(1)
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pois ∫
Ω

(ϕ− un)+ηun dx = 0.

Assim,∫
RN
η|∇un|2 dx+

∫
RN
un∇η∇un dx+

∫
RN

(1+λV (x))η|un|2 dx =

∫
RN
g(x, un)ηun dx+on(1)

Utilizando a desigualdade (g5) e as propriedades da função η podemos concluir∫
BcR(0)

|∇un|2 dx+

∫
BR(0)

un∇η∇un dx +

∫
Bc
R/2

(0)

(1 + λV (x))η|un|2 dx

≤ 1

k

∫
Bc
R/2

(0)

(1 + λV (x))η|un|2 dx+ on(1).

Sendo k > 2,∫
BcR(0)

|∇un|2 dx+
1

2

∫
Bc
R/2

(0)

(1 + λV (x))η|un|2 dx ≤
∫
BR(0)

|un||∇η||∇un| dx+ on(1).

Mais uma vez, usando as propriedades da função η e após alguns cálculos segue-se que∫
BcR(0)

|∇un|2 dx+
1

2

∫
BcR(0)

(1 + λV (x))η|un|2 dx ≤
M

R

∫
BR(0)

|un||∇η||∇un| dx+ on(1).

Agora, usaremos a desigualdade de Hölder para deduzimos∫
BcR(0)

|∇un|2 dx+

∫
BcR(0)

(1 + λV (x))|un|2 dx ≤ C
M

R
+ on(1),

onde C é uma constante positiva. Logo,∫
BcR(0)

|∇un|2 dx+

∫
BcR(0)

|un|2 dx ≤ C
M

R
+ on(1),

Tomando R suficientemente grande e o limite em n concluímos a demonstração.

Proposição 3.2.9 Existe λ̂ = λ̂(τ) > 0 tal que Iλ,ε verifica a condição (PS)cλ,ε para
qualquer cλ,ε ∈

(
0, q−2

2q
SN/2 − τ

)
para todo λ ≥ λ̂, onde τ foi dado no Lema 3.2.4.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε, isto é,

Iλ,ε(un)→ cλ,ε e I ′λ,ε(un)→ 0.
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Suponha sem perda de generalidade que a sequência (un) é não negativa. Sabemos que

a mesma é limitada. Então para alguma subsequência existe u ∈ Eλ tal que podemos

assumir os seguintes fatos:

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

un → u em LsLoc(RN), 2 ≤ s < 2∗.

Com a realização de alguns cálculos é possível mostrar que I ′λ,ε(u) = 0, e assim,

I ′λ,ε(u)u = 0.

Afirmação 3.2.10 A sequência (νn) obtida aplicando o Lema 3.1.2 para a sequência
(un) verifica νn = 0 para todo n ∈ N.

De fato, seja ψβ = ψ((x − xj)/β), para todo x ∈ RN e para todo β > 0, onde

ψ ∈ C∞0 (Ω′) tal que ψ = 1 em B1(0), ψ = 0 sobre Bc
2(0) e |∇ψ| ≤ 2, com 0 ≤ ψ ≤ 1.

Sem dificuldades, é possível mostrar que a sequência (ψβun) ⊂ Eλ é limitada em Eλ.

Assim,

I ′λ,ε(un)(ψβun) = on(1)

ou também,∫
RN

[∇un∇(ψβun)+(1+λV (x))(ψβ)u2
n] dx−1

ε

∫
Ω

(ϕ−un)+ψβun dx−
∫
RN
g(x, un)ψβun dx = on(1)

Pela definição da função ψβ e da condição de crescimento da função g podemos observar

que ∫
RN
g(x, un)ψβun dx ≤ µ

∫
RN
|un|qψβ dx+

∫
RN
|un|2

∗
ψβ dx.

Desta desigualdade,∫
RN
∇un∇ψβun dx+

∫
RN

(1 + λV (x))ψβu
2
n dx ≤ µ

∫
RN
|un|qψβ dx+

1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+ψβun dx

+

∫
RN
|un|2

∗
ψβ dx−

∫
RN
|∇un|2ψβ dx.

Tomando o limite quando n → ∞ nesta última expressão e usando as definições das

medidas ν e ξ segue que

lim
n→∞

(
Ln −Mn

)
≤ µ

∫
RN
|u|qψβ dx+

∫
RN
ψβ dν −

∫
RN
ψβ dξ −

∫
RN

(1 + λV (x))ψβu
2 dx.

(3.12)
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onde adotamos por simplicidade

Ln =

∫
RN
∇un∇ψβun dx

e

Mn =
1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+ψβun dx.

Agora, vamos analisar o seguinte limite lim
n→∞

Ln. Note que

Ln =

∫
RN
∇un∇ψβun dx =

∫
B(xj ,2β)

∇un∇ψβun dx,

logo

|Ln| ≤
∫
B(xj ,2β)

|∇un||∇ψβ|un dx.

Utilizando a desigualdade de Hölder,

|Ln| ≤ |∇un|2

(∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|2u2
n dx

)1/2

≤ ||un||

(∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|2u2
n dx

)1/2

,

ou seja,

|Ln| ≤M

(∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|2u2
n dx

)1/2

,

onde M = sup
n∈N
||un||, pois (un) é limitada em H1(RN). Tomando o limite quando

n→∞, podemos concluir que

lim
n→∞

|Ln| ≤M

(∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|2u2 dx

)1/2

.

Usando, mais uma vez, a desigualdade de Hölder com expoentes N/(N − 2) e N/2

segue

lim
n→∞

|Ln| ≤M

(∫
B(xj ,2β)

|u|2∗ dx

)1/2∗(∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|N dx

)1/N

.

Agora, observe por uma mudança de variável que∫
B(xj ,2β)

|∇ψβ|N(x) dx =

∫
B(0,2)

|∇ψβ|N(zβ + xj)β
N dz =

∫
B(0,2)

|∇ψ|N(z) dz

e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue é possível mostrar que

lim
β→0

∫
B(xj ,2β)

|u|2∗ dx = 0.
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De todo estudo feito, podemos garantir que

lim
β→0

(
lim
n→∞

Ln

)
= 0.

É possível mostrar também,

lim
β→0

(
lim
n→∞

Mn

)
= lim

β→0

(
lim
n→∞

1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+ψβun dx
)

= 0.

Deste modo, tomando o limite quando β → 0 em (3.12) temos

ξ(xj) ≤ νj, ∀j ∈ N. (3.13)

Pelo Lema 3.1.2, temos ξ(xj) ≥ Sν
2/2∗

i e por a desigualdade (3.13) segue que νj ≥

Sν
2/2∗

i . Se νj > 0, então temos

νj ≥ SN/2, ∀j ∈ N (3.14)

o que implica que (νj) é finita, pois (νj) verifica (3.3).

Provaremos, que νj = 0 para todo j ∈ N. Usando, mais uma vez, o fato que a

sequência (un) é (PS)cλ,ε temos

Iλ,ε(un)− 1

q
I ′λ,ε(un)un ≤ cλ,ε + on(1),

ou seja, (
1

2
− 1

q

)∫
RN
|∇un|2 dx+

(
1

2
− 1

q

)∫
RN

(1 + λV (x))u2
n dx

+
1

q

∫
RN

(g(x, un)un − qG(x, un))dx = on(1).

Recordando os argumentos explorados na demonstração do Lema 3.10 podemos garan-

tir que(
1

2
− 1

q

)∫
RN

(1 + λV (x))u2
n dx+

1

q

∫
RN

(g(x, un)un − qG(x, un))dx ≥ 0,

logo, (
1

2
− 1

q

)∫
RN
|∇un|2 dx ≤ cλ,ε + on(1).
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Observe que (
1

2
− 1

q

)∫
RN
ψβ|∇un|2 dx ≤

(
1

2
− 1

q

)∫
RN
|∇un|2 dx.

Assim, (
1

2
− 1

q

)∫
RN
ψβ|∇un|2 dx ≤ cλ,ε + on(1).

Passando ao limite quando n→ +∞ na desigualdade acima ficamos(
1

2
− 1

q

)∫
RN
ψβ dξ ≤ cλ,ε.

Por fim, tomando o limite quando β → 0 nesta última desigualdade, concluímos que(
1

2
− 1

q

)
ξ(xj) ≤ cλ,ε, ∀j ∈ N. (3.15)

Sabemos ξ(xj) ≥ Sν
2/2∗

j , se existe um νj0 para alguma j0 ∈ N, então de (3.14) e (3.15)

obtemos

cλ,ε ≥

(
1

2
− 1

q

)
ξ(xj0) ≥

(
1

2
− 1

q

)
Sν

2/2∗

j0
≥

(
1

2
− 1

q

)
S
(
SN/2

)2/2∗

ou ainda,

cλ,ε ≥

(
1

2
− 1

q

)
SN/2.

No entanto, por hipótese

cλ,ε ∈
(
0,
q − 2

2q
SN/2 − τ

)
o que é uma contradição, portanto νj = 0 para todo j ∈ N o que justifica a afirmação.

Da Afirmação 3.2.10 tem se |un|2
∗
⇀ |u|2∗ emM(RN), isto é,

lim
n→∞

∫
RN
ψ|un|2

∗
dx =

∫
RN
ψ|u|2∗ dx, ψ ∈ C∞0 (RN) (3.16)

donde podemos concluir que

un → u em L2∗

loc(RN). (3.17)

Para justificarmos este resultado utilizaremos o Lema Brézis & Lieb, ver [38], e o limite

(3.16). Dado um Θ ⊂ RN aberto limitado, nosso objetivo é mostrar que

un → u em L2∗(Θ).
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Seja ψ ∈ C∞0 (RN , [0, 1]) com ψ = 1 em Θ. Sabendo que

|un|2
∗
ψ → |u|2∗ψ q.t.p. em RN

e por (3.16), |un|2
∗
ψ converge para |u|2∗ψ em norma no espaço L1(RN), garantimos

||un|2
∗
ψ − |u|2∗ψ|1 → 0. (3.18)

Note que∫
Θ

||un|2
∗ − |un|2

∗| dx =

∫
Θ

||un|2
∗
ψ − |un|2

∗
ψ| dx ≤

∫
RN
||un|2

∗
ψ − |un|2

∗
ψ| dx

logo, por (3.18)

lim
n→∞

∫
Θ

|un|2
∗
dx =

∫
Θ

|u|2∗ dx.

Por este limite e o fato que

un → u q.t.p. em Θ

segue do Lema de Brézis & Lieb que

un → u em L2∗(Θ).

Enfim, mostraremos agora que un → u em Eλ. Observe que

||un − u||2λ = 〈un − u, un − u〉λ = ||un||2λ − 〈un, u〉λ + on(1).

Note que

||un||2λ = I ′λ,ε(un)un +
1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx+

∫
RN
g(x, un)un dx

e

−〈un, u〉λ = −I ′λ,ε(un)u− 1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+u dx−
∫
RN
g(x, un)u dx

Com estas informações e recordando a justificativa da Afirmação 2.3.5 podemos concluir

que

||un − u||2λ =

∫
RN
g(x, un)un dx−

∫
RN
g(x, un)u dx+ on(1).

Afirmação 3.2.11 Vale os seguintes limites:

(i) lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un dx =

∫
RN
g(x, u)u dx;

(ii) lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)v dx =

∫
RN
g(x, u)v dx, ∀v ∈ Eλ.
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Supondo verdadeira a Afirmação 3.2.11, obtemos

||un − u||2λ = on(1)

logo, un → u em Eλ mostrando a condição (PS). Vamos justificar a Afirmação 3.2.11.

Começamos por (i). Dado δ > 0, considere R > 0 como no Lema 3.2.8 e

In,1 =

∫
BR(0)

|g(x, un)un − g(x, u)u| dx e I2,n =

∫
BcR(0)

|g(x, un)un − g(x, u)u| dx

utilizamos estas notações para simplificar os cálculos na demonstração desta Afirmação.

Da propriedade (g3), obtemos

|g(x, t)t| ≤ µ|t|2 + Cβ|t|2
∗
, ∀(x, t) ∈ RN × R.

Sabemos que a imersão Eλ ↪→ Ls(BR(0)), para 2 ≤ s < 2∗, é compacta. Assim, de

(3.17) podemos concluir que a imersão

Eλ ↪→ Ls(BR(0)), para 2 ≤ s ≤ 2∗,

é compacta. Desta forma, utilizando o Teorema da Convergência Dominada de Lebes-

gue concluímos que

lim
n→∞

In,1 = 0. (3.19)

Por outro lado, usando que Ω′ ⊂ BR(0), deduzimos

|g(x, t)t| ≤ 1

k
|t|2, ∀x ∈ RN \BR(0),∀t ∈ R.

Portanto,

In,2 ≤
1

k

∫
BcR(0)

|un|2 dx+
1

k

∫
BcR(0)

|u|2 dx

≤ 1

k

∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2) dx+
1

k

∫
BcR(0)

|u|2 dx.

Como u ∈ L2(RN), para R suficientemente grande∫
BcR(0)

|u|2 dx < δ

2k
.

Pelo Lema 3.2.8, tomando o limite superior quando n→∞, ficamos com

lim sup
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
<

δ

2k
.
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Consequentemente,

lim sup
n→∞

In,2 < δ, ∀δ > 0.

isto implica

lim
n→∞

In,1 = 0. (3.20)

Desta forma, de (3.19) e (3.20) mostramos o que queríamos, ou seja, (i). A justificativa

de (ii) segue os mesmos passos dados na demonstração de (i).

De Todo estudo feito até aqui, podemos concluir que o problema penalizado (3.8)

possui solução não trivial. Este resultado segue diretamente do Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz [8].

3.2.2 Existência de solução para a desigualdade variacional mo-
dificada

Para λ ≥ λ∗ e µ ≥ µ∗ fixados existe uma solução uε ∈ Eλ não trivial do problema

(3.8), ou seja, uε verifica∫
RN

[∇uε∇v + (1 + λV (x))uεv]dx+
1

ε
〈P (uε), v〉 =

∫
RN
g(x, uε)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Mais uma vez, faremos as identificações:

ε = 1/n, un = u1/n Iλ,ε = In, In(un) = cn,

onde cn = cλ,ε. Assim, para cada n ∈ N sabemos que existe un ∈ Eλ tal que∫
RN

[∇un∇v + (1 + λV (x))unv]dx+ n〈P (un), v〉 =

∫
RN
g(x, un)v dx, ∀v ∈ Eλ. (3.21)

Analogamente ao que foi feito no Lema 3.2.5, podemos supor que a sequência (un)

de soluções é limitada em H1(RN). Diante disso, existe u ∈ H1(RN) e a menos de

subsequência

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

un → u em LsLoc(RN), 2 ≤ s < 2∗.
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Afirmação 3.2.12 A sequência de funções (un) é não negativa.

De fato, considere u+
n = max{un, 0} e u−n = min{un, 0} temos que un = u+

n + u−n .

Substituindo v por u−n em (3.21) obtemos∫
RN

[∇un∇u−n + (1 + λV (x))unu
−
n ]dx+ n〈P (un), u−n 〉 =

∫
RN
g(x, un)u−n dx

Pela definição da g e algumas manipulações algébricas temos

||u−n ||2λ + n〈P (un), u−n 〉 = 0

ou seja,

||u−n ||2λ = −n〈P (un), u−n 〉

mas

−n〈P (un), u−n 〉 ≤ 0

donde segue que

||u−n ||λ = 0.

Consequentemente,

||un||λ = ||u+
n ||λ, ∀n ∈ N,

mostrando que (un) é uma sequência de funções não negativas. Como

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,

então segue u ≥ 0.

Sem dificuldades (ver Lema 2.3.10), é possível mostrar que o operador de pena-

lização associado ao problema (3.5) verifica P (u) = 0, isto é, u ∈ K.

Lema 3.2.13 A seguinte convergência é válida

un → u em Eλ.

Demonstração. A demonstração deste lema é semelhante a da Proposição 3.2.9, com

pequenos ajustes. Primeiro de tudo, note que

||un − u||2λ = 〈un − u, un − u〉λ = ||un||2λ − 〈un, u〉λ + on(1). (3.22)
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Sabemos que

||un||2λ = I ′n(un)un − n〈P (un), un〉+

∫
RN
g(x, un)un dx (3.23)

e

−〈un, u〉λ = −I ′n(un)u+ n〈P (un), u〉 −
∫
RN
g(x, un)u dx. (3.24)

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.22) deduzimos

||un − u||2λ = n〈P (un), u− un〉+

∫
RN
g(x, un)un dx−

∫
RN
g(x, un)u dx+ on(1). (3.25)

Observe que

〈P (un), u− un〉 = 〈P (un)− P (u), u− un〉 ≤ 0.

Da observação acima e da expressão (3.25) obtemos

||un − u||2λ ≤
∫
RN
g(x, un)un dx−

∫
RN
g(x, un)u dx+ on(1). (3.26)

Para garantirmos os seguintes limites:

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un dx =

∫
RN
g(x, u)u dx (3.27)

e

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)v dx =

∫
RN
g(x, u)v dx, ∀v ∈ H1(RN) (3.28)

utilizaremos as mesmas ideias da justificativa da Afirmação 3.2.11. Para isso, precisa-

mos que a sequência (un) verifique os mesmos resultados dados pelo Lema 3.2.8: dado

δ > 0 existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
< δ. (3.29)

e pela Afirmação 3.2.10 garantimos:

un → u em L2∗

Loc(RN). (3.30)

A justificativa (3.29), basta repetir todos os passos dados na demonstração do Lema

3.2.8, e para (3.30), inicialmente, precisamos da seguinte afirmação

Afirmação 3.2.14 Para toda ψ ∈ H1(RN), com ψ ≥ 0 q.t.p. em Ω, tem-se

〈P (un), ψun − ψϕ+〉 ≥ 0, ∀n ∈ N.
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Veja que

(ϕ− un)+(x)(ϕ+(x)− un(x)) ≥ 0, q.t.p. em Ω e ∀n ∈ N

implica que

(ϕ− un)+(x)ψ(x)(ϕ+(x)− un(x)) ≥ 0, q.t.p. em Ω e ∀n ∈ N (3.31)

pois, ψ ≥ 0 q.t.p. em Ω. Assim, de (3.31) podemos concluir

−
∫

Ω

(ϕ− un)+(ψun − ψϕ+) dx =

∫
Ω

(ϕ− un)+ψ(ϕ+ − un) dx ≥ 0, ∀n ∈ N.

Portanto,

〈P (un), ψun − ψϕ+〉 = −
∫

Ω

(ϕ− un)+(ψun − ψϕ+) dx ≥ 0, ∀n ∈ N

isso mostra a justificativa da Afirmação 3.2.14. Vejamos agora a justificativa da Afir-

mação 3.2.10 para a sequência (un) de soluções de (3.21). Mais uma vez, consideremos

ψβ = ψ((x − xj)/β), para todo x ∈ RN e para todo β > 0, onde ψ ∈ C∞0 (Ω′) tal que

ψ = 1 em B1(0), ψ = 0 sobre Bc
2(0) e |∇ψ| ≤ 2, com 0 ≤ ψ ≤ 1. Note que

I ′n(un)(ψβun − ψβϕ+) = 0

ou ainda,∫
RN

[∇un∇(ψβun − ψβϕ+) + (1 + λV (x))un(ψβun − ψβϕ+)] dx

+ n〈P (un), ψun − ψϕ+〉

=

∫
RN
g(x, un)(ψβun − ψβϕ+) dx.

(3.32)

Da igualdade (3.32) e pela Afirmação 3.2.14 deduzimos∫
RN

[∇un∇(ψβun − ψβϕ+) + (1 + λV (x))un(ψβun − ψβϕ+)] dx

≤
∫
RN
g(x, un)(ψβun − ψβϕ+) dx.

(3.33)

Para simplificar denotaremos por

Ln,β =

∫
RN

[∇un∇(ψβϕ
+) + (1 + λV (x))unψβϕ

+] dx−
∫
RN
g(x, un)ψβϕ

+

então, podemos reescrever (3.33) da seguinte forma∫
RN

[∇un∇(ψβun) + (1 + λV (x))unψβun] dx− Ln,β ≤
∫
RN
g(x, un)ψβun dx. (3.34)
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Sem dificuldades, é possível mostrar

lim
β→0

(
lim
n→∞

Ln,β

)
= 0. (3.35)

Realizando todas as etapas feitas na demonstração da Afirmação 3.2.10 garantimos que

νj = 0 para todo j ∈ N. Consequentemente,

un → u em L2∗

Loc(RN). (3.36)

Uma vez provado os limites (3.27) e (3.28), de (3.26) concluímos

||un − u||2λ = on(1)

o que demonstra o lema.

Observe que

〈P (un), w − un〉 = 〈P (un)− P (w), w − un〉 ≤ 0

para todo w ∈ K. Então, escolhendo v = w − un e substituindo em (3.21), ficamos∫
RN
∇un∇(w−un)dx+

∫
RN

(1+λV (x))un(w−un)dx ≥
∫
RN
g(x, un)(w−un)dx (3.37)

Pelo Lema 3.2.13, tomando o limite quando n→ +∞ em (3.37) encontramos∫
RN
∇u∇(w − u)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))u(w − u)dx ≥
∫
RN
g(x, u)(w − u)dx (3.38)

para todo w ∈ K. Com isso mostramos que o Problema (3.5) tem uma solução não

negativa.

3.2.3 Demonstração do Teorema 3.1.1

Na seção anterior conseguimos uma solução uλ para a desigualdade variacional

modificada (3.5). Nosso objetivo é que a mesma verifique

u(x)λ ≤ a, ∀x ∈ RN \ Ω′ (3.39)

pois pela Observação 3.2.1, segue que uλ é uma solução da desigualdade variacional

(3.1) e com isso finalizamos a demonstração do Teorema 3.1.1.
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Daqui para frente, consideremos un ∈ Eλn e λn → +∞. Cada un ∈ K e satisfaz∫
RN
∇un∇(v−un)dx+

∫
RN

(1+λnV (x))un(v−un)dx ≥
∫
RN
g(x, un)(v−un)dx (3.40)

para todo v ∈ K.

O próximo resultado foi motivado pela Proposição 1.3.10, vejamos

Proposição 3.2.15 Seja (un) uma sequência soluções de (3.40). Então, existe uma
subsequência (un) e u ∈ H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(RN),

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da Desigualdade Variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, (3.41)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Demonstração. Sem dificuldades, é possível mostrar que

lim sup
n→+∞

||un||2λn ≤
2qc

q − 2
, (3.42)

implicando que (||un||λn) é limitada em R. Sendo

||un||λn ≥ ||un|| ∀n ∈ N,

(un) é também limitada em H1(RN), e assim, existe uma subsequência de (un) e u ∈

H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).
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Vamos mostrar (ii), pois para justificar (i) utilizaremos os mesmos passos dados na

demonstração da Proposição 1.3.10. Primeiro de tudo, temos

||un − u||2λn = 〈un − u, un − u〉λn = 〈un, un − u〉λn − 〈u, un − u〉λn . (3.43)

Observe,

〈u, un − u〉λn =

∫
RN

[∇u∇(un − u) + (1 + λnV (x))u(un − u)] dx

mas por (i) deduzimos

〈u, un−u〉λn =

∫
RN

[∇u∇(un−u)+(1+λnV (x))u(un−u)] dx =

∫
Ω

[∇u∇(un−u)+u(un−u)] dx.

Assim, podemos concluir

〈u, un − u〉λn = on(1),

pois un ⇀ u em H1(RN). Dessa última informação, reescrevemos (3.43) da seguinte

forma

||un − u||2λn = 〈un, un − u〉λn + on(1). (3.44)

Como sabemos que un ≥ ϕ q.t.p. em Ω para todo n ∈ N, então u ≥ ϕ q.t.p. em Ω e,

consequentemente u ∈ K. Agora, substituindo u por v em (3.40) obtemos∫
RN
∇un∇(u−un)dx+

∫
RN

(1+λnV (x))un(u−un)dx ≥
∫
RN
g(x, un)(u−un)dx (3.45)

ou ainda,∫
RN
∇un∇(un−u)dx+

∫
RN

(1+λnV (x))un(un−u)dx ≤
∫
RN
g(x, un)(un−u)dx (3.46)

ou melhor,

〈un, un − u〉λn ≤
∫
RN
g(x, un)(un − u)dx. (3.47)

Combinando (3.44) e (3.47) concluímos

||un − u||2λn ≤
∫
RN
g(x, un)(un − u)dx+ on(1). (3.48)

Para concluímos a demonstração de (ii) precisamos, mais uma vez, dos seguintes limites

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un dx =

∫
RN
g(x, u)u dx (3.49)
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e

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)v dx =

∫
RN
g(x, u)v dx, ∀v ∈ H1(RN). (3.50)

Na verdade, precisamos deste resultado

un → u em L2∗

Loc(RN) (3.51)

e também que a sequência de soluções (un) da desigualdade variacional (3.40) verifique

os mesmos resultados dados pelo Lema 3.2.8: dado δ > 0 existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
< δ. (3.52)

Como vimos na demonstração da Proposição 3.1, esses resultados (3.51) e (3.52) são

fundamentais para justificar os limites (3.49) e (3.50). Para justificarmos (3.52) pro-

cedemos de forma análoga os passos dados na demonstração do Lema 3.2.8. A dificul-

dade de justificar (3.51) é justamente provar que νi = 0 para todo j ∈ N. Precisamos

escolher uma função teste adequada para substituirmos em (3.40), e com isso esta-

belecer uma desigualdade semelhante a (3.33). Para isso, novamente, consideremos

ψβ = ψ((x − xj)/β), para todo x ∈ RN e para todo β > 0, onde ψ ∈ C∞0 (Ω′) tal que

ψ = 1 em B1(0), ψ = 0 sobre Bc
2(0) e |∇ψ| ≤ 2, com 0 ≤ ψ ≤ 1. Afirmamos

Afirmação 3.2.16 Seja vn = un − ψβ(un − ϕ+) ∈ K.

De fato, sabemos que un ≥ ϕ+ ≥ ϕ, para todo n ∈ N. Note que ψβ = 0, temos vn = un

e consequentemente vn ∈ K. Da mesma forma, se ψβ = 1 temos vn = ϕ+ e logo vn ∈ K.

Agora, suponha 0 < ψβ < 1 e observe

un − ψβun = un(1− ψβ) ≥ ϕ+(1− ψβ) = ϕ+ − ϕ+ψβ,

assim,

vn = un − ψβun + ϕ+ψβ ≥ ϕ+.

isso mostra que vn ∈ K e, portanto, justificamos a Afirmação 3.2.16.

Pela Afirmação 3.2.16 podemos substituir vn por v em (3.40), então∫
RN

[∇un∇(ψβun − ψβϕ+) + (1 + λnV (x))un(ψβun − ψβϕ+)] dx

≤
∫
RN
g(x, un)(ψβun − ψβϕ+) dx.

(3.53)
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Observe que a desigualdade acima é idêntica a (3.33). Então realizando as mesmas

etapas exploradas na demonstração da Afirmação 3.2.10 garantimos que νj = 0 para

todo j ∈ N e consequentemente concluímos (3.51). Portanto, usando (3.52) e (3.51)

como na demonstração do Lema 3.2.13, podemos concluir

||un − u||2λn = on(1)

e consequentemente está mostrado o item (ii).

Para demonstrar (iii), note que

||un − u||2 ≤ ||un − u||2λn

e ∫
RN
λnV (x)|un|2 dx =

∫
RN
λnV (x)|un − u|2 dx ≤ C||un − u||2λn

o que implica, pelo item (ii), em

||un − u||2 → 0

e ∫
RN
λnV (x)|un|2 dx→ 0.

Falta mostrar (iv), ou seja, que u é solução do problema (3.41). Escolhendo v ∈ K̃,

arbitraria, e substituindo em (3.40) obtemos∫
RN
∇un∇(v − un)dx+

∫
RN
unv −

∫
RN

(1 + λnV (x))u2
n dx ≥

∫
RN
g(x, un)(v − un)dx

Tomando o limite quando n→∞ e usando (i)− (iii), concluímos que∫
Ω

[∇u∇(v − u) + u(v − u)]dx ≥
∫

Ω

g(x, u)(v − u)dx, ∀v ∈ K̃

Recordando a definição da função g, segue∫
Ω

[∇u∇(v − u) + u(v − u)]dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, ∀v ∈ K̃.

Portanto, a proposição está provada.
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Demonstração do Teorema 3.1.1 Nesta demonstração, usamos o método de

Iteração de Moser [51] baseado no trabalho de Gongbao [32] e adaptamos argumentos

contidos em Alves [1] e Figueiredo [26].

Sabemos que cada un verifica (3.40). Para cada n ∈ N e para L ≥ 1, definimos

un,L(x) =


un, se un ≤ L

L, se un ≥ L

Considere d = distância(Ω, ∂Ω′) e seja 0 < R < d. Dado x0 ∈ Ω′
c, fixamos uma

sequência (rj)j∈N ⊂ R tal que R < rj < d, ∀ ∈ N e rj ↓ R.

Considere também,

vn,L(x) = vn,L,j(x) =
(
un − unη2

(un,L
L

)2(β−1))
(x),

onde, η = ηj ∈ C∞(R) verificando 0 ≤ η ≤ 1, |∇η| ≤ 1

rj
e

η(x) =


1, se x ∈ Brj+1

(x0)

0, se x ∈ Bc
rj

(x0)

e o número β > 1 a ser fixado.

Afirmação 3.2.17 A função vn,L ≥ ϕ em RN , para cada n ∈ N.

De fato, no conjunto Bc
rj

(x0) temos η = ηj = 0, para todo j ∈ N então

vn,L = un ≥ ϕ.

Recordemos que em Θc temos ϕ ≤ 0. Como Bc
rj

(x0) ⊂ Θc, para todo j ∈ N segue que

ϕ ≤ 0 em Bc
rj

(x0).

Observe que

−unη2
(un,L
L

)2(β−1)

≥ −un
(un,L
L

)2(β−1)

,

pois un,L, uβ−1
n,L > 0 e −η2 ≥ −1, assim

vn,L = un − unη2
(un,L
L

)2(β−1)

≥ un

[
1−

(un,L
L

)2(β−1)]
≥ 0,

donde segue que vn,L ≥ 0 ≥ ϕ em Bc
rj

(x0). Portanto, vn,L ∈ K.
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Pela Afirmação 3.2.17, segue que vn,L ∈ K para cada n ∈ N. Substituindo a

função vn,L como função teste obtemos

1

L2(β−1)

(∫
RN
∇un∇(unη

2u
2(β−1)
n,L ) dx

)
+

1

L2(β−1)

(∫
RN

(1 + λnV (x))u2
nη

2u
2(β−1)
n,L dx

)
≤ 1

L2(β−1)

(∫
RN
g(x, un)unη

2u
2(β−1)
n,L dx

)
ou ainda,∫

RN
∇un∇(unη

2u
2(β−1)
n,L ) dx ≤ −

∫
RN

(1 + λnV (x))u2
nη

2u
2(β−1)
n,L dx

+

∫
RN
g(x, un)unη

2u
2(β−1)
n,L dx.

(3.54)

Sabemos que λnV (x) ≥ 0 para todo x ∈ RN , logo∫
RN
∇un∇(unη

2u
2(β−1)
n,L ) dx ≤

∫
RN
g(x, un)unη

2u
2(β−1)
n,L dx−

∫
RN
u2
nη

2u
2(β−1)
n,L dx. (3.55)

Observe que∫
RN
∇un∇(unη

2u
2(β−1)
n,L ) dx =

∫
RN
|∇un|2η2u

2(β−1)
n,L dx+ 2

∫
RN
∇un∇ηunηu2(β−1)

n,L dx

+2(β − 1)

∫
RN
∇un∇un,Lunη2u

2(β−1)−1
n,L dx.

(3.56)

Note também que

2(β−1)

∫
RN
∇u∇un,Lunη2u

2(β−1)−1
n,L dx = 2(β−1)

∫
un≤L

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L dx ≥ 0. (3.57)

Substituindo (3.56) em (3.55) e usando a igualdade (3.57)∫
RN
|∇un|2η2u

2(β−1)
n,L dx+ 2

∫
RN
∇un∇ηunηu2(β−1)

n,L dx ≤
∫
RN
g(x, un)unη

2u
2(β−1)
n,L dx

−
∫
RN
u2
nη

2u
2(β−1)
n,L dx

(3.58)

Da condição de crescimento da função g dada em (g3) a última desigualdade fica∫
RN
|∇un|2η2u

2(β−1)
n,L dx+ 2

∫
RN
∇un∇ηunηu2(β−1)

n,L dx ≤ Cβ

∫
RN
u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx

+ (µβ − 1)

∫
RN
u2
nη

2u
2(β−1)
n,L dx

(3.59)

Fixando 0 < β < 1/µ temos µβ − 1 < 0 e consequentemente a última expressão fica∫
RN
|∇un|2η2u

2(β−1)
n,L dx+ 2

∫
RN
∇un∇ηunηu2(β−1)

n,L dx ≤ C

∫
RN
u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx, (3.60)
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onde C constante positiva a qual mudaremos sempre que necessário. Recordando a

definição da função η temos∫
Brj (x0)

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L dx+2

∫
Brj (x0)

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L dx ≤ C

∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx,

(3.61)

Agora definimos a função

Un,L = unηu
β−1
n,L ,

onde a função η é a mesma que foi definida anteriormente. Desde que

∇Un,L = ∇(ηunu
β−1
n,L )

= ∇ηunuβ−1
n,L +∇unηuβ−1

n,L + (β − 1)ηunu
β−2
n,L ∇un,L

(3.62)

tem-se
|∇Un,L|2 = |∇η|2u2

nu
2(β−1)
n,L ) + η2u

2(β−1)
n,L )|∇un|2

+ (β − 1)2η2u2
nu

2(β−2)
n,L |∇un,L|2

+ 2(β − 1)ηu2
nu

2β−3
n,L ∇un,L∇η

+ 2(β − 1)η2unu
2β−3
n,L ∇un,L∇un

+ 2ηunu
2(β−1)
n,L ∇un∇η.

(3.63)

Percebemos que∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 ≤
∫
Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx+ 3β2

∫
Brj (x0)

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L dx

+6β2

∫
Brj (x0)

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L dx.

(3.64)

Substituindo (3.61) em (3.64) obtemos∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 ≤ Cβ2
(∫

Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx+

∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx

)
. (3.65)

Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Niremberg, ver [33], tem-se

|Un,L|2L2∗ (Brj (x0)) ≤ C

∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 dx.

Assim, por (3.65) segue que

|Un,L|2L2∗ (Brj (x0)) ≤ Cβ2
(∫

Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx+

∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx

)
,
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ou ainda,(∫
Brj (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗ ≤ Cβ2

∫
Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx

+ Cβ2

∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx.

(3.66)

Utilizando a desigualdade de Hölder para expoentes 2∗/2 e 2∗/(2∗ − 2), obtemos∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2u

2(β−1)
n,L dx ≤

(∫
Brj (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗
(∫

Brj (x0)

u2∗

n dx
) 2∗−2

2∗ (3.67)

Seja ε > 0 tal que 1− ε 2∗−2
2∗ Cβ2 > 0. Como sabemos

lim
n→+∞

|un|L2∗ (Ωc) = 0,

pela Proposição 3.2.15, então para cada j ∈ N existe Kj tal que∫
Brj (x0)

u2∗

n dx < ε, ∀n ≥ Kj.

Sendo rj+1 < rj, sem perda de generalidade Kj = K1, para todo j ∈ N. Substituindo

(3.67) em (3.66), usando a última desigualdade e fazendo uma reindexação na variável

n se necessário temos(∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2∗u

2∗(β−1)
n,L dx

) 2
2∗ ≤ Cβ2

∫
Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx.

Tomando β = 2∗

2
e usando o fato que |∇η| < 1

R
da última desigualdade obtemos(∫

Brj (x0)

u2∗

n η
2∗u

2∗( 2∗
2
−1)

n,L dx
) 2

2∗ ≤ C

∫
R
u2∗

n dx, ∀j, n ∈ N

Sabendo que (un)n∈N é uma sequência limitada em H1(RN) e usando as imersões con-

tínuas de Sobolev segue da última desigualdade que(∫
Brj (x0)

u2∗

n η
2∗u

2∗( 2∗
2
−1)

n,L dx
) 2

2∗ ≤ C < +∞, ∀j, n ∈ N.

Pelo Lema de Fatou na variável L segue(∫
Brj (x0)

η2∗u
2∗2

2
n dx

) 2
2∗ ≤ C < +∞, ∀j, n ∈ N. (3.68)

Afirmação 3.2.18 Vale a seguinte fórmula

|un|Lχk+1s(Brk+1
(x0))
≤ C

1

χk
+···+ 1

χχ
k

χk
+···+ 1

χ |un|L2∗ (Br1 (x0)), k = 1, 2, ... (3.69)

onde C independe de n e

χ =
2∗(t− 1)

2t
, s =

2t

t− 1
, t =

2∗
2

2(2∗ − 2)
.
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De fato, utilizando (3.66) com β = χ e j = 1 temos

un ∈ L
2βt
t−1 (Br1(x0))

e (∫
Br1 (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗ ≤ Cβ2

(∫
Br1 (x0)

u2β
n dx+

∫
Br1 (x0)

u2∗−2
n η2( 2∗−2

2∗ )u2β
n dx

)
.

(3.70)

Agora utilizando Hölder na segunda parcela do segundo membro da desigualdade acima

com expoentes t e t
t−1

segue∫
Br1 (x0)

u2∗−2
n η2 2∗−2

2∗ u2β
n dx ≤

(∫
Br1 (x0)

η2t( 2∗−2
2∗ )u(2∗−2)t

n dx
) 1
t
(∫

Br1 (x0)

u
2βt
t−1
n dx

) t−1
t
.

Por (3.68) segue que∫
Br1 (x0)

u2∗−2
n η2 2∗−2

2∗ u2β
n dx ≤ C

(∫
Br1 (x0)

u
2βt
t−1
n dx

) t−1
t
.

Da mesma forma usando Hölder na primeira parcela temos∫
Br1 (x0)

u2β
n dx ≤

(∫
Br1 (x0)

u
2βt
t−1
n dx

) t−1
t |Br1(x0)|

1
t

Assim, a desigualdade (3.70) fica(∫
Br1 (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗ ≤ Cβ2

(∫
Br1 (x0)

u
2βt
t−1
n dx

) t−1
t
, ∀n, j ∈ N.

Note que

|un,L|2βL2∗β(Br2 (x0))
≤
(∫

Br1 (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗

e (∫
Br1 (x0)

(unηu
(β−1)
n,L )2∗ dx

) 2
2∗ ≤ Cβ2

(∫
Br1 (x0)

u
2βt
t−1
n dx

) t−1
t

= Cβ2|un|2β
L

2βt
t−1 (Br1 (x0))

.

Consequentemente,

|un,L|2βL2∗β(Br2 (x0))
≤ Cβ2|un|2β

L
2βt
t−1 (Br1 (x0))

, ∀n ∈ N.

Utilizando o Lema de Fatou na variável L na última desigualdade segue

|un|2βL2∗β(Br2 (x0))
≤ Cβ2|un|2β

L
2βt
t−1 (Br1 (x0))

, ∀n ∈ N.
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Como β = χ e 2∗ = χs então

|un|2βLχ2s(Br2 (x0))
≤ Cβ2|un|2βL2∗ (Br1 (x0))

, ∀n ∈ N,

isto implica

|un|Lχ2s(Br2 (x0)) ≤ C
1
χχ

1
χ |un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀n ∈ N, (3.71)

isso mostra que a fórmula (3.69) é válida para k = 1.

Agora mostraremos que a mesma é válida para k = 2. Em (3.66) consideremos

β = χ2 e j = 2 temos

un ∈ L
2βt
t−1 (Br2(x0)).

Repetindo os cálculos anteriores obtemos

|un|2βL2∗β(Br3 (x0))
≤ Cβ2|un|2β

L
2βt
t−1 (Br2 (x0))

, ∀n ∈ N.

Sendo β = χ2 e 2∗ = χs segue

|un|2βLχ3s(Br3 (x0))
≤ C(χ2)2|un|2βLχ2s(Br2 (x0))

, ∀n ∈ N,

implicando

|un|Lχ3s(Br3 (x0)) ≤ C
1
χ2χ

2
χ2 |un|Lχ2s(Br2 (x0)), ∀n ∈ N.

Utilizando (3.71) a última desigualdade fica

|un|Lχ3s(Br3 (x0)) ≤ C
1
χ2 + 1

χχ
2
χ2 + 1

χ |un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀n ∈ N, (3.72)

mostrando a validade da fórmula (3.69) para k = 2.

Suponhamos que a fórmula (3.69) seja verdadeira para algum k ≥ 1. Mais uma

vez usando (3.66) com β = χk+1 e j = k + 1, temos

un ∈ L
2βt
t−1 (Brk+1

(x0)).

Repetindo o mesmo procedimentos de cálculos anteriormente, obtemos

|un|2βL2∗β(Brk+2
(x0))
≤ Cβ2|un|2β

L
2βt
t−1 (Brk+1

(x0))
, ∀n ∈ N.

Como β = χk+1 e 2∗ = χs então

|un|2β
Lχk+2s(Brk+2

(x0))
≤ C(χk+1)2|un|2β

Lχk+1s(Brk+1
(x0))

, ∀n ∈ N,
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implicando

|un|Lχk+2s(Brk+2
(x0))
≤ C

1

χk+1χ
k+1

χk+1 |un|Lχk+1s(Brk+1
(x0))

, ∀n ∈ N.

Pela hipótese de indução segue que

|un|Lχk+2s(Brk+2
(x0))
≤ C

1

χk+1 +···+ 1
χχ

k+1

χk+1 +···+ 1
χ |un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀n ∈ N,

portanto, a fórmula (3.69) é válida.

Observe as séries que aparecem na fórmula (3.69)

k∑
i=1

1

χi
=

1

χ− 1

e
k∑
i=1

i

χi
=

χ2

(χ− 1)2

são ambas convergentes, assim, existe C > 0 independente de n tal que

|un|Lχk+1s(Brk+2
(x0))
≤ C|un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀k, n ∈ N.

Pela definição da sequência (rj) deduzimos

|un|Lχk+1s(BR(x0))
≤ |un|Lχk+1s(Brk+2

(x0))
≤ C|un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀k, n ∈ N.

Assim, un ∈ Lp(BR(x0)), para todo p ≥ χks por interpolação. Nesse momento, preci-

samos do seguinte lema.

Lema 3.2.19 Sejam A ⊂ RN um aberto qualquer, p ≥ 1 e u ∈ Ls(A), ∀s ∈ [p,+∞).
Se existe C > 0 tal que

|u|s ≤ C, ∀s ∈ [p,+∞),

então u ∈ L∞(A) e
|u|∞ ≤ C.

Demonstração. Iniciamos fixando δ > 0 arbitrário e consideramos o conjunto

Σ = {x ∈ A; |u(x)| ≥ C + δ}.

Nosso objetivo é provar que

|Σ| = 0.
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Primeiramente, note que |Σ| <∞. De fato,

(C + δ)s|Σ| ≤
∫

Σ

|u|s dx ≤ |u|ss ≤ Cs < +∞.

Deduzimos da expressão acima

(C + δ)|Σ|
1
s ≤ C.

Se |Σ| > 0, passando ao limite quando s→ +∞ na desigualdade acima, obtemos

C + δ = lim
s→+∞

(C + δ)|Σ|
1
s ≤ C,

ou seja,

C + δ ≤ C,

o que um absurdo. Logo,

|Σ| = 0.

Utilizando o Lema 3.2.19 concluímos que un ∈ L∞(BR(x0)) e

|un|L∞(BR(x0)) ≤ C|un|L2∗ (Br1 (x0)), ∀n ∈ N, (3.73)

onde C independe de n. Temos também,

|un|L∞(BR(x0)) ≤ C|un|L2∗ (Br1 (x0)) ≤ C|un|L2∗ (Ωc), ∀n ∈ N,

pois Br1(x0) ⊂ Ωc. Agora, usamos fato que

un = un,λn → 0 em H1(Ωc) quando λn → +∞

e a imersão contínua de Sobolev dado κ > 0 existe n0 ∈ N tal que

|un|L∞(BR(x0)) < κ, para n ≥ n0.

Como tomamos x0 ∈ Ω′c arbitrário então

|un|L∞(Ω′c) < κ.

Portanto, do estudo feito até aqui podemos concluir que existe λ∗ > 0 de maneira que

a solução uλ verifica
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uλ(x) ≤ a, ∀x ∈ Ωc e λ ≥ λ∗.

Temos, por (3.38)∫
RN
∇u∇(v − u)dx+

∫
RN

(1 + λV (x))u(v − u)dx ≥
∫
RN
g(x, u)(v − u)dx, ∀v ∈ K.

Então para λ ≥ λ∗ e pela Observação 3.2.1 segue que∫
RN
∇u∇(v−u)dx+

∫
RN

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
RN

(µuq−1+u2∗−1)(v−u)dx, ∀v ∈ K

(3.74)

A proposição a seguir completa a demonstração do Teorema 3.1.1.

Proposição 3.2.20 Seja λn → +∞ e (un) uma solução de (3.74). Então, existe uma
subsequência (un) e u ∈ H1(RN) tais que

un ⇀ u em H1(RN).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(RN),

λn

∫
RN
V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da Desigualdade Variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

(µ|u|q−2 + |u|2∗−2)u(v − u)dx, (3.75)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

A demonstração segue os mesmos passos dados na demonstração da Proposição 3.2.15,

por este motivo omitimos.
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3.3 Demonstração do Teorema 3.1.1 para o caso N =

2

Seguiremos a mesma metodologia abordada na subseção 3.1.1. Neste sentido,

tomamos k′ = max{θ/(θ − 2), 2} e a′ > 0 verificando f(a′) = a′/k′.

Definimos as seguintes funções

h̃(t) =


f(t), t ≤ a

t

k
, t ≥ a

e

H̃(t) =

∫ t

0

h(s)ds.

Seja Ω′ um aberto conexo limitado com fronteira suave contendo Ω. Definimos as

seguintes funções g̃ : R2 × R→ R e G̃ : R2 × R→ R dadas por

g̃(x, t) = χΩ′(x)f̃(t) + (1− χΩ′(x))h(t)

e

G̃(x, t) = χΩ′(x)F̃ (t) + (1− χΩ′(x))H(t),

onde

F̃ (t) =

∫ t

0

f̃(s)ds.

O objetivo, agora, é estabelecer a existência de solução para a seguinte desigualdade

variacional modificado: encontrar u ∈ K satisfazendo∫
R2

∇u∇(v−u)dx+

∫
R2

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
R2

g̃(x, u)(v−u)dx, ∀v ∈ K. (3.76)

O problema (3.76) está intimamente relacionado com (3.1), pois se uλ é uma solução

de (3.76) verificando

u(x) ≤ a, ∀x ∈ R2 \ Ω′

então u é uma solução da desigualdade variacional original (3.1), como vimos na Ob-

servação 3.2.1.

Aqui relacionamos algumas propriedades da função g̃. Sendo a′ > 0, então segue

(g̃1) g̃(x, t) = 0, para todo x ∈ R2 e t ≤ 0;
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(g̃2)
g̃(x, t)

t
→ 0 quando t→ 0, uniformemente em x ∈ R2;

(g̃3) Fixados κ > 0, l ≥ 0 e α ≥ α0 existe Cκ > 0 tal que

|g̃(x, t)| ≤ κ|t|+ Cκ|t|l
(
eα|t|

2−1
)
, ∀(x, t) ∈ R2 × R

(g̃4) Para todo x ∈ Ω′ e t > 0 tem-se

0 < θG̃(x, t) ≤ g̃(x, t)t;

(g̃5) Para todo x ∈ R2 \ Ω′ e t > 0 tem-se

0 < 2G̃(x, t) ≤ g̃(x, t)t ≤ 1

k
(1 + λV (x))t2.

Mais uma vez, utilizaremos o método de penalização, ou seja, procuramos soluções

para a seguinte classe de problemas elípticos

−∆u+ (1 + λV (x))u− 1

ε
(ϕ− u)+χΩ = g̃(x, u), em R2 (3.77)

As soluções fracas do problema (3.77) são pontos críticos do funcional Iλ,ε : Eλ → R

definido por

Iλ,ε(u) =
1

2
||u||2λ +

1

2ε

∫
Ω

[(ϕ− u)+]2 dx−
∫
R2

G̃(x, u)dx

o qual está bem definido e é de classe C1 sobre o espaço Eλ (o mesmo do Capítulo 2)

com

I ′λ,ε(u)v = 〈u, v〉λ −
1

ε

∫
Ω

(ϕ− u)+v dx−
∫
R2

g̃(x, u)v dx,

∀u, v ∈ Eλ, ou equivalente,

I ′λ,ε(u)v =

∫
R2

[∇u∇v + (1 + λV (x))uv] dx− 1

ε

∫
Ω

(ϕ− u)+v dx−
∫
R2

g̃(x, u)v dx

∀u, v ∈ Eλ.

Nesse momento, enunciaremos alguns lemas os quais omitiremos suas demons-

trações. Isto deve-se ao fato que as mesmas seguem com argumentos explorados em

demonstrações anteriores apresentadas aqui.

Lema 3.3.1 O funcional Iλ,ε verifica a geometria do passo da montanha.
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Lema 3.3.2 Se (un) é uma sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε, então (un) é
limitada.

Observação 3.3.3 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequência (un)

dada pelo Lema 3.3.2 pode ser considerada como uma sequência de funções não nega-
tivas e que cumpre

lim sup
n→∞

||un||2λ ≤
( 2θ

θ − 2

)
cλ,ε.

Lema 3.3.4 Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,ε, então dado δ > 0

existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
< δ

Lema 3.3.5 Seja cλ,ε o nível do passo da montanha para Iλ,ε. Então existe uma cons-
tante A > 0, independente de ν, de maneira que

0 < cλ,ε < A/ν
2
p−1 .

O próximo lema que enunciaremos a seguir é uma consequência da Desigualdade de

Trundinger-Moser devida a Cao (2.52).

Lema 3.3.6 Seja (un) uma família em H1(R2) satisfazendo sup
n∈N
{||un||2} ≤ m < 4π.

Para cada α > α0 e q > 1 verificando qmα < 4π, existe uma constante C =

C(q,m, α) > 0 tal que bα(un) = (eαu
2
n − 1) pertence a Lq(R2) e

sup
n∈N
{|bα(un)|q} <∞.

Demonstração. Sabemos que ||un|| ≤ m, para todo n ∈ N. Escolhendo α > α0 e

q > 1 verificando qmα < 4π é possível encontrar q′ > q e suficientemente próximo de

q tal que q′mα < 4π e, desta forma, pela a desigualdade (2.51) garantimos

|bα(un)|qq =

∫
R2

|bα(un)|q dx =

∫
R2

(eα|un|
2 − 1)q dx

≤ C1

∫
R2

(eq
′α|un|2 − 1)dx

= C2

∫
R2

(e
q′α||un||λ

(
|un|
||un||λ

)2

− 1)dx

≤ C3

∫
R2

(e
q′αm

(
|un|
||un||λ

)2

− 1)dx.
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Usando a Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devido a Cao [17] existe C =

C(q,m, α) > 0 tal que

|bα(un)|qq =

∫
R2

|bα(un)|q dx ≤ C

donde segue a demonstração.

Proposição 3.3.7 Para λ ≥ 1, toda (un) sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε com

0 < cλ,ε <
2(θ − 2)π

θα0

admite uma subsequência convergente.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)cλ,ε para o funcional Iλ,ε verificando

a hipótese da proposição acima. Sabemos que (un) é uma sequência limitada, logo,

existe u ∈ Eλ e a menos de subsequência tem-se

un ⇀ u em Eλ,

un(x)→ u q.t.p. em R2

e

un → u em LsLoc(R2),∀s ≥ 2.

Observe que

||un − u||2λ = 〈un − u, un − u〉λ = ||un||2λ − 〈un, u〉λ + on(1).

Sabemos que

||un||2λ = I ′λ,ε(un)un +
1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+un dx+

∫
RN
g(x, un)un dx

e

−〈un, u〉λ = −I ′λ,ε(un)u− 1

ε

∫
Ω

(ϕ− un)+u dx−
∫
RN
g(x, un)u dx.

Repetindo os argumentos explorados na justificativa da afirmação (2.3.5) garantimos∫
Ω

(ϕ− un)+un dx−
∫

Ω

(ϕ− un)+u dx = on(1).

Assim, reescrevemos

||un − u||2λ =

∫
R2

g(x, un)un dx−
∫
R2

g(x, un)u dx+ on(1).

124



Afirmação 3.3.8 Vale os seguintes limites:

(i) lim
n→∞

∫
R2

g̃(x, un)un dx =

∫
RN
g̃(x, u)u dx;

(ii) lim
n→∞

∫
R2

g̃(x, un)v dx =

∫
RN
g̃(x, u)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Vamos iniciar justificando por (i). Temos∣∣∣∣∣
∫
R2

g̃(x, un)un dx−
∫
R2

g̃(x, u)u dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
R2

|g(x, un)un − g(x, u)u| dx.

Dado δ > 0, considere R > 0 como no Lema 3.3.4 e

In,1 =

∫
BR(0)

|g̃(x, un)un − g̃(x, u)u| dx e In,2 =

∫
BcR(0)

|g̃(x, un)un − g̃(x, u)u| dx.

De (g̃5) tem-se

|g̃(x, un)| ≤ |un|2 + C|un|bα(un), ∀x ∈ R2 e n ∈ N.

Nosso objetivo inicialmente é mostrar que In,1 → 0. Para isso, definimos definimos as

seguintes funções

wn := |un|2 + C|un|bα(un) e w := |u|2 + C|u|bα(un)

Como

un(x)→ u q.t.p. em R2;

então

g̃(x, un)→ g̃(x, u) q.t.p. em BR(0)

e

wn(x)→ w(x) q.t.p. em BR(0).

Podemos observar que para concluir nosso objetivo falta mostrar

wn → w em L1(BR(0)).

Sabemos

lim sup
n→∞

||un||2λ <
4π

α0

,

então fixemos 0 < m < 4π/α0 de tal maneira que

||un||2λ ≤ m.
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De acordo com a escolha de m temos mα0 < 4π. Logo, para α > α0 e q > 1 suficiente-

mente próximo de α0 e q próximo de 1, respectivamente, devemos ter qmα < 4π. Pelo

Lema 3.3.6 existe C > 0 tal que bα(un) = (eαu
2
n − 1) pertence a Lq(R2) e

|bα(un)|q ≤ C, ∀n ∈ N.

Assim, concluímos que a sequência (bα(un)) é limitada em Lq(BR(0)). Pelo Lema de

Brézis & Lieb temos

bα(un) ⇀ bα(u) em Lq(BR(0)).

Como

un → un em Lq
′
(BR(0)), onde 1/q + 1/q′ = 1

então

unbα(un)→ ubα(u) em L1(BR(0)).

Consequentemente, garantimos

wn → w em L1(BR(0)).

Portanto, Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue podemos concluir que

lim
n→∞

In,1 = 0. (3.78)

Por outro lado, sendo Ω′ ⊂ BR(0), deduzimos

|g̃(x, t)t| ≤ 1

k
|t|2, ∀x ∈ RN \BR(0),∀t ∈ R.

Portanto,

In,2 ≤
1

k

∫
BcR(0)

|un|2 dx+
1

k

∫
BcR(0)

|u|2 dx

≤ 1

k

∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2) dx+
1

k

∫
BcR(0)

|u|2 dx.

Como u ∈ L2(RN), então para R suficientemente grande, garantimos∫
BcR(0)

|u|2 dx < δ

2k
.

Pelo Lema 3.3.4, tomando o limite superior quando n→∞, obtemos

lim
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
<

δ

2k
.
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Consequentemente,

lim
n→∞

In,2 < δ, ∀δ > 0.

isto implica

lim
n→∞

In,2 = 0. (3.79)

De (3.78) e (3.79),

lim
n→∞

∫
R2

g̃(x, un)un dx =

∫
RN
g̃(x, u)u dx.

A justificativa de (ii) segue os mesmos passos anteriores.

Agora vamos mostrar que o problema penalizado (3.77) possui solução não trivial. Seja

cλ,ε o nível do passo da montanha. Pelo Lema 3.3.5 existe ν∗ > 0 tal que

0 < cλ,ε <
(θ − 2)4π

2θα0

, para ν ≥ ν∗, ∀λ > 0 e ∀ε > 0.

Pela Proposição 3.3.7 o funcional Iλ,ε verifica a condição (PS)cλ,ε . Usando o Teorema

do Passo da Montanha devido a Ambrosetti & Rabinowitz [8], podemos concluir que

existe u ∈ Eλ tal que

Iλ,ε(u) = cλ,ε > 0 e I ′λ,ε(u) = 0

3.3.1 Existência de solução para a desigualdade variacional mo-
dificada

Do estudo feito na seção anterior, obtemos uma solução uε ∈ Eλ não trivial do

problema (3.77), ou seja, uε verifica∫
R2

[∇uε∇v + (1 + λV (x))uεv]dx+
1

ε
〈P (uε), v〉 =

∫
R2

g̃(x, uε)v dx, ∀v ∈ Eλ.

Como sempre, faremos as identificações:

ε = 1/n, un = u1/n Iλ,ε = In, In(un) = cn,

onde cn = cλ,ε. Assim, para cada n ∈ N sabemos que existe un ∈ Eλ tal que∫
R2

[∇un∇v + (1 + λV (x))unv]dx+ n〈P (un), v〉 =

∫
R2

g̃(x, un)v dx, ∀v ∈ Eλ. (3.80)
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De forma análoga que foi feito anteriormente, podemos supor que a sequência (un) de

soluções verifica

lim sup
n→∞

||un||λ <
4π

α0

de onde segue que (un) é limitada em H1(R2). Assim, existe u ∈ H1(R2) e a menos de

subsequência

un ⇀ u em H1(R2),

un(x)→ u(x) q.t.p. em R2

e

un → u em LsLoc(R2), s ≥ 2.

Repetindo os argumentos explorados no Lema 2.3.10 é possível mostrar que P (u) = 0,

ou seja, u ∈ K. Com isso, garantimos u é não nula.

Lema 3.3.9 A seguinte convergência é válida

un → u em Eλ.

Demonstração. Inicialmente, percebemos que

||un − u||2λ = 〈un − u, un − u〉λ = ||un||2λ − 〈un, u〉λ + on(1), (3.81)

ou ainda,

||un − u||2λ = n〈P (un), u− un〉+

∫
R2

g̃(x, un)un dx−
∫
R2

g̃(x, un)u dx+ on(1), (3.82)

pois

||un||2λ = I ′n(un)un − n〈P (un), un〉+

∫
R2

g̃(x, un)un dx (3.83)

e

−〈un, u〉λ = −I ′n(un)u+ n〈P (un), u〉 −
∫
R2

g̃(x, un)u dx. (3.84)

Observe que

〈P (un), u− un〉 = 〈P (un)− P (u), u− un〉 ≤ 0.

Da observação acima e da expressão (3.82) obtemos

||un − u||2λ ≤
∫
R2

g̃(x, un)un dx−
∫
R2

g̃(x, un)u dx+ on(1). (3.85)
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Mais uma vez, precisamos seguintes limites:

lim
n→∞

∫
R2

g̃(x, un)un dx =

∫
R2

g̃(x, u)u dx (3.86)

e

lim
n→∞

∫
R2

g̃(x, un)v dx =

∫
R2

g̃(x, u)v dx, ∀v ∈ H1(R2) (3.87)

para finalizarmos a demonstração. Observando as ideias explorada na demonstração

da Proposição 3.3.7, percebemos que as mesmas podem ser aplicadas na justificativa

dos limites acima, com pequenos ajustes. A sequência (un) verifica o mesmo resultado

do Lema 3.3.4, isto é, dado δ > 0 existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

(∫
BcR(0)

(|∇un|2 + |un|2)dx

)
< δ.

Usando a Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devido a Cao [17], podemos mostrar

que bα(un) = (eαu
2
n − 1) pertence a Lq(R2) e

sup
n∈N
{|bα(un)|q} <∞

este resultado é descrito pelo Lema 3.3.4. Agora, é realizar as mesmas manipulações

algébricas descritas na demonstração da Proposição 3.3.7 para justificarmos tais limites.

Relembrando as propriedades do operador de penalização obtemos

〈P (un), w − un〉 = 〈P (un)− P (w), w − un〉 ≤ 0

para todo w ∈ K. Fixando v = w − un e substituindo em (3.80), segue que∫
R2

∇un∇(w−un)dx+

∫
R2

(1 +λV (x))un(w−un)dx ≥
∫
R2

g̃(x, un)(w−un)dx (3.88)

Pelo Lema 3.3.9, passando ao limite quando n→ +∞ em (3.88) encontramos∫
R2

∇u∇(w − u)dx+

∫
R2

(1 + λV (x))u(w − u)dx ≥
∫
R2

g̃(x, u)(w − u)dx (3.89)

para todo w ∈ K. Com isso mostramos que o Problema (3.76) tem uma solução não

trivial e não negativa.

129



3.3.2 Demonstração do Teorema 3.1.1

Nesta seção mostraremos que as soluções que encontramos para o Problema (3.76)

são também soluções de (3.1), para λ suficientemente grande. Seja un ∈ Eλn e

λn → +∞. Sabemos que cada un ∈ K e verifica∫
R2

∇un∇(v−un)dx+

∫
R2

(1 +λnV (x))un(v−un)dx ≥
∫
R2

g̃(x, un)(v−un)dx (3.90)

para todo v ∈ K.

A próxima proposição refere ao comportamento da sequências (un) de soluções

da desigualdade (3.90).

Proposição 3.3.10 Seja (un) uma sequência de soluções de (3.90). Então, existe uma
subsequência (un) e u ∈ H1(R2) tais que

un ⇀ u em H1(R2).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em R2 \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(R2),

λn

∫
R2

V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da desigualdade variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)(v − u)dx, (3.91)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}

A dificuldade de provar a Proposição 3.3.10 aparece no item (ii), pois precisamos

que a sequência (un) verifique os resultados dos Lemas 3.3.4 e 3.3.6. No entanto,

analisando todo estudo feito neste seção, percebemos que asseguramos estes resultados
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e com isso garantimos (ii). O item (i) segue mesmos passos dados na demonstração

da Proposição 1.3.10 e os itens restantes (iii) e (iv) é uma consequência imediata do

item (i) como podemos ver na demonstração da Proposição 3.2.15. Por esta razão,

omitimos a demonstração.

Finalização da demonstração do Teorema 3.1.1

Agora mostraremos que existe λ∗ > 0 tal que se λ ≥ λ∗ uma solução uλ do

Problema (3.76) satisfaz

u(x)λ ≤ a, ∀x ∈ RN \ Ω′ (3.92)

então, segue que uλ é uma solução do problema da desigualdade variacional (3.1). Este

resultado é fundamental para finalizarmos a demonstração do Teorema 3.1.1. Nesta

demonstração, usamos o método de Iteração de Moser [51] baseado no trabalho de

Gongbao [32] e adaptamos as idéias contidas em Alves & Souto [9] e ver também Alves

& Pereira [7].

Iniciamos, da mesma forma como começamos na demonstração do Teorema 3.1.1

para o caso N ≥ 3. Para cada n ∈ N e para L ≥ 1, definimos

un,L(x) =


un, se un ≤ L

L, se un ≥ L

Considere d = distância(Ω, ∂Ω′) e seja 0 < R < d. Dado x0 ∈ Ω′c, fixamos uma

sequência (rj)j∈N ⊂ R tal que R < rj < d, ∀ ∈ N e rj ↓ R.

Considere também,

vn,L(x) = vn,L,j(x) =
(
un − unη2

(un,L
L

)2(β−1))
(x),

e

Un,L(x) = Un,L,j(x) = unηu
β−1
n,L (x)

onde, η = ηj ∈ C∞(R) verificando 0 ≤ ηj ≤ 1, |∇ηj| ≤
1

rj
e

ηj(x) =


1, se x ∈ Brj+1

(x0)

0, se x ∈ Bc
rj

(x0)

e o número β > 1 a ser fixado.
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Sem dificuldade, é possível mostrar como foi feito na Afirmação 3.2.17 que vn,L ∈

K para cada n ∈ K. Substituindo a função vn,L como função teste em (3.90) deduzimos

1

L2(β−1)

{∫
R2

∇un∇(unη
2u

2(β−1)
n,L )+

∫
R2

(1+λnV (x))u2
nη

2u
2(β−1)
n,L

}
≤ 1

L2(β−1)

∫
R2

g̃(x, un)unη
2u

2(β−1)
n,L

ou ainda, ∫
R2

∇un∇(unη
2u

2(β−1)
n,L ) ≤ −

∫
R2

(1 + λnV (x))u2
nη

2u
2(β−1)
n,L

+

∫
R2

g̃(x, un)unη
2u

2(β−1)
n,L .

(3.93)

Desde que λnV (x) ≥ 0 para todo x ∈ R, tem se∫
R2

∇un∇(unη
2u

2(β−1)
n,L ) ≤ −

∫
R2

u2
nη

2u
2(β−1)
n,L

+

∫
R2

g̃(x, un)unη
2u

2(β−1)
n,L .

(3.94)

Sabemos que∫
R2

∇un∇(unη
2u

2(β−1)
n,L ) =

∫
R2

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L + 2

∫
R2

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L

+2(β − 1)

∫
R2

∇un∇un,Lunη2u
2(β−1)−1
n,L .

(3.95)

Observe que

2(β − 1)

∫
RN
∇u∇un,Lunη2u

2(β−1)−1
n,L = 2(β − 1)

∫
un≤L

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L ≥ 0. (3.96)

Substituindo (3.95) e (3.94) e usando a informação da igualdade (3.96) obtemos∫
R2

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L + 2

∫
R2

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L ≤ −

∫
R2

u2
nη

2u
2(β−1)
n,L

+

∫
R2

g̃(x, un)unη
2u

2(β−1)
n,L .

(3.97)

Recordemos que a função g̃ verifica (g̃3), ou seja, fixado α ≥ α0 existe C > 0 tal que

|g̃(x, t)| ≤ |t|+ C|t|bα(t), ∀(x, t) ∈ R2 × R

Logo, podemos reescrever (3.97) da seguinte forma∫
R2

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L + 2

∫
R2

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L ≤ C

∫
R2

bα(un)u2
nη

2u
2(β−1)
n,L , (3.98)
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onde C mudaremos sempre que necessário. Recordando a função η temos∫
Brj (x0)

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L dx+ 2

∫
Brj (x0)

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L ≤ C

∫
Brj (x0)

bα(un)η2u
2(β−1)
n,L .

(3.99)

Por outro lado, pelas imersões contínuas de Sobolev temos

|Un,L|2Lγ(Brj (x0)) ≤ Cγ

∫
Brj (x0)

(
|∇Un,L|2 + |Un,L|2

)
dx (3.100)

para qualquer γ ≥ 2. Note que∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 ≤
∫
Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L + 3β2

∫
Brj (x0)

|∇un|2η2u
2(β−1)
n,L

+6β2

∫
Brj (x0)

∇un∇ηunηu2(β−1)
n,L .

(3.101)

Substituindo (3.99) em (3.101)∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 dx ≤
∫
Brj (x0)

|∇η|2u2
nu

2(β−1)
n,L dx+ 3β2

∫
Brj (x0)

bα(un)η2u2
nu

2(β−1)
n,L dx.

Usando as propriedades de η segue que∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 dx ≤ C

∫
Brj (x0)

u2
nu

2(β−1)
n,L dx+ 3β2

∫
Brj (x0)

bα(un)η2u2
nu

2(β−1)
n,L dx.

ou ainda,∫
Brj (x0)

|∇Un,L|2 dx ≤ C

∫
Brj (x0)

u2
nu

2(β−1)
n,L dx+ 3β2

∫
Brj (x0)

bα(un)η2u2
nu

2(β−1)
n,L dx

(3.102)

Substituindo (3.102) em (3.100) e realizando algumas manipulações algébricas obtemos

|Un,L|2Lγ(Brj (x0)) ≤ Cβ2

[∫
Brj (x0)

u2
nu

2(β−1)
n,L dx+

∫
Brj (x0)

bα(un)η2u2
nu

2(β−1)
n,L dx

]
(3.103)

Sabemos pelo Lema 3.3.6 que bα(un) ∈ Lq(R2) para algum q > 1 e q ≈ 1. Ademais,

existe uma constante C > 0 tal que

|bα(un)|qq ≤ C, ∀n ∈ N.

Com essa informação, utilizaremos a desigualdade de Hölder em (3.103) com expoentes

q e q′ para concluímos que

|Un,L|Lγ(Brj (x0)) ≤ Cβ2
[ ∫

Brj (x0)

(u2
nu

2(β−1)
n,L )q

′
dx
]1/q′

|Brj(x0)|1/q

+ Cβ2
[ ∫

Brj (x0)

(bα(un))q dx
]1/q[ ∫

Brj (x0)

(u2
nu

2(β−1)
n,L )q

′
dx
]1/q′

(3.104)
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Sendo rj+1 < rj+1 < · · · < r1 para todo ∀j ∈ N e pela informação sobre bα(un) temos

|Un,L|Lγ(Brj (x0)) ≤ Cβ2
[ ∫

Brj (x0)

u2q′

n u
2q′(β−1)
n,L dx

]1/q′

(3.105)

Consequentemente,(∫
Brj+1 (x0)

uγβn,L dx
)2/γ

≤ Cβ2
[ ∫

Brj (x0)

u2q′

n u
2q′(β−1)
n,L dx

]1/q′

, (3.106)

ou seja, (∫
Brj+1 (x0)

uγβn,L dx
)2/γ

≤ Cβ2
(∫

Brj (x0)

u2q′β
n dx

)1/q′

. (3.107)

Logo,

|un,L|2βLγβ(Brj+1 (x0))
≤ Cβ2|un|2βL2q′β(Brj (x0))

<∞ (3.108)

pois (un) é limitada em H1(R2). Utilizando o Lema de Fatou em (3.108) na variável L

deduzimos

|un|Lγβ(Brj+1 (x0)) ≤ C
1
β β

1
β |un|L2q′β(Brj (x0)) (3.109)

para todo j, n ∈ N e C depende de γ.

Afirmação 3.3.11 Vale a seguinte fórmula

|un|Lχk+12q′ (Brk+1
(x0))
≤ C

1

χk
+···+ 1

χχ
k

χk
+···+ 1

χ |un|Lγ(Br1 (x0)), k = 1, 2, ... (3.110)

onde C independe de n e
χ =

γ

2q′

com γ > 2q′ fixado.

Com efeito, utilizando (3.109) com β = χ = γ
2q′

e j = 1 temos

uβn ∈ L2q′(Br1(x0))

e

|un|Lγβ(Br2 (x0)) ≤ C
1
β β

1
β |un|L2q′β(Br1 (x0)), ∀n ∈ N (3.111)

ou ainda,

|un|Lχ22q′ (Br2 (x0)) ≤ C
1
χχ

1
χ |un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N. (3.112)

De (3.112) garantimos

uχ
2

n ∈ L2q′(Br2(x0)). (3.113)
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O próximo passo é considerar β = χ2 e j = 1, por (3.113) temos

uβn ∈ L2q′(Br2(x0)).

Usando (3.109) segue que

|un|Lχ32q′ (Br3 (x0)) ≤ C
1
χ2 (χ2)

1
χ2 |un|Lχ22q′ (Br2 (x0)), ∀n ∈ N. (3.114)

Agora substituindo (3.112) em (3.114) obtemos

|un|Lχ32q′ (Br3 (x0)) ≤ C
1
χ2 (χ2)

1
χ2C

1
χχ

1
χ |un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N (3.115)

ou melhor,

|un|Lχ32q′ (Br3 (x0)) ≤ C
1
χ

+ 1
χ2χ

1
χ

+ 2
χ2 |un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N. (3.116)

Segue de (3.116)

uχ
3

n ∈ L2q′(Br3(x0)). (3.117)

Agora suponhamos que a fórmula (3.3.11) é válida para algum k > 1 e queremos

mostrar que é válida para k + 1. Para isso, considerando β = (γ/2q′)k+1 e j = k + 1.

Como supomos válida para k, temos

uβn ∈ L2q′(Brk+1
(x0)).

Substituindo β = χk+1 e j = k + 1 em (3.109) deduzimos

|un|Lχk+22q′ (Brk+2
(x0))
≤ C

1

χk+1 (χk+1)
1

χk+1 |un|Lχk+12q′ (Brk+1
(x0))

, ∀n ∈ N. (3.118)

Pela hipótese de indução temos

|un|Lχk+12q′ (Brk+1
(x0))
≤ C

1

χk
+···+ 1

χχ
k

χk
+···+ 1

χ |un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N. (3.119)

Substituindo (3.119) em (3.118) concluímos

|un|Lχk+22q′ (Brk+2
(x0))
≤ C

1

χk+1 +···+ 1
χχ

k+1

χk+1 +···+ 1
χ |un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N. (3.120)

Portanto, pelo princípio de indução finita podemos concluir que a Afirmação 3.3.11 é

válida.

Observe que as séries que aparecem em (3.3.11) são convergentes

k∑
i=1

1

χi
=

1

χ− 1
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e
k∑
i=1

i

χi
=

χ2

(χ− 1)2

assim, existe C > 0 tal que

|un|Lχk+22q′ (Brk+2
(x0))
≤ C|un|Lγ(Br1 (x0)), ∀k, n ∈ N.

Sendo R < rj, para todo j ∈ N então

|un|Lχk+22q′ (BR(x0))
≤ |un|Lχk+22q′ (Brk+2

(x0))
≤ C|un|Lγ(Br1 (x0)), ∀k, n ∈ N.

É possível mostrar que un ∈ Lp(BR(x0)), para todo p ≥ χk2q′ por interpolação. Utili-

zando o Lema 3.2.19 concluímos que un ∈ L∞(BR(x0)) e

|un|L∞(BR(x0)) ≤ C|un|Lγ(Br1 (x0)), ∀n ∈ N (3.121)

onde C independe de n. Note que Br1(x0) ⊂ Ωc e portanto

|un|L∞(BR(x0)) ≤ C|un|Lγ(Br1 (x0)) ≤ C|un|Lγ(Ωc), ∀n ∈ N (3.122)

Usando a Proposição 3.3.10 temos que

un = un,λn → 0 em H1(Ωc) quando λn → +∞

e a imersão contínua de Sobolev dado κ > 0 existe n0 ∈ N tal que

|un|L∞(BR(x0)) < κ, para n ≥ n0.

Sendo x0 ∈ Ω′c arbitrário então

|un|L∞(Ω′c) < κ.

Dessa forma, garantimos a existência de um λ∗ > 0 tal que a solução uλ verifica

uλ(x) ≤ a, ∀x ∈ Ω′c e λ ≥ λ∗.

Portanto,∫
R2

∇u∇(v − u)dx+

∫
R2

(1 + λV (x))u(v − u)dx ≥
∫
R2

g̃(x, u)(v − u)dx, ∀v ∈ K.

Então para λ ≥ λ∗ e pela Observação 3.92 segue que∫
R2

∇u∇(v−u)dx+

∫
R2

(1+λV (x))u(v−u)dx ≥
∫
R2

f(u)(v−u)dx, ∀v ∈ K (3.123)

Para finalizarmos a demonstração do Teorema 3.1.1 precisamos mostrar a seguinte

proposição.
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Proposição 3.3.12 Seja λn → +∞ e (un) uma solução de (3.123). Então, existe
uma subsequência (un) e u ∈ H1(R2) tais que

un ⇀ u em H1(R2).

Além disso,

(i) u ≡ 0 em RN \ Ω.

(ii) ||un − u||2λn → 0.

(iii) Quando λn →∞ temos as seguintes convergências:

un → u em H1(R2),

λn

∫
R2

V (x) |un|2 dx→ 0,

||un||2λn →
∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx = ||u||2H1(Ω).

(iv) Temos que u é uma solução da Desigualdade Variacional∫
Ω

∇u∇(v − u)dx+

∫
Ω

u(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(u)(v − u)dx, (3.124)

para todo v ∈ K̃, onde

K̃ = {v ∈ H1
0 (Ω); v ≥ ϕ q.t.p. em Ω}.

Conforme omitimos a demonstração da Proposição 3.3.10, aqui segue a mesma justifi-

cativa de tal omissão.
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