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Resumo

Neste trabalho introduzimos um indice de somabilidade que mede quao longe alguns
operadores multilineares e polinomios estao de ser absolutamente somantes. Definimos ainda
um ideal de operadores relacionado a esse indice; propriedades béasicas sao apresentadas.
O indice de somabilidade exato é obtido em alguns casos especiais e, em outros casos,

apresentamos estimativas inferiores e superiores.

Palavras-Chave: Espacos de Banach, Polinomios, Operadores multilineares,

Operadores multiplo somantes, [ndice de somabilidade.
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Abstract

In this work we introduce a summability index that indicates how far some multilinear
and polynomial operators are from being absolutely summing. We also define a new ideal
of operators related to this index; basic properties of this ideal are presented. The precise
index of summability is obtained in some special cases and, in other cases, we provide some

lower and upper estimates for it.

Key-Words: Banach spaces, Polynomials, Multilinear mappings, Multiple summing

operators, Index of summability.
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Introducao

Os trabalhos relacionados a convergéncia absoluta e a convergéncia incondicional
ganharam notoriedade quando, em 1837, Dirichlet provou que ambas coincidem para séries de
numeros reais. Um novo grande avango nesta teoria s6 veio a surgir em 1922, quando, em sua
tese, Banach provou que, dado um espaco E, toda série absolutamente convergente em E é
incondicionalmente convergente se, e somente se, £ for um espago completo (posteriormente
chamado Espago de Banach). Banach continuou interessado no estudo da convergéncia de
séries, incluindo o tépico em sua famosa roda de discussoes matemaéticas no bar Scottish Café,
onde Mazur e Orlicz propuseram o problema 122 do livro The Scottish book [35], também
mencionado em [7], o problema visava caracterizar dimensao infinita por meio da existéncia
de séries incondicionalmente convergentes que nao sao absolutamente convergentes. Esse
problema s6 obeteve uma primeira solugao parcial em 1947, quando Macphail, em seu artigo
Absolute and unconditional convergence [31], provou que convergéncia incondicional nao
implica convergéncia absoluta em /. Este resultado inspirou a solucao geral deste problema
dada por Dvoretzky e Rogers, no seu artigo Absolute and unconditional convergence in
normed linear spaces [21], em 1950, o resultado ficou conhecido como Teorema de Dvoretzky-
Rogers, hoje um dos pilares da teoria dos operadores absolutamente somantes. Sua
importancia nao reside apenas no resultado em si, mas também no fato de sua demonstracao,
que trazia uma abordagem nova e ampla sobre o assunto, ter aberto um leque de outros
problemas a serem investigados, o que despertou o interesse de Grothendieck.

O estudo dos operadores absolutamente somantes tem inicio com os trabalhos de



Introducao

Grothendiek. Em 1953, durante o periodo em que trabalhou no Brasil, Grothendieck
publicou o Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [25], onde
trata, essencialmente, dos espacos II; e II,. O principal resultado da teoria de operadores
absolutamente somantes, continua sendo, até hoje, o Teorema de Grothendieck, que
estabelece que todo operador linear de ¢; em /5 é absolutamente somante, isto é, leva
sequéncias incodicionalmente soméaveis em sequéncias absolutamente somaveis. Em 1955,
Grothendieck apresentou uma nova demonstragao para o Teorema de Dvoretzky-Rogers (Veja
[26] ), mostrando quao proficua foi a sua contribuigao na teoria dos operadores absolutamente
somantes. No entanto essa teoria sé foi instituida, de fato, em 1967, quando Pietsch
introduziu a classe dos operadores p—somantes, no seu artigo Absolut p—summierende
Abbildungen in normierten Radumen [43], muitas de suas propriedades sao devidas a ele. Mais
tarde, Mitiagin e Pelczynski, expandem a nocao de Pietsch, para operadores (p, ¢) —somantes,
em [37]. Porém a grande contribui¢do Pelczynski, se deu quando, juntamente com
Lindenstrauss, publicaram, em 1968, Absolutely summing operators in £,—spaces and their
applications [30], que, ao traduzir os trabalhos de Grothendieck da linguagem tensorial,
tornou acessivel a comunidade cientifica a teoria de operadores somantes, além de conter
muitos resultados cléssicos e que até hoje inspiram novos trabalhos.

O desdobramento natural seria a investigacao dos operadores multilineares, menos
natural é a adaptacao das técnicas conhecidas para operadores lineares para um contexto
mais geral, o que produziu um novo ramo de estudo muito frutifero a teoria de operadores
nao-lineares. As primeiras generalizacoes, neste sentido, foram idealizadas por Pietsch. Em
1983, nos artigos [45] e [46] sao introduzidos os operadores multilineares absolutamente
somantes e os polinomios m—homogéneos.

Dentre a extensoes para a teoria multilinear, uma vem ganhando espago por combinar
boas propriedades e generalizagoes nao triviais, esses atributos estao atraindo a atencao
de muitos pesquisadores, que consideram esta a mais completa generalizacao do ideal de
operadores absolutamente somantes. Os operadores multiplo somantes foram introduzido

por Mario Carvalho de Matos, em 1992, no seu trabalho intitulado Strictly absolutely

x1



Introducao

summing multilinear mappings [33], que no entanto nao foi publicado, um versao melhorada
deste relatorio de pesquisa foi publicada em 2003, sob novo titulo Fully absolutely summing
and Hilbert-Schmidt multilinear mappings [34]. A motivacao deste trabalho foi uma questao
de Pietsch sobre a coincidéncia dos funcionais m—lineares de Hilbert-Schmidt e o espaco
dos funcionais m—Ilineares absolutamente (s;7,--- ,r,)—somantes para certos valores de
serg, k=1,---,m. Também em 2003 Fernando Bombal, David Pérez-Garcia e Ignacio
Villanueva publicaram Multilinear extensions of Grothendieck’s theorem [I1] e Multiple
summing operators on Banach spaces [41], onde, de forma independente, definiram e
mostraram muitas propriedades dessa classe de operadores.

Sejam 1 < p,qg < oo e Ey,--- , E,, F espacos de Banach. Dizemos que um operador

T e L(Ey,- - ,Eyn; F) é miltiplo (p, q)—somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1
n P m
1 \"
( > \|T<x,21%---,x§$>>||p> <CTTI (). e 1)
k1 i=1 T

[ 7k:7n:1

para todos 93,(;) ek, k=1,--- n,i=1---,m.

E bem sabido que nem todos os operadores m—lineares satisfazem a desigualdade, por
exemplo, uma versao fraca do teorema de Dvoretzky-Rogers diz que a identidade sobre um
espaco de Banach FE sera absolutamente p—somante se, e somente se, E tem dimensao finita.

E claro que, quando 1) nao ¢é valida, isto siginifica que tal constante C' nao existe. Nao
tao ébvio é o fato de existir uma constante C,, dependendo de n satisfazendo , ja que
poderia acontecer que variando os vetores x1,--- ,x, a constante poderia tender ao infinito.
No entanto vamos provar que nao é este o caso e quando falha existirda uma constante C),
que torna a desigualdade verdadeira. Mais ainda, esta constante sera da forma C,, = Cn®
para certo s dependendo de p, g, m. Note que o ntimero s funciona como um tipo de indece
de (ndo) somabilidade: quando s = 0 o operador é miltiplo (p,g)-somante e quando s nao
pode ser escolhido como sendo zero, o operador nao é multiplo (p, ¢)-somante e os “6timos”
valores de s podem ser naturalmente identificados como um indice de (nao) somabilidade.

Neste caso, quanto mais o “6timo” valor de s cresce, mais “longe” o operador estara de

xil



Introducao

ser multiplo (p,¢)-somante. Assim, nosso objetivo é definir o indice de somabilidade do
par (Ey X -+ x E,, F) e trazer a tona algumas propriedades interessantes deste indice, bem
como investigar os valores 6timos do indice para certos espacos. Temos

O m—1indice multilinear de (p, q)—somabilidade do par de espagos de Banach (Ey X - - - X
E.., F) € definido como

UEZ,;)TM”(Eh vy By F) = inf sy p g

tal que, para todo T' € L(Ey,--- , Ey; F), ezxiste uma constante C' > 0 (nao dependendo de

n) satisfazendo

1 m Som D\"
( > rrT<x§c3,---7w§cm’>Hp> <onmnn T () 2)
k i

1o km=1 i=1

para todo inteiro positivo n e todo $§€? cel,coml<k<nel<i<m.

Esta defini¢ao foi inspirada nas ideias de [4], onde um tipo de indice de somabilidade foi
investigado para desigualdades do tipo Hardy—Littlewood. Outros resultados recentes, nesta
linha das desigualdades classicas pode ser encontrado em [22] de Galicer, Mansilla e Muro.

Veja que em certo sentido o indice de somabilidade mede quao distantes estao os espagos
H?;Zl)t (B4, ..., En; F) e o espago dos operadores m-lineares continuos de Fy x --- X E,,, em
F, denotado por L (Fy, ..., E,; F) . Quando esses espacos coincidem temos

ng;)ﬂl’ubﬁ (E17 e 7Em7 F) = 0.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma:

1. No primeiro capitulo temos uma breve revisao da Teoria de operadores absolutamente

somantes, operadores multiplo somantes, polinomios homogéneos e cotipo;

2. No segundo capitulo provamos a existéncia do indice de somabilidade, para o caso
multiplo somante e polinomial, isto é feito obtendo estimativas superiores para este

indice em espacos de Banach quaisquer. Além disso, definimos um novo ideal de

xiil



Introducao

operadores, que veremos ter boas propriedades, como por exemplo, ser um ideal de

Banach injetivo. Neste capitulo, incluimos ainda um resultado sobre lineabilidade.

3. No tultimo capitulo buscamos estimativas melhores para o indice de somabilidade de
certos espagos de Banach. Para isto, vamos calcular estimativas inferiores para o indice
e também faremos a ponte entre indice de somabilidade e resultados de coincidéncia. Ao

final deste capitulos obteremos o indice étimo para determinados espacgos de Banach.

Parte deste trabalho pode ser encontrada em nosso artigo:

M. Maia, D. Pellegrino, J. Santos, An index of summability for pairs of Banach spaces,
J. Math. Anal. Appl. 441 (2016), 702-722.

Notacao e Terminologia

e K denotard o corpo dos reais R ou dos complexos C. Todos os espacgos vetoriais serao

considerados sobre K.

e Em geral, X, Y, F, E;, F, F};, ... denotarao espaco normados. A norma de um espaco X
serd usualmente denotada por || - ||x ou || - || caso esteja claro o espaco em questao. A
bola unitaria fechada {x € X;||z| < 1} do espago X serd denotada por By. O dual

topoldgico de X, sera denotado por X*.

o L(Ey, -+ ,E,; F) serd o espaco de todas as aplicagdbes m—lineares continuas de
Ey x---x E, em F. Quando E, = --- = E,, = E, escreveremos apenas L(™E; F).
Diremos que T' € L(E; F') é de posto finito quando a dimensao da sua imagem T'(F)

for finita.

e Dado o numero real p € (1,00) O conjugado de p serd o nimero p* € (1,00), tal que

%4— z% = 1. Para p = 1, teremos p* = oc.

e Trabalharemos os seguintes espacos de sequéncias

Xiv
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i)Se 1 < p < o0, (X)) = {(za)ie; € XN, [lza]P <oo}. Se X = K,

escreveremos simplesmente £,,.

ii) £(X) é o espaco das sequéncias limitadas de X. Mais uma vez, se X = K,

escrevemos {o.
iii) ¢ é o espago das sequéncias de K que convergem para 0.
n=1

iv) 0 = {(zn);2, € lp;x, =0, para todon > N +1}.

l,, sel<p<oo
v) Denotaremos X, := :
Co, Sep=00

vi) £, (N™; X) = {(z;);2, onde i:= (i1, -+ ,ip) e cada z; € X; > ; [|2;]|" < o0} .

XV



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo temos uma breve revisao da teoria de operadores absolutamente
somantes, operadores multiplo somantes, polinomios homogéneos e cotipo de um espago

de Banach.

1.1 Operadores Absolutamente Somantes

Nesta secao faremos uma pequena compilagao de resultados sobre operadores

absolutamente p—somantes. Para um estudo mais detalhado veja [18].

Definicao 1.1.1 Sejam 1 < p < o0 eu: X — Y um operador entre espagos de Banach.
Dizemos que u é p—somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que para todon € N e qualquer

escolha de x,--- ,x, € X temos

P

<ZIIU(%)IIP>p <c sup (ZI@O(%)I”) : (1.1)

pEBxx*

Denotamos por IL,(X,Y’) o conjunto de todos os operadores p—somantes de X em Y.
E facil ver que IL,(X,Y’) é um subespago linear do espaco dos operadores lineares limitados

entre X e Y, £(X,Y). O infimo dos ¢ que satisfaz a desigualdade (1.1]), denotado por m,(u),



Capitulo 1 Indice de Somabilidade

define uma norma em II,(X,Y") tal que, para todo u € IL,(X,Y), temos
[Jul] < 7p(w).

Além disso, (I1,(X,Y), m,(-)) é um espago de Banach.

Teorema 1.1.2 (Teorema da Inclusao) Sel < p < g < oo, entdo IL,(X,Y) C II,(X,Y).

Além disso, para v € I1,(X,Y"), temos my(u) < my(u).

Demonstragao: Veja [I8, Teorema 2.8]. |
Podemos generalizar os conceitos estabelecidos aqui e obter a nocao de operadores

absolutamente (p, ¢)—somantes.

Definicao 1.1.3 Sejam 1 < p,q < < e u: X — Y um operador entre espacos de Banach.
Dizemos que u € (p,q)—somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo n € N e

qualquer escolha de xy,--- ,x, € X temos
1 1
n p n q
(Z HU(%)H’”) < c sup (Z !w(%’)lq> : (1.2)
i=1 peBx+ \ i1

O espaco formado por esses operadores vai ter norma e propriedades semelhantes,
inclusive (IL, ,(X,Y), 7, 4(-)) serd um espaco de Banach. O préximo resultado fornece uma

caracterizacao deste espago e sua prova pode ser vista também em [50].
Proposicao 1.1.4 Sejau € L(X,Y). Sao equivalentes:
1. u € (p,q)—somante;

2. Existe ¢ > 0 tal que

Q=

(i IIU(xk)II”)p <c¢ sup <§:Iso(xk)lq) (1.3)

@EBx*

sempre que (2)7 € Lyu(X);
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3. (u(zk))ee, € 6,(Y) sempre que (x5)52, € Lgw(X).
Um fato interessante é que se p < ¢, entao, apenas o operador nulo serd (p, ) —somante.
Teorema 1.1.5 (Teorema da Inclusao generalizado) Suponha que 1 < ¢; < p; <
oo (7 = 1,2) satisfazem

1 1 1 1
G <@, p<ppe———< ———. (1.4)
qa P a2 D2

Entao

le,lh(E; F) C sz,qz(E5 F)

para quaisquer espagos de Banach E e F. Mais ainda, para u € 11, ,, (E; F) temos

Demonstracao: Veja [I8, Teorema 10.4]. |

Os préximos resultados dizem respeito a teoria de ideais e suas demonstragoes podem

ser encontradas em [9].

Definigao 1.1.6 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos E e F),

as componentes Z(E; F) = L(E; F) NZT satisfazem:
i) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F);

ii) A propriedade de ideal: seu € L(E;F), v € Z(F;G) et € L(G; H), entao tvu € Z(E; H).

Definigao 1.1.7 Um ideal normado de operadores (Z,| - ||z) € um ideal de operadores T
munido da fungao || - ||z : Z — [0,00) tal que:
i) || - ||z restrita a Z(E; F) é uma norma para quaisquer espagos de Banach E e F,

i) |lidg||z = 1, com idg : K — K dada por idk(r) = ;

3



Capitulo 1 Indice de Somabilidade

iii) Seu € L(E;F), veZ(F;G) et € L(G; H), entao |[tvullz < ||t]||v] z]|w]-

Teorema 1.1.8 Se 1 < g < p < o0, entao (I, ,,m,,) € um ideal normado de operadores

lineares.

Defini¢ao 1.1.9 Se as componentes Z(E; F) sao completas com respeito a norma || - ||z

dizemos que I é um ideal de Banach.

Defini¢ao 1.1.10 Um ideal de Banach (Z,|| - ||z) € injetivo se, para quaisquer espagos de
Banach E, F, G, ||luov|z = ||v||z sempre que u € L(F;G) é uma isometria sobre a imagem

eveEZI(E;F).

Proposicao 1.1.11 Se 1 < g < p < o0, entao (H;’f;‘lt,wm) ¢ um ideal de Banach. Mais

ainda, € um ideal injetivo.

O progressao natural de nosso estudo nos levaria aos operadores multilineares
absolutamente (p,q)—somantes. Apesar de trata-se de uma classe, a primeira vista,
muito préxima aos operadores absolutamente (p,q)—somantes, esta classe detém algumas
propriedades que mostram que, na verdade, as duas sao bem diferentes. Como esta
generalizagao, em particular, nao é o nosso foco, vamos prosseguir com polinomios

absolutamente somantes.

1.2 Polinémios absolutamente somantes.

Nosso objetivo agora é rever o conceito de polinomios homogéneos absolutamente
somantes entre espagos de Banach. Como veremos, este conceito é uma consequéncia natural

da nogao de operadores multilineares absolutamente somantes.

Definicao 1.2.1 Sejam E e F' espacos vetoriais sobre K. Um aplicagao P : E — F € um
polindmio m—homogéneo continuo se existe A € L(™E; F) tal que P(x) = A(x,--- ,x), para

todo x € E. Dizemos que P € o polinomio m—homogéneo continuo associado a A. O conjunto

4



Capitulo 1 Indice de Somabilidade

de todos os polinomios m—homogéneos continuos de E em F serd denotado por P("E; F),

este conjunto serd um espacgo vetorial completo quando munido com a norma

|1P|| = sup [[P(z)].
llxll=1
A definicdo acima torma natural a definicio de polinomios absolutamente

(p, ) —somantes.

Definigao 1.2.2 Sejam E e F espacos de Banach e 1 < p,q < oo, com p > L. Um
polinémio m-homogéneo P : E — F ¢ absolutamente (p, q)-somante se eziste uma constante,

C >0 tal que

(Z ||P<xj>||p>p < ||| (1.5)

w7q

para todo inteiro positivo n.

Denotamos por P, (™ E; F') o conjunto dos polinomios m—homogéneos absolutamente
(p, g)—somantes de E em F. Esse conjunto serd um subespaco vetorial de P(™E; F'). Mais

uma vez o infimo dos C' que satisfaz a desigualdade (1.5)), define uma norma em P, o (™ E; F'),

pol

a qual denotaremos por | - [[i; -

1.3 Operadores miiltiplos somantes

Esta secao tem por objetivo relembrar resultados importantes da teoria de operadores

multiplo somantes.

Definicao 1.3.1 Sejam 1 < p,q1, -+ ,qm < 0 e Ey,--- | E,,, F espacos de Banach. Uma
aplicagao T € L(Ey, -+, Ep; F) € maltiplo (p, g1, , ¢m)—Ssomante se eziste um C > 0 tal

que
1
n P m
1 m H\"
( P FACTRAE ,x;;)np) <CTTI(), lhwa (1.6)
k1, km=1 i=1 B
para todo n € N, todo a:l(j) eFb;,comk;=1,....nei=1,--- ,m.

5



Capitulo 1 Indice de Somabilidade

Denotaremos por H;’:‘;llf,,qm(El, -+« Epn; F) o conjunto formado por tais operadores.
Se g1 = - = @¢n = qoup = q = -+ = ( €SCrevemos Hg?g”(El,--- , Em; F) ou
H;”““(El,--~ , Em; F'), respectivamente, e quando F; = --- = FE,,, nossa notagdo serd
HZ?;‘”("‘E; F).

Vamos focar no caso H;’f;”(El,--- ,En; F) o conjunto dos operadores m—lineares

multiplo (p, ¢)—somantes de Fy x --- X E,, em F. Esse conjunto é um subespago vetorial de
L(Ey, -, Epn; F).
E facil ver que infimo dos C que satisfaz a desigualdade 1' define uma norma em

(). Além disso, o espago dos operadores

H%L lt(Ela e By F ), a qual denotaremos por ng;lt

m—lineares multiplo (p, ¢) —somantes de Ey x- - - X E,,, em F munido com a norma 7/ (-) seré
um espaco de Banach. Aqui também teremos uma importante caracterizacao, via sequéncias,

para sua prova veja [50].

Proposicao 1.3.2 Sejam 1 < ¢, ,gm < p < o0 e T € L(Fy, - ,E,; F). Sao

equivalentes:
1. T é maltiplo (p,q1,- - , Gm)—Somante;

1 m [e'e) m. )\ 0o
2. (T(al), - a1 € L(N™ F) sempre que (z0)7°_, € Ly, w(E:).

m

Nesta classe de operadores, no entanto, nao temos um teorema de inclusao semelhante
aos que ja vimos para as classes anteriores, existem, todavia, resultados parciais, que nao

serao abordados neste trabalho.

1.4 Espaco com cotipo finito e Funcoes de Rademacher

Relembremos que, para 2 < g < oo, um espaco E tem cotipo q se existe uma constante

C > 0 tal que, para qualquer escolha de um nimero finito de vetores x;,--- , x, de E, temos

, : 1
(anknq) <c /
k=1 0

1
2 2

at|

n

Z Tk(t)l‘k

k=1
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onde r denota a k-ésima funcao de Rademacher, isto é, para k € Ne ¢t € [0,1], sdo dadas
1

por ri(t) = sign [sin (2¥7t)] . Quando ¢ = oo substituimos (3",_; [|zx[|?)7 por maxi<,, |||

E claro que se 1 < ¢o, entao E ter cotipo ¢; implica que E tem cotipo ¢o; portanto, daqui

em diante, denotaremos inf{q : £ tem cotipo ¢} por cot(FE).

Definicao 1.4.1 Se2 < g < o0, entao dizemos que o espaco de Banach X fatora finitamente
a inclusao formal {; — s, para 0 < § < 1, se, para todo n € N, existirem x1,--- ,2, € X
tais que

(1= O)alleo <11 arze]l < llall,
k<n
para todo a = (ax)p—; € €.

Dado um espaco de Banach X definiremos por

ry = sup{2 <q <oo:X fatora finitamente a inclusao formal ¢, — (.} ;

sy = inf{2<¢g<oo:idy €Il,1(X)}.

Teorema 1.4.1 Para todo espago de Banach de dimensdo infinita X, temos
cot(X) =rx = sx.

Demonstracao: [I8, Teorema 14.5]. |



Capitulo 2

Indice de Somabilidade

Neste capitulo provamos a existéncia do indice de somabilidade, para o caso multiplo
somante e polinomial, isto é feito obtendo estimativas superiores para este indice. Além disso,

definimos um novo ideal de operadores que veremos ter boas propriedades, como por exemplo,

Hmult—s Wmult—s ) e

ser um ideal de Banach injetivo. Também definiremos o espaco ( s T

mostraremos um resultado dentro da teoria de lineabilidade.

2.1 Existéncia do indice

Nesta segao provaremos que existe uma constante C,, dependendo de n que satisfaz (|1.6))
para toda aplicagao T' € L(E1,- -+, En,; F), e mais, esta constante é da forma C,, = Cn®,
com s > 0. Veja que este s pode ser visto como um indice de somabilidade. De fato, quando
podemos tomar s = 0 recaimos na definicdo de operadores muiiltiplos (p,q)— somantes,
quando nao, podemos nos perguntar sobre qual seria o indice 6timo, ou seja, 0 menor s para
o qual terifamos a desigualdade valida para todo operador m—Ilinear continuo de Fy x - - - x E,,
em F. Tendo isso em mente definimos o indice de somabilidade para o par de espacos

(Ey X -+ x Ep,, F), onde m um inteiro positivo, como segue:

Defini¢ao 2.1.1 O m—indice multilinear de (p,q)—somabilidade do par de espagos de
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Banach (Ey X -+ X E,,, F) é definido como

N (B B ) = i0f s,

tal que, para todo T' € L(Ey,--- , Ey; F), eziste uma constante C' > 0 (nao dependendo de

n) satisfazendo

1
n P m n
1 m Sm %

( > ITGE, ,x,im>>r\p> <O T () o (2.1

k1 km=1 i=1 "

para todo inteiro positivo n e todo IS;) el coml<k<nel<i<m.
Quando Ey, = --- = E, = FE, escrevemos n?;;)m“lt(E; F) no lugar de

W (B, B F).

De maneira similar definimos o m—indice polinomial de (p, ¢)—somabilidade do par de

espagos de Banach (F, F'), da seguinte maneira:

Definicao 2.1.2 O m—indice polinomial de (p,q)—somabilidade do par de espagos de
Banach (E, F) é definido como

m—pol .
n(p,qf (E; F) =1inf 5,54

tal que, para todo P € P(™E;F), existe uma constante C > 0 (ndo dependendo de n)

satisfazendo
(Z ||P(5€k:)||”> < O || (2 )iz g (2.2)
k

para todo inteiro positivo n e todo xp € E com 1 < k < n.

Quando m = 1, temos I""('E;F) = Puo('E;F) = IL4(E; F) e, neste caso,
escrevemos simplesmente 7, o) (£; F').

A seguir vamos mostrar que este indice existe e é sempre finito.
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Um dos resultados fundamentais da teoria de operadores p—abosulatemente somantes
é 0 ja mencionado Teorema de Dvoretzky-Rogers que garante a existéncia de uma sequéncia
incondicionalmente somével que nao é absolutamente soméavel em qualquer espaco de
dimensao infinita. Uma versao fraca desse teorema diz que o operador identidade sobre o
espaco de Banach F, dado por idg(r) = x, para todo x € E, serd absolutamente p—somante
se, e somente se, E for de dimensao finita, neste caso, a norma p—somante pode ser calculada.

O primeiro resultado que enunciaremos a este respeito foi provado inicialmente, em [24], por

Garling e Gordon, em 1971.
Teorema 2.1.1 Se E é um espago de Banach e dimE = n, entao ma(idg) = y/n.

Estimativas para essa norma serao fundamentais ao longo deste trabalho, assim
prosseguimos com um corolario deste resultado. A partir de agora vamos extrapolar a nocao

de operador absolutamente p—somante para p > 0.

Corolario 2.1.2 Seja 0 < p < 00. Se & € um espaco de Banach e dimE = n, entao

m,(idg) < ™k, (2.3)

Demonstracao: Seja 0 <p < 2er >0 tal que i = %—i— % Dados z1,--- ,x, € FE e usando

a desigualdade de Holder obtemos

(Z ||@~dE<xj>up>p < (Z ||¢dE<a:j>||2> - (Zw)T

1

< mo(idg) || (25)]1]], o 07

Teorema 2111 ;| 4
< nzt

T

(xj)?zl Hw,p ’

Logo

mo(idg) < nv.

10
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Para o caso p > 2 usamos o Teorema da Inclusao (|1.1.2]) para obter

N

Wp(ZdE) S WQ(ZdE) =n2.

[ |
Do corolario acima, se X é um subespaco de um espaco n—dimensional normado F,

entao
my(idx) < (dim X)max{% o < e 5

Proposicao 2.1.3 Sejam 0 <p < oo e Ey,--- , E,,, F espacos de Banach. Entao

n?;p)mu” (El’ ' 7Em7F) S m se 0 <p S 27
’ p

m—mau. m

Mgy (Bt By F) - < 5 sep=2.

Demonstracao: Sejam T € L(Ey,--- , Ey,; F), :13,(;) € E; e X; = span {xﬁ”, e ,xﬁf}} C E;

comk; =1,....net=1,...,m. Entao

< S (e )H) < |7 (z [«

1, sRm=—

p>%.,, (;l o p)é
=111 (& o G (32 o ()

Como udy, é absolutamente p-somante, para cada ¢ = 1,--- ,m, temos
> 1

Pelo Teorema de Hahn—Banach, para cada ¢ € X} existe uma extensio ¢ € E} tal que

B =

(Sl (1) <mins e (1ot68)

ki=1

||| = H&” Portanto

11
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) 1

n » P n B p p

(3= s ())<=t s (3[5())
1
. n ( ) P p
< Wp(ZdXi) sup Z )90 <xk1 )
$€Ber \k,=1
p k=1
e assim
. 1
) AN . D\" . m)\"

( Z HT (ngl)"” ’xl(fm))H ) = HTH?TP(ZXm) (x’(fl))klﬂ Hﬂp(Zde) (x’(“m))k =1
1, s Rm= - op o

Pelo corolario anterior, temos:

1) Se 0 < p <2, entdo

RS

Iy
< 11 ()11
i=1

m

= |7l ]

@\"
<xki )k-:l
(#), 2

" p
(2 )
k1, km=1

w?p

m—rmu m
T (B By F) < —
p
2) Se p > 2, entao, analogamente,
mM—1Tnu m
My (B, B F) < 5

12
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[ |
O resultado acima suscita a pergunta: Sera que esses valores podem ser melhorados? O
préximo corolario mostra que essa estimativa é 6tima para alguns espagos, nao podendo ser

universalmente melhorada.

Corolério 2.1.4 ng;;”“” (fo;co) = 2.

Demonstragao: Seja t um nimero real positivo tal que para cada T' € L("/y;¢y) existe

uma constante C' > 0 tal que

@\"
(xki )k-:l

w,2

1
n 2 2 m
(5 (et} <o
ki, km=1 i=1

para todo inteiro positivo n e todo a:,(;) € ly, com 1 < k; <n.

Agora, seja T' € L(™{s; ¢y) definido por

Claro que ||T||=1e¢
1
n 2
2 m
( Z HT(ejl""vejm)H ) =nz.
Iy jm=1

Como H(eji)?izlnw , = 1, a tltima condigao juntamente com implica

I3

nz < Cn

e portanto t > . A desigualdade inversa é dada pela proposigao anterior o que conclui a

prova. [

Note que se ¢ < p, é evidente que usando a inclusao para norma fraca, vale

ng:};nult (E1>--- ,Em;F) S ng;;wlt (El’... ,Em;F).

13
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No entanto conseguimos melhorar essa estimativa pelo menos quando ¢ > 2. E o que nos
mostra a proxima proposi¢ao, mas antes de demonstra-la vamos enunciar um resultado que

serd necessario (para sua demonstragao veja [23, Corolario 16.3.1]).

Proposigao 2.1.3 Sejam E e F espagos de Banach el < q <py < po. SeT €1l (£, F),

entao
Pi

1—P1 p1
Tpag(T) < TN 72 (1o (1)) 72

Proposicao 2.1.5 Sejam 1 <qg<p<oo e Fy, -, E,, F espacos de Banach. Entao

n(zq)fnult(Elw..,Em;F) S %S@lgqgQ’
m—mult . mq
Ny (B By F) < % seq = 2.

Demonstracao: Note que

1 m 1
(5 e a)l) < () (S )
k1, km=1
para todo x,(;) el 1<k<n 1<i<m.
Seja X; := span {xﬁ”, m,(f)} C F; comi =1,--- m. Como X; é um espaco de

Banach de dimensao finita, segue que idx, ¢ absolutamente g-somante. Logo, pela Proposicao

2.1.3 temos

WPvQ(idXi) < Trt](idXi)%' (25)

Portanto, para cada ¢ = 1,--- , m, obtemos

23) .
< mglidx,) 7 || (o)

i=1 ||w,q

1
P
zy) ) < mpqlidx,) || (e )pima

(>

e, se ¢ > 2, temos

14
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ki=1

Logo

My (B B F) < 5
Analogamente, quando 1 < ¢ < 2 concluimos que

1
n p\? - m .
< Z HT (xgl)’ o ’x’(f:)) H ) = [IT][n> H <$i(c?)k._1
k17...7km:1 P — »
e
—mu m
My (B B F) <

A nocao de operadores multiplo (p, ¢)—somantes nao se aplica quando p < ¢, pois neste
caso apenas o operador nulo pode ser miltiplo (p, ¢)—somante. No entanto, nesse contexto,
¢ de particular interesse investigar o caso em que p < ¢, ja que neste caso sabemos que o

indice é sempre diferente de zero.

Proposicao 2.1.6 Sejam 0 <p<qg< oo e Ey,---,E,, F espacos de Banach. Entao

m—mau, m
Mgy By By F) - < Eseo<q§2;

(qp —2p + 2q)m )

m—mult
n Ey - B F
(£ ) 2qp

(p,9)

IA

eq>2.

Demonstracao: Note que

1

p>p~‘<§in$)
km=1

1
p>p

n p
(> e a))
k1, 1

e km=

1
< |7 (Z |
ki1=1

Para todo i =1,--- ,m, da desigualdade de Holder temos

15
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q>q
e\ g
n ar .

”% - (i)
<>
k;=1

< (2
ki=1

(guzs:

=

Assim, para ¢ > 2, temos

=

p)

().

(5 Jre o)
kl,"',k},nil

,

< 7l (nf | (a1),

(gp—2p+29)m -
=|[T||n" "2 — H

=

w,q

e, se 0 < g < 2, obtemos

3=

p>
()]
k1=1
@\"
(xk’)k:l

(5 Jr )
ki, km=1

|| ||<

m

=|Tln» ][]

=1

w7q

Note que o m—indice polinomial de (p,q)—somabilidade pode ser estimado usando
as estimativas para m—indice multilinear de (p, ¢)—somabilidade, nosso préximo resultado

melhora essas estimativas.

16
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Proposigao 2.1.7 Sejam E, F espagos de Banach, m um mimero natural, ¢ >0 ep < L.

Entao

1
mrl R < - se0<q<2;
p

Np.q) -
- 1 m(qg—2)
m—pol .
n(p,q) (E,F) < ]—)+2—q 86(]22.

Demonstragao: Para qualquer P € P (™FE; F), pela desigualdade de Holder temos
1 1
(Sireor) <uen (Smr)
k=1 k=1
< |IP| (Z(MHWW) (Z\1|<m>>
k=1

k=1

m
n q
—m
=||P| (Z kauq) nia
k=1

1
1 B

)|

Assim, para 0 < ¢ < 2, temos

1
n P
m  g=mp
(ZHP(m)HP> < Plnan o |[(zn)iz g
k=1

1
= [Pl n> [[(zr)i=1llmg

m—pol .

D=

Para g > 2 obtemos

1
n P
m  g—mp
(Zup(xk)np) < |[[Pllnzn e |[(ze)izllu,
k=1

mpq+2q—2pm
= |Plln 2 [[(@k)i=1llg

17
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e portanto

2.2 Operadores Lineares (p,q) — s — somantes

Sejam 1 < p,g < oo e E,F espagos de Banach. Considere os operadores lineares

continuos u : E — F' que satisfazem, para cada n € N, e para quaisquer x1,--- ,z, € E

(Znum)np)psc*n sup (Zw ) ) (2.6)

pEBE

onde s > 0 é fixo e C' constante.
Denotaremos por II5 (E; F') o conjunto formado por tais operadores.
Veja que II;  (E; F') é um subespaco vetorial de L(E; F). De fato, sejam u,v € II7 e

A € K, temos

(Zuuwnp)psan sup (Zw ) )

pEBE

(ZHU o H”) < Con® sup (Z!w )| )é.

$€Bp \ k=1

Agora, pela desigualdade triangular e pela desigualdade de Minkowski,

18
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(Z r|<u+Av><xk>up)p < ( (lulan)l| + wv(:ck)mp)p

k=1

< (Z Hu(m)\l”)p N (Z Hv(:vk)Hp)p

Logo u+ v € I} (E; F).

Observe que, se u € IT) (E; F), entao

q

(Z ||u<xk>||p>p < C sup (Zwk)w)

pEBE

assim u serd um operador absolutamente (p,q)—somante, e mais, desde que n® >

1, para todo s > 0 e para todo n € N, temos
1 1
n P n q
D lut@)llP ) <On® sup | Dl
k=1 $E€Be \ k=1
e portanto u € II3 (E; F), para todo s.

Proposi¢ao 2.2.1 O infimo dos C que verificam a desigualdade (2.6), define uma norma

em 1> (E; F), que denotaremos por my (u). E ainda |lul| < 75 (u) < 7m0 4(u).

Demonstracao: Primeiramente, note que

7, ,(u) >0, para todo u € I (E; F).

Além disso, paran = 1, se 7, (u) = 0, entao ||u(z)| = 0, para todo x € E. Assim, u =0, e

T, ,(u) = 0 se, e somente se, u = 0.

19
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Agora, para qualquer A € K temos

1

(Z ||Au<xk>||p) o (Z ||u<xk>||p>p < A2 (u)n® sup (Z |go<xk>|q> y

©wEB gy

como 7, (Au) é o infimo que satisfaz a desigualdade temos
5 ) < A7) (u). (2.7)

Por outro lado,

(Z !\M(:Uk)llp>p < My q(Au)n® sup (Z\s@(m)!q>q

QDGBE/
n l n 3
= [Al (Z HMIk)H”) < mpq(Au)n® sup (Z Iw(wk)|q>
k=1 k=1

- (Z ||u<xk>up> < T sup

S
w»
>
<
VR
]
<y
=
z
=
~_

k=1
i . (Au)
= 7, (u) < pT)\‘ ,
assim
(Al (u) <y (Au). (2.8)

Entéo, de (2.7)) e (2.8) temos
T ) = A (u).

Novamente, sejam u,v € Iy (E; F) entao

(ZHU(%)H”)F < mpg(w)n® sup (le(wk)lq> B
k=1

@EBE/

20
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(Z ||v(l’k)|!”>p < Mpq(v)n® sup (le(m)lq>q7
k=1

P8R \ =1

Logo, usando desigualdade triangular e Minkowski

(Z ||<u+v><ask>||p>p < (Z(Hum)n)p)p + (Z(Hvuk)n)p)p

k=1 k=1

Q=

< (mp4(u) + 75 4(v))n” sup (le@(xkﬂq) :
k=1

PEB
assim

T (ut+v) <7 (u) + ) (v).

Portanto 75 () é uma norma para II; (E; F'). Por tltimo para mostrar a desigualdade das
normas é suficiente tomar n = 1 e um = € E qualquer. Dai, usando o corolario do Teorema
de Hahn-Banach

[u(@)|] < mp ()|l

Como

[ull = nf{e; Ju()]| < cllz(},
lull < 754 (w).

A dltima desigualdade decorre da observagao anterior.

S

»q & subclasse de todos os operadores lineares entre espagos de

Denotaremos de por II

Banach que sao absolutamente (p, q¢) — s—somantes.

Teorema 2.2.2 Se 1 < g < p < o0, entao (H;q,W;’H) ¢ um ideal normado de operadores

lineares.

Demonstracgao: Sejam FE, F' espagos de Banach. J4 mostramos que II) (E;F) ¢é

um subespago de L(E;F). Além disso, sabemos que II) (E;F) C IIS (E;F) e de [9,

21
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Teorema 3.1.6] H;q contém os operadores de posto finito. Agora sejam u € L(E; F), v €
I (F;G)ete L(G;H), para y,--- 24 € E temos

1
n P
(Zl\tovou i Hp> (Z [E11P[I (v 0w xk)ll”) = [I#l <ZH(UOU)(SL’/€)HP>
k=1
1
q
< |||} ,(v)n® sup <Z|gp u(zy)) >
@wEBEp/
1
[l "] ()|
< |[t[|m, ,(v)n® sup
$EB Z ||U||q
Como [|pul| < [l¢l[[ull < [ull, temos
1 1
n D n q
<Z|lfovou(ﬂ?k)”p> < [ty g (0)[ulln® sup (ZW(Q?QV) :
k=1 veBe \ k=1
Logo,
tovouelly (E,H)
€ mais
Mpq(t o v o) < |lt]m, , (v)]ul]
Resta calcular a norma da identidade. J& sabemos que 1 = [lid|| < 7 (id). Sejam
xy, -, o, € K. Entao

(an‘d(xk)np)p < (an’dm)nq)q _ (Zw)q < ' sup (Zwmq)q.

pE By
P
Assim 75 (id) = 1. |

Proposicao 2.2.3 Sel < ¢ <p < o0, entao (H;q, ;q) ¢ um ideal de Banach. Mais ainda,

é um ideal injetivo.
Demonstragao: Seja (u,)32; uma sequéncia de Cauchy em (I3 (E; F), 75 (-)) . Como

22
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|- < 7 ,(+), temos (un )52, é de Cauchy em L(E; F) que é Banach, logo (u,);2, converge
para um u € L(E; F'). Vamos mostrar que u € II; (E; F).

Dado € > 0, existe my € N tal que para todo mq, ms > my,
T o (Umy — Umy) < €.

Logo
P

(Z [, (k) = U, (fﬂk)Hp) < en’|[ (zh)j=y llwa-

Fazendo my — 00, como o segundo lado da desigualdade nao depende de msy, temos

lim (Z |t (1) — Umz(l"k)Hp) < en’|| (o) ey Nl
k=1

mo—r0Q

Dai

(Z [, (25) = Mﬂfk)ll”) < en’|| (zh) =1 [lw.g-

Assim u; —u € I (E; F) e como I (E; F) é um subespago vetorial de L(E;F), u é

(p,q) — s—somante, e portanto (H;,q, 7r;7q) ¢ um ideal de Banach.

Agora vamos mostrar que (I3 73 ) é injetivo. Sejam u € II5 (E; F) e v € L(F;G)

um isomorfismo isométrico sobre a imagem. Entao

(Z IIU(xk)||p> - (Z ||v(U(wk))||p> < (v o w)n®|| (wh) iy llug

e
1 1
n p n P
(Z ||U(U(Ik))||p> = (Z HU(xk)Hp) < g (W] (28) =y [l g-
k=1 k=1
Dai segue que 7y (u) < 75 (vou) <y (u). |

Teorema 2.2.4 (Teorema da Inclusao) Suponha que 1 < ¢; < p; < oo (j 1,2)
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satisfazem
1 1 1 1
NS qpr<ppe———=<———. (2.9)
@ P 42 P
Entao
H;?Mh (E; F) - HISDQ,CD (E; F>

para quaisquer espacos de Banach E e F. Mais ainda, para u € H;hm(E; F) temos

Tpaaa () < Ty g, (1).

Demonstracao: Note que, se ¢; = g2 = ¢, temos

1 1

p1

(ZHU(%)H”) < (Z HM%)H’“) < g (W] (@) 2y [lug-

Assim podemos supor que ¢; < ¢o, neste caso temos também que p; < py por defina

Sejam u € II; (E;F) e x1,---,7, € E. Entdo, para cada k = 1,--- ,n, defina \; =

P2
lu(a)]| ¥, daf

p2

) | = (e | # 2 [7 = (el ol 7)™ = Jutz .

Como u é (p1,q1) — s—somante, entao

1 1 1

(Z ||U($k)||p2> ) = (Z ||u()\kxk)|\p1> N <y g (W)n® sup <Z )\Z1|80($k)|q1> " '
k=1 k=1

#€Be \ k=1

24
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L e £ temos
a @

(Z ||u<xk>||p2>m <7 W’ (Z%)q sup <Z|so<xk>|qz> i

Aplicando a desigualdade de Holder para os conjugados

@wEB g

= Ty g (W)

< Ty g (W)07]

A=t llall (r)R<i llw g

Segue que

n P
(Z ||U($k)||p2> < Ty g0 (WP (@0) 2 [luo,g -
k=1

Logouw € Iy, (E;F) e, . (u) s

S 7TP17Q1 (u> :

[ |
Proposicao 2.2.5 Sejam 0 < q,p < oo. Entao, existe um 0 < s < 00, tal que
L(E;F) =11 (E; F).
Demonstracao: Segue imediatamente da Proposicao [2.1.5/e da Proposicao [2.1.6 [

2.3 Teoria Multilinear

Passando agora ao contexto multilinear temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.1 Sejam 0 < p, ¢, -

JQm < 00,8 >0eFE, -, E,, F espacos de Banach.
Uma aplicagao T' € L(Ey, -+, Ep; F) € maltiplo (p,q1,- -+ ,qm) — S—somante se existe um
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C >0 tal que
1
( > ITGEy, e ||p> ( . (2.10)
ki, km=1 w,qi
para todo n € N, todo x,&? eFE;,comi=1---,m.
Denotaremos por H;”;”llt gm(El, -+« Epn; F) o conjunto formado por tais operadores.
Se qu = - = @¢n = qOoup = q = -+ = (, ESCrevemos Hm“” S(Ey, -, En; F) ou
H;”““_S(El, o By F), respectivamente. E caso Fy = --- = E,,, nossa notagao serd

[I7tt=s(m 3, F).

mult s
Hp q1,4dm (

Veja que Ey, - E,;F) é um subespaco vetorial de L(FE4,- -, Ey,; F). De

fato, sejam u,v € I 75 e X € K, temos

T(4);

1 m
( S ||u<x£3,~-,x,&m’>up>
k

1, s km=1 w,q;
¢ 1
- (1) (m) ’ N (i)
> lotalle a2 ) < e IT | (o),
ki, km=1 i=1 T lw,gg
Agora, pela desigualdade triangular e a desigualdade de Minkowski,
1
- (1) ’
( > )@, wkm)Hp>
ki, km=1
1
1 m 1 m
s( > <|ru<x,23,~-,x,im>>\|+\|m<x23,~-,x;:)u)p)
ki, k=1
1 1
- (1) ’ - (1) e )
<UD ey ) I DD k) I
ki, km=1 ki, km=1

<@+ TTIH () o
i=1 T
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Logo u + Av € II™=s (B .. E,.: F).

P91, s4m

Observe que, se u € H;?;lfj?qm(El, <o By F), entao

@\"
(xk" )k:l

assim u serd um operador multiplo (p,qi,- - ,¢y,)—somante, e mais, desde que n°® >

n l m
P
1 m
( 3 \|u<x£1’,~--,x,£,n>>r\p> <c]]
k

1, km=1 =1

1, para todo s > 0 e para todo n € N, temos

@®\"
(mk" )k:l

portanto u € I™ut=s (F ... F :F), paratodo s. Assim ™  (E ... E,;F) C

Psq1;,9m Psq1, 7 ,9m

1
n ) m
1 m S
< > Hu(xil%---,xémbup) <on ]
k =1

1 km=1

w,q;

[mult=s (B ... E,:F) para todo s > 0.

p’ql"” 1qm

Proposicao 2.3.2 O infimo dos C que wverificam a desigualdade (2.10), define uma

norma em II5  (BEy, -+, En; F), que denotaremos por w5 (u). E ainda |lul| <

u) > 0, para todo

~ . s
Demonstragao: Primeiramente, note que T g 7qm(

u € H;7q17,,,7qnl(E1’ oo B F).
Além disso, se m, .. (u) = 0, tomando n = 1, temos, para todos (r1, -+ ,%,) €
By X oo X B, fJu(xy, -+, 2)|| = 0, assim u = 0, logo w5 . (u) = 0 se, e somente

se, u = 0.
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Agora, para qualquer A € K temos

< S gy, ka>||p> =( 3 ||u<x;?,---,m,§?>||p>

ki, km=1 ki, km=1

m—1 @O\ " n
It— i
ST (w)n® H x,ﬂ_)ki:l H /\ka -
=1 W,qm
m
<t A T (=),
i=1 o Hw,g;
Uma vez que w7~ (\u) é o infimo temos
Ty (M) < AT (). (2.11)
Por outro lado, de
1 1
n P n P
1 1
|A|( > ), ka>||p) =< > Paleg), ka>||p>
ki, km=1 ki, kim=1
m . n
< it O T (47),
i=1 g
temos
v !
n p mult—s m
> el ) < B T oy
) — i
ki, km=1 ' Al i=1 ki=1 ] w,g;
e assim
It—
mult—s (U) WgL;lf"iIm()\u)
P,q1, ,4dm — |)\‘
(Almredt=s  (u) < mrtts () (2.12)

De @11) ¢ [12) temos

ﬂ.mult—s ( ) |)\| mult—s (U)

P41, ,9m pq17 ©dm
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Sejam u,v € ILW17s (Ey, -+, Ep; F), entao

1{[CON

1
1 m
( 3 Hu(a:,iﬁ,---,x;m’)Hp)

Kty k=1 w,g;
€ 1
- 1) o) 1o
m 3
( PR TIC RN )H”) <o IT||(«1)),
k1, k=1 i=1 = Hlw,g;
Assim, pela desigualdade triangular e por Minkowski
1
n P
1
( > ||<u+v><x,£3,---,x,i::))np)
k1, k=1
1
n P
1 1
< ( S (lus o + (), - ,xm)?)
ki k=1
1 1
n P n P
1 1
< ( > ey, ,xé’z))np) + ( > (), ,x;?)uf’)
kly"',kanl kl,"‘yk'mzl
m @\"
< (gt () s, )= T | (2)
i= ol
Dai
T (U 0) S TG () 7 (0):
It— , I .
E portanto 7)%/"~* (-) é uma norma para IIW 7% (Ey, -+ Ep; F).
Por dltimo, dada u € H;”;ﬁ“ P (B, B ), tome no= 1, entdo, para quaisquer
(X1, ,Tpm) € By X -++ X E,, temos
lu(er, el < T, (u H||xz|\w,qz
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Por outro lado, para cada i = {1,--- ,m}, por Hahn-Banach,
sup (@) = ||zl g,
WEBEQ

entao

m

fuCan, -l < mpgtics, () [Tl

i=1

E, desde que,
Jull =inf{C": Ju(zy, -+ 2m) < Cllag]| - [z}
temos
[ul| < mrlt=s (u). (2.13)

A dltima desigualdade segue imediatamente da observacao anterior.

Hmultfs ,n.multfs )

Proposicao 2.3.3 Se 0 < ¢;,p < oo, para todoi =1,--- ,m, entao ( s T g

¢ um ideal de Banach.

Demonstracao: Seja (u,)%; uma sequéncia de Cauchy em

(H;rvl;ll:ti'vsqm (E17 T ’Em7 F)7 ﬂ-;:qu'” :Qm('>) :
Como || - || < mpitzs (.), temos (u,)s2, ¢ de Cauchy em L(Ei,---, En; F) que é
Banach, logo (u,)32, converge para um u € L(Ey,---, E,; F). Vamos mostrar que u €
= (Bt B ).

Dado € > 0, existe my € N tal que para todo mq, my > my,

mult—s

p,th,"-,qm(uml - umz) <e
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Logo

1 m 1
( Do a2 = g al), ||p> <enH||( ),
k

L km=1

Fazendo mqy — 00, ja que segundo lado da desigualdade nao depende de ms, temos

. 1 m 1
mggnoo< S N @) = g (al),af ||p> <enH||( ),
k

1 km=1

Dai

1 m 1
( S M (o) = ulall) a2 ||p> <enHH( ),
k1.

1y :kmzl

o mult—s
Assim u; —u € Hp g

(Ey,-++ ,Epn; F) e como [I™ s (B, ... E,.:F)éum subespaco

P41, ,4dm
vetorial de L(Ey,---,E,;F), v é multiplo (p,qi, - ,q¢n) — s—somante, e portanto

(Hmult s 7.{.mult s

s T qm) é um espaco de Banach.

[ |
Proposicao 2.3.4 Sejam 0 < q,p < 0o. Entao existe 0 < s < 00, tal que
L(Ey,-  EpK) =TI 5(Ey, -+ By K).
Demonstragao: Segue das Proposicoes e2.1.6 [

2.4 Lineabilidade

Vamos agora apresentar um pequeno resultado dentro da Teoria de Lineabilidade. Esta
teoria tem inicio em 1967 com o trabalho de Gurariy, Subspaces and bases in spaces of

continuous functions, veja [27]. Desde entao a busca de estruturas lineares dentro de certos
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subconjutos de espagos vetoriais, tem ganhado espaco na pesquisa. (Para referéncias sobre
o assunto, veja [6] e suas referéncias.)
Iniciamos a investigacao do seguinte problema:

O conjunto L (Ey, -+, By F)\IIY (Ey, - -, Ep; F) é linedvel?

(,9)

Esse problema foi abordado no caso linear em [14], onde os autores obtém algumas solugdes
parciais para a questao. Vamos estudar uma questao ligeiramente diferente, mas 1til a essa

solugao, uma vez que é mais forte.

O conjunto Hg“ql;*s (Br, - By )\ (Ey, -+ B F) 6 linedvel?

A proposicao seguinte, cuja demonstracao seguiu as linhas de [39] langa uma primeira
luz sobre a resposta.

Antes de comecarmos vamos relembrar alguns conceitos.

Definicao 2.4.1 Seja X um espago vetorial topolégico, M um subconjunto de X e p um
numero cardinal. Dizemos que M € u—linedvel se M U {0} contém um espaco vetorial de

dimensao f.

Chamamos de cardinalidade do continuo a cardinalidade do conjunto R e denotamos

por c.

Proposicao 2.4.2 Sejam Ey,--- , E,, espacos de Banach, s >0 e p,q € [1,+00]. Entdo

T (B B o) TR (B - B o)

€ vazio ou c—linedvel.

Demonstragao: Veja que se n?;;)m“” (B, -+, Enils) = 0 entao

I s (E17 e 7Em7€OO) \HmUlt (Ela U 7Em7£00) = @

(pjqu) (,9)
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Caso contrério, seja T € ™5 (Ey -+ B log )\Hm“lt (E1, -+, Enils), veja que T ¢

(p.9)
H’(?y;l)t (Eh, -+, Em;ls) , significa que existem (:1:?) €l (E;), comi=1,---,m, tais
’ v k’lzl
que
(1) . CORR m.
(T( o gl >>k1,...,km-1 ¢ 0, (N™; (),
isto é,

p

HT (:L‘k Lo m,&?) = 00. (2.14)

Vamos escrever N como uma uniao enumeravel de conjuntos disjuntos enumeraveis,

17 m=1

ou seja, N = (J;7 | Ay, onde, para inteiro positivo k, temos Aj = {agk),agk), . } Defina

) = {rely: z; =0, se j ¢ Ay}. Para cada inteiro positivo defina

Ti:Ey X - x Epy — (W)
dado por, (Tj (21, ,2m)) w0 = (T'(21,-* ,2m)),, para todo inteiro positivo j. Considere
i

ainda a inclusao canodnica ¢y : &(jé) — Ly, € seja
Vp =101y By X - X By — Ao,
note que, para todo inteiro positivo k e para todo z; € E;, 1 =1,--- ,m,
[or (21,5 2m) | = 1Tk (21, -+ z)[| = 1T (21, 2]

Assim, para todo inteiro positivo k, temos
oo

1 m p - 1 m
3 Hvk<xl(€1>’...’$l(€m)> - ¥ HT(%;)"“’QW))

ki k=1 ki k=1
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Além disso,

3=

( ST ol zkm>||p>p=< STy zkm>||p>

koo km=1 ki km=1

<CnHH( 2)

para todo n € N, todo z,(ci_) ceFE,comi=1,---,mek; =1,---,n. Portanto

Vi € Hmultfs (Eh e 7Em7 goo) \Hmult (Ela e 7Em> goo) )

(p,q) (,9)

para todo inteiro positivo k. E mais, os operadores v tem suporte disjunto, portanto

{v1,vg,- -} sdo linearmente independentes. Vamos agora considerar o operador

Sl = I (B, -+ B lso)

(p,q)

dado por S ((ax)2,) = Z apvx. Veja que S esta bem definido, de fato, dado (ax)5, € ¢;

k=1

IN

1 1
P\ » n o] P
m m P
Z akvk ('rkl RN x’({;m)) > ( Z Z |ak|p ’Uk (xlgi)’ e 7xl(€m)) )
ki, km=1 k=1

1
n oo 1 m p P
(5 Sl 2))

k1, km=1 k=1

1
0 n . P )
(S > Jree o))

k=1 ki, km=1

- (&) ( (o)
k=1 [

()T

34

(>

km=1

)

IN




Capitulo 2 Indice de Somabilidade

Como > 7, |ag| < oo temos S € ng‘ql;_s (B, -+, Enils) . Veja ainda que S é linear e

injetivo, vamos mostrar que S(¢;) satisfaz (2.14]). Seja (ax)3>, € (1, entdo

0 ) p
§ ' E (1) (m)
QU (Ikl yr ,l’km
Kty kem=1 || k=1
s p
(1) (m)
> E ax Vg (%1 R
1, ,RAm=
e p
_ P (1) (m)
= > el e (2l
klw’wkm:l

o p
_ P § : 1) (m)
_|ak| Vg (xkla"' » L,

k1, s km=1

s p
_ P (1) (m) _
= |ag| E T(mkl,---,ka = 00.

k1, skm=1

Portando S(¢;) sera o espago vetorial que procurdvamos, e assim

ngtll)t—s (E17 e 7Em7€00) \ mult (Ela T 7Ema€oo)

(,9)
sera c¢—linedvel. [}

Corolario 2.4.3 Sejam Ey,--- , E,, espagos de Banach e p,q € (0, +0o0]. Entao

L(E, - Eni b)) \IP Y (B, -+ B lss)

(p,q)
€ vazio ou c—linedvel.

Demonstragao: Tome s = ng;;"““ (B, B o). [ |
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Estimativas para o indice de

somabilidade

Nosso objetivo neste capitulo é buscar estimativas melhores para o indice de

somabilidade de certos espacos de Banach.

3.1 Estimativas inferiores para o indice de
somabilidade polinomial

3.1.1 Ferramentas técnicas

Seguindo a linha de encontrar estimativas para a norma absolutamente somante
da identidade enunciamos um resultado publicado por Konig, Retherford e Tomczac-

Jaegermann em 1980.

Teorema 3.1.1 [29, Coroldrio 2(a), p.100] Seja idx, a identidade sobre um espago

n—dimensional X,,. Para g > 2, temos

(2¢)'ns < 7, 0(idy, ).
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Fixado um n € N, podemos considerar o infimo que satisfaz ((1.2)), para qualquer
conjunto de n vetores de E denotaremos por ng?q) (+) esse infimo, é facil ver que o Teorema
continua vélido para 7\ (). Em geral, teremos i () < mp4(+), no entanto existem trabalhos
que investigam em quais casos é possivel obter uma estimativa contraria. Citaremos um
resultado, devido a Szarek, que mostram que a norma (p, ¢)—somante pode ser aproximada

usando apenas uma quantidade finita de vetores, esse resultado sera de extrema importancia

no decorrer do nosso trabalho e pode ser encontrado em [51], Proposicao 2].

Teorema 3.1.2 Ezxiste uma constante universal C' tal que, sempre que u : E — F é um
operador linear entre espagos de Banach de posto finito (digamos rank(u) = n) e ¢ > 2,
entao

mgo(u) < C’7T((:2) (u).

Lema 3.1.3 Seja E um espago de Banach n-dimensional. Se 1 < d < s < 2, entao existe

uma constante K > 0 tal que

2d+s(d—2)

En~ wr < nl)(idg).

Demonstracao: Usando o Teorema da Inclusao temos

7y (idg) < 7 (idp)

2d+s(d—2)°

e pelo Teorema sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que

1
7 (idg) < 7"y (idp).

2sd
C 2d+s(d—2) 2 2d+s(d—2)

O Teorema [3.1.1] assegura a existéncia de uma constante A > 0 tal que

1

—_2sd .
An 2@ @2 <1 34 H(idg).
2d+s(d—2)°

Portanto

2d+s(d—2) .
Kn™ 2sd gwg’g(sz),
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A
onde K = - [ |

3.1.2 Caso Vetorial

Agora vamos provar um dos nossos resultados principais. Nossos argumentos sao

baseados nas ideias de [17), B30]:

Teorema 3.1.4 Sejam E, F espacos de Banach de dimensao infinta e r := cot (F).

(a) Para 1l <q<2 , temos
m m—pol .
(b) Para1<q<2e — +qu_ 5, temos
mp+2_m7‘+q < pme pol(E F)
2p rq _n(pQ)
(c) Para +2,
m l
3<77( %0 (B F)

(d) Para2 < qg<oo e

mr+2 <p<r, temos

Demonstragao: Como F é espago de dimensao infinita, do Teorema temos

cot(F) = sup{2 < s < oo : F fatora finitamente a inclusao formal f3 — (.},
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e como vimos este supremo ¢ atingido. Entao F fatora finitamente a inclusao formal ¢, < /.,

isto é, existem C,Cy > 0 tais que para todo n € N, existem yy,--- ,y, € F de forma que
1
n n T
Cull(a)iy|l <D a| < Co (Z \aj|r> (3.1)
> j=1 j=1
para todo aq,--- ,a, € K.
Sejamn € Ne xy,--- ,x, € E. Consideramos 27, ..., 2}, € Bp- tais que z}(x;) = ||z,
n T
para todo j = 1,...,n. Sejam ay, ..., a, escalares tais que ) |a;|» = 1 e definimos

j=1
P,:E— F, P,(x)= Z |aj|» x;(x)myj-
j=1

Entao, para todo x € F, por (3.1))

1 1

< G, (Z ‘|aj\5$}k'($)m‘ ) s G (ZM’;) 2™ = Ca [l2)™
j=1

j=1

[Pa(@)| =

n
1
> laglr @ (@)™y;
j=1

e, portanto,

Note que para k = 1,...,n, de (3.1, temos

[Pal) || = >

(1as]? 25 (zm)”

1 1
H > ) al} (@)™ = C o] 2™
o0

. 1 * m
Z'aj|pxj(xk> Yj
j=1

(3.3)
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Assim,

3

(anjumﬂajo =< (||xj||m|aj|i)p>
j=1 j=1
1 - m 1\P
:51(] (€l m-v))

1

B3 1
< 5( e H”)
7j=1

Suponha que existem t > 0 e D > 0 tais que

3=

3
S =

1

(Z |7, <xj>||p> QR TN Eh

assim

1
N ) D -
(; ] |Clj’> < o | P, || " H(xj)jlew,q' (3.4)

n T
Como esta ultima desigualdade acontece sempre que ) |a;|? =1 e p < r, temos

(Z ||xjump<2>*>

1

2 { -Zyaﬁz }
{Z!ajluxjump Zw —1}

<E | Pl ! H<%>7=1”ZQ)p

DC: N
2 (T,

mp

INE]
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e, portanto, denotando 2<2 := (), obtemos

Cy
(z ijumf’(?)*) v

mp
” (xj)?zl} wg

(z ijumpm*) ()

IGs)iall,,,

<n'PQP.

Portanto

< nwQw. (3.5)

Note que (3.5 é valida para qualquer zi,---,x,. Logo, para qualquer subespaco n-
dimensional X de F temos

1

(z ||z'dx<:cj>|rmp<2>*> ~(3)

~ <nmQ@Qm, (3.6)
para todo x1,--- ,z, € X.
(a) Como
0<p< ——,
mr +q
temos
r *
mp (_) S q,
p
e
1
(Z Hidx(fvj)H")
J=1 t o1
Logo

Wén)<idx> < pm Q.

Como g < 2, do Teorema temos
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" (idx) < nwm Q. (3.7)

Agora, o Teorema [3.1.2] garante que existe uma constante C' > 0 tal que
mlidy) < Ci™ (idy). (3.8)

Usando (3.7)), (3.8) e o Teorema obtemos

1 ¢
Logo
m
t> 5
Portanto
m—pol . m
(b) Por (3.6)), temos
O lide) < nEOx
me(g)*,q(ZdX) <nmQm. (3.9)

rq 2r T * __ mpr T *
Como i SP S o emp (p) = 7, temos ¢ < mp (p) < 2. pelo Lema |3.1.3

existe uma constante K > 0 tal que

Kn () <g . (i), (3.10)

De (89) ¢ (B-10) segue que
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Logo
t S mp +2 mr4gq
m = 2mp mrq
e concluimos que
. mp + 2 _ mr—f—q.
T 2p rq
Portanto
m—pol mp + 2 mr + q
Mg (B3 F) 2 == -
p rq

(c) Como q > 2, segue de (3.6) e da inclusdo canonica dos espagos £, (X)

(zl ”idx(x»HmP(;)*) w(5)

t 1
<nm@QQm
H(xj)?lew,Q ’
*
para todo x1,--- ,x, € X. Mas mi:2 > p implica que mp <§> < 2, e assim
1
n ) 9 2
> lledx ()]
J=1 < niQL
il

Portanto
ﬂén)(idx) < nm Q.

Do Teorema [3.1.2] segue que

m(idy) < Cri" (idy).

Pelo Teorema temos
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1 t 1
—nz = —my(idyx) < nmQm,
- C 2(1dx) < nm@
e concluimos que
t> 2
- 27
isto é,
m—pol . T
o B F) 25

(d) Como ¢ > 2, temos

1

(2 Hz‘ch(xj)Hm”(Z)*) =)

<nm@m,
H(Ij)?lew,Q
para todo x1,--- ,x, € X. Entao
(n) . t 1
T . (idx) <mmQm.
() 2l) 17
2 * .
Como =1 < p temos mp (%) > 2, e pelo Teorema |3.1.2] existe uma constante ¢, tal que

1

(2 i) < i Q. (3.11)

Pelo Teorema [3.1.1] existe uma constante A > 0 tal que

A nme(5) < (2 i),

e, portanto,

A t o1
— 7, mpT S’[’LQO‘
C

Finalmente, obtemos
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Indice de Somabilidade

m—pol .

Concluindo o teorema.

Vejamos a ilustracgao do teorema.
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(7 §

4

Figura 3.1: Regides compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema

1

N \d

k.

£ It ——— .

P

Figura 3.2: Regides compreendidas pelos itens (c) e (d) do Teorema [3.1.4]

2 2
Como, para 1 < g < 2 temos iz < g2y e para 2 < ¢ < 00 temos 2y <

m:iq, precisamos de ilustragoes diferentes para essas regides, mas isso nao ira refletir na

continuidade das estimativas, como veremos a seguir.

O teorema acima apresenta estimativas diferentes para regides fronteirigas, o que nos

leva a perguntar sobre o comportamento dessas estimativas na proximidade dessas fronteiras,

como podemos ver elas apresentam um tipo de continuidade, de fato, quando p = m:‘iq, de

(a) temos

m m—pol .

5 S n(p,q) (E7 F)
Por outro lado, considerando p = m:—‘iq segue de (b) que
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2r
mr+27

Agora, quando p = por (c) temos

% < Pl F). (3.12)

(,9)

2r
mr—+2

Dado € > 0 e tomando p. = + € segue por (d) que

T — Pe m—pol .
pT < Npeq) (E; F). (3.13)

Novamente, existe uma continuidade entre as estimativas inferiores (3.12)) e (3.13), ja que

fazendo € tender a zero, temos

2r r — Pe m
De — e —
< mr +2 Der 2
: _ rq  __ _2r :
O mesmo comportamento se verifica quando ¢ = 2, neste caso —1— 2 = mrr2» Dote que aqui

as estimativas de (a) e (c¢) coincidem.
Na proxima secao veremos algumas aplicacoes do resultado acima para obtencao de

indices 6timos.

3.1.3 Caso Escalar

O resultado seguinte tem sua demonstracao semelhante ao anterior, no entanto nao
podemos comparar os resultados obtidos, ja que no teorema anterior F' é um espago de
dimensao infinita e agora F' = R e m é par. A prova deste resultado é inspirada por ideais

que podem ser encontradas em [16].

Teorema 3.1.5 Sejam m um inteiro positivo par e E um espaco de Banach real de

dimensao infinita.

(a) Sel§q§260<p§mi+q, entao

S nm—pol (E, R) '

m
2 = g



Capitulo 3 Indice de Somabilidade

(b) Sel<qg<2e-L- <p§mi+2,entdo

(c) Se2<g<oxel<p< +2,entdo

S m-pol (E R)

m
2 =)

(d) 562<q<ooem+2<p<1, entao

1—
p<nmpol(E R)

P (p,9)
Demonstracao: Sejam n € Nexy,---,2, € E. Considere z7,...,z; € Bpg- tais que
v}(7;) = ||z;]| para todo j =1,...,n. Sejam ay, ..., a, nimeros reais tais que ) \aj]% =1
j=1

e definimos

n

P,: E— R, P,(z)= Z |aj|% zi (7)™, para todo x € E.

j=1

Como m é par, segue que P,(x) > 0, para todo x € E. Assim
| P (z)] Z|aJ\P:L’ >\ak]1>:ck( )™, paratodoz € Eek=1,---,n,
e
" 1 1 1
|Palai)] = Pa(wn) = > lajl7 @5 (a)™ > lax|? @ (2n)™ = |ag|? [lze]|™, para k =1,--- ,n

7j=1

(3.14)

Além disso, para todo x € F, temos
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|Po()] =

= 1
< (Z raj\p) [
j=1

i 1
> lalr (@)
j=1

e portanto
1P < 1. (3.15)

Logo,

3
S =

i % 1\ P

m, m =
Sl sl ) = (D2 (lal™ )
j=1 i=1

. ( |Pn<asj>|p) B

J=1

IN

Suponha que existem ¢t > 0 e D > 0 tais que

(_Z 1P, <xj>||p> C<o Rl

(3.15

< Do [|(2)all, -

Assim

(Z [l ™ |aj|) < D' || (z;)5 I3, (3.16)
j=1

n 1
e como esta ultima desigualdade acontece sempre que Y |a;|» =1 e p < 1, temos

7j=1
n 1-p n
m 1
(anjnl’%) :sup{ 3 oy = 1}
j=1
n n )
< sup {Z Jag| fl; ™ Jaglr = 1}

j=1 =1

n

> ag i)™

J=1

(3.16)
< (oot |[@ally,)
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Portanto
1-p

(z ||xjuf"—’%> b
@)=l

Veja que (3.17)) é vélida para quaisquer xy, - - -
dimensional X de F temos
(j

<

3 ||z'dx<xj>||w>

t

Diwni. (3.17)

, Tn. Logo, para qualquer subespaco n-

. < Dinm, (3.18)
H ('rj)jZIHw,q
para todo x1,--- ,x, € X.
Agora provaremos cada item separadamente.
(a) Como
q
0<p< ——,
b= m—+q
temos
mp
—r <
1—p~— 4
e portanto
1
n q
(Z ||idX(xj)||q>
J=1 1t
~ < Dmnm,
H (xj)jZIHw,q
Logo
ﬂé”)(idx) < D,
Como 1 < ¢ < 2 pelo Teorema temos
7 (idx) < Dwnn, (3.19)
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e do Teorema |3.1.2| concluimos que
mlidy) < Cr{™ (idy).

Pelo Teorema sabemos que

N

Wg(idx) =n

e portanto, por (3.19) e (3.20)), segue que

1 1 1 t
—n2z2 < Dmnm
Cn < n
Assim
p>"
- 27
ie.,
m-pol . m
n(p,q) (E7R) 2 3

(b) Por (3.18)), temos

s (idx) < i D

1_p7q

(3.20)

(3.21)

Como -1 < p < mi—&—Q temos ¢ < &£ < 2. De (3.21)) e do Lema , existe uma

m-—+q 1-p

constante K > 0 tal que

2¢+ 125 (4-2)

—mp t o1
Kn ?1=p7 < nmDm.

Portanto

t>mp+2 m+q
m — 2mp mq

e concluimos que

mp—|—2_m+q
2p q
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ou seja,
mepol mp+2 m+gq
D q
(¢) Como ¢ > 2, temos
1-p

(z Hidx(arj)Hf”f;)

1 t
< Dmnm
1@3)5-all,, 2 |
para todo x1,--- ,x, € X. Mas miw > p implica que lm%;’, < 2; assim
1
n 9 2
(Z [lidx ()| )
J=1 1t
" < Dm’n/m7
||(xj)j:1Hw,2

e portanto
() - 1t
Ty (idx) < Dmnm.

Pelo Teorema [3.1.2] temos

mo(idy) < Ci™ (idy)

e do Teorema temos
1 1
En% = GWQ(idX) < nw D
Entao concluimos que
1>
—_ 2 .
e
m-pol m
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(d) Como ¢ > 2, temos

(z ||idx<xj>||%>

”(mj)?:le,z B

para todo x1,--- ,z, € X. Entao

1-p

s Llidx) < Dinpm.

2

Como 25 < p temos {*£ > 2, e pelo Teorema existe uma constante c, tal que

1 1
me o(idy) < D, (3.22)

c v
Do Teorema [3.1.1] existe uma constante A > 0 tal que

1p .
A-nmr < ﬂ%,g(zdx),

e assim,
c
Logo, obtemos
1 —
t Z —p7
p
e
1 —
—pol p
nz;qfo (E;F) > ——.
p
Concluindo a nossa demonstragao. ]

Mais uma vez, vejamos a ilustragao do teorema.
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~y

Figura 3.3: Regides compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema [3.1.5]

ot

o

K

d

v

Figura 3.4: Regides compreendidas pelos itens (c) e (d) do Teorema [3.1.5]

Analogamente é possivel ver o mesmo tipo de continuidade do teorema anterior.

3.2 Estimando o indice de somabilidade via resultados
de coincidéncia

3.2.1 Indice de Somabilidade vs. Resultados de Coincidéncia

Sabemos que Hg?;‘” (Ey, -+, Eny; F) é um subespaco vetorial de £ (Ey, - - -, Ep; F), entao
faz sentido tentar medir quao perto eles estao de serem iguais e isso pode ser feito via o indice

de somabilidade. Quando esses espacos coincidem temos
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7787_(1)7%“ (B, 7Em5F) =0.

Resultados do tipo
L(Ey,- En F)=10"" (B, Ep; F)

sao chamados resultados de coincidéncia e pela sua proximidade com a nocao de indice
de somabilidade vamos usé-los para estimar esses indices. E o que faremos nas proximas

proposicoes.

Proposicao 3.2.1 Sejam FEy,--- , E,,, F espagos de Banach. Suponha que
L(Ey,- En F)=1"" (B, Ep; F).

Entao

(a) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e0 < s <gq, temos

et (E17"' 7Em7F> < +

Np,q)

SIE
SE
S
SE

(b) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e0 < q<s, temos

m—mult . m . T
,r](pﬂ) (Elf" 7Em7F> < E n .
(c) Para todo p,q satisfazendo 0 <t <p e 0 < s <gq, temos
m—mault . m _ T
n(p,q) (Ely"' 7EmaF) S s q .

(d) Para todo p,q satisfazendo 0 <t <p e < q<s, temos

nm—mult (Ela . 7Em; F) =0.

(p,q)
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Demonstracao: SejaT € L(Ey, -, En; F).

Se p <'t, entao

- 1 m)n ||P . 1 m\ || - £
(3 ) < (3 freme ) (3w
ki, km=1 1, km=1 ki, km=1

C

B =
o+

B =

Portanto

1
( > !\T(wé?v-wxéf)\\) O]l
k1, km=1 i

(b) Se p <teq< s, usamos apenas a inclusao canonica entre espagos {y para obter

1

i p\? mom o
(5 Jr(eea)) <cnre
ki, 1 ;

S -

Os casos (c) e (d) s@o similares. |

Podemos obter resultados semelhantes para polinomios como veremos na proposicao a

seguir, a qual nao serd demonstrada por ser totalmente andloga a anterior:
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Proposicao 3.2.2 Sejam E,| F espacos de Banach e

P(MEF)="P:s("E; F).

Entao
(a) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e0 < s <gq, temos

m
p .

m—pol .
Np,q) (B F) <

~+ | =

m
+_
S

SRR

(b) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e0 < q<s, temos

(d) Para todo p,q satisfazendo 0 <t <p e < q<s, temos

—pol
n?’;’qfo (E; F) =0.

Vamos agora enunciar um resultado de coincidéncia que pode ser encontrado
essencialmente em [2, 5]. Esse resultado sera posteriomente usado para obtencao de

estimativas 6timas. Vamos precisar de um lema, ele pode ser encontrado em [19], [42].

Lema 3.2.3 Sejam 1 < p,q1,-++ ,qm < 00. Suponha que, para toda aplicacao m—linear

Acly X x Ly — F, com F espago de Banach, existe uma constante C'> 0 tal que

n

1
P
( > ||A(€k1,-~7€km)||p) < C | Alleeg, - em -
k1,

o kem=1
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Entao para toda aplicagao m—linear

T:-Eix---xE, > F

com Ey,---, E, espacos de Banach e para quaisquer xgz) ek, kk=1---,n,i=1,---,m
temos )
3 (1) w17\ m )"
3 HT (e al) H el H' (= )“H .
k1, km=1 i=1 v lw,gy
Teorema 3.2.4 Sejam Ey,--- , E,,, F espacos de Banach infinito-dimensionais e suponha
qua F tem cotipo finito cot(F) = r.
(a) Se s €[1,2) em < oy entao
ST

L(Ey,-- B, F)=1""(Ey,--- |E,,;F)<t> .
(£ ) vs (B ) ~ s—msr+mr

(b) Set € [22,2], entdo

T
LBy, Ep;K) =T1" (B, - E'K)©s<%
1, ) m t,s 1, ) my = mt+2m—t'
(c) Set € (2,00), entdo
L(Ey, -, EnK) :H?“lt(El,--- B K) & s < L
? T mt+1-—1
Demonstracao: Em [2, Teorema 1.5] foi provado que se py, -+ ,py, € [2,00], e ' é espago

de dimensao infinita com cotipo finito cot (F) := r, com p% +- pi < %, entao existe uma

constante Cp, ... ., > 1 tal que
1
00 . £\ ¢ 1 ] ) X
( S [ ))H) <Gl b1 (L 1)
: . t=r \m Pm
k1, km=1

para todo operador m-linear continuo A : X, X ---x X, — F (veja também [19]).

Pelo Lema |3.2.3 com p; = s*, para todo i, este resultado é traduzido para a linguagem
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de operadores multiplo somantes e provamos (a).
As provas de (b) e (¢) podem ser encontradas em [5, Theorem 3.2]. |
Um corolério imediato do Teorema [3.2.4)a) e da Proposic¢ao é o seguinte:

Corolario 3.2.5 Sejam Ey,--- , E,,, ' espacos de Banach de dimensao infinita. Se F' tem
cotipo finito cot(F) =r < oo, 1 <s< 2, m< ﬁ et =2 entao

(a) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e r_ﬁ"fnﬁ < q, temos

m—mult

m
Moy (B o B F) S = = = (m—1)

: mrt
(b) Para todo p,q satisfazendo 0 <p <t e0 <q< =",

m—mult ] m m
Mgy ™ (Bre  Eni F) < = .

(¢) Para todo p,q satisfazendo 0 <t <p e % < q, temos

1 1 m
m—mult .
Mip,q) (Ela"'aEm,F)Sm—;jLZ_E_

(d) Para todo p,q satisfazendo 0 <t <pe( < q< —2

r—t+mrt’ temos

U?;,_q;nult (B, 7Em5F) =0.

Vamos enunciar agora dois resultados de coincidéncia e suas consequéncias a partir do

que foi visto acima.

Teorema 3.2.6 (Defant-Voigt) Seja E espacos de Banach. Entao

P (mE) =Py (mE) . (3.23)
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Corolario 3.2.7 Seja E espaco de Banach. Entao:

(a) Para 0 <p<1el<gq, temos

1 m
m—pol
ar Pl (BR) < - —14m— 2
(»,9) ( ) D q
(b) Para0 <p<1e0<q<1, temos
m—pol 1
Mooy EK)<——1.
p
(¢) Para 1 <p el <gq, temos
m—pol m
Ny (B K) <m — T
(d) Paral1<pe0<q<1, temos
m—pol
Mg (E3K) =0.
O préximo teorema pode ser encontrado em [12].
Teorema 3.2.8 Sejam E, F' espacos de Banach. Entao:
1. Se cot(E) = mr, entao
P(ME;F)=P.1("E; F). (3.24)
2. Se cot(F) =r, entdo
P("E;F)=P,, ("E; F). (3.25)

Corolario 3.2.9 Sejam E, F espaco de Banach. Se cot(E) = mr ou cot(F) = r. Entdo:

(a) Para 0 <p<r el <gq, temos
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(b) Para0 <p<re0<q<1, temos

1 1
m—pol . - -
n(p7Q) (E’ F) S D 7".
(¢) Parar <p el <gq, temos
m—pol m
n(pyqf) (B;F) <m — q

(d) Parar <pe0<q<1, temos

m—pol . -
M) (E;F)=0.

3.2.2 Estimativas Otimas

Comecamos esta subsecao relembrando uma versao generalizada da desigualdade de

Kahane—Salem—Zygmund:

Lema 3.2.10 (Veja Albuquerque et al. [1, Lema 6.1]) Sejam m,n > 1, p € [1,00], e

1
o sep=>2

1
2
0, Caso contrdrio.

Eziste uma constante universal Cy, (dependendo somente de m) e existe uma forma m—linear

A by x - xly — K da forma

A, Ay = ST D)

i1, im=1

tal que
1A < Cmn%+m'a(p)-
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Os proximos resultados trazem estimativas étimas para alguns pares de espacos.

Proposicao 3.2.11 Sejam p, q numeros reais.

2 -
(a)56%§p§26%§q§2, entao

m—mult /m m m 1 m
Mo (e K) = T4 2o T

X P 2 2 g
(b) Se2<p<ooe mpr‘l’_p < q, entao
nznf;nult (mgq*7K) =m—1 + 1 — T
P P oq

(c) Se0<p<ooel<qg<2 entio

m—mu, m m
p.q) (M o) =

Demonstracao: (a) Note que podemos obter a estimativa superior pelo Teorema (b)

e o primeiro item da Proposicao [3.2.1] De fato, o Teorema nos diz que

£<E17"’ 7EmaK) - H;nultzmt (El,"’ ,Em,K)

"mt+2m—t

e usando o primeiro item da Proposicao [3.2.1, com ¢ = p, obtemos

ni (B By K) <

(p,9) +

SAE

Agora vamos mostrar que esta estimativa é 6tima para E; = (. Pelo Lema [3.2.10]

temos ¢* > 2 (logo ¢ < 2) existe um operador A : £, X - -+ x {7 — K dado por
AW, 2y = Z izz(ll)zf:)
i1, yim=1

tal que
IA]| < Cyn2tm(=a7),
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Suponha que

B =

< Z HA<€IC1 o ekm)Hp) < Cn?||All.

koo km=1

Entao

e como n é arbitrario,

m 1 m m
——————i——*Ss
p 2 q
Portanto
m—mult (m m 1 m m m 1 m
(o KY> —— = — — 4 — = — — — 4 — — —
7](13(1) ( q )—p 2 2 q* P 2 q

e isso prova (a).

(b) Usando o item (c) do Teorema e o primeiro item da proposicao [3.2.1} temos

L(Ela"' 7Em7K) HmUth (Ela"' 7Em7K)

’mt+1 t

e considerando t = p obtemos

1 m
m—mult .
Nip,q) (E17"'=EmaK)§m+]_)_1_E.

Vamos mostrar que a estimativa é atingida para E; = {,«. Considere S : . x

dado por S(z™, - Zaz Z- ) e note que 1] < n'"e* . Se

B =

( oISt ekm)\l”) < Cn?||S]],

k1o km=1

entao

1 s 1—m
nr < Cn’n .
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Logo
1 m
-——1+—<s
p q*
e
1 m 1 m
m—mult (m . B
Np.q) (EQ*ﬂK)zz_j—l‘FE—]—?—i-m—l—E.

(c) Seja t um ndmero real positivo tal que para cada T € L(™lp;co) existe uma

constante C' > 0 tal que

1
NN
HT ( L ) < (3.26)
ki, km=1 wyq
para todo inteiro positivo n e todo m,(;l) € Ly, com 1 < Fk; <n.
Agora, Seja T' € L(™{,+; o) definido por
T (O (m)) — < (1) (m))”
(@ eoat) = (e J1e im=1
é que claro [T =1e
n R
Yoo TG | =nr
jl"”’jm:]‘
temos ”(eﬁ)?i:le . 1, a condigao anterior junto com (3.26)) implica
nv < Cn!
e portanto t > %. A desigualdade reversa segue de das Proposigoes e . |
Corolério 3.2.12 Se 2m+1 <p< == m+17 entao 77 (61,62) % mTH
Demonstracao: Considerando ¢ =1 e r = 2 no Teorema [3.1.4] (item (b)) temos
_ 1 m+1
m—pol X -
T}(p,l) (61,62) 2 D —2 . (327)
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Vamos mostrar que (3.27) é atingida. De [10] sabemos que P(™ly;0y) =

P(%’l)(mfl;ég). Como 27712+1 <p< mi—&-l’ pelo item (a) do Teorema [3.2.2} segue o resultado.

Corolario 3.2.13 Seja K um espaco de Hausdorff Compacto e F um espaco de Banach de

. ~ . . 2 ~
dimensao infinita, com cot(F) =r. Se ;=5 < p <r, entao

1
Np2) (C(K); F) = -

=

Demonstracao: Pelo Teorema [3.1.4] (item (d)), se ¢ = 2 e cot(F) = r temos

Nip2) (C(K); F) > (3.28)

= | =
S |

Além disso pelo [I8, Theorem 11.14] sabemos que todo operador linear continuo de

. s 2r .
C(K) em F', com cot(F') = r, é absolutamente (r,2)-somante. Como =5 < p <, pelo item

(b) da Proposicao segue que

Nw2) (C(K); F) <

=
S|
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