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Resumo

O propósito desta Tese é estudar a geometria de subvariedades completas imersas em

certos espaços semi-Riemannianos. Nos capítulos iniciais estabelecemos resultados de

unicidade e rigidez de hipersuperfícies completas isometricamente imersas num pro-

duto warped semi-Riemanniano mediante restrições apropriadas sobre as curvaturas

médias de ordem superior. Na última parte deste trabalho, usando uma fórmula do

tipo Simons, investigamos as subvariedades completas com vetor curvatura média nor-

malizado paralelo imersas em formas espaciais Riemannianas. Nesse contexto, obtemos

alguns resultados de caracterização destas subvariedades.

Palavras-chave: Produtos warped semi-Riemannianos; formas espaciais Riemannia-

nas; subvariedades completas; curvaturas de ordem superior; vetor curvatura média.
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Abstract

The purpose of this Thesis is study the geometry of complete submanifolds immersed in

certain semi-Riemannian spaces. In the initial chapters, we establish uniqueness and

rigidity results concerning complete hypersurfaces isometrically immersed in a semi-

Riemannian warped product space through some appropriate restrictions on the higher

order mean curvatures. In the last part of this work, using a Simons type formula, we

investigate complete submanifolds immersed with parallel normalized mean curvature

vector field in Riemannian space forms. In this context, we obtain some results of

characterizations for these submanifolds.

Keywords: Semi-Riemannian warped products; Riemannian space forms; complete

submanifolds; higher order mean curvatures; mean curvature vector field.
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Introdução

Uma temática importante na teoria das imersões isométricas é o estudo das pro-

priedades tipo Bernstein relativas às hipersuperfícies completas imersas em um espaço

produto warped semi-Riemanniano do tipo εI ×f Mn, onde Mn é uma variedade Ri-

emanniana orientada conexa n-dimensional, I ⊂ R é um intervalo aberto, f : I → R

é uma função suave positiva e ε = ±1. Seguindo essa linha de pesquisa, um de nosso

objetivos é estabelecer algumas condições suficientes para garantir que uma hipersu-

perfície completa imersa em um produto warped semi-Riemanniano εI ×f Mn seja um

slice {t} ×Mn, sob restrições apropriadas em suas curvaturas médias de ordem supe-

rior. A nossa abordagem é baseada na extensão do princípio do máximo generalizado

de Omori-Yau aplicados aos operadores linearizados das curvaturas médias de ordem

superior. Ressaltamos que, comparados com aqueles resultados na literatura atual,

nossos resultados não requerem que alguma curvatura média de ordem superior das

hipersuperfícies em estudo seja constante e nem a existência de um ponto elíptico em

tal hipersuperfície. Além disso, observamos também que os resultados de rigidez aqui

apresentados são extensões naturais daquelas obtidas em [19, 22].

Campos de vetores Killing conformes são objetos importantes que têm sido estu-

dados para entender a geometria de subvariedades e, em particular, de hipersuperfícies

imersas em espaços Riemannianos. Neste sentido, Montiel [68] estudou as hipersuper-

fícies compactas com curvatura média constante imersas em um produto warped do

tipo R ×f Mn e S1 ×f Mn, onde a curvatura de Ricci RicM da fibra Mn e a função

warping f satisfazem a seguinte condição de convergência:

RicM ≥ (n− 1) sup
I

(f ′2 − ff ′′).



Observemos que tal classe de produto warped são munidas com um campo de vetores

Killing conforme globalmente definido dado por f∂t, onde ∂t denota o campo de vetores

tangente a R ou S1. Nesse contexto, inspirados pelo trabalho de Romero et al. [77], no

Capítulo 2 estabelecemos um critério de parabolicidade para hipersuperfícies sabendo

que sua fibra Mn tem cobertura universal parabólica e obtemos alguns resultados

de unicidade juntamente com algumas estimativas envolvendo o indice de nulidade

relativa.

Diversos autores estudaram alguns problemas de unicidade de hipersuperfícies

completas tipo espaço com curvatura média constante em um espaço-tempo genera-

lizado de Robertson-Walker (GRW), isto é, produtos warped Lorentzianos com base

negativa definida 1-dimensional e fibra Riemanniana. Por exemplo, podemos citar os

trabalhos de [5, 31, 32, 33, 76, 77, 78] onde Romero et al. obtiveram resultados de

unicidade para hipersuperfícies completas tipo-espaço imersas com curvatura média

constante em um espaço-tempo GRW obedecendo a condição de convergência nula

(NCC) ou a condição de convergência tipo-tempo (TCC). Lembremos que um espaço

tempo obedece a (NCC) ou a (TCC) se a forma quadrática associada ao tensor de Ricci

é não-negativa sobre as direções tipo-luz ou tipo-tempo, respectivamente. Já em [13],

Alías e Colares consideraram um espaço-tempo GRW obedecendo uma nova noção de

condição de convergência, chamada condição de convergência nula forte (SNCC), a qual

corresponde à seguinte restrição sobre a curvatura seccional KMn da fibra Riemanniana

Mn do espaço-tempo GRW −I ×f Mn:

KM ≥ sup
I

(ff ′′ − f ′2).

Considerando este contexto, no Capítulo 3 aplicamos alguns princípios do máximo

com o objetivo de estabelecer novos resultados de unicidade referentes a hipersuper-

fícies tipo-espaço imersas em um espaço-tempo GRW satisfazendo uma determinada

condição de convergência.

Finalmente, no Capítulo 4 estudamos subvariedades completasMn com curvatura

escalar positiva constante e vetor curvatura média normalizado paralelo em uma forma

espacial Riemanniana Qn+p
c de curvatura seccional constante c ∈ {1, 0,−1}. Nesta con-

figiração, obtemos uma fórmula tipo-Simons e um princípio do máximo do tipo-Omori

para o operador quadrado de Cheng-Yau, e utilizamos tais ingredientes analíticos para
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provar uma nova caracterização de tais subvariedades. Em seguida, tratamos de subva-

riedades Weingarten lineares com vetor curvatura média normalizado paralelo imersas

em Qn+p
c . Neste caso, estendemos a técnica desenvolvida em [23] para caracterizar

tais subvariedades sob uma restrição adequada da norma do operador de umbilicidade,

obtendo generalizações naturais dos resultados de [23] e [52].
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Capítulo 1

Preliminares

O objetivo deste capítulo é estabelecer algumas notações as quais serão impor-

tantes para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Nesta seção, apresentamos alguns fatos básicos da teoria de variedades semi-

Riemannianas. No que segue, iniciamos com a seguinte definição

Definição 1.1.1 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n e b = 〈, 〉 : V ×V →
R uma forma bilinear e simétrica. Dizemos que b é

i. positiva definida, quando 〈v, v〉 > 0 para todo v ∈ V − {0}.

ii. negativa definida, quando 〈v, v〉 < 0 para todo v ∈ V − {0}.

iii. não degenerada, quando 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ V implicar v = 0.

Dizemos ainda que um subespaço W de V é não degenerado quando a restrição

b|W×W : W ×W → R for não degenerada. Um importante conceito é o índice de uma

forma bilinear simétrica b : V × V → R que é definido como sendo a maior dimensão

de um subespaço W de V de modo que b|W×W seja negativa definida. Denotamos por

νb o índice de b.

Definição 1.1.2 Seja b = 〈, 〉 uma forma bilinear simétrica e não degenerada sobre o
espaço vetorial real V . Dizemos que v ∈ V − {0} é:



i. tipo-tempo, quando 〈v, v〉 < 0;

ii. tipo-luz, quando 〈v, v〉 = 0;

iii. tipo-espaço, quando 〈v, v〉 > 0.

De maneira similar, um subespaço não degeneradoW de V é tipo-tempo, tipo-luz

ou tipo-espaço, quando ocorrer 〈w,w〉 < 0, 〈w,w〉 = 0 ou 〈w,w〉 > 0 para todo w ∈ W ,

respectivamente. Seja v ∈ V − {0} um vetor tipo-tempo ou tipo-espaço. Definimos o

sinal εv de v pondo

εv =
〈v, v〉
|〈v, v〉|

.

A norma de v ∈ V é definida por |v| =
√
εv〈v, v〉. Dizemos que v é um vetor

unitário se |v| = 1.

1.2 Imersões isométricas e suas equações fundamen-
tais

Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana e (M
n+1

, g) uma variedade semi-

Riemanniana. Uma imersão isométrica ψ : Mn −→ M
n+1 é uma imersão que satisfaz

a condição ψ∗g = g. Por simplicidade, denotamos os tensores métricos de Mn e Mn+1

pelo mesmo símbolo 〈, 〉.

Definição 1.2.1 Uma imersão isométrica ψ : Σn −→ M
n+1 de uma variedade dife-

renciável n-dimensional Σn em uma variedade Lorentziana (n+ 1)-dimensional Mn+1

é dita uma hipersuperfície tipo-espaço se a métrica induzida em Σn pela imersão ψ for
uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos que a imersão ψ é Riemanniana.

No que segue, ψ : Σn −→M
n+1 denotará uma imersão Riemanniana de uma va-

riedade diferenciável n-dimensional Σn numa variedade Riemanniana orientada. Neste

caso, N representa o campo unitário e normal que orienta Σn. Denotamos por ∇ e

∇ as conexões de Levi-Civita de Σn e Mn+1, respectivamente. É possível mostrar que

∇XY = (∇XY )>, para todos X, Y ∈ X(Σn), onde ()> denota a componente tangencial

de um campo de vetores ao longo de Σn. A segunda forma fundamental da imersão ψ

é a aplicação α : X(Σn)× X(Σn) −→ X⊥(Σn) que cumpre a condição

∇XY = ∇XY + α(X, Y ), (1.1)
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para todos X, Y ∈ X(Σn). Observe que sendo α uma forma C∞(Σn)-bilinear e simé-

trica, obtemos um campo A : X(Σn) −→ X(Σn) de operadores lineares auto-adjuntos

Ap : TpΣ
n −→ TpΣ

n, denominados operadores de Weingarten da imersão ψ, definindo

〈AX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), N〉. (1.2)

É imediato verificar que

AX = −∇XN e α(X, Y ) = εN〈AX, Y 〉N, (1.3)

onde X e Y são campos tangentes a Σn. Temos ainda que o tensor de curvatura R de

Σn é definido como a aplicação R : X(Σn)× X(Σn) −→ X(Σn) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, (1.4)

onde [, ] denota o colchete de Lie.

Na Proposição seguinte temos as equações fundamentais de uma imersão isomé-

trica. Sua demonstração pode ser encontrada em [72].

Proposição 1.2.2 Seja ψ : Σn −→M
n+1 uma imersão isométrica. Se R e R denotam

os respectivos tensores de curvatura de Σn e Mn+1, então, para quaisquer campos de
vetores X, Y, Z ∈ X(Σn), temos que

i. (Equação de Gauss)

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)> + εN [〈AX,Z〉AY − 〈AY,Z〉AX] (1.5)

ii. (Equação de Codazzi)

(R(X, Y )N)> = (∇XA)Y − (∇YA)X. (1.6)

Um caso particular da Proposição anterior é dado pelo seguinte:

Corolário 1.2.3 Seja ψ : Σn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica, onde Mn+1
(c) é

um ambiente de curvatura seccional constante c. Então, para todos X, Y, Z,W ∈ X(Σn)

temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = c[〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉〈Y, Z〉] + (1.7)

+ εN [〈AX,Z〉〈AY,W 〉 − 〈AX,W 〉〈AY,Z〉] (1.8)

onde R é o tensor de curvatura de Σn, e

(∇XA)Y = (∇YA)X. (1.9)
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Definição 1.2.4 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ M e σ um subes-
paço 2-dimensional não degenerado de TpM . A curvatura seccional de M segundo σ é
o número

K(σ) =
〈R(v, w)v, w〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
,

onde R denota o tensor de curvatura de M .

Definição 1.2.5 Dizemos que a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura sec-
cional constante quando, para cada p ∈ M , K(σ1) = K(σ2) para quaisquer subespaços
não degenerados σ1 e σ2 em TpM .

Uma variedade semi-Riemanniana de índice ν = 0 é simplesmente uma variedade

Riemanniana. Quando ν = 1, M é denominada uma variedade Lorentziana ( ou

espaço-tempo).

Definição 1.2.6 Se M é uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci de M
é definido por

Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(X,Z)Y ), X, Y ∈ X(M).

Se p ∈ M e X ∈ TpM , |X| = 1, o número Ric(X,X) chama-se curvatura de Ricci em
p na direção de X.

Assim, se {e1, e2, . . . , en} é um referencial ortonormal local em X(M), temos

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

εi〈R(X, ei)Y, ei〉,

para X, Y ∈ X(M).

Definição 1.2.7 A curvatura escalar de M é a função S : M → R definida por

S =
1

n(n− 1)

n∑
j=1

Ric(ej, ej) =
2

n(n− 1)

∑
i<j

K(ei, ej).

1.3 As curvaturas médias de ordem superior Hr, as
transformações de Newton Pr e os operadores di-
ferenciais lineares Lr

Seja Mn+1 uma variedade semi-Riemanniana conexa munida com a métrica g =

〈, 〉 de índice ν ≤ 1, e uma conexão semi-Riemanniana ∇. Para um campo de vetores

7



X ∈ X(M
n+1

), considere εX = 〈X,X〉. Dizemos que X é um campo de vetores unitário

se εX = ±1, e tipo-tempo se εX = −1.

No que segue, consideramos uma imersão Riemanniana ψ : Σn −→ M
n+1, onde

Σn é uma variedade diferenciável orientada n-dimensional e conexa, tal que a métrica

induzida g = ψ∗(g) de Σn sobre uma variedade Riemanniana (no caso de Lorentz

ν = 1, nos referimos o par (Σn, g) como uma hipersuperfície tipo-espaço de Mn+1),

com a conexão de Levi-Civita ∇.

Neste cenário, escolhemos em Σn um campo de vetores N . No que segue, deno-

tamos A como sendo o correspondente operador forma, então, para cada p ∈ Σn, A

restringe a uma aplicação linear auto-adjunta Ap : TpΣ
n −→ TpΣ

n.

Para 0 ≤ r ≤ n, considere Sr(p) como sendo uma r-ésima função simétrica

elementar sobre os auto-valores de Ap; consequentemente temos n funções suaves Sr :

Σn −→ R, tal que

det(tI − [A]p) =
n∑
k=0

(−1)kSkt
n−k,

onde S0 = 1 por convenção e [A]p denota a matriz canônica diagonalizada contendo

os autovalores λ1, λ2, . . . , λn do operador Ap. Se p ∈ Σn e e1, e2, . . . , en é uma base de

TpΣ
n contendo apenas os auto-vetores de Ap, com seus correspondentes auto-valores

λ1, λ2, . . . , λn, observamos que

Sr = σr(λ1, λ2, . . . , λn), (1.10)

onde σr ∈ R[X1, X2, . . . , Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar nas inde-

terminadas X1, X2, . . . , Xn.

Além disso, definamos a r-ésima curvatura média Hr de ψ, 0 ≤ r ≤ n, por(
n

r

)
Hr = εrNSr = σr(εNλ1, εNλ2, . . . , εNλn).

Observamos que H0 = 1 e H1 é a curvatura média usual H de Σn.

Para 0 ≤ r ≤ n, definamos a r-ésima transformação de Newton Pr sobre Σn por

P0 = I(o operador identidade) e, para 1 ≤ r ≤ n, via a relação de recorrência

Pr = εrNSrI − εNAPr−1. (1.11)

Por indução, a partir de (1.11) concluimos que

Pr = εrN(SrI − Sr−1A+ Sr−2A
2 − · · ·+ (−1)rAr), (1.12)
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e pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos Pn = 0. Ademais, segue que Pr é um

polinômio em A para cada r, também auto-adjunto e comuta com A. Portanto, todas

as bases de TpΣn que diagonalizam A em p ∈ Σn também diagonalizam todos os Pr’s

em p. Considere e1, e2, . . . , en um referencial ortonormal sobre TpΣ que diagonaliza Ap,

Ap(ei) = λi(p)ei, então a partir (1.12) temos

(Pr)pei = εrN
∑

i1<i2<...<ir,ij 6=i

λi1(p)λi2(p) . . . λir(p)ei. (1.13)

Associado para cada transformação de Newton Pr temos um operador diferencial

linear de segunda ordem Lr : C∞(Σn) −→ C∞(Σn) dado por

Lr(h) = tr(PrHessh). (1.14)

Em particular, L0 = ∆ e, no caso que Mn+1 tem curvatura seccional constante, Ro-

senberg provou em [80] que Lrh = div(Pr∇h), onde div denota o divergente sobre

Σn (recomendamos para os leitores [27] para uma discussão mais aprofundada sobre

as curvaturas médias de ordem superior, as transformações de Newton e operadores

diferenciáveis linearizados).

Além disso, se σ : I −→ R denota uma primitiva da função warping f , então a

partir do Lema 4.1 de [13] e Proposição 4.1 de [12] temos

Lrσ(h) = εcr(f
′(h)Hr + f(h)ΘHr+1), (1.15)

onde cr = (n− r)
(
n
r

)
= (r + 1)

(
n
r+1

)
.

Para uma função suave ϕ : R→ R e h ∈ C∞(Σn), segue a partir das propriedades

do Hessiano de funções que

Lr(ϕ ◦ h) = ϕ′(h)Lr(h) + ϕ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉. (1.16)

Além disso, observemos que

Lr(f) = tr(Pr Hess f) =
n∑
i=1

〈Pr(∇ei∇f), ei〉

=
n∑
i=1

〈∇ei∇f, Pr(ei)〉 =
n∑
i=1

〈∇Pr(ei)∇f), ei〉 = tr(Hess f ◦ Pr),

onde e1, e2, . . . , en é um referencial local ortonormal sobre Σn. Ademais, temos

div(Pr(∇f)) =
n∑
i=1

〈(∇eiPr)(∇f), ei〉+
n∑
i=1

〈Pr(∇ei∇f), ei〉 (1.17)

= 〈divPr,∇f〉+ Lr(f),

9



onde o divergente de Pr sobre Σn é dado por

divPr = tr(∇Pr) =
n∑
i=1

(∇eiPr)(ei).
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Capítulo 2

Hipersuperfícies em produtos warped
Riemannianos

Nesse capítulo apresentamos os resultados referentes ao artigo [24]. Nosso obje-

tivo é estudar a rigidez de hipersuperfícies completas imersas em um produto warped

Riemanniano.

2.1 Produtos warped Riemannianos

SejaMn uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional conexa, I ⊆ R um

intervalo e f : I −→ R uma função positiva suave. Na variedade produto diferenciável

M
n+1

= I ×Mn, πI e πMn denotam as projeções sobre os fatores I e Mn, respectiva-

mente. Uma classe particular de variedades Riemannianas contendo campos conformes

é obtido por Mn+1 com a métrica

〈v, w〉p = 〈(πI)∗v, (πI)∗w〉+ (f ◦ πI)(p)2〈(πMn)∗v, (πMn)∗w〉, (2.1)

para todo p ∈Mn+1 e todos v, w ∈ TpM
n+1, onde ∂t é um campo de vetores standard

tangente em I. Tais espaços é um caso particular de um produto warped Riemanniano,

e, de agora em diante, escrevemos Mn+1
= I ×f Mn para denotá-lo.

Observação 2.1.1 Para t0 ∈ R, orientamos o slice Σn
t0

= {t0} ×Mn usando o campo
de vetores normal ∂t. De acordo com o exemplo 5.6 de [6] e seção 2 de [12], Σn

t0
tem

uma r-ésima curvatura média Hr = −
(
f ′(t0)
f(t0)

)r
com respeito a ∂t.



Se ψ : Σn −→ I ×f Mn é uma imersão Riemanniana, com Σn orientada por

um campo de vetores unitário N . Neste caso, vamos considerar naturalmente duas

funções particulares sobre Σn, chamadas, a função altura(vertical) h = (πI)|Σn e a

função ângulo Θ = 〈N, ∂t〉.

Não é difícil verificar que o campo gradiente de πI sobre I ×f Mn é dado por

∇πI = 〈∇πI , ∂t〉∂t = ∂t. (2.2)

Assim, a partir de (3.2) verificamos que o campo gradiente de h sobre Σn é

∇h = (∇πI)> = ∂>t = ∂t −ΘN. (2.3)

Em particular, a partir de (3.3) obtemos

|∇h|2 = (1−Θ2), (2.4)

onde |.| denota a norma de um campo de vetores sobre Σn.

Observação 2.1.2 Voltando ao contexto das imersões Riemannianas em produtos
warped Riemannianos e levando em conta a terminologia estabelecida em [3], dize-
mos que uma hipersuperfície ψ : Σn −→ I ×fMn é limitada longe do infinito futuro de
I ×f Mn se existe algum t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ I ×f Mn; t ≤ t}.

Analogamente, dizemos que Σn é limitada longe do infinito passado de I ×f Mn

se existe t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ I ×f Mn; t ≥ t}.

2.2 Rigidez de hipersuperfícies completas em I×fMn

Sejam Σn uma variedade Riemanniana e P : X(Σn) −→ X(Σn) um operador

auto-adjunto. Extendendo a ideia do operador linearizado Lr definido em (1.14), con-

sideramos um operador diferencial linear de segunda ordem L : C∞(Σn) −→ C∞(Σn)

naturalmente associado a P , dado por

Lu = tr(PHessu). (2.5)

A partir do Lema 4.2 de [15], temos o seguinte princípio do máximo generalizado

relacionado com o operador P , que é uma extensão do princípio do máximo generalizado

de Omori [71] e Yau [91].
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Lema 2.2.1 Seja Σn uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
limitada por baixo, e u ∈ C∞(Σn) uma função limitada por cima sobre Σn. Se P é
positivo semi-definido e tr(P) é limitado por cima sobre Σn, então existe uma sequência
(pk)k∈N em Σn tal que

lim
k
u(pk) = sup

Σn

u, lim
k
|∇u(pk)| = 0 e lim sup

k
Lu(pk) ≤ 0,

onde o operador L é dado por (2.5).

No que segue, dizemos que uma hipersuperfície é dita ser two-sided se o fibrado

normal é trivial, isto é, se existe um campo de vetores unitário normal globalmente

definido N .

Vamos enunciar e demonstrar o nosso primeiro resultado deste capítulo.

Teorema 2.2.2 Seja M
n+1

= I ×f Mn um produto warped Riemanniano cuja fibra
Mn tem curvatura seccional KMn satisfazendo a condição de convergência

KM ≥ sup
I

((f ′)2 − ff ′′). (2.6)

Seja ψ : Σn ↪→ M
n+1 uma hipersuperfície two-sided completa com a função ângulo

Θ ≤ 0 e cuja curvatura seccional KΣn é limitada por baixo tal que

KΣ ≥
1

f 2(h)
(KM − (f ′(h))2). (2.7)

Suponha que, para algum r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, existem constantes positivas α e β tais
que α ≤ Hr ≤ β e que uma das seguintes condições é satisfeita

(i) Σn é limitada longe do infinito futuro de Mn+1 e
f ′

f
(h) ≥ Hr+1

Hr

.

(ii) Σn é limitada longe do infinito passado de Mn+1 e
f ′

f
(h) ≤ Hr+1

Hr

.

Se |∇h| ≤ infΣn

∣∣∣Hr+1

Hr
− f ′

f
(h)
∣∣∣, então Σn é um slice {t} ×Mn.

Demonstração. Defina um operador auto-adjunto Pr : X(Σn)→ X(Σn) por

Pr = HrPr.

Para cada p ∈ Σn, considere um referencial local ortonormal e1, e2, . . . , en tal que

Aei = λiei. A partir de (1.13) temos que Prei =
∑

i1<...<ir,ij 6=i λi1 . . . λir . Então, para

cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, obtemos

〈Prei, ei〉 =

(
n

r

)−1 ∑
i1<...<ir,ij 6=i,j1<...<jr

(λi1λj1) . . . (λirλjr).
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A partir da equação de Gauss, temos

KΣ(ei, ej) = K(ei, ej) + λiλj.

Além disso, usando mais uma vez a Proposição 7.42 de [72] obtemos

R(U, V )W = RMn(U∗, V ∗)W ∗ − ((log f)′(h))2(〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U)

− (log f)′′(h)〈W,∂t〉(〈U, ∂t〉V − 〈V, ∂t〉U)

− (log f)′′(h)(〈U,W 〉〈V, ∂t〉 − 〈U, ∂t〉〈V,W 〉)∂t,

para campos de vetores arbitrários U, V,W ∈ M
n+1, onde U∗ = (πMn)∗U =

U − 〈U, ∂t〉∂t.

Então, para uma base ortonormal X, Y temos

K(X, Y ) =
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)|X∗ ∧ Y ∗|2

− ((log f)′(h))2 − (log f)′′(h)(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2).

Desde que |X∗ ∧ Y ∗|2 = 1− 〈X,∇h〉2 − 〈Y,∇h〉2, obtemos

K(X, Y ) =
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)(1− (〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2))

− ((log f)′(h))2 − (log f)′′(h)(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2)

=
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)− ((log f)′(h))2

−
(

1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗) + (log f)′′(h)

)
(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2)

=
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)−

(
f ′

f
(h)

)2

−
(

1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗) +

ff ′′ − (f ′)2

f 2
(h)

)
(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2).

Notemos também que

λiλj = KΣ(ei, ej)−K(ei, ej)

= KΣ(ei, ej) +

(
f ′

f
(h)

)2

− 1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗) +

+
1

f 2(h)
(KM(X∗, Y ∗) + (ff ′′ − (f ′)2)(h))(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2).

Assim, levando em conta a condição de convergência (2.6) e a desigualdade (2.7),

obtemos

λiλj ≥ 0,
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para todos i, j ∈ N, i 6= j. Portanto,

〈Prei, ei〉 ≥ 0,

e Pr é positivo semi-definido. Ademais, desde que Hr é limitado sobre Σn, o mesmo é

válido para tr(Pr) = crH
2
r .

Assuma que Σn é limitada longe do infinito futuro de R ×f Mn, isto é, h∗ =

supΣn h <∞. A partir de (1.15) obtemos

Lrσ(h) = crf(h)Hr

(
f ′

f
(h) + Θ

Hr+1

Hr

)
.

Defina o operador Lr : C∞(Σn) −→ C∞(Σn) por

Lru = tr(Pr ◦Hess u). (2.8)

Consequentemente, considerando o operador Lr definido em (2.8), temos

Lr(σ(h)) = crf(h)H2
r

(
f ′

f
(h) + Θ

Hr+1

Hr

)
.

A partir do Lema 2.2.1 obtemos uma sequência (pk)k∈N ⊂ Σn tal que

lim sup
k
Lrσ(h(pk)) ≤ 0 (2.9)

e

lim
k
|∇σ(h(pk))| = lim

k
(f(h(pk))|∇h(pk)|) = 0,

isto é,

lim
k
|∇h(pk)| = 0. (2.10)

De fato, suponha que existe uma subsequência (pkj) de (pk) tal que

|∇h(pkj)| ≥ c > 0, (2.11)

para todo j ∈ N. Então, para cada ε > 0, existe j0 ∈ N tal que j > j0 implica que

f(h(pkj))|∇h(pkj)| < cε⇒ cf(h(pkj)) < cε⇒ f(h(pkj)) < ε,

isto é,

lim
j
f(h(pkj)) = 0. (2.12)
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Por outro lado, considerando uma subsequência, temos

0 < f(sup
j
h(pkj)) = f(lim

j
h(pkj)) = lim

j
f(h(pkj)). (2.13)

Assim, a partir de (2.12) e (2.13) chegamos a uma contradição.

Assim, assumindo que Θ ≤ 0 e desde que limk |∇h(pk)| = 0, obtemos que

limk Θ(pk) = −1.

Observamos também que

f ′

f
(sup

j
h(pkj)) =

f ′

f
(lim
j
h(pkj)) = lim

j

f ′

f
(h(pkj)).

Então, assumindo (i) obtemos

lim
j

(−Θ)(pkj)
Hr+1

Hr

(pkj) = lim
j

Hr+1

Hr

(pkj) ≤ lim
j

f ′

f
(h(pkj)).

Além disso, usando (2.9) obtemos

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
j

(
f ′

f
(h(pkj)−

Hr+1

Hr

(pkj))

)
≤ 0. (2.14)

Por outro lado, supondo que Hr+1

Hr
≤ f ′

f
(h), concluimos que

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
j

(
f ′

f
(h(pkj))−

Hr+1

Hr

(pkj)

)
≥ 0, (2.15)

Além disso, sabemos que 0 < α2 ≤ H2
r ≤ β2, temos

lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
> 0.

Então, a partir de (2.14) e (2.15) concluimos que

lim
j

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
= 0

e, consequentemente,

inf
Σ

(
Hr+1

Hr

− f ′

f
(h)

)
= 0.

Assim, tendo em conta a construção sobre |∇h|, concluimos que Σn deve ser um slice.

De forma similar, no caso que Σn é limitada longe do infinito passado de Mn+1 e
f ′

f
(h) ≤ Hr+1

Hr
, obtemos também que

inf
Σ

(
Hr+1

Hr

− f ′

f
(h)

)
= 0,

o que significa que Σn é um slice.

Observação 2.2.3 Vemos que as desigualdades diferenciais que estamos assumindo
nos itens (i) e (ii) do Teorema 2.2.2 são, de fato, desigualdades de comparação natural
entre as r-ésimas curvaturas médias, sem exigir que essas curvaturas sejam constantes.
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2.3 Um critério de parabolicidade

Dizemos que uma variedade Riemanniana não compacta é dita ser parabólica se

não admite uma função positiva superharmônica não constante. Por outro lado, dadas

duas variedades Riemannianas (Σ, g) e (Σ′, g′), um difeomorfismo ψ a partir de Σ sobre

Σ′ é chamado uma quase-isometria se existe uma constante c ≥ 1 tal que

c−1|v|g ≤ |dψ(v)|g′ ≤ c|v|g

para todo v ∈ TpΣ, p ∈ Σ. A partir do Teorema 1 de [55] (ver também o Corolário 5.3

de [51]), temos o seguinte

As fórmulas citadas no seguinte Lema são de Alías, Impera and Rigoli confira

Proposição 6 e Corolário 28 de [12].

Lema 2.3.1 Seja Σn uma hipersurpefície em um produto warped I ×fMn com função
altura h e considere

g(t) =

∫ t

t0

f(s)ds.

Então,

Lr(h) =
f ′(h)

f(h)
(crHr − 〈Pr∇h,∇h〉) + crHr+1Θ, (2.16)

e

Lrg(h) = crf(h)

(
f ′(h)

f(h)
Hr + ΘHr+1

)
. (2.17)

Além disso, se Θ denota a função ângulo de Σn e suponha que a fibra de Mn tem
curvatura seccional constante κ, então

Lr(f(h)Θ) = −
(

n

r + 1

)
f(h)〈∇h,∇Hr+1〉 − crf ′(h)Hr+1 (2.18)

−f(h)Θ(nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

−f(h)Θ

(
κ

f(h)2
+
f ′(h)

f(h)

)
(cr|∇h|2Hr − 〈Pr∇h,∇h〉).

A seguir apresentamos um Lema auxiliar

Lema 2.3.2 Seja (Σ, g) e (Σ′, g′) duas variedades Riemannianas. Se Σ e Σ′ são quase
isométricas, então Σ e Σ′ são parabólicas ou não simultanemante.
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Dada uma hipersuperfície completa two-sided Σn imersa em um produto warped

I ×f Mn, no próximo resultado usaremos o Lema 2.3.2 afim de proporcionar condições

suficientes para garantir que Σn é parabólica. A prova segue de forma similar ao

Teorema 4.4 de [77].

Proposição 2.3.3 Seja Σn uma hipersuperfície completa two-sided imersa em um pro-
duto warped Mn+1

= I ×f Mn cuja fibra Mn tem cobertura universal parabólica. Se a
função ângulo Θ é limitada longe do zero e a restrição f(h) para Σn satisfaz

(a) sup f(h) < +∞ e

(b) inf f(h) > 0,

então Σn é parabólica.

Demonstração. Inicialmente observemos que a seguinte aplicação

π := πM ◦ x : Σn →M,

é um difeomorfismo local, onde πM denota a projeção sobre Mn.

Por outro lado, dados p ∈ Σn e v ∈ TpΣn, temos da métrica (2.1) e equação (2.3),

que

〈v, v〉= 〈v,∇h〉2〈π∗I (∂t), π∗I (∂t)〉+ f(h)2〈dπ(v), dπ(v)〉M (2.19)

= 〈v,∇h〉2 + f(h)2〈dπ(v), dπ(v)〉M ,

e consequentemente, obtemos a seguinte desigualdade

〈v, v〉 ≥ f(h)2〈dπ(v), dπ(v)〉M .

A partir de outras hipóteses,

〈v, v〉 ≥ c1〈dπ(v), dπ(v)〉M , (2.20)

onde c1 = min{inf f(h)2, 1}.

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

〈v,∇h〉2 ≤ 〈∇h,∇h〉〈v, v〉,

então, a partir de (2.19) obtemos

〈v, v〉 ≤ 〈∇h,∇h〉〈v, v〉+ f(h)2〈dπ(v), dπ(v)〉M .
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Assim, a partir da equação (2.4) obtemos

〈v, v〉Θ2 ≤ f(h)2〈dπ(v), dπ(v)〉M . (2.21)

Desde que assumimos que a função ângulo de Σn é limitada longe do zero, temos que,

|Θ| ≥ β > 0, (2.22)

para alguma constante β > 0.

Então, a partir (2.21) e (2.22), obtemos

〈v, v〉 ≤ c2〈dπ(v), dπ(v)〉M , (2.23)

onde c2 = max

{
1,

sup f(h)2

inf Θ2

}
e, consequentemente, como Σn é completa concluimos

que a partir do Lema 3.3 do Capítulo 7 de [40] que π é uma aplicação cobertura.

Portanto, a partir das desigualdades (2.20), (2.23) e (2.22) concluimos que

c1〈dπ(v), dπ(v)〉M ≤ 〈v, v〉 ≤ c2〈dπ(v), dπ(v)〉M .

uma vez que c1 ≤ 1 ≤ c2, consideremos uma constante c ≥ 1 suficientemente grande

para que

c−1〈dπ(v), dπ(v)〉M ≤ 〈v, v〉 ≤ c〈dπ(v), dπ(v)〉M , (2.24)

mostrando que π é uma quase-isometria entre Σn e Mn.

Agora, seja Σ̃ uma cobertura Riemanniana universal Σn com projeção πΣ : Σ̃→

Σn. Então, a aplicação π0 = π ◦ πΣ : Σ̃ → M é uma aplicação cobertura. Agora, se

M̃ é uma cobertura Riemanniana universal de M com projeção π̃ : M̃ → M , então

existe um difeomorfismo ϕ : Σ̃→ M̃ tal que π̃ ◦ ϕ = π0. Além disso, a partir de (2.24)

não é difícil verificar que ϕ é uma quase-isometria. Portanto, desde que a cobertura

Riemanniana universal deM é parabólica, segue a partir do Lema 2.3.2 que a cobertura

Riemanniana unversal de Σn é parabólica e, assim, Σn deve ser também parabólica.

Um caso particular da Proposição 2.3.3 é onde a função warping é identicamente

um, isto é, o espaço ambiente é justamente o espaço produto I × Mn. Neste caso,

obtemos o seguinte

Corolário 2.3.4 Seja Σn uma hipersuperfície completa two-sided imersa em um pro-
duto warped Mn+1

= I ×Mn cuja fibra Mn tem cobertura universal parabólica. Se a
função ângulo é limitada longe do zero, então Σn é parabólica.
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2.4 Resultados de unicidade

Esta seção é dedicada a obter resultados de singularidade como aplicação do

nosso critério de parabolicidade previamente apresentado. No que segue, uma região

limitada [t1, t2] × Mn = {(t, q) ∈ I ×f Mn : t1 ≤ t ≤ t2} é chamada um slab de um

produto warped I ×f Mn.

Teorema 2.4.1 SejaMn+1
= I×fMn um produto warped cuja fibraMn tem covertura

universal parabólica e seja x : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície completa two-sided

contida em um slab de Mn+1. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0,
para alguma constante β > 0, e

0 ≤ H ≤ f ′(h)

f(h)
, (2.25)

então Σn é um slice.

Demonstração. A partir da equação (2.17) do Lema 2.3.1 e (2.25) temos

∆g(h) = n(f ′(h) + f(h)HΘ) ≥ n(f ′(h)− f(h)H) (2.26)

= nf(h)

(
f ′(h)

f(h)
−H

)
≥ 0.

Supondo que Mn tem cobertura universal parabólica, a partir da Propositi-

ção 2.3.3 segue que Σn é parabólica. Por outro lado, assumindo que Σn está contida

em um slab de Mn+1, garantimos que g(h) é limitada. Consequentemente, a partir de

(2.26) obtemos que g(h) é consante. Portanto, desde que g′(h) = f(h) > 0, a função

altura h é também constante e, assim, Σn é um slice de Mn+1.

Quando o espaço ambiente é justamente o espaço produto, temos

Teorema 2.4.2 Seja Mn+1
= I×Mn um produto warped cuja fibra Mn tem cobertura

universal parabólica e seja x : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície completa two-sided

contida em um slab de Mn+1. Se a função ângulo Θ satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para
alguma constante β > 0 e a função curvatura média H não muda de sinal sobre Σn,
então Σn é um slice.

Demonstração. A partir da equação (2.16) do Lema 2.3.1, obtemos

∆h = nHΘ. (2.27)

Como Θ é limitado longe do zero e H não muda de sinal sobre Σn, podemos ver que ∆h

também não muda de sinal sobre Σn. Por outro lado, supondo também que Mn tem
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cobertura universal parabólica, segue a partir do Corolário 2.3.4 que Σn é parabólica.

Consequentemente, levando em conta que Σn está contida em um slab de Mn+1, a

partir de (2.27) obtemos que h é constante sobre Σn. Portanto, Σn deve ser um slice

de Mn+1.

Como foi mencionado na introdução, Montiel [68] estudou hipersuperfícies com-

pactas em um produto warped R ×f M , cujo tensor curvatura de Ricci da fibra Mn

satisfaz a seguinte condição de convergência

RicM ≥ (n− 1) sup
R

(f ′2 − ff ′′)〈 , 〉M . (2.28)

Mais tarde, Alías e Dajczer [13] extenderam os resultados de Montiel [68] para o con-

texto de hipersuperfícies completas. Procedendo nesta temática, vamos aplicar o nosso

critério de parabolicidade nesta ordem para obter os próximos resultados

Teorema 2.4.3 SejaMn+1
= I×fMn um produto warped cuja fibraMn tem cobertura

universal parabólica e a curvatura de Ricci satisfazendo a condição de convergência
(2.28), e seja x : Σn → M

n+1 uma hipersuperfície completa two-sided com curvatura
média constante H e contida em um slab deMn+1. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz
−1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, então Σn é totalmente umbílica.
Além disso, se a desigualdade (2.28) é estrita, então Σn é um slice de Mn+1.

Demonstração. Consideremos a função suave φ : Σn → R dada por

φ(p) = f(h(p))Θ(p) +Hg(h(p)). (2.29)

Usando o Lema 2.3.1, a partir de (2.29) temos que

∆φ=−f(h)Θ
(
RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 + |A|2 − nH2

)
. (2.30)

Levando em conta (2.28), e desde que Θ é negativo sobre Σn, a partir de (2.30)

concluimos que φ é uma função subharmônica. Como Σn está contida em um slab de

M
n+1 e H é constante, obtemos que φ é limitada sobre Σn. Mas, como Mn tem co-

bertura universal parabólica, a Propositição 2.3.3 garante que Σn é parabólica. Assim,

temos que φ deve ser constante sobre Σn. Voltando a equação (2.30), temos

f(h)Θ
(
RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 + |A|2 − nH2

)
= 0.

Desde que −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, obtemos

RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 + |A|2 − nH2 = 0.
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Consequentemente, temos

|A|2 − nH2 = 0 (2.31)

e

RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 = 0. (2.32)

A igualdade em (2.31) assegura que Σn é totalmente umbílica. Finalmente,

quando a desigualdade (2.28) é estrita, a equação (2.32) implica que N∗(p) = 0 em

qualquer p ∈ Σn, isto é, ∇h = 0 sobre Σn e, assim, Σn é um slice de Mn+1.

Como uma primeira consequência do Teorema 2.4.3, obtemos

Corolário 2.4.4 Seja Mn+1
= I ×f Mn um produto warped cuja fibra Mn tem cober-

tura universal parabólica e curvatura de Ricci satisfazendo a condiç ao de convergência
(2.28), e seja x : Σn → M

n+1 uma hipersuperfície completa two-sided com curvatura
média constante H e contida em um slab deMn+1. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz
−1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, então Σn é totalmente umbílica.
Além disso, se a função warping f é monótona estrita sobre Σn, então Σn é um slice
de Mn+1.

Demonstração. A partir do Teorema 2.4.3, temos que Σn é totalmente umbílica e

que a função φ definida em (2.29) é constante. Por outro lado, um cálculo simples

garante que

∇φ = −f(h)A(∇h) + f ′(h)Θ∇h+Hf(h)∇h. (2.33)

Então, como Θ tem sinal estrito, segue a partir de (2.33) que f ′(h)∇h = 0. Portanto,

assumindo que f é monótona estrita sobre Σn, concluimos que ∇h é identicamente

nulo, assim, Σn é um slice de Mn+1.

De acordo com o Corolário 9.107 de [28], Mn+1
= I ×f Mn é Einstein com

Ric = c〈 , 〉, c ∈ R se, e somente se, a fibra Mn tem curvatura de Ricci constante c e a

função warping f satisfaz as equações diferenciais

f ′′

f
= − c

n
and

c(n− 1)

n
=
c− (n− 1)(f ′)2

f 2
.

Em particular, temos que (n − 1)((f ′)2 − ff ′′) = c = constant e que Mn+1 satisfaz a

condição de convergência (2.28), com RicM = c〈 , 〉M = (n− 1)((f ′)2 − ff ′′)〈 , 〉M .

Levando em conta digressão anterior, a partir do Teorema 2.4.1 e Corolário 2.4.4

obtemos
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Corolário 2.4.5 SejaMn+1
= I×fMn um produto warped Einstein cuja fibraMn tem

cobertura universal parabólica e seja x : Σn →M
n+1 uma hipersuperfície completa two-

sided com curvatura média constante H e contida em um slab de Mn+1. Se a função
ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, então Σn é
totalmente umbílica. Além disso, se a função warping f é monótona estrita, então Σn

é um slice de Mn+1.

Raciocínio análogo ao Teorema 2.4.2, obtemos também que

Teorema 2.4.6 Seja Mn+1
= I ×f Mn um produto warped cuja fibra Mn tem cober-

tura universal parabólica e curvatura de Ricci satisfazendo a condição de convergên-
cia (2.28), e seja x : Σn → M

n+1 uma hipersuperfície completa two-sided contida em
um slab de Mn+1 e com curvatura média constante H tal que f ′(h)H ≤ 0. Se a função
ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, então Σn é
totalemente geodésica. Além disso, se a desigualdade (2.28) é estrita, então Σn é um
slice {t0} ×Mn, com f ′(t0) = 0.

Demonstração. A partir do Lema 2.3.1 temos

∆(f(h)Θ) = −f(h)Θ
(
RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 + |A|2

)
− nHf ′(h)

(2.34)

Usando a hipótese f ′(h)H ≤ 0 e a condição de convergência (2.28), a partir de (2.34)

concluimos que

∆(f(h)Θ) ≥ 0.

Como Σn está contida em um slab de Mn+1, temos que f(h)Θ é limitado sobre Σn.

Por outro lado, a partir da Proposição 2.3.3 obtemos também que Σn é parabólica.

Consequentemente, a função f(h)Θ é, de fato, constante sobre Σn. Portanto, a partir

de (2.34) concluimos que |A| é identicamente nulo e, assim, Σn é totalmente geodésica.

Além disso, a partir da igualdade (2.34) obtemos também que RicM(N∗, N∗) +

(n−1)(log f)′′|∇h|2 = 0 sobre Σn. Em cada ponto, assumindo que a desigualdade (2.28)

é estrita, podemos raciocinar como na última parte do Teorema 2.4.3 para concluir que

Σn é um slice {t0} ×Mn, com f ′(t0) = 0.

Seguindo as ideias do Corolário 2.4.5, obtemos

Corolário 2.4.7 Seja Mn+1
= I ×f Mn um produto warped Einstein cuja fibra Mn

tem cobertura universal parabólica e seja x : Σn →M
n+1 uma hipersuperfície completa
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two-sided contida em um slab deMn+1 e com curvatura média constante H satisfazendo
f ′(h)H ≤ 0. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma
constante β > 0, então Σn é totalmente geodésica. Além disso, se a função f ′(h) não
muda de sinal sobre Σn, entãoΣn é um slice {t0} ×Mn, com f ′(t0) = 0.

Demonstração. A partir do Teorema 2.4.3, temos que Σn é totalmente geodésica.

Assim, a partir da equação (2.17) obtemos

∆g(h) = nf ′(h).

Portanto, o resultado segue como na última parte da demonstração do Teorema 2.4.1.

O próximo Lema é justamente uma consequência de uma extensão mais geral de

um Teorema do tipo Liouville devido a Yau [91].

Lema 2.4.8 Somente as funções semi-limitadas harmônica definidas sobre uma vari-
edade Riemanniana completa n-dimensional que tem curvatura de Ricci não negativa
são as constantes.

Voltando a nossa temática, vamos usar o Lema anterior para obter o seguinte

resultado

Teorema 2.4.9 Seja Mn+1
= I×Mn um produto warped cuja fibra Mn tem curvatura

seccional não negativa e cobertura universal parabólica, e seja x : Σn → M
n+1 uma

hipersuperfície completa two-sided contida em um semi-espaço determinado por um
slice de M

n+1 e com curvatura média constante H. Se a função ângulo Θ de Σn

satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0, então Σn é um slice de
M

n+1.

Demonstração. Tendo em conta que H é constante juntamente com a nossa restrição

sobre Θ, a partir do Lema 2.3.1 temos

∆Θ = −Θ(RicM(N∗, N∗) + |A|2) ≥ 0. (2.35)

Aplicando a Proposição 2.3.3 para garantir que Σn é parabólica, segue que Θ é constante

sobre Σn e, voltando para (2.35) obtemos que |A| é identicamente nulo, isto é, Σn é

totalmente geodésica.
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Pro outro lado, denotando por X∗ = X − 〈X, ∂t〉∂t e E∗i = Ei − 〈Ei, ∂t〉∂t as

projeções ortogonais dos campos de vetores tangentes X e Ei sobre as fibras Mn, res-

pectivamente, não é difícil ver que a partir da equação de Gauss temos que a curvatura

de Ricci RicΣ de Σn é tal que

RicΣ(X,X) =
∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
∑
i

KM(X∗, E∗i )(〈X∗, X∗〉〈E∗i , E∗i 〉 − 〈X∗, E∗i 〉2)

=
∑
i

KM(X∗, E∗i )|X∗ ∧ E∗i |2, (2.36)

onde R é o tensor curvatura deMn+1 eKM denota a curvatura seccional deMn. Então,

assumindo que KM é não negativa, a partir de (4.13) obtemos que RicΣ é também não

negativo. Desde que Σn está contido em um semi-espaço determinado por um slice de

M
n+1, segue que h é semi-limitado. Como Σn é totalmente geodésico, a partir de (2.27)

obtemos também que h é uma função harmônica. Portanto, a partir do Lema 2.4.8

concluimos que h é constante e, assim, Σn é um slice (totalmente geodésico) de Mn+1.

Fechamos esta seção observando que a partir do Teorema 2.4.9 obtemos o seguinte

semi-espaço que resulta do espaço Euclidiano R3

Corolário 2.4.10 Somente as superfícies completas imersas em um semi-espaço de
R3 determinada por um plano a⊥, tendo curvarura média constantee cujo fecho da
imagem da aplicação de Gauss está em um hemisfério aberto de S2 ⊂ R3 determinado
por um vetor unitário a, são justamente os planos ortogonais para a.

2.5 Extensões para curvaturas médias de ordem su-
perior

Nesta seção apresentamos alguns resultados para o caso das curvaturas médias de

ordem superior. No que segue, dizemos que o r-ésimo operador de Newton Pr é limitado

por cima, se é limitado no sentido de formas quadráticas ou, equivalentemente, se existe

alguma constante positiva α tal que

Pr ≤ αI, (2.37)

onde I denota o operador identidade.
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Teorema 2.5.1 Seja Mn+1
= I×Mn um produto warped cuja fibra Mn tem cobertura

universal parabólica e seja x : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície completa two-sided

contida em um slab de Mn+1. Se a função ângulo Θ de Σn é limitada longe do zero,
Hr+1 não muda de sinal sobre Σn e Pr é limitado por cima, para algum 0 ≤ r ≤ n− 1,
então Σn é um slice de Mn+1.

Demonstração. Como Pr satisfaz a desigualdade (2.37), não é difícil verificar que

α∆ξ ≥ Lrξ, (2.38)

para alguma constante positiva α e todo ξ ∈ C∞(M).

Então, a partir da equação (2.16) do Lema 2.3.1 obtemos

nα∆h ≥ Lr(h) = crHr+1Θ.

Assim, desde que Hr+1 e Θ não muda de sinal sobre Σn, temos que ∆h também não

muda de sinal sobre Σn. Portanto, como Mn tem cobertura universal parabólica e Σn

está em um slab de Mn+1, podemos raciocinar como nos Teoremas da seção anterior

para concluir que h é constante e, assim, Σn deve ser um slice de Mn+1.

Agora obtemos o seguinte

Teorema 2.5.2 SejaMn+1
= I×fMn um produto warped cuja fibraMn tem cobertura

universal parabólica e seja x : Σn → M
n+1 uma hiperspuperfície completa two-sided

contida em um slab de Mn+1. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0,
para alguma constante β > 0, Pr é limitado por cima, para algum 0 ≤ r ≤ n− 1, e

0 ≤ Hr+1 ≤
f ′(h)

f(h)
Hr,

então Σn é um slice de Mn+1.

Demonstração. A partir das equações (2.17) e (2.38) obtemos

nα∆g(h) ≥ Lr(g(h)) = crf(h)

(
f ′(h)

f(h)
Hr + ΘHr+1

)
≥ crf(h)

(
f ′(h)

f(h)
Hr −Hr+1

)
≥ 0.

Como Σn está contida em um slab, temos que g(h) é limitada. Portanto, a Proposi-

ção 2.3.3 garante que g(h) é constante e, consequentemente, Σn é um slice de Mn+1.

De acordo com [48], para p ∈ Σn, definimos o espaço de nulidade relativa N (p)

de Σn em p por

N (p) = {v ∈ TpΣ ; v ∈ ker(Ap)},
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onde ker(Ap) denota o núcleo de Ap. O índide de nulidade relativa η(p) de Σn em p é

a dimensão de N (p), isto é,

η(p) = dim (N (p)) .

Então, o ínidice de nulidade relativa mínima η0 de Σn é definida por

η0 = min
p∈Σ

η(p).

Nesta configuração, obtemos a seguinte estimativa para η0.

Teorema 2.5.3 SejaMn+1
= I×fMn um produto warped cuja fibraMn tem cobertura

universal parabólica com curvatura seccinal constante κ e função warping satisfazendo
a condição convergência (2.33), e seja x : Σn → M

n+1 uma hipersuperfície completa
two-sided com r-´sima curvatura média constante Hr e contida em um slab de Mn+1.
Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0, para alguma constante β > 0,
f ′(h) ≤ 0, Pr−1 é limitada por cima e H1, H2, . . . , Hr+1 ≥ 0, então o índice de nulidade
relativa mínimal η0 de Σn é pelo menos n− (r − 1).

Demonstração. Assumindo o fato que Hr é constante, a partir da equação (2.18) do

Lema 2.3.1, temos

Lr−1(f(h)Θ) =−cr−1f
′(h)Hr − f(h)Θ

(
n

r

)
(nH1Hr − (n− r)Hr+1)

− 1

f(h)
Θ
(
κ− (f ′(h)2 − f ′′(h)f(h))

)
(|∇h|2cr−1Hr−1 − 〈Pr−1∇h,∇h〉).(2.39)

Desde que H1, H2, . . . , Hr+1 ≥ 0, a Propositição 2.2 de [42] garante que

H1 ≥ H
1
2
2 ≥ · · · ≥ H

1
r
r ≥ H

1
r+1

r+1 .

Então, não é difícil verificar que

Hr−1H
1
r
r −Hr = H

1
r
r (Hr−1 −H

r−1
r

r ) ≥ 0.

Além disso,

nH1Hr − rH
r+1
r

r ≥nH
r+1
r

r − rH
r+1
r

r = (n− r)H
r+1
r

r ≥ (n− r)Hr+1.

Então,

nH1Hr − (n− r)Hr+1 ≥ rHr ≥ 0. (2.40)
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A partir da hipótese Hj ≥ 0, para todo j = 1, 2, . . . , r + 1, temos que Pj são

positivos semi-definidos, para todo j = 1, 2, . . . , r + 1. Então,

〈Pr−1∇h,∇h〉 ≤ tr(Pr−1)|∇h|2 = cr−1Hr−1|∇h|2.

Consequentemente,

|∇h|2cr−1Hr−1 − 〈Pr−1∇h,∇h〉 ≥ 0. (2.41)

Assim, usando as desigualdades (2.40) e (2.41), concluimos que

Lr−1(f(h)Θ) ≥ 0. (2.42)

Como Pr−1 é limitado por cima, a partir de (2.38) e (2.42) obtemos

nα∆(f(h)Θ) ≥ Lr(f(h)Θ) ≥ 0.

Assumindo que Mn tem cobertura universal parabólica e que Σn está em um

slab do espaço ambiente, concluimos que f(h)Θ é constante. Portanto por (2.39)

segue que nH1Hr − (n − r)Hr+1 = 0 sobre Σn. Agora voltando a (2.40) obtemos que

Hr = Hr+1 = 0 sobre Σn. Portanto, podemos aplicar a Proposição 1 de [39] para

concluir que Hj = 0 para todo j ≥ r e, assim, temos que η0 ≥ n− (r − 1).

Levando em conta mais uma vez a digressão feita antes do Corolário 2.4.7, a

partir do Teorema 2.5.3 obtemos a seguinte consequência

Corolário 2.5.4 Seja Mn+1
= I ×f Mn um produto warped Einstein cuja fibra Mn

tem cobertura universal parabólica com curvatura seccional constante κ e seja x : Σn →
M

n+1 uma hipersuperfície completa two-sided com r-ésima curvatura média constante
Hr e contida slab de Mn+1. Se a função ângulo Θ de Σn satisfaz −1 ≤ Θ ≤ −β < 0,
para alguma constante β > 0, f ′(h) ≤ 0, Pr−1 é limitada por cima e H1, H2, . . . , Hr+1 ≥
0, então o índice de nulidade relativa mínimal η0 de Σn é pelo menos n− (r − 1).
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Capítulo 3

Hipersuperfícies tipo-espaço em um
espaço-tempo GRW

Neste capítulo, apresentamos os resultados referentes ao artigo [25]. Nosso obje-

tivo é estudar a unicidade e rigidez de hipersuperfícies tipo espaço em um espaço-tempo

GRW.

3.1 Espaços-tempo GRW

Agora, seja Mn uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional conexa,

I ⊆ R um intervalo e f : I −→ R uma função positiva suave. Na variedade produto

diferenciável Mn+1
= I ×Mn, πI e πMn denotam as projeções sobre os fatores I e Mn,

respectivamente. Uma classe particular de variedades semi-Riemannianas contendo

campos conformes é obtido por Mn+1 com a métrica

〈v, w〉p = −〈(πI)∗v, (πI)∗w〉+ (f ◦ πI)(p)2〈(πMn)∗v, (πMn)∗w〉, (3.1)

para todo p ∈ M
n+1 e todos v, w ∈ TpM

n+1, onde ∂t é um campo de vetores stan-

dard tangente em I. Tais espaços é um caso particular de um produto warped semi-

Riemanniano, e, de agora em diante, escrevemos Mn+1
= −I ×f Mn para denotá-lo.

Observação 3.1.1 De acordo com a terminologia estabelecida em [17], dizemos que
M

n+1 é um Robertson-Walker generalizado (GRW) espaço tempo. Quando a fibra
Mn tem curvatura seccional constante, Mn+1 é chamada na literatura matemática de



Robertson-Walker (RW) espaço tempo, em motivação ao fato que, para n = 3, é exa-
tamente a solução das equações de campos de Einstein (confira por exemplo o capítulo
12 de [72]). Neste caso, dizemos que N é a aplicação de Gauss de Σn apontando para
o futuro.

Observação 3.1.2 Para t0 ∈ R, orientamos o slice Σn
t0

= {t0} ×Mn usando o campo
de vetores normal ∂t. De acordo com o exemplo 5.6 de [6] e seção 2 de [12], Σn

t0
tem

uma r-ésima curvatura média Hr =
(
f ′(t0)
f(t0)

)r
com respeito a ∂t.

Se ψ : Σn −→ −I ×f Mn é uma imersão Riemanniana, com Σn orientada por

um campo de vetores unitário N . Neste caso, vamos considerar naturalmente duas

funções particulares sobre Σn, chamadas, a função altura(vertical) h = (πI)|Σn e a

função ângulo Θ = 〈N, ∂t〉.

Não é difícil verificar que o campo gradiente de πI sobre εI ×f Mn é dado por

∇πI = −〈∇πI , ∂t〉∂t = −∂t. (3.2)

Assim, a partir de (3.2) verificamos que o campo gradiente de h sobre Σn é

∇h = (∇πI)> = −∂>t = −∂t −ΘN. (3.3)

Em particular, a partir de (3.3) obtemos

|∇h|2 = Θ2 − 1, (3.4)

onde |.| denota a norma de um campo de vetores sobre Σn.

Definimos o ângulo hiperbólico θ de Σn como sendo a função suave θ : Σn →

[0,+∞) dada por

cosh θ = −〈N, ∂t〉 ≥ 1. (3.5)

Portanto, a partir da norma do campo gradiente da função altura e (3.5) obtemos

sinh2 θ = |∇h|2. (3.6)

Finalizaremos esta seção relembrando as condições de convergência de um espaço-

tempo GRW. Dizemos que um espaço-tempo GRW M
n+1

= −I ×f Mn obedece a

condiçãp de convergência nula (NCC) então

Ric(Z,Z) ≥ 0,
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para todo campo de vetor nulo Z ∈ X(M).

A partir do CorolÁrio 7.43 de [72] temos que

Ric(Z,W ) = RicM(Z∗,W∗) + (n((log f)′)2 + (log f)′′)〈Z,W 〉

−(n− 1)(log f)′′〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉, (3.7)

onde RicM denota o tensor de Ricci de M e Z∗ = Z + 〈Z, ∂t〉∂t denota a projeção do

campo de vetores Z sobre Mn. Consequentemente, a partir de (3.7) temos que o NCC

vale em M
n+1 se,e somente se,

RicM ≥ (n− 1)
(
f 2(log f)′′

)
〈 , 〉M . (3.8)

Uma condição de energia mais restritiva é a condição de convergência tipo-tempo,

isto é,

Ric(Z,Z) ≥ 0,

para todo campo de vetores tipo-tempo Z ∈ X(M). Note que, por um argumento de

continuidade, acontece que o TCC implica NCC. Além disso, não é difícil verificar que

M
n+1 satisfaz o TCC se, e somente se, (3.8) vale e f ′′ ≤ 0.

3.2 Unicidade de hipersuperfície tipo-espaço em um
espaço-tempo GRW

Considerando o contexo descrito na seção anterior, enunciaremos e demonstra-

remos o nosso primeiro resultado de unicidade de hipersuperfícies tipo-espaço imersas

em um espaço-tempo GRW.

No que segue, motivado pela observação anterior, vamos assumir que a orientação

N da hipersuperfície tipo-espaço ψ : Σn −→ −I×fMn é tal que a função ângulo satisfaz

Θ ≤ −1. Além disso, considerando a terminologia estabelecida em [3], recordemos que

uma hipersuperfície ψ : Σn −→ −I ×f Mn é dita ser limitada longe do infinito futuro

de −I ×f Mn se existe algum t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ −I ×f Mn; t ≤ t}.

Analogamente, dizemos que Σn é limitada longe do infinito passado de −I×fMn

se existe t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ −I ×f Mn; t ≥ t}.
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Teorema 3.2.1 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW cuja fibra Mn tem

curvatura seccional KMn satisfazendo a condição de convergência

KMn ≥ sup
I

(ff ′′ − (f ′)2). (3.9)

Seja ψ : Σn ↪→M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo-espaço com curvatura seccional

KΣn limitada por baixo e tal que

KΣn ≤ f ′′

f
(h). (3.10)

Suponha que, para algum r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, a futura r-ésima curvatura média é tal
que α ≤ Hr ≤ β, para algumas constantes positivas α e β, e que uma das seguintes
condições é satisfeita

(i) Σn é limitada longe do infinito futuro de Mn+1 e f ′

f
(h) ≤ Hr+1

Hr
.

(ii) Σn é limitada longe do infinito passado de Mn+1 e f ′

f
(h) ≥ Hr+1

Hr
.

Se |∇h| ≤ infΣn

∣∣∣Hr+1

Hr
− f ′

f
(h)
∣∣∣, então Σn é um slice {t} ×Mn.

Demonstração. Defina um operador auto-adjunto Pr : X(Σn) −→ X(Σn) por

Pr = HrPr.

Para cada p ∈ Σn, consideramos um referencial local ortonormal e1, e2, . . . , en tal

queAei = λiei. A partir de (1.13) temos que Prei = (−1)r
∑

i1<i2<...<ir,ij 6=i λi1λi2 . . . λirei.

Então, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, obtemos

〈Prei, ei〉 =

(
n

r

)−1 ∑
i1<i2<...<ir,ij 6=i,j1<j2<...<jr

(λi1λj1)(λi2λj2) . . . (λirλjr).

Por outro lado, a partir da equação de Gauss obtemos

KΣn(ei, ej) = K(ei, ej)− λiλj, (3.11)

onde KΣn e K são as curvaturas seccionais de Σn e Mn+1, respectivamente.

Usando a relação geral entre o tensor curvatura de um produto warped e os

tensores curvaturas da base e da fibra(confira Proposição 7.42 de [72]; ver também a

equação (6.6) de [13]) obtemos
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R(U, V )W = RMn(U∗, V ∗)W ∗ + ((log f)′(h))2(〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U)

− (log f)′′(h)〈W,∂t〉(〈U, ∂t〉V − 〈V, ∂t〉U) (3.12)

− (log f)′′(h)(〈U,W 〉〈V, ∂t〉 − 〈U, ∂t〉〈V,W 〉)∂t,

para campos de vetores arbitrários U, V,W ∈ M
n+1, onde U∗ = (πMn)∗U = U +

〈U, ∂t〉∂t. Então, para uma base ortonormal X, Y de um 2-plano tangente sobre Σn, a

equação (3.12) nos da

K(X, Y ) =
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)|X∗ ∧ Y ∗|2 +

+ ((log f)′(h))2(〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈Y,X〉〈X, Y 〉)

− (log f)′′(h)〈X, ∂t〉(〈X, ∂t〉〈Y, Y 〉 − 〈Y, ∂t〉〈X, Y 〉) (3.13)

− (log f)′′(h)(〈X,X〉〈Y, ∂t〉 − 〈X, ∂t〉〈Y,X〉)〈∂t, Y 〉

=
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)|X∗ ∧ Y ∗|2 + ((log f)′(h))2

− (log f)′′(h)(〈X, ∂t〉2 + 〈Y, ∂t〉2).

Desde que ∇h = −∂>t = −∂t −ΘN , temos que

〈X, ∂t〉2 = 〈X,−∇h−ΘN〉2 = 〈X,∇h〉2. (3.14)

Além disso,

|X∗ ∧ Y ∗|2 = |X∗|2|Y ∗|2 − 〈X∗, Y ∗〉2

= 〈X∗, X∗〉〈Y ∗, Y ∗〉 − 〈X∗, Y ∗〉2

= (1 + 〈X, ∂t〉2)(1 + 〈Y, ∂t〉2)− 〈X, ∂t〉2〈Y, ∂t〉2 (3.15)

= 1 + 〈X, ∂t〉2 + 〈Y, ∂t〉2

= 1 + 〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2.
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Consequentemente, inserindo (3.14) e (3.15) sobre (3.13) obtemos

K(X, Y ) =
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)(1 + 〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2) + ((log f)′(h))2

− (log f)′′(h)(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2)

=
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗) + ((log f)′(h))2 + (3.16)

+

(
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗)− (log f)′′(h)

)
(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2)

=
1

f 2(h)
KM(X∗, Y ∗) +

(
f ′

f
(h)

)2

+

+
1

f 2(h)
(KM(X∗, Y ∗)− ff ′′ + (f ′)2)(〈X,∇h〉2 + 〈Y,∇h〉2).

Assumindo agora a condição de convergência (3.9), a partir (3.16) deduzimos a se-

guinte desigualdade

K(X, Y ) ≥ f ′′

f
(h). (3.17)

Então, a partir (3.11) e (3.17) temos

λiλj = K(ei, ej)−KΣ(ei, ej) ≥
f ′′

f
(h)−KΣ(ei, ej). (3.18)

Consequentemente, a partir de (3.10) e (3.18) temos

λiλj ≥ 0 ,∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j.

Assim,

〈Prei, ei〉 =

(
n

r

)−1∑
(λj1λi1) · · · (λjrλir) ≥ 0. (3.19)

Portanto, a partir de (3.19) concluimos que Pr é positivo semi-definido. Além disso,

Hr é limitado sobre Σn, o mesmo vale para tr(Pr) = crH
2
r , onde cr = (n− r)

(
n
r

)
. Por

outro lado, a partir de (1.15) temos que

Lrσ(h) = crf(h)

(
−ΘHr+1 −

f ′

f
(h)Hr

)
. (3.20)

Daí, a partir de (3.20) e (2.8) obtemos

Lr(σ(h)) = crf(h)H2
r

(
−Θ

Hr+1

Hr

− f ′

f
(h)

)
. (3.21)
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Agora, suponha que Σn é limitada longe do infinito futuro deMn+1. Assim, pelo Lema

2.2.1 obtemos uma sequência (pk)k∈N ⊂ Σn tal que

lim sup
k
Lr(σ(h(pk))) ≤ 0. (3.22)

Logo, a partir de (3.21) e (3.22) temos

lim
k
crf(h(pk))H

2
r (pk)

(
−Θ(pk)

Hr+1

Hr

(pk)−
f ′

f
(h(pk))

)
≤ 0 (3.23)

e

lim
k
|∇σ(h(pk))| = lim

k
(f(h(pk))|∇h(pk)|) = 0. (3.24)

Note que

lim
k
|∇h(pk)| = 0.

e daí,

lim
k

Θ(pk) = −1.

Observamos também que

f ′

f
(sup

j
h(pkj)) =

f ′

f
(lim
j
h(pkj)) = lim

j

f ′

f
(h(pkj)).

Então, assumindo (i) obtemos

lim
j

(−Θ)(pkj)
Hr+1

Hr

(pkj) = lim
j

Hr+1

Hr

(pkj) ≥ lim
j

f ′

f
(h(pkj)).

A partir (3.23) temos que

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
j

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
≤ 0. (3.25)

Por outro lado, supondo que Hr+1

Hr
≥ f ′

f
(h), concluimos que

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
j

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
≥ 0, (3.26)

Além disso, sabemos que 0 < α2 ≤ H2
r ≤ β2, temos

lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
> 0.

Então, a partir de (3.25) e (3.26) concluimos que

lim
j

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
= 0
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e, consequentemente,

inf
Σ

(
Hr+1

Hr

− f ′

f
(h)

)
= 0.

Portanto, 0 ≤ |∇h| ≤ infΣ

(
Hr+1

Hr
− f ′

f
(h)
)

= 0 e, assim, Σn é um slice de Mn+1.

Resta considerar o caso que Σn é limitada longe do infinito passado de Mn+1.

Conforme foi feito antes, usando mais uma vez o Lema 2.2.1, obtemos uma sequência

(pkj) ⊂ Σn tal que

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
k

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
≥ 0.

Por outro lado, temos

cr lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
lim
k

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
≤ 0.

Assim

lim
j

(
H2
r (pkj)f(h(pkj))

)
> 0,

então

lim
j

(
Hr+1

Hr

(pkj)−
f ′

f
(h(pkj))

)
= 0,

e, daí,

inf
Σ

(
f ′

f
(h)− Hr+1

Hr

)
= 0.

Portanto, como no caso anterior, também concluimos que Σn deve ser um slice de

M
n+1.

A partir da equação (1.17), concluimos que o operador Lr é elíptico se, e somente

se, Pr é positivo definido. Observemos que L0 = ∆ é sempre elíptico. O próximo Lema

da uma condição geométrica que garante a elipticidade de L1( confira o Lema 3.2 de

[13])

Lema 3.2.2 Seja ψ : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície tipo-espaço em um espaço-

tempo GRW M
n+1. Se H2 > 0 sobre Σn, então L1 é elíptico ou, equivalentemente, P1

é positivo definido (para uma escolha apropriada da aplicação de Gauss N).

Quando r ≥ 2, o seguinte Lema estabelece condições suficientes para garantir a

elipticidade de Lr( confira o Lema 3.3 de [13]).
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Lema 3.2.3 Seja ψ : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície tipo-espaço em um espaço-

tempo GRW M
n+1. Se existe um ponto elíptico de Σn, com respeito a uma escolha

apropriada da aplicação de Gauss N , e Hr+1 > 0 sobre Σn, para 2 ≤ r ≤ n− 1, então
para todos 1 ≤ k ≤ r o operador Lk é elíptico ou, equivalentemente, Pk é positivo
definido (para uma escolha apropriada da aplicação de Gauss N , se k é ímpar).

Aqui, ser um ponto elíptico de uma hipersuperfície tipo-espaço ψ : Σn → M
n+1

em um espaço-tempo GRW M
n+1, quer dizer um ponto p0 ∈ Σn onde todas as curva-

turas principais λi(p0) são negativas.

Para a demonstração do próximo Lema, recomendamos o Lema 4.1 de [13].

Lema 3.2.4 Seja ψ : Σn → −I ×f Mn uma hipersuperfície tipo-espaço imersa em um
espaço-tempo GRW −I×fMn. Se h = (πI)|Σ : Σn → I é a função altura de Σn, então

Lr(h) = −(log f)′(crHr + 〈Pr∇h,∇h〉)− crHr+1〈N, ∂t〉 (3.27)

e
Lr(g(h)) = −cr (f ′(h)Hr + f(h)Hr+1〈N, ∂t〉) , (3.28)

onde g : I → R denota uma primitiva arbitrária da função warping f .

Além disso, a partir das equações (6.2) e (6.16) de [6] temos também o seguinte.

Lema 3.2.5 Seja ψ : Σn → −I ×f Mn uma imersão Riemanniana em um espaço-
tempo GRW −I ×f Mn. Se h = (πI)|Σ : Σn → I é a função altura de Σn, então

〈divP1,∇h〉 = (RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)〈N, ∂t〉, (3.29)

onde RicMn denota a curvatura de Ricci da fibra Mn e N∗ = N+〈N, ∂t〉∂t é a projeção
do campo de vetores normal unitário N de Σn sobre Mn. Além disso, se a fibra Mn

tem curvatura seccional constante κ, então

〈divPr,∇h〉 = (n− r)
(

κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈Pr∇h,∇h〉〈N, ∂t〉. (3.30)

Precisamos também de condições suficientes para garantir a existência de um

ponto elíptico em uma hipersuperfície tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW.

Então vamos citar o Lema 5.4 de [6].

Lema 3.2.6 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW, e ψ : Σn →M

n+1 uma
imersão Riemanniana. Se f(h) atinge um mínimo local em algum ponto p ∈ Σn, tal
que f ′(h(p)) 6= 0, então p é um ponto elíptico em Σn.
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Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW e seja

N a aplicação de Gauss apontando para o futuro. Podemos definir o ângulo normal

hiperbólico Θ de Σn como uma função suave Θ : Σn → [0,+∞) como sendo

cosh Θ = −〈N, ∂t〉 ≥ 1.

De acordo com a terminologia usada em [79], dizemos que um espaço-tempo GRW

−I×fMn é dita ser espacialmente parabólica se a cobertura universal Riemanniana da

fibraMn é parabólica ( e então,Mn também é parabólica). O próximo Lema estabelece

condições suficientes para uma hipersuperfície completa tipo-espaço imersa em um

espaço-tempo GRW espacialmente parabólica ser parabólica (Para ver a demonstração,

ver o Teorema 4.4 de [77]). No que se segue, um slab

[t1, t2]×Mn = {(t, q) ∈ −I ×f Mn : t1 ≤ t ≤ t2}

é chamada uma região limitada tipo tempo.

Lema 3.2.7 Seja Σn uma hipersuperfície completa tipo-espaço que está em uma região
limitada tipo tempo de um espaço-tempo GRW espacialmente parabólicaMn+1

= −I×f
Mn. Se o ângulo normal hiperbólico de Σn é limitado, então Σn é parabólica.

Agora, estamos em condições de enunciar e demonstrar nosso próximo resultado.

Teorema 3.2.8 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW parcialmente para-

bólica e seja ψ : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço que está entre

uma região limitada tipo tempo de Mn+1. Suponha que Pr é limitada por cima ( no
sentido de formas quadráticas) e que o ângulo normal hiperbólico de Σn é limitado. Se,
para algum 0 ≤ r ≤ n− 1, Hr+1 é não negativo e satisfaz

Hr+1 ≥
f ′

f
(h)Hr, (3.31)

então Σn é um slice de Mn+1.

Demonstração. Vamos assumir que Σn está entre uma região limitada tipo tempo

de Mn+1, então existe uma constante positiva C tal que |g(h)| < C sobre Σn, onde g

denota uma primitiva de f . Então, definimos sobre Σn a função positiva ξ = C− g(h).

Desde que Pr ≤ βI para algum β > 0 temos β∆ ≥ Lr. Assim a partir (3.28) temos

38



que

β∆ξ = −β∆g(h) ≤ −Lr(g(h))

= br (f ′(h)Hr + f(h)Hr+1〈N, ∂t〉)

= brf(h)

(
f ′

f
(h)Hr +Hr+1〈N, ∂t〉

)
.

Consequentemente, tendo em conta a nossa hipótese (3.31), obtemos

β∆ξ ≤ brf(h)

(
f ′

f
(h)Hr +Hr+1〈N, ∂t〉

)
≤ brf(h)

(
f ′

f
(h)Hr −Hr+1

)
≤ 0.

Assim, ξ é uma função superharmônica positiva sobre Σn. Daí, o Lema 3.2.7

garante que ξ é uma constante sobre Σn e, sendo g′ = f > 0, h é também uma constante

sobre Σn. Portanto, Σn deve ser um slice de Mn+1.

Observação 3.2.9 Relacionado à hipótese (3.31) no Teorema 3.2.8, observamos
que Aledo em [4] usou o princípio do máximo generalizado de Omori [71] para obter
estimativas severas para a curvatura média de ordem superior de uma hipersuperfície
completa tipo-espaço em um espaço-tempo GRW em termos do quociente f ′

f
.

Desde que P0 = I, a partir do Teorema 3.2.8 obtemos o seguinte

Corolário 3.2.10 Seja M
n+1

= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente
parabólico e seja ψ : Σn →M

n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço que está em
uma região limitada tipo tempo de Mn+1. Suponha que o ângulo hiperbólico normal de
Σn é limitado. Se H é não negativo e tal que H ≥ f ′

f
(h), então Σn é um slice de Mn.

Para obtermos alguns resultados de unicidade, vamos considerar dois Lemas cha-

ves. O próximo corresponde ao Teorema 3 de [92]. No que segue, usaremos a notaa̧ão

Lp(Σ) := {u : Σn → R :
∫

Σ
|u|p(x)dΣ < +∞}.

Lema 3.2.11 Seja u uma função suave não negativa subharmônica sobre uma varie-
dade Riemanniana completa Σn. Se u ∈ Lp(Σ), para algum p > 1, então u é constante.

O próximo Lema corresponde ao Teorema 7 de [92].

Lema 3.2.12 Cada variedade Riemanniana completa não compacta com curvatura de
Ricci não negativa tem volume infinito.

Agora, estamos em condições de enunciar e demonstrar os nossos próximos resul-

tados.
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Teorema 3.2.13 Seja M
n+1

= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW tal que log f é
convexo. Seja ψ : Σn → M

n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço tal que Pr
é limitado por cima (no sentido de formas quadráticas). Suponha que Hr+1 > 0 e
f ′(h) > 0 satisfazendo

Hr+1 ≥ Hr
f ′

f
(h). (3.32)

Se f(h) ∈ Lp(Σ), para algum p > 1, e h tem um mínimo local sobre Σn, então Σn é
um slice de Mn+1 com vol(Σn) < +∞. Além disso, se a fibra Mn tem curvatura de
Ricci não negativa, então Σn é compacta.

Demonstração. A partir de (1.16) temos

Lr(f(h)) = f ′(h)Lr(h) + f ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉.

Agora, usando (3.27) obtemos

Lr(f(h)) = f ′(h) ((log f)′(h)(−brHr − 〈Pr∇h,∇h〉)− brHr+1〈N, ∂t〉) +

+ f ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉

= −f ′(h)(log f)′(h)brHr − f ′(h)(log f)′(h)〈Pr∇,∇h〉 (3.33)

− f ′(h)brHr+1〈N, ∂t〉+ f ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉

= f(h)(log f)′′(h)〈Pr∇h,∇h〉 − brf ′(h)

(
Hr

f ′

f
(h) +Hr+1〈N, ∂t〉

)
.

Por outro lado, desde que assumimos que h tem um mínimo local e f ′(h) > 0 sobre

Σn, a partir do Lema 3.2.5 temos que Σn tem um ponto elíptico. Agora, desde que

Hr+1 > 0, o Lema 3.2.3 assume que Pr é positivo definido. Consequentemente, usando

a hipótese que log f é convexo e usando o raciocínio da demonstração do Teorema

anterior, a partir de (3.33) temos

β∆f(h) ≥ Lr(f(h)) ≥ brf
′(h)

(
−Hr

f ′

f
(h) +Hr+1(−〈N, ∂t〉)

)
, (3.34)

para alguma constante positiva.

Consequentemente, desde que 〈N, ∂t〉 ≤ −1 e f ′(h) > 0, considerando (3.32)

sobre (3.34) concluimos que

β∆f(h) ≥ brf
′(h)

(
Hr+1 −Hr

f ′

f
(h)

)
≥ 0. (3.35)

Portanto, assumindo que f(h) ∈ Lp(Σ), a partir de (3.35) podemos aplicar o Lema

3.2.11 para concluir que f(h) é constante sobre Σn e vol(Σn) < +∞. Assim, desde que
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f ′(h) > 0 sobre Σn, obtemos que h é também constante e, consequentemente, Σn deve

ser um slice de Mn+1. Além disso, se a fibra Mn tem curvatura de Ricci não negativa,

então Σn também tem curvatura de Ricci não negativa. Portanto, neste caso, o Lema

3.2.12 garante que Σn é compacta.

Observação 3.2.14 De acordo com [68], V = V (t, p) = f(t)∂t é um campo de vetores
conforme fechado globalmente definido em um espaço-tempo GRW M

n+1
= −I×fMn.

Seguindo as ideias de [66, 56], dada uma hipersuperfície tipo espaço Σn imersa em
M

n+1 com aplicação de Gauss N apontando para o futuro, podemos escrever Vq =

e(q)Nq +V >q , para cada q ∈ Σn, onde e(q) = −〈Vq, Nq〉 > 0 e V >q são, respectivamente,
a energia e o n-impulso que o observador instantâneo Nq medidas para Vq. Neste
caso, dizemos que Σn tem p-energia total finita quando

∫
Σ
ep(q)dΣ < +∞, para p ≥ 1.

Assim, desde que e(q) ≥ f(q) para todo q ∈ Σn, se assumimos no Teorema 3.2.20 que
Σn tem p-energia total finita em vez de f(h) ∈ Lp(Σ), o resultado ainda é válido.

Também relacionado ao Teorema 3.2.20, levando em conta o Lema 3.2.2, vemos

que a hipótese que h tem um mínimo local sobre Σn não é necessária no caso que r = 1.

Além disso, no caso em que r = 0, o Teorema 3.2.20 pode ser lido da seguinte forma

Corolário 3.2.15 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW e seja ψ : Σn →

M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço. Suponha que H > 0, f ′(h) > 0 e que

as seguintes desigualdades sejam satisfeitas

n2

4

(
f ′

f

)2

(h) ≤ n2H2

4
≤ (n− 1)

f ′′

f
(h). (3.36)

Se f(h) ∈ Lp(Σ), para algum p > 1, então Σn é um slice de Mn+1 com vol(Σ) < +∞.
Além disso, se Mn+1 obedece a SNCC, então Σn é compacta.

Demonstração. Primeiramente notemos que não é dificil verificar uqe a hipótese

(3.36) implica que log f é convexo em Σn. Então, podemos proceder como no Teorema

3.2.20 para obter que Σn é um slice de Mn+1 com vol(Σ) < +∞.

Além disso, assumindo que Mn+1 obedece a SNCC juntamente com a segunda

desigualdade em (3.36), garantimos que a curvatura de Ricci de Σn é não negativa.

De fato, fixe X ∈ X(Σ) e seja {E1, . . . , En} um referencial local ortonormal sobre um

conjunto aberto U ⊂ Σn. Segue a partir da equação de Gauss que a curvatura de Ricci

Ric de Σn satisfaz

Ric(X,X) ≥
∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 −
n2H2

4
|X|2. (3.37)
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Para estimar a primeira soma do lado direito de (3.37), seja (mudando U para

um pequeno conjunto aberto, se necessário) E∗i = (πM)∗(Ei)X
∗ = (πM)∗(X). A partir

da Proposição 7.42 de [72] e equação (3.3), temos∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉+ (n− 1)((log f)′)2|X|2

−(n− 2)(log f)′′〈X,∇h〉2 − (log f)′′|∇h|2|X|2,
(3.38)

onde RM denota o tensor curvatura de M . Por escrito X∗ = X + 〈X, ∂t〉∂t, podemos

estimar a primeira soma do lado direito de (3.38) para obtermos∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 = f 2(|X∗|2M |E∗i |2M − 〈X∗, E∗i 〉2M)KM(X∗, E∗i )

≥ 1

f 2
((n− 1)|X|2 + |∇h|2|X|2

+(n− 2)〈X,∇h〉2) min
i
KM(X∗, E∗i ).

Por outro lado, desde que o nosso ambiente satisfaz a SNCC, temos que∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 ≥ ((n− 1)|X|2 + |∇h|2|X|2

+(n− 2)〈X,∇h〉2)(log f)′′.

(3.39)

Substituindo (3.39) sobre (3.38), obtemos∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 ≥ ((n− 1)|X|2 + (n− 2)〈X,∇h〉2

+|∇h|2|X|2)(log f)′′ + (n− 1)((log f)′)2|X|2

−(n− 2)〈X,∇h〉2(log f)′′ − |∇h|2|X|2(log f)′′

= (n− 1)
f ′′

f
|X|2.

(3.40)

Então, a partir (3.37) e (3.40), finalmente chegamos a

Ric(X,X) ≥
(

(n− 1)
f ′′

f
− n2H2

4

)
|X|2 ≥ 0.

Portanto, podemos aplicar mais uma vez o Lema 3.2.7 para concluir que Σn é

compacta.

Para estabelecer nossos próximos resultados, precisamos também do seguinte re-

sultado obtido por Caminha (confira Proposição 2.1 de [38]) em que extende o resultado

do Yau [92] sobre uma versão do Teorema de Stokes para uma variedade Riemannian

completa n-dimensional.
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Lema 3.2.16 Seja X um campo de vetores sobre uma variedade Riemanniana Σn

completa orientada n-dimensional, tal que divX não muda de sinal sobre Σn. Se |X| ∈
L1(Σn), então divX = 0.

Agora, consideremos um espaço-tempo GRW obedecendo uma condição de con-

vergência que pode ser considerado como uma situação oposta da SNCC.

Teorema 3.2.17 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW cuja fibra Mn tem

curvatura seccional constante κ satisfazendo a seguinte condição de convergência

κ ≤ inf
I

(ff ′′ − f ′2). (3.41)

Seja ψ : Σn →M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço que está em uma região

limitada de Mn+1. Suponha que a curvatura média H > 0 é limitada e que, para algum
1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e Hr+1 são positivas e tal que

Hr+1

Hr

≥ f ′

f
(h) > 0. (3.42)

Se h tem um mínimo local em Σn e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice de Mn+1.

Demonstração. Denotando por g uma primitiva arbitrária da função warping f , a

partir (1.17) temos que

div(Pr(∇g(h))) = 〈divPr,∇g(h)〉+ Lr(g(h)). (3.43)

Então, a partir de (3.28) e (3.43) obtemos

div(Pr(∇g(h))) = f(h)〈divPr,∇h〉 − br(f ′(h)Hr + f(h)Hr+1〈N, ∂t〉). (3.44)

Assumimos que Hr and Hr+1 são positivas e considerando que 〈N, ∂t〉 ≤ −1, a

partir (3.44) obtemos

div(Pr(∇g(h))) ≥ f(h)〈divPr,∇h〉+ brf(h)Hr

(
Hr+1

Hr

− f ′

f
(h)

)
. (3.45)

Então, usando a hipótese (3.42), a partir (3.45) obtemos

div(Pr(∇g(h))) ≥ f(h)〈divPr,∇h〉. (3.46)

Assim, a partir (3.30) e (3.46) temos que

div(Pr(∇g(h))) ≥ f(h)(n− r)
(

κ

f(h)2
− (log f)′′(h)

)
〈Pr−1∇h,∇h〉〈N, ∂t〉

≥ 1

f(h)
(n− r)((ff ′′ − f ′2)(h)− κ)〈Pr−1∇h,∇h〉. (3.47)
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Desde que f ′(h) > 0 e h tem um mínimo local sobre Σn, a partir do Lema 3.2.6

concluimos que Σn tem um ponto elíptico. Consequentemente, assumindo que Hr+1 >

0, podemos aplicar o Lema 3.2.3 para concluir que Pk é positivo definido para todos

2 ≤ k ≤ r. Então, também considerando a condição de convergência (3.41), a partir

de (3.47) obtemos que div(Pr∇g(h)) ≥ 0.

Por outro lado, desde queH é limitado eH2 > 0, podemos usar a relação algébrica

|A|2 = n2H2 − n(n− 1)H2 para garantir que Pr é limitado. Então, desde que Σn está

em uma região limitada tipo tempo de Mn+1, existe uma constante positiva C tal que

|Pr(∇g(h))| = |Prf(h)∇h| ≤ C|∇h|. (3.48)

Assim, assumindo que |∇h| ∈ L1(Σ), a partir de (3.48) concluimos que |Pr(∇g(h))| ∈

L1(Σ). Consequentemente, podemos aplicar o Lema 3.2.16 para obter que div(Pr∇g(h)) =

0 em Σn. Então, voltando para (3.44) e usando mais uma vez a hipótese (3.42) obtemos

que

−f
′

f
(h) =

Hr+1

Hr

〈N, ∂t〉 ≤ −
Hr+1

Hr

≤ −f
′

f
(h). (3.49)

Portanto, a partir de (3.49) obtemos que 〈N, ∂t〉 = −1 on Σn e, assim, Σn deve ser um

slice de Mn+1.

Não é difícil verificar que, levando em conta a equação (3.29) juntamente com

o Lema 3.2.2, podemos raciocinar de maneira semelhante como na demonstração do

Teorema 3.2.17 para obter o seguinte resultado, onde o ambiente espaço tempo é

suposto a obedecer a uma condição de convergência que é que é uma situação oposta

a NCC.

Corolário 3.2.18 Seja M
n+1

= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW que satisfaz a
seguinte condição de convergência

RicM ≤ (n− 1) inf
I

(ff ′′ − f ′2)〈 〉M . (3.50)

Seja ψ : Σn → M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço que está entre uma

região limitada tipo tempo de Mn+1. Suponha que a curvatura média H > 0 é limitada
e que a seguinte desigualdade é satisfeita

H2

H
≥ f ′

f
(h) > 0.

Se |∇h| ∈ L1(Σn), então Σn é um slice de Mn+1.
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Notemos que, considerando r = 0 ao longo da demonstração do Teorema 3.2.17,

obtemos o seguinte

Corolário 3.2.19 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW e seja ψ : Σn →

M
n+1 uma hipersuperfície completa tipo espaço que está entre uma região limitada tipo

tempo de Mn+1. Suponha que a curvatura média H > 0 satisfaz

H ≥ f ′

f
(h) > 0.

Se |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice de Mn+1.

Para fechar essa seção, também observamos que podemos raciocinar como na

demonstração do Teorema 3.2.17 para obtermos a seguinte extensão do Teorema 3.7

de [12] e o Teorema 4.1 de [76].

Teorema 3.2.20 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW cuja fibra Mn tem

curvatura seccional constante κ satisfazendo a SNCC e seja ψ : Σn → −I ×f Mn uma
hipersuperfície completa tipo espaço que está em uma região limitada tipo tempo de
M

n+1. Suponha que a curvatura média H > 0 é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤
n− 1, Hr e Hr+1 são potitivas e tais que

Hr+1

Hr

≤ − 1

〈N, ∂t〉
f ′

f
(h).

Se h tem um mínimo local em Σn e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice de Mn+1.

3.3 Hipersuperfícies tipo-espaço máximas em um es-
paço-tempo GRW

Esta seção é dedicada a apresentar nossos principais resultados que são relativos à

unicidade e inexistência de hipersuperfícies tipo-espaço máximas (isto é, com curvatura

média identicamente nula) imersas em um espaço-tempo GRW obedecendo o TCC.

No que segue, um slab

[t1, t2]×Mn = {(t, q) ∈ −I ×f Mn : t1 ≤ t ≤ t2}

é chamada uma região limitada tipo-tempo.

Nosso primeiro resultado desta seção é uma espécie de melhoria do Teorema 4.6

em [65].
Teorema 3.3.1 Seja Mn+1

= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW obedecendo o TCC.
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(i) As únicas hipersuperfícies tipo espaço completas maximais Σn contida em uma
região limitada tipo-tempo de Mn+1, cujo ângulo hiperbólico e segunda forma fun-
damental são limitados, f ′′(h) < 0 e com |∇h| ∈ L1(Σ), são os slices totalmente
geodésicos de Mn+1.

(ii) Não existe uma hipersuperfície completa tipo espaço maximal Σn contida em uma
região limitada tipo-tempo de Mn+1ângulo hiperbólico limitado e segunda forma
limitada, f ′(h) 6= 0 e com |∇h| ∈ L1(Σ).

Demonstração. A partir da Proposição 3.1 de [56] temos

1

2
∆ sinh2 θ ≥ n

f ′(h)2

f(h)2
+ 〈A2∇h,∇h〉 − 2

f ′(h)

f(h)
Hess(h)(∇h,∇h)

+ cosh2 θRicM(N∗, N∗) + 2
f ′(h)

f(h)
cosh θ〈A∇h,∇h〉

+(2n+ 1)
f ′(h)2

f(h)2
sinh2 θ − nf

′′(h)

f(h)
sinh2 θ + (n+ 1)

f ′(h)2

f(h)2
sinh4 θ(3.51)

−nf
′′(h)

f(h)
sinh4 θ.

Por outro lado, não é difícil ver que

∇ cosh θ = A(∇h)− f ′(h)

f(h)
〈N, ∂t〉∇h (3.52)

e

sinh2 θ = f(h)2〈N∗, N∗〉M . (3.53)

Usando a desigualdade (3.8) e a equação (3.53), a partir de (3.51) temos

1

2
∆ sinh2 θ ≥ 2

f ′(h)

f(h)
(cosh θ〈A∇h,∇h〉 − Hess(h)(∇h,∇h))

+(n− 1) cosh2 θ sinh2 θ(log f)′′(h) + (2n+ 1)
f ′(h)2

f(h)2
sinh2 θ

−nf
′′(h)

f(h)
sinh2 θ + (n+ 1)

f ′(h)2

f(h)2
sinh4 θ − nf

′′(h)

f(h)
sinh4 θ. (3.54)

Mas, a partir da equação (3.52) obtemos também

cosh θ〈A(∇h),∇h〉 − Hess(h)(∇h,∇h) = cosh θ
f ′(h)

f(h)
〈N, ∂t〉|∇h|2

= − cosh2 θ sinh2 θ
f ′(h)

f(h)
. (3.55)

Assim, inserindo (3.55) em (3.54), após alguns cálculos obtemos

1

2
∆ sinh2 θ ≥ n

(
f ′(h)

f(h)

)2

sinh2 θ − nf
′′(h)

f(h)
sinh4 θ. (3.56)
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Agora, vamos assumir o item (i). A partir da desigualdade (3.56) obtemos

1

2
∆ sinh2 θ ≥ −nf

′′(h)

f(h)
sinh4 θ. (3.57)

Em particular, desde que f ′′(h) < 0, a partir de (3.57) concluimos que sinh2 θ é uma

função subharmônica sobre Σn.

Por outro lado, desde que A e θ são limitados e que Σn está contida em uma

região limitada tipo-tempo de Mn+1, a partir de (3.52) temos

|∇ sinh2 θ| = 2 cosh θ

∣∣∣∣(A+
f ′(h)

f(h)
cosh θI

)
∇h
∣∣∣∣ ≤ C|∇h|, (3.58)

para alguma constante C. Então, assumindo que |∇h| ∈ L1(Σ), a partir de (3.58)

obtemos que |∇ sinh2 θ| ∈ L1(Σ).

Consequentemente, aplicando o Lema 3.2.16 obtemos que sinh2 θ é, de fato,

harmônica sobre Σn. Portanto, voltando a (3.57) e usando mais uma vez a hipótese

f ′′(h) < 0, concluimos que θ se anula sobre Σn, isto é, Σn deve ser um slice totalmente

geodésico de Mn+1.

Agora, vamos demonstrar o item (ii). Para isto, suponha por contradição que

existe tal hipersuperfície tipo espaço Σn. A partir da desigualdade (3.56), temos tam-

bém
1

2
∆ sinh2 θ ≥ n

(
f ′(h)

f(h)

)2

sinh2 θ ≥ 0. (3.59)

Então, aplicando o Lema 3.2.16 concluimos que sinh2 θ é uma função harmônica. Agora

voltando para (3.56) deve ser sinh2 θ ≡ 0. Assim, usando a identidade (3.6), temos que

cosh2 θ = 1 sobre Σn. Portanto, existe t0 ∈ I tal que Σn ⊂ Mn
t0
e, por completude, Σn

é um slice totalmente geodésico com f ′(t0) = 0, o que é uma contradição.

Observação 3.3.2 Recordamos que um espaço-tempo Mn+1 obedece a condição de
energia ubíqua se a curvatura de Ricc satisfaz Ric(Z,Z) > 0, para todo campo de
vetores tipo-tempo Z ∈ X(M). Esta última condição de energia é mais forte do que
o TCC e significa aproximadamente uma presença real de matéria em qualquer ponto
de espaço-tempo. Não é difícil ver que Mn+1

= −I ×f Mn é um espaço-tempo GRW
obedecendo a condição de energia ubíqua quando f ′′ < 0. Observemos que um sub-
conjunto aberto do espaço do anti-de Sitter Hn+1

1 que é modelado pelo espaço-tempo
GRW − (−π/2, π/2) ×cos t Hn (cf. Exemplo 3 na Seção 4 de [68]), chamado o espaço
de Einstein-de Sitter como modelo cosmológico −(0,∞)×t2/3 R3 e certos modelos cos-
mológicos do big bang (ver, por exemplo, Capítulo 12 de [72], Capítulo 5 de [29] ou
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Capítulo 5 de [53]) são exemplos de espaços-tempo obedecendo a condição de energia
ubíqua. Agora, neste caso, as hipóteses f ′′(h) < 0 no Teorema 3.3.1 é automaticamente
satisfeita.

Vale a pena fazer uma discussão sobre o significado de nossa suposição no Teo-

rema 3.3.1 sobre a integrabilidade de |∇h| sobre a hipersuperfície tipo-espaço Σn tanto

do ponto de vista geométrico quanto físico. Do primeiro ponto de vista, é uma extensão

natural do caso em que a hipersuperfície tipo-espaço é compacta.

De acordo com [68],

V = V (t, p) = f(t)∂t (3.60)

é um campo de vetores conformes fechado globalmente definido sobre um espaço-tempo

GRW M
n+1

= −I×fMn. Agora, seguindo os conceitos de [84] (ver também [66, 56]),

dada uma hipersuperfície tipo-espaço Σn imersa em M
n+1 com aplicação de Gauss

apontando para o futuro N , podemos escrever Vq = e(q)Nq + V >q , para cada q ∈ Σn,

onde e(q) = −〈Vq, Nq〉 > 0 e V >q são, respectivamente, a energia e o n-momento que

o obervador instantâneo Nq medido para Vq. Além disso, a quantidade
1

e(q)
V >q é a

velocidade relativa (e, assim,
1

e(q)
|V >q | é a velocidade relativa) de Vq com respeito a

Nq. Note que

|V >q | =
√
−〈Vq, Vq〉 sinh θ(q), (3.61)

onde θ(q) é o ângulo hiperbólico entre Vq e Nq. Então, a partir de (3.61) obtemos

|V >q | = e(q) tanh θ(q) ≤ e(q). (3.62)

Portanto, a partir da equação da norma do campo gradiente e (3.60) obtemos também

que

|V >q | = f(h(q))|∇h(p)|. (3.63)

Consequentemente, assumindo que Σn está contida em uma região limitada tipo-tempo

de Mn+1, a partir de (3.62) e (3.63) vemo que a integrabilidade de |∇h| pode ser

considerado como o n-momento de N tendo norma integrável sobre Σn e, em particular,

tal condição é satisfeita quando Σn tem energia total finita, isto é,∫
Σ

e(q)dΣ < +∞.

Agora, a partir do Teorema 3.3.1 obtemos o seguinte
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Corolário 3.3.3 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW obedecendo o TCC.

(i) As únicas hipersuperfícies completas tipo-espaço maximais Σn contidas em uma
região limitada tipo-tempo de M

n+1, cujo ângulo hiperbólico e segunda forma
fundamental são limitados, f ′′(h) < 0 e com energia total finita, são os slices
totalmente geodésicos de Mn+1.

(ii) Não existe uma hipersuperfície completa tipo-espaço maximal Σn contida em uma
região limitada tipo-tempo de Mn+1 tendo ângulo hiperbólico limitado e segunda
forma limitada, f ′(h) 6= 0 e com energia total finita.

Em [54], Ishihara provou que uma hipersuperfície completa tipo-espaço maxi-

mal n-dimensional no espaço anti-de Sitter Hn+1
1 deve ter a norma ao quadrado da

segunda forma fundamental limitada por n. Considerando o resultado do Ishihara’s,

Teorema 3.3.1 nos permite fazer o seguinte refinamento do Teorema 1.2 em [37].

Corolário 3.3.4 As únicas hipersuperfícies completas tipo-espaço maximais Σn con-
tiddas em uma região limitada tipo-tempo de − (−π/2, π/2) ×cos t Hn ⊂ Hn+1

1 , cujo
ângulo hiperbólico é limitado e com |∇h| ∈ L1(Σ), são os slices totalmente geodésicos
{0} ×Hn.

Uma variedade Riemanniana Σn é dita ser estocasticamente completa se, para

algum (e, assim, pra cada) (x, t) ∈ Σ × (0,+∞), o kernel p(x, y, t) do operador de

Laplace-Beltrami ∆ satisfaz a propriedade de conservação∫
Σ

p(x, y, t)dµ(y) = 1. (3.64)

Do ponto de vista probabilistico, a completude estocástica é a propriedade de um

processo estocástico para tempo de vida infinito. Para o movimento Browiano em um

coletor, a propriedade de conservação (3.64) mede a probabilidade total da partícula

ser encontrada no state space é constante igual a um (cf. [49, 50, 51, 87]).

Por outro lado, Pigola, Rigoli e Setti mostrou que a completude estocástica é equi-

valente validade do princípio do máximo de Omori-Yau na forma fraca (ver Teorema

1.1 de [74] ou Teorema 3.1 de [73]), pode ser expressa abaixo

Lema 3.3.5 Uma variedade Riemanniana Σn é estocasticamente completa se, e so-
mente se, para cada g ∈ C2(Σ) satisfazendo supΣ g < +∞, então existe uma sequencia
de pontos {pk} ⊂ Σn tal que

lim
k→∞

g(pk) = sup
Σ
g e lim sup

k→∞
∆g(pk) ≤ 0.
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Nosso próximo resultado é uma extensão daqueles obtidos em [32, 37, 65, 77, 78,

82] para o caso em que a hipersuperfície tipo-espaço é maximal é suposta ser estocas-

ticamente completa. Para vermos isto, observemos que os slices de um espaço-tempo

GRW que satisfaz (3.8) têm curvatura de Ricci limitada por baixo e, consequentemente,

são estocasticamente completos.

Teorema 3.3.6 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW obedecendo o TCC.

(i) As únicas hipersuperfícies tipo-espaço maximais estocasticamente completas con-
tidas em uma região limitada tipo-tempo U ⊂ M

n+1, cujo ângulo hiperbólico é
limitado e tal que f ′′ < 0 em U , são os slices totalmente geodésicos Mn+1.

(ii) Não existe hipersuperfície tipo-espaço maximal estocasticamente completa contida
em uma região limitada tipo-tempo U ⊂ M

n+1, com ângulo hiperbólico limitado
e tal que f ′ 6= 0 em U .

Demonstração. Vamos demonstrar o item (i). A partir de (3.57) temos que

1

2
∆ sinh2 θ ≥ −nf

′′(h)

f(h)
sinh4 θ.

Consequentemente, desde que Σn está contida em uma região limitada tipo-tempo

U ⊂M
n+1 com f ′′ < 0 em U , então existe uma constante positiva C tal que

1

2
∆ sinh2 θ ≥ C sinh4 θ. (3.65)

Por outro lado, assumindo que θ é limitado, podemos aplicar o Lema 3.3.5 nesta

ordem para obter a sequencia de pontos {pk}k∈N ⊂ Σn tal que

0 ≤ sup
Σ

sinh2 θ = lim
k→∞

sinh2 θ(pk) and lim sup
k→∞

∆ sinh2 θ(pk) ≤ 0 (3.66)

Considerando (3.66) sobre a desigualdade (3.65), obtemos

0 ≥ lim sup
k→∞

∆ sinh2 θ(pk) ≥ C sup
M

sinh4 θ ≥ 0. (3.67)

Portanto, a partir de (3.1) concluimos que θ = 0 sobre Σn e, assim, Σn deve ser um

slice totalmente geodésico de Mn+1.

Agora, vamos demonstrar o item (ii). Suponha, por contradição, que existe uma

hipersuperfície maximal estocasticamente completa Σn. A partir de (3.57) temos tam-

bém que
1

2
∆ sinh2 θ ≥ n

f ′(h)2

f(h)2
sinh2 θ.
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Então, como no intem anterior, existe uma constante positiva C tal que

1

2
∆ sinh2 θ ≥ C sinh2 θ. (3.68)

Por outro lado, vamos supor que θ é limitado, a partir de (3.6), aplicamos o

Lema 3.3.5 nesta ordem para obter uma sequencia de pontos {pk}k∈N ⊂ Σn tal que

0 ≤ sup
Σ

sinh2 θ = lim
k→∞

sinh2 θ(pk) e lim sup
k→∞

∆ sinh2 θ(pk) ≤ 0. (3.69)

Agora, aplicando (3.69) sobre a desigualdade (3.68) obtemos

0 ≥ lim sup
k→∞

∆ sinh2 θ(pk) ≥ 2C sup
M

sinh2 θ ≥ 0.

Daí, concluimos que sinh2 θ ≡ 0. Usando a equação (3.6), temos que cosh2 θ = 1

sobre Σn. Portanto, existe t0 ∈ I tal que f ′(t0) = 0 e Σn ⊂ Mn
t0

e, assim, temos uma

contradição.

De acordo com a terminologia de Alías e Colares em [13], um espaço-tempo GRW

é dito obedecer a condição de convergência forte (SNCC) quando a curvatura seccional

KM oda fibra Mn satisfaz a seguinte desigualdade

KM ≥ sup
I

(f 2(log f)′′), (3.70)

Não é difícil ver que o SNCC implica o NCC.

Parafraseando a definição da SNCC, dizemos que um espaço-tempo GRW obedece

a condição de convergência tipo-tempo (STCC) quando (3.70) é satisfeita e f ′′ ≤ 0.

Nesta ordem vamos estabelecer o próximo resultado, que é uma consequência

do princípio do máximo generalizado de Omori-Yau [71, 92] que é obtida por Akuta-

gawa [26].

Lema 3.3.7 Seja Σn uma variedade Riemanniana completa n-dimensional com cur-
vatura de Ricci limitada por baixo. Se g ∈ C2(Σ) é não negativa e satisfaz ∆g ≥ Cgβ,
para alguns números reais C > 0 e β > 1, então g ≡ 0.

Vamos aplicar o Lema anterior para obter uma extensão de vários resultados em

[32, 37, 65, 77, 78, 82] para o contexto de hipersuperfícies completas tipo-espaço imersas

em um espaço-tempo GRW obedecendo o STCC.
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Teorema 3.3.8 Seja Mn+1
= −I×fMn um espaço-tempo GRW obedecendo o STCC.

As únicas hipersuperfícies completas tipo-espaço maximais contidas em uma região
limitada tipo-tempo, U ⊂ M

n+1 com f ′′ < 0 em U são os slices totalmente geodésicos
tipo-espaço de Mn+1.

Demonstração. Primeiramente, aplicando o Lema 3.3.7,afirmamos que a curvatura

de Ricci de Σn élimitada por baixo. De fato, seja X ∈ X(Σ) e um referencial local

ortonormal {E1, · · · , En} of X(Σ). Então, desde que Σn é maximal, segue a partir da

equação de Gauss que a curvatura de Ricci Ric of Σn é dada por

Ric(X,X) =
∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉+ |AX|2 ≥
∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉. (3.71)

Consequentemente, a partir de (3.71) obtemos que Ric(X,X) é limitado por baixo se,

e somente se,
∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 é limitado por baixo.

Por outro lado, usando a equação (33) de [13] (ver também Proposição 7.42

de [72]) e considerando a equação da norma do campo gradiente, obtemos∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉+ (n− 1)((log f)′(h))2|X|2

−(n− 2)(log f)′′(h)〈X,∇h〉2 − (log f)′′(h)|∇h|2|X|2.(3.72)

onde RM é o tensor curvatura de Mn, E∗i = (πM)∗(Ei) e X∗ = (πM)∗(X).

Ao calcular a primeira parcela do lado direito de (3.72), temos∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 ≥

1

f 2(h)
((n− 1)|X|2 + |∇h|2|X|2

+(n− 2)〈X,∇h〉2) min
i
KM(X∗, E∗i ). (3.73)

Então, considerando (3.70) sobre (3.73), obtemos∑
i

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 ≥ ((n− 1)|X|2 + |∇h|2|X|2 (3.74)

+(n− 2)〈X,∇h〉2)(log f)′′(h).

Substituindo (3.74) em (3.72), temos que∑
i

〈R(X,Ei)X,Ei〉 ≥ (n− 1)
f ′′(h)

f(h)
|X|2. (3.75)

Assim, desde que Σn está contida em um região limitada tipo-tempo de Mn+1, a

partir de (3.75) obtemos que a curvatura de Ricci de Σn é limitada por baixo.
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Além disso, de forma similar a demonstração do Teorema 3.3.6, vemos que a

desigualdade (3.65) ainda vale. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.3.7 para concluir

que θ se anula identicamente sobre Σn e, assim, Σn deve ser um slice totalmente

geodésico de Mn+1.

3.4 Gráficos inteiros tipo-espaço

Seja Ω ⊂Mn um domínio conexo deMn. Para cada u ∈ C∞(Ω) tal que |Du|M <

f(u) onde |Du|M denota a norma do campo gradiente Du de u, vamos considerar o

gráfico sobre Ω determinado por uma função suave u ∈ C∞(Ω) e que é dado por

Σ(u) = {(u(x), x); x ∈ Ω} ⊂ −I ×f Mn.

A métrica induzida sobre Ω a partir da métrica Lorentziana sobre o espaço ambiente

via Σ(u) é

〈 , 〉 = −du2 + f 2(u)〈, 〉Mn . (3.76)

O gráfico é dito ser inteiro quando Ω = Mn. Neste caso, não é difícil ver que o

gráfico Σ(u) é um gráfico tipo espaço se, e somente se, |Du|M < f(u). Observe que o

Lema 3.1 em [17], neste caso onde Mn é é uma variedade simplesmente conexa, cada

hipersuperfície completa tipo espaço Σn em −I ×f Mn tal que a função warping é

limitada sobre Σn em um gráfico inteiro tipo espaço em tal espaço. Em particular,

isso acontece para uma hipersuperfície completa tipo espaço limitada longe do infinito

de −I ×f Mn. Assim, em contraste para o caso de subvariedades fechadas em um

espaço Riemanniano completo, um gráfico inteiro tipo espaço em um espaço-tempo

GRW completo não é necessariamente completo, nesse sentido a métrica Riemanniana

induzida (3.76) não é necessariamente completa sobre Mn. Por exemplo, Albujer [1]

obteve exemplos explícitos de gráficos inteiros maximais não completos em −R×H2.

Se Σ(u) é um gráfico inteiro tipo espaço vertical sobre um domínio Ω, a aplicação

de Gauss N apontando para o futuro é dado pelo campo de vetores

N(x) =
f(u(x))√

f 2(u(x))− |Du(x)|2M

(
∂t|(u(x),x) +

1

f 2(u(x))
Du(x)

)
, x ∈ Ω. (3.77)

Então, no que segue podemos ver que, usando (3.4) e (3.77) obtemos a seguinte

relação

|∇h|2 =
|Du|2M

f 2(u)− |Du|2M
. (3.78)
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A partir do Teorema 3.2.8 obtemos o seguinte resultado não paramétrico.
Corolário 3.4.1 Seja Mn+1

= −I×fMn um espaço-tempo GRW espacialmente para-
bólico e seja Σ(u) um gráfico inteiro vertical de uma função suave limitada u ∈ C∞(M).
Suponha que Pr é limitado por cima (no sentido de formas quadráticas) e que, para
algum 0 ≤ r ≤ n− 1, Hr+1 é não negativo e satisfaz

Hr+1 ≥
f ′

f
(u)Hr.

Se |Du|2M ≤ αf 2(u), para alguma constante 0 < α < 1, então Σ(u) é um slice de Mn+1.

Demonstração. Usando o raciocínio da primeira parte da demonstração do Teorema

4.1 de [2] ( recomendamos ver também o Lema 17 de [5]), obtemos que Σ(u) é, de

fato, completa. Além disso, a partir da relaão (3.78) vemos que nossa hipótese que

|Du|2M ≤ αf 2(u), para alguma constante 0 < α < 1. também garante que Σ(u) tem

ângulo hiperbólico normal limitado. Portanto, podemos aplicar o Teorema 3.2.8 para

concluir o resultado.

Finalmente, procedendo de forma similar a demonstração do Corolário 5.1 de [12],

não é difícil ver que podemos obter a seguinte versão dos Teoremas 3.2.17 e 3.2.20,

respectivamente.

Corolário 3.4.2 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW cuja fibra Mn tem

curvatura seccional constante κ satisfazendo a condição de convergência (3.41) e seja
Σ(u) um gráfico inteiro vertical de uma função suave limitada u ∈ C∞(M). Suponha
que a curvatura média H > 0 é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e Hr+1

são positivas tais que

Hr+1

Hr

≥ f ′

f
(u) > 0.

Se u tem um mínimo local sobre Mn, |Du|2M ≤ αf 2(u), para alguma constante 0 <

α < 1, e |Du|M ∈ L1(M), então Σ(u) é um slice de Mn+1.

Corolário 3.4.3 Seja Mn+1
= −I ×f Mn um espaço-tempo GRW cuja fibra Mn tem

curvatura seccional constante κ satisfazendo a SNCC e seja Σ(u) um gráfico inteiro
vertical de uma função suave limitada u ∈ C∞(M). Suponha que a cuvatura média
H > 0 é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e Hr+1 são positivas tais que

H2

H
≤ (1− α)

f ′

f
(u)

e
|Du|2M ≤ αf 2(u),
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para alguma constante 0 < α < 1. If u tem um ponto elíptico sobre Mn e |Du|M ∈
L1(M), então Σ(u) é um slice de Mn+1.

Observermos agora que o operador de Weingarten A de Σ(u) com respeito a

orientação (3.77) é dado por

AX = − 1

f(u)
√
f 2(u)− |Du|2M

DXDu−
f ′(u)√

f 2(u)− |Du|2M
X

+

(
−〈DXDu,Du〉M

f(u) (f 2(u)− |Du|2M)
3/2

+
f ′(u)〈Du,X〉

(f 2(u)− |Du|2M)
3/2

)
Du, (3.79)

para cada campo de vetores tangentes X. Consequentemente, denotando por div o

operador divergente sobre Σ(u), a função curvatura média H(u) associada ao operador

A é dada por

H(u) = −div

(
Du

nf(u)
√
f(u)2 − |Du|2M

)
− f ′(u)

n
√
f(u)2 − |Du|2M

(
n+
|Du|2M
f(u)2

)
.

A equação diferencial H(u) = 0 com as contrações |Du|M < f(u) é chamada a equação

hipersuperfície tipo-espaço maximal emM , e as soluções fornecem gráficos tipo-espaço

maximais em M .

Motivado por esse digressão, consideramos a seguinte equação hipersuperfície

tipo-espaço maximal

(E)


div

(
Du

f(u)
√
f(u)2 − |Du|2M

)
= − f ′(u)√

f(u)2 − |Du|2M

(
n+
|Du|2M
f(u)2

)

|Du|M ≤ αf(u),

onde 0 < α < 1 é constante. Observemos que (E) é uniformemente elíptico e que as

contrações sobre |Du|M assegura a limitação do ângulo hiperbólico θ de Σ(u). De fato,

usando (3.6) e (3.78) vemos que |Du|M ≤ αf(u) implica cosh θ ≤ 1√
1− α2

.

Para estudar equações (E), também lembramos que

|u|C2(M) = max
|γ|≤2
|Dγu|L∞(M).

Nosso próximo resultado corresponde a uma versão não paramétrica do Teo-

rema 3.3.1. Mais precisamente,

Corolário 3.4.4 Seja Mn+1
= −I ×f Mn ser um espaço-tempo GRW obedecendo o

TCC.
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(i) As únicas soluções inteiras de (E) tais que |u|C2(M) < +∞, f ′′(u) < 0 e |Du|M ∈
L1(M) são as funções constantes u = c, com f ′(c) = 0.

(ii) Não existe solução inteira u de (E) tal que |u|C2(M) < +∞, f ′(u) 6= 0 e |Du|M ∈
L1(M).

Demonstração. Assumindo que |u|C2(M) < +∞ e |Du|M ≤ αf(u) para alguma cons-

tante 0 < α < 1, a partir de (3.79) obtemos que |A| é limitada sobre Σ(u). Portanto,

usando o mesmo raciocínio da demonstração do Corolário 5.1 de [12], podemos aplicar

o Teorema 3.3.1 para obter o resultado.

Com procedimento análogo ao feito na prova do corolário anterior, obtemos a

versão não paramétrica do Teorema 3.3.8.

Corolário 3.4.5 Seja Mn+1
= −I×fMn um espaço-tempo GRW obedecendo o STCC

e seja U uma região limitada tipo-tempo de Mn+1 tal que f ′′ < 0 em U . As únicas
soluções inteiras de (E) contida em U são as funções constantes u = c, com f ′(c) = 0.

56



Capítulo 4

Subvariedades completas em formas
espaciais Riemannianas

Neste capítulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [62, 63]. No que

segue, considerando o vetor curvatura média normalizado paralelo, apresentamos uma

fórmula tipo Simons para subvariedades imersas em ambientes com curvatura seccional

constante.

4.1 Alguns fatos básicos

Seja Mn uma subvariedade conexa n-dimensional imersa em uma forma espacial

Riemanniana Qn+p
c , com curvatura seccional constante c. No que segue, consideramos

a seguinte convenção para os índices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ p, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n e n+ 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n+ p.

Escolhemos um referencial local ortonormal {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+p} ao longo de

Mn, onde {ei}i=1,...,n são tangentes a Mn e {eα}α=n+1,...,n+p são normais a Mn. Seja

{ωB} os correspondentes duais coreferenciais, e {ωBC} a conexão 1-formas sobre Qn+p
c .

Restrigindo sobreMn, a segunda forma fundamental A, o tensor curvatura R e o tensor

curvatura normal R⊥ de Mn pode ser dado por

ωiα =
∑
j

hαijωj, A =
∑
i,j,α

hαijωi ⊗ ωj ⊗ eα,



dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj −
1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl,

dωαβ =
∑
γ

ωαγ ∧ ωγα −
1

2

∑
k,l

R⊥αβklωk ∧ ωl.

Além disso, as componentes hαijk da derivada covariante ∇A satisfaz∑
k

hαijkωk = dhαij +
∑
k

hαkiωkj +
∑
k

hαkjωki +
∑
β

hβijωβα. (4.1)

A equação de Gauss é

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) +
∑
α

(hαikh
α
jl − hαilhαjk). (4.2)

Em particular, as componentes do tensor de Ricci Rik são dadas por

Rik = c(n− 1)δik + n
∑
α

Hαhαik −
∑
α,j

hαijh
α
jk, (4.3)

onde Hα = 1
n

∑
i h

α
ii são as componentes do vetor curvatura média

H =
∑
α

Hαeα.

Além disso, a curvatura escalar normalizada R é dada por

R =
1

(n− 1)

∑
i

Rii. (4.4)

A partir de (4.3) e (4.4), obtemos a seguinte relação

n(n− 1)R = n(n− 1)c+ n2H2 − |A|2, (4.5)

onde

|A|2 =
∑
α,i,j

(hαij)
2

é a norma ao quadrado da segunda forma fundamental e

H = |H|

é a função curvatura média de Mn.

Pela diferenciação exterior de (4.1), temos a identidade de Ricci

hαijkl − hαijlk =
∑
m

hαmjRmikl +
∑
m

hαimRmjkl +
∑
β

hβijR
⊥
βαkl. (4.6)
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As equações de Codazzi e Ricci são dadas, respectivamente, por

hαijk = hαikj = hαjik (4.7)

e

R⊥αβij =
∑
k

(hαikh
β
kj − h

α
jkh

β
ki). (4.8)

4.2 Uma fórmula tipo Simons

A partir de agora, vamos considerar subvariedades Mn de Qn+p
c com vetor curva-

tura média normalizado paralelo, em que a função curvatura média H é positiva e que

o correspondente vetor curvatura média normalizado
H

H
é paralelo como uma seção de

fibrado normal.

Neste contexto, podemos escolher um referencial local ortonormal {e1, . . . , en+p}

tal que en+1 =
H

H
. Então,

Hn+1 =
1

n
tr(hn+1) = H and Hα =

1

n
tr(hα) = 0, α ≥ n+ 2. (4.9)

Vamos considerar o seguinte tensor simétrico

Φ =
∑
α,i,j

Φα
ijωi ⊗ ωj ⊗ eα,

onde Φα
ij = hαij −Hαδij. Consequentemente, temos que

Φn+1
ij = hn+1

ij −Hδij and Φα
ij = hαij, n+ 2 ≤ α ≤ n+ p. (4.10)

Seja |Φ|2 =
∑

α,i,j(Φ
α
ij)

2 o quadrado da norma de Φ. A partir de (4.5), não é

difícil verificar que Φ é sem-traço com

|Φ|2 = |A|2 − nH2 = n(n− 1)(c+H2 −R). (4.11)

Extendendo as ideias de [52], obtemos a seguinte fórmula tipo Simons

Proposição 4.2.1 Seja Mn uma subvariedade n-dimensional (n ≥ 2) com vetor cur-
vatura média normalizado paralelo imersa em uma forma espacial Qn+p

c . Então, temos

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 +

∑
i,j,α

nHα
ijh

α
ij + cn|Φ|2 + n

∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki

−
∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

−
∑
i,j,α,β

(R⊥αβij)
2.
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Demonstração. Observe que

1

2
∆|A|2 =

∑
α,i,j

hαij∆h
α
ij +

∑
α,i,j,k

(hαijk)
2, (4.12)

onde o Laplaciano ∆hαij de hαij é definido por ∆hαij =
∑

k h
α
ijkk, usando a equação de

Codazzi (4.7) em (4.12) temos

1

2
∆|A|2 =

∑
α,i,j

hαij

(∑
k

hαijkk

)
+
∑
α,i,j,k

(hαijk)
2 = |∇A|2 +

∑
α,i,j,k

hαijh
α
kijk. (4.13)

Então, a partir de (4.6) e (4.13) concluimos que

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 +

∑
α,i,j,k

(hαijh
α
kki)j −

∑
α,i,j,k

hαijjh
α
kki +

∑
α,i,j,m

hαijh
α
miRmj

+
∑

α,i,j,k,m

hαijh
α
kmRmijk +

∑
β,α,i,j,k

hαijh
β
kiR

⊥
βαjk. (4.14)

Assim, observemos que
∑

α,i,j,k h
α
ijjh

α
kki = n2|∇⊥H|2, onde |∇⊥H|2 =

∑
α,i(H

α
i )2,

a partir de (4.14) obtemos

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 − n2|∇⊥H|2 +

∑
α,i,j,k

(
hαijh

α
kki

)
j

+
∑

α,i,j,k,m

hαijh
α
mkRmijk (4.15)

+
∑
α,i,j,m

hαijh
α
imRmj +

∑
α,β,i,j,k

hαijh
β
ikR

⊥
βαjk.

Mas, usando novamente a equação de Codazzi (4.7) obtemos que

−n2|∇⊥H|2 +
∑
α,i,j,k

(hαijh
α
kki)j =

∑
i,j,α

nHα
ijh

α
ij. (4.16)

A partir de (4.2) e (4.3) concluimos também que∑
α,i,j,k,m

hαijh
α
mkRmijk +

∑
α,i,j,m

hαijh
α
imRmj +

∑
β,α,i,j,k

hαjih
β
ikR

⊥
βαjk (4.17)

= c|Φ|2 −
∑

α,β,i,j,k,m

hαijh
β
ijh

α
mkh

β
mk + n

∑
α,β,i,j,m

Hβhβmjh
α
ijh

α
im

−
∑

α,β,i,j,m,l

hαijh
α
imh

β
mlh

β
lj +

∑
α,β,i,j,k,m

hαijh
α
kmh

β
jmh

β
ik +

∑
α,β,i,j,k

hαjih
β
ikR

⊥
βαjk.

Por outro lado, a partir de (4.44) obtemos∑
α,β,i,j,m

Hβhβmjh
α
ijh

α
im =

∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki, (4.18)
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e ∑
α,β,i,j,k,m

hαijh
β
ijh

α
mkh

β
mk =

∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

. (4.19)

Assim, usando (4.8) temos∑
α,β,j,k

(R⊥αβjk)
2 =

∑
α,β,i,j,k

(hβjih
α
ik − hαjih

β
ik)R

⊥
βαjk (4.20)

=
∑

α,β,i,j,m,l

hαijh
α
imh

β
mlh

β
lj −

∑
α,β,i,j,k,m

hαijh
α
kmh

β
jmh

β
ik −

∑
α,β,i,j,k

hαjih
β
ikR

⊥
βαjk.

Portanto, considerando (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) e (4.20) em (4.15), concluimos

a demonstração.

4.3 Lemas auxiliares

Esta secção é dedicada a citar os Lemas chaves que serão usados para demonstrar

o Teorema 4.5.3 na próxima secção. O primeiro é justamente o Lema 2.1 de [52].

Lema 4.3.1 Seja Mn uma subvariedade imersa em uma forma espacial Qn+p
c , com

curvatura escalar normalizada constante R ≥ c. Então

|∇A|2 ≥ n2|∇H|2.

O segundo Lema auxiliar é um resultado algébrico, cuja demonstração pode ser

encontrada em [83].

Lema 4.3.2 Sejam B,C : Rn −→ Rn aplicações lineares simétricas tais que BC −
CB = 0 e trB = trC = 0, então

− n− 2√
n(n− 1)

|B|2|C| ≤ tr(B2C) ≤ n− 2√
n(n− 1)

|B|2|C|. (4.21)

Considere o seguinte Lema algébrico, cuja demonstração pode ser encontrada

em[60].

Lema 4.3.3 Seja B1, B2, . . . , Bp matrizes simétricas (n × n). Se Sαβ = tr(BαBβ),
Sα = Sαα, S =

∑
α Sα, então

∑
α,β

|BαBβ −BβBα|2 +
∑
α,β

S2
αβ ≤

3

2

(∑
α

Sα

)2

. (4.22)
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De acordo com Cheng-Yau [44], introduzimos o operador � associado a Φ atuando

sobre uma função suave f por

�f =
∑
i,j

Φijfij =
∑
i,j

(nHδij − hn+1
ij )fij. (4.23)

Considerando um referencial local ortonormal e1, . . . , en em q ∈ Σn tal que hn+1
ij =

λn+1
i δij, podemos raciocinar como na demonstração do Lema 5 em [15] afim de obter

o seguinte critério suficiente para a elipticidade do operador quadrado.

Lema 4.3.4 Seja Mn uma subvariedade com vetor curvatura média normalizado pa-
ralelo imersa em uma forma espacial Qn+p

c , com curvatura escalar normalizada R > c.
Então, � é elíptico.

O último Lema chave corresponde ao princípio do máximo do tipo Omori para o

operador quadrado.

Lema 4.3.5 Seja Mn uma subvariedade completa com vetor curvatura média normali-
zado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana Qn+p

c , com curvatura escalar
normalizada constante R ≥ c. Se a função curvatura média H é limitada sobre Mn,
então existe uma sequência de pontos{qk}k∈N ⊂Mn tal que

lim
k
nH(qk) = sup

M
nH, lim

k
|∇nH(qk)| = 0 e lim sup

k
�(nH(qk)) ≤ 0.

Demonstração. Escolha um referencial local ortonormal {e1, . . . , en} sobre Mn tal

que hn+1
ij = λn+1

i δij. A partir de (4.23) temos

�(nH) =
∑
i,j

(nHδij − λn+1
i δij)(nH)ij = n

∑
i

(nH − λn+1
i )Hii.

Por outro lado, assumindo que R ≥ c, a partir de (4.5) obtemos, para todos

i = 1, . . . , n e n+ 1 ≤ α ≤ n+ p,

(λαi )2 ≤ |A|2 = n2H2 + n(n− 1)(c−R) ≤ (nH)2.

Consequentemente, i = 1, . . . , n e n+ 1 ≤ α ≤ n+ p, temos

|λαi | ≤ nH. (4.24)

Além disso, a partir de (4.2) obtemos

Rijij = c+
∑
α

hαiih
α
jj −

∑
α

(hαij)
2. (4.25)
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Desde que |A|2 ≤ (nH)2, temos que

(hαij)
2 ≤ |A|2 ≤ (nH)2,

para cada α, i, j e, assim, a partir de (4.24) temos

|hαiihαjj| = |hαii||hαjj| ≤ (nH)2.

Então, assumindo que H é limitado sobre Mn, segue por

hαiih
α
jj ≥ −(nH)2 > −∞ e − (hαij)

2 ≥ −(nH)2 > −∞. (4.26)

Assim, a partir de (4.25) e (4.26) concluimos que as curvaturas seccionais de Mn são

limitadas por baixo. Então, podemos aplicar o princípio do máximo generalizado de

Omori [71] para a função nH, obtendo uma sequência de pontos {qk}k∈N em Mn tal

que

lim
k
nH(qk) = supnH, lim

k
|∇nH(qk)| = 0 and lim sup

k

∑
i

nHii(qk) ≤ 0. (4.27)

Além disso, a partir de (4.24) temos também que

0 ≤ nH(qk)− |λn+1
i (qk)| ≤ nH(qk)− λn+1

i (qk)

≤ nH(qk) + |λn+1
i (qk)| ≤ 2nH(qk).

Esta estimativa anterior mostra que nH(qk)−λn+1
i (qk) é não negativa e limitada

sobre Mn, para todo k ∈ N. Portanto, levando em conta (4.27), obtemos

lim
k

sup(�(nH)(qk)) ≤ n
∑
i

lim
k

sup
[
(nH − λn+1

i )(qk)Hii(qk)
]
≤ 0.

4.4 Caracterização de subvariedades com curvatura
escalar constante

Agora, estamos em condições suficientes para enunciar e demonstrar o Teorema

principal desta seção

Teorema 4.4.1 Seja Mn uma subvariedade completa com vetor curvatura média nor-
malizado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana Qn+p

c (c ∈ {1, 0,−1} e
n ≥ 4), com curvatura escalar normalizada constante R ≥ 1, quando c = 1, e R > 0,
quando c ∈ {0,−1}. Então
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i. |Φ| ≡ 0 e Mn é totalmente umbílica,

ii. ou
sup
M
|Φ|2 ≥ αn,c(R) =

n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
.

Além disso, assumindo que R > 1 quando c = 1, a igualdade supM |Φ|2 = αn,c(R)

vale e o supremo é atingido em algum ponto de Mn se, e somente se, Mn é
isométrico ao

(a) toro de Clifford S1
(√

1− r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Sn+1 ↪→ Sn+p, quando c = 1,

(b) cilindro circular R× Sn−1(r) ↪→ Rn+1 ↪→ Rn+p, quando c = 0,

(c) cilindro hiperbólico H1
(
−
√

1 + r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Hn+1 ↪→ Hn+p, quando

c = −1,

onde r =

√
n− 2

nR
.

Demonstração. A partir de (4.5), (4.23), Proposição 4.2.1 e o Lema 4.3.1 obtemos

�(nH) ≥ cn|Φ|2 + n
∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki −
∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

−
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2. (4.28)

A partir de (4.44) e (4.10) temos

∑
i,j,k,β

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki =

∑
i,j,k

Hhn+1
ij hn+1

jk hn+1
ki +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

Hhn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki (4.29)

=Htr(Φn+1 +HI)3 +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2

=Htr(Φn+1)3 + 3H2|Φn+1|2 + nH4 +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2

+

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki.

Note que tr Φα = 0 e Φn+1Φβ −ΦβΦn+1 = 0, n+ 2 ≤ β ≤ n+ p, a partir do Lema
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4.3.2 obtemos

Htr(Φn+1)3 + 3H2|Φn+1|2 + nH4 +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2 +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki (4.30)

≥ − n− 2√
n(n− 1)

H|Φn+1|3 + 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4

− n− 2√
n(n− 1)

n+p∑
β=n+2

H|Φn+1||Φβ|2

= 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4 − n− 2√
n(n− 1)

H|Φn+1||Φ|2.

Assim, a partir de (4.50) e (4.51) temos∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki ≥ 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4 − n− 2√

n(n− 1)
H|Φn+1||Φ|2. (4.31)

A partir da equação de Ricci (4.8) obtemos

∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

+
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2 =
∑
α,β

(tr(AαAβ))2 +
∑

α 6=n+1,β 6=n+1,i,j

(R⊥αβij)
2 (4.32)

= [tr(An+1An+1)]2 + 2
∑
β 6=n+1

[tr(An+1Aβ)]2

+
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

(tr(AαAβ))2 +
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

|AαAβ − AβAα|2.

Mas, usando (4.10) e o Lema 4.3.3 obtemos

∑
α 6=n+1,β 6=n+1

[tr(AαAβ)]2 +
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

|AαAβ − AβAα|2 ≤ 3

2

( ∑
β 6=n+1

tr(AβAβ)

)2

≤ 3

2

( ∑
β 6=n+1

|Φβ|2
)2

.
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Assim, a partir de (4.53) e (4.54) temos

∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

+
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2 ≤ [tr(An+1An+1)]2 (4.33)

+ 2
∑
β 6=n+1

[tr(An+1Aβ)]2 +
3

2

( ∑
β 6=n+1

|Φβ|2
)2

= |Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 + 2
∑
β 6=n+1

[tr(Φn+1Φβ)]2

+
3

2
(|Φ|2 − |Φn+1|2)2 (4.34)

≤ 5

2
|Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 + 2|Φn+1|2(|Φ|2 − |Φn+1|2)

+
3

2
|Φ|4 − 3|Φ|2|Φn+1|2

=
1

2
|Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 − |Φ|2|Φn+1|2 +

3

2
|Φ|4.

Portanto, a partir de (4.49), (4.52) e (4.55) obtemos

�(nH)≥ cn|Φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φn+1||Φ|2 + nH2|Φ|2 − 1

2
|Φn+1|4

+ |Φ|2|Φn+1|2 − 3

2
|Φ|4 (4.35)

= |Φ|2
(
−|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(H2 + c)

)

+ (|Φ| − |Φn+1|)

(
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2

)
.

Por outro lado, a partir de (4.11) obtemos o seguinte

H2 =
1

n(n− 1)
|Φ|2 + (R− c) (4.36)

Então, a partir de (4.56) e (4.57) obtemos

�(nH)≥ (|Φ| − |Φn+1|)

[
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2

]
+

1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) , (4.37)

onde QR(x) é a função introduzida por Alías, García-Martínez e Rigoli em [15] e que

é dada por

QR(x) = −(n− 2)x2 − (n− 2)x
√
x2 + n(n− 1)(R− c) + n(n− 1)R.
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Por outro lado, notemos que vale a seguinte desigualdade algébrica (3.5) de [52]

(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2 ≤ 32

27
|Φ|3. (4.38)

Ademais, assumindo que R ≥ c, usando (4.5) temos também

n2H2 = |A|2 + n(n− 1)(R− c) ≥ |A|2 = |Φ|2 + nH2,

que nos dão

H ≥ 1√
n(n− 1)

|Φ|. (4.39)

Então, a partir de (4.59) e (4.60) concluimos que

n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2 ≥

(
n− 2

n− 1
− 16

27

)
|Φ|3. (4.40)

Mas, assumindo que n ≥ 4, temos que

n− 2

n− 1
− 16

27
> 0. (4.41)

Consequentemente, a partir de (4.58), (4.61) e (4.62) obtemos que

�(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) + (|Φ| − |Φn+1|)

(
n− 2

n− 1
− 16

27

)
|Φ|3 ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) .

(4.42)

Desde que R ≥ 1, qaundo c = 1, e R > 0, quando c ∈ {0,−1}, temos que

QR(0) = n(n− 1)R > 0 e a função QR(x) é estritamente decrescente para x ≥ 0, com

QR(x∗) = 0 em

x∗ = R

√
n(n− 1)

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
=
√
αn,c(R) > 0.

Agora, suponha que Mn não é totalmente umbílica. Neste caso, podemos consi-

derar sem perda de generalidade que supM |Φ| < +∞. Então, a partir (4.11) obtemos

que H é limitada sobre Mn e podemos aplicar o Lema 4.3.5 juntamente com (4.11) e

(4.63) para obter a sequência de pontos {qk}k∈N ⊂Mn tal que

0 ≥ lim sup
k

�(nH)(qk) ≥
1

n− 1
sup
M
|Φ|2QR

(
sup
M
|Φ|
)
. (4.43)

Consequentemente, a partir de (4.43) obtemos que QR (supM |Φ|) ≤ 0. Assim, a partir

do comportamento da função QR anteriormente descrito, concluimos que supM |Φ|2 ≥

αn,c(R).
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Vamos assumir que R > 1 quando c = 1, a igualdade supM |Φ|2 = αn,c(R) vale e

o supremo é atingido em algum ponto de Mn. Neste caso, notemos a partir de (4.11)

que H também atinge o máximo sobre Mn e, a partir de (4.63), temos que

�(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) ≥ 0.

Como o Lema 4.3.4 garante que � é elíptico, concluimos que H é constante sobre Mn.

Assim, voltando (4.63), obtemos que |Φ| = |Φn+1| e, consequentmente, Φα = 0, para

todo n + 2 ≤ α ≤ n + p. Então, como en+1 =
H

H
é paralelo no fibrado normal de

Mn, estamos em condições de aplicar o Teorema 1 de [90] para concluir que Mn é,

de fato, imersa isometricamente em uma subvariedade (n+ 1)-dimensional totalmente

geodésica Qn+1
c de Qn+p

c . Portanto, podemos usar os Teoremas 1 e 2 de [15] para

concluir a demonstração.

4.5 Caracterizações de subvariedades Weingarten li-
neares

A partir de agora, vamos considerar subvariedadesMn Weingarten linear deQn+p
c ,

isto é, R = aH + b onde a, b são constantes, tendo vetor curvatura média normalizado

paralelo, em que a função curvatura média H é positiva e que o vetor curvatura média

normalizado correspondente
H

H
é paralelo como uma seção do fibrado normal.

Neste contexto, podemos escolher um referencial local ortonormal {e1, . . . , en+p}

tal que en+1 =
H

H
. Então,

Hn+1 =
1

n
tr(hn+1) = H and Hα =

1

n
tr(hα) = 0, α ≥ n+ 2. (4.44)

No que segue, o seguinte Lema pode ser demonstrado usando um raciocínio se-

melhante à Proposição 2.2 de [89] (ver também o Lema 3.2 de [23]).

Lema 4.5.1 Seja Mn uma subvariedade Weingarten linear imersa em uma forma es-
pacial Riemanniana Qn+p

c , com R = aH + b para alguns a, b ∈ R. Suponha que

(n− 1)a2 + 4n(b− c) ≥ 0. (4.45)

Então

|∇A|2 ≥ n2|∇H|2. (4.46)
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Além disso, a igualdade vale em (4.46) sobre Mn se, e somente se, Mn é uma subva-
riedade isoparamétrica de Qn+p

c .

No estudo de subvariedades Weingarten lineares, vamos considerar, para cada

a ∈ R, um operador modificado apropriado de Cheng-Yau, que é dado por

L = �− n− 1

2
a∆. (4.47)

Considerando um referencial local ortonormal e1, . . . , en at q ∈ Σn tal que hn+1
ij =

λn+1
i δij, podemos mostrar as seguintes condições suficientes para o critério de eliptici-

dade de uma forma similar ao Lema 3.3 em [23].

Lema 4.5.2 Seja Mn uma subvariedade Weingarten linear com vetor curvatura média
normalizado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana Qn+p

c , tal que R =

aH + b com b > c. Então, L é elíptico.

No que segue, apresentaremos nossos resultados de caracterização referentes às

subvariedades Weingarten lineares completas imersas em uma forma espacial Rieman-

niana. O primeiro será obtido aplicando o princípio do máximo forte de Hopf’s que é

uma extensão natural do Teorema 1.1 de [23].

Teorema 4.5.3 Seja Mn uma subvariedade Weingarten linear completa com vetor
curvatura média normalizado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana
Qn+p
c (c = 1, 0,−1 e n ≥ 4), tal que R = aH + b com a ≥ 0 e b > c. No caso que

c = −1, assumimos que R > 0. Se H atinge o máximo em Mn e

sup
M
|Φ|2 ≤ n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
, (4.48)

então

i. ou |Φ| ≡ 0 e Mn é totalmente umbílica,

ii. ou |Φ|2 ≡ n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
e Mn é isométrica a

(a) toro de Clifford S1
(√

1− r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Sn+1 ↪→ Sn+p, quando c = 1,

(b) cilindro circular R× Sn−1(r) ↪→ Rn+1 ↪→ Rn+p, quando c = 0,

(c) cilindro hiperbólico H1
(
−
√

1 + r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Hn+1 ↪→ Hn+p, quando

c = −1,
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onde r é uma constante igual a
√
n− 2

nR
.

Demonstração. A partir de (4.5), (4.23), (4.47) e Proposição 4.2.1 temos que

L(nH) =
∑
i,j

(nHδij − hn+1
ij )(nH)ij −

n− 1

2
a∆(nH)

=
1

2
n2∆H2 − n2|∇H|2 − n− 1

2
a∆(nH)− n

∑
i,j

hn+1
ij Hij (4.49)

=
(
|∇A|2 − n2|∇H|2

)
+ cn|Φ|2 + n

∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki −
∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

−
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2.

A partir de (4.44) e (4.10) temos

∑
i,j,k,β

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki =

∑
i,j,k

Hhn+1
ij hn+1

jk hn+1
ki +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

Hhn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki (4.50)

=Htr(Φn+1 +HI)3 +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2

=Htr(Φn+1)3 + 3H2|Φn+1|2 + nH4 +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2

+

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki.

Note que tr Φα = 0 e Φn+1Φβ −ΦβΦn+1 = 0, n+ 2 ≤ β ≤ n+ p, a partir do Lema

4.3.2 obtemos

Htr(Φn+1)3 + 3H2|Φn+1|2 + nH4 +

n+p∑
β=n+2

H2|Φβ|2 +

n+p∑
β=n+2

∑
i,j,k

HΦn+1
ij Φβ

jkΦ
β
ki (4.51)

≥ − n− 2√
n(n− 1)

H|Φn+1|3 + 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4

− n− 2√
n(n− 1)

n+p∑
β=n+2

H|Φn+1||Φβ|2

= 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4 − n− 2√
n(n− 1)

H|Φn+1||Φ|2.

Assim, a partir de (4.50) e (4.51) temos∑
β,i,j,k

Hhn+1
ij hβjkh

β
ki ≥ 2H2|Φn+1|2 +H2|Φ|2 + nH4 − n− 2√

n(n− 1)
H|Φn+1||Φ|2. (4.52)
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A partir da equação de Gauss (4.3) obtemos

∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

+
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2 =
∑
α,β

(tr(AαAβ))2 +
∑

α 6=n+1,β 6=n+1,i,j

(R⊥αβij)
2 (4.53)

= [tr(An+1An+1)]2 + 2
∑
β 6=n+1

[tr(An+1Aβ)]2

+
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

(tr(AαAβ))2 +
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

|AαAβ − AβAα|2.

Mas, usando (4.10) e o Lema 4.3.3 obtemos

∑
α 6=n+1,β 6=n+1

[tr(AαAβ)]2+
∑

α 6=n+1,β 6=n+1

|AαAβ−AβAα|2 ≤ 3

2

( ∑
β 6=n+1

tr(AβAα)

)2

≤ 3

2

( ∑
β 6=n+1

|Φβ|

)2

.

(4.54)

Assim, a partir de (4.53) e (4.54) temos

∑
i,j,k,l

(∑
α

hαijh
α
kl

)2

+
∑
α,β,i,j

(R⊥αβij)
2 ≤ [tr(An+1An+1)]2 + 2

∑
β 6=n+1

[tr(An+1Aβ)]2 +
3

2

( ∑
β 6=n+1

|Φβ|2
)2

= |Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 + 2
∑
β 6=n+1

[tr(Φn+1Φβ)]2

+
3

2
(|Φ|2 − |Φn+1|2)2 (4.55)

≤ 5

2
|Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 + 2|Φn+1|2(|Φ|2 − |Φn+1|2)

+
3

2
|Φ|4 − 3|Φ|2|Φn+1|2

=
1

2
|Φn+1|4 + 2nH2|Φn+1|2 + n2H4 − |Φ|2|Φn+1|2 +

3

2
|Φ|4.

Portanto, a partir de (4.49), (4.52) e (4.55) obtemos

L(nH)≥ cn|Φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φn+1||Φ|2 + nH2|Φ|2 − 1

2
|Φn+1|4

+ |Φ|2|Φn+1|2 − 3

2
|Φ|4 (4.56)

= |Φ|2
(
−|Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(H2 + c)

)

+ (|Φ| − |Φn+1|)

(
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2

)
.

Por outro lado, a partir de (4.5) e (4.11) obtemos

H2 =
1

n(n− 1)
|Φ|2 + (R− c). (4.57)
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Então, a partir de (4.56) e (4.57) obtemos

L(nH)≥ (|Φ| − |Φn+1|)

[
n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2

]
+

1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) , (4.58)

onde QR(x) é a função introduzida por Alías, García-Martínez e Rigoli em [15] e que

é dada por

QR(x) = −(n− 2)x2 − (n− 2)x
√
x2 + n(n− 1)(R− c) + n(n− 1)R.

Por outro lado, notemos que vale a seguinte desigualdade algébrica (3.5) de [52]

(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2 ≤ 32

27
|Φ|3. (4.59)

Além disso, desde que a ≥ 0 e b > c usando (4.5), temos também

n2H2 ≥ n2H2 − n(n− 1)aH = |A|2 + n(n− 1)(b− c) ≥ |A|2 = |Φ|2 + nH2,

que é dada por

H ≥ 1√
n(n− 1)

|Φ|. (4.60)

A partir de (4.59) e (4.60) concluimos que

n(n− 2)√
n(n− 1)

H|Φ|2 − 1

2
(|Φ| − |Φn+1|)(|Φ|+ |Φn+1|)2 ≥

(
n− 2

n− 1
− 16

27

)
|Φ|3. (4.61)

Mas, assumindo que n ≥ 4, temos que

n− 2

n− 1
− 16

27
> 0. (4.62)

Consequentemente, a partir de (4.58), (4.61) e (4.62) obtemos

L(nH)≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) + (|Φ| − |Φn+1|)

(
n− 2

n− 1
− 16

27

)
|Φ|3 (4.63)

≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|)

Observemos que nossas hipóteses sobre a, b e Mn é Weingarten linear, obtemos

R = aH + b ≥ b > c. (4.64)
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Assim, quando c = 0, 1, a partir de (4.64) devemos ter R > 0. Então, QR(0) =

n(n−1)R > 0 é a função QR(x) é estritamente decrescente para x ≥ 0, com QR(x∗) = 0

em

x∗ = R

√
n(n− 1)

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
> 0,

uma vez

nR− (n− 2)c = naH + n(b− c) + 2c > 2c

e, consequentemente, se c = 0, 1, obtemos nR − (n − 2)c > 0. Além disso, assumindo

que R > 0 quando c = −1, temos também que nR + (n− 2) > 0.

Então, a partir de nossa restrição (4.48) sobre a norma de Φ, obtemos que

QR (|Φ|) ≥ 0. Assim, a partir de (4.63)

L(nH) ≥ 1

n− 1
|Φ|2QR (|Φ|) ≥ 0.

O Lema 4.5.2 garante que L é elíptico e supondo que H atinge o máximo sobre

Mn, a partir de(4.63) concluimos que H é constante sobre Mn. Então, voltando a

(4.49), obtemos a igualdade em (4.46). O Lema 4.5.1 garante que Mn é uma subvari-

edade isoparamétrica Qn+p
c e, em particular, |Φ| é constante. Agora, suponha que Mn

não é totalmente umbílica, assim |Φ| é uma constante positiva. Neste caso, levando

em conta (4.62), a partir de (4.63) concluimos que |Φ| = |Φn+1| e, consequentemente,

Φα = 0, para todo n+ 2 ≤ α ≤ n+ p. Então, desde que en+1 é paralelo no fibrado nor-

mal de Mn, estamos em posição de aplicar o Teorema 1 de [90] para concluir que Mn

é, de fato, imersa isometricamente em uma subvariedade totalmente geodésica (n+ 1)

Qn+1
c de Qn+p

c . Assim, por resultados clássicos sobre hipersuperfícies isoparamétricas

de uma forma espacial [41, 57, 85] e tendo em conta que R > 0, concluimos que |Φ| ≡ 0

e Mn é totalmente umbílica, ou |Φ|2 ≡ n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
e Mn é isométrica a

(a) toro de Clifford S1
(√

1− r2
)
× Sn−1(r), com 0 < r < 1, se c = 1,

(b) cilindro circular R× Sn−1(r), com r > 0, se c = 0,

(c) cilindro hiperbólico H1
(
−
√

1 + r2
)
× Sn−1(r), com r > 0, se c = −1.

Quando c = 1, para um dado raio 0 < r < 1, é um fato padrão que S1
(√

1− r2
)
×

Sn−1(r) ↪→ Sn+1 tem cuvaturas principais constantes dadas por

λ1 =
r√

1− r2
, λ2 = . . . = λn = −

√
1− r2

r
.
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Então, neste caso,

H =
nr2 − (n− 1)

nr
√

1− r2
and |Φ|2 =

n− 1

nr2(1− r2)
.

Quando c = 0, para um dado raio r > 0, R × Sn−1(r) ↪→ Rn+1 tem curvaturas

principais constantes dadas por

λ1 = 0, λ2 = . . . = λn =
1

r
.

Neste caso,

H =
n− 1

nr
and |Φ|2 =

n− 1

nr2
.

Finalmente, quando c = −1, para um dado raio r > 0, H1
(
−
√

1 + r2
)
×Sn−1(r) ↪→

Hn+1 tem curvaturas principais constantes dadas por

λ1 =
r√

1 + r2
, λ2 = . . . = λn =

√
1 + r2

r
.

Então, neste caso,

H =
nr2 + (n− 1)

nr
√

1 + r2
and |Φ|2 =

n− 1

nr2(1 + r2)
.

Portanto, para finalizar a nossa demonstração, a partir das equações (4.5) e (4.11)

e com um cálculo algébrico não é difícil verificar que r =

√
n− 2

nR
.

Encerramos esta seção aplicando o Lema 3.2.16 para obter o seguinte resultado:

Teorema 4.5.4 Seja Mn uma subvariedade Weingarten linear completa com vetor
curvatura média normalizado paralelo em uma forma espacial Riemanniana Qn+p

c (c =

1, 0,−1 e n ≥ 4), tal que R = aH + b com a ≥ 0 e b ≥ c. Neste caso b = c = 0 ou
c = −1, assumimos além disso que R > 0. Se H é limitada sobre Mn, |∇H| ∈ L1(Mn)

e
sup
M
|Φ|2 ≤ n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
,

então

i. ou |Φ| ≡ 0 e Mn é totalmente umbílica,

ii. ou |Φ|2 ≡ n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
e Mn é isométrica a

(a) toro de Clyfford S1
(√

1− r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Sn+1 ↪→ Sn+p, quando c = 1,

(b) cilindro circular R× Sn−1(r) ↪→ Rn+1 ↪→ Rn+p, quando c = 0,
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(c) cilindro hiperbólico H1
(
−
√

1 + r2
)
× Sn−1(r) ↪→ Hn+1 ↪→ Hn+p, quando

c = −1,

onde r é uma constante igual a
√
n− 2

nR
.

Demonstração. Observemos que a partir de (4.23) e (4.47) nãp é difícil verificar que

L(nH) = div(P (∇H)), (4.65)

onde

P =

(
n2H − n(n− 1)

2
a

)
I − nhn+1, (4.66)

Seja hn+1 = (hn+1
ij ) em Mn na direção en+1 e I é o operador identidade sobre Mn.

Por outro lado, desde que R = aH + b e H é limitada sobre Mn, a partir da

equação (4.5) temos que A é limitado sobre Mn. Consequentemente, a partir de (4.66)

concluimos que o operador P é limitado, isto é, existe uma constante positiva C tal

que |P | ≤ C. Assumindo que |∇H| ∈ L1(Mn), obtemos

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ≤ C|∇H| ∈ L1(Mn).

Assim, aplicando o Lema 3.2.16 obtemos L(nH) = 0 sobreMn. Então, desde que

vale (4.63), podemos usar mais uma vez o Lema 4.5.1 para obter que Mn é uma sub-

variedade isoparamétrica Qn+p
c . Portanto, podemos raciocinar como na demonstração

do Teorema 4.5.3 para concluir o resultado.

Observação 4.5.5 Considerando no Teorema 4.5.4 no caso que Mn é compacta,
a = 0 e c = 1, reobtemos justamente o Teorema 1.3 de [52].
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