
Universidade Federal da Paráıba
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Lista de Notações

M(Ω) Espaço de medidas finita

‖ · ‖h(x) Norma em Lh(x)(RN), página 12

‖u‖Lh(x)(Ω) Norma em Lh(x)(Ω), página 12

(PS)c Sequência de Palais-Smale no ńıvel c.

|A| Medida de Lebesgue de um conjunto A.

∆p(x) p(x)-laplaciano, página xiii

γ(Y ) Gênero do conjunto Y .∫
f Denota

∫
RN f(x) dx.∫

Ω
f Denota

∫
Ω
f(x) dx.

⇀ Convergência fraca.

suppϕ Suporte da função ϕ.

→ Convergência forte.

A = oσ(1) Desde que A→ 0 quando σ → 0.

A(h) = o(|h|) se
A(h)

|h|
→ 0 quando |h| → 0

An = on(1) Desde que An → 0 quando n→∞.

Br(x) Bola aberta de centro x e raio r, e por simplicidade, escrevemos Br =

Br(0).

C e ci Denota constantes positivas genéricas, que podem variar de linha a linha.

Cλ, C(λ) Constante real que depende de λ.

h′(x) = h(x)
h(x)−1

Expoente conjugado de h(x).

h+ Definido por h+ = ess supΩ h, página 11

h− Definido por h− = ess infΩ h, página 11

Kc Conjunto dos pontos cŕıticos no ńıvel c , página 23

p∗(x) Expoente cŕıtico do Sobolev , página 13

u� v Desde que inf
x∈Ω

(v(x)− u(x)) > 0.

Fim de uma demonstração.

q.t.p. Quase todo ponto, ou seja, a menos de um conjunto de medida nula.
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Resumo

Neste trabalho, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Pares,

Teoria do Gênero, Prinćıpio Variacional de Ekeland e algumas propriedades envolvendo

Variedades de Nehari para obtermos existência e multiplicidade de soluções para a seguinte

classe de problemas quasilineares envolvendo expoentes variáveis−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f(x, u), x ∈ Ω

u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \ {0}

onde Ω é um domı́nio em RN , não necessariamente limitado, ∆p(x) é o operador

p(x)-Laplaciano dado por

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
,

p : Ω → R e f : Ω × R → R são funções cont́ınuas satisfazendo certas condições a serem

apresentadas ao longo do trabalho.

Palavras chaves: Problemas Quaselineares, Método Variacional, p(x)-Laplaciano,

Expoentes Variáveis.
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Abstract

In this work, we will use the Mountain Pass Theorem for an even Functional, Genus

Theory, Ekeland’s variational principle and some properties involving Nehari manifolds to

obtain existence and multiplicity of solutions for the following class of quasilinear problems

involving variable exponents−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f(x, u), x ∈ Ω

u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \ {0}

where Ω is a bounded domain in RN , not necessarily bounded, ∆p(x) is the p(x)-Laplacian

operator given by

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
,

p : Ω→ R and f : Ω×R→ R are continuous functions satisfying certain conditions, which

will specified be later on.

Keywords: Quasilinear Problems, Variational Method, p(x)-Laplacian, Variable Expo-

nents.
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4.2.6 Estimativas envolvendo os ńıveis minimax . . . . . . . . . . . . . . 124

4.2.7 Demonstração do Teorema G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

A Resultados usados no texto 129

A.1 Desigualdades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

A.2 Resultados de convergências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos existência e multiplicidade de soluções para a seguinte

classe de problemas quaselineares envolvendo expoentes variáveis do tipo−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f(x, u), x ∈ Ω

u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \ {0}

(P )

onde Ω é um domı́nio em RN e ∆p(x) é o operador p(x)-Laplaciano dado por

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
.

Este operador diferencial é uma generalização natural do operador p-Laplaciano definido

por ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, com p > 1 sendo uma constante real. No entanto,

em algumas situações o operador p(x)-Laplaciano é mais complexo do que o operador

p-Laplaciano, devido ao fato de que ∆p(x) é não homogêneo. Outro fato interessante

envolvendo os espaços com expoentes variáveis é que a definição

λ1 = inf
u∈W 1,p(x)(Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|p(x)∫

Ω
|u|p(x)

resulta em geral λ1 = 0, e apenas sob algumas condições especiais sobre p(x) temos λ1 > 0

(vide Fan et al. [35]).

Ao longo dessa tese entendemos por uma solução fraca para o problema (P ) uma

função u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \ {0} tal que∫

Ω

(|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv) =

∫
Ω

f(x, u)v, para todo v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Observamos que as soluções fracas de (P ) são precisamente os pontos cŕıticos do funcional

1



2 Introdução

F : W
1,p(x)
0 (Ω)→ R definido por

F(u) =

∫
Ω

1

p(x)
(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
Ω

F (x, u)

com F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t) dt.

Nos últimos anos, observamos um interesse crescente no estudo de equações e sistemas

de equações com condições de crescimento envolvendo expoentes variáveis . O interesse

em estudar tais problemas foi estimulado por suas aplicações em elasticidade (vide Zhikov

[84]), fluidos electrorreológicos (vide Acerbi & Mingione [1], Růžička [67]), restauração de

imagens (vide Chen et al. [25]), fluxo em meio porosos (vide Antontseva & Shmarevb [14]).

Estes problemas f́ısicos foram facilitados pelo desenvolvimento dos espaços de Lebesgue

e Sobolev com expoentes variáveis. Os espaços de Lebesgue com expoentes variáveis

apareceram pela primeira vez na literatura, já em 1931, em um artigo de Orlicz [62].

Nos problemas de restauração de imagem, Y. Chen, S. Levine & R. Rao em [25],

propuseram um modelo baseado no p(x)-Laplaciano. O modelo proposto consiste em

minimizar o funcional

E(u) =

∫
Ω

|∇u(x)|p(x) + |u(x)− I(x)|2 dx,

onde I é a imagem real, u a imagem recuperada e p é uma função variando entre 1 e

2. Nas regiões que existem arestas, a função p(x) tende a 1, enquanto que nas regiões

que não há arestas, p(x) assume valores próximos de 2. Com isto, os autores conseguem

remover os rúıdos da imagem preservando as arestas.

Com relação aos fluidos electrorreológicos, podemos destacar que os mesmos são

fluidos viscosos especiais, os quais são caracterizados pela sua capacidade de sofrer

alterações significativas nas suas propriedades mecânicas, devido à aplicação de um campo

elétrico. Algumas aplicações deste incluem: embreagens, amortecedores e equipamentos

de reabilitação, etc., vide, por exemplo, Nikitczuk et al. [61], Simmonds [71], Stanway

et al. [73], Wen et al. [76].

Em Růžička [67] e Diening [27], por exemplo, as equações para o movimento de fluido

electrorreológico incompresśıvel, homogêneo e isotérmico são dadas por
∂v

∂t
+ divS(v) + [∇v]v +∇π = f + [∇E]P

div v = 0,

onde v : R3+1 → R3 é a velocidade do fluido em ponto do espaço-tempo, ∇ = (∂1, ∂2, ∂2)



Introdução 3

é o operador gradiente, π : R3+1 → R é a pressão, [∇v]v é dado por

[∇v]v =

(
3∑
j=1

∂vi
∂vj

vj

)
i=1,2,3

,

f : R3+1 → R3 representa uma força externa, E : R3+1 → R3 é o campo elétrico,

P : R3+1 → R3 é a polarização elétrica e o tensor stress S : W 1,1
loc → R3×3 é da forma

S(v)(x) = µ(x)
(
1 + |Dv(x)|2

) p(x)−2
2 Dv(x)

com Dv = 1
2
(∇v + (∇v)T ), onde (∇v)T denota a transposta do tensor ∇v.

Problemas variacionais com expoente variável foram investigados inicialmente por

Zhikov [84], relacionado com o chamado fenômeno Lavrentiev. Hoje em dia, problemas

variacionais e equações diferenciais com expoente variável são intensamente desenvolvidos

em todo o mundo por muitos pesquisadores. Referimo-nos aos trabalhos de Acerbi &

Mingione [1], Alves [4, 5], Alves & Barreiro [6], Alves & Ferreira [7, 8], Alves & Liu

[9], Alves & Souto [10], Antontsev & Shmarev [13], Bonder & Silva [17], Chabrowski &

Fu [24], Diening et al. [29], Fan [32], Fan & Han [33], Fan & Zhao [37, 38], Fu [41], Fu &

Zhang [42, 43], Kovăčik & Răkosnik [52], Diening et al. [28], Mashiyev et al. [57], Samko

[68], Fan et al. [34, 39] e Fan & Zhang [36], entre outros.

Este trabalho divide-se em quatro caṕıtulos e um apêndice e estão distribúıdos da

seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, recordaremos algumas definições e resultados envolvendo os espaços

Lh(x)(Ω), W 1,h(x)(Ω) e W
1,h(x)
0 (Ω) , onde Ω é um subconjunto aberto de RN .

No Caṕıtulo 2, iremos estudar o problema−∆p(x)u = λ |u|q(x)−2 u+ f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
(Pλ)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira suave, f(x, t) = a(x) |t|p(x)−2 t+g(x, t)

é uma função cont́ınua, a ∈ L∞(Ω) e g(x, u) é uma perturbação de ordem inferior de

|u|q(x)−2u no seguinte sentido: limt→∞ g(x, t)/|t|q(x)−2t = 0. Admitiremos que as funções

p e q satisfazem

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N e p+ < q− ≤ q(x) ≤ p∗(x) para todo x ∈ Ω (p1)



4 Introdução

com

A =
{
x ∈ Ω̄ : q(x) = p∗(x)

}
é não vazio . (p2)

Além disso, assumiremos também que

(g1) g é ı́mpar com respeito a t, isto é, g(x,−t) = −g(x, t) para todo (x, t) ∈ Ω× R;

g(x, t) = o
(
|t|p(x)−1) quando |t| → 0 uniformemente em x;

g(x, t) = o
(
|t|q(x)−1) quando |t| → +∞ uniformemente em x.

(g2) G(x, t) ≤ 1
p+
g(x, t)t, para todo t ∈ R e q.t.p. em Ω, onde G(x, t) =

∫ t
0
g(x, s)ds.

(H1) Existe α > 0 tal que∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
≥ α

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x) , ∀u ∈ W 1,p(x)(Ω).

(H2) p(x) = p+ para todo x ∈ Γ = {x ∈ Ω: a(x) > 0}.

A hipótese (H2) é uma condição técnica que nos ajudará provar a condição de Palais-

Smale para o funcional energia associado ao problema (Pλ).

O problema (Pλ) foi estudado por Zhihui & Xinmin [83] para o caso em que os

expoentes são constante, isto é, p(x) ≡ p e q(x) ≡ q. Em Silva & Xavier [70], o problema

(Pλ) também foi investigado, supondo que a função f verifica as condições:

(A0) sup |f(x, s)| : x ∈ Ω, |x| ≤M < +∞ para cada M > 0;

(A1) lim
|s|→∞

f(x, s)

|s|2∗−1 = 0 uniformemente q.t.p em Ω.

Em 2010, Bonder & Silva [17] estenderam o Prinćıpio de Concentração-Compacidade

de Lions para espaços com expoentes variáveis e provaram a existência de soluções para

o problema − div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
= |u|q(x)−2 u+ λ(x)|u|r(x)−2u, Ω

u = 0, ∂Ω

com Ω ⊂ RN domı́nio limitado com fronteira suave, q ≤ p∗ e o conjuntoA 6= ∅. Resultados

similares foram obtidos por Fu [41].
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Usando o Prinćıpio de Concentração-Compacidade, o Teorema do Passo da Montanha

para funcionais pares e a teoria do gênero provamos um resultado de multiplicidade de

soluções para (Pλ). Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado:

Teorema A. Suponha que a função g satisfaz (g1) e (g2), e que (p1), (p2), (H1) e (H2)

são satisfeitos. Então, existe uma sequência {λk} ⊂ (0,+∞) com λk > λk+1, para todo

k ∈ N tal que, para λ ∈ (λk+1, λk), o problema (Pλ) tem pelo menos k pares de soluções

não triviais.

A principal dificuldade em provar o Teorema A está relacionada com o fato de que a

não linearidade f tem crescimento cŕıtico, porque neste caso, não é claro que o funcional

energia associado ao problema (Pλ) satisfaz a bem conhecida condição (PS), uma vez

que a imersão W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lp
∗(x)(Ω) não é compacta. Para superar esta dificuldade,

usamos uma versão do lema de concentração-compacidade de Lions devido a Bonder &

Silva [17] para expoentes variáveis (vide Teorema 1.4.4). Gostaŕıamos de mencionar que

o Teorema A melhora o resultado principal encontrado em Zhihui & Xinmin [83], onde os

autores consideram apenas o caso em que p(x) é constante, enquanto no nosso trabalho

mostramos que o resultado principal encontrado em [83] ainda é válido para um classe

maior de funções p(x). Os resultados deste caṕıtulo estão publicados em Alves & Barreiro

[6].

No Caṕıtulo 3, vamos trabalhar com dois problemas. Na primeira seção denominada

caso subcŕıtico, consideraremos−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN),
(Pλ,k)

enquanto que na segunda seção consideramos o problema com crescimento cŕıtico−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)
(
ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u

)
, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)

(Pλ,ξ,k)

onde p, q, r : RN → R funções Lipschitz cont́ınuas, ZN -periódicas e satisfazendo

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < q− ≤ q(x) ≤ r(x)� p∗(x) q.t.p. em RN . (p3)

Vamos assumir que as funções f, g : RN → R são cont́ınuas, positivas e satisfazem as

seguintes condições:

(g3) lim
|x|→∞

g(k−1x) = 0.
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(f1) lim
|x|→∞

f(x) = f∞.

(f2) Existem ` pontos a1, a2, · · · , a` em ZN com a1 = 0 tais que

1 = f(ai) = max
RN

f(x), para 1 ≤ i ≤ `.

Além disso, vamos supor também que 0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN .

O problema (Pλ,k) tem sido considerado na literatura para o caso onde os expoentes

são constantes, por exemplo em: Adachi & Tanaka [2], Cao & Huan-Song [21], Cao &

Noussair [22], Hirano [46], Hirano & Shioji [47], Hsu et al. [49], Hu & Tang [50], Jeanjean

[51], li Lin [54], Tarantello [75], Wu [81] e Wu [80] e suas referências.

Em Cao & Noussair [22], os autores estudaram a existência e multiplicidade de solução

positiva e nodal para o seguinte problema −∆u+ u = f(εx)|u|r−2u, RN

u ∈ H1,2(RN),

onde ε é um parâmetro real positivo, r ∈ (2, 2∗) e f verifica a condição (f2). Ao usar

métodos variacionais, os autores demonstraram a existência de pelo menos ` soluções

positivas e ` soluções nodais se ε é suficientemente pequeno. Posteriormente, Wu [80]

considerou o problema com uma perturbação −∆u+ u = f(εx)|u|r−2u+ λg(εx)|u|q−2u, RN

u ∈ H1,2(RN),
(P1)

onde λ é um parâmetro positivo q ∈ (0, 1). Em [80], os autores demonstraram a existência

de pelo menos ` soluções positivas para (P1) quando ε e λ são suficientemente pequenos.

Em Hsu et al. [49], os autores consideraram a seguinte classe de problemas quaseline-

ares  −∆pu+ |u|p−2u = f(εx)|u|r−2u+ λg(εx), RN

u ∈ W 1,p(RN)
, (2)

com N ≥ 3 e 2 ≤ p < N . Neste artigo, os autores demonstraram o mesmo tipo de

resultados encontrados Cao & Noussair [22] e Wu [80].

Motivado pelos resultados provados em [22], [49] e [80], provamos no presente trabalho

a existência de múltiplas soluções para os problemas (Pλ,k) e (Pλ,ξ,k), usando o mesmo tipo

de abordagem explorado nos artigos acima. No entanto, uma vez que estamos trabalhando
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com expoentes variáveis, algumas estimativas que valem para o caso constante não são

imediatas para o caso variável e, portanto, uma análise cuidadosa é necessária para obter

algumas estimativas. Aqui, por exemplo, fomos capazes de provar nossos resultados,

assumindo que alguns expoentes são periódicos e k ∈ N.

As principais dificuldades em trabalhar com expoente variável cŕıtico residem nos

seguintes fatos:

1. Falta de compacidade da imersão W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lp
∗(x)(Ω);

2. Nenhuma informação sobre a “melhor constante” S da imersão W 1,p(x)(Ω) ↪→
Lp
∗(x)(Ω) no sentido que: S é atingido? Se S é atingido, existe alguma famı́lia

que realiza S?

Os resultados principais deste caṕıtulo são:

Teorema B. Suponha que (p3), (g3), (f1) e (f2) ocorrem. Então, existem Λ∗ > 0 e

k∗ ∈ N tais que o problema (Pλ,k) admite pelo menos ` soluções para 0 ≤ λ < Λ∗ e

k ≥ k∗.

Teorema C. Nas condições do Teorema B, existem Λ∗, ξ∗ > 0 e k∗ ∈ N tais que o

problema (Pλ,ξ,k) admite pelo menos ` soluções para 0 ≤ λ < Λ∗, ξ ≥ ξ∗ e k ≥ k∗.

No Caṕıtulo 4, consideraremos os problemas (Pλ,k) e (Pλ,ξ,k) com não linearidades

do tipo côncavo e convexo, ou seja, vamos supor que as funções p, q e r satisfazem as

condições:

1 < q− ≤ q(x) ≤ q+ < p− ≤ p(x) ≤ p+ < r− ≤ r(x)� p∗(x). (p4)

e

q+

p−
<
r+ − q+

r+ − p−
· r− − p+

r− − q−
. (p5)

Vamos supor ainda que

(g̃3) g : RN → R é uma função mensurável não negativa com g ∈ LΘ(x)(RN) onde

Θ(x) = r(x)
r(x)−q(x)

.

Problemas semilineares eĺıpticos envolvendo não linearidades do tipo côncavo-convexo em

domı́nio limitado da forma:−∆u = λh(x)|u|q−2u+ g(x)|u|r−2u, Ω

u = 0, ∂Ω
(Eλ)
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onde Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira suave, tem sido estudados por vários

pesquisadores. Para p = 2 e h ≡ g ≡ 1, Ambrosetti et al. [12] provaram que existe um

λ0 > 0 tal que a equação (Eλ) admite pelo menos duas soluções positivas para λ ∈ (0, λ0);

tem uma solução positiva para λ = λ0 e não possui solução positiva se λ > λ0. Em

Ambrosetti et al. [11], os autores consideram equações envolvendo o p-laplacino com

1 < q < p < r < p∗.

Em Hsu & Lin [48], Miotto & Miyagaki [60], Wu [79], foram considerados equações

semilineares envolvendo não linearidade côncavo-convexo e funções peso com mudança de

sinal, e nestes casos os autores obtiveram resultados de multiplicidade de soluções com

respeito ao parâmetro λ via extração de sequência de Palais-Smale na variedade de Nehari.

Problemas envolvendo não linearidades do tipo côncavo e convexo com expoentes

variáveis em domı́nio limitado foram consideradas, por exemplo, em Gasiński & Papage-

orgiou [44], Mihaălescu [59] e Mashiyev et al. [57], onde foi provado a existência de pelo

menos duas soluções. Em RN podemos citar por exemplo, Alves & Ferreira [8].

A equação semilinear eĺıptica
−∆u+ λu = f(x)uq−1 + g(x)ur−1, RN

u > 0, RN

u ∈ H1(RN)

(Eλ)

onde 1 ≤ q < 2 < r < 2∗, foi considerada por Lin [56], onde o autor investigou o efeito

do coeficiente f(z) sobre o número de soluções de (Eλ), e obteve resultados do mesmo

tipo dos encontrados em Cao & Noussair [22], Hsu et al. [49] e Wu [80]. Para q = λ = 1

e f(x) = 1 para todo x ∈ RN supondo que g é não negativa, ‖g‖∞ pequena e tem

decaimento exponencial, Zhu [85] mostrou que a equação (Eλ) admite pelo menos duas

soluções positivas em RN . Sem a condição de decaimento exponencial Cao & Huan-Song

[21] e Hirano [46] provaram que a equação (Eλ) admite pelo menos duas soluções positivas

em RN .

Provaremos no presente trabalho a existência de múltiplas soluções para os proble-

mas (Pλ,k) e (Pλ,ξ,k) envolvendo não linearidades do tipo côncavo e convexo, usando o

mesmo tipo de abordagem explorado nos artigos Cao & Noussair [22], Hsu et al. [49], Wu

[80] e Lin [56]. A dificuldade principal encontrada aqui foi obter um resultado similar ao

Lema 2.6 de [56], mais precisamente, para cada u ∈ W 1,p(x)(RN)\{0} se
∫
g(k−1x)|u|q(x) >

0, então existem t∗ > 0 e únicos números positivos t+ = t+(u) < t∗ < t− = t−(u) tais

que t+u e t−u pertencem a variedade de Nehari associada ao funcional energia do pro-

blema (Pλ,k), com energia em t+u negativa e em t−u positiva.
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Para o caso subcŕıtico, Seção 4.1, os resultados principais são:

Teorema D. Sob as condições (g̃3) e (f1), existe Λ∗ > 0 tal que para λ ∈ (0,Λ∗) o

problema (Pλ,k) tem pelo menos uma solução de energia mı́nima (ground state solution)

u0 com energia negativa.

Teorema E. Sob as condições (p4)–(p5), (g̃3) e (f1)–(f2), existem números positivos k∗ e

Λ∗ = Λ(k∗), tais que o problema (Pλ,k) admite pelo menos `+ 1 soluções para 0 < λ < Λ∗

e k > k∗.

Resultados análogos foram obtidos para o caso cŕıtico.

Para finalizar, no apêndice, enunciaremos algumas desigualdades que serão utilizadas

ao longo do trabalho, por exemplo, a desigualdade de Simon. Também enunciaremos o

Lema de Compacidade de Strauss [74], o qual será usado no Caṕıtulo 2 e o Prinćıpio

Variacional de Ekeland usados nos Caṕıtulos 3 e 4.

Com o intuito de tornar os caṕıtulos autossuficientes, enunciaremos novamente, em

cada caṕıtulo os resultados principais bem como os problemas e as hipóteses consideradas

na introdução.





Caṕıtulo 1

Os espaços Lh(x)(Ω) e W 1,h(x)(Ω)

Neste caṕıtulo, recordamos algumas definições e resultados envolvendo os espaços

Lh(x)(Ω), W 1,h(x)(Ω) e W
1,h(x)
0 (Ω) , onde Ω é um subconjunto aberto de RN . Referimo-nos

a Diening et al. [29], Fan et al. [34], Fan & Zhao [38], Guimarães [45], Kovăčik & Răkosnik

[52] para as propriedades fundamentais desses espaços.

No que segue, denotaremos por L∞+ (Ω) o conjunto

L∞+ (Ω) =

{
u ∈ L∞(Ω) : ess inf

x∈Ω
u ≥ 1

}
e assumiremos que h ∈ L∞+ (Ω).

1.1 Resultados básicos e definições

Para cada h ∈ L∞+ (Ω), definimos os números h− e h+ como sendo

h− = ess inf
Ω

h

e

h+ = ess sup
Ω

h.

O espaço de Lebesgue com expoente variável Lh(x)(Ω) é definido por

Lh(x)(Ω) =

{
u : Ω→ R é mensurável :

∫
Ω

|u(x)|h(x) < +∞
}

11
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o qual é munido da norma

‖u‖Lh(x)(Ω) = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)

λ

∣∣∣∣h(x)

≤ 1

}
.

Quando Ω = RN denotaremos a norma ‖·‖Lh(x)(Ω) simplesmente por ‖·‖h(x).

Sobre o espaço Lh(x)(Ω), consideremos a função modular ρ : Lh(x)(Ω) → R definida

por

ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|h(x).

Proposição 1.1.1. Seja u ∈ Lh(x)(Ω). Então,

1. Se u 6= 0, ‖u‖Lh(x)(Ω) = λ se, e somente se, ρ
(
u
λ

)
= 1.

2. ‖u‖Lh(x)(Ω) < 1 (= 1;> 1), se, e somente se, ρ(u) < 1(= 1;> 1).

3. Se ‖u‖Lh(x)(Ω) > 1, ‖u‖h−
Lh(x)(Ω)

≤ ρ(u) ≤ ‖u‖h+
Lh(x)(Ω)

.

4. Se ‖u‖Lh(x)(Ω) < 1, ‖u‖h+
Lh(x)(Ω)

≤ ρ(u) ≤ ‖u‖h−
Lh(x)(Ω)

.

Nas estimativas, muitas vezes é necessário alternar entre a norma e a função modular.

Isto é feito através das seguintes desigualdades:

Corolário 1.1.2. Para todo u ∈ Lh(x)(Ω), tem-se

min
{
‖u‖h−

Lh(x)(Ω)
, ‖u‖h+

Lh(x)(Ω)

}
≤
∫
|u|h(x) ≤ max

{
‖u‖h−

Lh(x)(Ω)
, ‖u‖h+

Lh(x)(Ω)

}
.

Note que as desigualdades anteriores implicam a equivalência entre convergência em

norma e em modular. Mais especificamente,

Corolário 1.1.3. Seja {un} ⊂ Lh(x)(Ω). Então,

1. lim
n→+∞

‖un‖Lh(x)(Ω) = 0 se, e somente se, lim
n→+∞

ρ(un) = 0.

2. lim
n→+∞

‖un‖Lh(x)(Ω) = +∞ se, e somente se, lim
n→+∞

ρ(un) = +∞.

No corolário a seguir temos uma caracterização de um conjunto limitado em Lh(x)(Ω)

em termos da função modular.

Corolário 1.1.4. Um subconjunto B ⊂ Lh(x)(Ω) é limitado em Lh(x)(Ω) se, e somente

se, ρ(B) é limitado em R.
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1.2 Propriedades do espaço Lh(x)(Ω)

Nesta seção, faremos uma revisão das principais propriedades dos espaços Lh(x)(Ω).

Proposição 1.2.1. Seja {un} uma sequência em Lh(x)(Ω) tal que un → u em Lh(x)(Ω).

Então, existe uma subsequência {unk} de {un} e Q ∈ Lh(x)(Ω) tal que

i) unk(x)→ u(x) q.p.t em Ω;

ii) |unk(x)| ≤ Q(x) q.t.p. em Ω para todo nk.

Como usual, denotaremos por h′(x) = h(x)
h(x)−1

o expoente conjugado de h(x), e definimos

h∗(x) =


Nh(x)

N − h(x)
if h(x) < N

+∞ if h(x) ≥ N.

Proposição 1.2.2 (Desigualdade do tipo Hölder). Sejam u ∈ Lh(x)(Ω) e v ∈ Lh′(x)(Ω).

Então, uv ∈ L1(RN) e∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤
(

1

h−
+

1

h′−

)
‖u‖Lh(x)(Ω) ‖v‖Lh′(x)(Ω) .

No próximo teorema caracterizaremos o dual do espaço Lh(x)(Ω).

Teorema 1.2.3 (Representação de Riesz). Dado T ∈
(
Lh(x)(Ω)

)∗
existe um único

v ∈ Lh(x)(Ω) tal que

〈T, ϕ〉 =

∫
Ω

ϕvdx

para todo ϕ ∈ Lh(x)(Ω).

Quando utilizamos a desigualdade de Hölder nos espaços de Lebesgue com expoentes

variáveis, muitas vezes precisamos de algumas estimativas envolvendo as normas. O Lema

seguinte contém algumas de tais estimativas.

Lema 1.2.4. Sejam h, r ∈ L∞+ (Ω) com h(x) ≤ r(x) q.t.p. em Ω e u ∈ Lr(x)(Ω). Então,

|u|h(x) ∈ L
r(x)
h(x) (Ω) e ∥∥∥|u|h(x)

∥∥∥
L
r(x)
h(x) (Ω)

≤ ‖u‖h+
Lr(x)(Ω)

+ ‖u‖h−
Lr(x)(Ω)

,

ou ainda ∥∥∥|u|h(x)
∥∥∥
L
r(x)
h(x) (Ω)

≤ max
{
‖u‖h+

Lr(x)(Ω)
, ‖u‖h−

Lr(x)(Ω)

}
.
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Demonstração. Inicialmente suponhamos que ‖u‖Lr(x)(Ω) ≥ 1. Desde que h+ ≥ h(x)

para todo x ∈ Ω, então

h+

h(x)
r(x) ≥ r(x),

e portanto

‖u‖
h+r(x)

h(x)

Lr(x)(Ω)
≥ ‖u‖r(x)

Lr(x)(Ω)
.

Segue da Proposição 1.1.1 que

∫
Ω

∣∣∣∣∣ |u|h(x)

‖u‖h+
Lr(x)(Ω)

∣∣∣∣∣
r(x)
h(x)

dx =

∫
Ω

|u|r(x)

‖u‖
h+r(x)

h(x)

Lr(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣ |u|
‖u‖Lr(x)(Ω)

∣∣∣∣∣
r(x)

dx = 1,

implicando em ∥∥∥|u|h(x)
∥∥∥
L
r(x)
h(x) (Ω)

≤ ‖u‖h+
Lr(x)(Ω)

.

De maneira análoga, se ‖u‖Lr(x)(Ω) ≤ 1, então

∫
Ω

∣∣∣∣∣ |u|h(x)

‖u‖h−
Lr(x)(Ω)

∣∣∣∣∣
r(x)
h(x)

dx =

∫
Ω

|u|r(x)

‖u‖
h−r(x)
h(x)

Lr(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣ |u|
‖u‖Lr(x)(Ω)

∣∣∣∣∣
r(x)

dx = 1

resultando que ∥∥∥|u|h(x)
∥∥∥
L
r(x)
h(x) (Ω)

≤ ‖u‖h−
Lr(x)(Ω)

.

Portanto,

∥∥∥|u|h(x)
∥∥∥
L
r(x)
h(x) (Ω)

≤

{
‖u‖h+

Lr(x)(Ω)
se ‖u‖r(x)

Lr(x)(Ω)
≥ 1

‖u‖h−
Lr(x)(Ω)

se ‖u‖r(x)

Lr(x)(Ω)
< 1,

de onde segue o resultado.

Os próximos três resultados são muito importantes para nossos argumentos, e suas

demonstrações podem ser encontradas em Alves & Ferreira [8], Ferreira [40] e Fu [41].

Proposição 1.2.5 (Lema Brezis-Lieb, primeira versão). Seja {ηn} ⊂ Lh(x)(Ω,Rm) com
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m ∈ N, verificando

(i) ηn(x)→ η(x), q.t.p. em Ω;

(ii) sup
n∈N
|ηn|Lh(x)(Ω,Rm) <∞.

Então, η ∈ Lh(x)(Ω,Rm) e∫
Ω

(
|ηn|h(x) − |ηn − η|h(x) − |η|h(x)

)
= on(1). (1.1)

Proposição 1.2.6 (Lema Brezis-Lieb, segunda versão). Seja {ηn} ⊂ Lh(x)(Ω,Rm) com

m ∈ N, verificando

(i) ηn(x)→ η(x), q.t.p. em Ω;

(ii) sup
n∈N
|ηn|Lh(x)(Ω,Rm) <∞.

Então

ηn ⇀ η em Lh(x)(Ω,Rm). (1.2)

A próxima proposição é um resultado do tipo Brezis-Lieb.

Proposição 1.2.7 (Lema Brezis-Lieb, terceira versão). Seja {ηn} ⊂ Lh(x)(Ω,Rm) com

m ∈ N tal que

(i) ηn(x)→ η(x), q.t.p. em Ω;

(ii) sup
n∈N
|ηn|Lh(x)(Ω,Rm) <∞.

Então ∫
Ω

∣∣∣|ηn|h(x)−2 ηn − |ηn − η|h(x)−2 (ηn − η)− |η|h(x)−2 η
∣∣∣h′(x)

= on(1). (1.3)

1.3 Espaço de Sobolev generalizado e suas

propriedades

Nesta seção, estudaremos o espaço de Sobolev generalizado W 1,h(x)(Ω), e apresentare-

mos suas principais propriedades.

O espaço de Sobolev com expoente variável W 1,h(x)(Ω) é definido por

W 1,h(x)(Ω) =

{
u ∈ Lh(x)(Ω) :

∂u

∂xj
∈ Lh(x)(Ω), j = 1, . . . , N

}
.
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Para cada u ∈ W 1,h(x)(Ω), temos que ∂u
∂xj

denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xj
ϕdx, para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Em W 1,h(x)(Ω), temos a seguinte norma

‖u‖∗ = ‖u‖Lh(x)(Ω) +
N∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥
Lh(x)(Ω)

. (1.4)

Se u ∈ W 1,h(x)(Ω), definimos o gradiente de u, por

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

Note que podemos escrever o espaço W 1,h(x)(Ω) como sendo

W 1,h(x)(Ω) =
{
u ∈ Lh(x)(Ω) : |∇u| ∈ Lh(x)(Ω)

}
.

Neste caso, é mais conveniente considerarmos sobre o espaço W 1,h(x)(Ω) a norma

‖u‖W 1,h(x)(Ω) = ‖u‖Lh(x)(Ω) + ‖∇u‖Lh(x)(Ω),

a qual é equivalente a ‖·‖∗

Teorema 1.3.1. W 1,h(x)(Ω) é um espaço de Banach separável.

Teorema 1.3.2. O espaço W 1,h(x)(Ω) é reflexivo, se h− > 1.

O espaço W
1,h(x)
0 (Ω) é definido como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em W 1,h(x)(Ω) com

respeito a norma acima.

Teorema 1.3.3. W
1,h(x)
0 (Ω) é um espaço de Banach, separável e reflexivo, se h− > 1.

1.3.1 Imersões

Temos alguns resultados de imersões que serão bastante úteis nos caṕıtulos subseqüen-

tes. A demonstração de tais resultados podem ser encontradas em Diening et al. [29] e

Fan & Zhao [38]

Teorema 1.3.4. Sejam Ω um domı́nio com a propriedade do cone, h : Ω → R uma

função Lipschitz verificando (H1) e q ∈ L∞+ (Ω) satisfazendo h(x) ≤ q(x) ≤ h∗(x) q.t.p.
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em Ω. Então, existe uma imersão cont́ınua

W 1,h(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Teorema 1.3.5. Sejam Ω um domı́nio limitado com a propriedade do cone, h ∈ C(Ω)

verificando (H1) e q uma função mensurável definida em Ω com h(x) ≤ q(x) q.t.p. em Ω

e q � h∗. Então, a imersão

W 1,h(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

é compacta.

A notação u� v é equivalente a dizer que inf
x∈Ω

(v(x)− u(x)) > 0.

Como no caso de expoentes constantes, a desigualdade de Poincaré também é

verdadeira para expoentes variáveis (ver Diening et al. [29], Fan & Zhao [38]).

Proposição 1.3.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω um domı́nio limitado e h ∈ C(Ω̄).

Então, existe C > 0 tal que

‖u‖Lh(x)(Ω) ≤ C‖∇u‖Lh(x)(Ω).

Consequentemente, a função u 7→ ‖u‖ = ‖∇u‖Lh(x)(Ω) é uma norma em W
1,h(x)
0 (Ω)

equivalente a norma ‖ · ‖W 1,h(x)(Ω) em W
1,h(x)
0 (Ω).

No espaço W
1,h(x)
0 (Ω), consideraremos a função modular ρ0 : W

1,h(x)
0 (Ω)→ R dada por

ρ0(u) =

∫
Ω

|∇u(x)|h(x).

Proposição 1.3.7. Seja u ∈ W 1,h(x)
0 (Ω) e {un} ⊂ W

1,h(x)
0 (Ω). Então, a mesma conclusão

da Proposição 1.1.1 ocorre considerando ‖ · ‖ e ρ0.

Em W 1,h(x)(RN), vamos considerar a função modular ρ1 : W 1,h(x)(RN)→ R dada por

ρ1(u) =

∫ (
|∇u(x)|h(x) + |u(x)|h(x)

)
.

Se, definimos

‖u‖1 = inf

{
t > 0 :

∫
(|∇u|h(x) + |u|h(x))

th(x)
≤ 1

}
, (1.5)

então ‖ · ‖W 1,h(x)(RN ) e ‖ · ‖1 são normas equivalentes em W 1,h(x)(RN).
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Proposição 1.3.8. Seja v ∈ W 1,h(x)(RN). Então, a mesma conclusão da Proposição 1.1.1

vale considerando ‖ · ‖1 e ρ1.

Corolário 1.3.9. Para todo u ∈ W 1,h(x)(RN), tem-se

min
{
‖u‖h−1 , ‖u‖h+1

}
≤
∫ (
|∇u|h(x) + |u|h(x)

)
≤ max

{
‖u‖h−1 , ‖u‖h+1

}
.

1.4 Prinćıpio de Concentração-Compacidade

Nesta seção, iremos enunciar sem demonstrar, o Prinćıpio de Concentração-Compacidade

nos espaços W 1,p(x)(RN) e W 1,p(x)(Ω) onde Ω é aberto e limitado em RN . Para isto, usare-

mos alguns resultados e notações da teoria da medida encontrados em Willem [77, Seção

1.9].

Seja Ω ⊂ RN um aberto. Definimos os seguintes conjuntos

K(Ω) = {ϕ ∈ C(Ω) : suppϕ ⊂⊂ Ω}

e

BC(Ω) = {ϕ ∈ C(Ω) : ϕ é limitada} .

Assim, K(Ω) ⊂ BC(Ω). No espaço BC(Ω), podemos considerar a norma

‖ϕ‖∞ = sup
x∈Ω
|ϕ(x)|.

O espaço C0(Ω) é o fecho de K(Ω) em BC(Ω) com relação a norma uniforme.

Definição 1.4.1. Uma medida finita em Ω é um funcional linear cont́ınuo sobre C0(Ω).

A norma de uma medida finita µ é definida por

‖µ‖ = sup
ϕ∈C0(Ω)
‖ϕ‖∞=1

|〈µ, ϕ〉|,

onde 〈µ, ϕ〉 =
∫

Ω
ϕdµ.

Denotaremos por M(Ω) e M+(Ω) o espaço de medidas finita e de medidas finita

positiva1 sobre Ω, respectivamente. Em M(Ω), temos duas importantes convergências,

definidas a seguir.

1Dizemos que µ > 0 se, e somente se, 〈µ, ϕ〉 ≥ 0 para todo ϕ ∈ C0(Ω) com ϕ ≥ 0.
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Definição 1.4.2. Uma sequência {µn} ⊂ M(Ω) converge forte para µ em M(Ω), e

escrevemos

µn → µ em M(Ω),

se

‖µn − µ‖ → 0.

Definição 1.4.3. Uma sequência {µn} ⊂ M(Ω) converge fracamente para µ em M(Ω),

e escrevemos

µn ⇀ µ em M(Ω),

se

〈µn, ϕ〉 → 〈µ, ϕ〉, ∀ϕ ∈ C0(Ω).

O teorema a seguir é uma versão do Prinćıpio de Concentração-Compacidade de Lions

devido a Bonder & Silva [17].

Teorema 1.4.4. Sejam q, r ∈ C(Ω) tais que

1 < q− ≤ q+ < N e 1 ≤ q(x) ≤ r∗(x) em Ω

onde Ω um domı́nio limitado de RN com fronteira suave. Seja {un} uma sequência

fracamente convergente em W
1,r(x)
0 (Ω) com limite fraco u, e tal que

• |∇un|r(x) ⇀ µ em M(Ω),

• |un|q(x) ⇀ ν em M(Ω).

Suponha ainda que A = {x ∈ Ω : q(x) = r∗(x)} é não vazio. Então, para algum conjunto

contável J, tem-se

ν = |u|q(x) +
∑
j∈J

νjδxj , νj > 0

µ ≥ |∇u|r(x) +
∑
j∈J

µjδxj , µj > 0

Sν
1/r∗(xj)
j ≤ µ

1/r(xj)
j ∀ j ∈ J

onde {xj}j∈J ⊂ A e S é a melhor constante na desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

para expoentes variável, a saber

S = inf
φ∈C∞0 (Ω)

‖∇φ‖Lr(x)(Ω)

‖φ‖Lq(x)(Ω)

.
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Para concluir esta seção, lembraremos o Prinćıpio de Concentração-Compacidade de

Lions, generalizado em Fu [41], Fu & Zhang [42] e Fu & Zhang [43] para os espaço

W 1,h(x)(RN), possibilitando o estudo de vários problemas em RN envolvendo o expoente

cŕıtico nos espaços de Sobolev com expoentes variáveis.

Teorema 1.4.5. Seja {un} ⊂ W 1,h(x)(RN) uma sequência verificando

un ⇀ u em W 1,h(x)(RN),

|∇un|h(x) + |un|h(x) ⇀ µ em M(RN),

e

|un|h
∗(x) ⇀ ν em M(RN).

Se

C∗ = sup

{∫
|u|h∗(x) : ‖u‖ ≤ 1, u ∈ W 1,h(x)(RN)

}
,

então

µ ≥ |∇u|h(x) + |u|h(x) +
∑
j∈J

µjδxj ,

ν = |u|h∗(x) +
∑
j∈J

νjδxj ,

νj ≤ C∗µ

h∗(xj)
h(xj)

j ,

onde J é um conjunto contável, {µj}, {νj} ⊂ [0,∞) e {xj} ⊂ RN .



Caṕıtulo 2

Multiplicidade de solução via teoria do

gênero

Neste caṕıtulo, vamos considerar a existência e multiplicidade de soluções para a

seguinte classe de problemas quaselinear envolvendo expoentes variáveis{
−∆p(x)u = λ |u|q(x)−2 u+ f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
(Pλ)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira suave, λ é um parâmetro positivo e

p, q : Ω→ R são funções Lipschitz verificando

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N e p+ < q− ≤ q(x) ≤ p∗(x) para todo x ∈ Ω (p1)

e

A =
{
x ∈ Ω̄ : q(x) = p∗(x)

}
é não vazio . (p2)

Agora, vamos estabelecer algumas notações e o resultado principal deste caṕıtulo.

2.1 Hipóteses

Seja f : Ω× R→ R uma função da seguinte forma

f(x, t) = a(x) |t|p(x)−2 t+ g(x, t)

com a ∈ L∞(Ω) e g : Ω×R→ R uma função cont́ınua verificando as seguintes condições:

21
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(g1) g é ı́mpar com respeito a t, isto é, g(x,−t) = −g(x, t) para todo (x, t) ∈ Ω× R;

g(x, t) = o
(
|t|p(x)−1) quando |t| → 0 uniformemente em x;

g(x, t) = o
(
|t|q(x)−1) quando |t| → +∞ uniformemente em x.

(g2) G(x, t) ≤ 1
p+
g(x, t)t, para todo t ∈ R e q.t.p. em Ω, onde G(x, t) =

∫ t
0
g(x, s)ds.

Além disso, assumiremos também que

(H1) Existe α > 0 tal que∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
≥ α

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x) .

(H2) p(x) = p+ para todo x ∈ Γ = {x ∈ Ω: a(x) > 0}.

O resultado principal deste caṕıtulo é

Teorema A. Suponha que a função g satisfaz (g1) e (g2), e que (p1), (p2), (H1) e (H2)

são satisfeitos. Então, existe uma sequência {λk} ⊂ (0,+∞) com λk > λk+1, para todo

k ∈ N tal que, para λ ∈ (λk+1, λk), o problema (Pλ) tem pelo menos k pares de soluções

não triviais.

2.2 Um teorema abstrato

Quando E é um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R), dizemos que uma sequência {vn}
em E é uma sequência de Palais-Smale para I no ńıvel c, que denotamos por (PS)c,

quando I(vn) → c e I ′(vn) → 0 em E∗ quando n → ∞. Dizemos que I satisfaz a

condição de Palais-Smale no ńıvel c quando toda sequência (PS)c possui uma subsequência

convergente em E.

Nesta seção, recordaremos uma versão do Teorema do Passo da Montanha para

funcionais pares, que satisfazem a condição Palais-Smale abaixo de um determinado valor,

o qual será usado na demonstração do Teorrema A. Detalhes da demonstração podem ser

encontrados em de Freitas [26] ou Rabinowitz [65].

Teorema 2.2.1. Sejam E um espaço de Banach de dimensão infinita com E = V ⊕X,

onde V é de dimensão finita e I ∈ C1(E,R) um funcional par com I(0) = 0 satisfazendo:

(I1) existem constantes β, σ > 0 tais que I(u) ≥ β > 0, para cada u ∈ ∂Bσ ∩X;



2.3 Lemas técnicos 23

(I2) existe Υ > 0 tal que I satisfaz a condição (PS)c, para 0 < c < Υ;

(I3) para cada subespaço de dimensão finita, Ẽ ⊂ E existe R = R(Ẽ) > 0 tal que

I(u) ≤ 0 para todo u ∈ Ẽ\BR(0).

Suponha que {e1, · · · , ek} é uma base para o espaço vetorial V . Para m ≥ k, escolha

indutivamente em+1 6∈ Em := span{e1, · · · , em}. Seja Rm = R(Em) e Dm = BRm(0)∩Em.

Defina os seguintes conjuntos

Gm := {h ∈ C(Dm, E) : h é impar e h(u) = u,∀u ∈ ∂BRm(0) ∩ Em} (2.1)

e

Γj :=
{
h(Dm\Y ) : h ∈ Gm,m ≥ j, Y ∈ Σ, e γ(Y ) ≤ m− j

}
(2.2)

onde Σ é a famı́lia de conjuntos Y ⊂ E\{0} tais que Y é fechado em E e simétrico com

respeito a 0, isto é,

Σ = {Y ⊂ E\{0} : Y é fechado em E e Y = −Y } .

e γ(Y ) é o gênero de Y ∈ Σ ( ver Rabinowitz [65, p. 45] ). Para cada j ∈ N, defina

cj = inf
K∈Γj

max
u∈K

I(u). (2.3)

Então, 0 < β ≤ cj ≤ cj+1 para j > k, e se j > k e cj < Υ, temos que cj é um valor cŕıtico

para I. Além disso, se cj = cj+1 = · · · = cj+l = c < Υ para j > k, então γ(Kc) ≥ l + 1

onde

Kc = {u ∈ E : I(u) = c e I ′(u) = 0} .

2.3 Lemas técnicos

Associado ao problema (Pλ), temos o funcional energia Jλ : W
1,p(x)
0 (Ω) → R definido

por

Jλ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) − λ

∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x) −

∫
Ω

a(x)

p(x)
|u|p(x) −

∫
Ω

G(x, u).
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Usando a condição (g1), mostra-se que Jλ ∈ C1
(
W

1,p(x)
0 (Ω),R

)
com

J ′λ(u)v =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v − λ
∫

Ω

|u|q(x)−2 uv −
∫

Ω

a(x) |u|p(x)−2 uv −
∫

Ω

g(x, u)v,

para todo u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Tal fato, pode ser visto por exemplo em Guimarães [45] e

Chabrowski & Fu [24]. Assim, os pontos cŕıticos do funcional energia Jλ são soluções do

problema (Pλ).

Nosso primeiro resultado consiste em mostrar que o funcional Jλ satisfaz a primeira

geometria do Teorema do Passo da Montanha para funcionais pares ( ver Teorema 2.2.1).

Lema 2.3.1. Sob as condições (H1) e (g1), Jλ satisfaz (I1).

Demonstração. Dado δ > 0, temos que∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
=

1 + δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
=

1

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
+

δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) − δ

1 + δ

∫
Ω

a(x)

p(x)
|u|p(x)

Da condição (H1),∫
Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
≥ α

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|u|p(x) +

δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

− δ

1 + δ

∫
Ω

a(x)

p(x)
|u|p(x)

≥ δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) +

1

1 + δ

∫
Ω

(
α

p+

− δa(x)

p−

)
|u|p(x) .

Para δ suficientemente pequeno, desde que a(x) ∈ L∞(Ω), podemos supor que

1

1 + δ

(
α

p+

− δa(x)

p−

)
≥ 1

1 + δ

(
α

p+

−
δ‖a‖L∞(Ω)

p−

)
= α0 > 0.

Assim, para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),∫

Ω

1

p(x)

(
|∇u|p(x) − a(x) |u|p(x)

)
≥ δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) + α0

∫
Ω

|u|p(x). (2.4)
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Afirmação 2.3.2. Dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

|G(x, t)| ≤ ε

p(x)
|t|p(x) +

Cε
q(x)

|t|q(x) ∀(x, t) ∈ Ω̄× R. (2.5)

Com efeito, da hipótese (g1), sabemos que g(x, t) = o
(
|t|q(x)−1) quando |t| → ∞

uniformemente em x, logo dado ε > 0 existe um número R = R(ε) > 0 tal que

|g(x, t)| ≤ ε |t|q(x)−1 , para todo x ∈ Ω e |t| ≥ R.

Por continuidade, existe M > 0 tal que

|g(x, t)| ≤M, para todo x ∈ Ω e |t| ≤ R.

Segue das desigualdades acima que

|g(x, t)| ≤M + ε|t|q(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R. (2.6)

Mais uma vez, segue da condição (g1), que dado ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0, satisfazendo

|g(x, t)| ≤ ε|t|p(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× [−δ, δ]. (2.7)

Podemos supor que δ < 1. Assim, para |t| ≥ δ temos que |t|q(x)−1 ≥ δq+−1, donde

|g(x, t)|
|t|q(x)−1

≤ M

|t|q(x)−1
+ ε ≤ M

|δ|q+−1
+ ε = Cε.

Dáı,

|g(x, t)| ≤ Cε|t|q(x)−1, ∀x ∈ Ω e |t| ≥ δ. (2.8)

Das desigualdades (2.7) e (2.8), resulta

|g(x, t)| ≤ ε|t|p(x)−1 + Cε|t|q(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R,

de onde segue a afirmação.
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Usando a definição de Jλ, e combinando (2.4) e (2.5), obtemos

Jλ(u) ≥ δ

1 + δ

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) + α0

∫
Ω

|u|p(x) − λ
∫

Ω

1

q(x)
|u|q(x) −

∫
Ω

ε

p(x)
|u|p(x)

− Cε
∫

Ω

1

q(x)
|u|q(x)

≥ δ

(1 + δ)p+

∫
Ω

|∇u|p(x) +

(
α0 −

ε

p−

)∫
Ω

|u|p(x) − 1

q−
(λ+ Cε)

∫
Ω

|u|q(x) .

Consequentemente, se ε é suficientemente pequeno,

Jλ(u) ≥ δ

(1 + δ)p+

∫
Ω

|∇u|p(x) − 1

q−
(λ+ Cε)

∫
Ω

|u|q(x) .

Se ‖u‖ < 1, segue da Proposição 1.3.7 que

Jλ(u) ≥ δ

(1 + δ)p+

‖∇u‖p+
Lp(x)(Ω)

− (λ+ Cε)

q−

∫
Ω

|u|q(x) .

Usando as imersões de Sobolev, existe c1 > 0 tal que

‖u‖Lq(x)(Ω) ≤ c1 ‖u‖ , ∀u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Aplicando a Proposição 1.1.1, ficamos com

Jλ(u) ≥ δ

(1 + δ)p+

‖u‖p+ − (λ+ Cε)c2 ‖u‖q− ,

isto é

Jλ(u) ≥ c3 ‖u‖p+ − c4 ‖u‖q−

para constantes positivas c2, c3 e c4. Uma vez que, p+ < q−, se ‖u‖ = σ > 0 é

suficientemente pequeno, existe β > 0 tal que

Jλ(u) ≥ β > 0 para todo u ∈ ∂Bσ(0)

finalizando a demonstração.

Lema 2.3.3. Sob as condições (H1) e (g1), Jλ satisfaz (I3).

Demonstração. Seja Ẽ um subespaço de W
1,p(x)
0 (Ω) de dimensão finita.
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Afirmação 2.3.4. Dado ε > 0 existe uma constante M > 0 verificando

F (x, t) ≥ −M − ε|t|q(x), ∀(x, t) ∈ Ω× R. (2.9)

De fato, temos que

|f(x, t)|
|t|q(x)−1

≤ |a(x)| |t|
p(x)−1

|t|q(x)−1
+
|g(x, t)|
|t|q(x)−1

→ 0

quando |t| → +∞. Dáı, dado ε > 0 existe R0 > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ ε|t|q(x)−1, ∀x ∈ Ω e |t| ≥ R0.

Como f é cont́ınua, segue que

|f(x, t)| ≤M0 + ε|t|q(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R

para alguma constante positiva M0. Logo,

|F (x, t)|
|t|q(x)

≤ M0

|t|q(x)−1
+

ε

q−
= o(1) com |t| → +∞.

Assim, dado ε > 0 existe R > 0 tal que

|F (x, t)| ≤ ε|t|q(x), ∀x ∈ Ω e |t| ≥ R.

Por continuidade, existe uma constante M > 0 tal que F (x, t) ≥ −M , para todo x ∈ Ω e

|t| ≤ R. Portanto,

F (x, t) ≥ −M − ε|t|q(x), ∀(x, t) ∈ Ω× R,

provando a afirmação.

De (2.9) e da definição do funcional Jλ, temos que

Jλ(u) ≤ 1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x) − λ

q+

∫
Ω

|u|q(x) + ε

∫
Ω

|u|q(x) +M |Ω|.

Agora, fixando ε = λ
2q+

, conclúımos que

Jλ(u) ≤ 1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x) − λ

2q+

∫
Ω

|u|q(x) +M |Ω|.
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Aplicando a Proposição 1.1.1, tem-se

Jλ(u) ≤ 1

p−
max

{
‖u‖p− , ‖u‖p+

}
− λ

2q+

min
{
‖u‖q−

Lq(x)(Ω)
, ‖u‖q+

Lq(x)(Ω)

}
+M |Ω|.

Como dim Ẽ < +∞, quaisquer duas normas em Ẽ são equivalentes, e assim existe c > 0

tal que

Jλ(u) ≤ 1

p−
max

{
‖u‖p− , ‖u‖p+

}
− λc

2q+

min
{
‖u‖q− , ‖u‖q+

}
+M |Ω|.

Desde que p+ < q− temos que η(s) = 1
p−
sp+ − λc

2q+
sq− → −∞ quando s → +∞.

Consequentemente, para R > 0 suficientemente grande a última desigualdade implica

Jλ(u) ≤ 1

p−
‖u‖p+ − λc

2q+

‖u‖q− +M |Ω| < 0

para todo u ∈ Ẽ com ‖u‖ ≥ R. Donde

Jλ < 0 sobre Ẽ \BR(0),

provando o lema.

2.4 A condição Palais-Smale

Nesta seção, estabelecemos uma condição de compacidade para o funcional Jλ.

Mostraremos que a condição de Palais-Smale vale abaixo de um certo ńıvel, desde que o

parâmetro λ seja menor do que 1.

Lema 2.4.1. Assuma (H1), (g1) e (g2). Então, toda sequência (PS) para o funcional Jλ

é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Demonstração. Seja {un} uma sequência (PS)c para o funcional Jλ. Então,

Jλ(un)→ c e J ′λ(un)→ 0 quando n→ +∞. (2.10)
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Note que

Jλ(un)− 1

p+

J ′λ(un)un =

∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

p+

)
|∇un|p(x) + λ

∫
Ω

(
1

p+

− 1

q(x)

)
|un|q(x)

+

∫
Ω

(
1

p+

− 1

p(x)

)
a(x) |un|p(x)

−
∫

Ω

(
G(x, un)− 1

p+

g(x, un)un

)
.

Consequentemente,

λ

∫
Ω

(
1

p+

− 1

q(x)

)
|un|q(x) =Jλ(un)− 1

p+

J ′λ(un)un +

∫
Ω

(
1

p+

− 1

p(x)

)
|∇un|p(x)

+

∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

p+

)
a(x) |un|p(x)

+

∫
Ω

(
G(x, un)− 1

p+

g(x, un)un

)
.

Na igualdade acima, usando a hipótese (g2) e (2.10), obtemos

λ

∫
Ω

(
1

p+

− 1

q−

)
|un|q(x) ≤ λ

∫
Ω

(
1

p+

− 1

q(x)

)
|un|q(x)

≤ c+ 1 + ‖un‖+ ‖a‖∞
∫

Ω

(
1

p−
− 1

p+

)
|un|p(x) (2.11)

para n suficientemente grande.

Por outro lado, mostra-se sem dificuldades que dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

|t|p(x) ≤ ε |t|q(x) + Cε, ∀(x, t) ∈ Ω× R.

Combinando a última desigualdade com (2.11),

λ

(
1

p+

− 1

q−

)∫
Ω

|un|q(x) ≤ c+ 1 + ‖un‖+ ε ‖a‖∞
(

1

p−
− 1

p+

)∫
Ω

|un|q(x)

+ ‖a‖∞
(

1

p−
− 1

p+

)
Cε |Ω| ,

o que implica[
λ

(
1

p+

− 1

q−

)
− ‖a‖∞

(
1

p−
− 1

p+

)
ε

] ∫
Ω

|un|q(x) ≤ c+ 1 + ‖un‖+ c5,
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onde c5 é uma constante positiva. Fixando ε = λ
2

(
1
p+
− 1

q−

) [(
1
p−
− 1

p+

)
‖a‖∞

]−1

, vem

λ

2

(
1

p+

− 1

q−

)∫
Ω

|un|q(x) ≤ c+ 1 + ‖un‖+ c5,

de onde segue que ∫
Ω

|un|q(x) ≤ c6 (1 + ‖un‖) .

Usando a definição de Jλ juntamente com (2.4), obtemos

δ

(1 + δ)p+

∫
Ω

|∇un|p(x) ≤ Jλ(un) + λ

∫
Ω

|un|
q(x)

q(x)

+

∫
Ω

G(x, un).

Das condições de crescimento sobre g, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que |G(x, t)| ≤
ε|t|q(x) + Cε para todo x ∈ Ω e t ∈ R, assim

δ

(1 + δ)p+

∫
Ω

|∇un|p(x) ≤ c+ on(1) +
λ

q−

∫
Ω

|un|q(x) + ε

∫
Ω

|un|q(x) + Cε |Ω|

= c+ on(1) +

(
λ

q−
+ ε

)∫
Ω

|un|q(x) + Cε |Ω|

≤ c+ on(1) +

(
λ

q−
+ ε

)
c6 (1 + ‖un‖) + Cε |Ω| .

Portanto, para n suficientemente grande∫
Ω

|∇un|p(x) ≤ c7 (1 + ‖un‖)

onde c7 é uma constante positiva. Se ‖un‖ > 1, segue da Proposição 1.3.7 que

‖un‖p− ≤ c7 (1 + ‖un‖) .

Um vez que p− > 1, a desigualdade acima implica que {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).

Da reflexividade de W
1,p(x)
0 (Ω), se {un} é uma sequência (PS) para Jλ, então a menos

de subsequência, un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω). Como a imersão de W 1,p(x)(Ω) em Lq(x)(Ω) é

cont́ınua, então un ⇀ u em Lq(x)(Ω). Por outro lado, a imersão de W 1,p(x)(Ω) em Lr(x)(Ω)

é compacta para 1 < r− ≤ r � p∗, consequentemente un → u em Lr(x)(Ω).

Do lema de concentração-compacidade para os espaços de Lebesgue com expoentes
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variáveis (ver Teorema 1.4.4), existem duas medidas não negativas µ, ν ∈ M(Ω), um

conjunto contável J , pontos {xj}j∈J em A e sequências {µj}j∈J e {νj}j∈J ⊂ [0,+∞),

tais que

|∇un|p(x) ⇀ µ ≥ |∇u|p(x) +
∑
j∈J

µjδxj em M(Ω)

|un|q(x) ⇀ ν = |u|q(x) +
∑
j∈J

νjδxj em M(Ω)

e

Sν
1

q(xj)

j ≤ µ
1

p(xj)

j ∀j ∈ J .

Nosso objetivo agora é estabelecer uma estimativa inferior para {νi}. Para isto,

precisaremos provar o seguinte lema técnico.

Lema 2.4.2. Seja φ ∈ C∞0 (RN) satisfazendo

φ(x) = 1 em B1(0), supp φ ⊂ B2(0) e 0 ≤ φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN .

Então, para ε > 0, z ∈ Ω̄ e u ∈ Lp(x)(Ω), vale∫
Ω

|u(x)∇φε(x− z)|p(x) ≤ C
{
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(z))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(z))

}
, (2.12)

onde φε(x) = φ
(
x
ε

)
para todo x ∈ RN e C é uma constante independente de ε e z.

Demonstração. Note que∫
Ω

|u(x)∇φε(x− z)|p(x) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)

∣∣∣∣1ε∇φ
(
x− z
ε

)∣∣∣∣p(x)

=

∫
B2ε(z)

|u(x)|p(x)

∣∣∣∣1ε∇φ
(
x− z
ε

)∣∣∣∣p(x)

≤ cp

∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥
L
p∗(x)
p(x) (B2ε(z))

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣1ε∇φ

(
· − z
ε

)∣∣∣∣p(x)
∥∥∥∥∥
L

p∗(x)
p∗(x)−p(x) (B2ε(z))

onde cp é a constante dada pela desigualdade de Hölder. Fazendo uma mudança de
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variável, obtemos

∫
B2ε(z)

∣∣∣∣1ε∇φ
(
x− z
ε

)∣∣∣∣
p(x)p∗(x)
p∗(x)−p(x)

=

∫
B2ε(z)

∣∣∣∣1ε∇φ
(
x− z
ε

)∣∣∣∣N =

∫
B2(0)

∣∣∣∣1ε∇φ(y)

∣∣∣∣N εN
=

∫
B2(0)

|∇φ(y)|N .

Agora, o resultado segue da Proposição 1.1.1 e do Lema 1.2.4.

Lema 2.4.3. Nas condições do Lema 2.4.1, se {un} é uma sequência (PS) para o

funcional Jλ e {νj} definido na p. 31, então para cada j ∈ J , tem-se

νj >
SN

λ
N

p(xj)

ou νj = 0.

Demonstração. Antes de tudo, para cada ε > 0, fixemos φε ∈ C∞0 (RN) como no

Lema 2.4.2. Portanto, {φε(· − xj)un} ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) para quaisquer j ∈ J , e por um

cálculo direto, temos que {φε(· − xj)un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Assim,

J ′λ(un)(φε(· − xj)un) = on(1),

ou equivalentemente,∫
Ω

|∇un|p(x)φε(x− xj) +

∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj) + on(1) =

+ λ

∫
Ω

|un|q(x)φε(x− xj) +

∫
Ω

a(x)|un|p(x)φε(x− xj) +

∫
Ω

g(x, un)unφε(x− xj). (2.13)

Para cada δ > 0, aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, resulta∫
Ω

∣∣|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj)
∣∣ ≤ δ

∫
Ω

|∇un|p(x) + Cδ

∫
Ω

|un∇φε(x− xj)|p(x). (2.14)

Pelo teorema de convergência dominada de Lebesgue e da limitação de {un}, conclúımos

que

lim sup
n→∞

∫
Ω

∣∣|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj)
∣∣ ≤ δC1 + Cδ

∫
Ω

|u∇φε(x− xj)|p(x). (2.15)
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Aplicando o Lema 2.4.2,

lim sup
n→∞

∫
Ω

∣∣|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj)
∣∣

≤ δC1 + CCδ

{
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

}
. (2.16)

Por outro lado, aplicando o Lema de Strauss (ver Lema A.2.1) com P (x, t) = g(x, t)t e

Q(x, t) = |t|p(x) + |t|q(x), conclúımos que

lim
n→∞

∫
Ω

g(x, un)unφε(x− xj) =

∫
Ω

g(x, u)uφε(x− xj). (2.17)

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)|un|p(x)φε(x− xj) =

∫
Ω

a(x)|u|p(x)φε(x− xj). (2.18)

Por (2.13), (2.15)–(2.18), segue que

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)φε(x− xj) ≤λ lim
n→∞

∫
Ω

|un|q(x)φε(x− xj)

+

∫
Ω

a(x)|u|p(x)φε(x− xj) +

∫
Ω

g(x, u)uφε(x− xj)

+ δC1 + CCδ

[
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

]
, (2.19)

onde C é uma constante independente de ε e j. Como |∇un|p(x) ⇀ µ e |un|q(x) ⇀ ν em

M(Ω),

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)φε(x− xj) =

∫
Ω

φε(x− xj)dµ

≥
∫
Bε(xj)

φε(x− xj)dµ =

∫
Bε(xj)

dµ = µ(Bε(xj))

≥ µ({xj}) = µj

e

lim
n→∞

∫
Ω

|un|q(x)φε(x− xj) =

∫
B2ε(xj)

φε(x− xj)dν ≤
∫
B2ε(xj)

dν = ν(B2ε(xj)) ≤ νj.



34 Multiplicidade de solução via teoria do gênero

Consequentemente,

µj ≤ lim
n→+∞

∫
Ω

|∇un|p(x)φε(x− xj)

≤ λνj +

∫
B2ε(xj)

a(x)|u|p(x)φε(x− xj) +

∫
B2ε(xj)

g(x, u)uφε(x− xj)

+ δC1 + CCδ

[
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

]
. (2.20)

Fazendo ε→ 0 e depois δ → 0, ficamos com

µj ≤ λνj.

Donde,

Sν
1

p∗(xj)

j ≤ µ
1

p(xj)

j ≤ (λνj)
1

p(xj) ,

e assim

νj ≥
SN

λ
N

p(xj)

ou νj = 0.

Agora, estamos em condições de demonstrar que a condição de Palais-Smale para o

funcional Jλ vale abaixo de um certo ńıvel. Precisamente, vamos demonstrar o seguinte

lema.

Lema 2.4.4. Assuma (H1)–(H2) e (g1) – (g2). Se λ < 1, então Jλ satisfaz a condição

(PS)d para d < λ
1− N

p+

(
1
p+
− 1

q−

)
SN .

Demonstração. Seja {un} uma sequência (PS)d para o funcional energia Jλ com

d < λ
1− N

p+

(
1
p+
− 1

q−

)
SN , isto é

Jλ(un) = d+ on(1) e J ′λ(un) = on(1).
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Observe que

d = lim
n→∞

Jλ(un) (2.21)

= lim
n→∞

(
Jλ(un)− 1

p+

J ′λ(un)un

)
= lim

n→∞

[ ∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

p+

)
|∇un|p(x) + λ

∫
Ω

(
1

p+

− 1

p∗(x)

)
|un|q(x)

+

∫
Ω

(
1

p+

− 1

p(x)

)
a(x)|un|p(x) −

∫
Ω

(
G(x, un)− 1

p+

g(x, un)un

)]
. (2.22)

Segue das condições (H1) e (H2), que

d ≥ λ

(
1

p+

− 1

q−

)
lim
n→∞

∫
Ω

|un|q(x). (2.23)

Recordando que

lim
n→∞

∫
Ω

|un|q(x) =

∫
Ω

|u|q(x) +
∑
j∈J

νj ≥ νj,

segue que, se vj > 0 para algum j ∈ J , então

d ≥ λ

(
1

p+

− 1

q−

)
νj ≥ λ

(
1

p+

− 1

q−

)
SN

λ
N

p(xj)

.

Assim, para λ < 1

d ≥ λ

(
1

p+

− 1

q−

)(
S

λ
1
p+

)N
= λ

1− N
p+

(
1

p+

− 1

q−

)
SN , (2.24)

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter νj = 0 para todo j ∈ J , implicando∫
Ω

|un|q(x) →
∫

Ω

|u|q(x). (2.25)

Combinando o limite acima com o Lema 1.2.5, obtemos∫
Ω

|un − u|q(x) → 0 com n→∞,

logo pela Proposição 1.1.1,

un → u em Lq(x)(Ω). (2.26)
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Denotemos por {Pn} a sequência dada por

Pn(x) =
(
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)− |∇u(x)|p(x)−2∇u(x)

)
∇(un(x)− u(x)). (2.27)

Da definição de Pn, vem∫
Ω

Pn =

∫
Ω

|∇un|p(x) −
∫

Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇u−
∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(un − u).

Desde que un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω), temos∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(un − u)→ 0 quando n→∞, (2.28)

o que implica ∫
Ω

Pn =

∫
Ω

|∇un|p(x) −
∫

Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇u+ on(1).

Por outro lado, como J ′λ(un)un = on(1) e J ′λ(un)u = on(1), obtemos∫
Ω

Pn =on(1) + λ

∫
Ω

|un|q(x) +

∫
Ω

a(x)|u|p(x) +

∫
Ω

g(x, un)un

− λ
∫

Ω

|un|q(x)−2unu−
∫

Ω

a(x)|un|p(x)−2unu−
∫

Ω

g(x, un)u.

Combinando (2.25) com o Lema de Strauss (ver Lema A.2.1), conclúımos que∫
Ω

Pn → 0 quando n→∞.

Consideremos os seguintes conjuntos

Ω+ = {x ∈ Ω / p(x) ≥ 2} e Ω− = {x ∈ Ω / 1 < p(x) < 2} .

Segue do Lema A.1.2 e da definição de Pn,

Pn(x) ≥


23−p+

p+
|∇un −∇u|p se p(x) ≥ 2

(p− − 1) |∇un−∇u|2
(|∇un|+|∇u|)2−p(x)

se 1 < p(x) < 2,
(2.29)

consequentemente, ∫
Ω+

|∇un −∇u|p(x) = on(1). (2.30)
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Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x) ≤ C ‖gn‖
L

2
p(x) (Ω−)

‖hn‖
L

2
2−p(x) (Ω−)

,

onde

gn(x) =
|∇un(x)−∇u(x)|p(x)

(|∇un(x)|+ |∇u(x)|)
p(x)(2−p(x))

2

,

hn(x) = (|∇un(x)|+ |∇u(x)|)
p(x)(2−p(x))

2 .

e C é uma constante positiva. Por cálculos diretos, {‖hn‖
L

2
2−p(x) (Ω−)

} é uma sequência

limitada e ∫
Ω−

|gn|
2

p(x) ≤ C

∫
Ω−

Pn(x).

Logo, ∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x) → 0 quando n→∞. (2.31)

De (2.26), (2.30) e (2.31), deduzimos que un → u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Lema 2.4.5. Sob as condições (g1) e (H1), existe uma sequência {Mm} ⊂ (0,+∞)

independente de λ com Mm ≤Mm+1, tal que para todo λ > 0

cλm = inf
K∈Γm

max
u∈K

Jλ(u) < Mm. (2.32)

Demonstração. Observe que

cλm = inf
K∈Γm

max
u∈K

Jλ(u)

= inf
K∈Γm

max
u∈K

{∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) −

∫
Ω

λ

q(x)
|u|q(x) −

∫
Ω

F (x, u)

}
≤ inf

K∈Γm
max
u∈K

{∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) −

∫
Ω

F (x, u)

}
.

Seja

Mm = inf
K∈Γm

max
u∈K

{∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) −

∫
Ω

F (x, u)

}
+ 1.
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Por definição do conjunto Γm e por propriedades do ı́nfimo de um conjunto, segue que

Mm ≤Mm+1.

Desde que F (x, t) ≤ c1 + c2|t|q(x), conclúımos que Mm <∞, provando o resultado.

2.5 Demonstração do resultado principal

Para cada k ∈ N, escolha λk tal que Mk < λ
1− N

p+

k

(
1
p+
− 1

q−

)
SN . Assim, para

λ ∈ (λk, λk−1],

0 < cλ1 ≤ cλ2 ≤ · · · ≤ cλk < Mk ≤ λ
1− N

p+

(
1

p+

− 1

q−

)
SN .

Pelo Teorema 2.2.1, os ńıveis cλ1 ≤ cλ2 ≤ · · · ≤ cλk são valores cŕıticos do funcional Jλ. Se

cλ1 < cλ2 < · · · < cλk ,

o funcional Jλ tem pelo menos k pontos cŕıticos. Agora, se cλj = cλj+1 para algum

j = 1, 2, · · · , k, segue do Teorema 2.2.1 que Kcλj
é um conjunto infinito (ver Rabinowitz

[65, Cap. 7]). Então, neste caso, o problem (Pλ) tem infinitas soluções. Portanto,

em qualquer um dos casos, o problema (Pλ) possui pelo menos k pares de soluções não

triviais.



Caṕıtulo 3

Multiplicidade de soluções para uma classe

de problemas quaselineares com crescimento

superlinear envolvendo expoentes variáveis

Conforme foi dito na introdução, neste caṕıtulo vamos considerar dois problemas

variantes de (P ), mais especificamente −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)
(Pλ,k)

e −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)
(
ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u

)
, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)

(Pλ,ξ,k)

onde λ, ξ e k são parâmetros não negativos com k ∈ N. Para mostrar multiplicidade

de soluções para os problemas acima, utilizamos o Prinćıpio Variacional de Ekeland,

algumas propriedades envolvendo a variedade de Nehari e o Prinćıpio de Concentração-

Compacidade de Lions devido a Fu [41] e Fu & Zhang [42, 43].

Vamos supor que p, q, r : RN −→ R são funções Lipschitz, ZN -periódicas e satisfazendo

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < q− ≤ q(x) ≤ r(x)� p∗(x) q.t.p. em RN . (p3)

Dizemos que uma função mensurável h : RN → R é ZN -periódica se

h(x+ z) = h(x) ∀x ∈ RN e ∀z ∈ ZN .

39
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superlinear envolvendo expoentes variáveis

Neste caṕıtulo e no próximo vamos considerar W 1,p(x)(RN) munido da norma

‖u‖ = ‖u‖1 = inf

{
t > 0 :

∫
(|∇u|h(x) + |u|h(x))

th(x)
≤ 1

}
.

3.1 O caso subcŕıtico

Para obtermos multiplicidade de soluções para o problema (Pλ,k), vamos assumir que

as funções f, g : RN → R são cont́ınuas, positivas e satisfazem as seguintes condições:

(g3) lim
|x|→∞

g(x) = 0.

(f1) lim
|x|→∞

f(x) = f∞.

(f2) Existem ` pontos a1, a2, · · · , a` em ZN com a1 = 0 tais que

1 = f(ai) = max
RN

f(x), para 1 ≤ i ≤ `.

Além disso, vamos supor também que 0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN .

O resultado principal desta seção é:

Teorema B. Suponha que (p3), (g3), (f1) e (f2) ocorrem. Então, existem Λ∗ > 0 e

k∗ ∈ N tais que o problema (Pλ,k) admite pelo menos ` soluções para 0 ≤ λ < Λ∗ e

k ≥ k∗.

3.1.1 Resultados preliminares

Associado ao problema (Pλ,k), temos o funcional energia Jλ,k : W 1,p(x)(RN) → R
definido por

Jλ,k(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
g(k−1x)

q(x)
|u|q(x) −

∫
f(k−1x)

r(x)
|u|r(x).

Temos que Jλ,k ∈ C1
(
W 1,p(x)(RN),R

)
com

J ′λ,k(u)v =

∫ (
|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv

)
− λ

∫
g(k−1x)|u|q(x)−2uv

−
∫
f(k−1x)|u|r(x)−2uv,
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para todo u, v ∈ W 1,p(x)(RN). Assim, os pontos cŕıticos do funcional Jλ,k são

soluções do problema (Pλ,k). Como Jλ,k não é limitado inferiormente sobre W 1,p(x)(RN),

consideraremos o funcional Jλ,k restrito a variedade de Nehari Mλ,k, dada por

Mλ,k =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : J ′λ,k(u)u = 0

}
e o ńıvel

cλ,k = inf
u∈Mλ,k

Jλ,k(u).

Usando argumentos bem conhecidos, prova-se que cλ,k é o ńıvel de passo da montanha

do funcional Jλ,k.

Para f ≡ 1 e λ = 0, consideremos o seguinte problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = |u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(P∞)

Associado ao problema (P∞), temos o funcional energia J∞ : W 1,p(x)(RN)→ R dado por

J∞(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫

1

r(x)
|u|r(x),

e

c∞ = inf
u∈M∞

J∞(u),

e a variedade de variedade de Nehari

M∞ =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : J ′∞(u)u = 0

}
.

Para f ≡ f∞ e λ = 0, fixemos o seguinte problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f∞|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN),
(Pf∞)

e como acima, denotemos por Jf∞ , cf∞ e Mf∞ o funcional energia, o ńıvel o passo da

montanha e a variedade de Nehari associados a (Pf∞) respectivamente.

Lema 3.1.1 (Propriedade local). Dado Λ > 0, existem constantes positivas β e σ

(independentes de k), tais que Jλ,k(u) > β > 0 para todo λ ∈ (0,Λ] com ‖u‖ = σ.
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Demonstração. Da definição de Jλ,k juntamente com as condições (g3) e (f2), resulta

Jλ,k(u) ≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

q−
‖g‖∞

∫
|u|q(x) − 1

r−

∫
|u|r(x).

Se ‖u‖ < 1, pela Proposição 1.3.8 e pelo Teorema 1.3.4,

Jλ,k(u) ≥ 1

p+

‖u‖p+ − λ

q−
‖g‖∞c1‖u‖q− −

c2

r−
‖u‖r−

onde c1 e c2 são constantes positivas. Uma vez que p+ < q− ≤ r−, fixando σ > 0

suficientemente pequeno de sorte que

1

p+

σp+ − Λ

q−
‖g‖∞c1σ

q− − c2

r−
σr− ≥ 1

2p+

σp+ .

Se 0 < λ < Λ,

Jλ,k(u) ≥ 1

2p+

σp+ = β > 0 on ∂Bσ(0),

estabelecendo o resultado.

O resultado seguinte refere-se ao comportamento de Jλ,k sobre Mλ,k.

Lema 3.1.2. O funcional Jλ,k é limitado inferiormente e coercivo sobre Mλ,k.

Demonstração. Para cada u ∈Mλ,k, tem-se J ′λ,k(u)u = 0. Dáı,

λ

∫
g(k−1x)|u|q(x) =

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫
f(k−1x)|u|r(x). (3.1)

Segue da definição de Jλ,k juntamente com a última igualdade,

Jλ,k(u) ≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

q−

∫
g(k−1x)|u|q(x) − 1

r−

∫
f(k−1x)|u|r(x)

=
1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− 1

r−

∫
f(k−1x)|u|r(x)

− 1

q−

(∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫
f(k−1x)|u|r(x)

)
.

=

(
1

p+

− 1

q−

)∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
+

(
1

q−
− 1

r−

)∫
f(k−1x)|u|r(x)
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Por hipótese p+ < q− ≤ r−, e assim

Jλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

q−

)∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
, para todo u ∈Mλ,k (3.2)

mostrando que Jλ,k é limitado inferiormente e coercivo em Mλ,k.

Corolário 3.1.3. Se {un} é uma sequência em Mλ,k com Jλ,k(un)→ cλ,k, então {un} é

limitada em W 1,p(x)(RN).

Demonstração. Da desigualdade (3.2) resulta que∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤
(

1

p+

− 1

q−

)−1

Jλ,k(un) ≤
(

1

p+

− 1

q−

)−1

(cλ,k + 1)

para n suficientemente grande. Aplicando a Proposição 1.3.8 conclúımos que {un} é limi-

tada em W 1,p(x)(RN).

O próximo lema estabelece que a variedade de NehariMλ,k tem uma distância positiva

da origem.

Lema 3.1.4. Dado Λ > 0, existe um δ > 0 tal que

‖u‖ > δ, ∀(u, λ, k) ∈Mλ,k × [0,Λ]× N. (3.3)

Consequentemente, pela Proposição 1.3.8, existe η > 0 verificando

ρ1(u) ≥ η, ∀(u, λ, k) ∈Mλ,k × [0,Λ]× N.

Demonstração. Suponha por contradição que (3.3) não vale. Então, existe {un} ⊂ Mλ,k

tal que

‖un‖ → 0 as n→∞.

Deste que {un} ⊂ Mλ,k e ‖f‖∞ ≤ 1, por (3.1) obtemos∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ λ‖g‖∞

∫
|un|q(x) +

∫
|un|r(x).
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Pelas Proposições 1.3.7 e 1.2.4, obtemos

min {‖un‖p− , ‖un‖p+} ≤
∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ λ‖g‖∞max

{
‖un‖q−q(x), ‖un‖

q+
q(x)

}
+ max

{
‖un‖r−r(x), ‖un‖

r+
r(x)

}
.

Usando as imersões de Sobolev, existem constantes positivas c1 e c2 tais que

min {‖un‖p− , ‖un‖p+} ≤ Λ‖g‖∞c1 max {‖un‖q− , ‖un‖q+}+ c2 max {‖un‖r− , ‖un‖r+} ,

e portanto, para n suficientemente grande,

‖un‖p+ ≤ Λc1‖g‖∞‖un‖q− + c2‖un‖r− ≤ (Λc1‖g‖∞ + c2) ‖un‖q−

ou equivalentemente,

(Λc1‖g‖∞ + c2)−1 ≤ ‖un‖q−−p+ ,

de onde obtemos um absurdo, pois p+ < q−, provando o resultado.

Corolário 3.1.5. Seja Eλ,k(u) = J ′λ,k(u)u. Então, existe η0 > 0 tal que

E ′λ,k(u)u < −η0, ∀(u, λ, k) ∈Mλ,k × [0,Λ]× N.

Demonstração. Note que

E ′λ,k(u)u =

∫
p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
q(x)g(k−1x)|u|q(x) −

∫
r(x)f(k−1x)|u|r(x)

para todo u ∈ W 1,p(x)(RN). Da definição de Mλ,k,

E ′λ,k(u)u ≤ p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λq−

∫
g(k−1x)|u|q(x) − r−

∫
f(k−1x)|u|r(x)

= (p+ − q−)

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
+ (q− − r−)

∫
f(k−1x)|u|r(x).

Desde que p+ < q− ≤ r− e f é uma função não negativa segue que

E ′λ,k(u)u ≤ (p+ − q−)

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
.
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Aplicando o Lema 3.1.4, conclúımos que

E ′λ,k(u) < − (q− − p+) η,

finalizando a prova.

Lema 3.1.6. Se u ∈ Mλ,k é um ponto cŕıtico de Jλ,k restrito a Mλ,k, então u é ponto

cŕıtico de Jλ,k em W 1,p(x)(RN).

Demonstração. Seja u ∈ Mλ,k um ponto cŕıtico de Jλ,k restrito a variedade Mλ,k.

Então existe τ ∈ R tal que

J ′λ,k(u) = τE ′λ,k(u).

Como J ′λ,k(u)u = 0, temos que τE ′λ,k(u) = 0. Pelo Corolário 3.1.5, sabemos que

E ′λ,k(u)u < 0, logo devemos ter τ = 0. Portanto,

J ′λ,k(u) = 0,

implicando que u é ponto cŕıtico de Jλ,k em W 1,p(x)(RN).

Teorema 3.1.7. Seja {un} uma sequência em W 1,p(x)(RN) tal que un ⇀ u em

W 1,p(x)(RN) e J ′λ,k(un) → 0 com n → ∞. Então, para alguma subsequência, ∇un(x) →
∇u(x) q.t.p. em RN . Além disso, J ′λ,k(u) = 0.

Demonstração. Seja R > 0 e φ ∈ C∞0 (RN) tal que

φ ≡ 0 se |x| ≥ 2R, φ ≡ 1 se |x| ≤ R e 0 ≤ φ(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rn.

Usando os mesmos argumente da prova do Lema 2.4.4, considerando a sequência {Pn}
dada por (2.27), mostra-se que∫

BR

Pn =

∫
BR

φPn ≤
∫
|∇un|p(x)φ−

∫
|∇un|p(x)−2∇un∇uφ+ on(1).
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De J ′λ,k(un)(φun) = on(1) e J ′λ,k(un)(φu) = on(1), temos∫
BR

Pn ≤ on(1)−
∫
|∇un|p(x)−2(un − u)∇un∇φ

−
∫
|un|p(x)−2un(u− un)φ+ λ

∫
g(k−1x)|un|q(x)−2un(un − u)φ

+

∫
f(k−1x)|un|r(x)−2un(un − u)φ.

Aplicando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwartz, ficamos com∫
BR

Pn ≤ on(1) + c1

∫
B2R

|∇un|p(x)−1|un − u|

+

∫
B2R

|un|p(x)−1|un − u|+ λ‖g‖∞
∫
B2R

|un|q(x)−1|un − u|

+

∫
B2R

|un|r(x)−1|un − u|.

Segue da desigualdade de Hölder que∫
BR

Pn ≤ on(1) + 2c1

∥∥|∇un|p(x)−1
∥∥
Lp
′(x)B2R

‖un − u‖Lp(x)(B2R)

+ 2
∥∥|un|p(x)−1

∥∥
Lp
′(x)(B2R)

‖un − u‖Lp(x)(B2R)

+ 2
∥∥|un|q(x)−1

∥∥
Lq
′(x)(B2R)

‖un − u‖Lq(x)(B2R)

+ 2
∥∥|un|r(x)−1

∥∥
Lr
′(x)(B2R)

‖un − u‖Lr(x)(B2R) .

Uma vez que a imersãoW 1,p(x)(RN) ↪→ L
s(x)
loc (RN) é compacta para toda função mensurável

s, satisfazendo p ≤ s� p∗ e {un} é uma sequência limitada, conclúımos que∫
BR

Pn → 0 com n→∞.

Considerando os conjuntos

B+
R = {x ∈ BR : p(x) ≥ 2} e B−R = {x ∈ BR : 1 < p(x) < 2}

e procedendo como na prova do Lema 2.4.4 (vide (2.30) e (2.31)), mostra-se que

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. emBR. ComoR é arbitrário, segue que para alguma subsequência

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .
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Como {|∇un|p(x)−2∇un} é limitada em (Lp
′(x)(RN))N e |∇un|p(x)−2∇un → |∇u|p(x)−2∇u

q.t.p. em RN , o Lema de Brezis-Lieb (ver Lema 1.2.6) implica

|∇un|p(x)−2∇un ⇀ |∇u|p(x)−2∇u em (Lp
′(x)(RN))N .

De maneira análoga, temos que

|un|s(x)−2un ⇀ |u|s(x)−2u em Ls
′(x)(RN)

para toda função mensurável s verificando p ≤ s ≤ p∗. Usando o fato que J ′λ,k(un)v =

on(1) para todo v ∈ W 1,p(x)(RN) juntamente com os dois últimos limites, obtemos que

J ′λ,k(u)v = 0 para todo v ∈ W 1,p(x)(RN), finalizando a prova.

3.1.2 Um resultado de compacidade

O Teorema a seguir generaliza para os espaços com expoentes variáveis, um resultado

de compacidade na variedade de Nehari feito para expoentes constantes devido a Alves

[3].

Teorema 3.1.8. Suponha que a condição (p3) se verifica e seja {un} ⊂ M∞ uma

sequência com J∞(un)→ c∞. Então,

I. un → u em W 1,p(x)(RN),

ou

II. Existe {yn} ⊂ ZN com |yn| → +∞ e w ∈ W 1,p(x)(RN) tal que wn(x) = un(x+yn)→ w

em W 1,p(x)(RN) e J∞(w) = c∞.

Demonstração. De maneira similar ao Corolário 3.1.3, tem-se que {un} é uma sequência

limitada e, da reflexividade de W 1,p(x)(RN), existe u ∈ W 1,p(x)(RN) e uma subsequência

de {un}, ainda denotada por {un}, tal que un ⇀ u em W 1,p(x)(RN). Aplicando o prinćıpio

variacional de Ekeland, existe uma sequência {wn} em M∞ satisfazendo

wn = un + on(1), J∞(wn)→ c∞

e

J ′∞(wn)− τnE ′∞(wn) = on(1), (3.4)

onde (τn) ⊂ R e E∞(w) = J ′∞(w)w, para todo w ∈ W 1,p(x)(RN).
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Desde que {un} ⊂ M∞, segue de (3.4) que

τnE
′
∞(wn)wn = on(1).

Usando argumentos do Lema 3.1.5, existe um δ > 0 tal que

|E ′∞(wn)wn| > δ ∀n ∈ N.

De (3.4) resulta τn → 0 quando n→∞. Sendo {wn} uma sequência limitada temos que

{E ′∞(wn)} também é limitada, logo podemos afirmar que

J ′∞(wn)→ 0 em (W 1,p(x)(RN))∗.

Assim, podemos supor sem perda de generalidade que

J∞(un)→ c∞ e J ′∞(wn)→ 0 em (W 1,p(x)(RN))∗. (3.5)

No que segue, vamos estudar as seguintes possibilidades: u 6= 0 ou u = 0.

Primeiro Caso: u 6= 0.

Similar ao Teorema 3.1.7, mostra-se que u é ponto cŕıtico de J∞. Aplicando o Lema

de Fatou, segue que

c∞ ≤ J∞(u) = J∞(u)− 1

q−
J ′∞(u)u

=

∫ (
1

p(x)
− 1

q−

)(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
+

∫ (
1

q−
− 1

r(x)

)
|u|r(x)

≤ lim inf
n→∞

{∫ (
1

p(x)
− 1

q−

)(
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
+

∫ (
1

q−
− 1

r(x)

)
|un|r(x)

}
= lim inf

n→∞

{
J∞(un)− 1

q−
J ′∞(un)un

}
= c∞.

Consequentemente,

lim
n→∞

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
=

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
.

Sejam

fn(x) = |∇un(x)−∇u(x)|p(x) + |un(x)− u(x)|p(x)
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e

gn(x) = 2p+
[
|∇un(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x) + |un(x)|p(x) + |u(x)|p(x)

]
Então, é imediato que fn(x) ≤ gn(x),

fn(x)→ 0 e gn(x)→ g(x) = 2p++1
[
|∇u(x)|p(x) + |u(x)|p(x)

]
q.t.p. em RN . Aplicando o Teorema da Convergência Dominada Generalizada de

Lebesgue (vide Teorema A.2.3), conclúımos que fn → 0 em W 1,p(x)(RN), de onde segue o

resultado.

Segundo Caso: u = 0.

Neste caso, afirmamos que existem R, τ > 0 e uma sequência {yn} ⊂ RN satisfazendo

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|un|p(x) ≥ τ. (3.6)

Se a afirmação é falsa, devemos ter

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un|p(x) = 0.

Assim, por um resultado tipo Lions para expoentes variáveis (ver Lema A.2.2),

un → 0 em Ls(x)(RN),

para toda função mensurável s : RN → R com p� s� p∗.

Como J ′∞(un)un = on(1), o último limite implica que∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
= on(1),

ou equivalentemente

un → 0 em W 1,p(x)(RN),

resultando em c∞ = 0, o que é um absurdo. Portanto, a desigualdade (3.6) é verdadeira.

Note que |yn| → ∞ quando n → ∞, pois caso contrário, existiria uma subsequência

de {yn} limitada, a qual denotaremos ainda por {yn}. Digamos que |yn| ≤M , assim∫
BR+M

|u|p(x) = lim sup
n→∞

∫
BR+M

|un|p(x) ≥ lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|un|p(x) ≥ τ > 0
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o que contradiz a hipótese u = 0.

Agora, seja ȳn ∈ ZN tal que

‖yn − ȳn‖ <
√
N

e defina

wn(x) = un(x+ ȳn) ∀x ∈ RN .

Então, da invariância do RN por translação e usando o fato das funções p e r serem ZN–

periódicas, deduzimos que J∞(wn) = J∞(un). Agora, seja ψ ∈ W 1,p(x)(RN), com ‖ψ‖ ≤ 1,

então

|J ′∞(wn)ψ| = |J ′∞(un)ψ(· − ȳn)|

implicando

‖J ′∞(wn)‖(W 1,p(x)(RN ))∗ ≤ ‖J ′∞(un)‖(W 1,p(x)(RN ))∗ .

De maneira análoga, temos que

|J ′∞(un)ψ| = |J ′∞(wn)ψ(·+ ȳn)|

e portanto

‖J ′∞(wn)‖(W 1,p(x)(RN ))∗ = ‖J ′∞(un)‖(W 1,p(x)(RN ))∗ ,

mostrando que {wn} é uma sequência (PS)c∞ para J∞. Se w ∈ W 1,p(x)(RN) denota o

limite fraco de {wn}, considerando R̂ = R +
√
N , obtemos∫

B
R̂

|w|p(x) = lim sup
n→∞

∫
B
R̂

|wn|p(x) = lim sup
n→∞

∫
B
R̂

|un(x+ ȳn)|p(x)

= lim sup
n→∞

∫
B
R̂

(ȳn)

|un|p(x) ≥ lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|un|p(x) ≥ τ > 0

o que implica w 6= 0. Repetindo os mesmo argumentos do primeiro caso para a sequência

{wn}, deduzimos que wn → w em W 1,p(x)(RN), w ∈M∞ e J∞(w) = c∞.

Lema 3.1.9. Se a função g satisfaz (g3), então os funcionais Ψ1,Ψ2 : W 1,p(x)(RN)→ R
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dados por

Ψ1(u) =

∫
g(x)|u|q(x) e Ψ2(u) =

∫
g(x)

q(x)
|u|q(x)

são fracamente cont́ınuos.

Demonstração. No que segue, faremos a prova apenas para Ψ1, porque os mesmos

argumentos se aplicam a Ψ2. Seja {un} uma sequência em W 1,p(x)(RN) tal que un ⇀ u

em W 1,p(x)(RN). Da hipótese (g3), para todo ε > 0 existe R > 0 tal que

|g(x)| < ε para |x| > R.

Logo, ∫
|x|>R

g(x)|u|q(x) ≤ ε

∫
|x|>R

|u|q(x).

Como un ⇀ u em W 1,p(x)(RN), temos que {un} é limitada em W 1,p(x)(RN). Segue das

imersões de Sobolev que {un} também é limitada em Lq(x)(RN), e portanto∫
|x|>R

g(x)|un|q(x) ≤ ε

∫
|x|>R

|un|q(x) ≤ εM para todo n ∈ N, (3.7)

para alguma constante positiva M . Novamente as imersões de Sobolev implicam

un → u em Lq(x)(BR). (3.8)

De (3.7)-(3.8), ∫
g(x)|un|q(x) →

∫
g(x)|u|q(x),

o que completa a prova.

3.1.3 Estimativas envolvendo os ńıveis minimax

O principal objetivo desta seção é provar algumas estimativas que envolvem os ńıveis

minimax cλ,k, c0,k e c∞.

Primeiramente, recorde as seguintes desigualdades

Jλ,k(u) ≤ J0,k(u) e J∞(u) ≤ J0,k(u) ∀u ∈ W 1,p(x)(RN),
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o que implica

cλ,k ≤ c0,k e c∞ ≤ c0,k. (3.9)

Lema 3.1.10. Os ńıveis minimax c0,k e cf∞ satisfazem a desigualdade

c0,k < cf∞ .

Consequentemente, c∞ < cf∞.

Demonstração. De maneira análoga ao Teorema 3.1.8, existe V ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0}
verificando

Jf∞(V ) = cf∞ e J ′f∞(V ) = 0.

Segue do Lema A.4.1 que existe t > 0 tal que tV ∈M0,k. Assim,

c0,k ≤ J0,k(tV ) =

∫
tp(x)

p(x)

(
|∇V |p(x) + |V |p(x)

)
−
∫
f(k−1x)

tr(x)

r(x)
|V |r(x).

Recordando que 0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN , obtemos

c0,k < Jf∞(tV ) ≤ max
s≥0

Jf∞(sV ) = Jf∞(V ) = cf∞ .

Combinando a última desigualdade com (3.9), segue que c∞ < cf∞ . Finalizando a prova.

Proposição 3.1.11. O ńıvel c0,k é um valor cŕıtico de J0,k, isto é, existe v ∈ W 1,p(x)(RN)

tal que

J0,k(v) = c0,k e J ′0,k(v) = 0.

Demonstração. De maneira similar ao Teorema 3.1.8, existe uma sequência un emM0,k

com

J0,k(un)→ c0,k e J ′0,k(un)→ 0.

Como no Corolário 3.1.3, {un} é uma sequência limitada em W 1,p(x)(RN), e sendo

W 1,p(x)(RN) reflexivo, segue que a menos de subsequência un ⇀ u em W 1,p(x)(RN).

Afirmação 3.1.12. u 6= 0.

Suponha por contradição que u = 0. Então un ⇀ 0 em W 1,p(x)(RN). Afirmamos que

existem números positivos R e τ e uma sequência {yn} em RN (a qual podemos supor
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em ZN) tais que a desigualdade (3.6) vale. Caso contrário, pelo Lema A.2.2 segue que

un → 0 em Lr(x)(RN). Da definição de M0,k,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
= on(1).

Logo, un → 0 em W 1,p(x)(RN) implicando em c0,k = 0, o que é um absurdo. Portanto, a

desigualdade (3.6) vale.

Segue dos mesmos argumentos do Teorema 3.1.8 que a sequência {yn} é ilimitada.

Agora, defina a função vn(x) = un(x + yn) para todo x ∈ RN . Relembrando que

J ′0,k(un)φ(·+ yn) = on(1) para toda φ ∈ W 1,p(x)(RN), obtemos∫ (
|∇vn|p(x)−2∇vn∇φ+ |vn|p(x)−2vnφ

)
−
∫
f(k−1(x+ yn))|vn|r(x)−2vnφ = on(1).

Adaptando os argumentos usados na demonstração do Teorema 3.1.7 mostra-se que para

alguma subsequência

∇vn(x)→ ∇v(x) e vn(x)→ v(x) q.t.p. em RN .

Passando ao limite quando n→∞, segue que∫ (
|∇v|p(x)−2∇v∇φ+ |v|p(x)−2vφ

)
−
∫ (

f∞|v|r(x)−2 + |v|p∗(x)−2
)
vφ = 0,

provando que v é uma solução fraca do problema (Pf∞). Aplicando o Lema de Fatou,

obtemos

cf∞ ≤ Jf∞(v) = Jf∞(v)− 1

q−
J ′f∞(v)

=

∫
lim inf
n→∞

[(
1

p(x)
− 1

q−

)(
|∇vn|p(x) + |vn|p(x)

)
+

(
1

q−
− 1

r(x)

)
ξf(k−1(x+ yn))|vn|r(x)

]

≤ lim inf
n→∞

∫ [(
1

p(x)
− 1

q−

)(
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
+

(
1

q−
− 1

r(x)

)
ξf(k−1x)|un|r(x)

]

= lim inf
n→∞

(
J0,k(un)− 1

q−
J ′0,k(un)un

)
= c0,k.

Logo, cf∞ ≤ c0,k, o que contradiz o Lema 3.1.10. Portanto, u 6= 0.

Como J ′0,k(un) = on(1) segue que J ′0,k(u)u = 0 , isto é u ∈M0,k. Aplicando novamente
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o Lema de Fatou, conclúımos que

c0,k ≤ J0,k(u) = J0,k(u)− 1

q−
J ′0,k(u)u ≤ lim inf

n→∞

{
J0,k(un)− 1

q−
J ′0,k(un)un

}
= c0,k,

de onde segue que J0,k(u) = c0,k.

Ao longo desta seção, denotaremos por U ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} uma solução de energia

mı́nima do problema (P∞), isto é,

J∞(U) = c∞ e J ′∞(U) = 0 (ver Teorema 3.1.8) .

Para 1 ≤ i ≤ ` e k ∈ N, definimos a função U i
k : RN → R por

U i
k(x) = U(x− kai). (3.10)

O próximo resultado estabelece uma relação importante envolvendo a energia das

funções U i
k com c∞.

Lema 3.1.13. Para todo i ∈ {1, ..., `}, tem-se

lim sup
k→+∞

(
sup
t≥0

Jλ,k(tU
i
k)
)
≤ c∞.

Demonstração. Como as funções p, q, e r são ZN -periódicas e ai ∈ ZN , fazendo uma

mudança de variável, obtemos

Jλ,k(tU
i
k) =

∫
tp(x)

p(x)

(
|∇U(x− kai)|p(x) + |U(x− kai)|p(x)

)
− λ

∫
g(k−1x)

p(x)
tq(x) |U(x− kai)|q(x)

−
∫
f(k−1x)

tr(x)

r(x)
|U(x− kai)|r(x)

=

∫
tp(x)

p(x)

(
|∇U |p(x) + |U |p(x)

)
− λ

∫
g(k−1x+ ai)

tq(x)

q(x)
|U |q(x)

−
∫
f(k−1x+ ai)

tr(x)

r(x)
|U |r(x).

Além disso, pelo Lema A.4.1 existe tk > 0 tal que

max
t≥0

Jλ,k(tU
i
k) = Jλ,k(tkU

i
k) ≥ β, (3.11)

onde β foi dado pelo Lema 3.1.1. Note que se tk → 0 quando k →∞ então Jλ,k(tkU
i
k)→ 0
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quando k → ∞, o que contradiz (3.11). Por outro lado se tk → ∞ quando k → ∞,

mostra-se que Jλ,k(tkU
i
k) → −∞ e novamente temos uma contradição com (3.11). Logo,

sem perda de generalidade, podemos supor tk → t0 > 0 com k →∞. Assim,

lim
k→∞

(
max
t≥0

Jλ,k(tU
i
k)

)
=

∫
t
p(x)
0

p(x)

(
|∇U |p(x) + |U |p(x)

)
− λ

∫
g(ai)

t
q(x)
0

q(x)
|U |q(x)

−
∫
f(ai)

t
r(x)
0

r(x)
|U |r(x)

≤ J∞(t0U) ≤ max
s≥0

J∞(sU) = J∞(U) = c∞.

Consequentemente,

lim sup
k→+∞

(sup
t≥0

Jλ,k(tU
i
k)) ≤ c∞ para i ∈ {1, ...., `},

finalizando a prova do resultado.

No que segue, consideremos números positivos R0 e r0 satisfazendo

• BR0(ai) ∩BR0(aj) = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {1, ..., `}

•
⋃`
i=1BR0(ai) ⊂ Br0(0).

• KR0
2

=
⋃`
i=1BR0

2
(ai)

Definimos a função Baricentro Qk : W 1,p(x)(RN) \ {0} → R por

Qk(u) =

∫
χ(k−1x)|u|p+∫
|u|p+

, (3.12)

onde χ : RN → RN é dado por

χ(x) =

{
x se |x| ≤ r0

r0
|x|x se |x| > r0.

(3.13)

Lema 3.1.14. Existem δ0 > 0 e k1 ∈ N tais que se u ∈M0,k e J0,k(u) ≤ c∞ + δ0, então

Qk(u) ∈ KR0
2

para k ≥ k1.

Demonstração. Se o lema não vale, existem δn → 0, kn → +∞ e un ∈ M0,kn

satisfazendo

J0,kn(un) ≤ c∞ + δn
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e

Qkn(un) 6∈ KR0
2
.

Fixando ζn > 0 tal que ζnun ∈M∞, temos que

c∞ ≤ J∞(ζnun) ≤ J0,kn(ζnun) ≤ max
t≥0

J0,kn(tun) = J0,kn(un) ≤ c∞ + δn.

Assim,

{ζnun} ⊂ M∞ e J∞(ζnun)→ c∞.

Aplicando o prinćıpio variacional de Ekeland, podemos supor sem perda de gene-

ralidade que {ζnun} ⊂ M∞ é uma sequência (PS)c∞ para J∞ (ver demonstração do

Teorema 3.1.8), isto é,

J∞(ζnun)→ c∞ e J ′∞(ζnun)→ 0.

Aplicando o Teorema 3.1.8, devemos considerar os seguintes casos:

i) ζnun → U 6= 0 em W 1,,p(x)(RN);

ou

ii) Existem {yn} ⊂ ZN com |yn| → +∞ tal que vn(x) = ζnu(x + yn) converge em

W 1,,p(x)(RN) para algum V ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0}.

Procedento como no Lema 3.1.13, mostra-se que ζn → ζ0 para algum ζ0 > 0. Portanto,

podemos supor sem perda de generalidade que

un → U ou vn = un( ·+ yn)→ V em W 1,p(x)(RN).

Análise de i).

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue segue que

Qkn(un) =

∫
χ(kn

−1x)|un|p+∫
|un|p+

→
∫
χ(0)|U |p+∫
|U |p+

= 0,

implicando em Qkn(un) ∈ KR0
2

para n grande, pois 0 ∈ KR0
2

.

Análise de ii).

Aplicando novamente o prinćıpio variacional de Ekeland, podemos supor que J ′0,kn(un) =

on(1). Logo, J ′0,kn(un)φ(· − yn) = on(1) para todo φ ∈ W 1,,p(x)(RN), e assim

on(1) =

∫ (
|∇vn|p(x)−2∇vn∇φ+ |vn|p(x)−2vnφ

)
−
∫
f(kn

−1(x+ yn))|vn|r(x)−2vnφ. (3.14)
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Decorre do último limite que a menos de subsequência,

∇vn(x)→ ∇V (x) e vn(x)→ V (x) q.t.p. em RN .

Agora, vamos estudar dois casos:

a) |kn−1yn| → +∞

e

b) kn
−1yn → y, para algum y ∈ RN .

Se a) vale, segue que∫ (
|∇V |p(x)−2∇V∇φ+ |V |p(x)−2V φ

)
=

∫
f∞|V |r(x)−2V φ,

mostrando que V é uma solução fraca não trivial do problema (Pf∞). Combinando a

condição f∞ < 1 com o Lema de Fatou, obtemos

cf∞ ≤ Jf∞(V ) = Jf∞(V )− 1

q−
J ′f∞(V )V ≤ lim inf

n→∞

{
J∞(un)− 1

q−
J ′∞(un)un

}
= c∞,

ou equivalentemente, cf∞ ≤ c∞, o que contradiz o Lema 3.1.10.

Agora, se kn
−1yn → y para algum y ∈ RN , então V é uma solução fraca do seguinte

problema  −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f(y)|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(Pf(y))

Repetindo o argumento anterior, deduzimos que

cf(y) ≤ c∞, (3.15)

onde cf(y) é o ńıvel do passo da montanha do functional Jf(y) : W 1,p(x)(RN)→ R dado por

Jf(y)(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫
f(y)

r(x)
|u|r(x).

Observe que

cf(y) = inf
u∈Mf(y)

Jf(y)(u)

onde

Mf(y) =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : J ′f(y)(u)u = 0

}
.
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Se f(y) < 1, um argumento semelhante ao explorado na prova do Lema 3.1.10 mostra

que cf(y) > c∞, contradizendo a desigualdade (3.15). Portanto, f(y) = 1 e y = ai para

algum i = 1, · · · `. Donde,

Qkn(un) =

∫
χ(kn

−1x)|un|p+∫
|un|p+

=

∫
χ(kn

−1x+ kn
−1yn)|vn|p+∫

|vn|p+
.

Na igualdade anterior passando ao limite quando n→∞, vem

lim
n→∞

Qkn(un) =

∫
χ(y)|V |p+∫
|V |p+

= ai,

o que implica Qkn(un) ∈ KR0
2

para n suficientemente grande, resultando em uma con-

tradição, pois por hipótese Qkn(un) 6∈ KR0
2

.

Lema 3.1.15. Existe uma constante R > 0 tal que

Aλ,k =

{
u ∈Mλ,k : Jλ,k(u) < c∞ +

δ0

2

}
⊂ BR,

para k ≥ k1, isto é, Aλ,k é um conjunto limitado, onde k1 foi dado no Lema 3.1.14. Além

disso, R é independente de λ e k.

Demonstração. Seja u ∈Mλ,k tal que Jλ,k(u) < c∞ + δ0
2

para k ≥ k1. Então,∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
g(k−1x)|u|q(x) −

∫
f(k−1x)|u|r(x) = 0

e ∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−λ
∫
g(k−1x)

q(x)
|u|q(x) −

∫
f(k−1x)

r(x)
|u|r(x) < c∞ +

δ0

2
.

Combinando as duas últimas expressões, obtemos(
1

p+

− 1

q−

)∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
+

(
1

q−
− 1

r−

)∫
f(k−1x)|u|r(x) < c∞ +

δ0

2
.

Assim, ∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
< (c∞ +

δ0

2
)

(
1

p+

− 1

q−

)−1

,

provando o lema.
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Lema 3.1.16. Seja u ∈ Aλ,k e tu > 0 tal que tuu ∈ M0,k. Então, dado Λ > 0, existem

constantes C > 0 e k2 ∈ N tais que

0 ≤ tu ≤ C, para todo (u, λ, k) ∈ Aλ,k × [0,Λ]× ([k2,+∞) ∩ N).

Demonstração. Supondo por contradição que o lema não vale, deve existir {un} ⊂
Aλn,kn com λn → 0 e kn → +∞ tal que tunun ∈M0,kn e tun →∞ com n→∞. Podemos

supor sem perda de generalidade que tun ≥ 1. Como tunun ∈M0,kn , segue que

(tun)p+
∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞(tun)r−

∫
|un|r(x),

ou equivalentemente,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞t

r−−p+
un

∫
|un|r(x). (3.16)

Afirmação 3.1.17. Existe η1 > 0 tal que∫
|un|r(x) > η1 ∀n ∈ N.

Com efeito, argumentando por contradição, se
∫
|un|r(x) → 0, por interpolação segue-se

que
∫
RN |un|

q(x) → 0 . Desde que un ∈Mλn,kn ,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ λn‖g‖∞

∫
|un|q(x) +

∫
|un|r(x) = on(1),

ou ainda,

un → 0 em W 1,p(x)(RN),

o que contradiz o Lema 3.1.4, provando a afirmação. Portando, da desigualdade (3.16),

ρ1(un) =

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
→ +∞,

implicando que {un} é um sequência ilimitada. No entanto, isso é imposśıvel, porque pelo

Lema 3.1.15, {un} é limitada.

Lema 3.1.18. Seja δ0 > 0 dado pelo Lema 3.1.14 e k3 = max{k1, k2}. Então, existe

Λ∗ > 0 tal que

Qk(u) ∈ KR0
2
, ∀(u, λ, k) ∈ Aλ,k × [0,Λ∗)× ([k3,+∞) ∩ N).
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Demonstração. Observe que

Jλ,k(u) = J0,k(u)− λ
∫
g(k−1x)

q(x)
|u|q(x) ∀u ∈ W 1,p(x)(RN).

No que segue, seja tu > 0 tal que tuu ∈M0,k. Então,

J0,k(tuu) = Jλ,k(tuu) + λ

∫
g(k−1x)

q(x)
(tu)

q(x)|u|q(x)

≤ max
t≥0

Jλ,k(tu) + λ

∫
g(k−1x)

q(x)
(tu)

q(x)|u|q(x),

e pelo Lema 3.1.16,

J0,k(tuu) ≤ Jλ,k(u) +
λ

q−
‖g‖∞Cq+

∫
|u|q(x).

Um vez que u ∈ Aλ,k, obtemos

J0,k(tuu) < c∞ +
δ0

2
+ λc2

∫
|u|q(x).

Usando as imersões de Sobolev juntamente com o Lema 3.1.15,

J0,k(tuu) < c∞ +
δ0

2
+ c3λ ∀u ∈ Aλ,k

onde c3 é uma constante positiva. Fazendo Λ∗ := δ0/2c3 e λ ∈ [0,Λ∗), conclúımos que

tuu ∈M0,k e J0,k(tuu) < c∞ + δ0.

Logo, pelo Lema 3.1.14,

Qk(tuu) ∈ KR0
2
.

Agora, resta observar que

Qk(u) = Qk(tuu),

para concluir a prova do lema.

De agora em diante, usaremos a seguintes notações

• θiλ,k = {u ∈Mλ,k; |Qk(u)− ai| < R0},

• ∂θiλ,k = {u ∈Mλ,k; |Qk(u)− ai| = R0},
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• βiλ,k = inf
u∈θiλ,k

Jλ,k(u)

e

• β̃iλ,k = inf
u∈∂θiλ,k

Jλ,k(u).

3.1.4 A condição Palais-Smale

No próximo resultado, mostraremos duas desigualdades. A primeira será usada para

mostrar a condição (PS)βiλ,k para o funcional Jλ,k. Enquanto, a segunda desigualdade nos

ajudará provar a existência de uma sequência (PS)βiλ,k em θiλ,k para o funcional Jλ,k.

Lema 3.1.19. Fixando % = 1
2
(cf∞ − c∞), existe k∗ ∈ N tal que

βiλ,k < c∞ + % e βiλ,k < β̃iλ,k,

para todo λ ∈ [0,Λ∗), i ∈ {1, . . . `} e k ≥ k∗.

Demonstração. De fato, desde que Qk(U
i
k)→ ai quando k →∞, então U i

k ∈ θiλ,k para

todo k suficientemente grande. Por outro lado, pelo Lema 3.1.13, Jλ,k(U
i
k) < c∞+ δ0

4
vale

também para k grande e λ ∈ [0,Λ∗). Dessa forma, existe k4 ∈ N tal que

βiλ,k < c∞ +
δ0

4
, ∀λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k4. (3.17)

Logo, diminuindo δ0 se necessário, podemos supor que

βiλ,k < c∞ + %, ∀λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k4.

Para provar a outra desigualdade, observe que se λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k3, segue do Lema 3.1.18

que

Jλ,k(u) ≥ c∞ +
δ0

2
para todo u ∈ ∂θiλ,k.

Consequentemente,

β̃iλ,k ≥ c∞ +
δ0

2
, para λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k3. (3.18)

Fixando k∗ = max{k3, k4}, e combinando as desigualdades (3.17) e (3.18), vem

βiλ,k < β̃iλ,k, para λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k∗
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para λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k∗.

O próximo resultado estabelece uma importante relação entre os funcionais Jλ,k e J∞.

Lema 3.1.20. Seja {vn} uma sequência (PS)d para o funcional Jλ,k com vn ⇀ v em

W 1,p(x)(RN). Então,

Jλ,k(vn)− J0,k(wn)− Jλ,k(v) = on(1) (3.19)

e

‖J ′λ,k(vn)− J ′0,k(wn)− J ′λ,k(v)‖ = on(1), (3.20)

onde wn = vn − v.

Demonstração. Procedendo como no Teorema 3.1.7, temos as seguintes convergências:

• ∇vn(x)→ ∇v(x) q.t.p. em RN

• vn(x)→ v(x) q.t.p. em RN

•
∫
RN |∇vn|

p(x)−2∇vn∇φ→
∫
RN |∇v|

p(x)−2∇v∇φ,

•
∫
RN f(k−1x)|vn|r(x)−2vnφ→

∫
RN f(k1x)|v|r(x)−2vφ,

para todo φ ∈ W 1,p(x)(RN).

Aplicando o Lema de Brezis-Lieb para expoentes variáveis, ficamos com

Jλ,k(vn) =on(1) +

∫
RN

1

p(x)

(
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
+

∫
RN

1

p(x)

(
|∇v|p(x) + |v|p(x)

)
− λ

∫
RN

g(k−1x)

q(x)
|wn|q(x) − λ

∫
RN

g(k−1x)

q(x)
|v|q(x) −

∫
RN

f(k−1x)

r(x)
|wn|r(x)

−
∫
RN

f(k−1x)

r(x)
|v|r(x).

Logo,

Jλ,k(vn) = J0,k(wn) + Jλ,k(v) + on(1)

provando (3.19).
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Agora, para provar (3.20), considere ϕ ∈ W 1,p(x)(RN) com ‖ϕ‖ = 1. Efetuando alguns

cálculos, tem-se

∣∣[J ′λ,k(vn)− J ′0,k(wn)− J ′λ,k(v)
]
ϕ
∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∫ (|∇vn|p(x)−2∇vn − |∇wn|p(x)−2∇wn − |∇v|p(x)−2∇v

)
∇ϕ
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ (|vn|p(x)−2vn − |wn|p(x)−2wn − |v|p(x)−2v
)
ϕ

∣∣∣∣
+ λ

∣∣∣∣∫ g(k−1x)
(
|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v

)
ϕ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ f(k−1x)
(
|vn|r(x)−2vn − |vn|r(x)−2vn − |v|r(x)−2v

)
ϕ

∣∣∣∣ .

Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

∣∣[J ′λ,k(vn)− J ′0,k(wn)− J ′λ,k(v)
]
ϕ
∣∣ ≤

≤ 2‖∇ϕ‖p(x)‖|∇vn|p(x)−2∇vn − |∇wn|p(x)−2∇wn − |∇v|p(x)−2∇v‖p′(x)

+ 2‖ϕ‖p(x)‖|vn|p(x)−2vn − |wn|p(x)−2wn − |v|p(x)−2v‖p′(x)

+ 2ξ‖ϕ‖r(x)‖|vn|r(x)−2vn − |vn|r(x)−2vn − |v|r(x)−2v‖r(x)

+ λ

∣∣∣∣∫ g(k−1x)
(
|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v

)
ϕ

∣∣∣∣
Usando o Lema 1.2.7 e a Proposição 1.1.1 segue que os três primeiros termos do lado

direito da desigualdade anterior convergem para 0 quando n → ∞. Para concluir a

demonstração, resta mostrar que o último termo da desigualdade acima é on(1). Note

que, aplicando a desigualdade de Hölder∫
g(k−1x)

∣∣(|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v
)
ϕ
∣∣ =

∫
g(k−1x)

1
q′(x)

[
|vn|q(x)−2vn

− |v|q(x)−2v
]
g(k−1x)

1
q(x)ϕ

≤ C‖g(k−1x)
1

q′(x)
(
|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v

)
‖q′(x).

Observe que |vn|q(x) → |v|q(x) q.t.p. em RN com n→∞. Como

∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v
∣∣q′(x) ≤ 2q

′
+

(
|vn|q

′(x) + |v|q′(x)
)
,
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podemos aplicar o Lema de Fatou, e concluir que∫
21+q′+g(k−1x)|v|q(x) =

∫
lim inf
n→∞

g(k−1x)
[
2q
′
+|vn|q(x) + 2q

′
+ |v|q(x)

−
∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v

∣∣q′(x)
]

≤ lim inf
n→∞

∫ [
2q
′
+g(k−1x)|vn|q(x) + g(k−1x)|v|q(x)

− g(k−1x)
∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v

∣∣q′(x)
]

Pelo Lema 3.1.9, obtemos∫
21+q′+g(k−1x)|v|q(x) ≤

∫
21+q′+g(k−1x)|v|q(x)

− lim sup
n→∞

∫
g(k−1x)

∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v
∣∣q′(x)

,

o que implica

lim sup
n→∞

∫
g(k−1x)

∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v
∣∣q′(x) ≤ 0.

Por hipótese, a função g é não negativa, e portanto

lim sup
n→∞

∫
g(k−1x)

∣∣|vn|q(x)−2vn − |v|q(x)−2v
∣∣q′(x)

= 0,

e o teorema está provado.

Lema 3.1.21. O funcional Jλ,k satisfaz a condição (PS)d para d ≤ c∞+%, onde % é dado

no Lema 3.1.19.

Demonstração. Seja {vn} ⊂ W 1,p(x)(RN) uma sequência (PS)d para o funcional Jλ,k

com d ≤ c∞+%. Similar ao Corolário 3.1.3, {vn} é um sequência limitada em W 1,p(x)(RN),

e portanto, para alguma subsequência, ainda denotada por {vn},

vn ⇀ v em W 1,p(x)(RN),

para algum v ∈ W 1,p(x)(RN). Como J ′λ,k(v) = 0 e Jλ,k(v) ≥ 0, segue de (3.19) e (3.20) que

wn = vn− v é uma sequência (PS)d∗ para o funcional J0,k com d∗ = d− Jλ,k(v) ≤ c∞+ %.

Afirmação 3.1.22. Existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|wn|p(x) = 0.
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Se a afirmação é verdadeira, então∫
|wn|r(x) → 0.

Por outro lado, por (3.20), sabemos que J ′0,k(wn) = on(1), assim∫ (
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
= on(1),

mostrando que wn → 0 em W 1,p(x)(RN), e portanto, vn → v em W 1,p(x)(RN).

Demonstração da Afirmação 3.1.22: Se a afirmação não vale, para cada R > 0 dado,

podemos encontrar η > 0 e {yn} ⊂ ZN verificando

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|wn|p(x) ≥ η > 0.

Como wn ⇀ 0 em W 1,p(x)(RN), segue que {yn} é uma sequência ilimitada. Seja

w̃n(x) = wn(x+ yn) para todo x ∈ RN .

Então, {w̃n} também é uma sequência (PS)d∗ para J0,k, e portanto limitada. Logo,

existem w̃ ∈ W 1,p(x)(RN) e uma subsequência {w̃n}, ainda denotada por {w̃n}, tal que

w̃n ⇀ w̃ ∈ W 1,p(x)(RN).

Argumentando como na prova do Teorema 3.1.8 (ver p. 50) tem-se que w 6= 0. Além

disso, desde que J ′0,k(wn)φ(· − yn) = on(1) para tada φ ∈ W 1,p(x)(RN) mostra-se que

∇w̃n(x)→ ∇w̃(x) q.t.p. em RN , e portanto∫ (
|∇w̃|p(x)−2∇w̃∇φ+ |w̃|p(x)−2w̃φ

)
=

∫
f∞|w̃|r(x)−2w̃φ,

de onde segue que w̃ é uma solução fraca do problema (Pf∞). Consequentemente, após

alguns cálculos,

cf∞ ≤ Jf∞(w̃) = Jf∞(w̃)− 1

q−
J ′f∞(w̃)w̃ ≤ lim inf

n→∞

{
J0,k(wn)− 1

q−
J ′0,k(wn)wn

}
= d∗

implicando cf∞ ≤ c∞+%, que é um absurdo, porque % < cf∞−c∞. Logo, a Afirmação 3.1.22

é verdadeira.
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Lema 3.1.23. Para cada u ∈ θiλ,k, existe uma constante η > 0 e uma função diferenciável

ζ : Bη ⊂ W 1,p(x)(RN)→ R+ tal que

ζ(0) = 1, ζ(v)(u− v) ∈ θiλ,k, ∀v ∈ Bη

e

ζ ′(0)φ =
E ′λ,k,ξ(u)φ

E ′λ,k(u)u
, ∀φ ∈ W 1,p(x)(RN),

onde Eλ,k(u) = J ′λ,k(u)u.

Demonstração. Seja ϕ : R × W 1,p(x)(RN) → R dada por ϕ(t, w) = Eλ,k(t(u − w)).

Então, é fácil ver que

D1ϕ(t, w) = E ′λ,k(t(u− w))(u− w)

e

D2ϕ(t, w)φ = −E ′λ,k(t(u− w))φ, ∀φ ∈ W 1,p(x)(RN).

Decorre do Corolário 3.1.5, que existe η0 > 0 tal que D1ϕ(1, 0) = E ′λ,k(u)u < η0. Como

u ∈ Mλ,k, então ϕ(1, 0) = Eλ,k(u) = J ′λ,k(u)u = 0. Aplicando o Teorema da função

impĺıcita, segue que existe uma vizinhança aberta Bη ⊂ W 1,p(x)(RN) e uma função

diferenciável ζ : Bη → R+ tal que

ζ(0) = 1

e

ϕ(ζ(w), w) = 0 para todow ∈ Bη.

Derivando formalmente a equação acima, vem

D1ϕ(ζ(w), w)ζ ′(w)φ+D2ϕ(ζ(w), w)φ = 0.

Logo,

ζ ′(0)φ =
−D2ϕ(1, 0)φ

D1ϕ(1, 0)
=
E ′λ,k(u)φ

E ′λ,k(u)u
.

Como u 6= 0, podemos escolher η suficientemente pequeno de modo que u 6∈ Bη.

Usando a definição da função ϕ conclúımos que ζ(w)(u − w) ∈ Mλ,k para toto w ∈ Bη.

Da continuidade da função Qk segue que ζ(w)(u − w) ∈ θiλ,k, finalizando a prova do re-

sultado.
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Lema 3.1.24. Para cada 1 ≤ i ≤ `, existe uma sequência (PS)βiλ,k , {uin} ⊂ θiλ,k para o

funcional Jλ,k.

Demonstração. Para cada 1 ≤ i ≤ `, o Lema 3.1.19 implica

βiλ,k < β̃iλ,k, para todo k ≥ k0. (3.21)

Assim,

βiλ,k = inf
{
Jλ,k(u) : u ∈ θiλ,k ∪ ∂θiλ,k

}
, para todo k ≥ k0.

Seja {uin} ⊂ θiλ,k ∪ ∂θiλ,k uma sequência minimizante para βiλ,k. Aplicando o prinćıpio

variacional de Ekeland, existe uma subsequência de {uin} ainda denotada por {uin} tal

que

Jλ,k(u
i
n) = βiλ,k +

1

n

e

Jλ,k(u
i
n) ≤ Jλ,k(w) +

1

n
‖w − uin‖ para todo w ∈ θiλ,k ∪ ∂θiλ,k. (3.22)

Usando (3.21), podemos assumir que uin ∈ θiλ,k para n suficientemente grande. Com efeito,

se uin ⊂ ∂θiλ,k para um número infinito de termos, então Jλ,k(u
i
n) ≥ β̃iλ,k > βiλ,k. Absurdo,

pois Jλ,k(u
i
n)→ βiλ,k.

Pelo Lema 3.1.23, existem ηin > 0 e uma função diferenciável ζ in : Bηin
→ R+ com

Bηin
⊂ W 1,p(x)(RN) tal que ζ in(0) = 1 e ζ in(v)(uin − v) ∈ θiλ,k para todo v ∈ Bηin

. Seja

vσ = σv com ‖v‖ = 1 e 0 < σ < ηin. Então, vσ ∈ Bηin
e wiσ,n := ζ in(vσ)(uin − vσ) ∈ θiλ,k.

Desde que Jλ,k é de classe C1, segue de (3.22) que

1

n
‖wiσ,n − uin‖ ≥ Jλ,k(u

i
n)− Jλ,k(wiσ,n)

= J ′λ,k(u
i
n)(uin − wiσ,n) + o(

∥∥uin − wiσ,n∥∥)

= J ′λ,k(u
i
n)((1− ζ in(vσ))uin + ζ in(vσ)vσ) + o(

∥∥uin − wiσ,n∥∥)

= σζ in(vσ)J ′λ,k(u
i
n)v + (1− ζ in(vσ))J ′λ,k(u

i
n)uin + o(

∥∥uin − wiσ,n∥∥)

= σζ in(vσ)J ′λ,k(u
i
n)v + o(

∥∥uin − wiσ,n∥∥).
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Assim,

J ′λ,k(u
i
n)v ≤

‖wiσ,n − uin‖
σζ in(vσ)

(
1

n
−
o(
∥∥uin − wiσ,n∥∥)∥∥uin − wiσ,n∥∥

)

=
‖wiσ,n − uin‖
σζ in(vσ)

(
1

n
+ oσ(1)

)
=
‖uin (ζ in(vσ)− ζ in(0))− σvζ in(vσ)‖

σζ in(vσ)

(
1

n
+ oσ(1)

)
≤ ‖u

i
n‖|ζ in(vσ)− ζ in(0)|+ σ‖v‖ζ in(vσ)

σζ in(vσ)

(
1

n
+ oσ(1)

)
=
‖uin‖|(ζ in)′(0)vσ + o(vσ)|+ σ‖v‖ζ in(vσ)

σζ in(vσ)

(
1

n
+ oσ(1)

)

Passando ao limite quando σ → 0, obtemos que

J ′λ,k(u
i
n)v ≤ ‖v‖ 1

n
=

1

n
.

Consequentemente,

‖J ′λ,k(uin)‖ = sup
v∈W 1,p(x)(RN )

‖v‖=1

J ′λ,k(u
i
n)v ≤ 1

n
.

Portanto, J ′λ,k(u
i
n)→ 0 em

(
W 1,p(x)(RN)

)∗
quando n→∞, provando o resultado.

3.1.5 Demonstração do Teorema B

Seja {uin} ⊂ θiλ,k uma sequência (PS)βiλ,k para o funcional Jλ,k dado pelo Lema 3.1.24.

Desde que βiλ,k < c∞ + %, pelo Lema 3.1.21 existe ui tal que uin → ui em W 1,p(x)(RN).

Logo,

ui ∈ θiλ,k, Jλ,k(ui) = βiλ,k e J ′λ,k(u
i) = 0.

Agora, podemos inferir que ui 6= uj para i 6= j com 1 ≤ i, j ≤ `. Para ver o por quê, resta

observar que

Qk(u
i) ∈ BR0(ai) e Qk(u

j) ∈ BR0(aj).

Uma vez que

BR0(ai) ∩BR0(aj) = ∅ para i 6= j,
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segue que ui 6= uj para i 6= j. Portanto, Jλ,k tem pelo menos ` pontos cŕıticos não-triviais

para λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k∗, provando o teorema.

3.2 O caso cŕıtico

Nesta seção, vamos considerar a multiplicidade de soluções para a seguinte classe de

problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)
(
ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u

)
, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)

(Pλ,ξ,k)

onde λ, ξ e k são parâmetros não negativos com k ∈ N, p, q, r : RN −→ R são

funções Lipschitz, ZN -periódicas verificando (p3), g e f são funções cont́ınuas e positivas

satisfazendo as condições (g3) e (f1)–(f2), respectivamente.

Alguns resultados desta seção são iguais ao da seção anterior. Neste caso, remeteremos

a demonstração para a Seção 3.1. Os demais resultados necessitam de algumas

modificações devido a presença do termo cŕıtico.

O resultado principal desta seção é:

Teorema C. Suponha que (p3), (g3), (f1) e (f2) ocorrem. Então, existem Λ∗, ξ∗ > 0 e

k∗ ∈ N tais que o problema (Pλ,ξ,k) admite pelo menos ` soluções para 0 ≤ λ < Λ∗, ξ ≥ ξ∗

e k ≥ k∗.

3.2.1 Resultados preliminares

Seja Jλ,ξ,k : W 1,p(x)(Ω) → R o funcional energia associado ao problema (Pλ,ξ,k) dado

por

Jλ,ξ,k(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
g(k−1x)

q(x)
|u|q(x)

−
∫
f(k−1x)

(
ξ

r(x)
|u|r(x) +

1

p∗(x)
|u|p∗(x)

)
.

Mostra-se que Jλ,ξ,k ∈ C1
(
W 1,p(x)(RN),R

)
com

J ′λ,ξ,k(u)v =

∫ (
|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv

)
− λ

∫
RN
g(k−1x)|u|q(x)−2uv

−
∫
f(k−1x)

(
ξ|u|r(x)−2 + |u|p∗(x)−2

)
uv
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para quaisquer u e v em W 1,p(x)(RN). Logo, os pontos cŕıticos de Jλ são soluções do

problema (Pλ,ξ,k).

Como funcional energia Jλ,ξ,k não é limitado inferiormente sobre W 1,p(x)(RN), iremos

considerar o funcional Jλ,ξ,k restrito a variedade de Nehari

Mλ,ξ,k =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : J ′λ,ξ,k(u)u = 0

}
.

No que segue, iremos considerar

cλ,ξ,k = inf
u∈Mλ,ξ,k

Jλ,ξ,k(u).

Se f ≡ 1 e λ = 0, considere o seguinte problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(P̂∞)

Associado ao problema (P̂∞), temos o funcional de classe C1, Ĵ∞ definido por

Ĵ∞(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫ (

ξ

r(x)
|u|r(x) +

1

p∗(x)
|u|p∗(x)

)
para todo u ∈ W 1,p(x)(RN), e

ĉ∞ = inf
u∈M̂∞

Ĵ∞(u)

onde

M̂∞ =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : Ĵ ′∞(u)u = 0

}
.

Para λ = 0 e f ≡ f∞, vamos considerar o problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f∞
(
ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u

)
, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN),
(P̂f∞)

o funcional energia associado

Ĵf∞(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫
f∞

(
ξ

r(x)
|u|r(x) +

1

p∗(x)
|u|p∗(x)

)
,

e

ĉf∞ = inf
u∈M̂f∞

Ĵf∞(u)
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onde

M̂f∞ =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : Ĵ ′f∞(u)u = 0

}
.

Os próximos dois resultados seguem os mesmos argumentos da Seção 3.1, e por isso

iremos omitir suas demonstrações.

Lema 3.2.1. O funcional energia Jλ,ξ,k é limitado inferiormente e coercivo sobre Mλ,ξ,k.

Corolário 3.2.2. Se {un} é uma sequência em Mλ,ξ,k e Jλ,ξ,k(un)→ cλ,ξ,k, então {un} é

limitada em W 1,p(x)(RN).

Lema 3.2.3 (Propriedade Local). Dado Λ > 0, existem constantes positivas β e σ

(dependendo apenas de ξ), tais que Jλ,ξ,k(u) ≥ β > 0, para todo λ ∈ (0,Λ] com ‖u‖ = σ.

Demonstração. Argumentando como no Lema 3.1.1, mostra-se que para ‖u‖ < 1

Jλ,ξ,k(u) ≥ 1

p+

‖u‖p+ − λ

q−
‖g‖∞c1‖u‖q− − ξ

c2

r−
‖u‖r− − c3

p∗−
‖u‖p∗−

onde c1, c2 e c3 são constantes positivas.

Por hipótese p+ < q− ≤ r− � p∗, então fixando σ > 0 suficientemente pequeno de

sorte que
1

p+

σp+ − Λ

q−
‖g‖∞c1σ

q− − ξ c2

r−
σr− − c3

p∗−
σp
∗
− ≥ 1

2p+

σp+ ,

se 0 < λ < Λ,

Jλ,ξ,k(u) ≥ 1

2p+

σp+ = β > 0 on ∂Bσ(0),

estabelecendo o resultado.

Lema 3.2.4. Dado Λ > 0, existe um δ > 0 tal que

‖u‖ > δ, ∀(u, λ, k) ∈Mλ,ξ,k × [0,Λ]× N. (3.23)

Consequentemente, pela Proposição 1.3.8, existe η > 0 verificando

ρ1(u) ≥ η, ∀(u, λ, k) ∈Mλ,ξ,k × [0,Λ]× N.

Demonstração. Argumentando por contradição, se (3.23) não vale então, existe

{un} ⊂ Mλ,ξ,k tal que

‖un‖ → 0 quando n→∞.
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Seguindo os mesmos passos do Lema 3.1.4, obtemos

‖un‖p+ ≤ Λc1‖g‖∞‖un‖q− + c2ξ‖un‖r− + c3‖un‖p
∗
− ≤ (Λc1‖g‖∞ + ξc2 + c3) ‖un‖q−

ou ainda

(Λc1‖g‖∞ + ξc2 + c3)−1 ≤ ‖un‖q−−p+ ,

de onde obtemos um absurdo. Portando, deve existir um δ > 0 tal que ‖u‖ > δ para todo

u ∈Mλ,ξ,k.

Os lemas a seguir são análogos aos da Seção 3.1.

Lema 3.2.5. Seja Eλ,ξ,k(u) = J ′λ,ξ,k(u)u. Dados Λ > 0, existe η0 > 0 tal que

E ′λ,ξ,k(u)u < η0,

para todo (u, λ, k) ∈Mλ,ξ,k × [0,Λ]× N.

Lema 3.2.6. Se u0 ∈ Mλ,ξ,k é ponto cŕıtico de Jλ,ξ,k restrito a Mλ,ξ,k, então u0 é ponto

cŕıtico de Jλ,ξ,k em W 1,p(x)(RN).

O próximo teorema trata da convergência do gradiente. Devido a presença do termo

cŕıtico algumas modificações na demonstração são necessárias.

Teorema 3.2.7. Seja {un} uma sequência em W 1,p(x)(RN) tal que un ⇀ u em

W 1,p(x)(RN) e J ′λ,ξ,k → 0 em
(
W 1,p(x)(RN)

)∗
quando n → ∞. Então, ∇un(x) → ∇u(x)

q.t.p. em RN e J ′λ,ξ,k(u) = 0.

Demonstração. Desde que un ⇀ u em W 1,p(x)(RN), passando a uma subsequência,

ainda denotada por {un}, podemos assumir que existem µ e ν em M(RN) tais que

|∇un|p(x) + |un|p(x) ⇀ µ e |un|p
∗(x) ⇀ ν em M(RN). Pelo lema de concentração-

compacidade de Lions para expoentes variáveis (ver Teorema 1.4.5), existem um conjunto

contável J, pontos {xj}J ⊂ RN e sequências {µj}J e {νj}J em [0,∞) tais que

µ ≥ |∇un|p(x) + |un|p(x) +
∑
j∈J

µjδxj ,

ν = |un|p
∗(x) +

∑
j∈J

νjδxj ,

νj ≤ C∗µ
p∗(xj)/p(xj)
j . (3.24)
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Nosso objetivo inicial é provar que J é um conjunto finito ou vazio. De fato, para cada

ε > 0 fixemos φε ∈ C∞0 (RN) como no Lema 2.4.2. Assim, {φε(· − xj)un} ⊂ W 1,p(x)(RN)

é uma sequência limitada para todo j ∈ J. Logo, J ′λ,ξ,k(un)φε(· − xj)un = on(1).

Consequentemente,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
φε(x− xj) +

∫
|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj)

= on(1) + λ

∫
g(k−1x)|un|q(x) +

∫
f(k−1x)

(
µ|un|r(x) + |un|p

∗(x)
)
. (3.25)

Procedendo como no Lema 2.4.3 para cada δ > 0 temos que

lim sup
n→∞

∫
Ω

∣∣|∇un|p(x)−2un∇un∇φε(x− xj)
∣∣ ≤ δC + CCδ

{
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

}
.

(3.26)

Desde que a imersão W 1,p(x)(RN) ↪→ L
s(x)
loc (RN) é compacta para toda função

mensurável s, verificando p ≤ s� p∗ temos que

lim
n→∞

∫
g(k−1x)|un|q(x)φε(x− xj) =

∫
g(k−1x)|u|q(x)φε(x− xj). (3.27)

e

lim
n→∞

∫
f(k−1x)|un|r(x)φε(x− xj) =

∫
f(k−1x)|u|r(x)φε(x− xj). (3.28)

Tomando o limite quando n→∞ em (3.25) e usando (3.26)–(3.28), obtemos

lim
n→∞

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
φε(x− xj) ≤λ

∫
g(k−1x)|u|q(x)φε(x− xj)

+ ξ

∫
|u|r(x)φε(x− xj) +

∫
|u|p∗(x)φε(x− xj)

+ δC + CCδ

[
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

]
(3.29)

onde C é uma constante independente de ε e j.

Agora, como |∇un|p(x) + |un|p(x) ⇀ µ e |un|p
∗(x) ⇀ ν emM(RN), argumentando como

na demonstração do Lema 2.4.3, vide p. 33, tem-se

lim
n→∞

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ µ(Bε(xj)) ≥ µj (3.30)
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e

lim
n→∞

∫
|un|p

∗(x)φε(x− xj) ≤ ν(B2ε(xj)) ≤ νj. (3.31)

As desigualdades (3.29)-(3.31), implicam em

µ(xj) ≤ µ(Bε(xj)) ≤ lim
n→∞

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
φε(x− xj)

≤ λ

∫
B2ε(xj)

g(k−1x)|u|q(x)φε(x− xj) + ξ

∫
B2ε(xj)

|u|r(x)φε(x− xj) + ν(B2ε(xj))

+ δC + CCδ

[
‖u‖p+

Lp
∗(x)(B2ε(xj))

+ ‖u‖p−
Lp
∗(x)(B2ε(xj))

]
.

Fazendo ε→ 0 e depois δ → 0, obtemos

µ(xj) ≤ ν(xj).

Segue da desigualdade (3.24) que

νj ≤ C∗ν
p∗(xj)/p(xj)
j ,

o que implica

νj ≤ C∗ν
p∗(xj)/p(xj)
j .

Se νj > 0 para algum j ∈ J, então

νj ≥
( 1

C∗

) p(x)
p∗(x)−p(x)

.

Desde que p−
p∗+−p−

≤ p(x)
p∗(x)−p(x)

≤ p+
p∗−−p+

,

νj ≥ min

{
C∗
− p−
p∗+−p− , C∗

− p+
p∗−−p+

}
.

Logo, existe uma constante positiva α tal que ν ≥ α com α independente de j. Como

ν é finita, conclúımos que J̃ := {j ∈ J : vj > 0} é um conjunto finito ou vazio.

Consequentemente, apenas uma das duas possibilidades ocorrem:

(i) Existe m ∈ N tal que ν1, . . . νm > 0 (reordenando se necessário);

(ii) νj = 0 para todo j ∈ J.
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Passemos a analisar a primeira possibilidade. Para isto, considere 0 < ε0 < 1

suficientemente pequeno de maneira que

Bε0(x1), Bε0(x2), · · · , Bε0(xm) ⊂ B 1
ε0

(0)

e

Bε0(xi) ∩Bε0(xj) = ∅, para i 6= j.

Seja φ como no Lema 2.4.2, e defina a função Ψ : RN → R por

Ψε(x) = φ(εx)−
m∑
j=1

φ

(
x− xj
ε

)
, ∀x ∈ RN

Observe que para 0 < ε < ε0
2

,

Ψε(x) =

 0 se x ∈
⋃m
j=1B ε

2
(xj)

1 se x ∈ Aε = B 1
ε
(0) \

⋃m
j=1 B2ε(0).

Assim,

suppΨε ⊂ B 2
ε
(0) \

m⋃
j=1

B ε
2
(0).

Logo, ∫
|un|p

∗(x)Ψε →
∫
|u|p∗(x)Ψε,

e portando ∫
|unΨε − uΨε|p

∗(x) → 0 quando n→∞.

Seja {Pn} a sequência dada por (2.27). Como J ′λ,ξ,k(un)unΨε = on(1) e J ′λ,ξ,k(un)uΨε =

on(1), argumentando como na prova do Teorema 3.1.7, mostra-se que

lim
n→∞

∫
Aε

Pn(x) = 0.

Definindo os conjuntos A+
ε = {x ∈ Aε : p(x) ≥ 2} e A−ε = {x ∈ Aε : 1 < p(x) < 2}, e

procedendo como Lema 2.4.4 tem-se∫
A+
ε

|∇un −∇u|p(x) → 0 e

∫
A−ε

|∇un −∇u|p(x) → 0



76
Multiplicidade de soluções para uma classe de problemas quaselineares com crescimento

superlinear envolvendo expoentes variáveis

o que implica ∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em Aε.

Agora, observando que

RN \ {x1, . . . , x2} =
⋃
n∈N
1
n
<
ε0
2

A 1
n

por um argumento de diagonal,

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Para o segundo caso, consideremos a função Ψε(x) = φ(εx) e o conjunto Aε = B 1
ε
,

repetindo os mesmos argumentos do primeiro caso temos que

∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN .

Para finalizar a demonstração, note que {|∇un|p(x)−2∇un} é limitada em (Lp
′(x)(RN))N

e |∇un|p(x)−2∇un → |∇u|p(x)−2∇u q.t.p. em RN , aplicando o Lema de Brezis-Lieb (vide

Lema 1.2.6), obtemos

|∇un|p(x)−2∇un ⇀ |∇u|p(x)−2∇u em (Lp
′(x)(RN))N .

De maneira análoga, temos que

|un|s(x)−2un ⇀ |u|s(x)−2u em Ls
′(x)(RN)

para toda função mensurável s verificando p ≤ s ≤ p∗. Agora, usando o fato que

J ′λ,ξ,k(un)v = on(1) para todo v ∈ W 1,p(x)(RN) juntamente com os dois últimos limi-

tes, conclúımos que J ′λ,k(u)v = 0 para todo v ∈ W 1,p(x)(RN).

3.2.2 Propriedades envolvendo os ńıveis minimax

Os próximos quatro resultados são devidos a Alves [5]. Para um melhor entendimento

do texto, demonstraremos tais resultados.

Lema 3.2.8. Os ńıveis c0,ξ,k, ĉ∞ e ĉf∞ tendem a zero quando ξ tende ao infinito, isto é,

lim
ξ→∞

c0,ξ,k = lim
ξ→∞

ĉ∞ = lim
ξ→∞

ĉf∞ = 0.

O limite de c0,ξ,k quando ξ →∞ é uniforme em k.
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Demonstração. Provaremos apenas que

lim
ξ→∞

c0,ξ,k = 0

porque os demais casos são análogos. Fixado φ ∈ C∞0 (RN) \ {0}, existe tξ > 0 tal que

tξφ ∈M0,ξ,k e

J0,ξ,k(tξφ) = max
t≥0

J0,ξ,k(tφ).

Desde que tξφ ∈M0,ξ,k e 0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN ,∫
t
p(x)
ξ

(
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
= ξ

∫
t
r(x)
ξ f(k−1x)|φ|r(x) +

∫
tp
∗

ξ f(k−1x)|φ|p∗(x)

≥ ξf∞

∫
t
r(x)
ξ |φ|

r(x).

Afirmação 3.2.9. tξ → 0 quando ξ →∞.

Com efeito, suponha que tξ ≥ 1, então

t
p+
ξ

∫ (
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
≥
∫
t
p(x)
ξ

(
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
≥ ξf∞t

r−
ξ

∫
|φ|r(x)

ou equivalentemente,∫ (
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
≥ ξf∞t

r−−p+
ξ

∫
|φ|r(x) ≥ ξf∞

∫
|φ|r(x). (3.32)

Observe que o lado direito de (3.32) tende ao infinito quando ξ → ∞, enquanto o lado

esquerdo é limitado, o que é um absurdo. Logo, tξ < 1 para ξ suficientemente grande.

Consequentemente,

t
p−
ξ

∫ (
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
≥ ξf∞t

r+
ξ

∫
|φ|r(x),

implicando em

tξ ≤
(
c1

ξc2

)1/(r+−p−)

onde c1 =
∫ (
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
e c2 =

∫
|φ|r(x). Lembrando que p− < r+, conclúımos que

tξ → 0 quando ξ →∞, provando a afirmação.
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Uma vez que,

0 ≤ c0,ξ,k ≤ J0,ξ,k(tξφ) ≤ t
p−
ξ

∫ (
|∇φ|p(x) + |φ|p(x)

)
,

segue que c0,ξ,k → 0 quando ξ →∞.

No que segue, fixaremos K > 0 tal que

‖v‖p∗(x) ≤ K ‖v‖ , ∀v ∈ W 1,p(x)(RN)

a qual existe pela imersão de Sobolev do espaço W 1,p(x)(RN) em Lp
∗(x)(RN).

O lema a seguir é uma consequência imediata do Lema 3.2.8.

Corolário 3.2.10. Para todo k ∈ N, existe ξ∗ > 0 tal que

c0,ξ,k, ĉ∞, ĉf∞ < ϑK−1/ϑ

para todo ξ ≥ ξ∗, onde ϑ = 1
p+
− 1

p∗−
.

Lema 3.2.11. Seja {un} uma sequência em M̂∞ com Ĵ∞(un) → ĉ∞ quando n → ∞.

Então, existem ξ∗ > 0 e n0 = n0(ξ) ∈ N tais que

‖un‖Lp∗(x)(RN ), ‖un‖ ≤ 1

para todo ξ ≥ ξ∗ e n ≥ n0.

Demonstração. Segue do Lema 3.2.8 que existe ξ∗ > 0 (aumentando se necessário) tal

que

ĉ∞ ≤
1

4Kp+

(
1

p+

− 1

r−

)
para todo ξ ≥ ξ∗. (3.33)

Fixando ξ > ξ∗, da igualdade Ĵ∞(un)− 1
r−
Ĵ ′∞(un)un = ĉ∞ + on(1), obtemos

(
1

p+

− 1

r−

)∫
(|∇un|p(x) + |un|p(x)) ≤

∫ (
1

p(x)
− 1

r(x)

)(
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ Ĵ∞(un)− 1

r−
Ĵ ′∞(un)un

= ĉ∞ + on(1).
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Da desigualdade (3.33), resulta

lim sup
n→∞

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤
(

1

p+

− 1

r−

)−1

ĉ∞ ≤
1

4Kp+
.

Portanto, existe n0 = n0(ξ) ∈ N tal que∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ 1

Kp+
, para todo n ≥ n0.

Aplicando a Proposição 1.3.8 vem

‖un‖p+ ≤
∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≤ 1

Kp+
,

o que implica

‖un‖ ≤
1

K
< 1, para todo ≥ n0.

Lembrando que ‖un‖Lp∗(x)(RN ) ≤ K‖un‖, segue o resultado.

Corolário 3.2.12. Sob as hipóteses do Lema 3.2.11, existem ξ∗ > 0 e n0 = n0(ξ) ∈ N
tais que (∫

|un|p
∗(x)

)1/p∗−

≤ K

(∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

))1/p+

para todo n ≥ n0.

Demonstração. Combinando Lema 3.2.11 e a Proposição 1.3.8, tem-se(∫
|un|p

∗(x)

)1/p∗−

≤ ‖un‖Lp∗(x)(RN ) ≤ K‖un‖ ≤ K

(∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

))1/p+

(3.34)

para todo n ≥ n0.

Teorema 3.2.13. Seja {un} ⊂ M̂∞ com Ĵ∞(un)→ ĉ∞. Então,

I. un → u em W 1,p(x)(RN),

ou

II. Existe {yn} ⊂ ZN tal que vn(x) = un(x+ yn)→ v em W 1,p(x)(RN), verificando

Ĵ∞(v) = ĉ∞ e v ∈ M̂∞.
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Demonstração. Seguindo as mesmas ideias do Teorema 3.1.8, existe u ∈ W 1,p(x)(RN)

tal que un ⇀ u em W 1,p(x)(RN) e

Ĵ∞(un)→ ĉ∞ e Ĵ ′∞(un)→ 0.

Se u 6= 0, segue dos mesmos argumentos usados na demonstração do Teorema 3.1.8

que un → u em W 1,p(x)(RN).

Agora, se u = 0 afirmamos que existem números positivos R e τ , e uma sequência

{yn} em RN tais que

lim sup
n→∞

∫
BR(0)

|un|p(x) ≥ τ. (3.35)

Caso contrário

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un|p(x) = 0,

e pelo Lema A.2.2, temos

un → 0 em Ls(x)(RN)

para toda função mensurável s ∈ C(RN) satisfazendo p� s� p∗.

Desde que Ĵ ′∞(un)un = on(1), segue da convergência acima que∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
= on(1) +

∫
|un|p

∗(x).

Da limitação de {un}, existe L > 0 e uma subsequência de {un}, ainda denotada por

{un}, tal que ∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
→ L (3.36)

e assim, ∫
|un|p

∗(x) → L. (3.37)

Observe que

ĉ∞ + on(1) = Ĵ∞(un) ≥ 1

p+

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− 1

p∗−

∫
|un|p

∗(x).
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Fazendo n→∞ na desigualdade anterior juntamente com (3.36) e (3.37), obtemos

ĉ∞ ≥
1

p+

L− 1

p∗−
L = ϑL. (3.38)

Para cada ξ ≥ ξ∗ fixado, combinando o Corolário 3.2.12 e os limites (3.36) e (3.37), resulta

L1/p∗− ≤ KL1/p+

ou seja

L ≥
(

1

K

)1/ϑ

Da desigualdade anterior e de (3.38),

ĉ∞ ≥ ϑ

(
1

K

)1/ϑ

, para todo ξ ≥ ξ∗

o que é absurdo com o Corolário 3.2.10. Portanto, a afirmação é verdadeira.

O resultado agora segue usando os mesmo argumentos do Teorema 3.1.8.

3.2.3 Relação entre os ńıveis ĉ∞, cλ,ξ,k e c0,ξ,k

Das desigualdades Jλ,ξ,k(u) ≤ J0,ξ,k(u) e Ĵ∞(u) ≤ J0,ξ,k(u) para todo u ∈ W 1,p(x)(RN),

cλ,ξ,k ≤ c0,ξ,k e ĉ∞ ≤ c0,ξ,k (3.39)

Lema 3.2.14. Os ńıveis minimax c0,ξ,k e ĉf∞ satisfazem a desigualdade

c0,ξ,k < ĉf∞ .

Consequentemente, ĉ∞ < ĉf∞.

Demonstração. Segue as mesmas ideias do Lema 3.1.10.

Proposição 3.2.15. O ńıvel c0,ξ,k é um valor cŕıtico de J0,ξ,k, isto é, existe v ∈
W 1,p(x)(RN) tal que

J0,ξ,k(v) = c0,ξ,k e J ′0,ξ,k(v) = 0.
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Demonstração. De maneira similar ao Teorema 3.2.13, existe uma sequência un em

M0,ξ,k com

J0,ξ,k(un)→ c0,ξ,k e J ′0,ξ,k(un)→ 0.

Desde que {un} é uma sequência limitada em W 1,p(x)(RN), e sendo W 1,p(x)(RN) reflexivo,

a menos de subsequência un ⇀ u em W 1,p(x)(RN).

Afirmação 3.2.16. u 6= 0.

Suponha por contradição que u = 0. Então un ⇀ 0 em W 1,p(x)(RN). Afirmamos que

existem números positivos R e τ e uma sequência {yn} em RN (a qual podemos supor

em ZN) tais que a desigualdade (3.35) vale. Caso contrário, pelo Lema A.2.2 segue que

un → 0 em Lr(x)(RN). Logo,

c0,ξ,k + on(1) ≥ 1

p+

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− 1

p∗−

∫
f(εx)|un|p

∗(x).

Da definição de M0,ξ,k,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
−
∫
f(k−1x)|un|p

∗(x) = on(1).

Como {un} é um sequência limitada, existe L > 0 de maneira que∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
→ L (3.40)

e assim, ∫
f(k−1x)|un|p

∗(x) → L. (3.41)

Consequentemente,

c0,ξ,k ≥
(

1

p+

− 1

p∗−

)
L = ϑL

para n suficientemente grande. Como f(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN , segue do

Corolário 3.2.12 que(∫
f(k−1x)|un|p

∗(x)

)1/p∗−

≤
(∫
|un|p

∗(x)

)1/p∗−

≤ K

(∫
(|∇un|p(x) + |un|p(x))

)1/p+
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Da desigualdade anterior e dos limites (3.40) e (3.41), obtemos

L ≥
(

1

K

)1/ϑ

,

consequetemente,

c0,ξ,k ≥ ϑ

(
1

K

)1/ϑ

, para todo ξ ≥ ξ∗

o que contradiz o Corolário 3.2.10. Portanto, a desigualdade (3.35) ocorre.

Segue dos mesmos argumentos do Teorema 3.2.13 que a sequência {yn} é ilimitada.

Agora, defina a função vn(x) = un(x + yn) para todo x ∈ RN . Relembrando que

J ′0,ξ,k(un)φ(·+ yn) = on(1) para toda φ ∈ W 1,p(x)(RN), obtemos

on(1) =

∫ (
|∇vn|p(x)−2∇vn∇φ+ |vn|p(x)−2vnφ

)
−
∫
f(k−1(x+ yn))

(
ξ|vn|r(x)−2 + |vn|p

∗(x)−2
)
vnφ.

Adaptando os argumentos usados na demonstração do Teorema 3.2.7 mostra-se que para

alguma subsequência

∇vn(x)→ ∇v(x) e vn(x)→ v(x) q.t.p. em RN .

Desta maneira, o limite anterior implica que∫ (
|∇v|p(x)−2∇v∇φ+ |v|p(x)−2vφ

)
−
∫
f∞
(
ξ|v|r(x)−2 + |v|p∗(x)−2

)
vφ = 0,

provando que v é uma solução fraca do problema (P̂f∞). Aplicando o Lema de Fatou,

obtemos

ĉf∞ ≤ Ĵf∞(v) = Ĵf∞(v)− 1

q−
Ĵ ′f∞(v) ≤ lim inf

n→∞

(
J0,ξ,k(un)− 1

q−
J ′0,ξ,k(un)un

)
= c0,ξ,k.

Logo, ĉf∞ ≤ c0,ξ,k, o que contradiz o Lema 3.2.14. Portanto, u 6= 0.

Como J ′0,ξ,k(un) = on(1) segue que J ′0,ξ,k(u)u = 0 , isto é u ∈ M0,ξ,k. Aplicando

novamente o Lema de Fatou, conclúımos que

c0,ξ,k ≤ J0,ξ,k(u) = J0,ξ,k(u)− 1

q−
J ′0,ξ,k(u)u ≤ lim inf

n→∞

{
J0,ξ,k(un)− 1

q−
J ′0,ξ,k(un)un

}
= c0,ξ,k,
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de onde segue que J0,ξ,k(u) = c0,ξ,k.

No que segue denotaremos por Û ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} uma solução de energia mı́nima

do problema (P̂∞), isto é,

Ĵ∞(Û) = ĉ∞ e Ĵ ′∞(Û) = 0 (ver Teorema 3.2.13) .

Para 1 ≤ i ≤ ` e k ∈ N, definimos a função Û i
k : RN → R por

Û i
k(x) = Û(x− kai).

Os próximos resultados são análogos aos das Seção 3.1.

Lema 3.2.17. Para todo i ∈ {1, ..., `}, tem-se

lim sup
k→+∞

(
sup
t≥0

Jλ,ξ,k(tÛ
i
k)
)
≤ ĉ∞.

Lema 3.2.18. Existem δ0 > 0 e k1 ∈ N tais que se u ∈ M0,ξ,k e J0,ξ,k(u) ≤ ĉ∞ + δ0,

então

Qk(u) ∈ KR0
2

para k ≥ k1.

Lema 3.2.19. Existe uma constante R > 0 tal que

Aλ,ξ,k =

{
u ∈Mλ,ξ,k; Jλ,ξ,k(u) < ĉ∞ +

δ0

2

}
⊂ BR(0),

para k ≥ k1, isto é, Aλ,ξ,k é um conjunto limitado, onde k1 foi dado no Lema 3.1.14.

Além disso, R é independente de λ, ξ e k.

Lema 3.2.20. Seja u ∈ Aλ,ξ,k e tu > 0 tal que tuu ∈M0,ξ,k. Então, dado Λ > 0, existem

constantes C > 0 e k2 ∈ N tais que

0 ≤ tu ≤ C, para todo (u, λ, k) ∈ Aλ,ξ,k × [0,Λ]× ([k2,+∞) ∩ N).

Lema 3.2.21. Seja δ0 > 0 dado pelo Lema 3.1.14 e k3 = max{k1, k2}. Então, existe

Λ∗ > 0 tal que

Qk(u) ∈ KR0
2
, ∀(u, λ, k) ∈ Aλ,ξ,k × [0,Λ∗)× ([k3,+∞) ∩ N).

No que segue, denotaremos por

• θ̂iλ,ξ,k = {u ∈Mλ,ξ,k; |Qk(u)− ai| < R0},
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• ∂θ̂iλ,ξ,k = {u ∈Mλ,ξ,k; |Qk(u)− ai| = R0},

• βiλ,ξ,k = inf
u∈θ̂iλ,ξ,k

Jλ,ξ,k(u)

e

• β̃iλ,ξ,k = inf
u∈∂θ̂iλ,ξ,k

Jλ,ξ,k(u).

Lema 3.2.22. Fixando % < min
{

1
2
(ĉf∞ − ĉ∞), ϑ− ĉ∞

}
, existe k∗ ∈ N tal que

βiλ,ξ,k < ĉ∞ + % e βiλ,ξ,k < β̃iλ,ξ,k,

para todo λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k∗.

Lema 3.2.23. Seja {vn} uma sequência (PS)d para o funcional Jλ,ξ,k com vn ⇀ v em

W 1,p(x)(RN) . Então,

Jλ,ξ,k(vn)− J0,ξ,k(wn)− Jλ,ξ,k(v) = on(1) (3.42)

e

‖J ′λ,ξ,k(vn)− J ′0,ξ,k(wn)− J ′λ,ξ,k(v)‖ = on(1), (3.43)

onde wn = vn − v.

O próximo Lema trata da condição (PS)d para d abaixo de um certo valor. Devido

ao termo cŕıtico temos algumas dificuldades técnicas que merecem ser pontuadas.

Lema 3.2.24. O funcional Jλ,ξ,k satisfaz a condição (PS)d para d ≤ ĉ∞ + %, onde % é

dado no Lema 3.2.22.

Demonstração. Seja {vn} ⊂ W 1,p(x)(RN) uma sequência (PS)d para o funcional Jλ,ξ,k

com d ≤ ĉ∞+%. Similar ao Corolário 3.1.3, {vn} é uma sequência limitada emW 1,p(x)(RN),

e portanto, para alguma subsequência, ainda denotada por {vn},

vn ⇀ v em W 1,p(x)(RN),

para algum v ∈ W 1,p(x)(RN). Deste que J ′λ,ξ,k(v) = 0 e Jλ,ξ,k(v) ≥ 0, segue de (3.42) e

(3.43) que wn = vn− v é uma sequência (PS)d̃ para J0,ξ,k com d̃ = d− Jλ,ξ,k(v) ≤ ĉ∞+ %.



86
Multiplicidade de soluções para uma classe de problemas quaselineares com crescimento

superlinear envolvendo expoentes variáveis

Afirmação 3.2.25. Existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|wn|p(x) = 0.

Suponha por um momento que a afirmação é verdadeira. Então,∫
|wn|r(x) → 0.

Por (3.43) temos que J ′0,ξ,k(wn)wn = on(1), e assim∫ (
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
−
∫
f(k−1x)|wn|p

∗(x) = on(1),

Como {wn} é uma sequência limitada, existe L ≥ 0 tal que a menos de uma subsequência∫
|∇wn|p(x) + |wn|p(x) → L.

Consequentemente, ∫
f(k−1x)|wn|p

∗(x) → L.

Observe que

J0,ξ,k(wn) =

∫
1

p(x)
(|∇wn|p(x) + |wn|p(x))−

∫
1

p∗(x)
f(k−1x)|wn|p

∗(x) + on(1)

≥ 1

p+

∫
(|∇wn|p(x) + |wn|p(x))− 1

p∗−

∫
f(k−1x)|wn|p

∗(x) + on(1).

Passando ao limite quando n→∞ na desigualdade acima, obtemos

d̃ := d− Jλ,ξ,k(v) ≥
(

1

p+

− 1

p∗−

)
L.

Se L > 0, então procedendo como na demonstração da Proposição 3.2.15 conclúımos que

d̃ ≥ ϑK−1/ϑ,

o que é uma contradição com o Corolário 3.2.10.

Demonstração da afirmação 3.2.25: Se a afirmação não é verdadeira, para cada R > 0
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dado, podemos encontrar η > 0 e {yn} ⊂ ZN verificando

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|wn|p(x) ≥ η > 0.

Como wn ⇀ 0 em W 1,p(x)(RN), argumentando como na prova do Teorema 3.2.13

conclúımos que {yn} é uma sequência ilimitada. Seja

w̃n(x) = wn(x+ yn) para todo x ∈ RN .

Então, {w̃n} também é uma sequência (PS)d̃ para J0,ξ,k, e portanto limitada. Logo,

existem w̃ ∈ W 1,p(x)(RN) e uma subsequência {w̃n}, ainda denotada por {w̃n}, tal que

w̃n ⇀ w̃ ∈ W 1,p(x)(RN).

Segue das mesmas ideias usadas na demonstração do Teorema 3.2.13 que w̃ 6= 0. Além

disso, desde que J ′0,ξ,k(wn)φ(· − yn) = on(1) para todo φ ∈ W 1,p(x)(RN), mostra-se que

∇w̃n(x)→ ∇w̃(x) q.t.p. em RN , de onde segue que∫ (
|∇w̃|p(x)−2∇w̃∇φ+ |w̃|p(x)−2w̃φ

)
=

∫
f∞(ξ|w̃|r(x)−2w̃ + |w̃|p∗(x)−2w̃)φ,

para toda φ ∈ W 1,p(x)(RN), isto é, w̃ é uma solução fraca do Problema (P̂f∞).

Consequentemente, após alguns cálculos rotineiros, obtemos

ĉf∞ ≤ Ĵf∞(w̃) = Ĵf∞(w̃)− 1

q−
Ĵ ′f∞(w̃)w̃ ≤ lim inf

n→∞

{
J0,ξ,k(wn)− 1

q−
J ′0,ξ,k(wn)wn

}
= d̃,

implicando que ĉf∞ ≤ ĉ∞ + %, que é um absurdo, porque % < ĉf∞ − ĉ∞. Portanto, a

Afirmação 3.2.25 é verdadeira.

Lema 3.2.26. Para cada 1 ≤ i ≤ `, existe uma sequência (PS)βiλ,ξ,k , {uin} ⊂ θiλ,ξ,k para

o funcional Jλ,ξ,k.

3.2.4 Demonstração do Teorema C

Segue os mesmos passos do Teorema B.





Caṕıtulo 4

Multiplicidade de soluções para uma classe

de problemas quaselineares com expoentes

variáveis e não linearidade do tipo

côncavo-convexo

Recordando o que foi dito na introdução, neste caṕıtulo vamos estudar os problemas

(Pλ,k) e (Pλ,ξ,k) com não linearidades do tipo côncavo-convexo, ou seja, vamos considerar −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)
(Pλ,k)

e −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)(ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u), RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)

(Pλ,ξ,k)

onde λ, ξ e k são parâmetros positivos com k ∈ N, as funções p, q, r : RN −→ R são

Lipschitz, ZN -periódicas verificando as condições:

1 < q− ≤ q(x) ≤ q+ < p− ≤ p(x) ≤ p+ < r− ≤ r(x)� p∗(x) q.t.p. em RN (p4)

e

q+

p−
<
r+ − q+

r+ − p−
· r− − p+

r− − q−
. (p5)

Afim de mostrar multiplicidade de soluções para os problemas acima, usamos

89
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argumentos de Tarantello [75] para dividir a variedade de Nehari em três partes, Prinćıpio

de Concentração-Compacidade de Lions devido a Fu [41], Fu & Zhang [42] e Fu & Zhang

[43] e o Prinćıpio Variacional de Ekeland.

A condição (p5) é equivalente a 0 < q < p para o caso em que os expoente são

constantes. No entanto, para o expoente variável será necessário assumir esta condição

técnica, que será utilizada na prova do Lema 4.1.8

4.1 Caso subcŕıtico

Para provar a multiplicidade de soluções para o problema (Pλ,k), assumimos que as

funções f e g satisfazem seguintes condições:

(g̃3) g : RN → R é uma função mensurável não negativa com g ∈ LΘ(x)(RN) onde

Θ(x) = r(x)
r(x)−q(x)

.

(f1) f : RN → R é uma função positiva verificando

lim
|x|→∞

f(x) = f∞

e 0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN .

(f2) Existem ` pontos a1, a2, · · · , a` em ZN com a1 = 0, tais que

1 = f(ai) = max
RN

f(x), para 1 ≤ i ≤ `.

Os resultados principais desta seção são:

Teorema D. Sob as condições (p4)–(p5), (g̃3) e (f1), existe Λ∗ > 0 tal que para λ ∈ (0,Λ∗)

o problema (Pλ,k) tem pelo menos uma solução de energia mı́nima (ground state solution)

u0 com energia negativa.

Teorema E. Assuma (p4)–(p5), (g̃3) e (f1)–(f2). Então, existem números positivos k∗ e

Λ∗ = Λ(k∗), tais que problema (Pλ,k) admite pelo menos ` + 1 soluções para 0 < λ < Λ∗

e k > k∗.

4.1.1 Resultados preliminares

Por conveniência, ao longo deste caṕıtulo, denotaremos por gk e fk as seguintes funções

gk(x) = g(k−1x) e fk(x) = f(k−1x) para todo x ∈ RN .
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Seja Iλ,k : W 1,p(x)(RN) → R o funcional de classe C1 associado ao problema (Pλ,k)

dado por

Iλ,k(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)

q(x)
|u|q(x) −

∫
fk(x)

r(x)
|u|r(x).

com

I ′λ,k(u)v =

∫ (
|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv

)
− λ

∫
gk(x)|u|q(x)−2uv

−
∫
fk(x)|u|r(x)−2uv,

para todos u e v em W 1,p(x)(RN). Portanto, os pontos cŕıticos de Iλ,k são precisamente as

soluções (fracas) do problema (Pλ,k).

Uma vez que Iλ,k não é limitado inferiormente sobre W 1,p(x)(RN), vamos considerar o

funcional Iλ,k restrito a variedade de Nehari Nλ,k definida por

Nλ,k =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : I ′λ,k(u)u = 0

}
.

Considerando f ≡ 1 e λ = 0, ficamos com o problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = |u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(T∞)

Associado ao problema (T∞) temos o funcional de Euler-Lagrange I∞ : W 1,p(x)(RN)→
R dado por

I∞(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫

1

r(x)
|u|r(x),

com o ńıvel do passo da montanha

α∞ = inf
u∈N∞

I∞(u),

e a variedade de Nehari

N∞ =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : I ′∞(u)u = 0

}
.
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Para f ≡ f∞ e λ = 0, iremos considerar o problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f∞|u|r(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN),
(Tf∞)

e como acima, denotemos por If∞ , αf∞ e Nf∞ o funcional energia, o ńıvel do passo da

montanha, e a variedade de Nehari associada ao problema Tf∞ respectivamente.

No que segue, fixaremos um número K > 1 tal que

‖v‖r(x), ‖v‖p∗(x) ≤ K‖v‖ para todo v ∈ W 1,p(x)(RN), (4.1)

o qual existe pelo Teorema 1.3.4.

Lema 4.1.1 (Propriedade Local). Para cada k ∈ N, existem constantes positivas

λ∗ = λ∗(k), β e σ independentes de k, tais que Iλ,k(u) ≥ β > 0 para todo λ ∈ (0, λ∗) com

‖u‖ = σ.

Demonstração. Combinando a definição de Iλ,k(u) com a desigualdade de Hölder, a

imersão de Sobolev e a Proposição 1.2.4, obtemos

Iλ,k(u) ≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ 1

q−

∫
gk(x)|u|q(x) − 1

r−

∫
fk(x)|u|r(x)

≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− 2

λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}

−
∫

1

r−
|u|r(x).

Se ‖u‖ < 1, segue da Proposição 1.3.8 e do Teorema 1.3.4 que

Iλ,k(u) ≥ 1

p+

‖u‖p+ − 2
λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+‖u‖q− − Kr+

r−
‖u‖r− .

Desde que p+ < r−, fixando σ suficientemente pequeno de modo que

1

p+

σp+ − Kr+

r−
σr− ≥ 1

2p+

σp+ ,

obtemos

Iλ,k(u) ≥ 1

2p+

σp+ − 2
λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+σq− ,

para ‖u‖ = σ.
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Agora, fixemos λ∗ = λ∗(k) > 0 satisfazendo

λ∗‖gk‖Θ(x) <
q−

8p+Kq+
σp+−q− . (4.2)

Se 0 < λ < λ∗, então

Iλ,k(u) >
1

2p+

σp+ − 2
λ∗

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+σq− >
1

4p+

σp+ = β > 0 sobre ∂Bσ(0),

provando o resultado.

Lema 4.1.2. O funcional energia Iλ,k é coercivo e limitado inferiormente sobre Nλ,k.

Demonstração. Seja u ∈ Nλ,k. Então I ′λ,k(u)u = 0, e portanto,∫
fk(x)|u|r(x) =

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)|u|q(x). (4.3)

Logo,

Iλ,k(u) ≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

q−

∫
gk(x)|u|q(x) − 1

r−

∫
fk(x)|u|r(x)

=

(
1

p+

− 1

r−

)∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

(
1

q−
− 1

r−

)∫
gk(x)|u|r(x).

Se ‖u‖ > 1, as Proposições 1.2.4 e 1.3.8 juntamente com a desigualdade de Hölder e o

Teorema 1.3.4 resulta

Iλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p− −

(
1

q−
− 1

r−

)
2λKq+‖gk‖Θ(x)‖u‖q+

=‖u‖q+
{(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p−−q+ − 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
Kq+‖gk‖Θ(x)

}
.

Deste que q+ < p−, a última desigualdade implica que Iλ,k é coercivo e limitado inferior-

mente sobre Nλ,k.

No que segue, denotaremos por

Eλ,k(v) = I ′λ,k(v)v para todo v ∈ W 1,p(x)(RN).
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Usando o funcional Eλ,k, podemos dividir Nλ,k em três partes:

N+
λ,k = {v ∈ Nλ,k : E ′λ,k(v)v > 0},

N 0
λ,k = {v ∈ Nλ,k : E ′λ,k(v)v = 0},

e

N−λ,k = {v ∈ Nλ,k : E ′λ,k(v)v < 0}.

Lema 4.1.3. Se u0 ∈ Nλ,k é um ponto cŕıtico de Iλ,k restrito a Nλ,k e u0 6∈ N 0
λ,k, então

u0 é ponto cŕıtico de Iλ,k.

Demonstração. Segue as mesmas ideias da demonstração do Lema 3.1.6.

Lema 4.1.4. Sob as condições (p4), (g̃3) e (f1), temos que N 0
λ,k = ∅ para todo k ∈ N e

0 < λ < Λ1 = Λ1(k), onde

Λ1 =
K−q+

2‖gk‖Θ(x)

(
r− − p+

r+ − q−

)[(
p− − q+

r+ − p+

)
K−r+

] p+−q−
r−−p+

. (4.4)

Demonstração. Argumentando por contradição, se o lema não vale, temos que N 0
λ,k 6= ∅

para algum λ0 ∈ (0,Λ1) e k ∈ N. Logo, para u ∈ N 0
λ0,k

,

0 = E ′λ0,k(u)u

=

∫
p(x)(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ0

∫
q(x)gk(x)|u|q(x) −

∫
r(x)fk(x)|u|r(x)

≤ p+

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ0q−

∫
gk(x)|u|q(x) − r−

∫
fk(x)|u|r(x)

= λ0(r− − q−)

∫
gk(x)|u|q(x) − (r1 − p+)

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x)).

Das Proposições 1.3.8 e 1.2.4, da desigualdade de Hölder e das imersões de Sobolev,

min{‖u‖p− , ‖u‖p+} ≤ 2λ0

(
r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}. (4.5)
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Analogamente,

0 = E ′λ0,k(u)u

≥ p−

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ0q+

∫
gk(x)|u|q(x) − r+

∫
fk(x)|u|r(x)

= (p− − q+)

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− (r+ − q+)

∫
fk(x)|u|r(x).

Consequentemente,

p− − q+

r+ − q+

min{‖u‖p− , ‖u‖p+} ≤ Kr+ max{‖u‖r− , ‖u‖r+}. (4.6)

Se ‖u‖ ≥ 1, segue de (4.5) que

‖u‖ ≤
[
2λ0

(
r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

] 1
p−−q+

. (4.7)

Por outro lado, de (4.6),

‖u‖ ≥
[(

p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] 1
r+−p−

. (4.8)

Combinando (4.7) e (4.8), tem-se

λ0 ≥
K−q+

2‖gk‖Θ(x)

(
r− − p+

r+ − q−

)[(
p− − q+

r+ − p+

)
K−r+

] p−−q+
r+−p−

. (4.9)

Desde que

0 <

(
p− − q+

r+ − p+

)
K−r+ < 1 e

p+ − q−
r− − p+

>
p− − q+

r+ − p−
,

deduzimos que

λ0 ≥
K−q+

2‖gk‖Θ(x)

(
r− − p+

r+ − q−

)[(
p− − q+

r+ − p+

)
K−r+

] p+−q−
r−−p+

,

o que é uma contradição.

Agora, se ‖u‖ < 1 segue de (4.5),

‖u‖ ≤
[
2λ0

(
r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

] 1
p+−q−

. (4.10)



96
Multiplicidade de soluções para uma classe de problemas quaselineares com expoentes variáveis
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Por (4.6),

‖u‖ ≥
[(

p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] 1
r−−p+

. (4.11)

Combinado(4.10) e (4.11), ficamos com

λ0 ≥
K−q+

2‖gk‖Θ(x)

(
r− − p+

r+ − q−

)[(
p− − q+

r+ − p+

)
K−r+

] p+−q−
r−−p+

,

obtendo novamente uma contradição, finalizando a demonstração do resultado.

Do Lema 4.1.4, para 0 < λ < Λ1, podemos escrever

Nλ,k = N+
λ,k ∪N

−
λ,k.

Assim, podemos considerar os seguintes números:

αλ,k = inf
u∈Nλ,k

Iλ,k(u), α+
λ,k = inf

u∈N+
λ,k

Iλ,k(u) e α−λ,k = inf
u∈N−λ,k

Iλ,k(u).

Lema 4.1.5. Sob as hipóteses (p4)–(p5), (g̃3) e (f1), se 0 < λ < Λ1 então

Iλ,k(u) < 0, para todo u ∈ N+
λ,k.

Demonstração. Seja u ∈ N+
λ,k. Então, da definição de E ′λ,k(u)u,

0 < E ′λ,k(u)u ≤ (r− − q−)λ

∫
gk(x)|u|q(x) − (r− − p+)

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x)),

e assim,

λ

∫
gk(x)|u|q(x) >

(r− − p+

r− − q−

)∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x)). (4.12)

Agora, usando a definição de Iλ,k, obtemos

Iλ,k(u) ≤ 1

p−

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ

q+

∫
gk(x)|u|q(x) − 1

r+

∫
fk(x)|u|r(x)

=

(
1

p−
− 1

r+

)∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ

(
1

q+

− 1

r+

)∫
gk(x)|u|q(x).
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Combinando a última desigualdade com (4.12),

Iλ,k(u) ≤
[

1

p−
− 1

r+

−
(

1

q+

− 1

r+

)(
r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))

=

[
r+ − p−
p−r+

−
(r+ − q+

q+r+

)
·
(r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))

=
(r+ − p−)

r+

[
1

p−
− 1

q+

·
(r+ − q+

r+ − p−

)
·
(r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x)).

O resultado agora segue da hipótese (p5).

Corolário 4.1.6. Nas condições do Lema 4.1.5, αλ,k ≤ α+
λ,k < 0.

Demonstração. Consequência imediata das definições de αλ,k e α+
λ,k.

Lema 4.1.7. Valem as desigualdades:

(i)
∫
gk(x)|u|q(x) > 0 para cada u ∈ N+

λ,k;

(ii) ‖u‖ <
[
2
(
r−−q−
r−−p+

)
Kq+

]1/(p−−q+)

max
{(
λ‖gk‖Θ(x)

) 1
p+−q− ,

(
λ‖gk‖Θ(x)

) 1
p−−q+

}
para

cada u ∈ N+
λ,k;

(iii) ‖u‖ >
[(

p−−q+
r+−q+

)
K−r+

] 1
r+−p− para cada u ∈ N−λ,k.

Demonstração.

(i) Segue diretamente de (4.12).

(ii) Usando os mesmos argumento do Lema 4.1.4, obtemos

min{‖u‖p− , ‖u‖p+} < 2λ
(r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}.

Se ‖u‖ < 1, a desigualdade acima implica que

‖u‖ ≤
[
2λ
(r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

] 1
p+−q−

.

Agora, se ‖u‖ ≥ 1 então

‖u‖ ≤
[
2λ
(r− − q−
r− − p+

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

] 1
p−−q+

,

provando (ii).
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(iii) Seja u ∈ N−λ,k. De maneira análoga a demonstração do Lema 4.1.4, mostra-se que

(p− − q+

r+ − q+

)
min{‖u‖p− , ‖u‖p+} < Kr+ max{‖u‖r− , ‖u‖r+}.

Se ‖u‖ < 1,

‖u‖ >
[(p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] 1
r−−p+

, (4.13)

e para ‖u‖ ≥ 1,

‖u‖ >
[(p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] 1
r+−p−

. (4.14)

Como

0 <
p− − q+

r+ − q+

K−r+ < 1 e r− − p+ < r+ − p−,

segue de (4.13) e (4.14) que (iii) vale.

Lema 4.1.8. Se 0 < λ < q−
p+

Λ1, então existe uma constante positiva d1 dependendo apenas

de p±, q±, r±, K e ‖gk‖Θ(x) tal que Iλ,k(u) ≥ d1 > 0 para cada u ∈ N−λ,k.

Demonstração. Seja u ∈ N−λ,k. Então, usando as definições de Iλ,k e Nλ,k, podemos

escrever

Iλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− λ

(
1

q−
− 1

r−

)∫
gk(x)|u|q(x)

≥
(

1

p+

− 1

r−

)
min{‖u‖p− , ‖u‖p+}

− 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}.

Se ‖u‖ < 1, segue que

Iλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p+ − 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+‖u‖q−

= ‖u‖q−
[(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p+−q− − 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

]
.
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Desde que p− − q+ < p+ − q−, pelo Lema 4.1.7 (iii),

Iλ,k(u) >

[(
p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] q−
r+−p−

{(
1

p+

− 1

r−

)[(
p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] p−−q+
r+−p−

− 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

}
≡ d1.

Analogamente, se ‖u‖ ≥ 1,

Iλ,k(u) >

[(
p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] q+
r+−p−

{(
1

p+

− 1

r−

)[(
p− − q+

r+ − q+

)
K−r+

] p−−q+
r+−p−

− 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+

}
≡ d1.

Das estimativas acima, o lema segue se 0 < λ < q−
p+

Λ1.

Corolário 4.1.9. Nas condições do Lema 4.1.8, se 0 < λ < q−
p+

Λ1, então α−λ,k ≥ d1 > 0

para alguma constante d1 = d1(p±, q±, r±, K, ‖gk‖Θ(x)).

Demonstração. Consequência imediata da definição de α−λ,k.

4.1.2 Um resultado abstrato

O Lema a seguir é fundamental para provar que dado u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} se∫
g(k−1x)|u|q(x) > 0, então existem t∗ > 0 e únicos números positivos t+ = t+(u) <

t∗ < t− = t−(u) tais que t+u ∈ N+
λ,k e t−u ∈ N−λ,k (vide Proposição 4.1.11). Tal

resultado é importante para provar a existência de uma solução de energia mı́nima para

o problema (Pλ,k).

Lema 4.1.10. Sejam gi : [0,+∞) → [0,+∞) funções cont́ınuas, crescentes e positivas

com gi(0) = 0 para i ∈ {1, 2, 3} verificando as condições

(i) lim
t→0

g3(t)

g1(t)
= 0;

(ii) lim
t→+∞

g2(t) = +∞;

(iii) lim
t→0

g1(t)− g3(t)

g2(t)
= 0;
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(iv) a função φ = g1− g3 tem um único ponto de máximo e φ(t)→ −∞ quando t→∞.

Suponha ainda que existe t̃ ∈ (0, tmax) com φ(tmax) = maxt≥0 φ(t) tal que g1−g3
g2

é crescente

em (0, t̃). Então, existe λ∗ > 0 tal que ψ = g1−λg2−g3 tem apenas dois zeros não triviais

para todo 0 < λ < λ∗.

y

ttmax

y = φ(t)

Figura 4.1: Gráfico de φ

Demonstração. Segue de (i) que φ(t) > 0 para todo t > 0 suficientemente pequeno.

Como g1−g3
g2

é positiva e crescente no intervalo (0, t̃), para cada 0 < λ < φ(t̃) existe único

tλ ∈ (0, t̃) de maneira que

λ =
g1(tλ)− g3(tλ)

g2(tλ)
.

t

y

tλ t t̃

φ(t̃)

λ

y = g1(t)−g3(t)
g2(t)

Figura 4.2: Gráfico de g1(t)−g3(t)
g2(t)

Uma vez que a função g1−g3
g2

é crescente no intervalo (0, t̃), obtemos

λg2(t) < g1(t)− g3(t) para todo t ∈ (tλ, t̃).

Agora, fixe λ∗ > 0 de sorte que

λg2(t) < g1(t)− g3(t) para todo t ∈ (t̃, tmax) e λ ∈ (0, λ∗).
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y

ttmax

y = φ(t)

y = λg2(t)

tλ t̃

b

b

Figura 4.3: Gráficos de φ e λg2

Por hipótese φ tem um único ponto de máximo, logo φ é decrescente no intervalo

(tmax,∞). Uma vez que g2 é crescente e g2(t) → ∞ quando t → ∞, conclúımos que

existe um único número t1 > tmax tal que

λg2(t1) = φ(t1).

Portanto, tλ e t1 são os únicos zeros não triviais da função ψ para λ ∈ (0, λ∗).

Com o auxilio do Lema 4.1.10, obtemos o seguinte resultado similar ao caso constante

(vide Brown & Wu [18], Fan [32]).

Proposição 4.1.11. Para cada u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0}, tem-se

(i) se
∫
gk(x)|u|q(x) = 0, então existe um único número positivo t− = t−(u) tal que

t−u ∈ N−λ,k e Iλ,k(t
−u) = sup

t≥0
Iλ,k(tu);

(ii) se 0 < λ < Λ1 e
∫
gk(x)|u|q(x) > 0, então existem t∗ > 0 e únicos números positivos

t+ = t+(u) < t∗ < t− = t−(u) tais que t+u ∈ N+
λ,k, t−u ∈ N−λ,k e

Iλ,k(t
+u) = inf

0≤t≤t∗
Iλ,k(tu), Iλ,k(t

−u) = sup
t≥t∗

Iλ,k(tu).

Demonstração. Observe que d
dt

(
Iλ,k(tu)

)
= I ′λ,k(tu)u, o que implica

t
d

dt

(
Iλ,k(tu)

)
= I ′λ,k(tu)tu = Eλ,k(tu).

Logo,
d

dt

(
t
d

dt

(
Iλ,k(tu)

))
= E ′λ,k(tu)u,
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e assim

E ′λ,k(tu)tu = t
d

dt
(Iλ,k(tu)) + t2

d2

dt2
(Iλ,k(tu)).

Consequentemente, se t = t̄ é um ponto cŕıtico de Iλ,k(tu),

E ′λ,k(t̄u)t̄u = t̄ 2 d2

dt2
(Iλ,k(tu))

∣∣∣∣
t=t̄

. (4.15)

Usando (4.15) e as mesmas ideias da prova do Lema A.4.1, obtemos o item (i).

Para provar o item (ii), aplicaremos o Lema 4.1.10 com as funções:

g1(t) =

∫
tp(x)−1(|∇u|p(x) + |u|p(x));

g2(t) =

∫
tq(x)−1gk(x)|u|q(x);

e

g3(t) =

∫
tr(x)−1fk(x)|u|r(x).

sobre o intervalo [0,+∞). Agora, mostraremos que as funções g1, g2 e g3 satisfazem as

condições do Lema 4.1.10. As condições (i)– (iii) do Lema 4.1.10 seguem diretamente da

definição das funções g1, g2 e g3. Da igualdade

t2g′1(t) =

∫
(p(x)− 1)tp(x)(|∇u|p(x) + |u|p(x))

segue que g1 é uma função crescente em (0,+∞). Analogamente, as funções g2 e g3 são

crescentes em (0,+∞).

Afirmação 4.1.12. A função φ(t) = g1(t) − g3(t) para t ≥ 0 possui um único ponto de

máximo.

De fato, para t ∈ (0,∞) segue da definição de φ que

φ(t) ≥ tp+−1

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− tr+−1

∫
fk(x)|u|r(x) ≥ 1

2
tp+−1

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))

para t pequeno. Assim, φ(t) > 0 para t suficientemente pequeno. Por outro lado, se t > 1

então

φ(t) ≤ tp+−1

∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))− tr−−1

∫
fk(x)|u|r(x).

Recordando que p+ < r+ conclúımos que φ(t) < 0 quando t > 0 é suficiente grande.
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Consequentemente, o valor máximo da função φ é atingido em algum ponto tu = t(u) > 0,

e portanto

φ′(tu) = 0

o que implica∫
(p(x)− 1)|tu|p(x)−2(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
(r(x)− 1)|tu|r(x)−2|u|r(x) = 0. (4.16)

Para s ≥ 0 defina a função

w(s) = φ(stu).

Então,

w(1) = φ(tu) = max
t≥0

φ(t) = max
s≥0

φ(stu), (4.17)

donde

w′(1) = 0.

Agora, observe que

w′(s) = tuφ
′(stu)

= tu

[∫
(p(x)− 1)|stu|p(x)−2(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
(r(x)− 1)|stu|r(x)−2|u|r(x)

]
ou equivalentemente,

s2w′(s)

tu
=

∫
(p(x)− 1)sp(x)|tu|p(x)−2(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
(r(x)− 1)sr(x)|tu|r(x)−2|u|r(x).

Para t > 1, temos

s2w′(s)

tu
≤ sp+

∫
(p(x)− 1)|tu|p(x)−2(|∇u|p(x) + |u|p(x))− sr−

∫
(r(x)− 1)|tu|r(x)−2|u|r(x)

= (sp+ − sr−)

∫
(p(x)− 1)|tu|p(x)−2(|∇u|p(x) + |u|p(x)).

Desde que p+ < r−, conclúımos que

s2w′(s)

tu
< 0

o que implica w′(t) < 0 para s > 1. De maneira análoga temos que w′(s) > 0 para

s ∈ (0, 1). Portanto, w possui um único ponto de máximo em s = 1. Consequentemente,
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e não linearidade do tipo côncavo-convexo

a função φ tem um único ponto de máximo em t = tu = tmax. Provando a Afirmação 4.1.12.

Para concluir a verificação das hipóteses do Lema 4.1.10, falta mostrar que a função
g1−g3
g2

é crescente em (0, t̃) para algum t̃ < tmax. Segue dos mesmos argumentos usados na

prova da Afirmação 4.1.12 que a função

φ̃(t) =

∫
tp(x)−q+(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
tr(x)−q+|u|r(x)

tem um único extremo em t = t̃max, que é um ponto de máximo, e portanto a função φ̃

é crescente no intervalo (0, t̃max). Desde que g̃2(t) =
∫
tq(x)−q+|u|q(x) é decrescente, segue

g1−g3
g2

= φ̃
g̃2

é crescente no intervalo (0, t̃max), finalizando a prova da Afirmação 4.1.12.

Uma vez que as funções g1, g2 e g3 satisfazem as condições do Lema 4.1.10, a função

ψ(t) = g1(t) − λg2(t) − g3(t) = I ′λ,k(tu)u tem apenas dois zeros não triviais, t+ < t−.

Defina a função ϕ(t) = Iλ,k(tu) sobre [0,∞). Assim, ϕ(0) = 0 e ϕ(t) é negativo se

t > 0 é suficientemente pequeno, de onde segue que ϕ tem um mı́nimo local em t = t+.

Consequentemente,

E ′λ,k(t
+u)t+u > 0,

de onde segue que t+u ∈ N+
λ,k. Como t+ e t− são os únicos pontos cŕıticos da função ϕ,

deduzimos que ϕ tem um máximo global em t = t−. Portanto,

E ′λ,k(t
+u)t+u < 0.

e t−u ∈ N−λ,k. Usando os Lemas 4.1.5 e 4.1.8, segue que Iλ,k(t
+u) < 0 e Iλ,k(t

−u) > 0.

Seja t∗ > 0 o único zero de ϕ em (t+, t−). Então,

Iλ,k(t
+u) = inf

0≤t≤t∗
Iλ,k(tu) e Iλ,k(t

−u) = max
t≥t∗

Iλ,k(tu),

provando o lema.

y

tt−

y = Iλ,k(tu)

t+

Figura 4.4: Gráfico de Iλ,k(tu)
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Lema 4.1.13. Suponha que g satisfaz (g̃3). Seja {un} uma sequência (PS)d em

W 1,p(x)(RN) para o funcional Iλ,k. Então {un} é limitada em W 1,p(x)(RN).

Demonstração. Observe que

Iλ,k(un)− 1

r−
I ′λ,k(un)un ≥

(
1

p+

− 1

r−

)∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
+ λ

(
1

r−
− 1

q−

)∫
gk(x)|un|q(x).

Suponha que ‖un‖ ≥ 1 para algum n ∈ N. Então, da desigualdade de Hölder e das

imersões de Sobolev, obtemos

d+ 1 + ‖un‖ ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖un‖p− − λ

(
1

q−
− 1

r−

)
‖gk‖Θ(x)K

q+‖un‖q+ .

Desde que 1 < q+ < p−, a última desigualdade implica que {un} é limitada emW 1,p(x)(RN),

finalizando a demonstração.

Usando as mesma ideias usadas nas demonstrações dos Teoremas 3.1.7 e 3.1.8,

demonstra-se os dois resultados seguintes:

Teorema 4.1.14. Suponha g satisfaz (g̃3). Se {un} é uma sequência em W 1,p(x)(RN) tal

que un ⇀ u em W 1,p(x)(RN) e I ′λ,k(un)→ 0 com n→∞, então para alguma subsequência,

ainda denotada por {un}, ∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN e I ′λ,k(u) = 0.

Teorema 4.1.15. Suponha que (p4) vale e seja {un} ⊂ N∞ uma sequência com

I∞(un)→ α∞, então

I. un → u em W 1,p(x)(RN),

ou

II. Existem {yn} ⊂ ZN com |yn| → +∞ e w ∈ W 1,p(x)(RN) tal que wn(x) = un(x+yn)→
w em W 1,p(x)(RN) e I∞(w) = α∞.

Lema 4.1.16. Seja u ∈ W 1,(x)(RN um ponto cŕıtico não trivial de Iλ,k. Então, existe

uma constante M = M(k) > 0, a qual é independente de λ, tal que

Iλ,k(u) ≥ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
.
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Demonstração. Por hipótese, I ′λ,k(u)u = 0. Argumentando como na prova do

Lema 4.1.8, se ‖u‖ ≥ 1, então

Iλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p− −

(
1

q−
− 1

r−

)
2λ‖gk‖Θ(x)K

q+‖u‖q+ .

Aplicando a desigualdade de Young com p1 = p−
q+

e p2 = p−
p−−q+ , da desigualdade anterior,

obtemos

Iλ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p− − ε

(
1

q−
− 1

r−

)
‖u‖p−

−
(

1

q−
− 1

r−

)
C1(ε)

(
2λ‖gk‖Θ(x)K

q+
) p−
p−−q+

onde C1(ε) = p−−q+
p−

(
q+
εp−

) q+
p−−q+ . Escolhendo ε =

(
1
q−
− 1

r−

)−1 (
1
p+
− 1

r−

)
, deduzimos que

Iλ,k(u) ≥ −
(

1

q−
− 1

r−

)
C1(ε)

(
2λ‖gk‖Θ(x)K

q+
) p−
p−−q+ .

Analogamente, se‖u‖ < 1, temos

Iλ,k(u) ≥ −
(

1

q−
− 1

r−

)
C2(ε)

(
2λ‖gk‖Θ(x)K

q+
) p+
p+−q− ,

onde C2(ε) = p+−q−
p+

(
q−
εp+

) q−
p+−q− .

Portanto,

Iλ,k(u) ≥ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
com

M =

(
1

q−
− 1

r−

)
(2Kq+)

p−
p−−p+ max

{
C1(ε)‖gk‖

p−
p−−q+
Θ(x) , C2(ε)‖gk‖

p+
p+−q−
Θ(x)

}
,

finalizando a prova do lema.

O próximo resultado é um importante passo para provar a existência de solução, porque

ele estabelece o comportamento das sequências (PS) do funcional Iλ,k. Sua demonstração

segue os mesmos passos da prova do Lema 3.1.20.

Lema 4.1.17. Seja {vn} uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,k com vn ⇀ v em
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W 1,p(x)(RN) . Então,

Iλ,k(vn)− I0,k(wn)− Iλ,k(v) = on(1) (4.18)

e

‖I ′λ,k(vn)− I ′0,k(wn)− I ′λ,k(v)‖ = on(1), (4.19)

onde wn = vn − v.

Lema 4.1.18. (i) Existe uma sequência (PS)αλ,k em Nλ,k para o funcional Iλ,k;

(ii) Existe uma sequência (PS)α+
λ,k

em N+
λ,k para o funcional Iλ,k;

(iii) Existe uma sequência (PS)α−λ,k
em N−λ,k para o funcional Iλ,k.

Demonstração. Segue dos mesmos argumentos usados da demonstração do Lema 3.1.24.

4.1.3 A condição Palais-Smale

Lema 4.1.19. Sob as condições (g̃3) e (f1), se 0 < λ < Λ1, então o funcional Iλ,k satisfaz

a condição (PS)d para

d < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
.

Demonstração. Seja {vn} ⊂ W 1,p(x)(RN) uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,k

com d < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
. Pelo Lema 4.1.13, {vn} é um sequência limitada

em W 1,p(x)(RN), e assim, para alguma subsequência, ainda denotada por {vn},

vn ⇀ v em W 1,p(x)(RN),

para algum v ∈ W 1,p(x)(RN). Desde que I ′λ,k(v) = 0 e Iλ,k(v) ≥ 0, de (4.18) e (4.19) segue

que wn = vn − v é uma sequência (PS)d∗ para I0,k com

d∗ = d− Iλ,k(v) < αf∞ . (4.20)
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Afirmação 4.1.20. Existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|wn|p(x) = 0.

Supondo por um momento que a afirmação é verdadeira, temos que∫
|wn|r(x) → 0.

Por outro lado, de (4.19) sabemos que I ′0,k(wn)wn = on(1), assim

∫ (
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
= on(1),

mostrando que wn → 0 em W 1,p(x)(RN).

Prova da Afirmação 4.1.20: Se a afirmação não é verdadeira, para cada R > 0 dado,

podemos encontrar η > 0 e {yn} ⊂ ZN verificando

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|wn|p(x) ≥ η > 0.

Como wn ⇀ 0 em W 1,p(x)(RN), segue que {yn} é uma sequência ilimitada. Para

w̃n = wn(·+ yn),

temos que {w̃n} também é uma sequência (PS)d∗ para o funcional I0,k, e portanto,

limitada. Logo, existem w̃ ∈ W 1,p(x)(RN) e uma subsequência de {w̃n}, ainda denotada

por {w̃n}, de modo que

w̃n ⇀ w̃ ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0}.

Além disso, como I ′0,k(wn)φ(· − yn) = on(1) para cada φ ∈ W 1,p(x)(RN), mostra-se que

∇w̃n(x)→ ∇w̃(x) q.t.p. em RN . Consequentemente,∫ (
|∇w̃|p(x)−2∇w̃∇φ+ |w̃|p(x)−2w̃φ

)
=

∫
f∞|w̃|r(x)−2w̃φ,

de onde segue que w̃ é uma solução fraca do problema (Tf∞). Aplicando o Lema de Fatou,

conclúımos que

αf∞ ≤ If∞(w̃) = If∞(w̃)− 1

r−
I ′f∞(w̃)w̃ ≤ lim inf

n→∞

{
I0,k(wn)− 1

r−
I ′0,k(wn)wn

}
= d∗
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o que contradiz (4.20). Portanto, a Afirmação 4.1.20 é verdadeira.

4.1.4 Demonstração do Teorema D

Demonstração. Pelo Lema 4.1.18 (i), existe uma sequência minizante {un} ⊂ Nλ,k para

Iλ,k tal que

Iλ,k(un) = αλ,k + on(1) e I ′λ,k(un) = on(1).

Desde que αf∞ > 0, existe 0 < Λ∗ < Λ1 de maneira que

αλ,k < 0 < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
para todo 0 < λ < Λ∗.

Segue do Lema 4.1.19 que existe uma subsequência de {un}, ainda denotada por {un}, e

u0 ∈ W 1,p(x)(RN) tal que un → u0 em W 1,p(x)(RN). Assim, u0 é solução do problema (Pλ,k)

e Iλ,k(u0) = αλ,k. Afirmamos que u0 ∈ N+
λ,k. Caso contrário, como N 0

λ,k = ∅ para

0 < λ < Λ∗, temos que u0 ∈ N−λ,k. Agora, vamos verificar que desigualdade abaixo é

verdadeira: ∫
λgk(x)|u0|q(x) > 0. (4.21)

Com efeito, se 0 =
∫
λgk(x)|u0|q(x), então

0 =

∫
λgk(x)|un|q(x) + on(1) =

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
−
∫
fk(x)|un|r(x) + on(1).

Consequentemente,

αλ,k + on(1) = Iλ,k(un)

=

∫
1

p(x)

(
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)

q(x)
|un|q(x) −

∫
fk(x)

r(x)
|un|r(x)

≥ 1

p+

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− λ

q−

∫
gk(x)|un|r(x) − 1

r−

∫
fk(x)|un|r(x)

=

(
1

p+

− 1

r−

)∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
+ on(1)

o que implica

αλ,k ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
lim sup
n∈N

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ 0,

resultando em um absurdo, porque αλ,k < 0, mostrando que (4.21) é verdadeiro.
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Da Proposição 4.1.11 (ii), existem números positivos t+ < t− = 1 tais que t+u0 ∈ N+
λ,k,

t−u0 ∈ N−λ,k e

Iλ,k(t
+u0) < Iλ,k(t

−u0) = Iλ,k(u0) = αλ,k,

o qual contradiz a definição de αλ,k. Portanto, u0 ∈ N+
λ,k e

−M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
≤ Iλ,k(u0) = αλ,k = α+

λ,k.

A última igualdade segue das definições de αλ,k e α+
λ,k. De fato, já sabemos que αλ,k ≤ α+

λ,k.

Para a desigualdade contrária, observe que α+
λ,k ≤ Iλ,k(u0) = αλ,k.

4.1.5 Estimativas envolvendo os ńıveis minimax

Como na Seção 3.1, temos as seguintes desigualdades

αλ,k ≤ α0,k e α∞ ≤ α0,k.

Lema 4.1.21. Os ńıveis minimax α0,k e αf∞ satisfazem a desigualdade

α0,k < αf∞ .

Consequentemente, α∞ < αf∞.

No que segue, denotemos por U ∈ W 1,p(x)(RN) uma solução de energia mı́nima do

problema (Tf∞), isto é,

I∞(U) = α∞ e I ′∞(U) = 0.

Para 1 ≤ i ≤ ` e k ∈ N, consideremos a função U i
k definida em (3.10).

Lema 4.1.22. Para todo i ∈ {1, ..., `}, tem-se

lim sup
k→+∞

(
sup
t≥0

Iλ,k(tU
i
k)
)
≤ α∞.

Demonstração. Análoga a demonstração do Lema 3.1.13.

Lema 4.1.23. Existem δ0 > 0 e k1 ∈ N tais que se u ∈ N0,k e I0,k(u) ≤ α∞ + δ0, então

Qk(u) ∈ KR0
2

para k ≥ k1.
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Demonstração. Análoga a demonstração do Lema 3.1.14.

Lema 4.1.24. Dado Λ > 0, existe uma constante R > 0 tal que

Aλ,k =

{
u ∈ N−λ,k : Iλ,k(u) < α∞ +

δ0

2

}
⊂ BR(0),

para todo k ≥ k1 e λ ∈ [0,Λ], isto é, Aλ,k é um conjunto limitado, onde k1 foi dado no

Lema 4.1.23. Além disso, R é independente de k.

Demonstração. Seja u ∈ N−λ,k ⊂ Nλ,k tal que Iλ,k(u) < α∞ + δ0
2

para k ≥ k1. Então,∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)|u|q(x) −

∫
fk(x)|u|r(x) = 0

e ∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−λ
∫
gk(x)

q(x)
|u|q(x) −

∫
fk(x)

r(x)
|u|r(x) < α∞ +

δ0

2
.

Combinando as duas últimas expressões, conclúımos que(
1

p+

− 1

r−

)∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
+

(
1

q−
− 1

r−

)
λ

∫
gk(x)|u|q(x) < α∞ +

δ0

2
.

Por cálculos realizados anteriormente, obtemos(
1

p+

− 1

r−

)
min{‖u‖p− , ‖u‖p+} − Λ

(
1

q−
− 1

r−

)
2‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}

< α∞ +
δ0

2
.

Sendo q+ < p−, segue que existe R > 0 tal que

‖u‖ ≤ R para todo (u, λ, k) ∈ Aλ,k × [0,Λ]× ([k1,+∞) ∩ N),

finalizando a prova do Lema.

Lema 4.1.25. Seja u ∈ Aλ,k e tu > 0 tal que tuu ∈ N0,k. Então, dado Λ = Λ(k) > 0

existem C > 0 e k2 ∈ N tais que

0 < tu ≤ C ∀(u, λ, k) ∈ Aλ,k × [0,Λ)× ([k2,+∞) ∩ N).
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Demonstração. Suponha por contradição que o lema não vale. Então, existe {un} ⊂
Aλn,kn com λn → 0 e kn → +∞ tais que tunun ∈ N0,kn e tun → ∞ quando n → ∞.

Sem perda de generalidade podemos assumir que tun ≥ 1. Desde que tunun ∈ N0,kn e

0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN ,

(tun)p+
∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞(tun)r−

∫
|un|r(x),

ou equivalentemente, ∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞t

r−−p+
un

∫
|un|r(x) (4.22)

para n suficientemente grande.

Afirmação 4.1.26. Existe η1 > 0 tal que∫
|un|r(x) > η1, ∀n ∈ N.

De fato, argumentando por contradição, existe uma subsequência de {un}, ainda

denotada por {un} tal que ∫
|un|r(x) = on(1).

Deste que un ∈ N−λn,kn , temos

p−

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− λq+

∫
gk(x)|un|q(x) − r+

∫
fk(x)|un|r(x) < 0.

Como un ∈ Nλn,kn segue que

(p− − q+)

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− (r+ − q+)

∫
fk(x)|un|r(x) < 0.

Pelo Lema 4.1.24, existem constantes positivas c1 e c2 tais que c1 < ρ1(u) < c2. Assim,

p− − q+

r+ − q+

<

∫
fk(x)|u|r(x)∫

(|∇un|p(x) + |un|p(x))
<

∫
|un|r(x)

c1

= on(1),

o que é uma contradição. Logo, a afirmação é verdadeira. Segue da desigualdade (4.22)

que

ρ1(un) =

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
→ +∞,
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e portanto {un} é uma sequência ilimitada. Mas, isto é imposśıvel, porque pelo Lema

4.1.24, {un} é limitada.

Lema 4.1.27. Seja δ0 > 0 dado no Lema 4.1.23 e k3 = max{k1, k2}. Então, existe

Λ∗ = Λ∗(k) > 0 tal que

Qk(u) ∈ KR0
2
, ∀(u, λ, k) ∈ Aλ,k × [0,Λ∗)× ([k3,+∞) ∩ N).

Demonstração. Observe que

Iλ,k(u) = I0,k(u)− λ
∫
gk(x)

q(x)
|u|q(x), ∀u ∈ W 1,p(x)(RN).

Sabemos que existe tu > 0 tal que tuu ∈ N0,k. Logo,

I0,k(tuu) = Iλ,k(tuu) + λ

∫
gk(x)

q(x)
(tu)

q(x)|u|q(x)

≤ max
t≥0

Iλ,k(tu) + λ

∫
gk(x)

q(x)
(tu)

q(x)|u|q(x).

Segue do Lema 4.1.25 e da desigualdade de Hölder,

I0,k(tuu) ≤ Iλ,k(u) +
λ

q−
Cq+‖gk‖Θ(x)‖|u|q(x)‖ r(x)

q(x)

.

Uma vez que u ∈ Aλ,k, temos que

I0,k(tuu) < α∞ +
δ0

2
+ λc2‖gk‖Θ(x)‖|u|q(x)‖ r(x)

q(x)

.

Usando as imersões de Sobolev juntamente com o Lema 4.1.24, resulta

I0,k(tuu) < α∞ +
δ0

2
+ λc3‖gk‖Θ(x), ∀u ∈ Aλ,k

onde c3 é uma constante positiva. Fazendo Λ∗ := δ0/2c3‖gk‖Θ(x) e λ ∈ [0,Λ∗), conclúımos

que

tuu ∈ N0,k e I0,k(tuu) < α∞ + δ0.

Assim, pelo Lema 4.1.23,

Qk(tuu) ∈ KR0
2
.

Agora, basta observar que

Qk(u) = Qk(tuu),
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para concluir a prova do resultado.

No que segue denotaremos por

• θiλ,k =
{
u ∈ N−λ,k; |Qk(u)− ai| < R0

}
,

• ∂θiλ,k =
{
u ∈ N−λ,k; |Qk(u)− ai| = R0

}
,

• βiλ,k = inf
u∈θiλ,k

Iλ,k(u)

e

• β̃iλ,k = inf
u∈∂θiλ,k

Iλ,k(u).

Lema 4.1.28. Existem 0 < Λ] < Λ∗ e k ≥ k] tais que

βλ,k < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
e βλ,k < β̃iλ,k

para todo λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k].

Demonstração. Segue do Lema 4.1.21 que existem 0 < Λ] < Λ∗ e 0 < δ̄ < δ0 tais que

α∞ + δ̄ < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
para todo λ ∈ [0,Λ]).

Uma vez que Qk(U
i
k) → ai quando k → ∞, conclúımos que U i

k ∈ θiλ,k para todo k

suficientemente grande. Por outro lado, o Lema 4.1.22 implica que Iλ,k(U
i
k) < α∞ + δ̄

2

para k suficientemente grande e λ ∈ [0,Λ]). Logo, existe k4 ∈ N tal que

βiλ,k < α∞ +
δ̄

2
< αf∞ −M

(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
, ∀λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k4.

Para provar a outra desigualdade, observemos que o Lema 4.1.27 implica Iλ,k(U
i
k) ≥

α∞ + δ0
2

para todo u ∈ ∂θiλ,k, se λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k3. Portanto,

β̃iλ,k ≥ α∞ +
δ0

2
, para λ ∈ [0,Λ∗) e k ≥ k3.

Fixando k] = max{k3, k4}, obtemos

βiλ,k < β̃iλ,k,

para λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k].
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Lema 4.1.29. Para cada 1 ≤ i ≤ `, existe uma sequência (PS)βiλ,k , {uin} ⊂ θiλ,k para o

funcional Iλ,k.

4.1.6 Demonstração do Teorema E

Seja {uin} ⊂ θiλ,k uma sequência (PS)βiλ,k em N−λ,k para o funcional Iλ,k dada pelo

Lema 4.1.29. Desde que βiλ,k < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
, segue do Lema 4.1.19 que

existe ui tal que uin → ui em W 1,p(x)(RN). Assim,

ui ∈ θiλ,k, Iλ,k(ui) = βiλ,k e I ′λ,k(u
i) = 0.

Agora, provaremos que ui 6= uj para i 6= j com 1 ≤ i, j ≤ `. Com efeito, basta observar

que

Qk(u
i) ∈ BR0(ai) e Qk(u

j) ∈ BR0(aj).

Uma vez que

BR0(ai) ∩BR0(aj) = ∅ para i 6= j,

segue que ui 6= uj para i 6= j. Consequentemente, Iλ,k tem pelo menos ` pontos cŕıticos

em N−λ,k para λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k]. Pelo Teorema D conclúımos que o problema (Pλ,k)

possui pelo menos `+ 1 soluções para λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k].
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4.2 Caso cŕıtico

Nesta seção, consideraremos a existência e multiplicidade de soluções para a seguinte

classe de problema com crescimento cŕıtico{
−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = λg(k−1x)|u|q(x)−2u+ f(k−1x)(ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u), RN

u ∈ W 1,p(x)(RN)

(Tλ,ξ,k)

onde λ, ξ e k são parâmetros positivos, p, q, r : RN −→ R são funções Lipschitz, ZN -

periódicas, satisfazendo as condições (p4) e

(p̃5)
q+

p−
<
p∗+ − q+

p∗+ − p−
· r− − p+

r− − q−
.

Vamos supor que as funções g e f são como na Seção 4.1. Os resultados principais

desta seção são:

Teorema F. Sob as condições (p4), (p̃5),(g̃3) e (f1), existem números positivos Λ∗ e

ξ∗ tais que o problema (Tλ,ξ,k) tem pelo menos uma solução de energia mı́nima u0 para

λ ∈ (0,Λ∗) e ξ ≥ ξ∗. Além disso, temos que u0 ∈ N+
λ,ξ,k e

Iλ,ξ,k(u0) = αλ,ξ,k = α+
λ,ξ,k ≥ −M

(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
. (4.23)

Teorema G. Suponha que (p4), (p̃5), (g̃3) e (f1)–(f2) ocorrem. Então, existem números

ξ∗ > 0, k∗ ∈ N e Λ∗ = Λ(k∗) > 0 tais que problema (Tλ,ξ,k) admite pelo menos ` + 1

soluções para 0 < λ < Λ∗, ξ ≥ ξ∗ e k > k∗.

4.2.1 Lemas técnicos

Seja Iλ,ξ,k : W 1,p(x)(RN) → R o funcional energia associado ao problema (Tλ,ξ,k)

definido por

Iλ,ξ,k(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)

q(x)
|u|q(x) −

∫
fk(x)

(
ξ

r(x)
|u|r(x) +

|u|p∗(x)

p∗(x)

)
.

O funcional Iλ,ξ,k ∈ C1
(
W 1,p(x)(RN),R

)
com

I ′λ,ξ,k(u)v =

∫ (
|∇u|p(x)−2∇u∇v + |u|p(x)−2uv

)
− λ

∫
gk(x)|u|q(x)−2uv

−
∫
fk(x)|u|r(x)−2uv,
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para todo u, v ∈ W 1,p(x)(RN). Portanto, os pontos cŕıticos de Iλ,ξ,k são precisamente as

soluções (fracas) do problema (Tλ,ξ,k).

Como Iλ,ξ,k não é limitado inferiormente sobre W 1,p(x)(RN), iremos considerar o

funcional energia Iλ,ξ,k restrito a variedade de Nehari Nλ,ξ,k, dada por

Nλ,ξ,k =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : I ′λ,ξ,k(u)u = 0

}
.

Para f ≡ 1 e λ = 0, consideremos o problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u, RN

u ∈ W 1,p(x)(RN).
(T̂∞)

Associado ao proplema (T̂∞) temos o funcional de Euler-Lagrange I∞ : W 1,p(x)(RN)→
R dado por

I∞(u) =

∫
1

p(x)

(
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
−
∫

1

r(x)
|u|r(x) −

∫
1

p∗(x)
|u|p∗(x),

com o ńıvel do passo da montanha

α∞ = inf
u∈N∞

I∞(u),

e a variedade de Nerahi

N∞ =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : I ′∞(u)u = 0

}
.

Para f ≡ f∞ e λ = 0, iremos considerar o problema −∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f∞(ξ|u|r(x)−2u+ |u|p∗(x)−2u), RN

u ∈ W 1,p(x)(RN),
(T̂f∞)

e como acima, denotemos por If∞ , αf∞ e Nf∞ o funcional energia, o ńıvel do passo da

montanha, e a variedade de Nehari associada ao problema (Pf∞) respectivamente.

Lema 4.2.1 (Propriedade Local). Para cada k ∈ N, existem constantes positivas

λ∗ = λ∗(k, ξ), β e σ (dependendo apenas de ξ), tais que Iλ,ξ,k(u) ≥ β > 0 para todo

λ ∈ (0, λ∗) com ‖u‖ = σ.

Demonstração. Combinando a definição de Iλ,ξ,k com a desigualdade de Hölder, a
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imersão de Sobolev e a Proposição 1.2.4,

Iλ,ξ,k(u) ≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

q−

∫
gk(x)|u|q(x) − ξ

r−

∫
fk(x)|u|r(x)

− 1

p∗−

∫
fk(x)|u|p∗(x)

≥ 1

p+

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− 2

λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+ max{‖u‖q− , ‖u‖q+}

− ξ

r−
Kr− max{‖u‖r− , ‖u‖r+} − 1

r−
Kp∗− max{‖u‖r− , ‖u‖r+}.

Se ‖u‖ < 1, segue da Proposição 1.3.8 que

Iλ,ξ,k(u) ≥ 1

p+

‖u‖p+ − 2
λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+‖u‖q− − ξ

r−
Kr+ ‖u‖r− − 1

p∗−
Kp∗− ‖u‖p

∗
− .

Desde que p+ < r− ≤ p∗−, fixando σ = σ(ξ) suficientemente pequeno de modo que

1

p+

σp+ − ξ

r−
Kr+σr− − 1

p∗−
Kp∗−σp

∗
− ≥ 1

2p+

σp+

obtemos

Iλ,ξ,k(u) ≥ 1

2p+

σp+ − 2
λ

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+σq− ,

para ‖u‖ = σ.

Agora, fixemos λ∗ = λ∗(k, ξ) > 0 satisfazendo

λ∗‖gk‖Θ(x) <
q−

8p+Kq+
σp+−q− . (4.24)

Então, se 0 < λ < λ∗,

Iλ,ξ,k(u) >
1

2p+

σp+ − 2
λ∗

q−
‖gk‖Θ(x)K

q+σq− >
1

4p+

σp+ = β > 0 sobre ∂Bσ(0),

provando o resultado.

Lema 4.2.2. O funcional energia Iλ,ξ,k é coercivo e limitado inferiormente sobre Nλ,ξ,k.

Demonstração. Seja u ∈ Nλ,ξ,k. Então I ′λ,ξ,k(u)u = 0, e portanto,∫
fk(x)

(
ξ|u|r(x) + |u|p∗(x)

)
=

∫ (
|∇u|p(x) + |u|p(x)

)
− λ

∫
gk(x)|u|q(x). (4.25)
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Agora, seguindo os mesmos passos do Lema 4.1.2

Iλ,ξ,k(u) ≥
(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p− −

(
1

q−
− 1

r−

)
2λKq+‖gk‖Θ(x)‖u‖q+

=‖u‖q+
{(

1

p+

− 1

r−

)
‖u‖p−−q+ − 2λ

(
1

q−
− 1

r−

)
Kq+‖gk‖Θ(x)

}
.

Como q+ < p−, a desigualdade acima implica que Iλ,ξ,k é coercivo e limitado inferiormente

sobre Nλ,ξ,k.

No que segue, vamos denotar por

Eλ,ξ,k(v) = I ′λ,ξ,k(v)v para todo v ∈ W 1,p(x)(RN).

Procedendo como na Seção 4.1, vamos dividir Nλ,ξ,k em três partes:

N+
λ,ξ,k = {v ∈ Nλ,ξ,k : E ′λ,ξ,k(v)v > 0},

N 0
λ,ξ,k = {v ∈ Nλ,ξ,k : E ′λ,ξ,k(v)v = 0},

e

N−λ,ξ,k = {v ∈ Nλ,ξ,k : E ′λ,ξ,k(v)v < 0}.

A demonstração dos próximos dois lemas segue as mesma linhas dos Lemas 3.1.6 e

4.1.4, respectivamente.

Lema 4.2.3. Se u0 ∈ Nλ,ξ,k é um ponto cŕıtico de Iλ,ξ,k restrito a Nλ,ξ,k e u0 6∈ N 0
λ,ξ,k,

então u0 é ponto cŕıtico de Iλ,ξ,k.

Lema 4.2.4. Sob as condições (p4), (g̃3) e (f2), temos que N 0
λ,ξ,k = ∅ para todo k ∈ N e

0 < λ < Λ1 = Λ1(k, ξ), onde

Λ1 =
K−q+

2‖gk‖Θ(x)

(
r− − p+

r+ − q−

)[
1

ξ + 1

(
p− − q+

r+ − p+

)
K−p

∗
+

] p+−q−
p∗−−p+

. (4.26)

Do Lema 4.2.4, para 0 < λ < Λ1, podemos escrever

Nλ,ξ,k = N+
λ,ξ,k ∪N

−
λ,ξ,k.
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Assim, podemos considerar os seguintes números:

αλ,ξ,k = inf
u∈Nλ,ξ,k

Iλ,ξ,k(u), α+
λ,ξ,k = inf

u∈N+
λ,ξ,k

Iλ,ξ,k(u) e α−λ,ξ,k = inf
u∈N−λ,ξ,k

Iλ,ξ,k(u).

Lema 4.2.5. Sob as condições (p4)–(p̃5), (g̃3), (f1) e , se 0 < λ < Λ1 então

Iλ,ξ,k(u) < 0, para todo u ∈ N+
λ,ξ,k.

Demonstração. De maneira análoga ao Lema 4.1.5 para cada u ∈ N+
λ,ξ,k, tem-se

Iλ,ξ,k(u) ≤
[

1

p−
− 1

p∗+
−
(

1

q+

− 1

p∗+

)(
r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))

=

[
p∗+ − p−
p−p∗+

−
(p∗+ − q+

q+p∗+

)
·
(r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x))

=
(p∗+ − p−)

p∗+

[
1

p−
− 1

q+

·
(p∗+ − q+

p∗+ − p−

)
·
(r− − p+

r− − q−

)]∫
(|∇u|p(x) + |u|p(x)).

Da condição (p̃5), segue que Iλ,ξ,k(u) < 0 para todo u ∈ N+
λ,ξ,k, provando o resultado.

Corolário 4.2.6. Sob as hipóteses do Lema 4.2.5, αλ,ξ,k ≤ α+
λ,ξ,k < 0.

Demonstração. Consequência imediata das definições de αλ,ξ,k e α+
λ,ξ,k.

Os três lemas seguintes são análogos aos da Seção 4.1.

Lema 4.2.7. Valem as desigualdades:

(i)
∫
gk(x)|u|q(x) > 0 para cada u ∈ N+

λ,ξ,k;

(ii) ‖u‖ <
[
2
(
r−−q−
r−−p+

)
Kq+

]1/(p−−q+)

max
{(
λ‖gk‖Θ(x)

) 1
p+−q− ,

(
λ‖gk‖Θ(x)

) 1
p−−q+

}
para

cada u ∈ N+
λ,ξ,k;

(iii) ‖u‖ >
[

1
ξ+1

(
p−−q+
r+−q+

)
K−r+

] 1
r+−p− para cada u ∈ N−λ,ξ,k.

Lema 4.2.8. Se 0 < λ < q−
p+

Λ1, então existe uma constante positiva d1 dependente de

p±, q±, r±, K e ‖gk‖Θ(x) tal que Iλ,ξ,k(u) ≥ d1 > 0 para cada u ∈ N−λ,ξ,k.

Lema 4.2.9. Suponha que g satisfaz (g̃3). Seja {un} uma sequência (PS)d em

W 1,p(x)(RN) para o funcional Iλ,ξ,k. Então {un} é limitada em W 1,p(x)(RN).

O teorema a seguir segue as mesmas ideias do Teorema 3.2.7.
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Teorema 4.2.10. Suponha g satisfaz (g̃3). Se {un} é uma sequência em W 1,p(x)(RN)

tal que un ⇀ u em W 1,p(x)(RN) e I ′λ,ξ,k(un) → 0 com n → ∞, então para alguma

subsequência, ainda denotada por {un}, ∇un(x)→ ∇u(x) q.t.p. em RN e I ′λ,ξ,k(u) = 0.

Proposição 4.2.11. Para cada u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0}, tem-se

(i) se
∫
gk(x)|u|q(x) = 0, então existe um único número positivo t− = t−(u) tal que

t−u ∈ N−λ,ξ,k e Iλ,ξ,k(t
−u) = sup

t≥0
Iλ,ξ,k(tu);

(ii) se 0 < λ < Λ1 e
∫
gk(x)|u|q(x) > 0, então existem t∗ > 0 e únicos números positivos

t+ = t+(u) < t∗ < t− = t−(u) tais que t+u ∈ N+
λ,ξ,k, t−u ∈ N−λ,ξ,k e

Iλ,ξ,k(t
+u) = inf

0≤t≤t∗
Iλ,ξ,k(tu), Iλ,ξ,k(t

−u) = sup
t≥t∗

Iλ,ξ,k(tu).

Demonstração.

Procedendo como no Lem 4.1.11, se t = t̄ é um ponto cŕıtico de Iλ,ξ,k(tu), então

E ′λ,ξ,k(t̄u)t̄u = t̄ 2 d2

dt2
(Iλ,ξ,k(tu))

∣∣∣∣
t=t̄

. (4.27)

Usando (4.27) e as mesmas ideias da prova do Lema A.4.1, obtemos o item (i).

Para provar o item (ii), consideremos no Lema 4.1.10 as funções:

g1(t) =

∫
tp(x)−1(|∇u|p(x) + |u|p(x));

g2(t) =

∫
tq(x)−1gk(x)|u|q(x);

e

g3(t) =

∫
fk(x)

(
tr(x)−1ξ|u|r(x) + tp

∗(x)−1|u|p∗(x)
)
.

sobre o intervalo [0,+∞), e aplicamos os mesmos argumentos usados no Lema 4.1.11 (ii).

4.2.2 Propriedades dos ńıveis minimax

Lema 4.2.12. Os ńıveis α0,ξ,k, α∞ e αf∞ tendem a zero quando ξ tende ao infinito, isto

é,

lim
ξ→∞

α0.ξ.k = lim
ξ→∞

α∞ = lim
ξ→∞

αf∞ = 0.
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Corolário 4.2.13. Existe ξ∗ > 0 tal que

α0,ξ,k, α∞, αf∞ < ϑK−1/ϑ

para todo ξ ≥ ξ∗, onde ϑ = 1
p+
− 1

p∗−
.

Lema 4.2.14. Seja {un} uma sequência em N∞ com I∞(un) → c∞ quando n → ∞.

Então, existem ξ∗ > 0 e n0 = n0(ξ) ∈ N tais que

‖un‖Lp∗(x)(RN ), ‖un‖ ≤ 1

para todo ξ ≥ ξ∗ e n ≥ n0.

Corolário 4.2.15. Nas condições do Lema 3.2.11, existem ξ∗ > 0 e n0 = n0(ξ) ∈ N tais

que (∫
|un|p

∗(x)

)1/p∗−

≤ K

(∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

))1/p+

para todo n ≥ n0.

4.2.3 Um resultado de compacidade

Teorema 4.2.16. Suponha que (p4) vale e seja {un} ⊂ N∞ uma sequência com

I∞(un)→ α∞, então

I. un → u em W 1,p(x)(RN),

ou

II. Existem {yn} ⊂ ZN com |yn| → +∞ e w ∈ W 1,p(x)(RN) tal que wn(x) = un(x+yn)→
w em W 1,p(x)(RN) e I∞(w) = α∞.

Lema 4.2.17. Seja u ∈ W 1,p(x)(RN) um ponto cŕıtico não trivial de Iλ,ξ,k. Então, existe

uma constante M = M(k) > 0, a qual é independente de λ, tal que

Iλ,ξ,k(u) ≥ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
.

O próximo resultado é um importante passo para provar a existência de solução,

porque ele estabelece o comportamento das sequências (PS) do funcional Iλ,ξ,k.
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Lema 4.2.18. Seja {vn} uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,ξ,k com vn ⇀ v em

W 1,p(x)(RN) . Então,

Iλ,ξ,k(vn)− I0,k(wn)− Iλ,ξ,k(v) = on(1) (4.28)

e

‖I ′λ,ξ,k(vn)− I ′0,k(wn)− I ′λ,ξ,k(v)‖ = on(1), (4.29)

onde wn = vn − v.

Lema 4.2.19. (i) Existe uma sequência (PS)αλ,ξ,k em Nλ,ξ,k para o funcional Iλ,ξ,k;

(ii) Existe uma sequência (PS)α+
λ,ξ,k

em N+
λ,ξ,k para o funcional Iλ,ξ,k;

(iii) Existe uma sequência (PS)α−λ,ξ,k
em N−λ,ξ,k para o funcional Iλ,ξ,k.

4.2.4 A condição Palais-Smale

Lema 4.2.20. Sob as condições (g̃3) e (f1), se 0 < λ < Λ1, então o funcional Iλ,ξ,k

satisfaz a condição (PS)d para

d < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
.

Demonstração. Seja {vn} ⊂ W 1,p(x)(RN) uma sequência (PS)d para o funcional Iλ,ξ,k

com d < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
. Pelo Lema 4.2.9, {vn} é um sequência limitada

em W 1,p(x)(RN), e assim, para alguma subsequência, ainda denotada por {vn},

vn ⇀ v em W 1,p(x)(RN),

para algum v ∈ W 1,p(x)(RN). Desde que I ′λ,ξ,k(v) = 0 e Iλ,ξ,k(v) ≥ 0, de (4.28) e (4.29)

segue que wn = vn − v é uma sequência (PS)d∗ para I0,k com

d∗ = d− Iλ,ξ,k(v) < αf∞ . (4.30)

Afirmamos que existe R > 0 tal que

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|wn|p(x) = 0. (4.31)

De fato, supondo que a afirmação não é verdadeira, e argumentando como na prova da

Afirmação 3.2.25 obtemos αf∞ ≤ d∗, o que é um absurdo. Logo, o limite em (4.31) ocorre.
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Consequentemente, ∫
|wn|r(x) → 0.

Por outro lado, de (4.29) sabemos que I ′0,k(wn)wn = on(1), assim

∫ (
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
−
∫
fk(x)|u|p∗(x) = on(1),

Uma vez que {wn} é uma sequência limitada, existe L ≥ 0 tal que a menos de subsequência

lim
n→∞

∫ (
|∇wn|p(x) + |wn|p(x)

)
= L.

Donde,

lim
n→∞

∫
fk(x)|u|p∗(x) = L.

Se L > 0, usando os mesma ideias da demonstração do Lema 3.2.24, tem-se

d∗ ≥ ϑK−1/ϑ > αf∞ ,

o que contradiz (4.30). Portanto, L = 0, de onde segue que un → u em W 1,p(x)(RN).

Provando o resultado.

4.2.5 Demonstração do Teorema F

Segue as mesmas ideias da prova do Teorema D.

4.2.6 Estimativas envolvendo os ńıveis minimax

Como na Seção 3.1, temos as seguintes desigualdades

cλ,ξ,k ≤ c0,k e α∞ ≤ c0,k.

Lema 4.2.21. Os ńıveis minimax α0,k e αf∞ satisfazem a desigualdade

α0,k < αf∞ .

Consequentemente, α∞ < αf∞.

No que segue, denotemos por U ∈ W 1,p(x)(RN) uma solução de energia mı́nima do
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problema (T̂f∞), isto é,

I∞(U) = α∞ e I ′∞(U) = 0.

Para 1 ≤ i ≤ ` e k ∈ N, consideremos a função Û i
k definida em (3.10).

Lema 4.2.22. Para todo i ∈ {1, ..., `}, tem-se

lim sup
k→+∞

(
sup
t≥0

Iλ,ξ,k(tÛ
i
k)
)
≤ α∞.

Lema 4.2.23. Existem δ0 > 0 e k1 ∈ N tais que se u ∈ N0,k e I0,k(u) ≤ α∞ + δ0, então

Qk(u) ∈ KR0
2

para k ≥ k1.

Lema 4.2.24. Dado Λ > 0, existe uma constante R > 0 tal que

Aλ,ξ,k =

{
u ∈ N−λ,ξ,k : Iλ,ξ,k(u) < α∞ +

δ0

2

}
⊂ BR(0),

para todo k ≥ k1 e λ ∈ [0,Λ], isto é, Aλ,ξ,k é um conjunto limitado, onde k1 foi dado no

Lema 4.2.23. Além disso, R é independente de ξ e k.

Lema 4.2.25. Sejam u ∈ Aλ,ξ,k e tu > 0 tais que tuu ∈ N0,ξ,k. Então, dado Λ > 0,

existem C > 0 e k2 ∈ N tais que

0 ≤ tu ≤ C, para todo (u, λ, k) ∈ Aλ,ξ,k × [0,Λ]× ([k2,+∞) ∩ N).

Demonstração. Suponha por contradição que o lema não vale. Então, existe {un} ⊂
Aλn,ξ,kn com λn → 0 e kn → +∞ tais que tunun ∈ N0,ξ,kn e tun → ∞ quando n → ∞.

Sem perda de generalidade podemos assumir que tun ≥ 1. Desde que tunun ∈ N0,ξ,kn e

0 < f∞ < f(x) para todo x ∈ RN ,

(tun)p+
∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞(tun)p

∗
−

∫
|un|p

∗(x),

ou equivalentemente,∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
≥ f∞t

p∗−−p+
un

∫
|un|p

∗(x) (4.32)

para n suficientemente grande.

Afirmação 4.2.26. Existe η1 > 0 tal que∫
|un|p

∗(x) > η1, ∀n ∈ N.
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e não linearidade do tipo côncavo-convexo

De fato, argumentando por contradição, existe uma subsequência de {un}, ainda

denotada por {un} tal que ∫
|un|p

∗(x) = on(1).

Por interpolação, ∫
|un|r(x) = on(1).

Desde que un ∈ N−λn,ξ,kn , temos

p−

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
− λq+

∫
gk(x)|un|q(x) −

∫
fk(x)

[
ξr+|un|r(x) + p∗+|un|p

∗(x)
]
< 0.

Combinando a desigualdade anterior com (4.25),

(p− − q+)

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
< (r+ − q+)

∫
fk(x)|un|r(x) + (p∗+ − q+)

∫
fk(x)|un|p

∗(x).

Pelo Lema 4.2.24, existem constantes positivas c1 e c2 tais que c1 < ρ1(u) < c2. Assim,

p− − q+

p∗+ − q+

<
ξ
∫
fk(x)|u|r(x) +

∫
fk(x)|u|p∗(x)∫

(|∇un|p(x) + |un|p(x))
<
ξ
∫
|un|r(x) +

∫
|un|p

∗(x)

c1

= on(1),

o que é uma contradição. Logo, a afirmação é verdadeira. Segue da desigualdade (4.32)

que

ρ1(un) =

∫ (
|∇un|p(x) + |un|p(x)

)
→ +∞,

e portanto {un} é uma sequência ilimitada. Mas, isto é imposśıvel, porque pelo Lema

4.2.24, {un} é limitada.

Lema 4.2.27. Seja δ0 > 0 dado no Lema 4.2.23 e k3 = max{k1, k2}. Então, existe

Λ∗ = Λ∗(k) > 0 tal que

Qk(u) ∈ KR0
2
, ∀(u, λ, k) ∈ Aλ,ξ,k × [0,Λ∗)× ([k3,+∞) ∩ N).

No que segue denotaremos por

• θiλ,ξ,k =
{
u ∈ N−λ,ξ,k; |Qk(u)− ai| < R0

}
,

• ∂θiλ,ξ,k =
{
u ∈ N−λ,ξ,k; |Qk(u)− ai| = R0

}
,
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• βiλ,ξ,k = inf
u∈θiλ,ξ,k

Iλ,ξ,k(u)

e

• β̃iλ,ξ,k = inf
u∈∂θiλ,ξ,k

Iλ,ξ,k(u).

Lema 4.2.28. Existem 0 < Λ] < Λ∗ e k ≥ k] tais que

βλ,ξ,k < αf∞ −M
(
λ

p+
p+−q− + λ

p−
p−−q+

)
e βλ,ξ,k < β̃iλ,ξ,k

para todo λ ∈ [0,Λ]) e k ≥ k].

Lema 4.2.29. Para cada 1 ≤ i ≤ `, existe uma sequência (PS)βiλ,ξ,k , {uin} ⊂ θiλ,ξ,k para

o funcional Iλ,ξ,k.

4.2.7 Demonstração do Teorema G

Segue as mesmas ideias da demonstração do Teorema E.





Apêndice A

Resultados usados no texto

A.1 Desigualdades

Lema A.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam a, b ∈ R+ e p e p′ expoentes conjugados.

Então, vale as seguintes desigualdades:

1. ab ≤ 1
p
ap + 1

p′
bp
′
;

2. para cada ε > 0, temos que

ab ≤ εap + Cεb
p′ ,

onde Cε = 1
p′(εp)p′/p

.

A demonstração da desigualdade seguinte pode ser encontrada em Guimarães [45],

Peral [63] ou Simon [72]

Lema A.1.2 (Desigualdade de Simon). Sejam x, y ∈ RN . Então, existe uma constante

C = C(p) tal que

〈|x|p−2 x− |y|p−2 y, x− y〉 ≥

{
C |x−y|2

(|x|+|y|)2−p , se 1 < p < 2

C |x− y|p , se p ≥ 2

onde 〈·, ·〉 denota o produto interno usual em RN .

A.2 Resultados de convergências

O próximo resultado é uma versão do Lema de Compacidade de Strauss [74]. A

demonstração segue as mesmas ideias de Berestycki & Lions [16], e os detalhes da

demonstração podem ser visto em [23].
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Lema A.2.1 (Lema de Compacidade de Strauss). Sejam P : RN×R→ R e Q : RN×R→
R funções cont́ınuas tais que

sup
x∈RN ,|t|≤a

|P (x, t)| <∞ e sup
x∈RN ,|t|≤a

|Q(x, t)| <∞ para cada a > 0.

lim
|s|→∞

P (x, s)

Q(x, s)
= 0 uniformemente em x ∈ RN .

Suponhamos que {un} e v são funções mensuráveis sobre RN tais que

sup
n

∫
RN
|Q(x, un(x))| dx <∞, (A.1)

e

lim
n
P (x, un(x)) = v(x) q.t.p em RN . (A.2)

Então, para todo conjunto de Borel limitado B ⊂ RN , temos

lim
n

∫
B
|P (x, un(x))− v(x)| dx = 0.

Além disso, se

lim
|s|→0

P (x, s)

Q(x, s)
= 0 (A.3)

uniformemente em x ∈ RN , e

lim
|x|→∞

un(x) = 0 (A.4)

uniformemente em n, então

P (x, un)→ v em L1(RN).

O Lema a seguir é um resultado do tipo Lions para espaços com expoentes variáveis.

Sua demonstração pode ser vista em Fan et al. [39, Lema 3.1].

Lema A.2.2. Suponha que h : RN → R é uma função uniformemente cont́ınua com

1 < p− ≤ p+ < N . Se {un} é limitada em W 1,p(x)(RN) e

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
Br(y)

|un|q(x) = 0 (A.5)
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para algum r > 0 e alguma função q ∈ L∞+ (RN) satisfazendo p ≤ q � p∗, então un → 0

em Ls(x)(RN) para toda função mensurável s : RN → R com p� s� p∗.

Para a demonstração do teorema a seguir, vide, por exemplo Royden [66].

Teorema A.2.3 (Teorema da Convergência Dominada Generalizada de Lesbegue). Sejam

{fn} uma sequência de funções mensuráveis e {gn} ⊂ L1(Ω) satisfazendo

1. fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω;

2. gn(x)→ g(x) q.t.p em Ω, com g ∈ L1(Ω)

3. para cada n, |fn(x)| ≤ |gn(x)| q.t.p. em Ω;

4. gn → g em L1(Ω).

Então, fn → f em L1(Ω).

A.3 Prinćıpio Variacional de Ekeland

Nesta seção, recordamos o Principio Variacional de Ekeland [31]. Detalhes das

demonstrações podem ser encontrados em Peral [63] e Willem [77]

Teorema A.3.1 (Primeira versão). Seja (E, d) um espaço métrico completo com métrica

d e seja J : E → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferiormente. Suponha que J é

limitada inferiormente e defina

c = inf
u∈E

J(u).

Então, para todo ε > 0, existe uε ∈ E tal que

c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

e para todo u ∈ E, u 6= uε tem-se

J(u)− J(uε) + εd(u, uε) > 0.

Teorema A.3.2 (Segunda versão). Sejam E um espaço de Banach e G ∈ C2(E,R) tal

que G′(v) 6= 0, para todo v ∈ V = {v ∈ E : G(v) = 1}. Sejam F ∈ C1(E,R) limitada

inferiormente em V , v ∈ V e ε, δ > 0. Se

F (v) ≤ inf
w∈V

F (w) + ε,
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então existe u ∈ V tal que

F (u) ≤ inf
w∈V

F (w) + 2ε, min
λ∈R
‖F ′(u)− λG′(u)‖ ≤ 8ε

δ

e

‖u− v‖ ≤ 2δ.

A.4 Variedade de Nehari

Vamos supor as seguintes condições:

(h) h : RN → R é uma função Lipschitz cont́ınua com

1 < h− ≤ h+ < N.

(f1) f : RN → R é uma função cont́ınua satisfazendo

|f(x, t) ≤ C
(
|t|p(x)−1 + |t|q(x)−1

)
, ∀x ∈ RN , t ∈ R

onde C é uma constante positiva e q ∈ C(RN ,R) com p ≤ q � p∗.

(f2) f(x, t) = o(|t|p+−1) com t→ 0 uniformemente em x.

(f3) Existe uma constante positiva β > p+ tal que

0 < βF (x, t) ≤ tf(x, t), ∀x ∈ RN e t 6= 0

onde F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds.

(f4) Para cada x ∈ RN , a função f(x,t)
|t|p+−1 é crescente de t em RN \ {0}.

Seja I : W 1,p(x)(RN)→ R o funcional de classe C1 definido por

I(u) =

∫
R
(|∇u|p(x) + |u|p(x))−

∫
R
F (x, u)

para todo u ∈ W 1,p(x)(RN).

Considere a variedade de Nehari dada por

N =
{
u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} : I ′(u)u = 0

}
.
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Lema A.4.1. Sob as condições (h) e (f1)–(f4) , para cada u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} existe

um único tu > 0 tal que tuu ∈ N . Além disso, o máximo de I(tu) para t > 0 é atingido

em t = tu.

Demonstração. Fixado u ∈ W 1,p(x)(RN) \ {0} arbitrário, consideremos a função

ϕ : [0,+∞)→ R dada por ϕ(t) = I(tu). Note que ϕ(0) = 0 e que ϕ verifica a geometria

do passo da montanha, ou seja, ϕ(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e ϕ(t) < 0

para t > 0 grande. Logo, o máximo de ϕ(t) em [0,+∞) é atingido em algum ponto

tu = t(u) > 0. Donde,

ϕ(tu) = I ′(tuu)u = 0.

Fazendo v = tuu, temos que I ′(v)v = 0, e portanto v ∈ N .

Agora, iremos provar a unicidade de tu. Para tal, defina a função ψ : [0,+∞) → R
dada por ψ(t) = I(tv). Note que

ψ(1) = I(v) = ϕ(tu) = max
t∈[0,+∞)

ϕ(t)

= max
t∈[0,+∞)

I(tu) = max
s∈[0,+∞)

I(stuu) = max
s∈[0,+∞)

I(su) = max
t∈[0,+∞)

ψ(t).

Dáı,

0 = ψ′(1) = I ′(v)v

ou equivalentemente ∫
RN

(|∇v|p(x) + |v|p(x)) =

∫
RN
f(x, v)v. (A.6)

Supondo t ≥ 1, temos que

ψ′(t) = I ′(tv)v =

∫
RN
tp(x)−1(|∇v|p(x) + |v|p(x))−

∫
RN
f(x, tv)v

≤ tp+−1

∫
RN

(|∇v|p(x) + |v|p(x))−
∫
RN
f(x, tv)v

= tp+−1

[∫
RN
f(x, v)v −

∫
RN

1

tp+−1
f(x, tv)v

]
.

Afirmação A.4.2. f(x, v)v < 1
tp+−1f(x, tv)v.

Com efeito, se v > 0 então tv > v e por (f4) vem

f(x, tv)

|tv|p+−1
>
f(x, v)

|v|p+−1
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implicando que

f(x, tv)

|t|p+−1
v > f(x, v)v.

Por outro lado se v < 0 então tv < v e por (f4) segue a afirmação.

Consequentemente, ψ′(t) > 0 para t > 1. De maneira análoga conclúımos que ψ′(t) < 0

se t ∈ (0, 1). Isto mostra que o número positivo tu satisfazendo ϕ′(tu) = I ′(tuu)u = 0 é

único, finalizando a demonstração do resultado.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 137
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[71] Simmonds, A. J. Electro-rheological valves in a hydraulic circuit. IEE Proceedings-

D 138 (4) (1991), 400–404.

[72] Simon, J. Regularité de la solution d’une equation non linéaire dans RN . Lecture

Notes in Math. 665 (1978), 205–227.

[73] Stanway, R.; Sprostonz, J. L.; & El-Wahed, A. K. Applications of electro-rheological

fluids in vibration control: a survey. Smart Mater. Struct. 5 (1996), 464–482.

[74] Strauss, W. A. Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm. Math.

Phys. 55 (2) (1977), 149–162.

[75] Tarantello, G. On nonhomogeneous elliptic involving critical sobolev exponent. Ann.
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