5. Integral de Superficie

5.1 Area de uma Superficie

5.1A Em cada caso, calcule a drea da superficie S.

(a) S & uma esfera de raio R. [resp. 47 R?|

(b) S é a porcdo do plano = + y + z = a, a > 0, interna ao cilindro 2% + y? = a?. [resp.  ma*/3]

(c) S & a porcio do paraboldide 22 +y% + z = a?, delimitada pelo cilindro vazado 1 < 2% +¢% <9, z >
0,y > 0. [resp. (3737 — 5v/5) =~ 30.71]

(d) S & a porcio da esfera 22 + y% + 22 = a2, interna ao cilindro 2% + y% = ay. [resp. (27 — 4)a?]
(e) S é a porcio do cilindro x2 + 22 = a2, delimitada por y? = a (z +a). [resp.  8a*V/2]

(f) S & a porcao do cone 22 = 22 4y, z > 0, interna ao cilindro z2 + y? = 2axz. [resp.  Ta’y/2]

(g) S & a porcao do paraboléide 22 + 22 = 2ay, a > 0, abaixo do plano y = a. [resp.  27a?(3v/3 —1)/3]
(h) S ¢ a por¢do do cilindro y? + 22 = 16, compreendida acima da regido triangular 0 < z < 2, 0 <
y <2—x. [resp. 83 +4m/3 — 16]

(i) S é a porgao do plano 3z + 2y + z = 7 no primeiro octante. [resp.  49/14/12]

(j) S é a porgao do cilindro parabdlico 2% = 8z, compreendida acima da regidio 0 < 2 < 1,0 <y < /z.
resp. (633 — 4v3)/3]

(k) S é a porcao do cilindro 32 + 22 = 4, interna ao cilindro parabélico 22 = 2y + 4 e acima do plano
z=0. [resp. 16v/2]

(1) S ¢é o triangulo com vértices A (2,0,0), B(0,3,0) e v(0,0,2). [resp.  /22]

(m) S é a porgao do cone z = \/:m interna ao cilindro 22 + y? = 2z e externa a 22 + y? = 1. [resp.

m™/2/3 +6/2]

5.1B Seja S a superficie de um paralelogramo do R? e sejam Sj, So e S3 suas projecdes nos

planos coordenados. Verifique que A (S) = \/A (1) + A(S2)® + A(S3)%



70 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS MARIVALDO P. MATOS

5.1C Uma edificacao é erguidano formato da figura ao
lado, onde a fachada é descrita pela superficie cilindrica zy = 1.
Usando as aproximacoes: In2 = 0.7 e f0%5 V14 t4dt = 2.26,

calcule a drea total da edificagdo. [resp.  19.32]

@ Fig. 4.3

5.1D Deduza as férmulas para as dreas de um cone e de um cilindro (circular reto) de raio a e

altura h. [resp.  Acone = mava® + h? e Acilindro = 2mah]

5.2 Calculo de Integrais de Superficies

5.2A Calcule as seguintes integrais de superficies:
(a) //a:dS; S:224+9y>=R% —1<2<1 [resp. 0]
S

(b) //z\/m2 +142dS; S é a porcao da esfera 2 + y? + 22 = 9, compreendida entre os planos z =1 e
S

z = 2. [resp. 27T(16\@ — 5\/5]

(c) //ﬁ-ﬁdS; S:a?4+y2+22=R% z>0eF=yj+zk [resp. 47R3/3]
S

(d) //ﬁ-ﬁdS; S:a24+92 =R 2 >0,y>0,0<z<aelF =senzi+azyj— coszk. [resp.
S

(1 —cosa)R+ aR3/3]

(e) //xde; S:a?+y? =2z, 0<2<1,0<y<1 [resp. (9V3—8V2+1)/15]
s

(f) // (22 +y*+2%)dS; S:a?+y*+ 2% = R% [resp.  47R’|
S

(2) // 22dS; S é a porcao do cilindro 2 + y? = 4, compreendida entre os planos z = 0 e z = = + 3.
S

[resp.  60m7]

(h) // xdS; S éa porgao do plano z +y + z = 1 no primeiro octante. [resp.  \/3/6]
S

(1) / / xzdS; S é a fronteira da regido delimitada pelo cilindro 22 + 4> = 1 e pelos planos z = 0 e
S
z=2x+2. [resp. |
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) // 22dS; S é a porcao do plano z = z, interna ao cilindro 22 + y? = 1. [resp.  7v/2/4]
S

(k) //xQdS; S:a?+y? =22 1<2<2 [resp. 157v/2/4]
S

(1) // (x+1vy)dS; S éaporgio do plano 2z + 3y + z = 6 no primeiro octante. [resp.  5v/14]
S

xz - . . o
(m) / / “2dS; S é a porcao do cilindro z = 32, situada no primeiro octante, entre os planos z = 0, z =
sy

5,y=1ley=4. [resp. 12(13V65— V5)]

5.2B Considere o campo F=a2i+ y? f—l— 2ke compare os valores das integrais: //ﬁ -gdS
S

e // div(F)dV, onde S é a esfera 22 +y2 4+ 22 = a2 e Q é a bola do R 22 +y2 4+ 22 < a? [resp. 0]
Q

5.3 Formulas de Gauss e Stokes. Aplicagoes

5.3A  Com auxilio do Teorema de Stokes calcule f F. dr, sendo vy o bordo da superficie S :
%l

(a) F=y2i+22f+2%k; S éaporcio do plano z +y + z = 1, situada no primeiro octante. [resp.
—1]

(b) F = By;— xzj'—l— yz? /2; S ¢ a superficie do paraboléide 2z = 2% + 32, situada abaixo do plano
z = 2. [resp. 20|

(c) F=2yi+zj+ 3k; S éa parte do parabolside z = 4 — 22 — y2, interior ao cilindro 22 + 2 = 1.

[resp.  —27]
(d) F=zi+zj+yk; Séohemisfério z=+/1— 22— y2. [resp. ]
() F=a2i+9y2j+22k; Séoconez2=a24y% 0<z<1. [resp. 0]

5.3B Com auxilio do Teorema de Stokes calcule / Pdx + Qdy + Rdz :
gl
(a) /yda:+zdy+a:dz; yiz?+y?+22=R% z+y+2=0. [resp. —V37R?
¥
(b) /(y+2)dw+(fﬂ+2)dy+(m+y)dzs via?+y® =2y, y==z [resp. 0]
2t

(c) / (y2 — 22) dr + (22 — m2) dy + (:U2 — y2) dz; v € a curva intersecao da fronteira do cubo 0 <z <
v
a,0<y<a,0<z<a,complano z +y + z = 3a/2. [resp.  —9a>/2]

(d) /x3dz; v & o bordo da superficie S : z =y +4; 1 <22 +y? < 4. [resp. 457 /4]
2!
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(e) /ydac — 22dy 4 5dz; ~ é o bordo da superficie S : 7(u,v) = ui+uv j + (1 —u2) E,ou>0, v>
¥
0, u+v <1 [resp. —5/6]

5.3C Calcule o fluxo do campo F através da superficie S e, quando possivel, use o Teorema da

Divergéncia de Gauss para comprovar o resultado:

(a) F=uzi+ y;’—i— z E; S é a superficie do sélido limitado pelo hemisfério z = \/m e pelo
plano z = 0. [resp.  2ma?]

(b) F=2i+5j4+3k S éa porcao do cone z = \/m interna ao cilindro x2 + 32 = 1. [resp.
—37]

(c) F=ugi— yf; S é a parte do primeiro octante, limitada pelos trés planos coordenados e pela esfera
de equagio x2 + y% + 22 = R%. [resp. (]

(d) F=xi+ yf—i— z E; S é a fronteira do sélido no primeiro octante limitado pelos planos z =1, y = 2,

e3r+2y+z=12. [resp.  51]

5.3D Seja S a superficie descrita por: X (u,v) = uﬁ—vf—i— (2 —u?+ v2) E, u?+v? < 1, e considere
o campo F = yi + (z +y) k. Calcule o fluxo de rot(F) através de S de duas maneiras: primeiro por um

cdlculo direto e, depois, usando a Férmula de Stokes. [resp.  —]

5.3E Seja 7= xi-+yj+ 2k o vetor posicio do ponto P (z,y, z) e seja r = ||7]|. Verifique que o
_, 7 B .
fluxo do campo F = —3 através de uma superficie simples fechada regular S que nao contenha a origem
r
é igual a zero. Qual seria o fluxo do campo F', se a superficie S contivesse a origem no seu interior?

[resp. 4]

5.3F Com a notacgao do exercicio precedente e admitindo que €2 representa uma regiao compacta
do R? delimitada por uma superficie simples fechada e regular S (por exemplo uma esfera), use o

Teorema da Divergéncia de Gauss e verifique a relagao:

[[eeaeas = [[[ rav

5.3G  Use a Férmula de Gauss e estabeleca as seguintes identidades:

/// (vAu + Vu - Vo) dV = // v—dS
o0 3”3
/// (vVAu — uAv) dV = // —_— - ﬁ)dS
vAu — ulAv) anans U 45
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(c) vol (Q) = ;)//aQ 17 cos (7, iis) dS.

5.3H Se cosa, cos 3 e cosy representam os co-senos diretores da normal exterior a superficie .S,

use o Teorema de Gauss e calcule as seguintes integrais de superficies:

(a) // (zycosa +yzcos B+ xzcosy)dS; S éaesfera x? +y? + 22 = R2 [resp.  0][resp. 0]
S

(b) //m2y222 (cosa+cos B+ cosy)dS; S é a fronteira do cubo 0 <z <a, 0<y<a,0<z<a.
S
[resp.  a®/3][resp. a®/3]

5.31 Uma curva regular v no plano zz, de equagao cartesiana z = f(z), a < x < b, gira em
torno do eixo z descrevendo uma superficie S. Deduza a Férmula de Pappus: A(S) = 2xLh, onde L é

o comprimento da curva v e h é a distancia do centréide de v ao eixo de rotagao.

5.3J Em coordenadas cilindricas uma superficie S é descrita pela equacdo z = G (r,0) , (r,0) € D.

1
A(S)://le—i-G%—i-TQGg rdrdf.

5.3K Mostre que em coordenadas cilindricas, a equacao z = G(r), a <r <b,0 < 6 < 2m,

Mostre que:

representa uma superficie de revolugao cuja drea é:

b
A:Qﬂ/ V14 G2 rdr.

5.3L Calcule a drea do cone obtido por rotagao da retay =3z + 2, 0 <z <3, z =0, em torno

do eixo z. [resp.  397//10]

5.3M Calcule o momento de inércia da superficie homogénea S em torno do eixo indicado. Em

cada caso admita que a densidade superficial de massa é p = 1.

(a) S & a porgao do cilindro x2 + 32 = 2z, que jaz entre as folhas do cone 22 + y? = 22 ; Eixo x. [resp.
1024/45]

(b) S é a superficie do tetraedro com vértices A (1,0,0), B(0,1,0), v(0,0,1) e D(0,0,0); Eixo y.
resp. 2+ v3)/6)

(c) S ¢é a esfera 22 + y? + 22 = R?%; Eixo z. [resp. 87 R*/3]

(

d) S ¢é a esfera 22 + % + 22 = R?; Eixo ¢ areta x =y, 2 = 0. [resp.  87R*/3]
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5.3N  Encontre o centréide de cada superficie S dada abaixo. Como no exercicio precedente,

admita que a densidade superficial de massa é p = 1.

(a) S é o hemisfério z = \/R? — 22 — y2. [resp.  C(0,0, R/2)]
(b) S ¢ a porgao da esfera 2 4+ y? + 22 = 1 que jaz no interior do cone 22 = 22 + 4%, z > 0. [resp.

C(0,0, (24 v2)/4)]

(c) S é a porcao do hemisfério 22 + y? + 22 = 4, y > 0, externa ao cilindro 22 + y? = 2. [resp.

C]M(O? (2 + \/i)/27 0)]

5.30 Uma concha esférica homogénea de raio a é cortada pela folha de um cone circular reto cujo

vértice estd no centro da esfera. Se o 4ngulo do vértice do cone é a, 0 < a < 7, qual o centro de massa
a (1l — cosa)
4[1 — cos (a/2)]

da porgao da concha que jaz no interior do cone? [resp. sobre o eixo do cone, distante

do centro da esferal

5.3P Calcule o potencial eletrostético ¢ (x,y, z) no ponto A (0,0, z) devido a uma distribuigao

uniforme de carga elétrica, com densidade p, no disco z2 4 y? < a?. Qual o campo elétrico E no ponto

_ 1 1 o,
A? [resp. p =27 (\/a2+z2—z>;E:—V :27rz<—)
[resp. ¢ = 2mp E P2\ T T ]

5.3Q No exercicio precedente qual seria o potencial eletrostatico e o campo elétrico no ponto A,
se a densidade no ponto (z,y) do disco fosse p (z,y) = /22 + y?? Use os resultados:
dr
———=In ‘r +Vr2+ ZQ‘ e V2§ 2dr =2V + 22+ 2 In ‘r +Vr2 4 22|,
V2 4 22 2 2

e encontre as seguintes expressoes para o potencial e o campo elétrico:

pemt [y (2 i o)
B =z [ (24 1+ (0/a) - 21+ (0o

5.3R  Calcule o campo eletrostdtico na origem devido a uma distribuicao uniforme de carga sobre

~  2mp(VR?+a®> - R) -

o cilindro z2 + y2 =R’ 0<z<a. [resp. B = R2 + a2 k]

5.3S  Qual o potencial eletrostédtico no ponto (0,0, z), devido a uma distribui¢do uniforme de

2mpR(v R? 2_R+=z
carga sobre o hemisfério z = \/R? — 22 — y27 [resp. PR e i 7)}

z
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5.3T Considere uma distribui¢ao uniforme de carga elétrica sobre uma esfera S de raio a. Mostre

que o campo elétrico num ponto do eixo z interior a .S é zero. Qual o campo elétrico nos pontos do eixo
4ra?p -
2

z exteriores a esfera S 7 [resp.  FE(0,0,z2) = k. O fendomeno ocorre como se toda carga estivesse

concentrada no centro da esferal

5.3U Mostre que [[q (2% +4?) (z i4+yj)-7jdS =4I, onde I, representa o momento de inércia,

com relagao ao eixo z, do sélido com densidade de massa p = 1, delimitado por S.

5.3V Seja S a porcao do cilindro 22 4+ y? = 2azx, a > 0, 0 < z < 1, que jaz entre os planos z = 2a
ex =0, 0 <b< 2a. Admita a densidade constante p, e calcule: (a) a massa de S; e (b) o momento de

inércia I, de S. [resp.  (a) 2ap,arcsin ( V2ab — b2) (b) 4a?py(a + V2ab — b2)]

5.3W Dada uma superficie S de equagao cartesiana ¢ (z,y,2) =0, (y,z) € D, ¢ de classe L,

com ¢, # 0, mostre que:

a) [fof(@y.2)dS = [[, \Jo2 + g2+ 2 L0 guq.,

||

ffSF g dS = ffD Vo) —dydz

|2



