Capitulo 6

Integrais de Superficie

Situando a Tematica

Nao sendo possivel utilizar um instrumento adequado de medicao, para conhecermos
a drea de uma superficie qualquer, precisamos nos deslocar sobre todos os pontos da su-
perficie e, entao, aferir a extensao percorrida. Isto, porém, se esse nosso deslocamento for
vidvel. Em muitos casos, deslocar-se de um ponto a outro pode constituir tarefa pratica-
mente impossivel de ser realizada, em razao da inexisténcia de meios de locomogao ou em
virtude de um consumo excessivo de tempo e recursos, como seria o caso de avaliarmos a
area de uma regiao montanhosa.

Fazer uso de uma integral de superficie é certamente um 6timo procedimento para
resolver o problema do célculo de drea quando métodos comuns de mensuragao nao podem
ser aplicados. Esta técnica e outros importantes conhecimentos nés vamos adquirir com
o estudo de Integrais de Superficies.

Os conteidos da Integral de Superficie que iremos desenvolver, mesmo em nivel el-
ementar, sao o alicerce tedrico de resultados aplicados para descrever o escoamento de
fluidos, projetar cabos de transmissao subaquaticos e calcular o trabalho necessario para

colocar um satélite em 6rbita, e especialmente importantes para a Fisica e as Engenharias.

Problematizando a Tematica

Como dissemos, uma relevante aplicacao da integral de superficie se dd quando neces-
sitamos avaliar dreas. Por essa razao, consideremos o problema de determinar a drea de
uma superficie dada pelo gréfico da fungao z = f(z,y), com f : U C R? — R uma fungao
continua e U/ uma regiao compacta.

Veremos, em breve, que o problema proposto acima é bem simples de ser resolvido,
bastando, para tanto, conhecermos a férmula da drea de uma regiao.

Vamos, entao, iniciar o nosso estudo de superficies regulares para termos condicao de

solucionar esta e muitas outras questoes.
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Conhecendo a Tematica

6.1 Superficies Regulares

As superficies consideradas nos Capitulos anteriores eram dadas explicitamente como

um grifico de uma fungdo z = f(z,y) ou implicitamente pela equagao
F(z,y,z) =0.

Nesta se¢ao apresentaremos o conceito mais preciso de uma superficie de modo andlogo
ao conceito de curva parametrizada.

Sejam U uma regido em R?2 e r : U C R? — R3.uma transformacdo. Se um sis-
tema de coordenadas é escolhido no espago, entdo a transformagao r = r(u,v) pode ser

representado como o vetor
I‘(U, U) = f(ua U)l + g(u, U).] + h(ua U)ka

com f,g,h:U CR? — R funcdes escalares. Reciprocamente, se f,g,h: U C R> — R sdo

fungoes escalares, entao o vetor
r(u,0) = f (1w, 0)i+ g, v)j + A, v)k,

¢ uma representacao.

Observe que
r =r(u,v) = (f(u,v), g(u,v), h(u,v))

pode ser visto como um vetor posicao. Portanto, as equagoes escalares

z = f(u,v), y=g(uv) e z=nh(u,v)

sao as equagoes paramétricas da superficie S descrita por r quando os pardmetros v e v

variam em U e

r(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j+ h(u,v)k

é a representagao pararamétrica vetorial de S.

Note que as nogoes de limite, continuidade, diferenciabilidade, etc. de uma transfor-
macao vetorial sao introduzidos em termos das funcoes escalares f, g e h. Por exemplo,
P & uma transformacao vetorial diferencidvel se as funcgoes f, g e h o sdo. Além disso,
embora S esteja contida em R?, necessitamos apenas de dois parametros u e v em U para
localizarmos todos os pontos de S. Neste caso, o conjunto de todos esses pontos é o grdfico

de S ou a superficie S. Por exemplo, se

r(u,v) =ui+vj+v1—u?—0v2k,



entdo r transforma o circulo sélido (disco unitério)
D = {(u,v) € R* : v® +v* < 1}
na semiesfera (grafico de S)
S=r(D)= {(u,v,z) ER?: 2= m}

Observe que esta transformacao é bijetora, mas nao é diferencidvel em D, pois as derivadas

parciais % e 8—5 de r nao existem na fronteira de D.

Exemplo 6.1 Seja S a superficie de revolug¢ao obtida girando a curva C, no plano xz,

em torno do eixo dos z. Determine uma representacdo pararamétrica vetorial para S.

Solugao. Primeiro vamos obter uma parametrizacao para a curva C. Neste caso, uma

pararametrizacao para a curva C' é dada pelas equacgoes
r=gw), y=0e z=Nhv), v€Elal]

Assim, apés um giro de um angulo « no sentido de z para y, obtemos uma cépia de C'

cuja parametrizacao em coordenadas cilindricas ¢ dada pelas equagoes
r=g), 0 =ue z="hw), velab] e uecl0?2n.
Como x = rcosf e y = rsenf temos que
r(u,v) = (g(v) cosu)i+ (g(v)senuw)j+ h(v)k, (u,v)e€ U,

com
U:{(u,v)€R2:0§u§27T e a <v < b},
é uma representagao paramétrica vetorial para S. Observe que

or ox Oy 0Oz
_ (%,a_z,%) = (—g(v) senu, g(v) cosu,0)

o =
¢ % dz Oy 0O
T R N / /
= (8@’8@’8@) (¢'(v) cosu, ¢'(v) sen u, h'(v))
Portanto,
or Or or  Or , . p . /
305, =0 e 5. X 5 = ()l (v) cosw)i+ (g(v)'(v) senu)j — (g(v)g'(v) k.

Neste caso, as curvas v = cs e u = ¢; (r(u, c3) e r(cy, v)) sao ortogonais, pois para v = ¢y as
Y 3 3 )

curvas sao circulos (paralelos) com centro no eixo dos z e paralelos ao plano zy, enquanto

para u = ¢; as curvas sao copias de C' (meridianos) contindas no plano que contém o eixo

dos z. A Figrura 6.1 expoe graficamente uma parametrizacao da superficie de revolucao
S. |
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Figura 6.1: Parametrizagao da superficie de revolucao S.

Exemplo 6.2 Determine uma parametriza¢ao para a superficie de revolucao S de um

cone gerado pela reta z =z, y = 0.

Solucao. Primeiro obtemos uma parametrizacao para a reta. Neste caso, uma parame-

trizagao da reta ¢ dada pelas equagoes
z=gWw)=v, y=0e z=h(v)=v, ve]|0D].
Assim, uma representagao paramétrica vetorial para S é dada pela equagao vetorial

r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j + vk, (u,v) €U,

com
U={(u,v) eR*:0<u<2r e 0<v< bl

Portanto,

or Or

— X — = (vcosu)i+ (vsenu)j — vk.

xS = (ueos )i+ (vsen )
Observe que como = = z(u,v) = vcosu, y = y(u,v) = vsenu e z = z(u,v) = v temos
que

24yt = 22

que ¢é a equagao cartesiana do cone. |

Exemplo 6.3 Determine uma parametrizacao para a superficie S de uma esfera de centro

na origem e raio p.

Solucao. Primeiro obtemos uma parametrizacao para a semicircunferéncia geradora C'

no plano zz. Neste caso, uma parametrizacao da curva C' é dada pelas equacgoes

z=g(¢) =pseng, y=0e z=h(¢) =pcoso, ¢ € [0,7].

Assim, uma representagao paramétrica vetorial para S é dada pela equagao vetorial

r(0,¢) = p[(cosfsen¢)i + (senbsen ¢)j + (cos ¢)k|,



com

U={0,0)eR*:0<0<21r e 0< ¢ <7}
Portanto,

or X Or = —p? [(cos fsen” ¢)i + (sen @ sen’ ¢)j + cos ¢ sen gbk}

20~ g
= —psen¢r(d, o).

Observe que como = = z(0,¢) = pcosfsene, y = y(f,¢) = psenfsen¢ e z = z(0,¢) =
p cos ¢ temos que
2P+ =

que é a equacao cartesiana da esfera. |

Seja r : U C R? — R3 uma representacao paramétrica de uma superficie S, com U
uma regiao. Diremos que r é uma superficie reqular ou suave se as funcoes escalares
f,g,h: U C R? — R sao continuas, possuem derivadas parciais primeira ordem continuas

e o vetor
or

or
N = %(uav) X %(U,U) # (07070)7

para todo ponto (u,v) no interior de U ou, equivalentemente, qualquer curva C' sobre S,
com equacao paramétrica
r(t) = r(u(t) o(t), tel,

¢ regular. Neste caso, os vetores % e % sao linearmente independentes. Portanto, eles

determinam um plano de equacao cartesiana

— or Or
PQO(%X%) =0,

ou ainda, na forma paramétrica

or or
=P — = teR
Q +88u+ 5 s,t € R,

com @) = (z,y,z) um ponto qualquer deste plano, o qual chama-se plano tangente de S

no ponto P de S. Observe que o plano

I L. S
o = Sau aU.S,

¢ um subespaco vetorial de R3 e sua translacao TpS = P+« é o plano tangente & superficie
Sem P.

Exemplo 6.4 Determine uma representacao do plano tangente e da reta mormal & su-

perficie S, com equagao cartesiana
2+ 9%+ 22 = 25,

no ponto P = (3,4,0).



Solucao. Primeiro obtemos uma representagao paramétrica vetorial para S. Neste caso,

a parametrizacao ¢ dada pela equagao vetorial

r(0,¢) = (pcosfseng)i+ (psentdsen ¢)j+ (pcos @)k,
com
U={0,0)eR*:0<0<2mr e 0< ¢ <7}

Assim,
or Or

_ 2
%Xﬁ_gb* P [(

E facil verificar que as coordenadas esféricas do ponto P = (3,4,0) sdo p = 5, 0 =

cos fsen® ¢)i + (sen @ sen? ¢)j + cos ¢ sen Pk .

arccos (%) e ¢ = 3. Logo,

PO = (o—3)i+(y—4+k e Zx T _ 15— 20§ = —5(3i + 4)
= (z i+ (y Jtzke oo x = = i j = i+4j).
Portanto,
POo (L Y _ 0 3z —3) -4y —4) = 0 3z + 4y — 25— 0
) —_— —_ p— — — — — — .
au " o ’ Y T

Ja vimos, no final do Capitulo 2, que se a superficie S é dada pela equagao cartesiana
F(z,y,2z) =0, entao

—

PQeVFE(P)=0

é a equagao do plano tangente a superficie S no ponto P de S. Como VF(P) = 6i + §j

temos que
—
PQeVF(P)=0<6(z—3)+8(y—4) =0« 3z+4y —25=0.

Finalmente, a reta normal a superficie S no ponto P ¢ a reta paralela ao vetor VF(P) =
61 + 8j, isto é,

Tz =3+ 6t
—
PQ=tVf(P)& < y=4+8t
z=0, teR,
que ¢é o resultado desejado. |

Sejar : U C R? — R3 uma representacio paramétrica de uma superficie S, com U
uma regiao. Diremos que P é um superficie reqular por partes se as funcoes f,g,h : U C
R? — R sdo continuas e r é uma superficie regular em um nimero finito sub-regiao U;,
com U, CUe

U=U0,U---UU,.

Exemplo 6.5 Seja S a superficie de um cubo limitado pelos planos

Entao S nao é regular, mas é regular por partes.



Sejar : U C R? — R3 uma representacao paramétrica de uma superficie regular S, com
U uma regido. Uma orienta¢do para S é um par (S,n), com n um vetor normal unitdrio
a S que varia continuamente sobre a superficie S sem mudar o sentido. Diremos que S
é uma superficie orientada se uma orientagao for escolhida para S. Neste caso, podemos
associar uma orientacao positiva para a curva fechada simples formando a fronteira de S
e para cada curva C' da fronteira de S podemos escolher um vetor tangente T na direcao
escolhida, um vetor normal interno N, em um plano tangente a S, de modo que o terno
(n, T,N) seja positivo em todos os pontos de S (regra da mao direira ou sacarrolhas).
Mais precisamente, o valor do determinante de terceira ordem da matriz cujas linha sao
os vetores n, T e N, neste ordem, é positivo. Neste caso, N =n x T. A Figura 6.2 expoe

graficamente uma orientacao da superficie S.

3 C

T,/

Figura 6.2: Uma orientacao para a superficie S.

Observe que, no caso da superficie ser regular por partes, podemos orientd-la do
seguinte modo: ao longo de cada curva que é fronteira comum de duas partes, a di-
regao positiva de uma parte é a oposta da direcao positiva para a outra parte. A Figura

6.3 expoe graficamente uma orientacao para o cubo do Exemplo 6.5.
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Figura 6.3: Orientacao do cubo.

E importante lembrar que nem toda superficie é orientdvel, o contra exemplo clédssico

¢ dado pela “faixa de Mobius” dada pelas equagoes paramétricas

0 0
x = (4—1—75(:08 (5))C089, y= (4—1—75(:08 (5))sen9 e

0
z = tsen(i), te[-1,1] e 6 € [0,2x].



August Ferdinand Mobius (1790-1868), matematico alemao. O leitor interessado em mais
detalhes pode consultar um texto de Introdugao & Geometria Diferencial. A Figura 6.4
expoe graficamente a faixa de Mobius.

Figura 6.4: Faixa de Mobius.

Sejam 5] e S5 duas superficies com representacoes paramétricas

ri(s,t) =z1(s, )i+ va(s,0)j + z1(s, )k, s,t €l

ro(u, v) = To(u, v)i+ yo(u, v)j + 22 (u,v)k, u,v € Uy,

respectivamente. Diremos que S é equivalente a Sy se existir uma funcao bijetora, com
derivadas parciais de primeira ordem continuas ¢ : Uy — Us, ¢(s,1) = u(s, )i + v(s, )],
tal que

ri(s,t) =ra(p(s,t)), s,tel.

A funcgao ¢ chama-se mudanca de coordenadas ou mudanga de pardmetros. Neste caso,

“superficie” significa uma classe de equivaléncia e

Ory Ot (Ora O Hw) | (Ors Ora
ds ot \Oou v ) (s t) ou v °)

De fato, como ri(s,t) = ro(u,v), u = u(s,t) e v = v(s,t) temos, pela Regra da Cadeia,
que

Oy Orpdu  Or v On  Orydu Ot v
9s  Ouds  ovds Ot ouodt  owot

s ot ou Os ov Ot v Os ou Ot
ou ov ) Os Ot ou ov ) Ot Os
ou ov ds dt Ot Os
dry  Ory\ O(u,v)
(% 8 %) (s, 1)

Assim,

Portanto, S e Sy possuem as mesmas orientagoes se J(¢) > 0. Caso contrério, S; e Ss
possuem orientacoes opostas.



Exemplo 6.6 Seja S a superficie dada pelo grifico da funcio z = f(x,y). Entdo uma
orientagdo para S é dada por (S,n) ou (S,—n). Neste caso, é sempre possivel escolher
um vetor normal unitdrio n a S. Por outro lado, se S é a superficie dada implicitamente

pela equagio f(z,y,%) = ¢, entdo podemos escolher n como o vetor
1

ikk

quando V f # 0.

Seja r : U C R? — R? uma representacao pararamétrica de uma superficie regular S,
com U uma regiao. Diremos que S é uma superficie fechada se ela é fronteira de uma
regiao compacta em R3 e que é uma superficie simples se r(uy,v1) # r(ug,vy), para todos

(ur,v1), (ug,v2) € U, com (ug,v1) # (ug,ve).

Exemplo 6.7 Seja S a superficie de uma esfera de centro na origem e raio p. Entdao S

¢ uma superficie fechada simples, cuja parametrizacao é dada no Exemplo 6.3.

EXERCICIOS

1. Determine uma representacao paramétrica para as seguintes superficies:

(a) O plano zy.

(b) O plano z = z.
(¢c) Oplano z +y + 2z = 1.

(d) O cilindro de revolugao z* + 2* = a?, com a > 0.

2

e) O paraboloide z = z°.

)
)
)
)
(e)
(f) O cilindro elitico y* + 9z% = 9.
2. Determine a representacao cartesiana das seguintes superficies:

(a) O elipsoide r = (acosucosv)i+ (bsenwucosv)j + csen vk.

(b) O paraboloide elitico r = (aucosv)i+ (busenv)j + u?k.

(c) O paraboloide hiperbdlico r = (au coshv)i + (busenhv)j + u?k.
)

(d) O hiperboloide r = (asenh uu cosv)i + (bsenh usenv)j + ¢ cosh uk.

3. Determine uma representacao paramétrica para a superficie de revolucao S de um
toro gerado pelo circulo (z — a)? + 22 =8% y =0, com 0 < b < a.



4. Determine uma representacao do plano tangente e da reta normal as superficies no

ponto indicado.

(a) z=ay,em P = (1,1,1).
(b) z=2% em P = (2,1,4).

(c) 22 +y*=8,em P = (2,2,3).

6.2 Integrais de Superficie

Nesta secao vamos estender o conceito de integral de linha para integrais de superficies.
Sejam f : D C R3® — R uma funcao continua, com D uma regiao, e S € D uma

superficie regular e orientdvel dada pelas equagoes paramétricas
r=z(uv), y=yuv) e z=z2(uv), (uv) €U,

com U uma regiao compacta. Quando v = ¢; e u = ¢; em U podemos ver as equacoes
paramétricas da superficie S como uma curva sobre S. Logo, os vetores tangentes, no

ponto P, as curvas r(u,cs) e r(cy,v) sdo

or_ (9= dy oz or_ (0z Oy 02
u \ouwoudu) S \ovwawan)
Em particular, os vetores

or or

a:%Aueb:%Av

sdo também tangentes as curva r(u,c) e r(cq,v).

As curvas r(u, ¢3) e r(c1, v) podem ser usadas para particionar a regidao U em elementos
de drea AA = AuAv de modo semelhante & formacao da integral dupla. Observe que
cada retangulo de drea AA desta divisao corresponde um elemento de drea Ar sobre S,
com &rea dada, aproximadamente, pela drea do paralelogramo determinado pelos vetores

a e b, isto é,

or Or
Ar =|axb|= 30 % 50 AulAuwv,
com o vetor
or Or
N=3.%%

normal & superficie S em r(u,v), confira Figura 6.5.
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Figura 6.5: Elemento de drea.

Portanto, é razoavel definirmos a integral de superficie de f sobre S por

t/yngx,y,z)dS'—(/y;(f(x(u,v),y(u’v)’z(u’v)) or  Or

— X —| dudv,
com dS = dr.

ou  Ou
J& vimos, no curso de Célculo Vetorial e Geometria Analitica, a identidade vetorial

arxarQ or|*|or|? or or\?
— X —| == |=—| —[=—9o—] .
ou  Ou oul| |ov ou  Ov
Assim, pondo
or |? or oOr or|?
E = % s F = % [ ] % (] G % s

obtemos
//Sf(x’y’z)ds_ //Df(l‘ (w,0),y (u,0) 2 (u,0)) VEG = Pdud.

Observe que quando f (z,y,%) = 1 a integral de superficie de f sobre S representa a drea

da superficie S, ou seja,

A(S) = / /U VEG = F2dudv.

Exemplo 6.8 Determine a drea da superficie de um cone de revolucao S gerado pela reta

z=z,y=0ez=1.

Solucao. Pelo Exemplo 6.2, uma representacao paramétrica vetorial para S é dada pela

equacao vetorial
r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j+ vk, (u,v) € U,

com
U={(u,v) eR*:0<u<2r e 0<v <1}

Como
X o _(wsenu)i+ (veosu)j e o = coswd + senwj + k
— = —(vsenu)l TV COSU e — = COSul sen u
ou J ov J



temos que

0] d
a—z X a—z = (veosu)i+ (vsenu)j — vk.
Portanto,
27 1 A7
// dudv = / / 20?dvdu = — u a,
o Jo 3
que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.9 Determine a drea da superficie S.

1. Se S ¢é dada pelo grifico da fungio z = f(x,y), com f: D C R? — R uma fungio

continua e D uma regiao compacta.

2. Se S é dada implicitamente pela equagao f(z,y,z) = ¢, com ¢ uma constante real e

fe #0.

Solugao. (1) Para resolver este problema devemos dividir a prova em trés passos:

1. Passo. Determine uma representacao paramétrica mais simples possivel para a
superficie S. Uma parametrizacao de S é dada pelas equagoes paramétricas (autopara-
metrizagao)

r=z, y=y e z= f(z,y), (z,y) € D.

2.° Passo. Determine o elemento de drea da superficie

or or
ds = | &= « &2
5 =152 % 3y

2
dzdy = vV EG — F2dzdy = \/ (%) + (ai) dxdy,

pois

O _ (02 0y 02 (10 OFY 08 (0 0y 0Y (0
or \ox’ oz’ ox) 0z oy  \oy' oy ay) \ oy

implicam que

or 2 of

— - 1
+(%)

B or
ox -

2 2
_ﬂ+(W)’F_8r8r or of or
dy

o =L

7%.8?; ox ay

3. Passo. Calcule a integral dupla comum

o= o )+ () o

(2) Seja F(z,y,%2) = f(x,y,z) —c. Entdo F, = f, # 0 e pelo Teorema da Fungao

Implicita, obtemos z = z(z,y),

zx——éezy——%.

g



Portanto, pelo item (1), obtemos

2 2 2
I+
/ / e+ Ij+ [ didy.
/2]
E importante observar que o resultado acima continua verdadeiro se substituirmos z por
T ou y. |

Exemplo 6.10 Determine a drea da elipse obtida pela intersecao do plano z = 2x+2y+1

com o cilindro % + y* = 1.
Solugao. A projecao da elipse sobre o plano xy é o circulo
D= {(z,y) e R*: 2® +y* < 1}.

Como z = f(z,y) temos, pelo item (1) do Exemplo 6.9, que

w9 = [ (L) + (L) = [ Ty

= 3//d:1:dy—37r u. a,
D

que ¢é o resultado desejado. |

Agora veremos que a integral de superficie

/Sf(x,y,z)dS

/Cf(x,y)ds—/chx—i—Mdy.

¢é andloga a integral de linha

Para isso, consideremos o vetor normal unitério

N
n= W = cos ai + cos f3j + cos vk,

com «, 3 e v os angulos diretores, isto é, os 4ngulos entre o vetor n e os vetores i, j e k,

respectivamente. Como

i j k

dr Or Ny,z). I(zx). JI(xz,y)
N = — _— = Iz % 9z — ? ) ) k

ou x v gz gZ g: a(u,v)l + a(u,v)J + A(u,v)

0 v v

temos que

cosoz—ia(y’z) Osﬁ_ia(z:r e cosy—ia(x’y)
IN| O(u, v)’ IN| O(u, v) IN[9(u, v)



Provaremos, confira a Figura 6.6,

s I ey
: Py
X : '

Figura 6.6: Projecao sobre o plano zy.

que a projegao ortogonal (com sinal) do elemento de drea Ar sobre S no plano zy é igual
a
AA = Arcosy ou Ar = secyAA,

com 7y # %, pois

5 5 0 0 1 0 0 1
+AA = (Pr(—r)xPr(—r))ok— 9o o |=|2 H 2
ou v CER-T ow oy oz
v Ov v Jv v
dr Or dr Or
_ 2w 2= k=|—x—||k = A )
(aux 81}) 5 % 5o k| cos~y I COS 7Y

Assim, é razoavel definir

J[ .oy = [[ 560021 cosnas = [ f<r<u,v>>;§§i;z;

sendo dS = |N|dudv. Agora, se L, M,N : D C R® — R sao fungoes continuas com
S C D, entao

// Ldydz + Mdzdz + Ndzdy = + // p2W:2) 0 ) 0@ )
S D a(ua U) a(ua U) a(ua U)

dudv,

com o sinal depende da orientagao (S,n). Portanto, se F : D C R®> — R? ¢ um campo
vetorial definido por
F=/1Li+ Mj+ Nk,

com L,M,N : D C R?® — R funcoes continuas em D, entao

//Ldydz—i—Mdzd:r—i—Nd:rdy = //(Lcosoz—i—Mcosﬁ—i—Ncos*y)dS
s D

~ [ ®emas



Exemplo 6.11 Seja S a superficie dada pelo grifico da fungdo z = f(x,y), com f: D C

R? — R uma funcio continua e D uma regiio compacta. Mostre que

//Ldydz—l—Mdzd:L‘—i—Nd:L‘dy—// (—L%—M%—FN) dxdy.
s D Y

Oz
Neste caso
ds =+ (—L% — Mﬁ +N) dxdy,
ox oy
ou ainda,
dS = n|sec|dzdy = - dxdy.
In e k|
pois a componente z em N é igual a 1 e
_nek ~ Nek
cos*yfmfno 7W'

Solucao. Uma representacao paramétrica de S é dada pelas equacoes paramétricas

Como
oy.2) |5 G |_|0 V| __ & _of
Doy |2 Z|T |2 | T o
e de modo inteiramente andlogo, obtemos
Iz, x) _ _of ANz, y) _
dzy) oy  Ozy)
temos que
9] 9]
// Ldydz + Mdzdx + Ndxdy = // (—L—f — M—f + N) dxdy,
S D ox ay
que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.12 Calcule a integral de superficie

// xydS,
s

com S a superficie cilindrica x*> +1y* =4 e —1 < z < 1.

Solucgao. Pelo Exemplo 6.1, uma representacao paramétrica vetorial para S é dada pela

equacao vetorial
r(u,v) = (2cosu)i+ (2senw)j + vk, (u,v) €U,

com
U:{(u,v)€R2:0§u§27Te —-1<v <1}



Assim,

%) %) %) %)
a—z = (—2senwu,2cosu,0), a—z =(0,0,1) e a—z X a—z = (2cosu)i+ (2senw)j.
Portanto,
%) d
// xydS = //4cosusenu P & dudv
S U ou ov
27 1
= 4/ / sen(2u)dvdu = 0,
o Ja
que ¢é o resultado desejado. |

Vamos finalizar esta se¢ao determinando o elemento linear ds de uma curva C' que se

situa sobre a superficie S, dada pelas equagoes paramétricas
r=z(uv), y=yuv) e z=z(uv), (uv) €U,
com U uma regiao compacta. A diferencial
dr = dzi + dyj + dzk

pode ser escrita sob a forma

dr = (@du + @dv) i+ (@du + @d?f) j+ (%du + %dv) k
v u

ou ov ou 13} 3} ov
or or

Entao o elemento linear ds da curva C' é dado por

or or or or
2 2 _ - —
ds* = |dr|” = (8udu+ aUalv) ) (8udu+ aUalv)

= Edu®+ 2Fdudv + Gdv®.
Esta forma diferencial quadratica chama-se primeira forma fundamental de S.

Exemplo 6.13 Considerando o plano xy parametrizado em coordenadas polares
r(r,0) = (rcosf)i+ (rsen®)j, (r,0) €U,

com
U={(r0)eR*:reR;, e0<0<2r}.

Determine a primeira forma fundamental de xy.

Solugao. Como

r or
5= (cosf,send,0) e B

= (—rsend,rcosb,0)



temos que

ar|? or Or ol
—5 —1,F—§.%—OGG—% =T
Portanto, ds? = dr? + r2d6?. |
EXERCICIOS

1. Calcule a drea da superficie S em cada caso:

(a) S & uma esfera de raio p.
(b) S é aporgao do plano z+y+z = a, com a > 0, interna ao cilindro z+y? = a?.

c) S é a porcao do paraboloide 2% + y? + 2z = a2, delimitada pelo cilindro vazado
G
1<22442<9,2>0e y>0.

(d) S ¢é a porgao da esfera 2% + y? + 22 = @, interna ao cilindro x? + y? = ay.

e) S ¢ a porcao do cilindro z? + 2% = @2, delimitada por ? = a (z + a).

G

(f) S é a porgao do cone 22 = z? + y?, z > 0, interna ao cilindro z2 + y* = 2az.
)

)

(g) S éaporgao do paraboloide z% + 2% = 2ay, com a > 0, abaixo do plano y = a.
(

h) S é a porcao do cilindro 42+ 22 = 16, compreendida acima da regiao triangular
0<z<2e0<y<2—12.

(i) S é a porgao do plano 3z 4 2y + z = 7 no primeiro octante.
(j) S & a porgao do cilindro parabélico z? = 8z, compreendida acima da regiao
0<z<le0<y< xz
(k) S é a porcao do cilindro * + 2% = 4, interna ao cilindro parabdlico z? = 2y + 4
e acima do plano z = 0.
(1) S é o triangulo com vértices A = (2,0,0), B = (0,3,0) e C' = (0,0, 2).
(m) S & a porgao do cone z = /x2 + y2, interna ao cilindro 2% + y? = 2z e externa

ao cilindro z2 + y? = 1.

2. Seja S a superficie de um paralelogramo em R3 nao paralelo aos planos coordenados.

Mostre que se S1, So e S3 sao suas projecoes nos planos coordenados, entao

A(S) = \JA(S1)P + A (S2)* + A(S5)°.

3. Deduza as férmulas para as dreas de um cone e de um cilindro (circular reto) de

raio a e altura h.



4. Calcule as seguintes integrais de superficies:

(a) [[gzdS, S éocilindro 2* +3* =1%, -1 <z < 1.

(b) [fs Z\/mds , S & a porcao da esfera 2% + 92 + 22 = 9, compreendida entre
os planos z =1e z = 2.

(c) [[4(Fen)dS. S éaesferaz? +y*+ 2% = p? comz > 0e F =yj+ zk.

(d) [[4(Fen)dS, S éa porgao do cilindro z* 44> =r?, 2>0,y>0,0<z<ae
F = sen zi + zyj — cos zk.

(e) [[qzydS, S & a por¢ao do paraboloide 22 +¢? =22, 0<z <1le0<y <1

() ffs (22 +y? + 2% dS, S ¢é a esfera: ° + ¢ + 22 = p*.

(8) [[s2dS, S é aporcao do cilindro z* + y* = 4, compreendida entre os planos
z=0ez=2x+4 3.

(h) [[gzdS, S & a porgao do plano x +y 4z = 1 no primeiro octante.

(i) [[gzdS, S é a fronteira da regido delimitada pelo cilindro z* + 3* = 1 e pelos

planos z =0e z =z + 2.
(j) [[g22dS, S é a por¢ao do plano z = z, interna ao cilindro 22 + y? = 1.
(k) [[sx%dS, S & por¢ao do cone z° +y* = 2%, 1 < z < 2.
(1

Tz
(m) [[y—dS, S ¢&aporcao do cilindro z = y?, situada no primeiro octante, entre
Y

)
)
) [Js(z+y)dS, S éaporcao do plano 2z + 3y + z = 6 no primeiro octante.
)
osplanos z =0, z=5,y=1ey =4.
5. Determine a primeira forma fundamental das seguintes superficies:
(a
(b

(¢) r=(u+v)i+ (u—v)j.
(d) r=ui+vj+u’k.

) r = ui+ vj.
)

r = 2ui + 3vj.

(e) r = cosui+ sen uj + vk.

(f) r = ui+ vj + uvk.

(g) r=2cosui+ 2senuj + vk.
(h) r = wcoswvi + usenvj + u?k.

6. Seja r = r(u,v) a representagao vetorial da superficie S. Mostre que a familia de
curvas u = ¢ € v = ¢ sobre S se interceptam em um angulo reto se, e somente se,
r,er, = 0. Conclua que a familia de curvas © = ¢; e v = ¢y sobre a superficie 5,
com representacao vetorial

r(u,v) = ui + vj + (u* + v?)k,

nao nao ortogonais.



7. Sejam S; e S5 duas superficies equivalentes. Mostre que

/ [y, 2)dS) = / F(2,y,2)dSs,
Sl 52

para alguma funcaol continuo f : D C R® — R3, com D uma regiao contendo as

superficies S e S5.

6.3 Teorema de Green

Nesta secao, por meio do Teorema de Green, estabeleceremos uma relagao entre uma
integral de linha ao longo de uma curva fechada simples C' no plano e uma integral dupla
comum na regido plana D delimitada por C. George Green (1793-1841), matematico
inglés. Neste caso, a orientagao de C' é definida como sendo aquela tal que a regiao DD
esteja sempre a esquerda quanto o ponto r(t) percorre C', ou seja, o vetor obtido do vetor

tangente unitdrio

(1)
——r
[v'()]

mediante uma rotacao anti-horaria de 90° aponta sempre para dentro da regiao D.

u=u(t) =

Teorema 6.14 (Teorema de Green) Seja C' uma curva fechada simples, regular por
partes que delimita a regiago D no plano. Se L,M : X C R?> — R sdo funcoes escalares
continuas que possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas em X, com X

uma regiao aberta contendo D, entao

%Ld:r—i—Mdy—// (a—M—@) dxdy,
dy

com a integral de linha ao longo de C' orientada no sentido anti-hordrio.

Exemplo 6.15 Calcule a integral de linha

% 3rydx + 2x°dy,
aD

com D a regiao delimitada pela reta y = x e a pardbola y = z* — 2x.

Solugao. Primeiro faca um esbogo da regiao D. Como L = 3zy e M = 2z? temos que

oL oM oM  OL
oy

Logo, pelo Teorema de Green,

% 3zydr + 22°dy = // xdA = // xdxdy.
aD D D

Os pontos de intersegoes dos gréficos sdo obtidos quando (faga um esbogo da regiao
delimitada pelas curvas)

P —2r=r=>zx=0e x=23.



Assim,

3 T 3 27
//:I:d:rdy—/ {/ :I:dy]d:r——/ z? (z — 3)dr = —.
D 0 22z 0 4

27
% 3rydr + 22°dy = —,
oD 4

Portanto,

que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.16 Calcule a integral de linha

Y x
ﬁD_x2+y2d$+x2+y2dy, com D= {(z,y) e R*: 1 < 2® +y? < 9}.

Solucao. Observe que a regiao DD nao é simplesmente conexa. Como

_ Yy __*
$2+yze 7:1:2+y2'
temos que
oL 22—y OM 2?2 — 9 oM 0L 0
Gy (@ +y?)’ O (a4t Or Oy

Note que 9D = C3U(—C}), com C e C as circunferéncias de centro na origem O e raios

3 e 1, respectivamentes. Portanto, pelo Teorema de Green,

% Ldz + Mdy = %Ld:r—i—Mdy—l—% Ldz + Mdy
8D 03 _Cl

= // Odzdy = 0.
D

Y z Y z
% — dx + dy = % — dx + dy.
Oy :1:2 + y2 :1:2 + y2 Y o :1:2 + y2 :1:2 + y2 Y

E impotante observar que C5 pode ser substituida por qualquer curva fechada simples

Neste caso,

(' envolvendo a origem e (/; por uma circunferéncia de centro na origem e raio sufi-
cientemente pequeno r, de modo que C,. N C = @ e C envolva C,. A Figura 6.7 expoe

graficamente a regiao delimitada por C' e C. |

Y

Figura 6.7: Regiao D.



Exemplo 6.17 (Area em Coordenadas Cartesianas) Seja C' uma curva fechada sim-
ples, reqular por partes, que delimita a regiaqo D no plano. Mostre que a drea A(D) da

regiao D é dada por

1
A(D)—%xdy——%yd:r——%xdy—yd:r.
c c 2 Je

Em particular, calcule a drea da regiao D limitada pela elipse

22 P
P + 02 = 1.
Solucao. Como L =0 e M = x temos que
oL oM oM 0L
— =0, —=1le — — — =
Jy ox Jdx Oy

Logo, pelo Teorema de Green,

# ady = [[ aa=a).

Finalmente, como uma parametrizagao para a elipse C' é dada por
x=acost e y="bsent, 0 <t <27,

obtemos
2T 2T
A= / acostbcostdt = ab/ cos tdt = wab,
0 0

que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.18 (Area em Coordenadas Polares) Seja C' uma curva fechada simples,
reqular por partes, que delimita a regiao D no plano xy. Mostre que a drea A(D) da regido

D ¢é dada por
1

A(D) = 3 fc r2do.

Em particular, calcule a drea do cardiode r = a(1 — cos#), a >0 e § € [0, 27].

Solugao. Pelo Exemplo 6.17, a drea A(D) da regido D é dada, em coordenadas carte-

sianas, por
1
A(D) = —% zdy — ydz.
2 Jc
Como x = rcosf e y = rsenf temos que

dx = cosfdr — rsenfdf e dy = sen0dr + r cos0db.

% xdy — ydx
c

1 cos O(sen @dr + r cos 0df) — rsen O(cos Odr — rsen 0df)

Portanto,

AD) =

N~ N~ N

T T~
ﬁl\')
Q
>



Finalmente,

2 2 2w
AD) = Z % (1 —cos0)?dd = a_/ (1 —cos0)?do = 3—7Ta2 u. a,
2 Jo 2 /o 2
que ¢é o resultado desejado. |

Ja vimos que a integral de linha no plano em relacao ao comprimento de arco s é dada

/Ld:z:—i—Mdy—%FTds,
c c

por

com F = i+ Mj,
r(t) =z()i+y(t)j e Fr=|F(r(t))| cosd = F(r(t)) e u(t)

a componente tangencial de F em P = r(t), na dire¢ao do vetor tangente unitario

u=u(t) =

(@' (0)i+ ¢/ ()])

a curva C' em P. Neste caso, o vetor normal unitédrio exterior n a curva C' em P é definido

por
n=n(f)—uxk= |r/—}t)|(y’(t)i — 2 (0)j).
Portanto, se f : D C R? — R é uma funcao continua que possui derivadas parciais de
primeira ordem continuas em ), com V f sobre (', entao a derivada direcional de [ em
P, na direcao de n ¢ dada por
ﬁ =V/fen.
on

Em particular, se f = Mi— Lj é um campo vetorial ortogonal ao campo vetorial F, entao

/CLd:I:—l—Mdy—%c(fon)ds—%chds,

com fy a componente normal de f em P = r({), na diregdo do vetor unitario n, pois

L~ (1) e

(fen)ds — (Mi—Lj)e (|r%t)| (v ()i — x’(t)j)) ds
1

= Ty (L) + My ()ds
= (La'(t)+ My'(t))dt

= Ldx + Mdy.

Note que

%O(fon)ds—%ch:r—i—Mdy—//D(%—Aj—g—j)dxdy—//jD(Vof)dxdy.



A integral

# (7 omas

chama-se o fluxo de divergéncia de f através da curva C' Finalmente, como

0 0 1

oM oL

otF) ek = (VxFlok=| & & & |=5-—7
L M 0

temos que

fFTds—deerMdy—// (%—Aj—a—L) d:z:dy—//D((VxF)ok)d:rdy.

A integral
% FTdS
c

chama-se a circulagio do fluro de F sobre a curva C. As integrais
%des = // (div f)dady e %FTds = // (rot(F) e k)dxdy
c D c D
sao chamadas de férmulas vetoriais do Teorema de Green.

Exemplo 6.19 Calcule a integral de linha

oD

com D a regido delimitada pela circunferéncia x> + y* = 1.

Solugao. Note que F = (x —y)i+ zj e f = zi+ (y — x)j. Assim, pela férmula vetorial

do Teorema de Green,

fc (z — y)dz + zdy = / /D (rot (F) o k)dzdy = / /D 2dzdy = 2.

com C' = 9D. Observe que o mesmo resultado é obtido como

fc(x — y)dx + xdy = //D(div f)dady = //D 2dady = 2,

que ¢é o resultado desejado. |

EXERCICIOS

1. Calcule as seguintes integrais de linha:



(a) §, (senz + 4zy) dz+ (22° — cosy) dy, C' € qualquer curva regular fechada sim-
ples.

(b) ¢ V22 +y?dz + yln(z + /2% + y?)dy, C é qualquer curva regular fechada
simples, que nao envolve a origem.

(¢) $,2dz+ (2*> —ytany)dy, C ¢ o circulo (z — 1) +y* = 1.

(d) §. L (x)dx+ M (y)dy, C éum circulo de raio r e L (z) e M (y) sdo de fungdes
com derivadas parciais de primeira ordem continuas na regiao delimitada pela
curva C'.

(e) $,exp(x)senydzs + exp(z) cosydy, C' & a elipse 322 + 8y = 24.

(f) §,2%dz + zydy. C é a cardioide r = 1+ cos @, 0 < 0 < 27.

. Sejam D o anel descrito por 1 < 2?2 +y? <4 e L(z,y) e M (z,y) fungdes continuas
com derivadas parciais de primeira ordem continuas em D tais que L, = M, na

regiao D. Quantos valores sao possiveis para a integral de linha

f Ldz + Mdy,
C

sendo ' uma curva regular por partes fechada simples contida em D? Este resultado
pode ser ilustrado com campo vetorial Faraday

Y
— dz +
x2+y2 x2+y2

F(z,y) = dy.

Michael Faraday (1791-1867), fisico e quimico inglés.

. Sejam ' uma curva regular fechada simples, orientada, que nao passa por (0,0), e
[ (z,y) = In (2% + y?). Mostre que se n ¢ o vetor normal unitédrio exterior a curva

(', entao a integral de linha
% (Vfen)ds
c

assume apenas os valores 0 e 47, conforme a curva C' envolva ou nao a origem.

. Seja f : D C R? — R uma funcio continua com derivadas parciais de segunda

ordem continuas em D. Mostre que se Af = V2f =0 em D, entédo

Jydr — fzdy = 0.
aD

. Seja f : D C R? — R uma funcio continua com derivadas parciais de segunda

ordem continuas em 1. Mostre que se Af = V2f =0 em D,

/aD (fody = fydz) g = //D (9ufe + gy fy) dxdy,

para qualquer funcdo continua ¢g : D C R? — R com derivadas parciais de primeira

ordem continuas em D).



6. Sejam C' uma curva simplesmente conexa e orientdvel que delimita uma regiao R C

R? e n = n;i + noj o vetor normal unitério exterior a curva C'. Mostre que

ﬁm@w@—ﬁ@@w@—a

7. Mostre que se [ : D C R? — R? ¢ uma funcdo continua com derivadas parciais de

primeira ordem continuas em 1), entao

/ —d:I:dy = fnlds,

com n = n;i+ nyj o vetor normal unitario exterior & fornteira 9.D.

6.4 Teorema de Gauss

Nesta se¢ao apresentaremos um dos mais importantes teoremas do cdlculo vetorial:
O Teorema da Divergéncia, também conhecido por Teorema de Gauss. Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), matemdtico alemao. Este teorema estabelece o fluxo de um campo
vetorial através de qualquer superficie fechada S que é fronteira de uma regiao U em trés

dimensoes.

Teorema 6.20 (Teorema da Divergéncia) Sejam S uma superficie reqular, fechada e
orientdvel, que delimita uma regicgo U C R® e n o vetor normal unitdrio exterior a S. Se
F: D CR? — R? é um campo vetorial definido por

F = Li+ Mj+ Nk,

com L,M,N : D C R® — R fungdes escalares continuas que possuem derivadas parciais

de primeira ordem continuas em D e D uma regiao aberta contendo S, entao

//s FndS = //S(F en)dS = ///U(div F)dzdydz,

com F a componente normal de ¥ na direcao do vetor n, ou seja, o fluro de F através

de S é igual o integral tripla do divergente F de sobre U. Alternativamente,

// Ldydz + Mdzdx + Ndxdy = /// (aL a—M + %—N) dxdydz.
z

Neste caso,
// Ldydz = // %d:rdydz
s
/ Mdzdx = // —d:rdydz
s
/ Ndzdy = / / / —dxdydz.
s



A integral

/// (8L oM — + 8]\7) dxdydz
Oz

¢ chamada o fluxo do campo vetorial F através da superficie S.

Observagao 6.21 Sejam C' uma curva simplesmente conexa e orientdvel que delimita
uma regido R C R? e n o vetor normal unitdrio exterior a curva C'. Se F : D C R? — R?

¢ um campo vetorial definido por
F = Li + Mj,

com LM : D C R? — R fungoes escalares continuas que possuem derivadas parciais de

primeira ordem continuas em D e D uma regidgo aberta contendo C, entao, pelo Teorema

fo(f o n)ds = chdx + Mdy = //R(div F)dady,

que é o Teorema de Green, ou seja, o Teorema de Green é um caso especial do Teorema

de Gauss, obtemos

de Gauss no plano.

Exemplo 6.22 Seja U a regiao delimitada pelos planos coordenados e pelos planos x = 1,

y=1ez=1. Determine a integral de superficie

[/ emjas

com F = (2 — 2)i + 2% — 22’k e S a superficie que delimita U.

Solugao. Como
divF =240 — 22z = 2(1 — z2)

temos, pelo Teorema de Gauss, que
1,1 gl 3
//(F en)dS = 2/// (1 — zz)dxdydz = 2/ / / (1 — zz)dzdydz = —,
s U o Jo Jo 2
que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.23 Seja U a regiao delimitada pelo cilindro circular reto x* + y* = 4 e pelos

planos z =0 e z = 3. Determine a integral de superficie

[/ emjas

com F =231+ %)+ 2%k e S a superficie que delimita U.



Solugao. Como
divF = 32 + 3y* 4 32% = 3(2® + y* + 27)

temos, pelo Teorema de Gauss, que

//S(F en)dS =3 ///U(x2 +y? + 2%)dzdydz.

Consideremos a transformacao z = rcosf, y = rsenf e z = z. Entao

cos@ —rsenf 0
Nz, y, %)

@ = —— = — 1.
J(r,0,z) 50, 0,2) seg@ 7"(:889 (f r

3 2m 2
3 /// (2° +y* + 2*)dadydz = 3/ / / (r* 4 2*)rdrdfdz = 180m.
U o Jo Jo

Portanto,
// (F en)dS = 180,
s

que ¢é o resultado desejado. |

Assim,

2

Exemplo 6.24 Seja U a regiao delimitada pelo cilindro z = 4 — x* e pelos planos y = 5,

xy e xz. Determine a integral de superficie

//F.n

com F = (23 + sen 2)i + (2%y + cos 2)j + exp(z? + y?)k e S a superficie que delimita U.

Solucao. Primeiro faca um esboco da superficie e de sua orientacao. Observe que seria
extremamente dificil calcular diretamente a integral de superficie. Nao obstante, nossa

tarefa serd possivel gracas ao Teorema de Gauss. Como
L=2*+senz, M =2z +cosz e N=exp(a®+y?)

temos que

oM ON

YU 3,2 — 22
z°, ay =z e 52 ,
ou seja,

divF = 3z% + 2% + 0 = 422

//S(F en)dS =4 ///U v?dxdydz.

Assim, basta calcular essa integral tripla,

2 pd—z? 5 12
4/ / / 22dydzdr = 5—
—2Jo 0 3

Pelo Teorema de Gauss



Portanto,

[ emas =22

que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 6.25 Determine o volume da regiao (elipsoide sdlido)
2 2 2
E—{(m,y,z)€R3 x—+z—2+z—<1 a>0,b>0 e c>0}
Solucgao. Note que, fazendo L. = M =0 e N = z, obtemos

V(E) = /// d:z:dydz—/// (aL oM aa]:) dadydz

= // Ldydz + Mdzdx + Ndxdy
s

= // zdxdy,
s

com S a superficie do elipsoide. Agora, uma representacao pararamétrica vetorial de S é

dada pela equacgao vetorial

r(0,¢) = (acosfsen)i+ (bsenfsend)j+ (ccos @)k,

com
D={0,0)eR*:0<0<2r e 0< ¢ <7}
Logo,
//zd:rdy—c// cosgb' 'd@dgb
Como A1)
L, Y
= —absen ¢ cos ¢
9(0, ¢)
temos que
2T g 4
/ / zdxdy = abc / / cos? ¢ sen pdopdl = —aber.
s o Jo 3
Portanto, V(E) = 3aber u v. |

Observagao 6.26 Pelo Exemplo 6.25, o volume da esfera sélida

Sg’ = {(:Ir,y,z) ER3: 22+ 2+ 22 < p2}
é igual a
4
V(SE) = 2ptm = PV (S0).

Note que
:I:2+y2+22§1<:>22§1—:1:2—y2 6:1:2+y2§1.



Assim,

V(Sf)—///s% dxdydz—//c [/S dz] dzdy,

C=57={(z,y) eR*: 2% +4* <1} eS(}:{ZER:z)géQ, 5:\/1—:1:2—y2}.

Como

V(Ss) = /S dz = 6V (Sy)

temos que
V(S%) =V (S}) // V1 —a?—y2dxdy.
C

Logo, considerando a mudanga de coordenadas x = rcosf ey = rsend, teremos
2T 1 9
V(5?) = V(S%)/ / rv1—r2drdf = ng(Sll).
o Jo

Portanto, obtemos a formula de recorréncia
n 2 n—2
V(S)) = =mV(S77%), com n >3,
n

V(S]) = 2 e V(S?) = =, para determinar o volume de uma esfera sdlida de centro na
origem e raio igual a 1 em R".

EXERCICIOS

1. Seja F = 221 + y%j + 2’k um campo vetorial em R3. Calcule as integrais

//S(Fon)d:rdy e //[E(divF)dxdydz,

2 2

com S a esfera 22 + y? + 22 = a® e I é a esfera solida 22 + 3% + 22 < 2.

[ emas,

(a) F = 3yi— 2xj, S é a regido delimitada pelo hipocicloide 75 +y5 = 1.

Compare os valores.

2. Calcule a integral

nos seguintes casos:

(b) F = z%i + ¢?%j, S ¢é a regiao delimitada pela elipse 4% + 25y* = 100.

3. Calcule o fluxo do campo vetorial F através da superficie S em cada um dos

seguintes casos:



(a) F = zi + yj + zk, com S a superficie do sélido limitado pelo semiesfera
z = \/m e pelo plano z = 0.

(b) F =2i+5j+3k, com S a por¢ao do cone z = \/m interna ao cilindro
22 +y? = 1.

(c) F = zi—yj, com S a parte do primeiro octante, limitada pelos trés planos
coordenados e pela esfera de equacao z? + 3% + 2% = .

(d) F = zi+yj+ zk, com S a fronteira do sélido no primeiro octante limitado
pelos planos z =1, y =2 e 3z + 2y + z = 12.

. Seja S uma superficie regular por partes, fechada simples e orientdvel, que

delimita a regido U no espago. Mostre que o volume V' (U) da regiao U é dada

V) = [ adyts = [[ yazas = [[ iy

1
= 3 //S(:I:dydz + ydzdz + zdxdy).

por

. Calcule o volume de um cubo qualquer.
. Calcule o volume do cilindro 22 + 4> <1e 0 < z < h.

. Mostre que se f,g: D C R® — R sao funcoes continuas com derivadas parciais

de primeira ordem em [, entao

Ve (gVf)=gAf+VfeVy.

[[[ w1497 apieants [[ 2Las

com S a superficie regular, fechada e orientdvel, que delimita uma regiao U C

Conclua que

R3, n o vetor normal unitério exterior a S e U C D.

. Mostre que se f : D C R* — R ¢ uma funcao continua com derivadas parciais

de primeira ordem em [, entao

///U(fAer|Vf|2)dxdydz—//sf%ds

com S a superficie regular, fechada e orientdvel, que delimita uma regiao U C

R3, n o vetor normal unitério exterior a S e U C D.

. Mostre que se f : D C R® — R ¢ uma funcao continua com derivadas parciais

de primeira ordem em [, entao

[[[ s [[ Los

com S a superficie regular, fechada e orientdvel, que delimita uma regiao U C

R3, n o vetor normal unitério exterior a S e U C D.



10. Mostre que se f,¢: D C R3 — R sao funcoes continuas com derivadas parciais

de primeira ordem em [), entao

[l oas s ] (s s

com S a superficie regular, fechada e orientavel, que delimita uma regiao U C
R3, n o vetor normal unitdrio exterior a S e U C D.

-

com [ =1y%+ 2%, g = 2> + 9% e S a superficie da esfera 2% + 3% + 22 = 1.

IAC L

com [ =a>+ 9y +x+22 g=2a2>+y*+x+2eS asuperficie do cilindro

2+’ =a’e0<z<h.
of
—d
//Sfans

com [ = exp(z)seny e S a superficie delimitada pelo planos z +y + z = 1,

11. Calcule a integral

12. Calcule a integral

13. Calcule a integral

r=0,y=0ez=0.

6.5 Teorema de Stokes

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Stokes que estabelece uma relacao entre
uma integral de linha ao longo de uma curva fechada simples C' no espago e uma integral
de superficie sobre S delimitada por €', ou seja, vamos estender o Teorema de Green para
o espago. George Gabriel Stokes (1819-1903), matemadtico e fisico irlandés.

Teorema 6.27 (Teorema de Stokes) Seja S uma superficie fechada, regular e orien-
tavel, com fronteira C' = S orientada. Se F : D C R® — R3 ¢ um campo vetorial
definido por

F = Li+ Mj+ Nk,

com L,M,N : D CR3 — R fungées escalares continuas que possuem derivadas parciais

primeira ordem continuas em D e D uma regido aberta contendo S, entao

fCF.dr - /S((v % F) e n)dS = //S(rot(F) o n)dS

com n o vetor normal unitario exterior a superficie S. Alternativamente,

%Ld:r—l—Mdy—i—Ndz = // a—N—a—M dydz + @_Q_N dzdzx
c Jz Oz



Neste caso,

fro = (-2
froo = (% 2)o
e [ (32 2)m

//S(rot(F) en)dS

¢ chamada o fluxo do rotacional de F através da superficie S, com C = 95.

A integral

Observagao 6.28 Seja S uma regiao simplesmente conexra e orientdvel, com fronteira
C = 98 orientada. Se F : S CR? — R? ¢ um campo vetorial definido por F = Li + Mj,
com L,M : S C R? — R funcoes escalares continuas que possuem derivadas parciais

primeira ordem continuas em S, entao, pelo Teorema de Stokes, obtemos

%Ld:z:—i—Mdy—// (a—M—@) dxdy,

que é o Teorema de Green, ou seja, o Teorema de Green é um caso especial do Teorema
de Stokes.

Exemplo 6.29 Cualcule a integral de linha
% yidx + 22dy + 22dz,
c

com C' a fronteira da superficie S determinada pelo plano x+y+z = a, a > 0 no primeiro

octante.

Solucao. Como L =y?, M =22 ¢ N = 2? temos que
oL oL oM oM ON ON

T2 gy g, Z g, Lo, T o Z
Ay Y B2 " Ox T Oz S ve Ay
Assim,
ON OM oL ON oM  OL 5
—_——— =2, ———=-27e — — — — 2.
oy Oz "9z Oz ¢ oz Ay 4

Logo, pelo Teorema de Stokes,

% ydr + 22dy + 2*dz = //(—QZ)dydz + (—2z)dzdx + (—2y)dzdy
c s

= -2 // zdydz + xdzdz + ydxdy.
s



Sendo z =a — x — y, dz = —dx e dz = —dy, obtemos

—2 // zdydz + xdzdx + ydxdy = —2 // —zdxdy — rdxdy + ydrdy
s s

= —Qa// dxdy,
D

com D a projecao de S sobre o plano zy, ou seja, o tridngulo delimitado pelos eixos
coordenados e a reta r + y = a. Portanto,

2

% yPdx + 2Pdy + vidz = —Qa/ / dydx = —2a - a .
C 0 0 2

Observe que sem o Teorema de Stokes deveriamos calcular trés integrais curvilineas, pois

a curva é formada por trés segmentos. |
Exemplo 6.30 Calcule a integral de linha
% (32 4+ y*)dx + 2zydy + 32%dz,
c
com C a fronteira de qualquer superficie reqular, fechada e orientdvel.

Solugao. Como F = (322 + y?)i + 2zyj + 32%k temos que

i i k
(VxF)en= 2 5 % | =10-0)i+(0-0)yj+ (2y —2y)k] en = 0.

322 + 9% 2zy 322

Logo, pelo Teorema de Stokes,
%(3:1:2 + y?)dz + 2zydy + 32°dz = //((V x F)en)dS = 0.
c s
Note que o campo F é conservativo. |

Exemplo 6.31 Calcule a circulacio do campo vetorial F = yi + 2%j — zk ao longo da

curva C, 22 +y?> = 4 e z = 3, orientada no sentido anti-hordrio, de duas maneiras:
1. Por um cdlculo direto.
2. Usando o Teorema de Stokes.

Solugao. (1) A curva €' é uma circunferéncia de raio 2 no plano z = 3. Assim, uma

parametrizacao para C' é dada por
x=2cost, y=2sent e z =23, t€l0,2n]

De modo que dxr = —2sentdt, dy = 2costdt e dz = 0. Logo, a circulacao do campo

vetorial F' é dada por

2m
% ydr + *dy — 2dz = / (—4sen®t + 8 cos® t)dt = —4r.
c 0



(2) A superficie fechada, regular e orientével S, com fronteira C' = 95 ¢ o circulo sélido
S={(z,y,2) eER®*: 2>+ 9> <4 e 2z = 3}.

Neste caso, para manter a orientacao de ' devemos escolher n = k. Como rotF =

(22 — 1)k temos, pelo Teorema de Stokes, que

fCF.dr _ //S(rot(F) o n)dS — //5(2:1: — 1)dady.

Consideremos a transformagao em coordenadas polares z = rcosf e y = rsenf. Entao

0 — 0
J(r,0) = ANz, y) _ | cos rsen

a(r,0)

=T7T.

sen 6 rcos

Note que a regiao S foi transformada na regiao

Rrgz{(r,ﬁ,z)ER?’:OﬁTgQ, 0§9§27Tez:3}

%Fodr = // (21 cos@ — 1)rdrdf
c R

76
2m 2
= / / (2rcos@ — 1)rdrdd = —4m,
o Jo

que ¢é o resultado desejado. |

no plano r6.

EXERCICIOS

1. Calcule a integral

%Fodr,
c

com C' = 3§, em cada um dos seguintes casos:

(a) F = y%i+22j+22%k, com S a por¢ao do plano z+y+2z = 1 no primeiro octante.

(b) F = 3yi — zzj + yz°k, com S a superficie do paraboloide 2z = z? + y* abaixo

do plano z = 2.

(c) F = 2yi+ zj+ 3k, com S a parte do paraboloide z = 4 — 2% — y%no interior ao
cilindro z2 + 2 = 1.

(d) F = zi+ zj+ yk, com S a semiesfera z = /1 — 22 — 3.
(e) F = 2% + 9*j + z%k, com S a superficie do cone z? = 2% + 2, 0 < z < 1.



2. Calcule a integral

/ Ldz + Mdy + ndz
c

em cada um dos seguintes casos:

(a) [, ydx + zdy + zdz, com C a fronteira de 2> + > + 2* = a®, .+ y + 2 = 0.
(b) [ (y+ 2) de+(z + z) dy+(z + y) dz, com C a fronteira de 2%+ = 2y, y = z.

(¢) [o (W —2%)de+ (2% — 2?) dy+ (2* — y?) dz, com C' a interse¢do a intersecao da
fronteira do cubo 0 < x < a,0 <y < a,0 < z < a com plano 2x+2y+2z = 3a.

(d) [ x3dz, com C a fronteira da superficie z =y + 4, 1 < 2? +y* < 4.

(e) J,ydz—a*dy+5dz, com C afronteira da superficie r (v, v) = ui+vj+(1 — u?)k,
u>0,v>0eu+v<1.

3. Calcule a circulacao do campo vetorial F ao longo da curva C'; de duas maneiras

i. Por um célculo direto.

ii. Usando o Teorema de Stokes,
em cada um dos seguintes casos:Reciprocamente,

(a) F=zi+zj+yk, com C acurvaz?+y?>=4ez=0.
(b) F=yi—zj+zk,com Cacurvaz? +¢y*+22 =4, 22 +y> =2%2e z > 0.

(c) F = 2zzi—yj+zk, com C a curva obtida pela interse¢ao do plano x+y+2z = 2
com os planos coordenados.
(d =yi—zj+ (z+y)k,com Cacurvaz?+y> =zez=1.

e) F=z2%,comCacurvaz? +9y*+22=16,2=0,y=0e 2 =0.

(g =y%i+ 2%, com Cacarvaz? 4+ 4> =9,3y+42=5en = %(Bj + 4k).

) F
(e) F
(f) F =2y%i — 22% + z?yk, com C a curva x=y? + 22, z =9en =1i.
) F
(h) F

=yi—zj+zk,comCacurvaz? +y° +2°2=1,r=zen= %(—i—l—k).
4. Sejam S umaa superficie dada na forma paramétrica por
r(u,v) = ui+vj + (2 —u? +U2) k,

com u?> +v?2 <1, e F =yi+ (z +y) k um campo vetorial. Calcule o fluxo de rot F
através de S de duas maneiras: primeiro por um célculo direto e pelo Teorema de

Stokes. [resp. —]



5. Sejam r = xi+ yj + zk o vetor posi¢ao do ponto P = (z,y, z) e r = |r|. Mostre que

o fluxo do campo vetorial
F = igr
r
através de uma superficie simples fechada regular S que nao contenha a origem é
igual a zero. Qual seria o fluxo do campo F, se a superficie S contivesse a origem

no seu interior? [resp. 4]

Avaliando o que foi construido

Neste Capitulo apresentamos os conceitos de superficies parametrizadas e integrais
de superficie. Além disso, apresentamos os Teoremas de Divergéncias, os quais sao de
grande importancia no Célculo Vetorial e Geometria Analitica. Em particular, o Teo-
rema de Green tem grande importancia na teoria das varidveis complexas. Portanto, vocé
pode procurar as listas de exercicios no final de cada se¢ao para trabalhar no desenvolvi-
mento de resultados relacionados. Vocé ainda tera oportunidade de por em préatica seus
conhecimentos nas aplicacoes elaboradas sobre o tema.

Prepare-se para grandes descobertas!

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 6.1
1. Vamos resolver apenas o item (a).

(a) Uma parametrizagao do plano zy é r(z,y) = zi + yj. J4 vimos, no curso de
Célculo Vetorial e Geometria Analitica, que a equacao paramétrica do plano é
dada por

z = z(u,v) = ag + a1u + agv
{ y = y(u,v) = by + byu + bav

com u,v € R. Portanto,
r1(u) = (ag + aru + agv)i+ (by + byu + bav)j
¢é outra parametrizagao do plano zy, com

(z,y) = ¢(u,v) = (a0 + aru + agv, by + byu + byv)



a mudanca de parametro. Neste caso,

-

u,v) = vi + 3 cos uj + sen uk.

Jo) =G = | o =ty = aaby 0.
(b) r(u,v) = ui+ vj + uk.
(c) r(u,v) =ui+vj+ (1 —u—v)k.
(d) r(u,v) = acosui + vj + asenuk, com a > 0.
(e) r(u,v) = (vcosu)i+ (vsenu)j + vZk.
) r(u,v)

(f

2. Vamos resolver apenas o item (d).

o
[¥]
N

@ H+frE=1
(b) & + 14 = 22,
(c) & — & =22,
(d) Como z = asenhucosv, y = bsenhusenv e z = ccosh u temos que
2 2 2
—% - ‘Z—z + % = —?(GQ senh?® u cos® v) — b_12(62 senh® usen’ v)

1 2
—i—g(c2 cosh” u)
= —senh®u(cos® v + sen® v) + cosh® u

= —senh®u + cosh?u = 1.

que ¢ a equagao cartesiana do hiperboloide r = (a senh u cos v)i+(bsenh wsenv)j+
ccosh uk.

3. Uma pararametrizagao para o circulo (z — a)? + 22 = b% ¢ dada pelas equagoes
z=a+bcosv, y=0 e z=bsenv, v € [0,2n].

Assim, apés um giro de um angulo « no sentido de x para y, obtemos uma cépia do

circulo cuja parametrizagao em coordenadas cilindricas é dada pelas equagoes
r=a+bcosv, § =u e z=bsenv, ve€|0,2n] e u € |0,27].
Como x =rcosf e y = rsenf temos que
r(u,v) = (a+ bcosv) cosui + (a + bcosv) sen uj + bsenvk, u,v € [0,27],
¢é a parametrizagao do toro de revolugao.

4. Vamos resolver apenas o item (c).



(a) z+y—z=1e
r=1+1
y=1+4+1
z=1—1t, teR.

(b) dx —z=4e
T =2+4
y=1
z=4—1t, teR.

(c) Seja F'(z,y) = 2 + y* — 8. Entao VF(P) = 4i + 4j. Logo,
—
PQeVF(P)=0=4zr—-2)+4y—2)=02+y—4=0.

Finalmente, a reta normal & superficie S no ponto P é a reta paralela ao vetor
VF(P) = 4i + 4j, isto é,

=244t
—
PQ=tVf(P)&e < y=2+4t
z=3, teR

Secao 6.2
37V37—5V5 )

1. Observe a solucdo do Exemplo 6.9. (a) 47p?, (b) 7a*V/3, (c) ( ~ 30.71,
(d) (27 — 4) a2, (€) 8a2V/2, (f) wa?/2, (g) =120 1y 8\/3 4 4x 16, (i) 42T
() 2(3v3 = 2v2), (k) 162, (1) V22, (m) =2 + 48,

2. Sejam a e b os vetores que geram o paralelogramo S. Entao a drea A(S;) da

projecao de S sobre o plano zy é dado por

0 0 1 0O 0 1
A(S;) = (PraxPrb)ek=|a, a, 0|=|a, a a,
b, b, 0 by b, b,

= (axb)ek=|axbl||k|cosy= A(S) cos~,
com 7y o angulo diretor entre os vetores
axbek

De modo inteiramente andlogo, obtemos A(S2) = A(S) cos 8 (plano zz) e A(S;) =
A(S) cos v (plano yz). Assim,

A(S1)% + A(S2)? + A(S5)* = A(S)*(cos® o + cos® B + cos? y) = A(S)?,



pois
(axb),

(a x b)y, (ax b),
lax b|’

os[i’:m e cosa = axb)

Portanto,

A(S) = JA(S)? + A(S:)? + A(S)".
3. mav/a? + h? e 2wah.

4. Comprove as respostas. (a) 0, (b) 27(16v/2—5V5), (¢) 27p?, (d) (1 — cosa) r+iar?,
(¢) 5(9V3 = 8V2 + 1), (f) 4mp*, (g) 60w, (h) %2, (4) m, (j) 2, (k) L2, (1)
5v14, (m) 1 (13v/65 — V/5).

5. Vamos resolver apenas os itens (c) e (e).

(a) ds? = du® + dv?.
(b) ds? = 4du? + 9dv?.

(c) Como
or or
o= (1,1,0) e 5 = (1,-1,0)
temos que
or |2 or Or or|?
ou ’ ou * v © v
Portanto, ds* = 2du?® + 2dv?.
(d) ds? = (1 + 4u?)du? + dv?.
(e) Como
? = (—senu,cosu,0) e % =(0,0,1)
u v
temos que
or |2 or Or or|?
E=|=| =1, F=—eZ = =|=| =1
du ’ Ju * B Oed v

Portanto, ds* = du?® + dv?.

(f) ds? = (1 + v?)du® + 2uvdudv + (1 + u?)dv?.

(g) ds* = 4du® + dv?.

(h) ds? = (1 + 4u?)du? + u?dv?.

6. Como
r(u,v) = 2 (u,v)i +y(u, 0)j + 2(u, v)k

temos que os vetores tangentes (no ponto de interse¢ao das curvas) as curvas r(u, ¢;)
e r(ci,v) sdo

Or _ (Ox 9y 0z\ Or (Odx Oy Oz
ou ou’ ou’ du eavi v v v )’



respectivamente. Portanto, a familia de curvas © = ¢; e v = ¢y sobre S se intercep-

tam em um angulo reto se, e somente se, r,, ® r, = 0.

7. Sejam rq(s, 1), (s,t) € Uy e ro(u,v), (u,v) € Uy as representagdes paramétricas de
S1 e Sy, respectivamente. Entao existe uma funcao bijetora, com derivadas parciais

de primeira ordem continuas ¢ : Uy — Us, @(s,t) = u(s,t)i+ v(s,1)j, tal que
ri(s,t) =ra(e(s,t)), s, tel.

Seja f : D C R* — R? uma funcdo continua, com D uma regiao contendo as
superficies S e S5. Entao

/fl‘y, )dSy = / [ (ra(u,v))
52 U2

Como u = u(s,t) e v =y(s,t) temos, pelo Teorema de Mudanga de Varidveis 4.11,

81'2 81'2

81} dudv.

81‘2 81‘2 I(u,v) || Ory 81‘2
dudv = t — dsdt
/U2f rz(u,v)) 81} /Ulf ri(s, ))'8(3,75) au v
Sendo
Ory O (Orr O Olwv) (O Ora
ds ot \ou v ) d(st) ) V)
obtemos
B I(u,v) 81‘2 81‘2
/52 f(l‘,y,Z)dSz /Ul f (I‘I(S,t)) ' 8(3,75) au 81} dsdt

. 81‘1 81‘1
j:/Ulf(rl(s,t)) s a—dsdt

= :l:/ f(l‘,y,z)dSl,
S1
pois J(¢) > 0 ou J(¢) < 0.

Secao 6.3

1. (a) 0, (b) 0, (¢) 2, (d) 0, (¢) 0, (f) 0.

2. Como a curva C' pode ser a fonteira de D, C' = C5U(—C) ou uma curva regular por
partes fechada simples no interior de D envolvendo o circulo € (por exemplo, um
circulo C, 1 < r < 2) ou uma curva regular por partes fechada simples no interior
de D sem conter o circulo '} temos que os valores da integral de linha sao: 0, 27 e

—27, pois C). possui duas orientagoes.

3. Inteiramente andlogo ao Exercicio 2.



4. Como L = f, e M = — [, temos, pelo Teorema de Green, que

- fydz — fody = // (—% — i) // Afdzdy = 0.

5. Como L = —gf, e M = gf, temos, pelo Teorema de Green, que

ng (fody — fydz) g—// ( gf” (agyfy)dxdy.

seno 9(gf.) Pf 0lah,) 5
9z o 9ly —
e Gofow + 9522 © "oy Gyly+ 9 "
obtemos
(gf;c) gfy 82f *f
ax ay :g$f$+gyfy+g a 2 a 2 :ga:fx+gyfy
Portanto,

ng (fody — fydz) g = //D (9o fe + gy fy) dzdy.

6. Considerando o campo vetorial F = i, obtemos I, =1, M =0 e divF = 0. Assim,

pela férmula vetorial do Teorema de Green, obtemos

%Cnl(:r,y)ds = fC(F o n)ds = //R(divF)d:rdy = 0.

com R a regiao delimitada por C'. De modo inteiramente andlogo para o campo

vetorial F = j, obtemos

fgng(:r,y)ds = fC(F o n)ds = //R(divF)d:rdy = 0.

7. Considerando o campo vetorial F = f(z,y)i, obtemos L = f(x,y), M = 0 e

divF = f,. Assim, pela férmula vetorial do Teorema de Green, obtemos

% ny f(z, y)ds—% (Fen) ds—// (divF)dzdy = / —d:I:dy.
aD oD

Secao 6.4

1. 0.

2. Vamos resolver apenas o item (b).

(a) 0.



(b) Como L =z2, M =y? e N = z temos que

oL M N
— =2z, a—:dea—:O,
ox Y

ou seja,
divF = 2(z +y).

Pelo Teorema de Gauss

fC(F en)ds =2 //S(x + y)dady.

Assim, basta calcular essa integral dupla, considerando a transformagao z = 5u
e y = 2v, obtemos

) //S(x 4 y)dady = 20 //Rw(m + 20)dudb.

Note que a elipse sélida foi transformada no circulo sélido

Ry = {(z,y) € R? : u® + v < 1}.

20// (5u + 2u)dudv = 40/01 [/0 .

1
2
= 40/ (buv1 —u2 —u® 4+ 1)du = S0
0

3
[ emas =2

3. Vamos resolver apenas o item (a).

Logo,

2

(bu + QU)dU] du

Portanto,

(a) Como L =z, M =z e N = z temos que

oL_, oM, oy,
ox

Logo, pelo Teorema de Gauss, devemos resolver a integral

///U(l—i-l—l—l)dxdydz—3///dedydz.

Considerando a transformacao em coordendas esféricas
x = pcosfsend, y= psenlfseng e z = pcosa,
0<p<a 0<0<2rel0<¢< 7, obtemos Entao

8(1:, Y, Z; — p2 sen Qb

J(P,Q,Cb):a(r—@gb



(§]

3///Ud:1;dydz = 3/0277/0% /Oa(pQSengb)dpdgbdQ—a?’ /0277 /fsengbdgbd@

2
= a3/ df = 27a’.
0
3

Portanto, o fluxo do campo vetorial F é igual a 27a”.
(b) —3m.
(c) 0.
51.

=
N—

4. Como L =2, M =0e N =0 temos que

oL . oM ON
oy T oy Oz

Logo, pelo Teorema de Gauss,

// :I:dydz—/// (aL a_M+aa_JZV) dxdydz—///Ud:rdydz—V(U).

5. Se a é o comprimento do lado do cubo, entao

—//:L‘dydz—/ / adydz = a®, uv.
s o Jo

6. Note que

hoopl

V(U) = // xdydz —4/ / V1 —1y2dydz = wh, uv.

s o Jo

7. Note que
: . of .. of .. af
— 2L il Yk
av(ovs) = av (2i+ wShi+ 6L x)

a , of a, of a , of
8:1:( 8x>+8y( 8y>+82( 82)

Assim, por diferenciacao direta, obtemos

a(af) f g of a(af) Pf dgaf
9z oz 9922 " Bz oz’ oy g@y g@y ay ay

a , of Pf  dg af
=95 ) =955+t
0z ay 0z 0z Oz
Portanto,
div(gV[f) =gAf+VfeVy.



Finalmente, aplicando o Teorema de Gauss ao campo de vetor F = gV f, obtemos

//S(F en)dsS = ///U(divF)dxdydz = ///U(gAf + V[ e Vg)drdydz.

Como

Fen=(gV/)en=g(V/em)=go

[[[[sr+5 1+ aptoan = [ oZLas

8. Basta fazer f = g no Exercicio 7.

temos que

9. Basta fazer ¢ = 1 no Exercicio 7.

10. Basta permutar f e g no Exercicio 7 e em seguida subtrair.

167
11. 167,
12. —2ma’h?.
13. (e —5).

Secao 6.5

1. (a) —1, (b) 207, (¢) —2m, (d) m, (e) 0.

2. (a) —V3ma?, (b) 0, (c) =2, (d) L2, (¢) —2.

3. (a) 4m, (b) —4m, (c) 2, (d) —2m, (e) 12 (f) 7297, (g) 0, (h) —V/2m.
4. —m.

5. 4.
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