5. Integral de Linha

5.1 Motivacao

Para motivar o que serd apresentado neste capitulo, deixe-nos rescrever a integal simples

/ab f(z)dx

de outra forma. Imaginemos o intervalo [a, b] como sendo a curva ~ descrita pelas equagbes paramétri-
cas
vyix=z(t), y=y{t) e z=2z(t), a<t<hb,

sendo z(t) =t, y(t) = 0 e z(t) = 0 e consideremos a funcao vetorial F (z,y,z) = f (z)i, definida
em uma regiao € contendo a curva v. Se r (t) = = (t)i+ y (t) j + 2 (t) k representa o vetor posi¢ao do

ponto P (z,y, z) da curva 7, temos que

e, portanto,
b b
/f(x)dx:/ F (r(t)) e r' (t)dt. (5.1)

A integral do lado direito de (5.1) recebe o nome de Integral de Linha ou Integral Curvilinea do campo
vetorial F' sobre o caminho .
A partir de consideragées fisicas, apresentaremos as formas como as integrais de linha aparecem na

pratica. O conceito e as proprieddes bésicas da integral de linha serao formalizados posteriormente.

B O conceito de trabalho

Por campo de forcas entendemos uma fungao que associa a cada ponto um vetor que representa
algum tipo de atracao ou repulsao. Uma particula de massa m, sob a acao de um campo de forcas F,
se move ao longo de uma curva ~. O trabalho W realizado pelo campo F para transportar a particula

ao longo da curva «y, do ponto A até o ponto B, é dado por
W = EB - EA7

onde F4 e Ep sao, respectivamente, a energia cinética da particula nos instantes t = a e t = b em que

a particula ocupa as posicoes A e B. Se v e vp representam as velocidades nesses instantes, entao
_1,.2 1.2
W = smup — 5muvy. (5.2)

Para representar o trabalho (5.2) por uma integral, imaginemos a curva v orientada de A para B, que

corresponde aos valores crescentes de t, e descrita por

r(t)=z()i+yt)j+zt)k, a<t<b,
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de modo que A =r(a) e B =r (b) sdo, respectivamente, as posi¢oes inicial e final da particula. Ora,

no instante ¢t a velocidade v (¢) da particula é v (t) = |r’ (¢)| e resulta de (5.2)

W= g ([ OF - @] = gm | 0]

b
2

Da Regra da Cadeia, segue que & [r’ (t)ﬂ =21/ (t) er” (t) e, consequentemente,

W = /b mr” (t) e v’ (t) dt. (5.3)

A derivada r” (t) representa a aceleracao da particula e, de acordo com a 2* Lei de Newton, temos
que F (7 (t)) = mr” (t), resultando de (5.3) que

b
W= / F(r (1)) o' (1) dt. (5.4)

A integral do lado direito de (5.4) se representa na forma vetorial / F e dr, onde
gl

dr=r'(t)dt ou dr=(dz)i+ (dy)j+ (dz)k.

mede o deslocamento infinitesimal da particula. Essa notacao vetorial, além da robusteza, sugere a

interpretagao fisica de trabalho como for¢a x deslocamento.

B O conceito de massa

Consideremos um arame com o formato da curva v (t) esejar(t) =z (t)i+y(t)j+z(t)k, a<
t < b, o vetor posigdo do ponto P (z,y,z) do arame. Se representarmos por 0 (z,y, z) a densidade
linear, isto é, massa por undade de comprimento, e por ds uma por¢ao infinitesimal (comprimento

elementar) do arame, a massa elementar dm da porg¢ao ds serd, portanto:
dm =6 (z,y,z)ds.

A massa total do arame é obtida somando, isto é, integrando, as massas elementares dm. Assim, a

massa do arame é

m = lim dm = /5 (x,y,z)ds. (5.5)
gl

Em (5.5) o simbolo ) tem cardter apenas intuitivo, j& que nao podemos, literalmente, somar in-
finitésimos. O que fazemos na verdade é integrar sobre o caminho.
Com esta motivagao desejamos ressaltar que as integrais de linha se apresentam sob duas formas

equivalentes:

b
1. /F odr = / F (r (t)) e r’ (t) dt, interpretada como trabalho realizado pelo campo de forgas F.
0 a

2. /f (z,y,2) ds, interpretada como massa do fio de densidade linear f (z,y, z).
2l
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Figura 5.1: Vetor tangente T'=r'(t)/ |r’ (¢)|.

a0
0]

representarmos por s (t) o comprimento do arco da curva v de A até P, teremos

O vetor tangente unitdrio a curva v no ponto P =r(t) é T = , como sugere a Figura 5.1, e se

s(t) :/ [t (7)|dr e ds=|r'(t)|dt.
Assim,
dr =1’ (t)dt = |[r' (¢t)| Tdt = Tds,

onde vemos que |dr| representa o comprimento ds ao longo da diregao tangencial, e temos

AFodr:L(FoT)ds.

Se enfatizarmos as coordenadas do campo F (z,y, z) = L (x,y, 2) i+ M (z,y,2) j+ N (z,y, ) k, teremos
Fedr=(Li+ Mj+ Nk) e (dzi+ dyj + dzk) = Ldx + Mdy + Ndz
e a integral de linha se apresenta sob a forma

/Fodr:/Ldm—i—Mdy—l—Ndz.
¥ v

A expressao Ldx + Mdy + Ndz recebe o nome de forma diferencial de primeira ordem.

5.2 Campos Vetoriais

Um campo vetorial sobre uma regido 2 C R3 é uma funcao F : D C R? — R3, que a cada ponto
P (x,y,2) de Q associa um vetor F(z,y,2) do R®. A terminologia campo vetorial deve-se a exemplos
fisicos tais como campo gravitacional, campo eletrostético, campo de velocidades de um fluido em
movimento, etc.

Fixado um sistema de coordenadas, por exemplo, o sistema de coordenadas cartesianas, o campo
vetorial F = F(z,y, z) é representado por suas componentes ou coordenadas L, M e N, que sao fungoes
escalares defindas em €2 e que determinam as propriedades analiticas do campo F. Por exemplo, o
campo

F = L(z,y,2)i+ M(z,y,2)j + N(z,y, 2)k,
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é continuo (resp. diferencidvel) no ponto P (x,y, z) de €2 se, e somente se, as componentes L, M e N
sao fungbes continuas (resp. diferencidveis) em P.
De modo similar, define-se campo vetorial bidimensional como sendo uma funcao F : D C R? — R?,

que associa a cada ponto de uma regiao D, do plano xy, um vetor
F(2,y) = L(z,y)i+ M(z,y)j,

sendo L, M : D C R? — R funcdes escalares que determinam (e herdam) as propriedades analiticas do
campo F. A visualizagdo geométrica de um campo vetorial F (z,y) é obtida esbo¢ando-se uma cole¢ao

de setas de comprimento |F (z,y)|, com origem no ponto P (x,y), representando os vetores F(x,y).

Exemplo 5.1 (Campo Radial) O campo vetorial F : R? — R? definido por F(z,y) = xi + yj é tal
que |F| = /2% 4+ y2 e, nos pontos de uma dada circunferéncia de centro na origem, a intensidade do

campo F é a mesma e igual ao raio da circunferéncia, como ilustra a Figura 5.2. |

Vi

Iy

L wp

Figura 5.2: Visualizagdo do campo radial.

>
X

Exemplo 5.2 (Campo Tangencial) Analisar o campo vetorial F definido em R? — {(0,0)} por

-y . xr .
F(z,y) = 1+ J
(z-9) Vo2 g2 22 2

Solucao Primeiro observamos que F é um campo de vetores unitarios, isto ¢, em qualquer ponto

P (z,y), a intensidade do campo ¢ |F (z,y)| = 1. Além disso, se r = OP = zi+yj é o vetor posi¢ao do
ponto P(z,y), entdo Fer = 0, e isso nos diz que o campo vetorial F é perpendicular ao vetor posigao
r. Portanto, em cada ponto P, o campo vetorial F é tangente & circunferéncia de centro na origem e

raio r = |OP|, como msotra a Figura 5.3. [ |

Figura 5.3: Visualizagao do campo tangente.
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Exemplo 5.3 (Campo Quadrado Inverso) Ser = zi+yj+zk é o vetor posicao do ponto P (x,y, z)

de uma regido Q do R3, a expressio

ko

F(I‘) = |2 : |

- )

e* e
sendo k constante, define um campo vetorial sobre 2, denominado campo quadrado inverso, que aparece
com bastante frequéncia nas ciéncias fisicas. Em coordenadas, o campo quadrado inverso se expressa

sob a forma
k(xi+ yj + zk)

F _
('x’y’z) (332 +y2 +Z2)3/2
e, no ponto P, a intensidade do campo é |F (P)| = W, mversamente proporcional ao quadrado da
r
distancia do ponto P a origem. |

Exemplo 5.4 (Campo Gravitacional) Verificar que o campo gravitacional é um campo vetorial

quadrado inverso.

Solugao De acordo com a Lei de Gravitagao Universal de Newton, o campo gravitacional na super-

ficie da terra é dado por
GMm r

F(z,y,2) = 2

cf? el
onde M representa a mssa da terra, G é a constante gravitacional, m é a massa de uma particula
situada no ponto P (z,y, z) e r = OP representa o vetor posi¢gao do ponto P. A intensidade do campo

vetorial F' é igual a

GMm
F(P)|=—7,
r|
inversamente proporcional ao quadrado da distdncia do ponto P & origem. [ |

Definicao 5.5 Um campo vetorial F : Q@ C R3 — R? denomina-se campo conservativo ou campo

gradiente se existir uma fungao diferencidvel ¢ : Q@ C R3 — R, tal que

F (z,y,2) =V (z,y,2), em €.
Uma tal fungao ¢ denomina-se potencial (escalar) ou primitiva do campo F.
Exemplo 5.6 O campo gravitacional apresentado no Exemplo 5.4 é conservativo.
Solugao No Exercicio 13 da secao 2.4 vimos que

r

v/ i) = -

e se considerarmos

teremos

GMmr

Ve (@,3,2) = GMmY (1/ Ir]) = == "5~

=F(z,y,2), V(z,y,2) # 0. [ |



CAPITULO 5 INTEGRAL DE LINHA 175

Imitando o que foi feito no Exemplo 5.6, demonstra-se que qualquer campo vetorial F quadrado

inverso é conservativo. De fato, basta obervar que
kK r k
F - b T w5
r|* r] Ir|

De forma geral, um potencial ¢ de um campo vetorial conservativo F = Li+ Mj+ Nk é determinado

como solucao da equacao vetorial F = Vi, que é equivalente ao sistema de equagoes deferenciais

parciais
¢, =L
o, =M (5.6)
p, = N.

Portanto, o campo vetorial F = Li + Mj + Nk serd conservativo quando o sistema de equagoes
diferenciais parciais (5.6) possuir uma solu¢ao ¢, que serd um potencial para o campo F. Se as
derivadas parciais de primeira ordem das componentes L, M e N sao continuas, e isso acarreta a

diferenciabilidade do campo F, entao

L = @ziLy:@my:(pyx:MfE
M = @yiMz:@yz:SOzy:Ny
N = ¢, = Ne=¢,p =9, =L

e, portanto,
M,=1Ly, Ny=M, e L,=N,. (5.7)

Como veremos adiante, sob certas condigdes, as relagoes (5.7) constituem uma condigdo nao apenas

necessdria, mas, também, suficiente para que o campo F = Li+ Mj+ Nk seja conservativo.

Exemplo 5.7 O campo vetorial F (z,y) = x?yi + sen(zy)j ndo é conservativo, porque
L, = 2* # ycos(zy) = M,. [ |

Exemplo 5.8 Mostrar que o campo F (x,y, z) = 2%i + yj — 32k é conservativo e encontrar a familia

de potenciais do campo

Solugdo Temos L = 22, M =y e N = —3z e as condicdes (5.7) sdo facilmente comprovadas. O

sistema (5.6), neste caso, se reduz a:

=2 (I)
0y =Y (1T)
¢, =—3z (II)

A busca do potencial ¢ feita por etapas, usando o processo de derivagao e integracdo. Como efetuaremos
integragao parcial em relagao as variaveis x, y e z, as constantes de integracao sao na verdade fungoes
das varidveis nao envolvidas na integragao e o processo se encerra com uma constante numérica.

B Etapa 1: integrar (I) com respeito a x

Integrando (I) com respeito a varidvel z, obtemos

o (@,y,2) = / 2de =18 1 £ (y,2), (5.8)
Y
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onde f (y,z) é a constante de integragao.
B Etapa 2: derivar com respeito a y e comparar com (II)
Derivando (5.8) em relagao a y, usando (II) e integrando o resultado em relagao a y, encontramos

o, =fy=y="ry= .2 =5 +g(2),

onde g (z) representa a constante de integragao. Assim, (5.8) assume a forma

o (z,y,2) = 32° + Ly* + g (2) (5.9)

B Etapa 3: derivar com respeito a z e comparar com (IIT)

Derivando (5.9) com respeito a z e comparando com (III), obtemos
0,=4¢ (2)=>-32=4¢(2).=> (5.10)

Integrando (5.10), encontramos g (z) = —%z2 + k, onde k é a constante de integragao, e substituindo
g (2) na expressao (5.9) que define ¢, obtemos
@(xaya Z) = %x?) + %y2 - %22 + k;)

que é a familia de potenciais procurada. |

5.2.1 Operadores Diferenciais

No célculo integral de vérias varidveis, sobretudo nos teoremas cldssicos, alguns operadores dife-
renciais (operadores que envolvem derivacao) aparecem em sua formulagao. Os operadores que tratare-
mos neste texto sdo: o Gradiente, o Laplaciano, o Divergente e o Rotacional. Esses operadores atuam
em campos escalares ou vetoriais, produzindo campos escalares ou vetoriais. Vejamos a acao de cada

um deles.
B Operador Gadiente: gradyp = Vo

Dado um campo escalar diferencidavel f : Q C R? — R, o gradiente de f no ponto P, interior ao

conjunto 2, foi definido no Capitulo 2 como sendo o vetor
Vf(P)=fe(P)i+ fy (P)j+f. (P)k.
Essa expressao define o operador gradiente V = 0,i + 0,j+0.k, cujo valor no campo escalar f ¢é
V= (0,i4+ 0,j+0.k) - f = fai + fj+f:k.

Dado um vetor unitdrio u com angulos diretores a, 5 e 7, isto é, u = (cos )i+ (cosf3) j+ (cosv) k,
entao
Vfeu= fycosa+ f,cosf+ f.cosvy

e isso indica que V f nao depende do sistema de coordenadas escolhido. Se F é um campo conservativo
com potencial f, entdo em cada ponto P da superficie de nivel f (z,y, z) = k, temos OP eV f(P) = 0,

isto ¢, OP @ F (P) = 0 e isso indica que o campo F & normal a superficie de nivel de f em P.

B Operador Laplaciano: Ag =V - (V)
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No Exercicio 8 da secao 2.2, definimos o operador de Laplace ou Laplaciano em R? por
A = Opy + Oyy.
No R3, o Lapalciano ¢ definido de forma similar como sendo o operador diferencial de segunda ordem
A = Oy + Oyy + 02

cujo valor no campo escalar f: Q CR3 - R é

0%f  9%f  O%*f

E comum usar a notacio A = V2, decorrente da relacio
Af = (0pi+ 0yj+ 0.k) @ (0,i+ 0,j + 0.k) = VeV =V

onde entendemos a operacao J, e 0, como a derivada de segunda ordem 9,,. Enquanto o operador
Gradiente transforma campos escalares em campos vetoriais, o Laplaciano transforma um campo

escalar em um campo escalar.
B Operador Divergente: divF =V . F

O operador Divergente faz o papel inverso do Gradiente, transformando campos vetoriais em

campos escalares. Dado um campo vetorial F = Li + Mj + Nk, o divergente de F é definido por

divF oL n oM +8N
ivF=— 4+ —+4+—.
Jor Oy Ox
E comum expressar o operador divergente na forma simbélica div = 9, + Oy + 0. e, neste contexto,
temos

divF =V eF = (0,i+ 0yj+0.k)eF =L, + M, + N..

Se olharmos a matriz Jacobiana do campo F

L. L, L.
J(F)=| M, M, M.
N, N, N.

observamos que as parcelas de div F aparecem na diagonal principal da matriz.
Exemplo 5.9 Determinar o divergente do campo F = zy?z*i + (2$2y + Z)J + 322k,

Solucao As coordenadas do campo sao L = zy?2*, M =222y + z e N = y>22. Assim,

L, = %24, M, = 222 e N, =232

e, portanto, divF = y22% 4 222 + 2y32. |
Sejam A e p nidmeros reais, f um campo escalar dieferncidvel e F ¢ G campos vetoriais diferen-

cidveis. O operador divergente goza das seguintes propriedades:
1. Linearidade: Ve (AF+uG)=AVeF+, VeG ou div(AF+uG) = AdivF+ ndivG.
2. Distributividade: Ve (¢F)=¢(VeF)+ (Vy)eoF ou div(pG)=¢pdivF +VyeF.
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Estas e outras propriedades do operador div sao decorrentes das regras de derivacao. Como ilustracao,

vamos mostrar a propriedade linear do divergente. Se F = Li+ Mj + Nk, entao
oF = (pL)i+ (pM)j+ (pN)k

e a regra do produto para derivagao parcial acarreta

) 9 B,
div (¢F) = —(pL)+ — (oM) + — (oN
iv (¢F) ax(w )+0y(<p )+az(so )
= ¢Ly+ o, L+eMy+o,M+pN, +¢,N
= @ (Le+My+ N.)+ (¢, L+ ¢,M+¢,N)

= @(divF)+ (Vy)eF [ |
B Operador Rotacional: rotF =V X F
Dado um campo vetorial diferencidvel F = Li + Mj + Nk, o rotacional de F ¢é definido por
rot F = (Ny — M.)i+ (L, — N;) j+ (M, — Ly) k

e o operador rotacional pode ser visto como o produto vetorial do gradiente pelo campo, isto é, o

determinante simbdlico

i j k
rotF=VxF=|0, 0, 0z
L M N

Alguns "produtos" decorrentes do desenvolvimennto deste determinante em relacdo & primeira linha
devem ser entendidos como derivacao. Por exemplo, o "produto" 0, significa a derivada parcial
N, da funcao N em relagao a varidvel z. O operador rot também goza das propriedades linear e

distributiva, tal qual o div. Temos
1. Linearidade: VX (AF+uG)=AVXxF+uVxG ou rot(A\F+uG)= ArotF -+ purotG.
2. Distributividade: V x (¢F) =¢(V xF)+(Vy)xF ou rot(¢F) = protF+Vy xF.

As coordenadas de rot F' aparecem naturalmente nas entradas da matriz antissimétrica

0 Ly,—M, L.—N,
J(F)—J@®)" = | —(L, - M,) 0 M, — N,
—(L.—N,) —(M.,—N,) 0

Observacao 5.10 Se p = p(x,y,2,t) é a densidade e v = v(x,y,z,t) é o campo de velocidades de

um fluido em movimento, em mecdnica dos fluidos a equagao

ap ap

divF+— =0 ou divF = ——

ot ot’
sendo F = pv, denomina-se equacao de continuidade e quando a densidade p for constante, diremos
que o fluido é incompressivel. O divergente do campo vetorial F surge como uma medida da taza de

variacdo da densidade do fluido em um ponto. Portanto, concluimos que:

1. Quando o divergente for positivo em um ponto do fluido, a sua densidade estd diminuindo com
o tempo, isto é, existe uma fonte de fluzo no ponto. Caso contrdario, existe um pogo (sumidouro)

de fluxo no ponto.
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7

2. Se divF = 0 em todos os pontos da regiao, entdo o fluxo de entrada é exatamente equilibrado

pelo fluxo de saida.

3. O campo rotacional pode ser interpretado como uma medida do movimento angular (circular) de
um fluido. Quando rotv = 0, diremos que o campo de velocidade v € irrotacional. E oportuno

ressaltar que rot B = 0 ¢é equivalente a matriz J (F) ser simétrica, ou seja,

ON _ou oL _oN om oL
oy 0z 0z Ox or Oy

Exemplo 5.11 Determinar o divergente e o rotacional do campo vetorial
F = zy%2% + (2:132y +2)j+ y32%k

Solucdo As coordenadas do campo F sio L = zy?2z*, M = 222y + 2z e N = y322 e da definicio de

divergente resulta

divF = — + S~ + = ¢’ + 227 + 2%z,
v 8:c+8y+8z 25422+ 2y°2
Da mesma forma, usando a definicdo de rotacional, encontramos
i j k
rotF=| 0, Dy 9, | = (3y%2% — )i+ day?2% + (4zy — 2myz4) k [ |

2?2t 222y o yB2?

Exemplo 5.12 (Um campo irrotacional) Seja F : Q C R? — R3 um campo vetorial conservativo
sobre Q0 que deriva de um potencial ¢ : Q@ C R3 — R, com derivadas parciais de sequnda ordem

continuas em 2. Mostre que rot F = 0, ou seja, o campo F é irrotacional.

Solugao Como ¢ possui derivadas parciais de segunda ordem continuas em €2, temos que ¢, = @

Prz = Pax © Py, = Py €, além disso, sendo F=Vp = ¢ i+ ¢,j + .k, obtemos

i Kk
rot F = 890 83/ az = (Sozy - (pyz) i+ ((pa:z - (pzx).] + (Soy:c - <p:cy) k=0 u
Pr Py Pz

Encerrando esta secao, exibimos na Figura 5.4 um esquema mostrando a atuacao dos operadores

diferenciais e a grandeza (vetorial ou escalar) por eles produzidas.

Rataci'idnaflﬂ. Vetor |

Vetor } Z
~ Gradiente Vetor ‘

Divergente SRSl sEIEY

| Escalar ‘

Figura 5.4: Atuacao dos operadores diferenciais.

Exercicios & Complementos.
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. Se ¢(x,y,2) = 2%yz® e F = xzi — y?j + 22%yk. Determine (a) Vf, (b) divF, (c) rotF, (d)

div(¢F), (e) rot(¢F) e (f) rot (V).

. Verifique se o campo F é conservativo. Nos casos afirmativos determine um potencial do qual

ele deriva.

(y2 — 333) i+ (2zy + cosy)j.
(1/2)i+ zexp(zy)j.

sen(xy)i + cos(zy)j.
xp(zy)i + exp(z + y)j.

asy1+a:y3

3
5xtyi + x cos(xy)j.
2x

xi+ 3yj + 4zk.
(y+2)i+ (z+2)j+ (z+yk

2ryzi+ x22j + 2?yk

T T T T T
[

ysen zi + x sen zj + xy cos zk.

. Sejam « e B constantes reais, u e v campos escalares e F e G campos vetoriais diferencidveis.

Usando regras de derivagao, deduza as seguintes relagoes do célculo diferencial:
(a) V (au + pv) = aVu + Vo (b) V (uwv) = vVu +uVu
(¢) V(u/v) = (1/v?) pVu —uVo] (d) div(rot(F)) =0
(e) div(vVu) = vAu+ Vu - Vu (f) div(F x G) = G - rot(F) — F - rot(G)

Se F = zi — zj + 2yk, mostre que néo existe um campo vetorial G tal que rot(G) = F.

Seja F um campo solenoidal, isto é, divF = 0, em um dominio simplesmente conexo  C R?
e seja Gg um campo potencial de F, isto é, rot(Gg) = F. Mostre que qualquer solugao G da
equagao rot(G) = F ¢é da forma G = Gg + grad ¢, sendo ¢ um campo escalar. Embora nao seja

6bvio, um tal campo G pode ser definido pela expressao

1
G(P) = /0 IF (2, 1y, 1) x OP] dt.

. Verifique que divF = 0 e determine todos os campos de vetores G, tais que rot G = F.
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)

)
(g) F =3y% — 322j — (% + 22)k.
M) F= 209 0y £ (0,0),

x2 92’

5.3 Caminhos Regulares

A cada t do intervalo I = [a,b] da reta R, associamos um vetor r(t) do R? e essa associacio define
uma funcao vetorial r, cujo dominio é o intervalo I. Escolhido um sistema de coordenadas no espaco,

a funcao vetorial r = r(t) é representada por suas coordenadas
r(t) = z(t)i+y(t)j+ z(t)k,

sendo z =z (t), y =y (t) e z = 2z (t) fungdes reais definidas no intervalo I, denominadas componentes
ou coordenadas da funcao vetorial r (¢). Reciprocamente, se x, y e z sao fun¢oes reais definidas no

intervalo I = [a, b], entao a expressao
r(t) =x(t)i+yt)j+ 20k, a<t<bd,

define uma fungao vetorial no intervalo I = [a, b] .
Quando tratamos do movimento de uma particula, o vetor r(t) = x(t)i+y(t)j+2(¢)k ¢ interpretado

como o vetor posigao da particula no instante ¢ e as equagoes escalares (ou paramétricas)

r=ua(t), y=y(t) e z=z(t)

representam uma curva -y, descrita por r quando o parametro t varia no intervalo I. Para facilitar a
linguagem, faremos referéncia a r(t) como a “curva - de equagao paramétrica r = r(¢)".

As nocoes de limite, continuidade, diferenciabilidade, etc. de uma func¢ao vetorial sdo introduzidas
por meio das fungdes componentes x (t), y (t) e z (t). Por exemplo, r serd uma funcao vetorial dife-
rencidvel, se as coordenadas x (t), y (t) e z (t) o forem. O grdfico ou o trago de v em R? é o conjunto
{7 (t) : t € [a,b]} das imagens v (¢) da fungao ~.

De modo similar ao conceito de funcdo vetorial r = r(¢) em R3, definine-se funcio vetorial r = r(t)
em R2, ou seja,

r(t) = x(t)i+y(1)j,
sendo z, y: I C R — R fungdes escalares.
Uma curva vy :r =r(t), t € I, denomina-se curva reqular ou suave ou lisa se as fungbes compo-

nentes z,y, 2z : I CR — R possuem derivadas continuas em I e o vetor velocidade
r'(t) =2/ (O)i+y' ()] + 2 (Hk

é nao nulo, em cada instante t. O vetor velocidade r’ (¢) estd localizado na origem e quando transladado
para o ponto r(t), ele torna-se tangente a curva 7. Se no instante g, o vetor tangente v = r’(¢y) é nao

nulo, a reta tangente a curva -y no ponto Py = r(tg) é descrita pela equagao vetorial

OP =r(tg) + sv, s R,
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sendo P (z,y,z) um ponto genérico da reta. Na forma paramétrica, a reta tangente ¢ descrita pelas
equagoes

x = x0 + sz’ (to)

Yy = yo + sy’ (to)

y=2z0+s2' (to), seR.

O plano normal a curva  no ponto P = r(tp) é governado pela equagao
(PQ) e r'(to) =0,
sendo @ um ponto genérico do plano. A equacgao cartesiana do plano normal é, portanto,
2 (to)(z — wo) + 9 (to)(y — yo) + 2’ (to) (2 — 20) = 0.
Exemplo 5.13 Seja v a curva descrita por:
r =cost, y=sent e z=1, t€R.

Encontrar as equagoes paramétricas da reta tangente a curva vy, no ponto correspondente a t = m.

Solugao Temos que r(t) = (cost)i—+ (sent)j+ tk e o ponto correspondente a t =7 & P(—1,0,1).

O vetor tangente no ponto P é
v=r/(r)=(—senm)i+ (cosm)j+k=—-j+k
e, consequentemente, a reta tangente é descrita pelas equagoes paramétricas

r=-—1

y=—s
z=1+s, seR.

O plano normal & curva -, no ponto P, é governado pela equacao
(PQ)ev =0, istoée, —y+z=1. [ |

Uma curva 7y (t), a < t < b, denomina-se reqular por partes ou parcialmente regular, se suas
componentes z,y, z : [a,b] — R sdo fungdes continuas e v é regular, exceto, possivelmente, em uma
quantidade finita de pontos t1,...,t, do intervalo [a, b]. Graficamente uma curva parcialmente regular

tem o aspecto ilustrado na Figura 5.5.

Vi Y2 Ys Ys

v

a b t

Figura 5.5: Curva parcialmente regular.
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Exemplo 5.14 A curva v descrita pelas equagoes paramétricas
z=t> ey=1t3, —1<t<2,

deiza de ser regular na origem (0,0), porque r'(0) = 0. Ela é parcialmente reqular. No ponto P (1,1),

que corresponde a t =1, o vetor tangente é
r(1)=2"1)i+y (1)j=2i+3j. N

Com o objetivo de tornar a leitura mais dinamica, entre as véarias referéncias citadas, usaremos a

terminologia arco, caminho, trajetdria ou contorno, com o mesmo significado de curva.

5.3.1 Curvas Orientadas

Uma parametrizagao de uma curva vy = r(t), a < t < b, ordena os pontos da curva -, de acordo com
os valores crescentes de t, do ponto inicial (origem) A = v (a) ao ponto final (extremidade) B = =y (b) .
Neste caso, a curva -y estd orientada de A para B. De forma precisa, orientar uma curva -y é fixar um
campos de vetores tangentes unitdrios u (t) a curva ~.

Consideremos duas curvas v, e 74, com representacoes paramétricas
ri(t) =z1()i+y1(0)j+ 21k, t € [a,b] e ra(s) = z2(s)i+ ya(s)j + 22(s)k, s € [c,d],

respectivamente. Diremos que v, é equivalente a v, (7, € 79 possuem o mesmo trago) quando existir
uma bije¢ao ¢ : [a,b] — [c,d], de classe C1, crescente (com derivada positiva) ou decrescente (com

derivada negativa) no intervalo [a, ] e tal que

71(t) - '72(90(15))7 te [a7 b]

Uma tal bijegao recebe o nome de mudan¢a de pardmetros e, se considerarmos s = ¢ (t), resulta da

Regra da Cadeia que
71 (8) =72 (5) & (0).

Portanto, 7, e 7, possuem as mesmas orientagoes se ¢'(t) > 0 (i for crescente) e, caso contrério, v, e
75 possuem orientagoes opostas. Quando invertemos a orientagao de uma curva vy (t) = r (¢) , obtemos

uma nova curva, representada por —v, para a qual serdo consideradas as seguintes parametrizagoes:
—y:ri(t)=r(a+b—1t), t€la,b], ou —~:ri(t) =r(-t), t€[-b,—a],

determinadas pelas mudancas de pardmetros ¢(t) = a+b—t e p(t) = —t, respectivamente. Em ambos
os casos, temos ¢'(t) = =1 < 0.

Exemplo 5.15 Verifiquemos que as curvas vy, e 7y, com representacoes paramétricas

. . 11—\, 2t .
vy :ri(t) = (cost)i+ (sent)j, t € (—m,m) e vy :ra(t) = <1+t2> i+ (1—I—tZ> J, teR,

sdo equivalentes e tém mesma orientagado.
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YA

(m)
m

-LO[B |A®
0

=V

Figura 5.6: Duas parametrizacoes da circunferéncia.

Solugao Elas sao equivalentes, porque representam a circunferéncia v de centro na origem e raio 1,
excluindo o ponto (—1,0). Para verificar que v, e 7, tém a mesma orientagao, consideremos a reta

que passa nos pontos distintos (—1,0) e (z1,y1) de v, cuja equagao cartesiana é
y=m(x+ 1),

sendo m = tan 3 (confira a Figura 5.6).
Para determinarmos o ponto (1, %) substituimos na equagao 22 +y? = 1 a varidvel y por m(z-+1)
€ encontramos
(m? + 1)a? + 2m?z + (m* — 1) = 0,

cujas raizes sao xg = —1l e x; = (1 — mz) (1 + mz)fl. Portanto,
2m 1-m? 2m
— _ = , , c R.
VL= e @ em) <1+m2 1+m2> i

Considerando que = 6/2 e usando identidades trigonométricas, obtemos

1—tan?(6/2) 1-—m?
~ 1+tan?(0/2) 1+ m?

2tan (6/2) 2m
e senf = = ,
1+tan?(0/2) 1+ m?

e, sendo assim, a mudanga de parametro ¢ : (—7,7) — R, definida por ¢(t) = tan (¢/2), tem derivada
¢'(t) = sec? (t/2) positiva e r1(t) = ra(p(t)), t € (—m, 7). Logo, as curvas v, e 75 possuem as mesmas
orientacoes. Finalmente, note que

lim ro(t) = (—1,0). [ |

t—+oo
Diremos que v (t), a <t < b, é uma curva fechada, quando y(a) = ~(b), isto é, o ponto inicial
e o ponto final coincidem; ela denomina-se curva simples se y(t) # v(s), sejam quais forem t e s do
intervalo (a,b), com s # t. Quando v nao for uma curva simples, existem s e ¢ no intervalo (a,b),
com s # t, e y(t) = v(s). Neste caso, a curva vy denomina-se lago e o ponto P = ~(t) = 7(s) é uma
autointersegao do lago v. Em alguns problemas praticos, consideramos curvas 7y (t) , com o parametro

t variando em intervalos do tipo:
(a,b), (a,b], (—o0,b], etc.

Neste caso, a curva deixa de ter origem ou extremidade ou ambos. Na Figura 5.7 ilustramos, de forma
b b
genérica, algumas curvas e suas orientagoes: em (a) temos um lago; em (b) temos uma curva simples

e parcialmente regular; em (c) a curva vy é simples, fechada e regular.
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Y(s) = v(1)

(@) = v(b)
v(b) L

(a) (b) (c)

Figura 5.7: Curvas orientadas.

Exemplo 5.16 Identificar a curva v dada pelas equagoes paramétricas

z=2 ey=t>—1, —1<t<2,

esbocando o grdfico e indicando sua orientacao.

Solucao Eliminando o parametro ¢ (nem sempre ¢é possivel este método), obtemos

Yy = ix2 -1
e vemos que a curva y é um arco de pardbola simétrica em relacao ao eixo y, com vértice no ponto
(0,—1). Quando t cresce de —1 até 2, os pontos P(z,y) de v estao ordenados da esquerda para a

direita, sendo A(—2,0) a origem e B(4,3) a extremidade de 7. Na Figura 5.8 ilustramos a curva v e
sua orientacao. |

-1

Figura 5.8: A parabola y = ixz -1
Exemplo 5.17 (parametrizando o circulo) Um ponto se move no plano zy, de tal forma que a
sua posi¢ao P(x,y) no instante t é dada por

x=rcost e y=rsent, t R,

sendo r > 0. Descrever o movimento do ponto.
Solugao Escrevendo as equacOes paramétricas sob a forma

T Y
— =cost e = =sent,
T T
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obtemos

2 2
(£> +(g> =cos’t+sen’t =1 22 +y? =1
r r

de onde deduzimos que o ponto P(x,y) move-se sobre uma circunferéncia 7, com centro na origem e
raio r. Quando o centro da circunferéncia v é o ponto C'(a,b), como ilustra a Figura 5.9, podemos

parametrizé-la pelas equacoes

'y A Y
P(x.y)

b C/\t

a T

Figura 5.9: Parametrizando o circulo.

) T =a-+rcost
7 y=>b+rsent, 0<t<2mn,

onde o parametro ¢ representa o dngulo orientado entre o eixo x e o raio CP. |

Exemplo 5.18 (parametrizando um segmento de reta) Sejay o segmento de reta orientado do
ponto A(xa,ya,z4) ao ponto B (xp,yp,z5). Dado um ponto P (x,y,z) em 7y, entao existe um escalar

t, no intervalo [0, 1], tal que P = A+t (B — A) e dai resulta a parametrizanao natural do segmento -y

x=xa+t(xp—14)
y=ya+t(ys—ya)
z=2za+t(zp —z4), 0<t<1.

Por exemplo, o segmento com origem no ponto A(1,1,0) e extremidade no ponto B (0,0,1) exibido

na Figura 5.10, é parametrizado pelas equacoes t =1—1, y=1—t e z =1, 0<t< 1. |

Z A
B(0,0,1)

L

................................... A( 1,1,0)

Figura 5.10: Parametrizando um segmento de reta.
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2 2

x
Exemplo 5.19 (parametrizando a elipse) Consideremos a elipse v : — + %
a
na Figura 5.11. Se P (x,y) é um ponto sobre a elipse v e o parametro t representa o dngulo orientado

= 1, representada

entre o eixo x e o raio OA, obtemos a sequinte parametrizacao para elipse:

xr=0C=uacost e y=DBD=bsent, 0<t<2r.

.y r
A
b
P> P
a .
D C T

Figura 5.11: Parametrizando a elipse.

Exemplo 5.20 (parametrizando a hipocicloide) A curva v do plano xy, descrita pela equagdo
cartesiana 23 + y2/3 = a2/3, ¢ conhecida pelo nome de hipocicloide. Seu grifico estd ilustrado na
Figura 5.12, onde vemos tratar-se de wuma curva simples, fechada e parcialmente regular. Uma parame-
trizacdo para v é motivada pela identidade trigonamétrica cos®t+sen®t = 1, que aparece naturalmente
ao considerarmos ¥ = acos>t e Yy = a sen’® t, 0<t<2m. [ |

Figura 5.12: Parametrizando a hipocicloide.

Exemplo 5.21 (parametrizando a hélice) A curva vy do R3 de equagdes paramétricas
r=acost, y=asent, z=>5bt, 0<t<2m,

é tal que x® + y? = a?, e isso nos diz que a curva v se enrosca no cilindro circular reto 22 4+ 9% = a?,

a medida que t varia de 0 até 2w. O formato de v é de uma hélice (mola), come¢ando na origem e

com extremidade no ponto A (a,0,2br). |
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Exemplo 5.22 (usando a varidvel z como parametro) Quando a curva vy é o grifico de uma
fungio continua y = f(z), a < x < b, a varidvel x pode ser usada como parametro e, neste caso,

teremos a sequinte parametrizacao para a curva vy :
r=z ey=f(x), a<xz<bh
Outra parametrizagao de v é dada pelas equagoes
z=n+mt ey=f(n+mt), (a—n)/m<t<(b—n)/m e mnecR, m#D0.
Neste caso, a mudanga de pardmetro é a fun¢ao p(t) = n + mt. |
Exemplo 5.23 (usando o angulo polar como parametro) Consideremos a circunferéncia
vzt 4yt —22 =0,

com centro em C (1,0) e raio R = 1. As coordenadas polares do ponto P (z,y) de vy sGo x = rcosf e
y = rsenf, onde ressaltamos que a quantidade r varia com 0, de acordo com a equagdo r = 2cos,

que descreve 7. Por substituicdo do r, obtemos a seguinte parametriza¢ao de 7 :

x = 2cos? 0
y=2senfcosf, 0<60<2rm. |

Finalizaremos esta secao apresentando uma maneira pratica para ilustrar graficamente um campo
vetorial, a partir dos vetores tangentes de suas curvas integrais. Consideremos um campo vetorial
F = Li+ Mj+ Nk, de classe C', em uma regido 2 do R3. Por curva integral do campo F entendemos
uma curva -, contida em €2, cujo vetor tangente em cada ponto P coincide com F(P). Se

r(t) =z(t)i+y(t)j+ z()k, tel,
¢ uma representacao paramétrica para vy, a cada ponto P corresponde um escalar A, tal que

dr = (dz)i+ (dy)j+ (dz) k = AF (P),

de onde resulta o sistema de equacoes diferenciais

de dy dz
Al A1
Y L (5.11)
que define as curvas integrais. O sistema (5.11) é equivalente a
dx dy dy
o M —~< =N 12
at ~ 7 dt © (5.12)

e, ao resolver o sistema (5.11) ou (5.12), encontramos as curvas integrais do campo F.
Exemplo 5.24 Determinar as curvas integrais do campo F do Exemplo 5.2.

Solucao O campo F ¢ definido em R? — {(0,0)} por

—yi+xj

F(l‘,y) =
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e as curvas integrais sao as solugoes do sistema

dx Y dy T
=\ —=— e z

at 22 At 2ty

De (5.13), resulta que xdz + ydy = 0 e por integracao, encontramos

I
e

(5.13)

$2_’_y2:>\7

sendo A > 0 uma constante real. Portanto, as curvas integrais de F sao circunferéncias no plano xy

de centro na origem e raio v/\. |

Exemplo 5.25 Determinar a curva integral do campo vetorial ¥ = —yi+ xj + Ak, A constante, que

passa no ponto P(1,0,0).

Solucao O sistema (5.11) é, neste caso,

dz dy dz

—y oz A7
de onde resulta que z2 + % = 12, ou, na forma parameétrica,
T =pcost e y=pusent, teR.

Logo,

dy _de peostdt 5 g, vt
x A Jcost A

Assim, z = At + K, k constante real e, portanto, as curvas integrais de F sao descritas por
r(t) = (ucost)i+ (usent)j+ (M + r)k, t€R. (5.14)

Se considerarmos em (??) ¢t = 0, observando que r (0) = (1,0,0), obteremos p = 1 e k = 0 e, portanto,
a curva integral é
r(t) = (cost)i+ (sent)j+ (M)k, te€R,

que representa uma hélice circular. |

Exercicios & Complementos

1. Esboce o grafico de cada curva dada abaixo, indicando a orientacao positiva.
(a) r(t)=ti+(1—-t)j, 0<t<1 (d) r(t)=ti+v1—-1t3j, 0<t<1
(b) r(t)=2i+t%, -1<t<0 (e) r(t)=ti+(logt)j, 1<t<e
(c) r(t)=(1/t)i+1tj, 1<t<oo (f) r(t)=costi+sentj+tk, 0<t<2nm.
2. Mostre que a curva v definida por r (t) = ti+t?sen (1/t)j,se 0 <t < 1, e r (t) = 0 ndo é regular.

3. Considere a curva 7y, definida por ry (t) = ti +2j, 1 < t < 2, e seja 7, a curva definida por
ro(t) =r1(3—1t), 1 <t < 2. Esboce os grificos de ; e 7, e determine a relacao entre essas

duas curvas.

4. Determine a reta tangente e o plano normal a cada curva no ponto indicado.
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r(t

(a) r(
(b) r(
(c) r(
) r(
) x(

ti + 2tj + t?k, no ponto P(1,2,1).

r(t

os(4t)i + sen(4t)j + tk, no ponto em que t = 7/8.

t xp(3t)i+ exp(—3t)j + v/18tk, no ponto em que ¢t = 1.

r(t

(d
(e

)
)
)
) = ti + t3j + t*k, no ponto P(1,1,1).
t)

r (t —cost)i+ (3+2sent)j+ (1 + 3cost)k, no ponto em que t = 7/2.

5. Considere a curva - definida por

2t 1—1¢2
I'(t): <1—}—t2’1—|—t2’1>7 tER

Mostre que o angulo entre os vetores r (t) e ' (¢) é constante.
6. Em cada caso, determine as curvas integrais do campo F.

= zi+ yj.
=zi+yj+ zk.

) F
) F
c¢) F =ai+ bj+ ck, com a, b e c constantes reais.
) F = 2% — y%j + 2%k, que passa no ponto P (1/2,—-1/2,1).
) F

=(z—yi+(z—2)j+ (y — o)k

5.4 Calculando Integral de Linha

5.4.1 Integrando um Campo Vetorial

O conceito de integral de linha, como limite de somas, segue o mesmo roteiro da integral dupla
e serd apresentado por etapas. Seja L : Q C R? — R um campo escalar continuo em uma regiio €2,

contendo uma curva orientada ~y, simples e regular, de equacgoes paramétricas
r=ux(t), y=y(t) e z=2(t), a<t<h.

Inicialmente vamos definir a integral de linha do campo L ao longo da curva «, na direcao x.

B Etapa 1: Particionando o intervalo [a, b]

Particionamos o intervalo [a, b], escolhendo n segmentos de comprimentos iguais a At

b—a
a=ty <ty < - <tp_1<t,=>b, sendo At = .
n

Temos que t; = t;—1 + At, i =1,...,n, e quando n torna-se arbitrariamente grande (n — c0), entao

At — 0. Esta partigao do intervalo [a, b] determina, na curva -y, os pontos

PZ-:’y(ti):(m(ti),y(ti),z(ti)), i:1,2,3,...,n
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v

a=1t, I, L &4 sese Ly bzf” t
Figura 5.13: Particao da curva ~.

e a curva vy é aproximada pela poligonal constituida pelos n segmentos retilineos Py P, P Ps, ..., Ph—1 Py,
como sugere a Figura 5.13.

B Etapa 2: Construindo as Somas de Riemann

Em cada segmento P;_1P; da poligonal que aproxima <, escolhemos um ponto @Q; = () e

formamos a soma de Riemann de L .
Sp =Y L(Qi)Ax,
i=1

sendo Az =x; —x;—1,1=1,...,n.
B Etapa 3: Definindo a Integral de Linha
A integral de linha de L sobre ~, na direcao x, é definida por

n
/L(:B,y, z)dr = lim ZL (Qi) Ax. (5.15)
v S
Como consequéncia do Teorema do Valor Médio, para cada ¢ = 1,...,n, existe #; entre t;_1 e t;,

tal que
Ar =z (t;) —x(tio1) = 2'(0;) At

e de (5.15) resulta que

n b
[ D apds = lim S LG )0 (6) 2 (1) £ 00 = [ Liale), (o) ()20
v i=1 a

De modo similar, encontramos as seguintes regras para o cdlculo das integrais de linha sobre =,

nas diregoes y e z:

b
/Mm%@@z/Mm@ywwwmmw (diregio 1)
¥ a

b
/N(m, y,2z)dz = / N(z(t),y(t), z(t))2'(t)dtz (diregao z)
vy a

No caso em que v é uma curva simples e regular do plano zy, parametrizada pelas equagoes
r=x(t), y=y(t), a<t<b, temos

b b
L(x,y)dx = L(x(t), 2 (t)dt e M(x,y)dy = M(x(t), "(t)dt.
A( 9) A ((t), y(t))2 (1)t A (2, )dy l ((t), y(t)y/ (D)t

Exemplo 5.26 Calcular as integrais de linha

/azde:L‘ e /mdey,
¥ v

sendo o arco da pardbola y = x2, da origem ao ponto A(2,4).
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Solucao Inicialmente, vamos parametrizar a curva « pelas equagoes
r=tey=t> 0<t<2,

e ressaltar que a varidvel  poderia ter sido usada como parametro, no lugar do ¢. Com as substitui¢oes
x=t, y=t% der =dt e dy = 2tdt, obtemos

/fb‘yzdfﬂ' = / todt = 32 e /:cdey = / 28dt = E [ |
v 0 3 vy 0 7

Em uma situacao mais geral, as integrais de linha aparecem sob as formas equivalentes
/Ld:L‘+Mdy+Ndz ou /FOdr,
v gl

sendo a forma diferencial Ldx + Mdy + Ndz continua em uma regidao compacta  do R3, contendo a

curva 7 no seu interior. Neste caso, a integral de linha é a soma

/Ldm—l—/Mdy—i—/Ndz,
gl v ¥

e o calculo se reduz a
b
/ Ldx + Mdy + Ndz = / [L(r(t)2'(t) + M (r (¢)y'(t) + N (r () 2'(t)] dt,

onde r (t) = (z(t),y(t), 2(t)) representa uma parametrizagao da curva . Quando desejamos enfatizar

as extremidades A =r (a) e B =r (b) da curva -, escrevemos

B
/ Ldx + Mdy + Ndz.
A

Proposicao 5.27 Seja F : Q C R3 — R3? um campo vetorial continuo em uma regiGo compacta

Q C R3, e seja v uma curva orientada e parcialmente regular, contida no interior de €.

1. Se ~* é wma reparametrizacao de vy, mantendo a orientacdo, entdo

/ Fodr—/Fodr.
v 0l

2. Se —v representa a curva vy, com a orienta¢do invertida, entao

/ Fodr——/Fodr.
-y v

Demonstragao Ser (t) e ry (7) s@o representagoes paramétricas de v e v*, respectivamente, existe
uma mudanga de parametro g : [c, d] [a,b], com derivada ¢’ (7) positiva, tal que ry (1) =1 (g (7)) .
Temos que g (7) é crescente, g (¢) = a, g(d) =b e, efetuando a substituigao ¢t = g (), encontramos

b d
Fedr = F(r v (t)dt = [ F(r(g(7))) er'(g(7))d (7)dr
/ [ Re@)er @ai= ["Putgr)eramg o)

:/dF orl()dT:L*Fodr. 0
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Isso prova (1). Para demonstrar (2), consideramos a mudanga de parametros t = a+b— 7, que inverte

a orientagao, e obtemos:
b b
/ Fedr = / F(ri (7)) er)] (T)dT:/ F(r(a+b—7)) e [-r'(a+b—7)]dr
—y a . a
=~ [ Few) o' () (~du) = - [Fedn
b 2l
onderi(7)=r(a+b—7), a<7<h. [ |
Exemplo 5.28 Calcular a integral de linha
/(fﬁ +y)dz + (y — x)dy,
v
sendo vy o segmento de reta de origem A(1,1) e extremidade B(4,2).
Solucao No Exemplo 5.18, aprendemos como parametrizar um segmento de reta e, neste caso, temos

r=14+3tey=1+t 0<t<1,

e com as substitui¢oes x =1+ 3t, y = 1 + ¢, de = 3dt e dy = dt, obtemos
1 1
/(w +y)da + (y — )dy = / (2 + 48)3 + (—20)]dt — / 6+100dt=11. m
vy 0 0

Exemplo 5.29 Calcular a integral de linha da forma diferencial x?ydx + zdy + xydz, ao longo do
arco da pardbola y = x?, z =1, do ponto A(—1,1,1) ao ponto B (1,1,1).

Solucao Usando a varidvel x como pardmetro e observando que dz = 0, jd que z = 1 ao longo de =,

encontramos B 1
/ 22ydx + zdy + zydz = / (3:4—1—21:) dx =2/5. [ |
A -1
Exemplo 5.30 Calcular a integral do campo F = zyi — x2y%j, ao longo do tridngulo de vértices

0(0,0), A(1,0) e B(1,1).

Solucao Adotando a orientagado positiva (anti-hordria), vemos que o caminho = de integragao é

parcialmente regular e composto dos segmentos v, v € 73, como na Figura 5.14.

H“

Figura 5.14: Curva v do Exemplo 5.30

Decorre da propriedade aditiva da integral da linha que

/Fodr:/ Fodr—i—/ Fodr+/ Fedr (5.16)
v 71 Y2 73
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e cada segmento, que figura nas integrais do lado direito de (5.16), é parametrizado imitando o que

foi feito no Exemplo 5.18. Temos:

segmento y; : x=t, y=0, 0<

segmento y5: =1, y=1t, 0<

segmento y3: xz=t, y=t, 0

e observando as orientagoes, encontramos:

1
/Fodr:/ xydx—xy2dy:/0dt:0.
71 71 0

1
/ Fodr:/ xydx—xyzdy:—/ (—tz)dt:%.
Y2 V2 0

1
/Fodr:/ xydx—a:y2dy:—/ (tz—t3)dt:_%+i,
73 73 0

Logo,
/F.dr:o+;_;+;:;.
.

5.4.2 Integrando um Campo Escalar

(r=y=t, de =dy = dt)

Se representarmos por ds o comprimento do arco Jf_l\PZ da curva ~, a integral de linha de f sobre

v, em relagao ao comprimento de arco s, é definida por

/f(a:,y,z)ds = lim Zf (Qi) ds.
Como
ds = \/dx? 4+ dy? + dz2 = /2 ()2 + o/ (£)2 + 2/ (t)2dt = x'(t)| dt,
temos que

A Fa,y, 2)ds = / NCONZ,

)| dt

e se f(x,y,z) = 1, a integral de linha de f sobre v coincide com o comprimento da curva -, isto é,

b b
L(v):/ |r’(t)}dt:/ V! ()2 + o' ()2 + 2/(t)2dt.

A funcdo comprimento de arco s (t) sobre v é dada por

s(t) = /: /()| du

e mede o comprimento do arco v, de A =r (a) até P =r(t). Assim, s(a) =0 e s(b) = L (7).

Quando ~ for uma curva fechada, a integral de linha sobre + serd indicada por

ﬁf(x,y,z)ds.
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Uma curva -y, orientada e regular, descrita pelas equacoes paramétricas
r=ux(t), y=yt) e z=z(t), a <t <b,

pode ser pararametrizada usando como pardmentro o comprimento de arco s. Para isso, consideramos

t=g(s), 0 <s <L, ainversa da fungdo comprimento de arco s(t), a <t < b, e obtemos

z=1x(9(s)), y=y(g(s)) e 2=2(g(s)), 0<s<1L,

que é a parametriza¢ao de v com respeito ao comprimento de arco s. Como |r/(t)| > 0, decorre do

Teorema da Funcao Inversa que

e se fizermos q(s) = r(g(s)), teremos

[d'(s)] = |g'(s)] [ ()] = 1,

isto é, ¢'(s) ¢ um vetor unitdrio colinear com o vetor velocidade r'(t). Diremos que a curva 7 estd
parametrizada pelo comprimento de arco s, quando |q'(s)|] = 1, para todo s € [0,L]. Finalmente,

observamos que
b L
[ #vas= [ seenlrola= [ s

Exemplo 5.31 Seja v a semicircunferéncia x> +y*> = 9, y > 0. Parametrizar v pelo comprimento

do arco e calcular a integral de linha

/v(x + 2y)ds.

Solugao A parametrizacao natural para v é
x=3cost e y=3sent, 0 <t <,

e o comprimento do arco é
t
s (1) _/ (7)) dr = 3¢,
0

Invertendo a funcdo s = ¢, encontramos t = g(s) = s/3, s € [0,37] e a parametrizacao de vy pelo

comprimento do arco é
x=ux(s) =3cos(s/3) e y=y(s) =3sen(s/3), 0<s<3m.
Com as substituigoes © = x(s) e y = y(s), obtemos

3
/(33 +2y)ds = / [3cos (s/3) + 6sen (s/3)]ds
vy 0

= [9sen(s/3) — 18cos(s/3)] gw = 36. [

Exemplo 5.32 Calcular / (x2 + 12+ z) ds, sendo v a hélice do Fxemplo 5.21.
¥
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Solugao O calculo da integral de linha pode ser feito diretamente, nao sendo necessédrio reparame-

trizar a curva pelo comprimento do arco. De fato, para a hélice do Exemplo 5.21, temos

ds = \/2'(t)2 + y/(t)% + 2/ (t)%dt = \/(— sent)? + (cost)? 4 12dt = v/2dt

e, portanto,
2 2m
/ (22 +y* +2)ds = \/5/0 [(COS )2+ (sent)? + t2] dt = \/5/0 (L+¢%) dt = V2 (2r + §7°) . [ |
o

Proposicao 5.33 Sejam f,g : Q@ C R® — R campos escalares continuos em uma regiio ! C R3,

contendo uma curva orientada, parcialmente reqular v no seu interior, e seja k uma constante real.
1 [ @) + g o, 2lds = [ g 2)ds + [ oy, 2)ds.
gl gl gl
2. Sey=~,U---U~,, entdo /f(:t,y, z)ds = / f(z,y,z)ds + - —I—/ flx,y, z)ds.
Y 71

Tn
/f(w,y,z)ds
.,

Observacgao 5.34 O wvalor da integral de linha /f (z,y,2)ds nao é alterado quando a curva ~y tiver
gl

3. Se k>0 étal que |f(x,y,z)| <k sobre v, entdo < kL (7). [ |

sua orientagao invertida, isto é,
/ f(.’E,y,Z)dS:/f({L‘,y,Z)dS.
- ¥

De fato, considerando a mudanca de pardmetros t = a + b — 7, obtemos
b a
/f(a:,y,z)ds = / f(r(t) ‘r'(t)}dt = —/ fr(a+b—1)) ‘r'(a+b—r)|dr
¥ a b

b
- / £ (1 () ¥} ()] dr = / f (2, 2) ds,

ondery (1) =r(a+b—7), a <7 <b, éuma paramentrizagio de —vy. Recordemos que tal procedi-

mento faz com que a integral f7 F e dr mude de sinal, conforme vimos na Proposi¢ao 5.27.

Exemplo 5.35 Integrar a fungio f (x,y,2) =z + \/y — 22, sobre o caminho v = 1 + v, sendo
yir(t)=ti+t%j, 0<t<1l e  yyir(t)=i+j+tk, 0<t<1.

2 2 =0, da origem ao ponto A (1,1,0), enquanto

Solucao A curva 7, é a porgao da pardbola y =z
79 € 0 segmento de reta paralelo ao eixo z, do ponto A (1,1,0) até o ponto B (1,1,1), como ilustrado

na Figura 5.15. Sobre o caminho ~; temos ds = /1 + 4t2dt e, portanto,

1 1
flz,y,2)ds = /(t—i—t)\/1—|—4t2dt:i/ 8t/ 1 + 4t2dt

Y1 0 0

_ i/()S\/ﬂdu: 12 [we)’ = 4 (542 -1).
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r

Figura 5.15: Curva v do Exemplo 5.35

Sobre o caminho 7, temos ds = dt e, portanto,

1
f(x,y,z)ds:/ (2—t2)dt: [2t—%t3]é:5/3.
Y2 0

Logo,
[/f(x,y,z)ds = Alf(x,y, z)ds —1—/ f(z,y,2)ds = % (53/2 4 9> ‘ -

72

5.4.3 Consideracoes Fisicas

Além da massa de um arame (fio fisico delgado), a integral de linha, com respeito ao comprimento
de arco, pode ser usada no cdlculo de outros entes fisicos como momento de inércia, coordenadas
do centro de massa, intensidade do campo elétrico, etc. Por exemplo, se m representa a massa de
um arame 7 de densidade linear o(z,y, z), entdo dm = o(x,y, z)ds representa a massa elementar da

porcao ds do arame, de modo que a massa total do arame é

m—/dm—/a(x,y,z)ds.
v v

As coordenadas T, i e Z do centro de massa do arame sao calculadas pelas férmulas

1 1 1
x:/acdm, y:/ydmez:/zdm,
m J, m J, m J,

onde os integrandos xdm, ydm e zdm sao interpretados como momento da massa dm em relacao aos

planos yz, xz e xy, respectivamente. O momento de inércia em relagao a um eixo L é dado por

17 :/52dm7
gl

onde § = 0 (z,y, z) representa a distancia de um ponto P (z,y, z) do arame ao eixo de rotacdo L. Em
relacao aos eixos coordenados, temos os momentos de inércia:
I, = /(y2 +2%dm, I, = /(m2 +2dm e I, = /(:L“2 + 3?)dm.
2l ¥ ¥
Exemplo 5.36 Determinar a massa de um fio de densidade o(z,y,z) = kz, com formato da hélice

v dada pelas equacoes paramétricas

v:x =3cost, y=3sent e z=4t, 0 <t <.
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Solucao Temos

ds = /2 ()2 + ¢/ (t)2 + 2/ (t)2dt = 5dt

e, portanto, dm = o(x,y, z)ds = 20ktdt. Logo,
s
m = / dm = / 20ktdt = 10k7>. W
Seja v uma curva regular e orientada, com representacao paramétrica
r(t) =xz(t)i+yt)j+ 2(t)k, a<t<b,

e consideremos um campo vetorial F =Li+ Mj+ Nk, continuo em uma regiao compacta €2, contendo

a curva 7 no seu interior. O vetor tangente unitdrio a curva - no ponto P = r(t) é

vt _dr

e a componente tangencial de F em P, ou seja, a componente de F na diregao do vetor unitdrio u(t),

na direcao crescente de t, é dada por
FeT = |F(r(t))| cosd = F(r(t)) eu(t),

sendo 6 o angulo entre os vetores u(t) e F. Logo,
b b
FeT)ds = F(r(t)) eu(t)] |r'(t)|dt = F(r(t)) e r'(t)|d
ey = [ o) o] o] = [ ) ] o]

b
= /aF(r(t))or’(t)dt:[yFodr

e daf resultam as representacoes equivalentes para a integral de linha:

/de—i—Mdy—l—Ndz:/
.

Fodr:/(FoT)ds.
g g

Exercicios & Complementos.

1. Calcule o comprimento da hélice x = cost, y =sent, z=1t, 0<t<27.
2. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:
(a) f 2ydx—3xdy, sendo v a curva definidaporz=1—tey=5—-¢t 0<t < 1.
(b) f xyd:z: — y2dy, ao longo da parabola y = z2
(c) f 4, 2) id — —dy, ao longo da reta y = 2 — x.
(d) f ydx + dey, com 7 a fronteira da regido

D={(z,y) eR*:2°+9°<1le —y<z<y, com y >0}

(e) fwxyds, vyéacurvar=tey=1t,0<t<1.

(f) fvads, véacurvax =cos2tey=sen2t, 0 <t <27
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(&) §, yda +2zdy, ~ o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).
(h) f,y (332 - y2) ds, v € o circulo 22+ % =4,
(1) f( 1) y?dx + 2%dy, v é o semicirculo z = /1 — y2.

(0,1) ydr — xdy
J f( 22 _|_y
(k f (ax + by) dx + (ax + By) dy, ~ & o circulo 22 4 3% = 4.

, ’yéacurvaxzcos3tey:sen3t,Ogtg%.

j)

)
(1) f zy (3ydx + Tzdy), v & a elipse 922 + 4y% = 36.
(m) f zydr + (y - )dy, 7 ¢ definida pelos arcos y =22 e y = /7, 0 < x < 1.
)

(n f (x4+y+z2)de+ (x—2y+32)dy + 2z +y—2z)dz, ~ é a curva que liga a origem ao
ponto A = (2,3,4), através de trés segmentos retilineos: o primeiro uma porgao do eixo x,

o segundo paralelo ao eixo y e o terceiro paralelo ao eixo z.

3. Nos seguintes casos, calcule f7 Fedr.

(a) F = (:U2 + y2) i+32y%j, v ¢éocirculo 2% + 1% =09.
(b) F = (3332 — 8y2) i+ (4y —6xy)j, ~ € a fronteira da regiao

D={(z,y) eR*:2>0, y>0e z+y <2}

(¢) F=ayi—yj+k, ~ &osegmento de reta ligando a origem ao ponto A = (1,1,1).

(d) F=9%+22%, ~éoarcodapardbolasz=t y=t>ec 2=01<t<2,

(e) F = 2%i + 2%k, 7 é o segmento de (1,0,1) a (2,0,1), seguido do segmento de (2,0,1) a
(2,0,4).

4. Calcule
xdx + ydy
ao londo da curva v consistindo do arco da pardbola y = 2?2 — 1, —1 < z < 2, seguido do
segmento de reta que une os pontos (2,3) e (—1,0).

5. Calcular a integral da forma xzdzr + xdy — yzdz, ao logo do caminho ~ descrito na Figura 5.16,

consistindo de um quarto de circunferéncia e de dois segmentos retilineos.

Z A

1

r

Figura 5.16: Caminho para o exercicio 5
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6. Seja v a porcao da curva do primeiro octante, que corresponde & interse¢ao do plano z = y com
o cilindro 2y? + 22 = 1, percorrida do ponto A (0,0, 1) ao ponto B (\/5/2, V2/2, 0) . Calcule

1— 2\ 1/2
v \YTHZ

7. Sejam F = Li+ Mj+ Nk e 6 é o angulo entre o campo F e dr. Mostre que

/F(r)odr:/\/L2+M2+N2cos0ds.
g g

8. Se v, e 74 sdo duas curvas equivalentes e F : Q C R® — R3 é um campo vetorial continuo em

uma regiao 2 contendo as curvas 7y, e 75, mostre que

/ Fodr:i/ F edr.
71 Y2

5.5 Independéncia do Caminho

Iniciaremos esta secdo mostrando, através de um exemplo simples, que o valor da intgeral de linha
pode mudar, ao longo de caminhos distintos ligando dois pontos. Sejam 7, 79 € 7 0s seguintes

caminhos ligando os pontos A (1,1) e B(2,4)

virx=1+t y=1+3t 0<t<1 (segmento de reta)
Yoz =1t y=t>, 1<t<2 (parabola)

e 7 consiste do segmento horizontal, do ponto A (1,1) ao ponto C (2, 1), seguido do segmento vertical
do ponto C'(2,1) ao ponto B (2,4), como mostra a Figura 5.17.

‘yll
4

I "

Figura 5.17: Caminhos ligando os pontos A e B.

1. Ao longo de 7, temos

! ! 23
/ydx+2xdy:/ [(1+3t)+2(1—|—t)3]dt:/ (7+ 90)dt = 2.
Y1 0 0
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2. Sobre 75, fazemos as substituicoes = = t, y = t2, dx = dt e dy = 2tdt e obtemos

2 2 35
/ ydx + 2xdy = / [t% 4 (2t)2t]dt = / 5t2dt = 3
V2 1 1

3. A poligonal v é composta dos segmentos 3 e v, e observando que y = 1, sobre 73, e x = 2,

sobre 7,4, obtemos

2 4
/yda: + 2zdy = / ydx + 2zdy + / ydx + 2zxdy = / dr + / 4dy = 13.
vy Y3 V4 1 1

Nesta secao estabeleceremos condigoes necessdrias e suficientes para que a integral de linha ff Fedr
nao dependa do caminho 7 que liga os pontos A e B. Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial
continuo em uma regido 2 C R3, diremos que a integral de linha f,y Fedr (ou fv Ldx+ Mdy+ Ndz) é
independente do caminho em §2 se, para quaisquer dois pontos A e B em (2, o valor da integral linha

ff F e dr ¢ o mesmo, seja qual for o caminho parcialmente regular +, contido em 2, ligando os pontos
Ae B.

Teorema 5.37 (1° Teorema Fundamental) Se ¢ : Q C R3 — R tem derivadas parcias de primeira

ordem continuas no dominio (aberto e conexo) 2 do R3, entdo

B
/A Ve edr =p(B)—¢(A),
sejam quais forem os pontos A e B em ).

Demonstragao Sejay:r=r(t), a <t <b, um caminho regular em € ligando os pontos A e B.

Da Regra da Cadeia, veja (2.22) no Capitulo 2, sabemos que

o ()] = Vo (r (1) o (),

de onde resulta

Vpedr= e )],

e do Teorema Fundamental do Célculo para funcao de uma varidvel, obtemos:

BV d—bd t)| = b =¢ (B A |
[ Vesdr= [ LG O] = o ®) o @) =03 - o).

Corolario 5.38 Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial continuo e conservativo, em um dominio

(aberto e conexo) Q2 do R3, entio a integral de linha

/Fodr
v

Demonstragao Sendo F continuo e conservativo, existe um campo escalar ¢, o potencial de F',

é independente do caminho.

de classe C', tal que F = V¢ e, portanto,
B B
/ Fodr:/ Vo edr =¢(B)— p(A).
A A

Isso mostra que a integral de linha do campo F s6 depende dos pontos A e B, e ndo do caminho ~

ligando esses pontos. |
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Teorema 5.39 (2° Teorema Fundamental) Se F = Li+ Mj+ Nk é um campo vetorial continuo

no dominio (aberto e conewo) 2 C R3, e a integral de linha

/Fodr
.

é independente do caminho, entdo o campo F é conservativo.

Demonstracao A partir de um ponto A fixado no dominio €, definimos ¢ : 2 C R? — R por

X X
cp(X):/ Fodr:/ Ldx + Mdy + Ndz,
A A

onde a integral de linha é calculada ao longo de uma poligonal ligando o ponto A ao ponto X (z,y, 2).
A escolha do caminho ¢é arbitraria, tendo em vista que a integral de linha ndo depende do caminho.
Consideremos h suficientemente pequeno, de modo que X + H = (x + h,y, z) esteja em €2, e seja 7y o
segmento de reta r (t) = (x +t)i+yj+ zk, 0 <t < h, que liga o ponto X ao ponto X + H. Temos

que 1’ (t) =1 e, usando a propriedade aditiva da integral de linha, obtemos

p(X+H)—p(X) 1/X+H

1 h 1 h
F = F ¢ = — .
N N o dr h/o (r(t))er' (t)dt h/o L(z+ty,z)dt

X

Como a funcao t +— L (x +t,y,2) é continua em alguma vizinhanca de ¢t = 0, a fungao

gﬁ%—ATL@+¢yﬂﬂﬁ

¢ diferencidavel em uma vizinhanca de 7 = 0, g(0) = 0 e ¢’ (0) = L(z,vy,z), como consequéncia do
Teorema Fundamental do Célculo de uma varidvel. Logo,
g9(0+h)—g(0)

o P X+ H)—p(X) ) —

De modo similar, obtém-se que ¢, (z,y,2) = M (z,y,2) e ¢, (z,y,2) = N (z,y,2). Assim, F =Vpe

com isso mostramos que F é conservativo. |

Observagao 5.40 Combinando os dois Teoremas Fundamentais para a integral de linha, vemos que
um campo vetorial F = Li + Mj + Nk, continuo em um dominio (aberto e conexo) € do R3, ¢é

conservativo se, e somente se, a integral de linha

/Fodr
.

¢é independente do caminho. Neste caso, se @ é um potencial do campo F, isto é, F =V, entao

ABF.dr:ABv¢.dr:¢(B)—<p(A),

para quaisquer dois pontos A e B em §). Em particular, sey é uma curva fechada, parcialmente reqular

e F ¢é continuo e conservativo, entao

fFodr:Q [ |
v
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Exemplo 5.41 Mostrar que o campo bidimensional F (x,y) = nao é conservativo no dominio

Q:0<2?+9y? <1 doR2%

Solugao Consideremos em Q a circunferéncia v : 2 + 4> = ¢, 0 < € < 1, parametrizada por

x=ccost, y=csent, 0 <t < 27w Entao

o 1 2
j{F odr = %yd:c—l—xdy =3 [(—esent) (—esent) + (ecost) (ecost)| dt
v 2 0

332 + yQ
L (27, 2, 2 2 Lo,
= = [5 (sent)” 4 e* (cost) ] dt = — e“dt = 2.
IS 0 € 0
Se fosse F um campo conservativo, a integral de linha de F sobre a curva fechada ~ seria 0. |

Exemplo 5.42 Seja v a curva descrita por
r(t) =exp(—t)i+ (14 2sent)j+ (t —cost)k, t €R.

Determinar a derivada direcional de ¢(z,y,2) = x%yz3, na dire¢do da curva ~, no ponto P corespon-
dente at = 0.

Solucao A derivada direcional de ¢ no ponto P = r(t), na diregdo da curva =, é, por defini¢ao, a

derivada direcional de ¢ no ponto P = r(t), na diregao do vetor unitério

w0 = 1

~—

‘ )
tangente a curva v em P. O ponto P correspondente a t = 0 é r(0) = (1,1, —1) e o vetor tangente

unitdrio & curva v no ponto P é

KO,
u_]r’O)]_\/é( +2j+k).
)

Como Vi = (2zyz3)i + (2223)j + (32%y2?)k, obtemos Vo (r (0)) = —2i — j + 3k e, portanto,

99

2(P) = Vi(P) eu =

|G

kr

Exemplo 5.43 Seja k uma constante real e consideremos o campo vetorial F = W, sendo r = OP
r

o vetor posicao do ponto P. Calcular a integral de linha

/Fodr,
¥

ao longo do segmento vy, que vai do ponto A(1,1,1) ao ponto B(1,2,—1).

Solugao Vimos, no Exemplo ??, que F = Vi, onde a fun¢io ¢ : R? — {(0,0,0} — R ¢ definida por
o(xz,y,2) = —k/ |r| Portanto, pela Observagao 5.40,

/WFodr:gp(B)—go(A):—k:<01B|—|01A|> :—k(\}é—\}g).

Observamos que se os pontos A e B estdo sobre uma circunferéncia de centro na origem e raio R,
entdo |OA| = |OB| = R e, sendo assim,

/Fodrz—kz(l/R—l/R)zO. |
.
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Teorema 5.44 Para que um campo vetorial continuo F = Li+ Mj + Nk seja conservativo em um

dominio Q2 C R3, é necessdrio e suficiente que

7{Fodr:0,
.

ao longo de qualquer curva simples, fechada e parcialmente reqular vy, contida em §2.

Demonstracao Suponhamos que F seja conservativo e seja v uma curva fechada, simples e par-
cialmente regular contida em ). Fixemos dois pontos A e B sobre v, de modo que + fica particionada

em 7, e 7y, como sugere a Figura 5.18. Como F é conservativo, a integral de linha

/Fodr
.

¢é independente do caminho e, consequentemente,

fFodr:/ Fodr+/ Fodr:/ Fodr—/ Fedr=0.
vy 71 V2 Y1 Y2

B

Y.
o

A

Figura 5.18: Particao do caminho 7.

Reciprocamente, suponhamos que

%Fodr:(),
g

ao longo de qualquer curva fechada, simples e parcialmente regular v em 2. Dados dois pontos A e B
em (2, sejam 7, e 7o duas curvas simples, parcialmente regulares e sem ponto em comum, ligando A

e B. Entao v = v; — v, ¢ uma curva simples, fechada e parcialmente regular e, portanto,

Oszodr:/Fodr—k/ Fodr:/Fodr—/Fodr,
Y Y1 —72 Y1 V2
/Fodr:/ F e dr.
71 V2

Se as curvas v, e v, se interceptam em um ponto E, entao F divide cada uma delas em duas novas

de onde resulta

curvas e aplicamos o raciocicio precedente. |

Coroldrio 5.45 Seja F = Li+Mj+ Nk um campo vetorial de classe C* no dominio (aberto e conexo)

Q, isto é, as componentes L, M, N : Q@ C R3 — R tém derivadas parciais de 1* ordem continuas em €.
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1. Se a integral de linha
/Fodr ou /Ldm—f—Mdy—i—Ndz
v ¥

é independente do caminho, entao ¥ é um campo irrotacional, isto é, rot F = 0 e, neste caso,

ON 9M OL ON oM 0L

=7, = € = —.
oy 0z 0z Ox or Oy
2. Se Q é um dominio simplesmente conexo e F é um campo irrotacional (rot F = 0), entdo a

integral de linha
/FOdr ou /Ldm+Mdy+Ndz
gl ¥

¢é independente do caminho e o campo F é conservativo. |

Exemplo 5.46 (conservacao da energia) Seja r = r(t) a equacao hordria de uwma particula que
se desloca, da posi¢ao inicial A = r(tp) a posicao final B = r(t1), sob a a¢iao de um campo de
forgas conservativo F = F(r(t)). Mostrar que a soma de suas energias cinética e potencial permanece

constante.

b

Solucao Como F é um campo conservativo temos que F = —Vp(t) (o sinal “—” é frequentemente

usado em Fisica), onde ¢(t) é a energia poténcial. O trabalho realizado é
W—/Fodr—/(—V(p)odr—cp(A)—cp(B).
v v

Por outro lado, se representarmos por m a massa da particula e por v4 e vp as energias cinéticas, nos

pontos A e B, respectivamente, temos
W = %mv% — %mv%
e, portanto,
1,2 1,2
smuy + ¢ (A) = smup + ¢ (B). |

Exemplo 5.47 No dominio Q = {(x,y) € R? : (x—3)?+4? < 4}, mostrar que o campo F do Exemplo
5.41é conservativo. Mais geralmente, F é conservativo em qualquer regidgo simplesmente conezxa §2,

que nao contém a origem.

Solucao O campo F ¢é de classe C' no dominio simplesmente conexo () e serd conservativo se

rot (F) = 0 em Q. As componentes do campo F' sao

y T

2+ y2 22+ 2 €
e, portanto,
i J k y? — 22 y? — 22
rotF =9, 0, 0, :(Mx_Ly)k:[(1:2+y2)2_(x2+y2)2 k=0, em Q.
L M 0

Ao longo de qualquer curva ~ simples, fechada e parcialmente regular em €2, temos

Yy T
Y e Y _ay=o.
ﬁ x2 + y? x? + y?
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A familia de potenciais de F s&o as solugbes ¢ do sistema

Yy T
=L=—7— (I =M=——=. (I
P 372"‘3/2 () € pr $2+y2 ()

Integrando (I) parcialmente em relagdo a = e mantendo y fixado, obtemos

o(z,y) = —/ - Jyr /7 dz = ¢(z,y) = arctan (y/z) + h(y)

e derivando a tltima equagao em relagao a y, e comparando com (II), resulta

Logo, hy = 0, ou seja, h = k, com k uma constante real. Assim, a familia de potenciais ¢ dada por

o(x,y) = arctan (y/x) + k. |

Exemplo 5.48 (um campo irrotacional e nao conservativo) No Ezemplo 5.41 vimos que o campo

—yi+ xj

F(fﬂay)zm

nio é conservativo no dominio Q : 0 < x? + y? < 1, embora nesse dominio ele seja de classe C' e
irrotacional, isto é, rot (F) = 0. Isto ndo contradiz o resultado contido no Corolario 5.45, porque o

dominio ) nao é simplesmente conexo. |

Para usar a linguagem de forma diferencial, recordemos que a expressao
Fedr = Ldx+ Mdy + Ndz

recebe o nome forma diferencial e ela denomina-se exata ou total quando o campo F = Li+ Mj+ Nk

for conservativo, isto ¢, quando existir campo escalar diferencidvel ¢ : 2 C R? — R tal que

Ldx + Mdy + Ndz = a—@daﬂ— %dy + %dz = dp.
ox oy 0z

Se as funcoes L, M e N tém derivadas parciais continuas no dominio simplesmente conexo €2, entao

a forma diferencial Ldx + Mdy + Ndz é exata se, e somente se,

ON _oM oL _oN oM _ oL
oy 0z 0z Ox ¢ ox Oy

ou, equivalentemente, a matriz Jacobiana J (F) é simétrica.

Exemplo 5.49 Verificar que ydx + xdy + bdz é uma forma diferencial exata e calcular o integral de

linha

/ ydx + xzdy + 5dz,
v

sendo v o segmento de reta de origem A(1,1,1) e extremidade B(2,3,—1).
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Solucao Como a matriz Jacobiana

Ly Ly L, 010
J=| M, M, M. |=|10 0
Ny Ny N, 000

é simétrica, segue que a forma diferencial é exata. Assim,
ydr + xzdy + 5dz = @ dx + @, dy + ¢, dz = dyp,

para alguma funcio ¢ : Q C R?* — R e o cdlculo da integral de linha se rezuz a

/ydm + xdy + bdz = /AB dp = p(B) — p(A).

gl

Neste caso, usando as regras de derivagao e manipulag¢oes simples, encontramos
dp = ydx + xdy + bdz = d(xy) + d(52) = d(xy + 52)

e, portanto, ¢ (z,y,2) = zy + 5z + k, com k uma constante real. Assim,

/ydx+xdy+5dz-<p(B)—go(A)—(1+k)—(6+k)——5. |

5.5.1 O Potencial como Integral de Linha

Dominio Admissivel

Um dominio  C R? denomina-se admissivel, quando possuir a seguinte propriedade: existe em
um ponto A (a, b, c) tal que a poligonal de vértices A (a,b,c), B(z,b,c), C(z,,y,c) e P(z,y,2) jaz
em (2, seja qual for o ponto P (z,y,z) de Q. Em dimensao n = 2, o dominio 2 é admissivel quando
existir um ponto A (a,b) em (2, tal que a poligonal de vertices A (a,b), B(a,y) e P(x,y) jaz em €,
para todo P (z,y) de 2. A Figura 5.19 ilustra essas poligonais.

ZJL
z|. Ya
B Y2
Yy e P
¢l :
7\
: Y
b vy o (-
B issunca s i
T >
/ a & T
T

Figura 5.19: Poligonais admissiveis em R? e R2.
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Por exemplo, as vizinhancas e o préprio R? sdo dominios admissiveis. O dominio Q = R? —{(0,0)}
nao ¢ admissivel; de fato, dado A (a,b) em €, a poligonal de vértices A (a,b), B (a,0) e C'(—1,0) nao
jaz em (.

Em um domino €2 admissivel, podemos usar as poligonais para determinar o potencial de um campo
conservativo. Dado um campo vetorial conservativo F : Q C R3 — R3 em um dominio admissivel €,

entdo fixado um ponto A (a,b, c) em Q o potencial ¢ : @ C R?* — R de F ¢ determinado pela férmula

P P
<p(P):/ Fodr:/ Ldx + Mdy + Ndz
A A

e usando a poligonal v = v; + 79 + 73 da Figura 5.19, obtemos

gp(P):/PFodr:/;L(t,b,c)dt~|—/byM(:n,t,c)dtJr/:N(ac,y,t)dt. (5.17)

A

Teorema 5.50 Para que um campo vetorial F = Li + Mj + Nk, de classe C', seja conservativo
em um dominio admissivel @ C R3, é necessdrio e suficiente que ot (F) = 0 em Q. Neste caso, o
potencial ¢ (x,y, z) é dado por (5.17). Em dimensao n =2, o campo F (x,y) = L (x,y)i+ M (z,v)]

¢ conservativo se, e somente se, My = L, em (. |

Exemplo 5.51 Mostrar que o campo vetorial F = (y + 2)i + (z + 2)j + (v + y)k é conservativo e

encontrar um potencial do qual ele deriva.

Solugao Um célculo direto nos dd rot F = 0 no dominio admissivel R? e, portanto, F é um campo
conservativo. Para determinar um potencial de F, escolhemos A(0,0,0) como ponto de partida e

usamos (5.17) para obter:
T y z
o(z,y,2) = / (0+O)da¢—|—/ (m+0)dy+/ (x +y)dz = zy + xz + yz.
0 0 0

E claro que se k ¢ uma constante, entao o(x,y,z) + k é, também, um potencial do campo F. |

Dominio Estrelado

Um dominio Q C R? denomina-se estrelado, em relacio ao ponto P de €, se o segmento de reta PQ
estd inteiramente contido em €, seja qual for o ponto @ de €. Por exemplo, no plano R?, o interior
de um paralelogramo, o disco e o préprio R? sao dominios estrelados, em relacio a qualquer um de
seus pontos. O dominio R? — {(0,0)} ndo ¢ estrelado em relagio a ponto algum. Se € ¢é estrelado em

relacdo ao ponto P, e v é uma curva fechada em €2, entao a deformagao continua
V() =1 —=s)y(t)+sP, 0<s<1,

reduz a curva v ao ponto P, sem sair de 2, porque v, (t) € , Vs,t, e, alem disso, v =7y e v, = P.
Portanto,  é simplesmente conexo. Se retirarmos do R? o eixo z, obtemos um dominio simplesmente
conexo e nao estrelado.

Seja F : © C R? — R3 um campo vetorial conservativo sobre um dominio €2, e suponhamos que €2
seja estrelado em relagio ao ponto A(a,b,c) de Q. O potencial ¢ : Q@ C R?* — R de F é determinado

pela férmula

P
o(x,y,z) = / Fedr +k, (5.18)
A
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sendo k uma constante real e P(x,y,z) um ponto genérico de 2. A integral de linha em (5.18) nao

depende do caminho, e se considerarmos o segmento de reta r (t) = A+ tAP, 0 <t < 1, obtemos

P 1
olx,y,z) = / Fodr—i—k—/o [F(r(t) er'(t)] dt

A

1
= /0 [Fla+t(z—a),b+t(y—>b),c+t(z—c))o(x—a,y—0b,z—c)dt.

Exemplo 5.52 Mostrar que o campo vetorial F = (e* seny)i+ (e cosy)j+ k é conservativo e deter-

minar um potencial do qual ele deriva.

Solugao O campo F ¢ de classe C!' no dominio simplesmente conexo R? e, nesse dominio, rot F = 0.
Logo, F é um campo conservativo. Considerando R? como um domifnio estrelado em reacdo & origem,

obtemos
1
ppz) = [ [ty e @) d+ b
0
1 1 1
= a:/ e sen(ty)dt + y/ ' cos(ty)dt + z/ dt + k=e"seny + z + k. [ |
0 0 0

Exemplo 5.53 Vamos reconsiderar o campo F = x%i + yj — 3zk do Exemplo 5.8. Naquele exemplo,

resolvendo o sistema de equagoes diferenciais
§0$:L:x27 (py:M:y e QDZ:N:—?)Z,

encontramos a familia de potenciais

o(x,y,2) = %:c?’ + %yz — %752 + k.

Agora, o potencial serd encontrado via integral de linha. Considerando a origem O (0,0,0) como ponto

de partida, usamos (5.17) e obtemos o potencial

v (z,y,z) = /L(tOOdt+/Mxt0dt+/ny,)dt
0

/t2dt+/ tdt—/ 3tdt = y? — 327

Observamos que o potencial ¥ (z,y,z) encontrado pela integral de linha, corresponde ao valor k = 0,

que é exatamente ¢ (0,0,0). [ |

Exercicios & Complementos.

1. Verifique se a forma ¢ exata e, nos casos afirmativos, determine um potencial do qual ele deriva.

a) (seny —ysenz + x)dr + (cosz + xcosy + y) dy.

(c
(d

(a)
(b) [sen (yz) + zy cos (wy)] dz + [2? cos (zy)] dy.
) (x+2)de— (y+2)dy + (x —y) dz.

)

2zy3dx + 2%y3dy + 32%y22dz.
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y*22de + 4z3y?dy — 322y%dz.
222 + Swyz) dx + (3x3y — 3acy) dy — (4y222 + 23:32’) dz.
y? cosx + z?’) dr — (4 —2ysenz)dy + (3:1:22 + 2) dz.
4y — 32222 + 1) dx + (2x2 + 2) dy — (2:632 + 322) dz.

N A/~

e’ sen z + 2yz) dx + (2zz + 2y) dy + (e cos z + 2xy + 3z )d .

2. Verifique que o campo de forgas F = yi + zj + yzk nao é conservativo.e calcule o trabalho
realizado pelo campo F, para mover uma particula do ponto A (1,0,1) ao ponto B (—1,0,¢"),
ao longo da curva r (t) = (cost)i+ (sent)j+ (e') k.

3. Mostre que nao existe um campo vetorial F, cujo rotacional é zi + yj + zk.

4. Seja f : [a,b] — R uma fungdo com derivada continua em [a,b]. Determine em que regiao do

plano xy o campo vetorial F (z,y) = yf (xy)i+ xf (zy)j é conservativo.

5. Seja 7 um caminho parcialmente regular que liga os pontos A (1,2) e B(2,1) e nao intercepta o

/ydx —2mdy _3/27
¥ (Y

5.6 O Teorema de Green no Plano

eixo z. E verdade que

Para motivar o que serd desenvolvido nesta se¢ao, deixe-nos considerar a regiao D do plano xy,
delimitada pelas pardbolas y = 22 e z = y?, e vamos orientar a curva D, fronteira da regido D, de
modo que ao percorré-la, a regiao D permanega do nosso lado esquerdo. Na Figura 5.20, ilustramos

a regiao D, onde vemos que 0D = 7; + 5 ¢ um contorno simples, fechado e parcialmente regular.

Figura 5.20: Regido entre as curvas y = 22 e y = \/z.

Vamos comparar as integrais:

?gDL(x,y)dHM(x,y)dy 0 e //D(%]‘j_g’;)m, (I

sendo L (z,y) = 2y e M (z,y) = y* — 2%. Calculando a integral dupla (II), obtemos

//(W‘M)dfl // 20— 2)dA = // ~32) dyda

= _3/0 (Vz —a®) dz = —9/20
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e para calclular a integral de linha (I), usaremos a propriedade aditiva:
?{ de+Mdy:7{ Ld:z—l—Mdy:%de—kMdy—i—}I{Ld:c—FMdy.
oD Y1+72 71 Y2

A curva «y, é descrita por y = 22, 0 < z < 1, e usando x como parametro, obtemos:

1
f Ldx + Mdy = f :Uyd:c+(y2—x2) dy:/ [x3—|—2x (ac4—ac2)]d:c
71 71 0

1
= / (22° — 2%) da = 1/12.
0

Por outro lado, a curva 7, ¢ descrita por # = 32 e ao longo desta curva, o percurso do ponto A até a

origem ¢é feito com y variando de 1 até 0. Usando y como pardmetro, obtemos:

1
y{ Ldz + Mdy = y{ rydr + (y2 - :102) dy = —/ [2?/4 + (y2 - y4)] dy
Y2 Y2 0

1
— _/ (v* +y?) dy = —8/15.
0

Assim, encontramos

1
% de+Mdy:j<1{ de—i—Mdy—Fj{ Ldm—l—Mdy———é——Q/QO.
oD " 72 1212

O resultado —9/20, encontrado para integrais (I) e (II), ndo é uma coincidéncia. O Teorema de

Green,"* que formularemos a seguir, estabelece que, sob determinadas condicoes, ¢ vilida a relacao

$ rdosyay= [ (W_M>dA.
oD

Estamos tratando com integrais ao longo de caminhos orientados e, é claro, a orientacao da tra-

jetéria é relevante.

Figura 5.21: Fronteira v = 0D orientada.

Na Figura 5.21 ilustramos a orientagao positiva da fronteira de uma regiao D, delimitada por uma
curva simples, fechada e parcialmente regular v. A orientacdo positiva corresponde aquela em que o
campo de vetores normias n, obtido por rotacao anti-horaria de 90° do campo tangente

r' (t)
T

sempre aponta para dentro da regiao D. Intuitivamente, a orientacao positiva de y corresponde aquela

que, ao percorré-la, deixa a regiao D & nossa esquerda.

" Ceorge Green (1793-1841), matematico inglés.
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Teorema 5.54 (Teorema de Green) Seja v uma curva simples, fechada e parcialmente regular,
que delimita uma regigo D do plano zy. Se L (x,y) e M (x,y) sdo funcées de classe C1, isto é, com

derivadas parciais de primeira ordem continuas, na regigo D U JD, entdo

M L
jl{Ld33+Mdy:// (6—8)d:ndy,
. p\Jdx 0Oy

onde a curva v = 0D é orientada no sentido positivo (anti-hordrio).

Demonstragao Por simplicidade, vamos considerar o caso particular em que D é a regiao da

Figura 5.22, delimitada por um retdngulo de lados paralelos aos eixos coordenados.

yll

L Y2

a!r

a b

Figura 5.22: Regiao retangular D.

A fronteira de D é a curva simples, fechada e parcialmente regular, formada pelos segmentos de

reta vy, Yo, Y3, € V4, isto é, 0D =y, + v+ 73 + 4. Temos pela propriedade aditiva que

4
}[ Ldx + Mdy = Z}[ Ldx + Mdy. (5.19)
oD =17
B Sobre o segmento v;, temos y = ¢, dy =0, a < x < b e, portanto,

b
dez—i—Mdy:/ L(z,c)dz.
71 a

B Sobre o segmento o, temos x = b, dr =0, ¢ < y < d e, portanto,

d
dew—l—Mdy:/ M (b,y) dy.
¥ c

B Sobre o segmento 3, temos y = d, dy =0, a < x < b e, portanto,

b
7{Ld$+Mdy:—/ L(z,d)dzx.
73 a

B Sobre o segmento vy, temos z = a, dr =0, ¢ <y < d e, portanto,

d
dea:—l—Mdy:—/ M (a,y) dy.
Y4 ¢

O sinal "—" que figura nas integrais sobre 73 e v, é devido a orientagao. De (5.19), resulta

ygD Ldx + Mdy = [— /ab L (z,d) — L(z,c) dx]} + [/d [M (b,y) — M (a,y)] dy (5.20)
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e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo'® a cada integral do lado direito de (5.20), encontramos

_/ab[/chy(x y)dy]dw—i—/ [/ M, ( :cy)dx]dy
_ /ab/cd[Mz(x, L, (z,y)] dydx_// JA. m

Exemplo 5.55 Com auzilio do Teorema de Green, calcular a integral de linha

?{ Ldx + Mdy
oD

f 3xydr + 2x2dy,
oD

onde D ¢ a regiio delimitada pela reta y = = e a pardbola y = x> — 2x.

Solugao A regiao D é do tipo vertical simples, e estd ilustrada na Figura 5.23; ela é descrita pelas
desigualdades D : 0 <2 <3, 2?—-2zx<y<u.

Figura 5.23: Regido D entre as curvas y =z e y = 22 — 2x.

As componentes da forma diferencial sio L = 3zy e M = 222, de modo que M, — Ly=4x -3z, ¢

usando o Teorema de Green, obtemos

3 T 3 2
j{ 3zydr + 223dy = // xdrdy = / {/ a:dy] dr = / 22 (3 —z)dr = —7 |
oD D 0 221 0 4

Exemplo 5.56 Os possiveis valores para a integral de linha

% —ydx + xdy

2 2
N TEFY
onde vy é uma circunferéncia que nao passa pela origem, sdo £2m e 0. De fato, se v é uma circun-
feréncia centrada na origem de raio €, com orientagao positiva, vimos no Exemplo 5.41 que a integral
tem wvalor 27w. Invertendo a orientacdo, o valor da integral passa a ser —2mw. Por outro lado, se a

circunferéncia v nao envolve a origem, podemos usar o Teorema de Green na regigo D, delimitada

por vy, e considerando que L, = M, em D, resulta

de:erMdy—// y) dxdy = 0.

Ressaltamos que o Teorema de Green nao se aplica, se a circunferéncia v envolver a origem. |

5 Teorema Fundamental do Calculo: ff Gy (z,8)dr =G (b,€) — G (a,€), G declass C*.
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Exemplo 5.57 Calcular %ydw + 3xdy, onde v resulta da intersecao do cone z = \/x2 + y% com o

¥
plano z = 2.

Solugao A curva 7y é a circunferéncia de raio R = 2, situada no plano z = 2, com centro C (0,0, 2).

Pelo Teorema de Green, temos

%yd:): + 3zdy = // (3 = 1)dzdy = 2A (D) = 8. [ |
¥ D

5.6.1 Regioes Multiplamente Conexas

Desejamos usar o Teorema de Green para calcular a integral de linha

f—yd:ﬂ—l—:vdy
, o wry?

ao longo de uma curva simples, fechada e parcialmente regular -, que envolve a origem, como ilustrado

na Figura 5.24.

Figura 5.24: Regiao D multiplamente conexa.

O Teorema de Green nao pode ser aplicado diretamente, tendo em vista que a forma nao é de classe
C', na regido delimitada pela curva ~. Para contornar a situacio, consideramos uma circunferéncia
centrada na origem, de raio € > 0, suficientemente pequeno, de modo que v, N~y = &, e um segmento
de reta servindo de ponte de ligacao, entre as curvas v e 7., Com esses artificios, construimos uma
regiao simplesmente conexa D, com fronteira 0D = v+ . + v + 75, de modo que a forma diferencial

é exata e de classe C1, em D UAD. Como v, = —7,, entio

/Ldaz+Mdy+/ Ldx + Mdy =0
"1

V2
e, portanto,

/ Ld:c—i—Mdy—/de—i—Mdy—i—/ Ldx + Mdy. (5.21)
oD ol Ve

Do Teorema de Green, resulta

?{ Lda:—i—Mdyz// (My — Ly) dxdy =0
oD D

—ydx + xdy —ydx + xdy
—2.2 — 9 2 .2 —°m
v TEtY N ¢ +y

e de (5.21), obtemos



CAPITULO 5 INTEGRAL DE LINHA 215

conforme encontramos no Exemplo 5.41.
Para encerrar esta secao, analisaremos a aplicabilidade do Teorema de Green, no caso em que a

regiao multplamente conexa D tem dois buracos, como na Figura 5.25.

O o

Figura 5.25: Regiao D com dois buracos.

SeF = L (z,y)i+M (x,y)j ¢ um campo de classe C!, na regido DUJD, obtemos a partir do Teorema

de Green a seguinte relagao:

// (Mx—Ly)dAzj{de+Mdy+7{ de+Mdy+7{ Ldz + Mdy.
D vy Y2 Vs

Se o campo F for conservativo, entao M, — L, = 0 e teremos

}[deJerer?{ qu:—iery—kj{ Ldz + Mdy = 0.
8l V2 Vs

Observamos que 73 = —7; € ¥ = —74, de modo que

7{Ld:c+Mdy+jI{ Ldx + Mdy =0 e j{LdvaMdy—FjI{ Ldx + Mdy = 0.
71 75 Y4 Y6

5.6.2 Aplicacoes do Teorema de Green

Calculo de Areas Planas

Seja D uma regiao do plano zy, delimitada por uma curva -, simples, fechada e parcialmente

regular. Se considerarmos no Teorema de Green L (z,y) =0 e M (x,y) = x, obteremos

?gxdy = //DdA = A(D). (5.22)

Da mesma forma, considerando L (z,y) = —y e M (x,y) = 0, resulta

j{ydd;c_ // dA=A(D (5.23)

Finalmente, somando (5.22) e (5.23), membro a membro, obtemos

1
A(D) = 2fa:dy — ydzx. (5.24)
¥
Exemplo 5.58 (4rea da elipse) Calcular, por integral de linha, a drea da regiao D limitada pela
elipse
22 g2
7_,_7:17 a>0,b>0.

bQ
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Solugao Considerando a parametrizacao
r=acost e y=bsent, 0 <t < 2m,
da elipse, obtida no Exemplo 5.19, segue da férmula (5.22) que
2 2
A= / a(cost)b(cost)dt = ab/ cos? tdt = mab. [ |
0 0

Exemplo 5.59 (drea em coordenadas polares) Calcular a drea da cardioide de equagdao polar

r=a(l —cosf), a>0, 0<6<2m.
Solucao FEm coordenadas polares r e 0, temos = = rcosf e y = rsen@ e, portanto,

dx = cosOdr — rsenfdf e dy = senfOdr + rcos0df.

Assim, em coordenadas polares, a férmula da drea (5.24) se escreve

1
A(D) = = ¢ [rcosf(senfdr + rcos8df) — rsenf(cos fdr — rsen 0df)| =
2.Jy

7{ r2de,
Y

onde a regiao D é delimitada pela curva -, simples, fechada e parcialmente regular. No caso da

DO | =

cardioide, obtemos
2

A(D) = % j{(l — cos0)%df = 3777@2. [ |
g

Fluxo e Circulagao por Integral Dupla

Suponhamos que o campo bidimensional F (z,y) = L (z,y)i+ M (z,y)j representa o campo de
velocidades de um fluido, e que desejamos medir a quantidade de fluido que atravessa a curva «, na
unidade de tempo. Observando a Figura 5.26, vemos que a quantidade de fluido (fluzo) que atravessa
a porgao ds, na direcao da normal, ¢ medida pela drea do retdngulo de base ds e altura F e n, onde

n =T x k é a normal unitédria exterior a curva ~.

Z

=i

Figura 5.26: Fluxo do campo F.

O fluxo total do campo F através de ~, na direcao n, é, portanto,

/(F en)ds. (5.25)
.
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A integral (5.25) denomina-se a integral do fluro do campo F ao longo de . Considerando que
Tds = (dz)i+ (dy) j + (dz) k, entdo

i j k
n=Txk=|dz dy dz |=(dy)i— (dz)j
0 0 1

e, dessa forma, obtemos a seguinte regra para o cédlculo do fluxo do campo F:
/ (F o n)ds — / (Li+ Mj) o [(dy) i — (dz)j] ds = / Ldy — Mda. (5.26)
v v gl
Quando a curva v for fechada, a integral

7{(F eT)ds = deiL’ + Mdy (5.27)

denominar—se-a circula¢cdo do campo F ao longo de . Além disso, o trabalho total realizado por um

campo de forgas F, para deslocar uma particula ao longo de «, do ponto A até o ponto B, é dado por

W = /AB(F o T)ds.

Exemplo 5.60 Calcular a circulagao e o fluro do campo F = —yi + xj, através da circunferéncia
vz 4y? =1,

Solugao A circulagao do campo F é dada pela integral (5.27) e temos
2
%(F eT)ds = 7{ (—ydx + zdy) = / [(—sent) (—sent) + (cost) (cost)] dt
v Y 0
2
= / [(cos £)? + (sen t)ﬂ dt = 2.
0
Por outro lado, o fluxo do campo F ¢ dado por (5.26) e temos
2
/(F en)ds = — / xdx + ydy = — / [(cost) (—sent) + (sent) (cost)] dt = 0. |
v v 0
Se o campo bidimensional F = L (z,y)i+ M (z,y)j é de classe C!, em uma regido D, delimitada

por uma curva simples, fechada e regular v, podemos expressar, via Teorema de Green, o fluxo e a

circulacao de F por uma integral dupla. Para o fluxo temos por (5.26)

7{/ (F o n)ds ?{ Ldy — Mda = (usar Green) = / /D (M, + Ly) dedy = / /D div (F) dady.

A férmula
]i(F en)ds = //D(div F)dzdy (5.28)

¢ conhecida como Fdérmula da Divergéncia ou Férmula de Gauss em R%. Por outro lado, temos

0 0 1
rot(F)ek = (VxF)ek=|9, 9, 0, |=M,—L,
L M O
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e, portanto, a circulagao do campo F se expressa por

7{ (FeT)ds = 7{ Ldx + Mdy = (usar Green) = / /D (M, — L) dzdy = / / rot(F) e k] dzdy.

D

A seguinte formulacao vetorial do Teorema de Green

ﬁ(F eT)ds = //D(rot(F) o k)dxdy

¢ conhecida por Férmula de Stokes em R2.

Exemplo 5.61 Calcular, por integral dupla, o fluzo e a circulagdo do campo F = (z—y)i+xj, através

da circunferéncia x> + y? = 1.

Solucao Usando as formulagoes vetoriais do Teorema de Green, com D a regidao delimitada pela

circunferéncia z2 + y? = 1, obtemos

fluxo 7{ (F e n)ds = / /D (div F)dzdy — / /D ddy = 7

circulagao jé(F e T)ds = // [rot(F) e k] dedy = // 2dxdy = 27. [ |
¥ D D

Exemplo 5.62 Calcular o fluxo e a circulagio do campo F = (xy)i + 4yj, através da forteira da
regiao trinagular D, de vértices O (0,0), A(2,2) e B(0,2).

Solucao Na Figura 5.27 ilustramos a regiao D que serd interpretada, para efeito de integral dupla,
como uma regiao vertical simples.

Y
2

y 3

i

(3]

Figura 5.27: Regiao triangular do Exemplo 5.62.

Temos que divF = y 4+ 4 e para o fluxo encontramos

jiD(F.n)ds - //[)(divF)dA://l)(y+4)dA:

2 2 2 9
= //(y+4)dyd$:/ [4y+%y2]xdx
0 T 0
2
= /0(10—4x—§x2)dx=32/3.

Por outro lado, rot(F) ek = —x e a circulacao do campo F é

ng(FoT)ds = //D[rot(F)ok]dA://D(_x)dA

2 2 2
= —/ / xdydx = —/ (22 — :Uz) dx = —4/3. [
0 Jx 0
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Identidades de Green

Para obter as Identidades de Green, usaremos a férmula da divergéncia com uma escolha adequada
para o campo vetorial F. Seja D uma regido compacta do R?, delimitada por uma curva simples,
fechada e parcialmente regular, onde estdao definidos dois campos escalares u e v, com derivadas
parciais de 2* ordem continuas em D (esta classe de diferenciabilidade torna possivel a aplicabilidade do
Teorema de Green). Se na Férmula da Divergéncia (5.28) fizermos F = vVu, e usarmos a propriedade
div (vVu) = vAu + Vu e Vv, obteremos

// (vAu) dxdy—l—// (Vu e Vv) dxdy = Ua—uds, (5.29)
D D op On

conhecida como 1* Identidade de Green.

Se na identidade (5.29) permutarmos u com v e subtrairmos os resultados, chegaremos a 2* Iden-

tidade de Green
//D (VAU — uAv) dzdy = j{iD(van — 8—n)ds. (5.30)

As identidades (5.29) e (5.30) aparecem com frequéncia no estudo do comportamento na fronteira

0D, de solugoes de certas equagoes diferenciais que modelam fenémenos fisicos.

Exercicios & Complementos

1. Calcule as seguintes integrais de linha:

(a) 557 (senz + 4xy) dx + (23:2 — oS y) dy, v é qualquer curva regular fechada simples.

(b) j;,y \/mdx +yln(x+ /22 + y?)dy, v € qualquer curva regular fechada simples, que nao
envolve a origem.

(c) j;,y 2dx + (1:2 — ytan y) dy, v ¢ o circulo (z —1)2 + 9% = 1.

(d) 5€v L (z)dx+ M (y)dy, v é um circulo de raio r e L (z) e M (y) s@o fungoes continuas, com

derivadas parciais de primeira ordem continuas na regiao delimitada pela curva ~.
(e) fv exp(r) sen ydx + exp(x) cos ydy, v é a elipse 322 + 8y = 24.
(f) ¢, x?dx + zydy. v é a cardioide r = 1 + cosf, 0 < 0 < 2.

2. Sejam D o anel descrito por 1 < 224y2 < 4e L (z,y) e M (x,y) funcdes continuas, com derivadas
parciais de primeira ordem continuas em D, tais que L, = M, na regiao D. Quantos valores sao

possiveis para a integral de linha
j{ Ldz + Mdy,
~

sendo v uma curva regular por partes, fechada, simples e contida em D7 Kste resultado pode
ser ilustrado com campo vetorial Faraday'%
—yi+ xj

F(z,y) = W

"Michael Faraday (1791-1867), fisico e quimico inglés.
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3. Sejam v uma curva regular fechada simples, orientada, que nao passa por (0,0), e f(x,y) =
In (ac2 + y2) . Mostre que se n é o vetor normal unitdrio exterior a curva -, entao a integral de

linha

}1{ (Vfen)ds
¥
assume apenas os valores 0 e 47, caso a curva « envolva ou nao a origem.

4. Seja f: D C R? — R uma funcdo continua, com derivadas parciais de segunda ordem continuas
tal que Af =0 em D. Mostre que

/ fydx — fody = 0.
oD

5. Com as hipéteses do exercicio precedente, mostre que

/aD (fody — fydz) g = //D (9ufe + 9y fy) dwdy,

para qualquer funcio g : D C R? — R, com derivadas parciais de 1* ordem continuas em D.

6. Seja v uma curva orientada, simples, fechada e regular que delimita uma regiago D C R2. Se

n = n1i+ noj representa o vetor normal unitdrio exterior a curva -y, mostre que

j{nl (:c,y)d:;:%ng(a:,y)ds:o.

Y

7. Se f: D C R? — R? tem derivadas parciais de 1* ordem continuas em D, mostre que

// gdxdy :j{ fnids,
p Oz oD

com n = n1i + ngj, o vetor normal unitdrio exterior a fornteira dD.

Respostas & Sugestoes

Secao 5.2 Campos Vetoriais

1. (a) 2zyz3i+2223j + 322%y2%k, (b) —2y+ 2, (c) 2221+ (z — 4zy)j, (d) 322y2? — 322y223 + 621y?22,
() (4ztyz> 4 32%9322)i + (4ayz3 — 823y223)j — (22323 + 2324k

2. Siga as etapas do Exemplo 5.8 para encontrar o potencial.

¢ (z,y
o(z,y
¢ (z,y) = 2% exp(y) + 2y —y* + K.
¢ (z,y
o (z,y
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(g) nao
(h) nao
(i) nao.
(j) nao.
(k) p(z,y,2) = 2>+ 3y? + 22 + K.
(1) ¢(z,y,2) =2y +zz+yz+ K.
(m) ¢ (r,y,2) =2%yz + K
(n) p(z,y,z) =zysenz + K

3. Consequéncia direta das regras de derivacao.
4. Use o item (d) do exercicio precedente.
5. Calcule rot (G — Gy) e conclua que G — Gy é conservativo.

6. E imediato verificar que divF = 0. Os campos potencias G sdo determinados com base no

Exercicio 5.

(a) Como L =2z, M =y e N = —3z temos que
F x OP = 4tyzi — Stxzj + teyk

temos quee, portanto

1

1

G = (4yzi — 5zzj + zyk) / t2dt = §(4yzi — bxzj + xyk).
0

Se considerarmos Gg = yzi — 2xzj e
gradp =G — Gg = %(yzi + x2j + zyk),
teremos
_ 1 _ 1 _ 1
Py = 3Y2, Py = 3T2 € Y, = 3TY
e, portanto, ¢ (z,y,2) = %xyz + k, k constante.

G = 2%j + (zz + y?)k + grad ¢. Neste caso, Ggei= 0.

)

)
d) G = (y? — 222)k + grad .
(e) G = (exp(z) — zexp(y))j + grad .
(f) G = 32%j + (2y% — 622)k + grad .
(g) G=—z(z+y?)j+ (2> +y>)k + grad ¢.
(h) Temos L = _ﬁy?’ M = m e N =0 e, portanto,

trz tyz
FxOP = w2+y21+ :c2—|—y2']_tk’
obtemos

1
Tz o, yz o, 2 1 Tz yz .
G= -k t?dt = 1 ~k .
<x2+y21+x2+y2J )/o 3<x2+y21+x2+y2‘] )
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Secao 5.3 Caminhos Regulares

1. No item (f) se considerarmos = = cost, y = sent e z = t, obteremos 2> +y> = 1, z = t e,

portanto, o grafico da curva v é uma hélice cicular.

2. A coordenada y () da curva v é dada por: y (0) = 0 e para 0 < t < 1 temos y(t) = t?sen (1/t),
com derivada ¢’ (t) dada por: 3/ (0) =0 e

' (t) = 2tsen (1/t) + % cos (1/t) - (—1/t2) = 2tsen (1/t) —cos(1/t), t e (0,1],

Se considerarmos t, = 1/nm, com n € N, teremos t, — 0 e, contudo, y'(¢,) = (—1)" nao tem

limite, com n — oco. Assim, y/(¢) é descontinua em ¢ = 0. Portanto, a curva r () nao é regular.

3. Pondo x =t e y = t2, obtemos y = x?. Logo, o grifico da curva y; ¢ um arco de pardbola. As
curvas 7y, € 7y, possuem o mesmo traco, com orientacoes opostas, pois a mudanga de parametro
¢(t) = 3 —t tem derivada negativa ¢'(t) = —1.

4. Vamos provar apenas o item (b).

(a) Como r(t) = ti +2tj +t’k e P = r(1) = (1,2,1), o vetor velocidade nesse ponto é
r'(1) =i+ 2j + 2k, e a reta tangente a curva v no ponto P é dada por

r=14s, y=24+2s, z=1+4+2s, seR.
O plano normal & curva vy no ponto P é dado por
PXer'(1)=0& z+2y+22=8.
reta tangente: x = —4s, y=1, z=7/8+s, s€ER,

plano normal: —4x + z = 7/8.

reta tangente: x =e3(1+3s), y=e3(1—-3s), 2=3v2(1+3s), seR,
plano normal: xed — ye_3 +V2z2=e% —e64+6.

reta tangente: x=1+s, y=14+3s, z2=14+4s, seR,

plano normal: x4 3y 4+ 4z = 8.

reta tangente: = =7m/2+2s, y=5, z=1-3s, seR,

plano normal: 2x — 3z =m — 3.

5. Como ( 2) ( 2)
2ti 1—1%)j , 2(1 —t7)i —A4tj
— k —_
r () e e tker (t) 1) - (EREE
temos que
2
Ir (t)| = V2, }r’(t)‘ =11g © r(t)er' (t)=0
e, portanto,
/
cosf = (t)er'(t) _ 0,

mostrando que o angulo entre os vetores r (¢) e ' (t) ¢ constante, isto ¢, ndo depende de .

6. Em cada caso, k, ki e ko representam constantes e exibiremos alguns detalhes para o item (e).
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Yy
y=Fkixez=kox.
y=br/a+kiez=cx/a+ ko.

sistema
dr dy dz
L M N

e manipulacoes com essas equacoes nos levam a relacao

dr dy
=1 = 4 Z
dm+dy+d2—3(L+M+N)<L —I—M

Como L+ M + N = 0, resulta
de+dy+dz=0&x4+y+ 2=k

Ainda de (5.11), obtemos

zde _ ydy  zdz
zL

yM — zN

N
iz).

e adr +ydy + 2dz =0 < 2+ + 2% = ko,

com ks > 0. Portanto, as curvas integrais de F s@o as circunferéncias

r+y+z=k
a:2+y2+22:k2, ko > 0,

resultante do corte das esferas x2 + 42 + 22 = ko pelos planos = + y + z = k1.

Secao 5.4  Calculando Integral de Linha

1. Como
x =cost, y=sent e z=t, te[0,2n],
temos que . .
s= [ OOty R+ 0%t = V2 / it = 22,
0 0
2. (a) _%7 (b) 07 (C) 10g (%) - 27 (d) %? (e) ga (f) 27Ta (g) %7 (h) 07 (1)
(1) 0, (m) —2%, (n) 19.
3. (a) 257 (b) 49, (c) 3, (d) BT, (c) 13
4. 0
5. 1/4
6. 1/3

7. Segue diretamente da relagdo F e dr = (F o T) ds = |F| cos fds.

223
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8. Sejam ri(t), t € [a,b] e ro(u), u € [v,d] as representacoes paramétricas de v, e 74, respectiva-
mente. Existe uma bijecao ¢ : [a,b] — [v,d], u = p(t), com derivada continua e de mesmo sinal
em [a, b], tal que

ri(t) =ra(p(t), t€ [a,b].

Se F é um campo vetrorial continuo na regiao €2 contendo as curvas 7y, e 7y, entao

AF(I‘) odr; — /ame(t)) o v (1)dt

e como u = ¢(t) e r1(t) = ra(u), temos que du = ¢'(t)dt e

dr dr
() = 5 = 22l (t) = rhu)¢ (1),

Logo,

b
/ F(ri(t)) e v (t)dt = :I:/F(rQ(u)) o (rh(u))¢' (t)dt = + / F(r2(u)) o vh(u)du.

pois ¢'(t) > 0 ou ¢'(t) < 0.

Secao 5.5 Independéncia do Caminho
1. Como ilustragao, vamos exibir as solugoes para os itens (a) e (i).
(a) Temos L =seny —ysenz +x e M = cosz + xcosy + y, de modo que
M, = —senz +cosy = L,
e a forma diferencial é exata.e o potencial é solucao do sistema
o, =seny —ysenz+z (I) e ¢, =cosz+wzcosy+y. (I)
Integrando (I) parcialmente em relagéo a x, obtemos
o(r,y) =xseny + ycosx + %xz + h(y).
Derivando a tltima equagao em relagao a y e comparando com (II), vem
Yy = xCosy +cosT + hy = cosx + x cosy +y.
Logo, hy, =y, ou seja, h = %y2. Assim,
o(r,y) =xseny + ycosz + %(IL‘Q +92) + k.

(b x,y) = zsenxy + k.

) ¢

(c) p(z,y,2) = (x—y) 2+ 5 (2% — y°) + k.

(d) nao.

e) nao.
) .

(
(f) nao
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g r,y,2) = y’senz +x2° — 4y + 22 + k.
12
(h) ¢ (z,y,2) =2+ 20%y — 2322 + 2y — 23 + k.
(i) O campo F = (e”senz 4 2yz)i+ (2zz + 2y) j + (e” cos z + 2zy + 32%) k ¢ de classe C! no

domifnio estrelado R? e um célculo direto nos d4
rot F = (2 — 2x)i+ (e"cosz + 2y — (e“cosz+2y))j+ (22 —22) k=0
e, portanto, F é um campo conservativo. Como

F(tx, ty,tz) = (em sen(tz) + 2t2yz) i+ (2t2:nz + 2ty)j
+ (€' cos(tz) + 2t%zy + 3t%2°) k,

temos que

F(tx, ty,tz) er(z,y,2) = =« [em sen(tz) + 2t2yz] +y (2t2:nz + Zty)
+2 [e" cos(tz) + 2t2zy + 3227

e o potencial ¢ (z,y, z) é
1
o(r,y,2) = / z (e sen(tz) + 2t%yz) +y (2t%x2 + 2ty)
0

+2 (' cos(tz) + 2t%xy + 3t°2%) dt + k
= esenz+ 2zyz +y? + 22 + k,

sendo k constante.
3
2. 2™ — 5e™ — b — 15
3. Calcule div(rot F).

4. Em qualquer regido contida em D = {(z,y) € R? : a < 2y < b}.

Secao 5.6 Teorema de Green
1. (a) 0, (b) 0, (c) 2w, (d) 0, (e) O, (f) 0.
2. Veja o Exemplo 5.56.
3. Inteiramente andlogo ao Exercicio 2.

4. Como L = f, e M = —f, temos, pelo Teorema de Green, que

jéD fydz — fody = //D (= faz — fyy) drdy = — //D Afdzdy = 0.

. Aplicando o Teorema de Green, com L = —gf, e M = gf,, resulta

ot

7@ (fudy fydo)g = / /D 9 (92) + 0y (g1,)) dudy.
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Observando que
O (9f2) = Gufo + 9faw € Oy (9fy) = gyfy + 9fyy,
obtemos
Oz (9fz) + Oy (9fy) = gufo + 9y fy + 9 (fow + fyy) = gafu + 9y fy

e, portanto,

féD (fody — fydw) g = //D (9afo + 9y f,) dady.

6. O campo vetorial F =i tem componentes L. = 1, M = 0 e divF = 0. Da férmula da divergéncia

(5.28), obtemos
f;nl(x, y)ds = ?{(F en)ds = //D(div F)dzdy = 0,

onde a regiao D é delimitada por . Procedendo de forma similar com o campo F = j, obtemos

ﬁng(a:,y)ds = %Y(F en)ds = //R(div F)dzdy = 0.

7. Considerando o campo vetorial F = f (z,y) 1, obtemos L = f (z,y), M =0 e divF = f,. Assim,
pela férmula vetorial do Teorema de Green, obtemos

?gp nyf(z,y)ds = ng(F en)ds = //D(div F)dzdy = //D frdzdy.



