V Bienal da SBM

Sociedade Brasileira de Matemadtica
UFPB - Universidade Federal da Paraiba
18 a 22 de outubro de 2010

ALGUNS BELOS PROBLEMAS DE MATEMATICA DISCRETA

ROGERIO RICARDO STEFFENON*

Neste minicurso serao apresentados e resolvidos alguns belos problemas, cuja solucao utiliza argumentos elementares
e relativamente simples de Matematica Discreta. Entre os topicos abordados destacamos: Inducao Matemaética,
Sequéncia de Fibonacci, Recorréncia, Combinatdéria, Divisibilidade, Sistemas de Numeragao, Principio da Casa dos
Pombos e Probabilidade. O formato deste minicurso se assemelha com aquele ministrado na III Bienal da SBM em
Goiania, no ano de 2006. Muitos dos problemas abordados surgem em Olimpiadas de Matematica e podem ser uma
boa fonte para professores estimularem seus alunos a aprender Matematica. Gostaria de agradecer ao professor

Eduardo Brietzke pela contribuicao com problemas envolvendo identidades combinatérias.
A distribuicao das aulas sera a seguinte:

12 Aula: Serao abordados problemas que envolvem a Inducao Matematica e o Sistema Binario: Torres de Handi,
pesagem de moedas numa balanga de dois pratos e quantidade de jogos necessarios para definir um vencedor num
torneio do tipo mata-mata. A partir dos problemas resolvidos, vamos deduzir que todo nimero natural pode ser

escrito de modo nico como soma de poténcias de 2 e também apresentar os cartoes binarios magicos.

22 Aula: Apresentaremos vérios problemas cuja solugdo envolve o Principio da Casa dos Pombos. Além disso,

abordaremos o Paradoxo Gémeo (problema dos aniversarios) e o problema dos Dois Bodes.

32 Aula: Abordaremos problemas que envolvem a sequéncia de Fibonacci e divisibilidade. Vamos provar que todo
nimero natural pode ser escrito de modo tnico como soma de termos nao consecutivos da sequéncia de Fibonacci

e com isso apresentamos uma magica com “cartoes de Fibonacci”.

42 Aula: Apresentaremos os conceitos bésicos de contagem, utilizando permutagdes (simples e circulares) e com-
binagoes (simples e completas). Algumas férmulas interessantes de Combinatdria envolvendo somas serdo deduzidas

nesta aula.
52 Aula: Serdo resolvidos problemas diversos envolvendo alguns tépicos das aulas anteriores.

Pré-requisito: nenhum.
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1 Problemas

Agora daremos inicio ao passeio no mundo de belos problemas em Matemaética Discreta. Em alguns casos necessita-
remos de resultados conhecidos para a resolugao das questoes propostas. Para quem tiver interesse na demonstracao
desses, pode consultar a bibliografia indicada no final. Comeg¢amos com o algoritmo basico da divisao de nimeros
naturais e com a representagao posicional dos naturais em diversos sistemas. Os dois primeiros problemas envolvem

sistemas de numeragao e o algoritmo da divisao sera utilizado na resolucao de diversos problemas.

O Algoritmo da Divisao
Se a e b sao numeros inteiros, com b > 0, entao existem e sao Unicos os inteiros ¢ e r tais que a = bg+r e 0 <7 < b.
Sistemas de Numeragao

Seja b um numero positivo com b > 1. Entd@o todo inteiro positivo n pode ser escrito de modo tnico na forma
n = cib® + cp_1bF 1+ -+ 2% + ¢1b + ¢o, onde k é um inteiro ndo negativo, ¢; é inteiro com 0 < ¢; < b — 1 para

j=0,1,...,k e ap # 0. Em particular, temos o:
Sistema Binario

Todo nuimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tnico como soma de poténcias distintas de 2.

Problema 1.

Os objetivos deste exercicio sao:

(i) Provar o resultado 1+ 2+ 22 + ... 42" =271 — 1 para todo n > 1.
(ii) Fazer a mégica com os Cartoes Magicos Binarios.

(iii) Deduzir o seguinte resultado: Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tinico como uma soma de

diferentes poténcias de 2.
Um belo problema para deduzir o item (i) acima é o seguinte:

(a) Num torneio de ténis individual ha 2"+ participantes. Sabendo que a disputa é do tipo mata-mata* , quantos

jogos sao realizados para se definir o vencedor?

*Os jogadores sao divididos em grupos de 2, ao acaso, e jogadores de um mesmo grupo jogam entre si. Os perde-
dores sao eliminados e os vencedores sao divididos novamente em grupos de 2 e assim por diante até restar um

jogador, que é proclamado campeao.
A seguir um problema interessante para trabalhar a representagdo de nimeros naturais no sistema binério:

(b) Em um programa de televisao, um candidato deve responder 21 perguntas. A primeira pergunta vale 1 ponto,
a segunda 2 pontos, a terceira 4 pontos, e assim sucessivamente, dobrando sempre. O candidato responde a to-
das as perguntas e ganha os pontos correspondentes as respostas que acertou, mesmo que erre algumas. Sendo

assim, responda:
(b.1) Qual o nimero de pontos que o candidato fard se acertar todas as perguntas?

(b.2) Quantas e quais as perguntas o candidato acertou se o nimero de pontos obtidos for igual a 5711137



Problema 2.

Numa biblioteca ha dez estantes com muitos livros em cada uma delas. Além disso, dispomos de uma balanca

eletronica(como as que existem em farmécias). Resolva cada uma das situagoes abaixo:

(a) Sabemos que, em nove delas, cada livro pesa 1 kg e que, em uma delas, cada livro pesa 1,01 kg. Como descobrir,
com uma pesagem apenas, qual a estante dos livros de 1,01 kg e, em consequéncia, quais sao as estantes com os
livros de 1kg?

(b) Em algumas estantes, cada livro pesa 1 kg e nas outras, cada livro pesa 1,01 kg, podendo inclusive haver apenas

livros de um dos tipos. Como descobrir, com uma pesagem apenas, quais as estantes dos livros de 1kg?

(c) Em algumas estantes, cada livro pesa 1 kg, em outras 1,01 kg e nas restantes cada livro pesa 1,02 kg, podendo
inclusive haver apenas livros de um dos tipos. Como descobrir, com uma pesagem, quais as estantes dos livros
de 1kg, de 1,01 kg e de 1,02 kg?

Enunciamos agora um dos principios mais bésicos da Matematica e o teorema da fatoragao tnica nos naturais.

Esses resultados serao usados na resolugao de diversos problemas.

Principio Fundamental da Enumeracgao ou Principio Multiplicativo

Se uma decisao d; pode ser tomada de x1 maneiras e se, uma vez tomada a decisao dy, a decisdo ds puder ser tomada
de z2 maneiras, entao o numero de maneiras de se tomarem as decisoes dy e dy é x1 - T2. Mais geralmente, suponha
que tenhamos que tomar n decisoes sucessivas dy,ds, ..., d, e se a deciao d; puder ser tomada de x; maneiras, entao

o numero de maneiras de tomarmos as decisoes di,ds,...,dp é 1 - To ... Tp.

Teorema Fundamental da Aritmética — TFA

Todo nimero natural n > 2 pode ser escrito de modo tnico na forma n = p§* - p5? ... pf*, onde p; < pa < ... < py

sao nuimeros primos e os expoentes e; sao inteiros positivos.
Uma forma alternativa para o TFA:

Todo niimero natural n > 1 pode ser escrito de modo tinico na forma n = 2¥(2m + 1), onde k, m sio inteiros nao

negativos.
Duas consequéncias importantes do TFA e do Principio Multiplicativo:
(a) Sen=p{' - ps? - ... -pi*, entdo n possui (eg +1) - (e2 +1)-...- (e + 1) divisores positivos.

(b) Um ntimero natural n tem quantidade {mpar de divisores positivos se, e somente, se for um quadrado perfeito.
O problema a seguir trata da questao da contagem da quantidade de divisores de um nimero natural.

Problema 3.

Numa escola ha um corredor com 2010 armarios numerados de 1 a 2010 , inicialmente todos fechados. 2010 alunos
numerados de 1 a 2010, passam pelo corredor. O aluno de nimero k reverte o estado de todos os armaérios cujos
numeros sao multiplos de k. Por exemplo, o aluno de ntiimero 4 mexe nos arméarios de ntimeros 4, 8, 12,..., abrindo
os que encontra fechados e fechando os que encontra abertos. Ao final, depois da passagem do 2010° aluno, quais

armarios ficarao abertos?



Um dos axiomas mais importantes na definicao concisa dos naturais é o:

Principio de Indugcao Matematica

Sejam ny um ndmero natural e P(n) uma propriedade referente ao niimero natural n > ng. Suponhamos que:
(a) P(ng) é verdadeira;

(b) P(k) implica P(k + 1) para todo ntmero natural k& > ng.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > ng.

Os problemas abaixo se referem a um jogo bastante interessante e questoes envolvendo a pesagem de moedas. A
inducao matemadtica aparece de forma lidica.

Problema 4. (As Torres de Hanéi)

O jogo consiste em uma base onde estao firmadas trés hastes verticais que denominamos A, B e C e um certo
nimero de discos, de didmetros diferentes, furados no centro. No comeco do jogo os discos estao todos enfiados na

haste A, em ordem decrescente de tamanho, com o disco menor acima dos demais.

O objetivo é mover todos os discos, de A para C, obedecendo as seguintes regras:

(1) S6 é permitido mover um disco de cada vez.

(2) Um disco maior nunca pode ser posto sobre um disco menor.

E f4cil ver que é necessario usar a haste B como intermedigria. O problema consiste no seguinte:
Qual o numero minimo de movimentos que precisaremos fazer para alcangar o objetivo?

Sugestao: Verifique quantos movimentos sao necessarios quando temos 1 disco, 2, 3, 4 discos e tente encontrar

alguma regularidade. Existem varios sites que tratam do assunto.
Para jogar veja, por exemplo: http://www.prof2000.pt/users/pjca/Jogos_ficheiros/hanoi/Torre

Observagao: The Reve’s Puzzle: Uma questao interessante é considerar o mesmo problema com 4 hastes A, B,
C e D. Inicialmente hé n discos de diametros diferentes, fincados inicialmente na haste A, nas condi¢Ges acima. O
objetivo, seguindo as duas regras acima, é passa-las para a haste D. Nesse caso as hastes B e C fucionam como
intermedidrias. Até o momento nao se conhece o niimero minimo de movimentos para resolver o problema com n
discos. H4 uma conjectura, com cerca de 70 anos, de que o niimero minimo de movimentos necesséarios ¢ igual ao

numero de movimentos usados por um algoritmo criado por Frame e Stewart (Conjectura de Frame-Stewart).

Problema 5.

Seja k € N, k > 2. Suponha que vocé possua k moedas de um real, uma das quais é falsa e pesa menos do que uma
verdadeira. Vocé tem uma balanga de dois pratos mas nao tem pesos. A unica forma de pesagem consiste em por

algumas moedas em cada prato e verificar se a balanca estd equilibrada.

(a) Faga uma tabela com duas colunas. Na primeira coluna escreva valores de k(k = 2, 3,4, ...) e na segunda coloque

a quantidade minima de pesagens para descobrir a moeda falsa.
(b) O que acontece para os seguintes valores de k : 3,4,9, 10,27, 287

(c) Mostre, por indugdo em n, que se k = 3", entdo n pesagens sdo suficientes para achar a moeda adulterada.



Problema 6.

Suponha que vocé possua 12 moedas de um real, uma das quais é falsa e tem peso diferente de uma verdadeira(néo
sabemos se a falsa pesa mais ou menos que uma verdadeira). Vocé tem uma balanga de dois pratos mas nao tem
pesos. A tnica forma de pesagem consiste em por algumas moedas em cada prato e verificar se a balanga esté
equilibrada.

(a) Mostre que 3 pesagens sao suficientes para achar a moeda adulterada.

(b) Consegues resolver o mesmo problema com 13 moedas? E com 14 moedas?

A importancia de um resultado matemadtico pode ser medida pela simplicidade e aplicabilidade. Um dos mais belos
exemplos disso é o:

Principio das Gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos Pombos (PCP)
Se n 4+ 1 pombos sao colocados em n casas, entao pelo menos uma casa conterd dois ou mais pombos.

Agora enunciaremos diversos problemas cuja solucao envolve o principio acima. Comegamos com um que aborda
uma questao comum em Matematica: a existéncia. E muito frequente provarmos que determinado objeto ma-
temdtico(nimero, ponto ou fungio) existe sem que saibamos exibi-lo concretamente. O problema a seguir retrata
essa questao.

Problema 7.
Mostre que em Joao Pessoa hé pelo menos duas pessoas com a mesma quantidade de fios de cabelo na cabeca.

Agora enunciamos trés problemas bastante conhecidos e um que apareceu na OBM(Olimpiada Brasileira de Ma-
temadtica) .

Problema 8. Prove que se escolhermos mais do que n ndmeros do conjunto {1,2,...,2n}, entdo dois desses

nimeros sao primos entre si.

Problema 9. Prove que se escolhermos mais do que n ntmeros do conjunto {1,2,...,2n}, entdo um deles serd
miltiplo do outro.

Problema 10.

Seja a # 0 um algarismo no sistema decimal. Prove que todo niimero natural n tem um multiplo que se escreve
apenas com os algarismos 0 e a.

Problema 11. (Primeira Questao da Terceira Fase da OBM de 2008)

Vamos chamar de garboso o nimero que possui um miultiplo cujas quatro primeiras casas de sua representacao
decimal sao 2008. Por exemplo, 7 é garboso pois 200858 é multiplo de 7 e comega com 2008. Observe que
200858 = 28694 x 7.

Mostre que todos os inteiros positivos sao garbosos.



Um resultado que de certa forma generaliza os dois ultimos problemas é o seguinte:

Problema 12.

Sejam A = {n € N : mdc(n,10) = 1} e ajag...ar um numero com k algarismos. Agora considere o conjunto

B ={a1ay...ak, aias...apa1as...ak, G103 ...0xA10A3 .. .ALA1AY . .. Ay - ..}

Dado n € N, seja M(n) o conjunto dos miltiplos de n. Mostre que se x € A, entdo M (x) N B é infinito.
Mais trés belos problemas envolvendo o PCP.

Problema 13.

De 1° de janeiro até 31 de outubro de 2009, uma pequena livraria de Joao Pessoa, que abre todos os dias, vendeu
no minimo um livro por dia e um total de 463 livros. Mostre que existiu um periodo de dias consecutivos em que
foram vendidos exatamente 144 livros.

Problema 14.
rT—y
+ 2y

Dados CINCO numeros reais arbitrarios, mostre que existem dois deles, digamos z e y, tais que 0 < <1

Problema 15.

Guilherme teve os olhos vendados e com uma caneta fez 50 pontos numa cartolina quadrada com lado igual a 70
cm. Mostre que existem dois pontos cuja distancia é inferior a 15 cm.

Um problema interessante para testar a intuicao dos alunos é o seguinte:

Problema 16. Paradoxo Gémeo ou Problema dos Aniversarios
Vocé esta assistindo um jogo de futebol e 14 pelas tantas surge a seguinte questao:

- “Qual é a probabilidade de que pelo menos dois dos 22 jogadores em campo facam aniversario no mesmo dia
(dia e més)?” (*)

* B muito provavel que vocé nunca tenha pensado nisso durante uma partida de futebol...
Enunciamos um problema envolvendo probabilidades e que sempre gera muita discussao.

Problema 17. Problema dos Dois Bodes

Este problema é inspirado num programa de TV americano conhecido como Let’s make a deal (Vamos fazer um
negécio). Nesse show, dd-se ao concorrente finalista a chance de escolher uma entre trés portas. Atrds de exatamente
uma das portas, estd um prémio interessante (um carro, por exemplo); as outras duas portas ocultam prémios de
valor bem inferior (um bode atrds de cada porta, por exemplo). Pede-se ao concorrente que escolha uma porta. A
esta altura, o apresentador do show, Monty Hall, que sabe o que tem atras de cada porta, mostra ao concorrente
um dos prémios de menor valor atrds de uma das portas nao escolhidas. Além disso, oferece ao concorrente a
oportunidade de optar pela outra porta fechada. A questdo é a seguinte: é vantajoso optar pela outra porta ou
tanto faz?



Uma variacao do problema anterior é o seguinte:

Problema 18. Problema dos Dois Bodes com apresentador Preguicoso

Nesse caso quando o concorrente escolhe inicialmente a porta do carro, o apresentador mostra o bode da porta mais

préxima, pois ele é preguigoso. Como ficam as chances do concorrente?

A seguir apresentamos dois problemas cuja solucao envolve uma famosa sequéncia.

Problema 19.

Imagine que um prédio de quatro andares deva ser pintado usando-se uma cor para cada andar. Sabendo que as
cores utilizadas podem ser verde e amarelo e que andares consecutivos nao poderao ser pintados de amarelo, de

quantas maneiras é possivel fazer a pintura deste prédio? E se o prédio tiver n andares?

Problema 20.

Uma escada tem 5 degraus. De quantas maneiras podemos chegar ao topo, subindo um ou dois degraus de cada
vez? E se a escada tiver n degraus?

Consideremos a seguinte variagao da sequéncia de Fibonacci F1 =1, F, =2e F,, = Fj,_1 + F,,_2, paran > 3.

Problema 21. Sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro
Os objetivos deste exercicio sao:
(i) Provar os seguintes resultados para a sequéncia definida acima:
Fi+F3+-+Fy1=Fp — 1.
B+ Fy+ -+ Fop = Fopyg — 1.
Fi+F+--- 4 Fig=11F7.

(ii) Deduzir o seguinte resultado: Mostre que todo niimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tnico como

soma de termos nao consecutivos da sequéncia F,.
(iii) Fazer a mégica com os Cartdes Magicos de Fibonacci.

(iv) Fazer a mdgica da soma dos 10 primeiros termos de uma sequéncia de FIbonacci.

Uma aplicagao interessante e surpreendente da sequencia de Fibonacci aparece no problema abaixo.

Problema 22.

Um conjunto de nuimeros positivos tem a propriedade do triangulo, se tiver trés elementos distintos que sao os
comprimentos dos lados de um triangulo. Considere os conjuntos de inteiros positivos consecutivos da forma
{4,5,6,...,n}, em que todos os subgrupos de dez elementos tém a propriedade de tridngulo. Qual é o maior valor
possivel de n?

Lembre a Condigao de Existéncia de um Triangulo: Trés nimeros reais positivos a, b, ¢ sao lados de um triangulo
se, e somente se, a < b+c,b<a+cec<a+bd



Agora apresentaremos um problema que envolve uma sequéncia que nao é tao famosa que a de Fibonacci, mas que

conduzird a um parente préoximo do nimero de ouro.

Problema 23. Sequéncia de Padovan-Perrin e o Numero de Plastico

Um carteiro entrega cartas para dezenove casas, numeradas de 1 a 19, numa certa rua de Campina Grande. Até
hoje em nenhum dia ele entregou cartas para casas consecutivas, mas dadas trés casas consecutivas, sempre havia
carta para uma delas. De quantas maneiras diferentes isso pode ocorrer?

F, 1
A sequéncia de Fibonacci estd relacionada com o ntimero de ouro: lim 12t V5 = 1,6180339887498948...

n—+oo I, 2

De modo semelhante temos a sequéncia de Padovan que é definida por Pp = Pi =P, =1¢ P, = P,,_s+ P, _3,

paran > 3. A sequencia de Perrin tem a mesma relagao de recorréncia, mas Py = 3, P, = 0, P, = 2. Essas sequén-

cias estao relacionadas com o niimero de plastico: lim
n—-+oo Pn

— — —— =1,3247179572447460...

Pn+1_31+\/@+31 V69
V2 18 2 18

E possivel mostrar que a sequéncia P, satisfaz a equacao de recorréncia P,,y1 = P, + P,,_4 . Um fato conhecido é
+
que o niimero de ouro é a solucdo positiva da equacdo polinomial X2 — X —1 = 0. Por outro lado, também é possivel

provar que o niimero de pléstico é a tinica solucdo real das equacdes polinomiais X3 — X —1=0e X°— X —1=0.

Agora vamos abordar os principais conceitos envolvendo contagem em Anélise Combinatéria. Comegamos com a

seguinte questao:
Permutagoes simples: De quantos modos podemos ordenar em fila n objetos?

Resposta: O nimero de permutagoes simples de n objetos distintos, ou seja, o nimero de ordens em que podemos

colocar n objetos é P, = n!.

Uma generalizagao desse resultado é o seguinte:

Permutagoes com repetigao: O numero de modos que podemos colocar em fila n objetos, onde n; sao iguais a
n!

a1,ne s@o iguals a ag, ..., n, sdo iguais a a, ¢éigual a P(n;ni,na,..,n.) = — -
MM -+ Nyt

Outra pergunta importante é:
Combinacoes simples: De quantos modos podemos selecionar k objetos distintos entre n objetos distintos dados?

Resposta: O nimero de combinagoes simples de n tomados k a k, ou seja, o nimero de subconjuntos com k elementos

n n!
de um conjunto de n elementos é igual a C* = =—F 0<k<n.
) & n (k> Min—ky NS
Observagao: Seja A = {a1,aq,...,a,} um conjunto com n elementos. E facil ver que a cada subconjunto B de

A, com k elementos, 0 < k < n, correponde um subconjunto, o complementar de B em relacdo a A, com n — k

elementos.

Portanto segue que: (Z) = ( " k)’ paratodo 0 <k <n.
n—



Mais dois resultados importante:
O numero de solugoes inteiras positivas da equagao 1 + x2 + - - - + £, = m é dado por C’:nill.

Combinacgoes Completas: O nimero de solucoes inteiras nao negativas da equagao 1 +x2+- -+, = m é dado

m _ r—1 _('m
por CR'I’ - Cerrfl - Ym+r—1-

Definigao:(segundo diciondrio Aurélio) Anagrama é uma palavra ou frase formada pela transposigao das letras

de outra palavra ou frase.
Anagrama: do grego ana = ”voltar”ou "repetir’+ graphein = "escrever”.
Um exemplo conhecido é o nome da personagem Iracema, anagrama de América, no romance de José de Alencar.

Agora alguns probleminhas:

Problema 24.

Um nidmero é dito peroba se possui pelo menos dois digitos vizinhos com a mesma paridade. Quantos nimeros

perobas de cinco digitos existem?

Problema 25.

No campeonato interplanetario de futebol, cada vitéria vale trés pontos, cada empate vale um ponto e cada derrota
vale zero ponto. Um resultado é uma vitéria, empate ou derrota. Sabe-se que o Lanoicanretni nao sofreu nenhuma

derrota e tem 16 pontos, mas nao se sabe quantas partidas esse time jogou.

Quantas sequéncias ordenadas de resultados o Lanoicanretni poderia ter obtido? Representando vitéria por V,
empate por E e derrota por D, duas possibilidades por exemplo, sdo (V,E,E,V.E'V.V.E) e (E,V,V,V,V,V).

Problema 26.

Quantos sao os anagramas da palavra PERIGOSA em que as quatro vogais aparecem em ordem alfabética?

(As quatro vogais nao precisam ficar em posigdes consecutivas.)

Problema 27.
Quantos sao os anagramas da palavra CARAGUATATUBA? Dessas quantas comegam por vogal?

A seguir vamos mostrar que o numero de combinagoes completas pode ser encontrado usando-se um diagrama de

ruas e quadras.

Problema 28.

Para r,m > 1 fixados, considere mais uma vez a pergunta: de quantas maneiras pode-se expressar x1 + xo + T3 +

-+« 4+ x, = m, onde 0s x; sao inteiros nao negativos?

Por exemplo, de quantas maneiras pode-se escrever x; + xo + x3 = 47 Algumas possibilidades sdo: 14+3+0=4,
0+1+43=4, 1+2+1=4, etc.

Ja enunciamos anteriormente a resposta para esta questao, mas é possivel usar um diagrama de ruas e quadras para
resolver este problema. Cada maneira de escrever 1 + o9 + x3 + --- + . = m pode ser visualizada como uma

trajetéria, cada x; representando o nimero de passos para cima. Por exemplo,



A A
1‘1—1 .’1,‘1—1
372—2 :1?2—3
1‘3—1 :1?3—0
0) 0
1+ 2 +1 =4 1 +3 + 0 = 4

(a) Conte desta maneira o nimero de diferentes solugoes da equagdo 1 + x2 + 3 + x4 = 7, onde cada x; é inteiro

nao negativo.

(b) Quantas diferentes combinagdes de moedas de 1, 5, 10, 25 e 50 centavos pode um cofrinho conter, sabendo que
ao todo ele contém 20 moedas?

Mais alguns problemas...

Problema 29.

Esmeralda, a digitadora, tentou digitar um numero de seis algarismos, mas dois algarismos nao apareceram (a
digitadora deve ter se esquecido ou as teclas ndo funcionaram). O que apareceu foi 20046.

Quantos sao os nimeros de sete algarismos que ela pode ter tentado digitar?

Problema 30.

Dizemos que uma palavra @) é quase-anagrama de outra palavra P quando ) pode ser obtida retirando-se uma
letra de P e trocando a ordem das letras restantes, resultando em uma palavra com uma letra a menos do que
P. Um quase-anagrama pode ter sentido em algum idioma ou nao. Por exemplo, RARO, RACR e ARCO sao
quase-anagramas de CARRO. Quantos sao os quase-anagramas da palavra PALAVRA que comecam com A7

Problema 31.

De quantas maneiras podemos colocar, em cada espago abaixo, um entre os algarismos 4, 5, 6, 7, 8, 9, de modo que
todos os seis algarismos aparegam e formem, em cada membro, nimeros de dois algarismos que satisfazem a dupla
desigualdade?

Problema 32.
Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo, devem formar uma fila com outras 30 pessoas.

De quantas maneiras podemos formar esta fila de modo que Arnaldo fique na frente de seus 4 amigos?

(Os amigos nao precisam ficar em posi¢oes consecutivas.)
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Problema 33.

A fébrica Delicias Paraibanas produz 8 tipos de trufas: Agaf (A), Brigadeiro (B), Caju(C), Damasco(D), Goiaba(G),
Morango(M), Nozes(N) e Passas (P). Essas trufas sdo vendidas em caixas com 20 unidades.

(a) Sabendo que é possivel encontrar caixas com um tnico sabor ou sortido, quantas caixas diferentes podem existir?
(b) Sabendo que em cada caixa hé pelo menos uma trufa de cada tipo, quantas caixas diferentes podem existir?
(c) Sabendo que em cada caixa hé pelo menos trés trufas de brigadeiro, quantas caixas diferentes podem existir

d) Sabendo que cada caixa contém no minimo trés e no méximo sete trufas de caju, quantas caixas diferentes

podem existir?

Observagao Nos itens (c) e (d) ndo é necessario que haja todos os tipos nas caixas.

Problema 34. (Oitava Questdo da OBM Sénior de 1992)

Em um torneio de xadrez cada jogador disputou uma partida com cada um dos demais participantes. A cada partida,
havendo o empate, cada jogador ganhou 1/2 ponto; caso contrério, o vencedor ganhou 1 ponto e o perdedor 0 pontos.
Participaram homens e mulheres e cada participante conquistou o mesmo ntmero de pontos contra homens que

contra mulheres. Mostre que o ntimero total de participantes é um quadrado perfeito.

Agora iniciamos uma lista de problemas envolvendo somas em combinatéria. Daremos soluges combinatdérias e

outras utilizando, por exemplo, o binomio de Newton. Comegamos com um resultado cléssico.

Problema 35.

O objetivo desta questao é provar de duas maneiras diferentes a identidade

)= 6 ()G ()=

(a) Demonstragao combinatéria: Considere um conjunto com n elementos. Primeiro determine a quantidade de
subconjuntos desse conjunto. Depois calcule a quantidade de subconjuntos com nenhum elemento, com um

elemento, com dois elementos, ..., com n — 1 elementos, com n elementos. Compare os resultados obtidos.

(a) Aplique o Bindmio de Newton para a expressao (1 + x)" Faga =z = 1.

Problema 36.

O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade

Zi: k(Z) = n2n 1.

k=1

(a) Demonstragao combinatéria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo uma pessoa designada
para presidente, que se pode formar a partir de um conjunto de n pessoas (uma comissao pode ter um nimero
qualquer de pessoas, de 1 a n). Conte este conjunto de comissoes de duas maneiras diferentes e compare os re-
sultados. Um método é, depois de escolhida a comissao, escolher o presidente entre seus membros. Outro é es-
colher primeiro uma pessoa para ser o presidente e depois escolher o restante da comissao. Use o Problema 35.

(b) Considere o binémio de Newton (1 + )" = Z (Z) z¥ | derive em relacdo a = e depois faca = = 1.
k=0
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Problema 37.
O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade

n

n _
E k* =n(n+1)2""2
k
k=1
(a) Demonstragao combinatdria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo uma pessoa designada
para presidente e uma para secretario, podendo a mesma pessoa acumular os dois cargos, que se pode formar a
partir de um conjunto de n pessoas (uma comissao pode ter um niimero qualquer de pessoas, de 1 a n). Conte
este conjunto de comissoes de duas maneiras diferentes e compare os resultados. Um método é, depois de esco-
lhida a comissao, escolher o presidente e o secretario entre seus membros. Outro é escolher primeiro uma pessoa

para ser o presidente, uma pessoa para secretario e depois escolher o restante da comissao. Use o Problema 35.
" /n
(b) Tome a expressao (1+z)" = z¥, derive em relacéo a z, depois multiplique a expressao obtida por z
k ) ) )
k=0
derive mais uma vez em relagao a x e faca x = 1.
A questao abaixo é consequéncia imediata das duas anteriores, mas pode ser provada de forma independente.

Problema 38.

O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade
= n
Z k(k—1) (k) =n(n—1)2""2

k=2

(a) Demonstragao combinatéria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissdes tendo uma pessoa designada
para presidente e outra para vice-presidente, que se pode formar a partir de n pessoas (portanto as comissoes
vao conter ao menos 2 pessoas). Conte essas comissoes de 2 maneiras diferentes e compare os resultados. Um
método é, depois de escolhida a comissdo, escolher o presidente e o vice-presidente entre seus membros. Outro
é escolher primeiro uma pessoa para ser o presidente e outra para vice-presidente e escolher depois o restante
da comissao. Use o Problema 35 e a mesma ideia da questao anterior.

n

(b) Tome a expressao (1 +z)" = Z <Z> 2", derive duas vezes em relacio a z e depois faca = = 1.
k=0

Problema 39.

o -1\ <, [0\’
. . = k .
Prove a identidade n< n—1 > 1; <k:)

(a) Demonstragdo combinatdria: Dados um conjunto de n homens e n mulheres, conte de duas maneiras diferentes

todas as comissoes de n pessoas com um homem escolhido para ser o presidente da comissao.

(b) Utilizando o bindmio de Newton: Considere a igualdade (1 + 2)"(1+y)" = [Z (Z) xk] . Z (n) v,
J

k=0 =0

derive em relacio a x, faca y = z e, finalmente, identifique o coeficiente de ”~! dos dois lados da igualdade.
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Problema 40.

O objetivo desta questao é provar a identidade de Lagrange
n 2 2 2 2 2
Zn:n+n+n+.”+n:2n
k 0 1 2 n n)’
k=0
Basta mostrar que

S (6D =G OG0 6) - ()

(a) Counsidere o problema de formar comissoes de n pessoas a partir de um grupo de n homens e n mulheres. Conte
essas comissoes de duas maneiras diferentes: primeiro diretamente e depois dividindo em casos, conforme o nu-

mero de mulheres que a comissao contém. Comparando os resultados, obtenha nova demonstracao de (3).

(b) Aplique o Bindémio de Newton a ambos os lados da igualdade (1 + x) - (1 + x)" (1 + x)n Comparando a ex-
pressao do coeficiente de ™ de ambos os lados, obtenha a identidade acima. Em seguida use a simetria dos ni-

meros combinatoérios para deduzir a identidade de Lagrange.

O problema anterior é uma consequéncia imediata do exercicio abaixo, onde usamos a notagao |X| para designar a

quantidade de elementos de um conjunto X.

Problema 41.

O objetivo desta questao é dar trés demonstragoes diferentes para o fato de que sempre que n > r e m > r, vale a
seguinte identidade (Convolugao de Vandermonde), descoberta pelo matemético Alexandre-Théophile Vandermonde

00 B0 ()

(a) Demonstragao combinatéria: Considere um grupo com n homens e m mulheres. Calcule, de duas maneiras

diferentes, a quantidade de comissoes de tamanho r possiveis de serem formadas.

(b) Demonstracao utilizando o Binémio de Newton: Considere (1 + z)"t™ = (1 + )" (1 + x)™, expanda os

trés binémios e compare o coeficiente de " nos dois lados da igualdade.

(c) O objetivo deste item ¢ mostrar uma maneira diferente de provar a mesma identidade acima usando um

diagrama de Tuas e quadras. Para simplificar, s6 se pede que vocé faga um caso particular.

No diagrama de quadras e ruas abaixo, considere todos os caminhos (de minima distancia) de O para A (na

figura, caminhos indo sempre para cima ou para a direita) e conte-os dividindo em casos, de acordo com o pon-
to onde cruzam a diagonal com os pontos marcados com quadrados, correspondendo as esquinas cuja distancia
de O é 8 quadras. Considerando todos os casos possiveis, obtenha um caso particular da identidade da questao

anterior.

(d) Novamente, dividindo todos os caminhos (de minima distancia) de O para A em casos, de acordo com o ponto

em que cruzam a diagonal de pontos circulados, obtenha uma igualdade similar & obtida na parte (a).
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m
=s)

m
=s)

[ 4 N>
(@)

Uma identidade bem interessante surgida numa olimpiada chinesa é a que enunciamos a seguir. Lembramos que

|z] denota o tunico inteiro k tal que k < x < k + 1.

Problema 42. (Olimpiada Chinesa — 1994)
2n+1 - —k
Prove a identidade utilizando um raciocinio combinatério ( n;— ) = Z ok (n) (L ( " ) .

A identidade a seguir é conhecida como identidade combinatéria de Fermat.

Problema 43.

n .
Fornega um argumento combinatério para estabelecer a identidade: (Z) = <; 11> .
< \k —

Problema 44.

n .
Fornega um argumento combinatério para estabelecer a identidade: (n) gn—i E <n> (j )7 i<n.
)

Problema 45.

Considere o langamento de um dado n vezes e seja S a soma dos valores obtidos nos langamentos. Seja x; o resultado
obtido no i-ésimo lancamento. Mostre que o niimero de solugoes da equagao x1 +xo+---+x, =5, com 1 < x; <6,
é igual a
55~
S _1)k(n) (S—6l<;—1)
( k n—1 '

k=0
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Problema 46.

Um fazendeiro que dispoe de R$ 60.000,00 pretende gastar essa importancia na compra de cavalos e bois. Sabendo

que cada cavalo custa R$ 700,00 e cada boi R$ 650,00, obtenha uma equagao diofantina que modele este problema.
(a) Quantas e quais sao as solugdes desse problema?

(b) Qual o nidmero de bois e cavalos que ele deve comprar se quiser comprar a maior quantidade de animais?

Problema 47.

Sejam a e b inteiros positivos relativamente primos. Mostre que a equacao ax + by = ¢ tem solugoes inteiras nao

negativas para todo ¢ >ab—a —b. Esec=ab—a —b?

Problema 48.

(a) Um dado perfeito tem as faces marcadas com 1,1,2,2,3.3. O dado vai ser langado duas vezes. Qual a probabilidade

de que a soma dos resultados seja par?
(b) E se o dado for langado n vezes e n comegar a crescer, o que acontece com esta probabilidade?

Sugestao: comecar a calcular a probabilidade nos casos n = 3,4,5 e fazer uma conjectura.
Os dois problemas abaixo sao de andlise, mas resolvi acrescenta-los pois acho muito interessantes.

Problema 49.

“+oo
Sabemos que a série harmoénica E — diverge.
n
n=1
Agora consideremos o conjunto Ag = {n € N : n ndo possui o algarismo 9 na sua representacao decimal}.

1 1
Mostre que a série E — converge e que 8,1 < E — < 81.
n
neEAg ne€Ag

Agora um problema que generaliza o anterior.

Problema 50.

Seja A; = {n € N: n néo possui o algarismo ¢ na sua representacao decimal. Mostre que:.}

[ 1
(a) A série E — converge.
n
neA;

. 1
(b) A série E — converge se, e somente se, p > logyo 9.
n
neA;
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