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Resumo

O mini curso Construgées Matemdticas da Misica destina-se a professores de matemdtica do Ensino Funda-
mental, Médio ou Superior, alunos do curso de licenciatura em matemaética e até aos alunos do Ensino Médio que
por ventura ja conheceram o logaritmo. Iniciaremos com uma parte musical, esclarecendo alguns conceitos que
serao abordados no decorrer do mini curso. Serao utilizados instrumentos musicais (ex.: violao e flauta) durante
a apresentacao para auxiliar a compreensao desses conceitos. Terminando essa parte musical, comega-se a divisao
pitagorica da musica - construcdo matematica em que sé se usa fragées. Por fim, vem a construcao do Tempera-
mento igual (escala musical que utilizamos hoje), a qual s6 foi possivel apds a criagdo do logaritmo. O mini curso
visa explorar a curiosidade matematica e mostrar que ha uma interdisciplinaridade entre matematica e musica, tor-
nando possivel o aprendizado de assuntos bastante problematicos para os alunos de matematica dos Ensinos Médio
e Fundamental como fragoes e logaritmos, de uma forma curiosa e divertida, usando um tema que atualmente ja é
considerado como a arte mais popular do planeta, a musica.

e Palavras chaves: matematica; musica; fracoes; logaritmo.

1 Breves conceitos musicais

Antes de realizarmos as construgoes matemaéticas propriamente ditas, precisamos abordar um pouco de conteido

musical, evitando qualquer possivel confusao no decorrer deste mini-curso.

e Som: Som é a sensacao produzida no ouvido pelas vibragoes de corpos eldsticos. Uma vibragdo poe em
movimento o ar na forma de ondas sonoras que se propagam em todas as diregoes simultaneamente. O som
é representado por uma sendide, possuindo uma velocidade de oscilagao ou freqiiéncia que é medida em uma
unidade chamada Hertz (oscilagbes por segundo). As principais caracteristicas do som sdo:

Altura (determinada pela freqiiéncia das vibragoes); Duracao (de-
terminada pelo tempo de emissdo do som); Intensidade (grau do
volume sonoro) e Timbre (considerado a ”cor”do som de cada in-
strumento ou voz, é derivado da intensidade dos sons harmonicos

que acompanham os sons principais).

(MED, 1996, p. 12)

e Notas musicais: Nas nossas musicas, sao usados sons regulares denominados notas, havendo uma manutencao
de determinados intervalos entre essas notas. As notas sao obtidas com o auxilio de instrumentos musicais.
Elas sao divididas em 12, onde 7 sdo ditas naturais: D6, Ré, Mi, F4, Sol, La e Si; e 5 sdo chamados acidentes:
Do6+#, Ré#, Fa#, Sol#, La#. O simbolo "#” que acompanha todos os acidentes se 1é sustenido.
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e Escala musical: E uma seqiiéncia ordenada das notas com relagao a freqiiéncia da vibracao desses sons

(geralmente ordenada das notas de menor freqiiéncia (graves) as de maior freqiiéncia (agudas)). Os acidentes
sao sons que se forem classificados quanto a altura, ficam entre algumas notas naturais, obtendo assim um
intervalo tinico entre todos os sons. Se ordenarmos todas as notas quanto & altura (grave - agudo), terfamos:
Do, Dé#, Ré, Ré#, Mi, Fa, Fa#, Sol, Sol#, La, La# e Si. Dé-se o nome de Escala Cromatica a essa escala

formada pelas sete notas naturais mais os cinco acidentes.

Tom e semitom: Tom e semitom sao intervalos correspondentes & diferenca entre sons da escala. Teremos
um semitom entre dois sons consecutivos da escala (quanto & altura), sendo um tom composto por dois
semitons. O termo TOM também pode se referir & nota em relacao a qual se constréi uma escala qualquer,
onde essa nota se torna o centro tonal no qual esse sistema se baseia. Neste ltimo sentido, o tom pode

também ser chamado de Tonalidade.

Atividade 01: Chama-se de Escala Diatonica a escala musical composta pelas notas naturais da seguinte

forma: D¢, Ré, Mi, F4, Sol, L4, Si, D6, onde a ultima nota da escala se repete a primeira. Os intervalos entre

quaisquer duas notas da Escala Diatonica sao iguais? Por qué?

2

2.1

Fracoes pitagoricas e os sons

O monocérdio

Segundo a lenda, ao passar por uma oficina, Pitdgoras ouviu o som de cinco martelos batendo em uma bigorna.

Interessado pelos belos sons produzidos por essas pancadas, inicialmente pensando que a qualidade do som era

proveniente da forca das maos, ele trocou os martelos, mas cada martelo conservava o som que lhe era préprio.

Apdés tirar um martelo que nao estava soando muito bem, Pitdgoras pesou os outros quatro martelos, tendo como

resultado doze, nove, oito e seis unidades de peso. Essas razoes matematicas dariam inicio a construgao do primeiro

experimento cientifico da histéria, o monocérdio. (ver figura 2.1)

Figura 1: Monocérdio

Esse experimento foi realizado por Pitdgoras, que observou que uma corda ao vibrar em uma determinada

tensao produzia som, e que se variasse o comprimento da parte ativa da corda em relagao a sua extremidade

por meio de um cavalete moével, obtinham-se diferentes sons. Pitdgoras percebeu que ao dividir essa corda ao

meio e ao vibra-la, o som produzido por essa metade da corda era o mesmo som da corda anterior, s6 que mais

agudo (musicalmente chamamos essa nota de oitava, que é formado por um intervalo de 12 semitons). A partir

de outras tentativas, Pitdgoras percebeu que as fragdes 2/3 e 3/4 da corda também soavam bem. Esses sons sao

respectivamente o que hoje chamamos de intervalo de quinta (sete semitons) e intervalo de quarta (cinco semitons).

Esses trés novos sons descoberto por Pitagoras a partir de fragdes da corda foram posteriormente denominados de

consonantes pitagoéricas. Os nuimeros utilizados nessas fragoes, que sdo 1, 2, 3 e 4, possuem uma soma 10, que para

os pitagoéricos era considerado um nimero magico.



Os pitagoéricos observaram que notas diferenciadas de uma oitava ap-
resentavam certa semelhanga, podendo ser definida como uma classe
de equivaléncia, onde duas notas tornam-se equivalentes se o intervalo
existente entre elas for um nimero inteiro de oitavas, podendo reduzir
diferentes oitavas a apenas uma, possuindo assim notas equivalentes

em todas as outras oitavas e na oitava origem.

(Abdounur, 2003, p.09).

Sempre teremos, portanto, sons diferentes (nao equivalentes) e agraddveis se usarmos intervalos de quarta (3/4
da corda) ou de quinta (2/3 da corda).

2.2 Divisao pitagodrica da mausica

Usando como ilustragao teclas de um piano (ver figura 2.2), onde as teclas pretas simbolizam os acidentes e as
teclas brancas as notas padrao, e sabendo que a ordem dessas notas segundo a altura é D6, D6#, Ré, Ré#, Mi, F4,
Féa+#, Sol, Sol#, L4, La# e Si, teremos:

po | RE | i |Fs |SOL| LA | 3 |po | RE | M [Fa | SOL| LA | SO

Reparemos que temos 12 notas em uma oitava e que hd uma equivaléncia entre a 1¢ e a 132 nota, entre a 2% e

a 142, e assim por diante, pois estao divididas por uma oitava.

Atividade 02: Lembrando que o intervalo de quinta contém 8 notas (7 semitons), mostre que é possivel en-
contrar todas as notas do alfabeto musical, mesmo que em oitavas diferentes, usando apenas sucessivos intervalos

de quinta. [Por questdo de estética, tome como a primeira nota um F4§]

Atividade 03: Seria possivel encontrar todas as notas usando apenas intervalos de quarta (5 semitons)?
Matematicamente falando, quais seriam os intervalos (em relagdo & quantidade de semitons) onde isso nao seria

possivel?

Atividade 04: Como continuagao da atividade 02, calcule a fragao que representa o comprimento da corda das

sete primeiras notas encontradas anteriormente (que estdo em vérias oitavas).

Ja temos, portanto, as fragoes que representam as notas musicais que formam a escala diatonica, mas estao em
oitavas diferentes. Para termos a escala diatonica propriamente dita, precisamos transpor todas essas notas para
uma unica oitaval

Atividade 05: Comegando pela nota D6, e atribuindo a ela o comprimento 1, encontre todas as fragdes que

representam cada nota da escala diatonica em apenas uma oitava, preenchendo, por fim, a tabela que segue. [Use a



Notas D6 Ré Mi Fa Sol La Si D61

Razéo a
partir de D6

Razdo
Intervalar 8/9 8/9 243/256 | 8/9 8/9 8/9 243/256
Resultante

idéia de que além do intervalo de quinta, possuimos o de quarta e o de oitava, o que nos vai tornar possivel sempre
"voltar”a oitava original quando necessdrio]
Calculando o intervalo entre estas notas, encontraremos apenas dois valores: 8/9, que é o tom diaténico pitagérico

e 243/256, que é o semitom diatonico pitagdrico.

Atividade 06: Como continuagao da atividade 02, calcule o comprimento relativo ao Fa# na oitava inicial.

Em seguida, calcule o intervalo entre o Sol na oitava inicial (2/3) e o Fa# que acabamos de descobrir.
Atividade 07: Calcule agora o intervalo entre o Fa e o FaA# da oitava inicial que temos.

Algo deu errado! Temos duas distintas razdes para o semitom. A esse novo valor do semitom entre o Fa e o
Fa# dé-se o nome de semitom cromético pitagdrico.

Em outras palavras, qualquer que seja o nimero de sucessivas quintas, o som resultante nunca podera ser obtido

) )
or sucessivas oitavas ou sucessivas quartas aplicadas a este som inicial. atematicamente falando:
t t licad t 1. Mat t te faland 3/4)p
(2/3)% # (1/2)"para todo p, g, r pertencentes ao Conjunto dos Numeros Naturais.

7 A aritmética baseada em ciclos de intervalos de quintas da escala pitagdrica leva portanto a existéncia de
semitons de tamanhos diferentes e de notas que néo sao equivalentes” (IAZZETTA, p.1). Poderfamos imaginar esse
erro como sendo uma pequena ”sobra”’de freqiiéncia em uma determinada nota da escala se comparada as outras
notas.

”Além do desajuste entre quintas e oitavas, outro inconveniente da teoria pitagérica foi & impossibilidade de
alterar a tonalidade de uma misica, visto que se utilizava apenas intervalos naturais, o que nunca trazia uma
simetria entre as escalas.” (SIMONATO, p. 3-4).

3 Temperamento igual e os logaritmos

Com o passar do tempo, surgiram muitas outras maneiras de se dividir os sons. Entretanto, a principal dificul-
dade era a de conseguir encontrar uma razao intervalar constante entre todas as notas da escala. Essa razao, de
fato, foi encontrada e é dessa maneira que é dividida a musica que conhecemos hoje. Essa ”divisao igual”’das notas
(Temperamento Igual) sé foi possivel apés a invencdo do logaritmo. Veja como:

Para termos uma razdo intervalar r constante entre todas as 13 notas da oitava (12 semitons constantes), e
sabendo que a razdo entre uma nota e sua respectiva oitava é 1/2, precisarfamos que r fosse um ndmero tal que
quando multiplicado doze vezes seguidas, partisse do nimero 1 ao niimero 2 (ou no ndmero 1/2, dependendo da
referéncia).

O logaritmo surgiu como ferramenta que facilita bastante alguns calculos, reduzindo os problemas de seqiiéncias

geométricas em problemas de seqiiéncias aritméticas, visto que ele transforma uma multiplicagao em uma soma e



uma divisao numa subtragao:
log(a - b) = log(a) + log(b) :log(a/b) = log(a) — log(b)

No nosso problema, devemos intercalar geometricamente 12 razoes r entre 1 e 2.

Observagao: Podemos intercalar facilmente n niimeros entre dois nimeros a e b de forma aritmética da seguinte

formas:
a x1 )C2 Xu2 b
[ N | |
I T T T T R 1
‘7 n termos 4|
A razdo p da sequéncia serd: p=(b—a)/nxzi=a+p;xo=a1+Dp;...;b=xp_o+p.

Ao somar o primeiro termo a razdo, obtém o segundo, este segundo mais a razdo, o terceiro, e assim sucessiva-
mente até obtermos o n-ésimo termo.

Atividade 08: Vimos que o logaritmo transforma problemas geométricos em problemas aritméticos. Usando
0 que vocé conhece de logaritmos, tente encontrar a razao r que procurdvamos de forma que nosso problema seja

equivalente ao problema aritmético feito acima.

Atividade 09: Comecando pelo Dé e tomando seu comprimento de corda sendo 1, mostre o valor que repre-

senta o comprimento de corda de cada uma das 12 notas, indo do D6 mais agudo para a mais grave.

4 Anexos

Foi a partir das silabas iniciais dos versos da primeira estrofe do hino litirgico em honra de Sao Joao Baptista
que se formaram os nomes das notas musicais. Veja:

Hino a Sao Joao Batista

Utqueant laxis
Resonare fibris
Mira gestorum
Famuli tuorum
Solve polluti
Labi reatum

Sancte Ioannes

Traducao:

”Para que nds, teus servos, possamos elogiar claramente o milagre e a forga dos teus atos, absolve nossos ldbios
impuros, Sao Joao”

O ut foi depois substituido por dé. O si é constituido pelas letras iniciais latinas de Sancte Johanes (Sdo Joao:
o j lia-se como 1i).
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